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Stanistaw Heilpern

Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

PROCES RYZYKA Z ZALEZNYMI OKRESAMI
MIEDZY WYPLATAMI - ANALIZA
PRAWDOPODOBIENSTWA RUINY"

Wprowadzenie

W pracy bedzie rozpatrywany ciagly proces ryzyka, w ktérym okresy mig-
dzy poszczegdlnymi wyplatami mogg by¢ zaleznymi zmiennymi losowymi.
W klasycznych procesach ryzyka, stanowigcych podstawe teorii ruiny [Kaas et al.
2001; Ostasiewicz 2000; Rolski et al. 1999], przyjmuje si¢ niezalezno§¢ wystg-
pujacych procesow i zmiennych losowych. Zalozenie o niezaleznos$ci jest wygod-
ne z teoretycznego, matematycznego punktu widzenia, upraszcza rozwazania, wie-
le faktow mozna udowodni¢, jednak czgsto jest zbyt idealistycznym podejsciem.
W praktyce okresy miedzy wyptatami sg zwykle w wigkszym lub mniejszym
stopniu zalezne. Na badany proces wplywaja czesto czynniki zewngtrzne, np.
ekstremalne zjawiska, takie jak powodzie, pozary, trzesienia ziemi, czy karambole
na autostradach, kryzysy gospodarcze lub polityczne, wptywajace jednoczesnie
na wszystkich uczestnikdw procesu, powotujac wystgpowanie zaleznos$ci.

Proces ryzyka bedzie badany ze wzgledu na prawdopodobienstwo ruiny, ze
szczegOlnym uwzglednieniem wplywu stopnia zaleznosci okresow migdzy wy-
ptatami na to prawdopodobienstwo. Rozpatrzono przyklad $cistej zaleznos$ci
okres6w oraz gdy struktura ich zalezno$ci jest opisana archimedesowa funkcja
faczaca (ang. copula). W obydwu zalozono, ze zar6wno okresy miedzy wypla-
tami, jak 1 wyptaty maja rozktad wyktadniczy.

Prace mozna traktowac jako kontynuacje artykutu [Heilpern 2010], w kto-
rym byt rozpatrywany proces ryzyka z zaleznymi wyptatami. Otrzymane tam
wyniki wskazywaly na istotng zaleznos¢ wplywu stopnia zaleznosci wyptat na

! Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2010-2012 jako projekt badawczy
nr 3361/B/H03/2010/38.
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prawdopodobienstwo ruiny, osiggania najwigkszych i najmniejszych prawdopo-
dobienstw ruiny, od wartosci kapitalu poczatkowego. Podobne wyniki zostaty
osiagnigte w niniejszej pracy.

Obliczenia zwigzane z wyznaczeniem prawdopodobienstwa ruiny zostaty
wykonane za pomocg programu Mathematica 6 oraz arkusza kalkulacyjnego Excel.

1. Proces ryzyka

Podstawa rozwazan bedzie nastepujacy ciggly proces ryzyka [Kaas et al.
2001; Ostasiewicz 2000]:

N(t)

U(t) =u+ct—in,
i=1

gdzie u > 0 jest kapitalem poczatkowym, ¢ > 0 intensywnoscia naptywu sktadki,
N(t) = min{n > 0: T,+; > ¢t} procesem liczacym wyptaty X; > 0, a 7; momentem
pojawienia si¢ i-tej wyplaty.

Przyjeto, ze wyptaty sg niezalezne oraz majg ten sam rozktad z dystrybuan-
ta Fx(x) 1 warto$cig oczekiwang m = E(X;), oraz ze proces N(f) generuje okresy
miedzy wyptatami W; = T; — T;; o tym samym rozkladzie Fy. W pracy tej moga
by¢ one zaleznymi zmiennymi losowymi. Ponadto zatozono, ze zmienne X;, W;
sa nawzajem niezalezne. W przypadku gdy okresy W; sa niezalezne, otrzymuje
si¢ tzw. model Sparre Andersena [Rolski et al. 1999].

Glownym tematem niniejszych rozwazan bgdzie prawdopodobienstwo ru-
iny [Kaas et al. 2001; Ostasiewicz 2000]:

Y) = P(T < | U0) =u),
gdzie T jest momentem zaj$cia ruiny
T=min{z: U(t) <0},

czyli zdarzenia, ze proces ryzyka bedzie ujemny w nieskonczonym horyzoncie cza-
su. Prawdopodobienstwo ruiny mozna rowniez wyznaczy¢ na podstawie znajomo-
sci nadwyzki wyptat Y; = X; — cW;. Wtedy zachodzi zaleznos¢ [Rolski et al. 1999]:

Yu) =P (max Y; > u).
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W przypadku gdy zmienne W; sg niezalezne (model Sparre Andersena),
a wyplaty X; maja rozktad wykladniczy z parametrem 1/m, to prawdopodobien-
stwo ruiny wyraza si¢ wzorem [Rolski et al. 1999]:

P(u) = (1 - Rm)e™®,
gdzie wspotczynnik dopasowania R jest nieujemnym rozwigzaniem rownania
My (s) = Mx(s)My (—cs) =1,

a My (s) = E(e’Y) jest funkcja generujaca momenty zmiennej losowej Y. Po-
wyzszy wzor na prawdopodobienstwo ruiny bedzie wykorzystywany w dalszej
czgsci pracy.

W klasycznym modelu ryzyka przyjmuje si¢, ze proces liczacy wyplaty N(¢)
jest procesem Poissona [Kaas et al. 2001; Ostasiewicz 2000; Rolski et al. 1999].
Wtedy okresy miedzy wyptatami W; sa niezalezne i majg rozktad wyktadniczy
z parametrem A, gdzie 4 jest intensywnoS$cig procesu Poissona. W przypadku ma-
lej intensywnos$ci naptywu sktadki ¢, tzn. gdy zachodzi warunek ¢ < Am, zajscie
ruiny jest zdarzeniem pewnym dla kazdej wartosci kapitatu poczatkowego u,
czyli otrzymujemy P (u) = 1.

Dla skrajnych warto$ci kapitatu poczatkowego u, prawdopodobienstwa ru-
iny przyjmujg prostg postac:

A
P(0) = ==, lim Y(w) = (=) = 0.

Dla dowolnych wartos$ci kapitatu poczatkowego u na ogo6t nie ma natomiast
jawnych wzoréow na prawdopodobienstwo ruiny. Jedynie w przypadku gdy wy-
ptaty majg tzw. rozktad fazowy [Rolski et al. 1999] mozna podaé¢ konkretny
wzor na to prawdopodobienstwo. Przyktadowo, gdy wyptaty X; maja rozktad
wyktadniczy z parametrem 1/m (szczegdlny przypadek rozktadu fazowego),
prawdopodobienstwo ruiny wyznaczamy stosujac wzor:

m c—Am )
u

A
v = e (-
Wspolczynnik dopasowania wynosi wtedy R = % Roéwniez w przypad-

ku dyskretnych rozktadéw wyptat istnieje kombinatoryczny wzor na prawdopo-
dobienstwo ruiny [Kaas et al. 2001].
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2. Silna zaleznos¢

Na poczatku rozpatrzmy skrajny przypadek, gdy okresy miedzy wyptatami
W; sg silnie zalezne. Opisane sg one wtedy przez ta samg zmienng losowa W. Dla
ustalonej warto$ci w tej zmiennej otrzymujemy proces ryzyka U,(f) o stalych,
deterministycznych okresach miedzy wyptatami o dtugosci w:

[t/w]
Uy,@t) =u+ct— z Xi,
i=1

gdzie [x] jest czescig catkowita x.
Prawdopodobienstwo ruiny w przypadku silnej zaleznosci okresow miedzy
wyplatami wyznaczamy jako mieszankeg:

Yw) = f W () dFy (W)
0

prawdopodobienstw ruiny ¥, (1) dla deterministycznych okresow. Pamietajac,
ze nierdownos$¢ w < %pociqga za sobg Y, (u) = 1, otrzymujemy:

p@ = [ pudR ) + Ry (%),

m/c

Widzimy, ze nawet dla nieskonczenie duzego kapitatu poczatkowego u,
prawdopodobienstwo ruiny moze by¢ w tym przypadku dodatnie, rowne

Y(o) = Fy, (%), w przeciwienstwie do przypadku niezaleznych okresow, gdzie

otrzymujemy zerowe prawdopodobienstwo ruiny.

Zajmijmy si¢ teraz przypadkiem, gdy okresy miedzy wyptatami sa opisane
ta samg zmienng losowg W o rozktadzie wyktadniczym z parametrem A. Bedzie
to przeciwstawna sytuacja do klasycznego procesu ryzyka, gdy okresy te sg nie-
zalezne. Jesli dodatkowo przyjmiemy, ze wyplaty sa rowniez wyktadnicze z pa-
rametrem 1/m, to prawdopodobienstwo ruiny dla ustalonej wartosci W = w jest
okreslone wzorem:

Yw@) = (1 - Ryme ",
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gdzie wspolczynnik dopasowania R,, > 0 jest rozwigzaniem rownania e*" = 1 — ms.
Wtedy wzor na prawdopodobienstwo ruiny, gdy okresy miedzy wyptatami sa
Scisle zalezne o rozktadzie wyktadniczym i wyktadniczych wyptatach, przyjmu-
je postaé:

Yu) =2 f (1- me)e_(Rwu"'/lW)dW +1—eAm/c

m/c

Dla nieskonczenie duzego kapitatu poczatkowego prawdopodobienstwo ru-
iny jest dodatnie, rowne:

P(o0) =1 —eAm/e,

Przyklad 1. Niech warto$¢ oczekiwana wyplat m = 2, intensywno$¢ napltywu
sktadki ¢ = 3, a okresy migdzy wyptatami maja rozktad wyktadniczy z parame-
trem 4 = 1. W tabeli 1 zostaly podane wartosci prawdopodobienstwa ruiny dla
scisle zaleznych i niezaleznych okresow miedzy wyplatami oraz dla réznych
wartosci kapitalu poczatkowego u. Prawdopodobienstwa te zostaly réwniez
przedstawione na rysunku 1.

Tabela 1

Prawdopodobieristwa ruiny dla cisle zaleznych i niezaleznych okresow miedzy wyptatami

niezalezne | silnie zal. u | niezalezne | silnie zal. u | niezalezne | silnie zal.

N

0,666667 | 0,634336 9 | 0,148753 | 0,523385 [ 18 | 0,033191 | 0,505515
0,564321 0,605764 | 10 | 0,125917 | 0,519991 | 19 | 0,028096 | 0,504529
0,477688 | 0,584422 | 11 | 0,106586 | 0,517135 | 20 | 0,023783 0,50364
0,404354 | 0,568260 | 12 | 0,090224 | 0,514707 | 25 | 0,010336 | 0,500248
0,342278 | 0,555848 | 13 | 0,076373 | 0,512621 | 30 | 0,004492 | 0,497978
0,289732 | 0,546180 | 14 | 0,064648 | 0,510814 | 35 | 0,001952 | 0,496354
0,245253 0,538543 | 15 | 0,054723 | 0,509236 | 40 | 0,000848 | 0,495134
0,207602 | 0,532428 | 16 | 0,046322 | 0,507846 [ 50 | 0,00016 0,493426
0,175731 0,527465 | 17 | 0,039211 | 0,506614 | 100 | 3,85E-08 | 0,490005

0 9 AN L AW N~ O

Ponadto prawdopodobienstwo ruiny dla nieskonczenie duzego kapitatu
poczatkowego i $cisle zaleznych okresow miedzy wyplatami wynosi (o0) =
=0,486583.
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0,7

0,6 -

0,3 -

0,2 +

= njezalezne == = sjlnje zal.

0,1 -

Rys. 1. Prawdopodobienstwa ruiny dla $ciéle zaleznych i niezaleznych okreséw migdzy wyptatami

Widzimy, ze dla zerowego i dla matego kapitalu poczatkowego prawdopo-
dobienstwo ruiny dla niezaleznego przypadku jest wicksze niz dla $cisle zalez-
nego. Dla wigkszych wartos$ci kapitalu u otrzymujemy natomiast relacjg¢ odwrot-
ng. Przypadek $cisle zaleznych okreséw migdzy wyptatami jest ,,gorszy”, daje
nam wi¢ksze prawdopodobienstwo ruiny. Ponadto réznice miedzy prawdopodo-
bienstwami ruiny dla réznych wartosci kapitatu poczatkowego sa w tym przy-
padku niewielkie.

3. Archimedesowe funkcje taczace

Rozpatrywany powyzej przypadek, gdy okresy migdzy wyptatami sg $cisle
zalezne, jest wybitnie skrajng i sztuczng sytuacjg. W praktyce zalezno$¢ miedzy
okresami nie jest tak duza. Stopien zaleznosci, mierzony np. wspotczynnikami
korelacji 7 Kendalla, zwykle jest istotnie mniejszy od jedynki. W niniejszej pra-
cy do modelowania posrednich, bardziej realistycznych zaleznosci, wykorzysta-
no archimedesowe funkcje taczace.

Funkcja taczaca C (ang. copula) jest acznikiem migdzy rozkladem tacznym
a rozktadami brzegowymi [Nelsen 1999; Heilpern 2007]:

P(Wl > Wi, ... :Wn > Wn) =C (le(wl)l "'IFWn(Wn))I
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gdzie Fyy(w) = 1 — Fy (w) jest funkcjg przetrwania zmiennej losowej . Funk-
cje taczaca mozna zdefiniowac za pomoca dystrybuant, a nie funkcji przetrwania
jak w tym przypadku, jednak dla nas postac ta jest wygodniejsza. Nalezy tez
pamigtac, ze funkcja taczaca nie zalezy od rozkltadow brzegowych i gdy rozkta-
dy brzegowe sa ciagle, jest ona jednoznacznie wyznaczona.

Archimedesowe funkcje taczace sa indukowane jednowymiarowym genera-
torem g i przyjmuja prosta, quasi-addytywna posta¢ [Nelsen 1999; Heilpern 2007]:

Clur, ..., u) =g (gw) + ... + guy)).

Generator g: (0, 1] — R, jest malejaca funkcja ciagly taka, ze
lim,,_,e g(u) = 0, g(1) = 0. Funkcja g"' odwrotna do generatora powinna by¢
catkowicie monotoniczng funkcja, tzn. spetnia¢ warunek:

g 0 =0,

gdzie /% jest pochodna k-tego rzedu funkcji £; dla kazdego k=0, 1, 2, ... oraz ¢ > 0.
Jest wigc transformatg Laplace’a pewnej nieujemnej zmiennej losowej ® o dys-
trybuancie Fg [Nelsen 1999].

Mozna pokaza¢ [Frees i Valdez 1998; Heilpern 2007], ze dla ustalonej war-
tosci 8 indukowane przez archimedesowa funkcje taczaca C zmiennej ® zmien-
ne losowe W; sa warunkowo niezalezne, tzn. zachodzi zalezno$¢:

P >wy, ... ,W,>w,|O=)=PW>w|O=0) ... - P(W,>w,| ©=0).
Jest to pozyteczna witasnos¢. Umozliwia ona stosowanie dla ustalonej war-
tosci indukowanej zmiennej losowej ® znanych metod klasycznej teorii ruiny

opartej na niezalezno$ci. Zmienna ta generuje wtedy warunkowe zmienne loso-
we Wie o funkcji przetrwania [Frees 1 Valdez 1998; Heilpern 2007]:

F(w|8) = exp(—0g(Fw(W)))

1 wartos$ci oczekiwane;j:
E(Wi|9) = j F(wl@)dw,
0

ktora jest malejaca funkcja 6.



14 Stanistaw Heilpern

Dla ustalonej wartosci 6 indukowanej zmiennej losowej ® otrzymujemy
warunkowy proces ryzyka Uy z niezaleznymi wyplatami X; i niezaleznymi okre-
sami migdzy wyplatami We, czyli proces Sparee Andersena. Warunkowe praw-
dopodobienstwo ruiny tak okreslonego procesu ryzyka bedziemy oznacza¢ sym-
bolem g(u). Wtedy bezwarunkowe prawdopodobienstwo ruiny mozemy
wyznaczy¢ korzystajac z mieszanki warunkowych prawdopodobienstw ruiny ze
zmienng mieszajaca ©:

¢mo=f¢mWM%w)
0

Niech 6, spetnia zalezno$¢ cE (Wiw) = m, wtedy dla 8 > §, warunkowa ru-
ina jest zdarzeniem pewnym, tzn. Yg(u) = 1, a bezwarunkowe prawdopodo-
bienstwo ruiny jest okre§lone wzorem:

0o
Mw=f¢wmwmm+%w@
0

Widzimy, ze gdy Fg(6,) > 0, to nawet dla nieskonczenie duzego kapitatu
poczatkowego prawdopodobienstwo ruiny jest dodatnie, podobnie jak w przy-
padku Scistej zaleznosci okresow.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy zarowno wyptlaty W, jak i okresy miedzy
wyptatami W; maja rozktad wyktadniczy. Ponadto zalozymy, ze struktura zalez-
nosci okresdOw W; jest opisana funkcjg taczaca Claytona, okreslong wzorem:

Ca(ul, ...,un) = (ul_a + .4 ur_la)_l/a;
gdzie a > 0. Jej generatorem jest funkcja g(u) = u™ — 1, a parametr a oddaje sto-

pien zalezno$ci. Wspotczynnik korelacji  Kendalla jest w tym przypadku okre-
$lony prostym wzorem [Nelsen 1999]:

W granicy, gdy parametr a dazy do zera otrzymujemy niezaleznos¢, a gdy
dazy do nieskonczonosci Scista zalezno$¢. Wraz ze wzrostem wartosci tego pa-
rametru ro$nie natomiast stopien zaleznosci.
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Funkcja taczaca Claytona indukuje zmienng losowg ® o rozktadzie gamma
Ga(1/a, 1). Warunkowe rozktady okreséw migdzy wyptatami sg wtedy okreslone
funkcja przetrwania postaci:

F(w|0) = exp (—B(e"“"”'L - 1))
Warunkowe prawdopodobienstwa ruiny sa natomiast okreslone wzorem:

Yo(w) = (1 — Rgm)e Re¥,

gdzie wspotczynnik dopasowania Ry > 0 jest rozwigzaniem rownania:

[ee)

1—ms= f e SWdF(w|8).
0

Przyklad 2 (cd. przyktadu 1). Niech struktura zalezno$ci jest opisana funkcjg tg-
czacg Claytona. W tabeli 2 s3 podane prawdopodobienstwa ruiny dla ré6znych
warto$ci kapitatu poczatkowego u i pigciu wartosci parametru a: 0; 0,2; 2; 10
oraz . Odpowiadajg one wartoscig wspotczynnika korelacji ¢ Kendalla row-
nym: 0 (niezaleznosc¢); 0,091; 0,5; 0,833 oraz 1 (Scista zaleznosc).

Tabela 2

Prawdopodobieristwa ruiny dla wybranych warto$ci parametru a i kapitatu poczatkowego u

u niezalezne 0,2 2 10 Scisle zal.
1 2 3 4 5 6
0 0,666667 0,702899 0,674263 0,639041 0,634335
0,4241 0,621171 0,672066 0,659001 0,626159 0,621171
1 0,564321 0,634356 0,640168 0,610523 0,605764
2 0,477688 0,578522 0,614075 0,589191 0,584423
3 0,404354 0,532698 0,593839 0,573012 0,568261
4 0,342278 0,494808 0,577937 0,560568 0,555849
5 0,289732 0,463248 0,565275 0,550861 0,546182
6 0,245253 0,436772 0,555064 0,543181 0,538545
7 0,207602 0,414403 0,546727 0,537022 0,532430
8 0,175731 0,395375 0,539838 0,532016 0,527467
9 0,148753 0,379083 0,534083 0,527896 0,523388
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cd. tabeli 2
1 2 3 4 5 6
10 0,125917 0,365043 0,529223 0,524464 0,519994
20 0,023783 0,290999 0,504702 0,507850 0,503645
50 0,000160 0,242140 0,488346 0,497383 0,493437
100 3,85E-08 0,226576 0,482704 0,493889 0,490023
© 0 0,211821 0,476998 0,490350 0,486583

0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

Rys

Skrajne warto$ci, najwigksze i najmniejsze, zostalty wyrdznione w tabeli.
Mozna zaobserwowac brak regularnosci, monotoniczno$ci. Potozenie skrajnych
warto$ci prawdopodobienstwa ruiny zalezy istotnie od wartosci kapitatu poczat-
kowego u. Najwigksze prawdopodobienstwo ruiny nigdy nie jest osiggalne dla
skrajnych przypadkéw zaleznos$ci, niezaleznosci oraz $Scistej zaleznosci okresow
miedzy wyptatami. Najmniejsze prawdopodobienistwa ruiny zachodzg natomiast
wylgcznie dla skrajnych przypadkéw. Dla matych wartosci kapitatu poczatko-
wego, mniejszych od 0,4241, najmniejsze prawdopodobienstwo ruiny otrzymu-
jemy dla $cisle zaleznych okresow migdzy wyptatami, a dla wartosci u > 0,4241
dla niezaleznych okreséw. Prawdopodobienstwa ruiny sa rowniez przedstawione
na rysunku 2.

P(u)

e njczaleine
— — 0,091
—..05
sseees 0,833

e SCiSle. zal.

. 2. Prawdopodobienstwo ruiny dla réznych wartosci u i 1
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Na rysunkach 3 i 4 sa odpowiednio przedstawione wykresy prawdopodo-
bienstwa ruiny dla zerowego oraz nieskonczenie duzego kapitatu poczatkowego
i roznych wartos$ci stopnia zaleznosci okres6w migdzy wyptatami, mierzonych
wspotczynnikiem 7 Kendalla. Widzimy, ze dla zerowej wartosci kapitatu poczat-
kowego prawdopodobienstwo ruiny najpierw ros$nie wraz ze wzrostem stopnia
zaleznos$ci, osigga maksimum dla wspoétczynnika korelacji Kendalla przyjmu-
jacego wartos¢ okoto 0,091, a nastgpnie powoli maleje, przyjmujac minimum
w przypadku $cistej zaleznosci miedzy wyptatami.

0,72 -+

0,7 -

0,68 -

0,66 -

0,64 -

0162 T T T T T T T T T 1
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Rys. 3. Prawdopodobieristwo ruiny dla u = 0

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

Rys. 4. Prawdopodobienstwo ruiny dla u = o



18 Stanistaw Heilpern

W przypadku nieskonczenie duzego kapitatu poczatkowego sytuacja jest
troche inna. Najmniejsza wartos¢ prawdopodobienstwa ruiny, rOwna zero, jest
osiggana dla niezaleznych okreséw miedzy wyptatami. Nastepnie prawdopodo-
bienstwo to ro$nie wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci i osigga maksimum dla
7= 0,706. Dla wickszych warto$ci wspotczynnika korelacji Kendalla prawdopo-
dobienstwo ruiny nieznacznie spada. Podobna sytuacja zachodzi dla posrednich
wigkszych niz 0,4241, wartosci kapitalu poczatkowego. Jedynie maksimum
prawdopodobienstwa ruiny jest osiggane dla mniejszych stopni zaleznosci.
Przyktadowo, dla u = 5 najwigksze prawdopodobienstwo ruiny otrzymujemy dla
wspotczynnika Kendalla przyjmujacego wartos¢ okoto 0,5.

Podsumowanie

W pracy przeprowadzono analize wptywu stopnia zalezno$ci okresow mig-
dzy wyptatami na prawdopodobienstwo ruiny. Przyjeto bardziej realistyczne za-
lozenie, ze badane okresy moga by¢ zalezne w odroznieniu od klasycznych za-
tozen przyjmujacych ich niezalezno$¢. Pokazano, ze wartos$ci stopnia zaleznosci
okresow, dla ktorych sg osiggane skrajne wartosci prawdopodobienstwa ruiny,
istotnie zaleza od wielkos$ci kapitalu poczatkowego. Prawidtowos¢ te wyraznie
wida¢ zwlaszcza w przypadku najwigkszych wartosci prawdopodobienstwa ru-
iny. Wartosci te sg osiggane dla posrednich wartosci stopnia zaleznosci, a nie dla
warto$ci skrajnych, dotyczacych niezaleznosci, czy silnej zaleznosci.

Praca jest kontynuacja artykutu [Heilpern 2010], w ktorym byly rozpatry-
wane zalezne wyplaty oraz byla badana zalezno$¢ prawdopodobienstwa ruiny od
wielkos$ci stopnia zaleznosci wyptat. Nastepne prace autora zwigzane z tg tema-
tyka beda poswigcone procesowi ryzyka, w ktorych moga by¢ zalezne zaréwno
wyplaty, jak 1 okresy miedzy nimi oraz badaniu zalezno$ci prawdopodobienstwa
ruiny od stopnia zalezno$ci oraz od intensywnos$ci naptywu sktadki.
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RISK PROCESS WITH DEPENDENT INTERCLAIM TIMES
- ANALYSIS OF PROBABILITY OF RUIN

Summary

The paper is devoted to the risk process with dependent interclaim times. The influ-
ence of degree of dependence of interclaims on the probability of ruin is investigated.
The case of the strict dependence and the case when the dependence structure is
described by the Archimedean copula is studied. The localization of the extreme values
of the probability of ruin essentially depends on the value of initial capital. The most
values of the probability of ruin are attain for the middle values of degree of dependence.
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Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

WYBRANE METODY POMIARU CECH
JAKOSCIOWYCH W ANALIZACH UBOSTWA

Wprowadzenie

Jednym z gléwnych celéw polityki spotecznej jest dgzenie do ograniczenia
zasiegu ubostwa i wykluczenia spotecznego. Ubostwo oznacza bowiem nie tylko
brak srodkow finansowych na zaspokojenie podstawowych potrzeb, ale ograni-
cza rowniez mozliwo$¢ dokonania swobodnego wyboru dotyczacego stylu zycia,
co w konsekwencji moze prowadzié¢ do wykluczenia spotecznego'.

W analizach ubostwa decydujacy wpltyw na identyfikacje i pomiar sfery
ubostwa majag m.in.: okreslenie determinant ubdstwa, czyli tych czynnikow, kto-
re zwiekszaja ryzyko zagrozenia ubdstwem, wybor metody wyznaczania granic
ubostwa oraz wybor okreslonych wskaznikow shuzacych do oceny i poréwnan
przestrzenno-czasowych zasiegu i glebokosci tej sfery.

Glownym celem tej pracy jest proba zastosowania wybranych metod po-
miaru cech jakosciowych do okreslenia determinant ubdstwa i wskazania, ktore
z zaproponowanych czynnikow 1 w jaki sposob wplywaja na prawdopodobien-
stwo tego, ze gospodarstwa domowe okre§lonego typu znajda si¢ w sferze ubo-
stwa relatywnego.

Drugi cel pracy to ocena i poréwnanie sfery ubdstwa relatywnego w ujgciu
regionalnym z wykorzystaniem m.in. podstawowych i najczgséciej stosowanych
wskaznikow ubodstwa, do ktorych naleza stopa ubdstwa relatywnego i $rednia
luka wydatkowa ubogich.

Analiza sfery ubostwa wymaga w pierwszym rzedzie ustalenia granicy ubo-
stwa (linii ubostwa). Roznorodno$¢ stosowanych w praktyce metod wyznaczania

! Unia Europejska oglosita rok 2010 Europejskim Rokiem Walki z Ub6stwem i Wykluczeniem
Spotecznym. Podstawowe cele Roku to zwigkszenie $wiadomosci opinii publicznej na temat
ubostwa i wykluczenia spotecznego oraz zwigkszenie zaangazowania politycznego Unii Euro-
pejskiej 1 panstw cztonkowskich w walke z tymi problemami.
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granic ubostwa jest rezultatem m.in. traktowania ubostwa jako kategorii absolut-
nej lub wzglednej oraz charakteru danych, stanowiagcych podstawe wyznaczania
granic ubostwa obiektywnego lub subiektywnego.

W tej pracy analiza dotyczy ubdstwa relatywnego, ktore oznacza wzgledny
(relatywny) brak $rodkéw finansowych na utrzymanie w gospodarstwie domo-
wym. Jako wskaznik zamoznosci gospodarstw przyjeto wydatki gospodarstw
domowych, przy czym dla zachowania poréwnywalnos$ci sytuacji gospodarstw
o roznej wielkosci i r6znym sktadzie demograficznym obliczono wydatki ekwi-
walentne, stosujac oryginalng skale ekwiwalentnosci OECD typu 0,7/0,5°. Jako
granice ubdstwa relatywnego przyjeto potowe srednich wydatkéw ekwiwalent-
nych wyznaczonych dla zbiorowos$ci wszystkich gospodarstw domowych obje-
tych badaniami budzetéw gospodarstw domowych BBGD w 2008 r.’.

Podstawe wszystkich obliczen stanowity, zakupione w tym celu, dane jed-
nostkowe z badania budzetéw gospodarstw domowych (BBGD), realizowanego
przez GUS w 2008 r.

1. Wybrane metody pomiaru cech jako$ciowych

Niniejsza analiza i ocena tego, ktore sposroéd zaproponowanych cech cha-
rakteryzujacych gospodarstwa domowe majg istotny wplyw na prawdopodo-
bienstwo uznania gospodarstwa domowego za ubogie, opiera si¢ na wybranych
metodach stosowanych do pomiaru cech jakosciowych. Naleza do nich m.in.:
wzgledne ryzyko, iloraz szans, model logitowy. Podstawy tych metod zostang
zaprezentowane ponizej.

Zaldézmy, ze zmienna Y jest dychotomiczng zmienng o wartosciach 1 1 0,
przy czym warto$¢ 1 oznacza, ze zaszto interesujgce nas zdarzenie, a wartos¢ 0
w przeciwnym przypadku. Na przyklad Y jest zmienng odpowiedzi o warto-
sciach 1 (tak), 0 (nie), przy czym odpowiedzi sg udzielane przez k grup respon-
dentdw R = [r,r,...,1%].

Do poréwnan dwoch grup respondentdw ze wzgledu na zmienng Y mozna
wykorzystac:

— wzgledne ryzyko (ang. relative risk),
— iloraz szans (ang. odds ratio).

2 Zgodnie z tg skalg pierwszej osobie dorostej w gospodarstwie domowym przypisuje si¢ liczbe
réwna 1, nastepnej 0,7 oraz liczbe 0,5 kazdemu dziecku w wieku do 14 lat.
Taka granicg przyjmuje GUS na potrzeby analiz krajowych sfery ubdstwa relatywnego. Rela-
tywna lini¢ ubdstwa stosowang przez EUROSTAT dla celéw porownan migdzynarodowych
wyznacza si¢ jako pewien procent (zwykle 60%) mediany dochodow ekwiwalentnych, do obli-
czenia ktorych wykorzystuje si¢ skalg¢ zmodyfikowang OECD typu 0,5/0,3.

3
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Wooled y P(Yy=1/R=r) B, 0
Z Z = .
SRAENDY py=1/R=1,) B,

Gdy np. wzgledne ryzyko wynosi 2, tzn. ze prawdopodobienstwo odpowie-
dzi 1 (tak) jest 2 razy wicksze w pierwszej grupie respondentow niz w drugiej
grupie.

Pl

lloraz szans ® = —, 2)
P2

gdzie:

Pl_P(Y:”R:’”l)_ 1/1

= — ip2_P(Y:1/R:’”2)_ 1/2
P(Y=0/R=r) R,

P(r=0/R=r,) P,

P1 — jest to szansa, ze dla respondentow z pierwszej grupy odpowiedz bedzie

Y=1,anieY=0,

P2 — szansa, ze dla respondentow z drugiej grupy odpowiedz bedzie ¥ =1, a nie

Y=0,

P1>11P2>1 gdy odpowiedz fak (z kolumny pierwszej) jest bardziej prawdo-
podobna niz odpowiedz nie (z drugiej kolumny).

Jesli P1 = P2, to zmienne Y i R s3 niezalezne.

Jesli 1<®@< oo, to wieksza szansa wyboru odpowiedzi tak (Y=1) jest dla re-
spondentéw w grupie 1, niz w grupie 2.

Np. ©® =4 oznacza, ze szansa odpowiedzi tak w porOwnaniu z szansg od-
powiedzi nie w pierwszej grupie respondentow jest cztery razy wigksza niz
w grupie drugiej.

Model logitowy stuzy do badania zaleznosci migdzy zmienng binarng Y,
przyjmujaca tylko dwie warto$ci, oznaczane symbolicznie 1, 0; a zmiennymi X,
X, ... , Xm, ktoére mogg by¢ zmiennymi zaré6wno ilosciowymi, jak i jako§ciowymi.

Chcemy znalez¢ zaleznos¢ prawdopodobienstwa wyboru wartosci ¥ =1 od
wartosci zmiennych objasnianych X;. Niech p = P(Y = 1), a x; bedzie warto$cia
zmiennej X;. Najprostszg zaleznoscig jest zaleznos¢ liniowa:

P(Y=1)=p=ap+ D,a;X;. 3)
=1
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Parametry ao, ai, ... , a, mozna wyznaczy¢ wtedy metoda najmniejszych
kwadratow (MNK). Jednakze dla niektorych warto$ci x; prawdopodobiefistwo p
moze leze¢ poza przedzialem [0, 1], co jest sprzeczne z podstawowa wilasnoscia
prawdopodobienstwa.

Aby nie bylo takich sprzeczno$ci, wartosci prawdopodobienstwa poddaje
si¢ transformacji. Najczesciej spotykana transformacjg jest funkcja logitowa:

logit(p) = ln( P j 4)
I-p

czyli logarytm szansy, w wyniku ktoérej otrzymuje si¢ model logitowy:

10git(p)=a0+2ajxj=XT-A, (5)

J=1

gdzie A oznacza wektor parametrow modelu 4=[ay, @i, ... , a,], zas X" wektor
zmiennych objasniajacych. Stosujac np. metode najwigkszej wiarygodnos$ci
(NW), mozna oszacowa¢ wektor parametrow A, a nastepnie obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo p wedtug wzoru:

x4
e

P(r=1)=p=—"S__.
(Y=1)=p —

(6)

Parametr kierunkowy a; ma nastgpujaca interpretacje: jesli warto$¢ x; wzro-

. . . r . a;
$nie o 1 jednostke, to szansa, ze Y = 1 wzroénie € ’ razy.

2. Wskazniki ubdstwa

Problem okreslenia rozmiaru sfery ubostwa sprowadza si¢ do wyboru od-
powiednich wskaznikéw ubostwa, ktore sg konstruowane na podstawie rdéznych
linii ubdstwa i pozwalaja oceni¢ zasigg, glebokosé, dotkliwos¢ czy intensywnosé
odpowiedniego rodzaju ubostwa.

Do najprostszych i najczesciej stosowanych wskaznikow okreslajacych sfe-
r¢ ubostwa naleza stopa ubdstwa i srednia luka wydatkowa albo dochodowa go-
spodarstw ubogich lub wszystkich gospodarstw objetych badaniem [por. GUS
1998].
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Jesli X jest zmienng losowa oznaczajgca wydatki lub dochdd gospodarstwa
domowego o dystrybuancie F(x) i warto$ci przecietnej E(X)=4, a X odpo-
wiednig granicg ubdstwa, wowczas wskaznikiem charakteryzujacym zasigg ubo-
stwa jest stopa ubostwa Py, ktdrg mozna wyrazi¢ wzorem:

Py=F(x)). (7

Stopa ubdstwa okreslajaca frakcje gospodarstw (czy osob) ubogich ma pod-
stawowa wade, polegajaca na tym, ze nie pozwala oceni¢, w jakim stopniu zja-
wisko to dotyka gospodarstw uznanych za ubogie: czy sa to gospodarstwa o po-
ziomie dochodow bliskim granicy ubdstwa, czy tez dochody ich sa praktycznie
na poziomie zerowym. Ponadto wskaznik ten jest niewrazliwy na spadek docho-
dow gospodarstw uznanych za ubogie, jak rowniez na transfery dochodow mig-
dzy gospodarstwami ubogimi i transfery dochodéw od gospodarstw ubogich do
zamozniejszych.

Pewnym rozwigzaniem jest wskaznik $redniej luki wydatkowej (lub docho-
dowej) ubogich, ktory wyraza si¢ wzorem:

B=—1 (" —xy), ®)

gdzie n i n, oznaczaja odpowiednio: liczbe wszystkich gospodarstw (lub osob)
objetych badaniem i liczbe gospodarstw (lub osdb) ubogich, zas

Xiet — dochody lub wydatki ekwiwalentne i-tego gospodarstwa zaliczanego do
ubogich.

Wskaznik ten informuje o ile procent przecigtne wydatki (dochody) gospo-
darstw domowych uznanych za ubogie sa nizsze od wartosci przyjetej za granice
ubostwa. Przy tym im ubozsze jest gospodarstwo, tym wigkszy jest jego udziat
w pomiarze gtebokosci ubdstwa’.

Bezposrednim uogolnieniem luki wydatkowej czy dochodowej jest miara
ubdstwa zalezna od dodatniego parametru & w sposob nastepujacy’:

4 Wskaznik $redniej luki dochodowej jest wrazliwy na transfery dochodéw od gospodarstw ubo-
gich do gospodarstw, ktore znajduja si¢ powyzej linii ubdstwa przed takimi transferami lub po
takich transferach [por. Rusnak 2007].

5 Miara zostata opisana w pracy [Foster, Greer i Thorbecke 1984].
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P :li(l —x—kj | ©)

n<s x

Jesli o =0, to miara ta jest rOwna stopie ubostwa, jesli a =1, to jest iden-
tyczna ze $rednia luka wydatkowa wszystkich gospodarstw®. Jesli wartosé
a =2, to otrzymuje si¢ miar¢ wrazliwa na rozktad dochodow wsréd ubogich,
wykorzystywang do oceny dotkliwoéci ubdstwa. Miara P° nadaje wicksze wagi
tym gospodarstwom ubogim, ktorych dochdd (czy wydatki) sg bardziej oddalone
od granicy ubostwa. Miara ta z uwagi na swojg addytywna strukture spetnia wta-
sno$é¢ dekompozycji’, co oznacza, ze jej warto$é obliczona dla catej zbiorowo-
$ci gospodarstw domowych jest wazong sumg wartosci obliczonych dla pod-
grup gospodarstw domowych, gdzie wagami sg udziaty tych podgrup w catej
zbiorowosci.

3. Determinanty ubéstwa

Przedmiotem rozwazan tej czesci artykulu jest analiza zalezno$ci migdzy
ryzykiem zagrozenia ubdstwem gospodarstw domowych a réznymi cechami
charakteryzujacymi te gospodarstwa. Zmienna zalezna Y jest zdefiniowana na-

stepujaco:

1 kiedy gospodarstwo domowe jest ubogie
0 kiedy gospodarstwo domowe nie jest ubogie

Korzystajac z dostepnych danych i klasyfikacji stosowanych w bada-
niach budzetow gospodarstw domowych (BBGD) w 2008 r., uwzgledniono
jako zmienne obja$niajgce nastepujace cechy jakosciowe i przypisane im ka-
tegorie:

6 Wskazniki p* (dla @=0,12) sg stosowane w analizach sfery ubostwa prowadzonych przez
Bank Swiatowy.

7 Indeksem uwzgledniajacym zaréwno zasieg i gteboko$é ubdstwa, jak i nieréwnosci w rozkta-
dzie luk dochodowych badanych gospodarstw jest wskaznik Sena-Shorrocksa-Thona shuzacy ja-
ko miara intensywnosci ubdstwa. Indeks ten zostal zaproponowany przez A. Sena, a nastgpnie
zmodyfikowany przez A.F. Shorrocksa i D. Thona [Za: Panek, red., 2007].
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— zmienng TS okreslajgca typ spoleczno-ekonomiczny gospodarstwa domo-

wego, gdzie:

e TSI oznacza gospodarstwa pracownikow,

e TS2 gospodarstwa rolnikow,

e TS3 gospodarstwa pracujacych na wlasny rachunek,

e TS4 gospodarstwa emerytow i rencistow,

e TS5 gospodarstwa utrzymujace si¢ z niezarobkowych zrodet,

— zmienng M, ktora oznacza klase miejscowosci, przy czym:

e M1 oznacza duze miasta liczace przynajmniej 100 tys. mieszkancow,
e M2 miasta do 100 tys. mieszkancow,
e M3 oznacza wies,

— zmienng R oznaczajacg region, w ktérym znajduje si¢ gospodarstwo domo-
we, gdzie:

e RI oznacza region centralny obejmujacy wojewodztwa: 1ddzkie i ma-
zowieckie,

e R2 to region potudniowy, do ktorego naleza wojewodztwa: matopolskie
i Slaskie,

e R3 to region wschodni obejmujacy wojewodztwa: lubelskie, podkarpac-
kie, swigtokrzyskie i podlaskie,

e R4 to region péinocno-zachodni z wojewodztwami wielkopolskim, za-
chodnio-pomorskim i lubuskim,

e RS oznacza region poludniowo-zachodni z wojewddztwami dolnosla-
skim 1 opolskim,

e R6 to region pdinocny obejmujacy wojewodztwa: kujawsko-pomorskie,
warminsko-mazurskie i pomorskie.

Ponadto zostaty uwzglednione dwie cechy ilo§ciowe, oznaczajace:

X; — wielko$¢ gospodarstwa mierzong liczba oséb w gospodarstwie, przy czym
X1 = {1,2,3,4,5,6+], gdzie 6+ oznacza gospodarstwo liczace 6 Iub wigcej
0sob,

X, —liczbe dzieci w gospodarstwie domowym w wieku do 14 lat,
X,=10,1,2,3,4+], gdzie 4+ oznacza gospodarstwo, w ktorym jest przynajm-
niej czworka dzieci w wieku do 14 lat.

Struktury gospodarstw domowych ze wzgledu na wymienione w analizie

cechy oraz fakt uznania gospodarstwa domowego za ubogie prezentuje ta-
bela 1.
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Strukture gospodarstw domowych objetych BBGD ze wzgledu na wielkos¢
gospodarstwa oraz ze wzgledu na liczbe dzieci w wieku do 14 lat prezentujg na-
tomiast rysunki 11 2.

Tabela 1

Struktura zbiorowo$ci gospodarstw domowych objetych badaniem i zbiorowosci gospodarstw
ubogich ze wzgledu na rézne cechy spoteczno-ekonomiczne

Klasy gospodarstw domowych Odsetek gospodarstw Odsetek gospodarstw ubogich
wyrdznione ze wzgledu na w [%] w [%]
Typ gospodarstwa TS 100,00
TSI 49,96 13,8
TS2 5,36 22,68
TS3 6,63 7,79
TS4 34,35 13,13
TS5 3,70 31,88
Klas¢ miejscowosci M 100,00
M1 29,06 6,71
M2 28,81 11,89
M3 42,13 21,23
Region 100,00
R1 21,53 10,06
R2 20,09 13,44
R3 17,78 19,39
R4 15,49 13,66
R5 10,68 12,43
R6 14,43 17,72
Liczba gospodarstw w BBGD 37358

Zrédto: Na podstawie danych z BBGD.
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Rys. 1. Struktura gospodarstw domowych ze wzgledu na wielko$¢ gospodarstwa
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Rys. 2. Struktura gospodarstw domowych ze wzgledu na liczbe dzieci w wieku do 14 lat
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Z danych prezentowanych w tabeli 1 oraz na rysunkach 1 i 2 wynika, ze

wsrdd gospodarstw objetych BBGD:
dwie najliczniejsze grupy gospodarstw to gospodarstwa pracownikéw oraz
emerytow i rencistow, tacznie stanowily one prawie 85% catej zbiorowosci
gospodarstw,

— w wigkszosci (prawie 58%) byly to gospodarstwa miejskie,

— najwickszy odsetek stanowily gospodarstwa z regionu centralnego i polu-
dniowego,

— dominowaly gospodarstwa bez dzieci w wieku do 14 lat (prawie 70%),

— wigkszo$¢ stanowily gospodarstwa mate, liczace nie wigcej niz 3 osoby i by-
ly to gtownie gospodarstwa bez dzieci w wieku ponizej 14 lat.

Podstawe uznania gospodarstwa za ubogie stanowila granica ubostwa rela-
tywnego wyznaczona na poziomie 50% przecigtnych wydatkow ekwiwalentnych
gospodarstw domowych. Granica ta wyznaczona przy uzyciu oryginalnej skali
OECD typu 0,7/0,5 na podstawie danych z BBGD w 2008 r. wyniosta 575,2 PLN.

Gospodarstwa, ktorych wydatki rzeczywiste przeliczone na jednostke
ekwiwalentng byty nizsze od wyznaczonej granicy ubdstwa zostaly uznane za
gospodarstwa ubogie, nalezace do sfery ubostwa relatywnego.

Z danych prezentowanych w tabeli 1 wynika, ze ze wzgledu na gtdéwne zro-
dto utrzymania najwickszy odsetek gospodarstw ubogich stanowily gospodar-
stwa utrzymujace si¢ z niezarobkowych zrédet oraz gospodarstwa rolnikéw
(tacznie prawie 55%). Bioragc pod uwage region czy klase miejscowosci, mozna
zaobserwowaé, ze wsrod gospodarstw ubogich przewazaly gospodarstwa za-
mieszkujace regiony potnocny i wschodni (lacznie ponad 37%) oraz gospodar-
stwa zamieszkujgce na wsi.

Dane zawarte w tabelach 2 i 3 oraz prezentowane na rysunkach 3 i 4 opisu-
ja dostatecznie doktadnie sytuacje dochodowa i wydatkowa analizowanych go-
spodarstw domowych.

Tabela 2
Sredni dochod gospodarstw domowych objetych BBGD w 2008 .
Liczba gospodarstw w BBGD 37358
Sredni miesieczny dochod / 1 gospodarstwo [w PLN] 3007,11
Sredni miesigczny dochdd / 1 osobg [w PLN] 1163,82
Srednie miesigczne wydatki / 1 gospodarstwo [w PLN] 2602,19
Srednie miesieczne wydatki / 1 osobg [w PLN] 1025,36

Zrédto: Na podstawie BBGD.
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Rozktady dochodow i wydatkoéw przecigtnych na 1 osobe oraz podstawowe
charakterystyki tych rozktadow prezentujg rysunek 3 i tabela 3.

Liczba oséb
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5000 \
4000 +——"- _\ emmmdochody na 1 osobe
\ wydatki na 1 osobe

3000 \
2000
1000 —j /

0 n T T T I = P— al
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Rys. 3. Rozkiady przecietnych miesiecznych dochodéw i wydatkéw na 1 osobe w zbiorowosci go-
spodarstw domowych objetych BBGD w 2008 .

Rozktady obydwu charakterystyk, niezaleznie od tego czy jednostka badana
jest gospodarstwo, osoba czy jednostka ekwiwalentna (por. rysunek 4) wykazuja
bardzo silng asymetri¢ prawostronng, co oznacza, ze wickszo$¢ (prawie 65%) go-
spodarstw osiagalo przecietny dochoéd miesieczny ponizej §redniej arytmetycznej,
tzn. ponizej 3007,11 PLN oraz przecigtne wydatki ponizej 2602,19 PLN, za$
w przeliczeniu na 1 osob¢ sg to kwoty odpowiednio ponizej 1163,82 PLN
1 1025,36 PLN. Pozycyjne parametry rozktadu dochodéw i wydatkow prezento-
wane w tabeli 4, podobnie jak wartosci $rednie, wskazujg na stosunkowo niski
poziom zamoznosci badanych gospodarstw. Swiadczy o tym roéwniez fakt, ze
99,3% gospodarstw objetych badaniem stanowily gospodarstwa o dochodach
ponizej 5000 PLN.
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Rys. 4. Rozktad przecietnych miesigcznych wydatkéw ekwiwalentnych
Zrédto: Na podstawie danych z BBGD.

Na przyktad kwartyl Q; oznacza, ze 75% gospodarstw cechuje poziom mie-
siecznych dochodéw nieprzekraczajacy 3766 PLN oraz poziom wydatkéw niz-
szy od 3188 PLN, a w przypadku wydatkow na jednostke ekwiwalentna jest to

kwota ponizej 1363 PLN.

Tabela 3

Parametry opisowe rozktadu przecietnych miesiecznych dochodéw i wydatkow
w przeliczeniu na 1 gospodarstwo oraz na 1 osobe w 2008 r.

Parametry opisowe Rozktad dochodow na Rozktad wydatkow na
rozkladow 1 gospodarstwo 1 osobe 1 gospodarstwo 1 osobe
Srednia arytmetyczna 3007,11 1163,82 2602,187 1025,36
Mediana Q, 2518,59 978,48 2144,61 820,68
Kwartyl pierwszy Q, 1624,2 668,17 14153 556,11
Kwartyl trzeci Q3 3765,92 1400,00 3177,37 1224,61
Wspotczynnik zmiennosci 0,984 1,09 0,796 0,879
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Tabela 4

Parametry opisowe rozktadu wydatkow ekwiwalentnych w 2008 r.

Parametry opisowe rozktadéw .Rozkiad Wyd&}tk(’)w
na jednostke ekwiwalentng
Srednia arytmetyczna 1150,4
Mediana Q, 938.,2
Kwartyl pierwszy Q, 655,98
Kwartyl trzeci Q3 1362,3
Wspotczynnik zmiennosci 0,807

Zrédto: Na podstawie danych z BBGD.

Wysokie warto$ci wspotczynnikéw zmiennosci wskazuja z kolei na znaczne
zréznicowanie zarowno dochodow, jak i wydatkow gospodarstw domowych i to
rowniez niezaleznie od stosowane;j skali.

Tablice dwudzielcze utworzone z danych jednostkowych z BBGD stanowi-
ly podstawe do testowania hipotez o niezalezno$ci uznania gospodarstwo za
ubogie od cech opisujgcych gospodarstwa domowe, uwzglednionych w tabeli 5.
Warto$ci statystyki testowej y°, wynoszace dla poszczegdlnych cech 566,17;

1177,41; 327,58 i 387,24 byly znacznie wigksze od wartosci krytycznych, od-
powiadajacych mozliwym poziomom istotnos$ci, a zatem przemawialy za odrzu-
ceniem hipotez o niezaleznosci i przyj¢ciem hipotezy alternatywnej, méowiacej
o tym, ze istnieje zalezno$¢ miedzy uznaniem gospodarstwa domowego za ubo-
gie a typem gospodarstwa domowego, klasa miejscowosci i regionem, w ktorym
gospodarstwo zamieszkuje. W celu okreslenia tej zalezno$ci zostaty obliczone
miary oméwione w podrozdziale 1.

W pierwszym rzedzie obliczono wzgledne ryzyko i iloraz szans uznania za
ubogie gospodarstw réznego typu spoteczno-ekonomicznego wyréznionych spo-
$rod wszystkich gospodarstw objetych badaniem. Odpowiednie obliczenia za-
wiera tabela 5.
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Tabela 5
Wzgledne ryzyko i iloraz szans uznania gospodarstw domowych
wyrdznionych typéw za ubogie
Prawdop9d0b1enstwa Wzgledne ryzyko dla Iloraz szans dla
warunkowe, ze gospodarstwo A Szanse .
. D wybranych typow wybranych typéw
jest ubogie, jesli jest ono ospodarstw warunkowe ospodarstw
okreslonego typu £0SP £0SP
P(Y =1/TS1)=P;,;=0,138 Piy/P13=1,767 P1=P/Py;=0,16 | P2/P1=1,832
P(Y = I/TSZ) = P]/z = 0,227 Pl/z/P1/3 = 2,910 P2= P])Q/PO/Q = 0,293 P5/P1 = 2,923
P(Y = 1/TS3) = P1/3 = 0,078 P1/4/P1/3 = 1,679 P3= P1/3/P0/3 = 0,084 P1/P3 = ],905
P(Y: 1/TS4):P|/4:0,131 P1/5/P1/] :2,312 P4:P1/4/P0/4:0,151 PS/P3:5,571
P(Y: I/TSS):P1/5:0,319 P1/5/P1/3=4,089 P5:P1/5/P0/5:0,468 P2/P3 :3,488

Jak mozna zaobserwowac, najbardziej zagrozone ubostwem relatywnym sa
gospodarstwa utrzymujace si¢ z niezarobkowych zrodet (TSS) oraz gospodar-
stwa rolnikéw (TS2), a najmniej gospodarstwa pracujacych na wlasny rachunek
(TS3). Zaréwno prawdopodobienstwa warunkowe, wzgledne ryzyko, jak i iloraz
szans uznania za ubogie gospodarstw typu TS5 i TS2 w poréwnaniu do pozosta-
tych typow gospodarstw przyjmuja najwicksze wartosci. Na przyktad najwick-
sze wartosci wzglednego ryzyka 4,089° i 2,91 oznaczaja, ze prawdopodobien-
stwo przynalezno$ci gospodarstwa typu TS5 do tej sfery ubdstwa jest ponad
4-krotnie wigksze, a dla gospodarstw typu TS2 prawie 3-krotnie wigksze niz dla
gospodarstw pracujacych na wilasny rachunek (TS3). lloraz szans rowny 5,571
oznacza z kolei, ze szansa uznania gospodarstwa typu TS5 za ubogie w porow-
naniu z szansg, ze nie bedzie ono uznane za ubogie jest prawie 5,6-krotnie wick-
sza niz w przypadku gospodarstw typu TS3. W analogicznych poréwnaniach dla
gospodarstw typu TS2 krotno$¢ ta wynosi 3,488. Podobnie mozna interpretowaé
pozostate wyniki prezentowane w tabeli 5.

W tabelach 6 i 7 zostaly przedstawione wyniki obliczen dotyczacych
wzglednego ryzyka oraz ilorazow szans uznania gospodarstw domowych za
ubogie z uwzglednieniem klasy miejscowosci i regionu, w ktorym zamieszkuja
gospodarstwa domowe.

§ Bardzo duze liczebnosci w odpowiednich tablicach dwudzielnych pozwolity na oszacowanie
prawdopodobienstw za pomoca zgodnych i nieobcigzonych estymatorow, jakimi sg czestosci
wystepowania odpowiednich zdarzen.
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Tabela 6

Wzgledne ryzyko i iloraz szans wpadania do strefy ubdstwa relatywnego dla gospodarstw
zamieszkujacych w okreslonych klasach miejscowosci

Prawdopodobienstwa warunkowe,
. . N Wzgledne Szanse Iloraz
ze gospodarstwo jest ubogie, jesli jest
. . . ryzyko warunkowe szans
z danej klasy miejscowosci
P(Y= 1/M1)=P1/1 =0,067 P1/3/P1/1=3,165 P1 =P1/1/P0/1 =0,072 P2/P1 = 1,875
P(Y: I/MZ):P1/2:0,119 P1/3/P1/2: 1,782 P2:P1!2/P0/2:0,135 P3/P1 :3,708
P(Y=1M3)=P,53=0,212 P1n/Py1=1,776 | P3 =P,;/Po3=0,267 | P3/P2=1,978
Tabela 7

Wzgledne ryzyko i iloraz szans wpadania do strefy ubdstwa relatywnego dla gospodarstw
zamieszkujacych w poszczegoinych regionach

Prawdodeoblenstwa Wzgledne ryzyko Iloraz szans dla
warunkowe, ze gospodarstwo . Szanse .
. A dla wybranych typow wybranych typow
jest ubogie, jesli jest warunkowe
. . gospodarstw gospodarstw
z okre$lonego regionu
P(Y: 1/R1):P1/1:0,101 Pl/z/P1/1: 1,327 P1 :Pl/l/P0/1:O,112 P2/P1 = 1,384
P(Y: 1/R2)1P1/2:0,134 P1/3P1/]: 1,921 P2:P1,2/P0/2:O,155 P3/P1 :2,152
P(Y =1/R3) =Py5=0,194 Py4/Py1 = 1,356 P3 =P;3/Pys = 0,241 P4/P1=1,420
P(Y =1/R4) =Py4=0,137 Pys/P1p = 1,228 P4="P4/Ppy=0,159| P5/P1=1,268
P(Y= 1/R5)=P1/5=0,124 P1/6/P1/1= 1,752 P5=P1/5/P0/5=0,142 P6/P1 = 1,920
P(Y: 1/R6):P1/6:0,177 P|/3/P1/6: 1,096 P6:P1/6/P0/6:0,215 P3/P6 = 1,121

Analiza wynikéw przedstawionych w tabelach 6 i 7 pozwala na sformuto-
wanie nastepujacych wnioskow:

— najbardziej zagrozone ubostwem relatywnym sa gospodarstwa zamieszku;ja-
ce na wsi, wzgledne ryzyko dla tych gospodarstw jest ponad 3-krotnie wigk-
sze niz w gospodarstwach zamieszkujacych miasta liczace powyzej 100 tys.
mieszkancow i ponad 1,7 razy wigksze niz w miastach liczacych do 100 tys.
Iudnosci,

— iloraz szans 3,71 wskazuje, ze rOwniez szansa uznania gospodarstwa domo-
wego za ubogie (w poréwnaniu z szansa, ze nie bedzie uznane za ubogie)
jest w gospodarstwach wiejskich 3,7-krotnie wigksza niz w gospodarstwach
zamieszkujacych w duzych miastach,
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— biorgc pod uwage region, w ktérym zamieszkuje gospodarstwo, mozna za-
uwazyC, ze W najmniejszym stopniu zagrozone ubdstwem relatywnym sg
gospodarstwa zamieszkujace region centralny, natomiast najbardziej zagro-
zone sg gospodarstwa z regionu wschodniego i pétnocnego, wskazuja na to
warto$ci wzglednego ryzyka i ilorazow szans zawarte w tabeli 7.

Analiza zagrozenia ubostwem relatywnym gospodarstw domowych zostata
rowniez przeprowadzona za pomoca modelu regresji logistycznej, w ktorym
prawdopodobienstwo uznania gospodarstwa za ubogie jest uzaleznione od typu
gospodarstwa (zmienna TS), miejsca zamieszkania (obejmujacego klas¢ miej-
scowos$ci M i region R) oraz wielkosci gospodarstwa (zmienna X1) i liczby
dzieci w gospodarstwie wieku do 14 lat (zmienna X2).

Gospodarstwa referencyjne stanowity jednoosobowe gospodarstwa domo-
we pracownikow, bez dzieci w wieku ponizej 14 lat, zamieszkujace w regionie
centralnym, w miastach liczacych do 100 tys. mieszkancéw. Wyniki estymacji
modelu logitowego zawiera tabela 8.

Tabela 8
Wyniki estymacji modelu regres;ji logistycznej dla prawdopodobienstwa uznania
gospodarstwa domowego za ubogie
Zmienne objasniajace Ocena parametru a; Iloraz szans
Stata -3,738 0,024
TS2 0,076 1,027
TS3 -0,626 0,535
TS4 0,563 1,754
TS5 1,650 5,209
M1 -0,528 0,589
M3 0,463 1,589
R2 0,306 1,358
R3 0,420 1,522
R4 0,178 1,195
RS 0,183 1,201
R6 0,555 1,741
X1 0,392 1,480
X2 0,066 1,068
Miary dopasowania 7 Calkowita stara
34445 13618,82

Zrédto: Na podstawie danych z BBGD.
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Wszystkie oceny parametrow sa statystycznie istotne, co oznacza, ze
uwzglednione w modelu zmienne majg istotny wplyw na prawdopodobienstwa
osiagnigcia przez gospodarstwo domowe statusu gospodarstwa ubogiego. Przy
okreslonej powyzej grupie gospodarstw referencyjnych, dodatnie warto$ci ocen
parametrow przy odpowiednich zmiennych wskazuja, ze wigksze prawdopodo-
bienstwa uznania gospodarstwa za ubogie w poréwnaniu z gospodarstwem refe-
rencyjnym cechuje gospodarstwa typu TS4 i TS5, zamieszkujace na wsi, w do-
wolnym regionie z wyjatkiem regionu centralnego. Prawdopodobienstwo to
rosnie wraz z rosnaca liczba 0sd6b w gospodarstwie oraz rosngcag liczba dzieci
w wieku do 14 lat.

Analizujac ilorazy szans zaprezentowane w tabeli 7, mozna bowiem stwier-
dzi¢, ze np.:

— jesli gospodarstwa sg tego samego typu i miejscem zamieszkania jest ta sa-
ma klasa miejscowosci, w tym samym regionie, to szansa uznania gospodar-
stwa, w ktorym jest o jednga osob¢ wigcej, rosnie prawie 1,5-krotnie, za$
zwigkszenie liczby dzieci w wieku do 14 powoduje zwigkszenie tej szansy
06,8 p.p,

— jesli gospodarstwa sg tej samej wielkosci, z taka sama liczba dzieci (do 14 lat)
1 s3 to gospodarstwa zamieszkujagce w tym samym regionie, w miejscowosci
nalezacej do tej samej klasy, to najbardziej zagrozone ubdstwem sa gospo-
darstwa typu TS5 (iloraz szans wynosi 5,209),

— jesli gospodarstwa roznig sie tylko klasa miejscowosci, w ktorej zamieszku-
ja, to szansa osiggania statusu gospodarstwa ubogiego jest ponad 1,5-krotnie
wigksza dla gospodarstw wiejskich w poréwnaniu z gospodarstwem za-
mieszkujacym w miescie do 100 tys. ludnosci,

— ujemne warto$ci ocen parametrow przy pozostatych zmiennych wskazuja, ze
zmniejszenie prawdopodobienstwa zagrozenia ubostwem jest spowodowane
m.in. tym, ze gospodarstwo jest gospodarstwem pracujacym na wlasny ra-
chunek i zamieszkuje w miescie liczacym powyzej 100 tys. mieszkancow.
Ilustruja to prawdopodobienstwa zagrozenia ubdstwem dla wybranych grup
gospodarstw domowych obliczone na podstawie oszacowanego modelu lo-
gitowego prezentowane w tabeli 9. Ujemne warto$ci ocen parametréw przy
zmiennych TS3 i M1 znajdujg odzwierciedlenie w najmniejszych prawdo-
podobienstwach zagrozenia ubdstwem gospodarstw opisanych tymi zmien-
nymi, zawartymi w tabeli 9. Analizujagc prawdopodobienstwa w tabeli 9,
mozna zaobserwowacé, ze wraz ze wzrostem liczby oséb rosnie prawdopo-
dobienstwo uznania gospodarstwa za ubogie.
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Tabela 9

Prawdopodobierstwa uznania gospodarstwa za ubogie na podstawie modeli logitowych,
dla wybranych typéw gospodarstw

Re- Klasa Typ P
gion | miejscowosci ggi‘;;’g\fsga jesli X, =1 jesli X =2 jesli X, =2
1X,=0 1X,=0 1X,=1

TSI 0,031 0,045 0,048
TS2 0,033 0,043 0,051

R3 Ml TS3 0,017 0,024 0,026
TS4 0,053 0,076 0,081
TS5 0,141 0,196 0,207
TSI 0,078 0,112 0,119
TS2 0,084 0,120 0,127

R3 M3 TS3 0,044 0,063 0,067
TS4 0,130 0,181 0,191
TS5 0,307 0,396 0,412
TSI 0,035 0,051 0,054
TS2 0,038 0,055 0,058

R6 Ml TS3 0,019 0,028 0,030
TS4 0,060 0,086 0,091
TS5 0,159 0,218 0,230

Zrédio: Na podstawie danych z BBGD.

Podobne obliczenia przeprowadzone dla gospodarstw o réznym sktadzie
demograficznym, pokazaty, ze najwicksze prawdopodobienstwo uznania gospo-
darstwa za ubogie odpowiada gospodarstwom utrzymujacym si¢ z niezarobko-
wych zrdédel, mieszkajacym na wsi, w regionie wschodnim. Najmniejsze praw-
dopodobienstwo zagrozenia ubdstwem odnosi si¢ natomiast do gospodarstw
pracujacych na wilasny rachunek, mieszkajgcych w miescie powyzej 100 tys.
mieszkancow, w regionie centralnym.
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4. Ocena sfery ubdstwa w ujeciu regionalnym

W analizie ubdstwa relatywnego przedstawionej w tym artykule jako mier-
nik zamoznosci gospodarstw domowych zostaly przyjete wydatki konsumpcyjne
tych gospodarstw. Sytuacje wydatkowg gospodarstw domowych w poszczegdl-
nych regionach opisujg dane zawarte w tabeli 10. W 2008 r. najwyzszy poziom
wydatkow, niezaleznie od stosowanej skali, cechowal region centralny, nato-
miast najnizszy regiony wschodni i péinocny.

Tabela 10

Srednie wydatki w zbiorowosci wszystkich gospodarstw z BBGD

Srednie wydatki w zbiorowosci wszystkich gospodarstw
Region objetych BBGD przypadajace na:
1 gospodarstwo 1 osobg 1 jednostke ekwiwalentng
Polska 2602,18 1025,36 1150,40
Centralny 2883,12 1038,33 1335,58
Potudniowy 2562,73 884,24 1144,59
Wschodni 2428,31 760,39 1001,73
Pin.-Zachodni 2558,56 848,11 1105,59
Ptd.-Zachodni 2631,40 954,22 1225,48
Pétnocny 2482,13 831,49 1087,95

Zrédto: Na podstawie danych z BBGD.

Granica ubdstwa relatywnego wyznaczona na poziomie polowy s$rednich
wydatkéw ekwiwalentnych stanowita podstawe do wyznaczenia stopy ubdstwa
relatywnego oraz $redniej luki wydatkowej gospodarstw ubogich dla zbiorowo-
$ci gospodarstw zamieszkujacych w poszczegdlnych regionach — por. wzory (7)
1(8). Wyniki obliczen prezentuje tabela 11.

Jak mozna zaobserwowac, region centralny charakteryzuja najnizsze warto-
sci wskaznikow dotyczacych tak zasiegu, jak i glebokosci ubostwa. Najbardziej
zagrozone ubdstwem sa gospodarstwa domowe zamieszkujgce regiony: wschod-
ni i potocny, przy czym w najwickszym stopniu zjawisko to dotyka dzieci
w wieku do 14 lat.



Wybrane metody pomiaru cech jako$ciowych w analizach ubéstwa 39
Tabela 11
Stopy ubdstwa relatywnego i $rednia luka wydatkowa w regionach Polski w 2008 r.
Stopa ubdstwa P, okreslajaca . .
[% ] ubogich: Srednia luka | Wskaznik P jako
Region — : wydatkowa | miara dotkliwosci
gospodarstw |  0sob dZIZ(;l m‘i::: ku ubogich P; ubdstwa
Polska 14,3 18,7 24,9 0,218 0,073
Centralny 10,1 13,4 18,7 0,215 0,07
Poludniowy 13,4 17,2 23,5 0,204 0,064
Wschodni 194 24,0 28,3 0,235 0,081
Pin.-Zachodni 13,7 18,0 23,9 0,208 0,068
Pid.-Zachodni 12,4 16,3 21,2 0,210 0,068
Poétnocny 17,7 234 32,6 0,224 0,077

Zrédto: Na podstawie danych z BBGD.

Regiony wschodni i péinocny cechuja wysokie wartosci wszystkich rodza-
jow stop ubodstwa i luki wydatkowej ubogich. Male zréznicowanie miary P
swiadczy o tym, ze stopien dotkliwo$ci ubdstwa jest w poszczegdlnych regio-
nach na podobnym poziomie.
Dane w tabeli 12 prezentujg ranking regionow ze wzgledu na stopg ubostwa
P,, $rednia luke wydatkowa ubogich Py, $rednia luke wydatkowa P' i wskaznik P°.

Tabela 12
Ranking regiondw ze wzgledu na wskazniki ubostwa
Region Po Pozycja P1 Pozycja Pozycja P’ Pozycja
Centralny 0,101 6 0,215 3 0,022 6 0,071 3
Potudniowy 0,134 4 0,204 6 0,027 4 0,064 6
Wschodni 0,194 1 0,235 1 0,046 1 0,081 1
Pin.-Zachodni | 0,137 3 0,208 5 0,028 3 0,068 5
Pid.-Zachodni | 0,124 5 0,210 4 0,026 5 0,068 4
Pétnocny 0,177 2 0,224 2 0,040 2 0,077 2

Zrédto: Na podstawie danych z BBGD.
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Dane te wskazujg, ze gospodarstwa w regionach wschodnim i pétnocnym
sg najbardziej zagrozone ubdstwem (pozycje 1 1 2), poniewaz wskazniki stuzace
do oceny zasiggu, glebokosci i dotkliwosci sfery ubdstwa w tych regionach
przyjmuja najwicksze warto$ci. W najmniejszym stopniu zagrozone ubostwem
sg gospodarstwa domowe z regionu centralnego.

Przyjmujac zatem jako wskaznik zamozno$ci gospodarstw $rednie wydatki,
mozna stwierdzi¢, ze zard6wno w zbiorowosci wszystkich badanych gospo-
darstw, jak 1 w zbiorowos$ci gospodarstw uznanych za ubogie, w najlepszej sytu-
acji finansowej znajduja si¢ gospodarstwa z regionu centralnego, zas w najgor-
szej z regionow: wschodniego i poéinocnego.

Podsumowanie

Podstawowym celem niniejszej pracy byla ocena istotnosci wptywu wybra-
nych cech spoleczno-ekonomicznych, charakteryzujgcych gospodarstwa domo-
we w Polsce na prawdopodobienstwo tego, ze gospodarstwa domowe okreslo-
nego typu znajda si¢ w sferze ubostwa relatywnego. Do realizacji tego celu
zostaly wykorzystane pewne metody pomiaru cech jakos$ciowych, takie jak:
wzgledne ryzyko, iloraz szans czy model regresji logistycznej. Otrzymane wyni-
ki pozwolity na sformutowanie m.in. nastepujacych wnioskow:

— wszystkie uwzglednione w analizach ubdstwa relatywnego zmienne miaty
istotny wplyw na prawdopodobienstwo uznania gospodarstwa domowego za
ubogie,

— do cech zwigkszajacych ryzyko zagrozenia ubostwem nalezy zaliczy¢ wiel-
kos$¢ gospodarstwa oraz liczbg dzieci w wieku do 14 lat,

— najbardziej zagrozone ubdstwem w 2008 r. byly gospodarstwa domowe
utrzymujace si¢ z niezarobkowych zrodet, zamieszkujace na wsi w regionie
wschodnim lub pénocnym,

— najmniejsze ryzyko uznania gospodarstw za ubogie dotyczy jednoosobo-
wych gospodarstw pracujacych na wiasny rachunek, ktére zamieszkuja
w miastach powyzej 100 tys. ludnosci, w regionie centralnym.

W pracy dokonano réwniez oceny i poréwnan sfery ubostwa relatywnego
W ujeciu regionalnym z wykorzystaniem podstawowych oraz najczesciej stoso-
wanych wskaznikow ubodstwa, do ktorych naleza stopa ubostwa relatywnego,
srednia luka wydatkowa ubogich, a takze wskaznik dotkliwos$ci ubdstwa.

Przeprowadzona analiza zasi¢gu i gtgbokosci ubdstwa potwierdza otrzyma-
ne wczesniej wyniki, bowiem wartosci wszystkich miar ubostwa wskazujg na
najgorsza sytuacje gospodarstw domowych z regioné6w: wschodniego i pdtnoc-
nego oraz najkorzystniejszg gospodarstw z regionu centralnego.
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CHOSEN METHODS OF MEASURING QUALITATIVE CHARACTERISTICS
IN POVERTY ANALYSES

Summary

In classical approach to poverty spheres’ analyses — both objective and subjective —
one uses poverty indicators that characterize mostly the range and the depth of this phe-
nomenon. One of the most basic aspects in a multivariate approach is to determine these
factors that increase the risk of poverty.

The main aim of this paper is to characterize the poverty determinants as well as to
estimate the risk of households becoming threatened by this phenomenon. Chosen meth-
ods of measuring qualitative characteristics will be used to achieve this aim.

The second goal of this paper is an attempt at estimating and comparing poverty
spheres in regional approach by means of most important poverty indicators.

The source of the data in both cases is unidentifiable unitary data from household
budget research carried out by CSO in 2008 and made available for academic research.
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MODELS OF WILLINGNESS TO PAY
FOR SUSTAINABLE DEVELOPMENT

Introduction

Growing consciousness of dangers that overexploatation and overpollution
of natural environment bring to the human beings causes growing careness of
natural resources, involving increasing interest in the questions of sustainable
development. According to the definition of World Commission on Environment
and Development (better known as Brundtland Commission), sustainable develop-
ment is such one that “(...) meets the needs of the present without compromising
the ability of future generations to meet their own needs” [United Nations 1987].

From economic point of view one of the problems is, that these natural
goods have no obvious price and are difficult to be involved into economic accounts.
Thus instead of asking about price of clear water or fresh air, economists rather
ask people, which amount of money are they ready to pay for obtaining some de-
fined desired state. This is called a willingness to pay, and has to be estimated in
any attempt to introduce changes, that will lead to the better state of natural envi-
ronment. It is obvious, that new “clear” technologies will cost more than tradition-
al ones, at least in the early stage of their introduction. Thus, there are needed tools
for investigating whether the society is ready to bring additional costs for introduc-
ing new technologies — and the level of these acceptable additional costs.

In this paper a certain simple model of willingness to pay for public ecolo-
gical goods will be proposed.

1. Utility function and willingness to pay

There are two approaches to modeling willingness to pay [Haab and
McConnell 2003]. One is based on the random utility function. The other one,
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which is possible only in the case of a binary choice, is to model willingness to
pay directly, not through the medium of utility function. Both approaches have
advantages: the first one is more universal while the second enables to model
a bounded willingness to pay. Let s briefly summarize both of these approaches.

Within approach based on a random utility function it is assumed, that each
individual has a defined utility of each possible scenario. The utility of scenario i
for individual j, u;;, depends on a vector of individual preferences and charac-
teristics of an individual j, Z;; his/her income, y; (this particular characteristic of
an individual is excluded from the vector Z for reasons, which will become
obvious soon); and also on a random variable, &;;:

Mostly, it is assumed, that deterministic and random parts of utility function
are additive:

wj = vi(¥5.) + & @)

Individuals are assumed to choose this option, of which his/her utility has
greater value. Thus, if an individual j is proposed to pay a certain sum of money,
tj, for a scenario 1 to be realized, he/she will agree conditioned that:

171(3’]‘ - tj,Zj) + glj > vo(y]-,Zj) + 80]'. (3)

Note, that within scenario 1 the income of an individual is lessen by a pro-
posed sum of money t; — and that is a cause of excluding income from the vector

of individual characteristics and taking it explicitly into regard.
As utility function involve a random term, also the decisions of individuals

will have a probabilistic character. Denoting a difference of random variables of
two scenarios by &;:

& = &) — &1, “4)

the probability, that an individual j will agree on a proposed payment t; (what
will be denoted by w; =1, while w; =0 will mean answer “no”) may be
expressed in terms of cumulative distribution function of this random variable ¢;:

Pr(w; = 1) = Pr(e0; — &1 < v1 (3 — . 5) = v0(3.5))
=F (vl(yj —t,%) - vo(yj,ij)), ©)
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where:
F(x) = Pr (g < x).

Parameters of functions v, and v; may be estimated by means of maximiz-
ing the likelihood function:

L= l_[ [F (vl(y,- —t,%) - vo(yjffj))]wj

j
[1=F(vi(35 - t.7) — v (Yjwfj))]l_wj (6)

The willingness to pay of an individual j for scenario 1, WTP;, is defined as
such a sum of money, for which utility of scenarios 1 and 0 are equal:

v1(y; = WTP;,2;) + &1 = vo(y;, %) + &oj. ™)
Transforming (7) one may obtain an expression for willingness to pay:
WTP;(g) = y; — vi*(vp — €). (8)

In general, it may be a complicated function of a random variable &;. How-
ever, if & has an infinite distribution (like normal or logistic ones) also WTP;
has an infinite distribution.

There are at least two problems with random utility function approach. The
first is the possible infinity of distribution of willingness to pay, mentioned al-
ready. In some cases it may turn out, that the probabilities of willingness to pay
less than zero or exceeding income are quite significant. In special situations it
may be so, that an individual will accept a proposed scenario only conditioned
that he/she will be paid for it (willingness to pay less than zero), however, the
willingness to pay exceeding income still makes sense in no circumstances.

The second problem is in comparing utilities. Most of ecological goods
belong to the classes of so-called common-pool resources and public goods
(according to Elinor Ostrom classification [Ostrom 2009]). Both these classes
are characterized by a “high difficulty of excluding potential beneficiaries”
[Ostrom 2009]. In the context of this kind of goods there appear a problem of
“free riding” [Wiser 2007; Champ and et al. 1997]. Paying for any “private
good”, e.g. food or clothing, one always gets what he/she has paid for. On the
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contrary, due to high difficulty of excluding potential beneficiaries, one can be
never sure of the effect of his/her paying for any common-pool resource or pub-
lic good. Thus it may seem more adequate to take into regard the willingness to
pay in such cases, instead of the utility of scenario which may never be realized.
The general form of willingness to pay function reads:

WTP; = WTP;(z;, ¢)), ©

where Z; denotes a vector of individual preferences and characteristics (may also
include income — note, that here there is no necessity of including it explicitly as
a function variable), and ¢; is a random variable with a distribution to be speci-
fied.

In attempts to model willingness to pay directly, one should take also the
first of the problems mentioned above into regard and choose the model function
so to assure, that willingness to pay will range from zero to income:

0 <WTP; < yj.
The natural form of such function will in general read:
WTP;(Z, &) = Gj(Z;, &)y, (10)

with 0 < G;(Z,¢) < 1.

Estimation of parameters of function G proceed as usually, by means of
finding maximum of likelihood function.

Later on we will propose a simple definite form of willingness to pay func-
tion. First, let us ground the choice of key variables that will appear in the pro-
posed function.

2. Social interactions and altruism

A common sense and life knowledge have never negated the fact, that peo-
ple’s behavior strongly depend on the behavior of the others. This is the base of
so-called “social norms” (which may differ from society to society), without
which the social harmony wouldn’t be possible. Moreover, in the context of
modern knowledge the “herd behavior” of individuals — no matter whether
judged positively or negatively — cannot be denied [Aronson 2003]. However,
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economists for a long time tried to get around, treating all social interactions as
mediated by the market. This approach has turned out to be unsatisfactory in
explanations of phenomena of real social world, and thus there are arising con-
secutive models, that are taking social interactions explicitly into account
[Ostasiewicz et al. 2008; Blume 1995; Brock and Durlauf 2001].

Some of them are based on the concept of Mark Granovetter, who was the
author of widely known threshold model [Granovetter 1997]. The main idea of
the threshold model is that a given individual will join a certain action (w; = 1)

conditioned that a certain percent of the others has already joined it:

N (1 if m>=Th
P(‘”f_l)_{o if m<Th an

This percent, Th;, may be different for different individuals (in particular, it
may equals 0), and is called a threshold of the individual. For the action to be in-
itialized there must exist at least one person with the zero threshold.

Dependence of choices of individuals on the choices of the others implies
a dynamical character of the model. This dynamics may be called a kind of
a “domino effect”, as action of some individuals results in actions of some other
individuals and so on. The percent of participants of the action changes from
time step to next time step according to the following expression:

m(t) = Frp(m(t — 1)), (12)

where Fr), denotes distribution of thresholds across the whole population.

Stationary states, that is, such states that are reached within long enough
time and do not evolve in time any more, denoted by m*, may be obtained from:

m* = Fpp(m*). (13)

In the quasi continuous version expression (12) takes the form:

d
= = Fpp(m) —m, (14)

while stationary state condition remains the same, see (13).

The evolution of percent of participants of an action and finding a station-
ary state may be easily pictured, as on an exemplary graph below.
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v

Fig. 1. An example of evolution of percent of participants and obtaining a stationary state in
threshold model

Let us also define a so-called “potential”, ¥V (m), which is a counterpart of
physical potential. Let us define it as follows:

dm _  dv(m)
at dm

(15)

This construct is very useful for determining the character of stationary
points (there may be stable or unstable stationary states). The properties of po-
tential defined by (15) are as follows:

1) it has an extremum in the stationary point, what follows from the condition:

am -0 dv(m) = 0:

dt am

2) this extremum is a minimum for stable stationary point and maximum for
unstable one.
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Thus, having a potential one may easily decide, which solutions of station-
ary state condition are stable and which are unstable ones, imagining a ball, roll-
ing in the valley of the shape of potential. On the other hand, apart from the def-
inition (15) the potential may be expressed as follows (by substituting (14) to
definition (15)):

V() =2 — [ By (m')dm’, (16)

As an example, the shape of the potential for the system shown on Figure 1
is presented below.

A V(m

v

0 my 1

Fig. 2. Potential corresponding to the system presented on Fig. 1

The second key variable in the model that will be presented in next sections
is a degree of altruism. It may be a matter of discussion, whether an altruist feel-
ings are an artifact of social interactions (inner social norms), product of mirror
neurons or even something transcendental. Anyway, it is the fact, that in many
situations many individuals behave altruistically, even if sometimes it may be
perceived as not a “pure” altruism but rather a reciprocal one or forced by social
pressure. Otherwise, no cooperation would be possible and all common-pool re-
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sources would be already destroyed, as forecasted by Garrett Hardin [Hardin
1968]. However, as Elinor Ostrom has definitely proved [Ostrom 2009], there
are many circumstances in which people are willing to cooperate and behave not
accordingly to their sole economical profit. This kind of altruism may be viewed
as a “long-range” rationality. However, there are also many situations, when in-
dividuals behave altruistically not having in perspective a reciprocity of long-
time economical gain. Daniel Kahneman [Kahneman and Knetsch 1992] stated,
that people are willing to pay not only for measureable economical goods but are
willing also to “buy” a moral satisfaction of behaving “good”.

The degree of altruism may be measured by some standard questionnaires
of this feature of human character, and will be taken in what follows as ranging
from 0 to 1. It will be also assumed, that that greater degree of altruism the less
temptation of free riding of an individual.

3. Willingness to pay model

Taking social nature of human beings and temptation of “free riding” into
account, the general form of model of willingness to pay for public ecological
goods will be as follows:

WTP; = WTP;(z;, m, a;, ), (17)

where m denotes a percent of the whole population which is also willing (or is
thought/expected by a given individual j to be willing) to pay; a; denotes the

degree of altruism of an individual j (as measured by some standard question-
naires for measuring this feature), a; € (0,1); Z; is a vector of measures of other
characteristics of an individual and ¢; is a random variable.

The dependence of willingness to pay on the percent of others that are also
willing to pay enables reinterpreting this model in terms of threshold model
[Ostasiewicz et al. 2008]. Indeed, conditioned that:

wrB(zme)
aom -

and
(')WTPj (zj, m, sj) -

0
Oej
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the probability that the willingness to pay will exceed a proposed sum of money
tj, may be expressed in terms of probability that the percent of participants will

exceed a certain number, which may be called a threshold:

1 if m=>Th(t;, &)
P(WTP]- > tj) =P (m > Thj(tj'gf)) = { if m <Th{(t{ g]) ’
A

where & denotes a realization of a random variable g.

However, one has to keep in mind that this similarity of willingness to pay
model to threshold model (11) holds only in the probabilistic sense and not in all
situations. Note, that within WTP model the threshold is a random variable itself
and decision of even a single one individual has a probabilistic character. On the
other hand, within the simple version of threshold model presented in the previ-
ous section, a value of threshold of a given individual is constant and there is no
uncertainty. Probabilistic approach may be applied to this threshold model only
in the case of a large population and values of thresholds that may be treated as
realizations of some random variable. Then, if random variables of different in-
dividuals within willingness to pay model are identical, &; = &, but characteris-
tics of individuals are different, it is possible to treat both kinds of models as
equivalent in probabilistic sense. Then dynamical equations (12,14) and station-
ary state condition (13) may be applied to describe willingness to pay model.

In the case of so-called mean-field approach, that is, such approximation,
within which each individual is “replaced” by an “averaged” one (or in the case,
when all characteristics of all individuals are in fact identical) there may not be
areal dynamics. If all individuals are the same, then all of them should make the
same decision — any differences in decisions will be only a result of a random-
ness, which will cause fluctuations around some state. Nevertheless, the condi-
tion for stationary states (13) will still holds and graphical way of obtaining them
is still valid. Potential (16) may be still used to examine stability properties of
obtained stationary states.

4. An example

Let us propose a simple example. We want to investigate the properties of

the model (17) with the willingness to pay function dependent only on the per-
cent of the population which is willing to pay, m, the degree of altruism, a;, and
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income, y;, as characteristics of an individual. We want to find a function that

will have the following properties:

1) the values of the function range from zero to income of an individual,
0<WTP; <yj;

2) itis an increasing function of m, a; and ¢&;;

3) for zero altruism and m # 1 it tends to zero, limaj_,o WTP; = 0;

4) for maximum altruism it does not depend on percent of population,
WTP;(m,1,¢) = WTP;(1,¢).
It may be checked, that the following function is fulfilling all the required

properties:

WTP(m, aj,€) = ——Loe—s (18)

1+exp[amﬁlnaf—s]

conditioned that &« > 0, § > 0. Note, that random variables are assumed here to
be identical for all individuals.

1) Asexp(x) = 0 for x € (—oo, +00) thus:

[1/(1 + exp[amP"% — ¢])] € (0,1)

and:
0 <WTP; <yj.
Blna ;
a i(maj, . . 0 1
2) For owre (maje) > 0 it is sufficient exp[am ] < 0 to be fulfilled. Then:
am am
Blna ;
dexp|lam J . i
[6m ] = exp[amf"%]|aplna;mP "1,

As exp(x) =0 for any x, for m € (0,1): m* >0 for any x, and for
. 6exp[amﬁlnaf] )
a; € (0,1): Ina; < 0, thus for @ > 0, § > 0 condition < 0 indeed

holds, and the function (18) increases with increasing m.

Blna ;
. owTPj(ma;, o : am”""J
Similarly, for % = 0 it is sufficient [ 5a ] < 0 to be ful-
j j

filled. As
6exp[amﬁlnaf] exp[amﬁlna}']

=af——mP"UInm < 0for0<m <1
3(1]' aj

thus the function (18) increases with increasing a;.
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As for ¢ it is obvious, that exp[—e] is a decreasing function of € and thus
WTP; an increasing function of €.

Vi —
3) llma o WTP; (m aj, € ) = 11_)0 —1+exp[amﬁlnaf—s] 0
as lim lna] —00
aj—

and thus lim exp[amf" — ¢] = oo.
a;—0

Yj Yj
1+exp[amPBlinl—g ] 1+exp[a—e]

4) WTP(m,1,¢) = = WTP,(1,¢).

Let us examine the stationary states of the system in the mean-field approx-
imation. Within this approximation each individual is replaced by an “averaged
individual”, that is: y; = ¥, a; = a = a. Within this approximation the condition
for stationary states reads:

m=1-— F( —In=+ amﬁl“a) (19)

where F is a cumulative distribution function of a random variable € and t pro-
posed percent of an income to be paid.

If distribution of a random variable € is symmetrical, then F(x) =1 —
F(—x) holds and the condition (19) may be rewritten as:

m=F (ln% - amﬁh‘a). (20)

Let us assume as a distribution of a random variable a logistic one with
standard values of parameters:

1

F(X) :m.

e2))

Substituting (21) into (20) one gets a stationary state condition:

= 1/[1+ = exp( mﬁlna)] (22)
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Let us examine the existence and numbers of stationary states defined by
the condition (22). In order to shorten notation let us introduce functions g(m)
and h(m) defined as a right-hand-side and left-hand-side, respectively, of condi-
tion (22), i.e.:

gm) =1 /[1 + (i)i exp (gmﬁlna)], (23a)

h(m) = m. (23b)

As m € (0,1) we are interested in the crossing of the curve y = g(m) and
a line y = m within this range of variable. In the lower limit g(m)starts from
zero, g(0) = 0 and then it is increasing to the value of the upper limit,

g(1) = 1/ 1+ (i)i exp (%) € (0,1).

As h(0) = 0 there always exists at least one intersection of curves g(m)
and h(m), for m = 0. As h(1) = 1 = g(1) thus there may exists only this one
intersection. On the other hand, the maximum possible number of intersections
equals three. The actual number of solutions of stationary state condition de-
pends on the values of parameters a, § and o, as well as on the proposed frac-
tion of income, t, and degree of altruism, a.

Let us present a simple (and artificial) example of dependence of stationary
states on average altruism and proposed percent of income to be paid. Here we
willtakea =1, = 18,0 = 1.

First, let us fix the proposed percent of income to be paid, t = 0.01. For av-
erage altruism less than 0.6 there are no stable stationary states apart from zero.
For values of altruism greater than 0.6 there appear a second stationary and sta-
ble state with m > 0 (see Figure 3 for intersections of curves g(m) and h(m) —
and thus existence of stationary points — and Figure 4 for corresponding poten-
tials to examine stability of existing stationary points). The stability of this sta-
tionary state and the value of final percent of participants that are willing to pay
are growing with growing value of a (see Figure 4 for degree of stability — the
depth of the well of potential corresponding to the given stationary point, and
Figure 5 for the value of m within this possible final state).
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Now let us fix the value of average altruism on a = 0.9 and examine the
dependence of stationary states on proposed percent of income to be paid. For
t > 0.056 there does not exist a stationary state apart from m* = 0. For
t = 0.056 there appears second stable stationary state, which stability and value
of m* within it increases with decreasing t (see Figure 6 for existence of station-
ary states, Figure 7 for stability properties of these eventual states and Figure 8
for dependence of value of m* > 0 on proposed payment t).
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The above results are intuitive ones, as one expects, that percent of donators
for any public good will increase with increasing altruism and decrease with
increasing sum of donation.

To obtain results with any reference to a certain real society one has to es-
timate the parameters of willingness to pay function and random variable basing
on real data collected from empirical studies.

In order to estimate values of parameters @, f and o one has to construct
a likelihood function and then maximize it. In what follows we assume, that ran-
dom variables are independent and identical for all individuals, and that each in-
dividual may be proposed to pay different percent of his/her income than the
others individuals. The probability, that an individual j will agree on a proposed
payment t; reads (having in mind that ¢; denotes a percent of income):

_ Yj o
P(WTP; = tjy;) = P (1 T explamP — ] = t1y1> =

=P (e >In— + amfe), (24)
1—t]'
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As € is a symmetric distribution (a logistic one) thus (24) may be rewrit-
ten as:

_ ti Ina;\ _ tj Ina;
P(WTP; > tjy;) =P (e > lnl_—’tj + am? ““1> =F (—ln?’tj — amf “af). (25)

Substituting (21) for F(x):

1

P(WTP; = t;y;) T (26)
1+exp El E ;m ]
Thus the likelihood function reads:
wj 1—(4)]'
L(a'ﬁ'o-) - Hi 1 ; a_ Blna; 1 1]' a  Blna; (27)
1+exp ;lnl_—t]+;m ]] 1+exp —;lnl_—tj—gm J

Maximizing this function basing on collected real data will allow to get
a final form of the model, which can be used to predict behavior of a given society
stated in front of decision of paying or not for a certain ecological innovation.

Conclusions

As the challenge of slowing down degradation of our natural environment is
a very short-time one, we need tools for investigating the state of minds of par-
ticipants of our community, whose agreement for some steps toward this aim is
needed in the democratic society. A standard willingness to pay approach seems
insufficient unless it takes into regard the dependence of choices of individuals
on the choices of the others. Including percent of participants as a variable of
willingness to pay function impose an inner dynamics on the model. That is ra-
ther realistic, as ecological thinking seems to spread across populations like
fashions (what does not necessarily suggest that believes and attitudes are noth-
ing more than fashions or conformist acting).

In this paper general arguments and approach to including dependence indi-
viduals on the others is presented and a simple concrete model is proposed. Its
properties has been shortly investigated within a mean-field approach. However,
it is possible to go beyond this approximation and get more realistic (and much
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more complicated) dynamical equations. Further analysis would reveal detailed
dependence of behavior of the model on a specific distribution of degree of al-
truism and incomes across the population.

Literature

Aronson E. (2003): The Social Animal. Worth Publishers, Bedford.

Blume L.E. (1995): The Statistical Mechanics of Best-Response Strategy Revisions.
“Games and Economic Behavior”, No. 11.

Brock W., Durlauf S.N. (2001): Discrete Choice with Social Interactions. “Review of
Economic Studies”, No. 68.

Champ P.A., Bishop R.C., Brown T.C., McCollum D.W. (1997): Using Donation Mech-
anisms to Value Nonuse Benefits from Public Goods. “Journal of Environmental
Economics and Management”, No. 33.

Granovetter M. (1979): Threshold Models of Collective Behavior. “American Journal of
Sociology”, No. 83.

Haab T.C., McConnell K.E. (2003): Valuing Environmental and Natural Resources.
Edward Elgar Publishing, Cheltenham.

Hardin G. (1968): The Tragedy of The Commons. “Science”, No. 162.

Kahneman D., Knetsch J.L. (1992): Valuing Public Goods: The Purchase of Moral Satis-
faction. “Journal of Environmental Economics and Management”, No. 22.

Ostasiewicz K., Tyc M.H., Radosz A., Magnuszewski P., Goliczewski P., Hetman P.,
Sendzimir J. (2008): Multistability of Impact, Utility and Threshold Concepts of
Binary Choice Models. “Physica A”, No. 387.

Ostrom E. (2009): Beyond Markets and States: Polycentric Governance of Complex
Economic Systems. Nobel Prize Lecture.

United Nations (1987): Report of the World Commission on Environment and Develop-
ment. General Assembly Resolution 42/187, 11 December.

Wiser R.H. (2007): Using Contingent Valuation to Explore Willingness to Pay for
Renewable Energy: A Comparison of Collective and Voluntary Payment Vehicles.
“Ecological Economics”, No. 62.

MODELOWANIE GOTOWOSCI DO PLACENIA NA RZECZ
ZROWNOWAZONEGO ROZWOJU

Streszczenie

Postgpujaca degradacja $rodowiska naturalnego jest palacym problem wspolcze-
snos$ci. Jednym z elementéw koniecznych do jego rozwigzania jest ekologiczna §wiado-
mos$¢ obywateli. Z tego wzgledu, istotne jest badanie postaw ludzi wobec dobrowolnego
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ponoszenia zwigkszonych kosztow dziatan zachowujacych srodowisko naturalne w do-
brym stanie. Standardowe modele sktonnosci do ptacenia na rzecz ekologii wydaja si¢
nickompletne, gdyz nie uwzgledniaja zaleznosci postaw jednostek od postaw ich otocze-
nia. Dbato$¢ o ekologi¢ jest bowiem nastawieniem szerzacym si¢ w spotecznosciach na
podobienstwo innych wzorcéw kulturowych i zachowan spolecznych. Wilaczenie me-
chanizmu nasladownictwa do modelu nadaje mu zatem automatycznie charakter dyna-
miczny.

W pracy zaprezentowano ogo6lny model gotowos$ci do ptacenia, uwzgledniajacy za-
leznos¢ wyboréw jednostek od wyboréw innych osob. Nastepnie, jako przyktad, zostat
zaproponowany i poddany analizie bardziej szczegdétowy model. Omdéwiono jego wia-
$ciwos$ci zarowno w przyblizeniu Sredniego pola, jak i w ujgciu dynamicznym. Pokazano
zalezno$¢ rezultatéw od rozktadu osobniczego stopnia altruizmu oraz dochodow.
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ON LIMIT DISTRIBUTION
OF HORVITZ-THOMPSON STATISTIC
UNDER POISSON SAMPLING DESIGN

Introduction

Let U, be a fixed population of the size N, so, N =2,3,... The elements

of the population are identified. So, the population can be represented by the set:
Uy = {1, s N } The observation of a variable under study is denoted by y, ,

k=1,.,N, N=2,3,.. So, the vector y, =[y,y v,y - Yy ] 1 attached to
the set U, . Particularly, when we assume that U, < U,,, then the observa-

tions of a variable in the population can be represented more simply by the vec-
tor: y v, =[YyYyal Where yy =[y,,», ... yy]. A more particular case is as

follows. Let (y;, w;N,) means that the value y, is w,N, times replicated in the
population, where Zlewz. =1 and O<w, <1 for i=12,..,k, t=1,2,..., and
the vector y y =[y; »i,.., ¥, ] is fixed. The size N, of the population U, is

determined in such a way that w; N, is an integer for all i =1, ..., k . So,
Yy, =l miN) (Vs WoN,) e (0, W N

We assume that the all elements of the population can be selected for the
sample with different probabilities. A k -th population element, k €U, , be

selected for the sample with the inclusion probability 0 <7, , <1, k=1,..,N.
More precisely, let Sy =[S, y ... Sy v ] be the vector of independent binary ran-

dom variables and
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P(Sk,N =1)= Ty N =1_P(Sk,N =0) (D

So, sy =[5,y -.-Sy ] is the realization of the random sample S.

The probability distribution of the random sample S is known as Poisson
sampling design [see, e.g. Tille 2006]:

P(Sy =sy) = HkN=1 ”:kJ\AJI (1_7[k,N)Hk’N -

The population total y = z Vi can be estimated on the basis of the
keUy

Horvitz-Thompson statistic [1952]:

YinSy,
yHTSN:ZM'

kel y ﬂ'k,N

It is well known that E(ys )=y if 7, >0 forall k=1,.., N.
Because of P(S, y =1,8,, =) ==, y7, forall k=1,..,N, h=1,.., N

and k # h the variance of the statistic Y is:

2
1—
V(yHTSN ): Z yk’—N( ﬂk'N)- ()

kelly ﬂk,N

Its unbiased estimator is:

2
Vin(T=7m, ()i
|14 = ’ : — .
(y HTSN) kEZUN ﬂ'-liN 3)
Let
baz\l:lzym}‘ and v, = Z%%N 4N lzy:N
NkeUN kely NkeUN
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The original version and the proof of the Lapunov's [2001] theorem, which
is slightly less general, can be found in the monograph by Fisz [1963]. On the
basis of the books by Billingsley [2009] or Jakubowski and Sztencel [2004], the
following more general version of the theorem is presented.

Theorem 1. Let Z, , k=1,.., N, N =1, 2,... be a sequence of independent

random variables and for some & >0

—>0if N> x 4

) N
0 Cy = /Z V(Z,y) . (5)
k=1

Under these Lapunov's conditions, the random variable:

where:

) N
Blb\l = z E‘Zk,N - E(Zk,N)
k=1

N
Z(Zk,N - E(Zk,N ))
Z — k=1

N CN

converges in distribution to the normal standard distribution if N — o0,
Hajek [1964] considered a limit distribution for the following statistic

N

Hs = Yurs, _LZ(ﬂk _Sk)

where:

He proved that the probability distribution of the statistic Hs tends to the
normal distribution because it fulfils the well known Lindeberg condition.
In the next section, the limit theorem for the estimator Yurs, will be con-

sidered.
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1. Limit theorem

Firstly, let us formulate the following statistics and the theorem.

~

_ Vursy, =Y

T, =———,
1\ V(yHTSN )

~

A Yurs, =V )

T, = .
\ VSN 6% HTS), )

We say that 7, , = O(N™) if for all 0 <a <1 there exists such a, and

a, that 0 <a, <a, <1 and

N {”k,N }} <a,N™ <1 (7

or

O<a, < e

Particularly, if ¢ =0,

-1,.,N {”k,N }}S a, <1

yooe

Moreover, ﬂk_lN =0O(N®) because for all 0<a <1 there exists such

1
l<e¢ £—<—<¢, that
a, 4

H <c,N“ 8)

o
1<c,N¥ <max N-t2,. yMaX;;
e N

Ty —1=0O(N“) because for all O0<a<l there exists such

0<d <¢,—=N“<c,—N“<d, that
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0<d,N“ <max,_,, {maxk_lm_,N{ L }} <d,N“* )

k,N

O(N*)O(N7)=0O(N“") because forall @ >0 and y >0 from the inequal-
ities 0 <d;, < N“ <d; and 0 < g, < N’ < g, results the following one

O<e, <d,g, SN <d g, <e, (10)

Finally, O(N“)O(N7)=0O(N“") because for all >0 and y >0
from the inequalities 0 <d; < N“ <d, and 0 < g, < N’ < g, results the fol-
lowing one

O<ZISiSN0’77SﬁSZO (11

& &

Theorem 2. Let {”'k,N } =O(N™™) for all O0<a<l and
0<v,<v,y<v,<00 and by <b; <oo for N=1,2,... When N —> o0
then T, ——>T ~ N(0,1). When additionally v, <v, <oo then
Ty ——T ~N(0,1).

Proof: On the basis of the theorem 1, it is sufficient to assume that 0 =1.
The Horvitz-Thompson statistic can be rewritten in the following way.

N
Yurs, = Elzk,N

where:

5
Z, = TNTEN g N

7, N
On the basis of the expression (1), we have:

Ty if 2y =2k
P(Z,y=2z0)=9 N 7 T g (12)

1-7 v if 2z, =0
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and
2
E(Zyy)=Yin> E(ZE,N) = Jen s V(Zyy) = yi,N( L 1] ,k=1,..,N
kN kN
3
E‘ZkN E(ZkN)‘ ‘ykN‘ E‘SkN k,N‘3 = ‘yk;v‘ ((l_ﬂ'k’N)Bﬂ'k’N-F
k,N kN
cans o )2l e P emn)< 2ol ).
”k N Ty N
This and the expression (5) for y=1 lead to the following.
P X N A,
k=1 ”k N A
1—
Cy= \/ZM = \/V(yHTSN )
k=1 k,N

9

On the basis of the expressions (7)-(11) we have:

=
=
Il
=
Il
IN

<k T N \ kN P
= 3 3
3 N 3
[zy[ ! 1]j (S.stlove)-0)
e~ N k=1
2a c 3
i O(N )kl‘yk,N‘ B O(Nzaﬂ)b}W < O(N2a+l)b3 _O(N(OH)/Z)

( R ]z - 0(N3(a+1)/2)v;’/]3 = 0(N3(a+1)/2)vg/2 -
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It is easy to show that # — 0, when N -0 toand 0 <« <, <1. This
and the theorem 1 lead to the conclusion that 7,, = 7 ~ N(0,1).

In order to prove the second part of the theorem, we firstly show that
Ry =Vs (Yurs, )/ V(Yurs, ) converge in probability to 1. The expression (3)

leads to the variance of the sample variance of Horvitz-Thompson statistic:

N oyr(1-7m, )
V(VSN(yHTSN))zv(Zy ( ﬂ;ZN)) | Jz

yé(l_”k,N)z

4 1 ’ 4 a 3
) V<sk,N>=Zyk£ —1J =X yilowe-1) =

=~
Il
—_

kel k,N kel

=O(N® )3y =O(N**"yo, .

kel

Hence, on the basis of the expression (2) we have

1 3
D (—l] 3 yilovey-1f
V(R,)= V(VSN (yHTSN ) __keUy TN _ i _

Vs, [Zyi(llﬁz (Zy,f(O(Na)—l)Jz

keUN ”k,N kEUN

_ O(N3a+1)v4,N - O(Z\]Bo¢+1),04
O(NZ(MD)U;N - O(NZ(oﬁl))vg

— O(N“™)

Hence, V(R,)=0O(N“")—> 0 when N —>o and 0<a <1. So, this

and the well known Tchebyshev's inequality lead to the conclusion that that
Ry =Vs (Yurs, )/ V(Yurs,) converges in probability to 1 (in short:

Ry ——1if v,>0, v, <oo and N — 0. Let us note that
~ UN

, =—2.
N RN
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Hence, when N — oo then 7, ——T ~ N(0,1) and R, —p—)l. So,
this and the well known Slucky's lemma, see e.g. Van der Vaart [2007], let us
conclude that T’ v —7—>T ~ N(0,1). So, the proof of Theorem 2 has been

completed.

2. Applications

The Poisson sampling design is frequently used to model non-response. In
this case, 7,  is the probability that a k -th population element will respond.

The Poisson sampling design can be treated as a model of the Internet research.
In this case, 7, \ is the probability that a k -th Internet user will respond.

Moreover, the Poisson sampling design can be considered in an audit sampling.
Let us note that, in the cases mentioned the probabilities o k=1,..,N,

N =2, ... are usually defined as follows.

XN

N
Z XiN
i=1

ﬂ.k,N =1n

where 71 is the expected sample size and x, is a value of a positive auxiliary

variable Xx observed in all the population. Let wus assume that
O<a<x,<b<ow and n=wN for all k=1,..,N, N=2,... where

a . . . .
O<w< E <1. So, in this case, the first assumption of the Theorem 2 is ful-

filled, because

0<a0:w5=ﬂ£ﬂkl\,£n—b:wg:al<l
b DN ~ aN a

Theorem 2 lets us construct the confidence interval for the mean value es-
timated by means of the Poisson-Horvitz-Thompson strategy. Let y be the con-

) 1+y )
fidence level and let u, be such a quantile that ¢(u,) = — where @(u) is

the distribution function of the standard normal variable. When N is sufficient-



On limit distribution of Horvitz-Thompson statistic... 69

ly large, the confidence interval for the population mean is determined by the
expression:

P(yHTsN _”m/VsN(yHTsN) < ?<yHTSN +”m/VsN(yHT5N)):7/-

It is possible to test the hypothesis on the population mean. The hypothesis
H, : 1 =1, can be tested on the basis of the statistic defined by the expression

(6) when N is sufficiently large.

Finally, let us note that if the Lapunov's condition is fulfilled, the
Lindeberg's condition is fulfilled [see, e.g. Billingsley 2009], too. Hence, if the
assumptions of the above theorem 2 are fulfilled, the assumptions of Hajek's
theorem are fulfilled, too. Moreover, it seems that in our case the assumptions of
the theorem 2 are verified more simply than the Lindeberg's ones.
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O ROZKLADZIE GRANICZNYM STATYSTYKI HORVITZA-THOMPSONA DLA
PROBY DOBIERANEJ ZGODNIE Z PLANEM LOSOWANIA POISSONA

Streszczenie

W pracy na podstawie znanego twierdzenia centralnego Lapunowa jest wyprowa-
dzany rozktad graniczny prawdopodobienstwa znanej statystyki Horvitza-Thompsona
(HT). Okazato sig, ze jesli okreslane przez plan losowania Poissona prawdopodobien-
stwa wylosowania do proby poszczegodlnych elementow populacji spetniaja pewne zato-
zenia oraz rozmiar populacji ro$nie nieograniczenie, to rozktad standardowej postaci sta-
tystyki HT zmierza do rozktadu normalnego standardowego. Taki sam wynik otrzymano
przy dodatkowym zatozeniu narzuconym na prawdopodobienstwa wylosowania elemen-
tow populacji do proby, gdy w standardowej postaci statystyki HT jej odchylenie stan-
dardowe zastapimy przez pierwiastek z nieobcigzonego estymatora tej wariancji.

Rezultaty pracy znajduja zastosowania np. w pewnych typach badan ankietowych,
a w szczegblnosci internetowych, wykorzystujacych wnioskowanie statystyczne, czyli
estymacj¢ przedziatowa lub testowanie hipotez statystycznych.
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ON A CLASS OF ESTIMATORS
FOR A RECIPROCAL
OF BERNOULLI PARAMETER

Introduction

The estimation of a reciprocal for the probability of an event is an issue of
broad practical interest. Such a problem arises e.g. in empirical Horvitz-
-Thompson estimation for complex sampling designs considered by Fattorini
[2006], Thompson and Wu [2008] and Fattorini [2009]. When sampling weights,
defined as reciprocals of first order inclusion probabilities are too complex to
compute exactly they are instead replaced with estimates evaluated in a simula-
tion study. For this purpose, it is desired that the estimator of inverse probability
always takes finite values, so that the Horvitz-Thompson statistic is also always
finite. This effect may be achieved in many ways including the use of restricted
maximum likelihood principle, the truncation of the binomial distribution con-
sidered by Stephan [1946], Rempata and Szekely [1998] and Marciniak and
Wesolowski [1999] or bayesian estimation considered e.g. by Berry [1989],
Marchand and MacGibbon [2000] and Marchand et al. [2005]. Another approach
to this problem, proposed by Fattorini [2006] utilizes the reciprocal of the
sampling fraction with a certain constant adjustment that prevents the denomi-
nator from reaching zero. In this paper, the original estimator of Fattorini is
generalized by admitting varying values of the adjustment constant. This leads
to a broader class of estimators. Expressions for the bias for some of these es-
timators are provided. The problem of setting adjustment constant is then con-
sidered.
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1. Estimator of Fattorini

Let X denote the number of successes in n Bernoulli trials with success
probability equal to p an let ¢ = 1-p. Hence X has a binomial distribution with
expectation E(X) = np and variance V(X) = np(1-p). Fattorini [2006] considers
a consistent estimator of the probability p in the form:

L X+1

n+l’

This leads to the estimator of the reciprocal:

X1

a n+1

Fattorini [2006] derived exact formula for its bias:

n+l

B(d,)=—12 (1)
p

and by developing this estimator into factorial series he also gave an upper
bound for its variance:

~ 5
Vd)$———.
(n+2)p

The bias of the estimator 81] may be intuitively viewed as a superposition of
biases resulting from two different sources. First, introduction of adjustment
constant into sampling fraction P, to make it strictly positive makes it also posi-
tively biased. When P, resides in a denominator of &1 , this bias for the whole

reciprocal becomes negative. On the other hand, from Jensen’s inequality we
have E(1/X) > 1/E(X) which means that taking inverse of any random variable is
by itself a transformation introducing positive bias. Hence, it is reasonable that
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at least to some extent these two components cancel each other. Meanwhile, the
formula (1) is in general negative for pe(0,1), which means that they do not re-
duce to zero. This also suggests, that by choosing an adjustment constant differ-
ent from unity one might perhaps reduce the bias totally. In the sequel such
a possibility is investigated.

2. A more general estimator

We will now consider a more general statistic in the form:

. _ X+c

b
n+c¢

where ¢ is some non-negative constant. In general, it is not required for ¢ to be
an integer, and hence we consider a class of estimators for ce<0,+o00>. It is easy
to show that:

A np+c¢
E(p,)=P"°
n+c¢

And hence its bias is:

A X+c c
B(pc)=E[ ]— -
n+c¢ n—+c¢

The bias is positive and tends to zero when n—co. Meanwhile, the variance
is given by:

. npq
Vp)=—"2_,
(p.) (o)

which means that P, is consistent. This lets us construct a consistent estimator

for d in the form:

n n+c
d, = .
X+c
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OBVIOUSLY, the statistic of Fattorini is a special case of the above estimator
for ¢ = 1. The statistic p_ takes discrete values from the interval [c / (n + ¢),1]

and consequently, &c takes values from [1,(n + ¢) / c]. For integer ¢ > 0 and

0 <p <1 we have (see Appendix 1 for a proof):

E(Xicj — [Em[ljl(x—r>]+<—1>°<c—1>!qn+°J, @

T pS (n+o)

where the symbol E,;.( ) represents expectation computed with respect to the bi-
nomial distribution B(n+c,p), as opposed to the symbol E( ) representing expec-
tation calculated with respect to the B(n,p) binomial distribution. This notation
assumes that the multiplication of elements in the empty set for ¢ = 1 equals 1.
Hence, for ¢ = 1,2,3,4,... the expectation (2) depends on:

En+c( 1 ) =1
En+c (X'l) = En+c (X) -1
Enie (X-1)(X-2)) =Epie (X)) =3B (X) +2

Epie (X-1)(X-2)(X-3)) = Epic (X3) — 6E e (X?) +11E,. (X) -6

and hence on raw moments for the B(n + ¢,p) distribution which are easy to cal-
culate from the moment generating function for B(n,p) that takes the well-known
form:

M(t) = (1-p+pe')".

Hence raw moments of the order r = 1,2,3,... for B(n,p) are computed as:

8"M(t)

E(X") = e

t=0
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This leads to:
E(X)=np

E(X*)=np (q+np)

E(X?) = np(1-3p+3np+2p°-3np*+n’p?)

and so on. Substituting (n + ¢) instead of n in above formulas one gets raw mo-
ments of the B(n + c,p) distribution. Hence for ¢ = 1,2,3,... the expectations of

the estimator d_ may be expressed as (see Appendix 2):

n+l

~ 1—
HA= 13 3
A (n+2)p_1+qn+2
E =

() (n+ l)p2 4)

g p(n+3) (np+2p—2)+2_2qn+3

E(d,) =

@ (n+1)(n+2)p’ )
B, - (T OR6+3p+(n+dp(np+p=3)+2p’ )6+ 6q"

p4 (n+1)(n+2)(n+3)

and so on. Obviously the formula (3) corresponding to E(al) is equivalent to
the result of Fattorini [2006] given by (1). The other three are not. It is easy to
verify that for ¢ = 1,2,3,4 we have lim E(&c) =d which confirms that for

n—»oo
¢ = 1,2,3,4 the estimator &C is asymptotically unbiased for d. Let us use these

formulas to calculate the exact bias:
B(d,)=E(d,)-d,

for ¢ =1,2,3,4, forn=1,...,2000 and for p = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5. The results of
calculations are shown on Figure 1.
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Fig. 1. Exact biases for cAlc ,¢c=1234andn=1,.,2000.

For all presented values of ¢, n and p the bias of &C is negative. Not surpris-

ingly, it tends to zero when sample size grows. The lower the true probability p,
the higher absolute values of bias (see the scale on the y-axis). The same tenden-
cy was also observed for p > 0.5 although is not illustrated with the graph. The
absolute value of bias also grows with c. It is lowest for ¢ = 1 and highest for
¢ = 4. Results shown on Figure 1 suggest, that increasing the constant c to take
integer values higher than one significantly increases the bias. However, this still
does not preclude finding some non-integer values for ¢ (perhaps in the vicinity
of ¢ = 1) that would provide lower bias.
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3. Properties when c is not an integer

When n is small enough, the behavior of the proposed general estimator
may be examined by computing the probabilities of all possible sample counts
via probability function of binomial distribution. Stochastic properties of the es-
timator may then be computed explicitly using their definitions. Let us now pre-
sent such a ‘small-sample’ study, carried out for n = 500 and varying values of
c and p. The bias of the estimator as a function of ¢ and p is shown on Figure 2.
Its MSE as a function of ¢ and p is shown on Figure 3. The Figure 4 presents the
share of bias in the MSE as a function of ¢ and p.

The bias of the estimator turns out to not always be negative, as the analysis
above would suggest. Indeed, it increases when ¢ decreases and for small values
of ¢ it grows above zero. Moreover, the bias strongly depends on p. Its absolute
value seems to remain rather stable and close to zero for large p but it tends to
increase dramatically when p takes values close to zero. Similar tendency is ob-
served for the mean square error of the estimator. It seems to remain quite stable
for large p, but increases very quickly when p closes to zero. The MSE also de-
pends on c and for a constant p there is apparently a value of ¢ that minimizes
the MSE.
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|

Fig. 2. The bias of the estimator &C as a function of p and ¢ for n = 500
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Fig. 4. The share of bias in the MSE as a function of p and c for n
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For large p the share of bias in the MSE is very modest, but for smaller p it
grows dramatically. If ¢ is also large then the bias dominates the MSE. The de-
pendency of bias share on ¢ resembles that of MSE itself: it seems that for a con-
stant p there exists a value of ¢ for which the share of bias in the MSE is mini-
mized.

For a fixed n, one may be interested in choosing the optimal value of c that
nullifies the bias or minimizes the MSE. However the probability p is not con-
trolled by the sampler. Hence it is important to verify if such an optimal value of
¢ depends on p or if it is perhaps constant. In order to do this the dependence of
bias and MSE on ¢ for certain values of p is plotted on Figures 5 and 6.
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Fig. 5. The bias as a function of ¢ for certain values of p and n = 500

The Figure 5 clearly demonstrates that unfortunately there is no universal
value of c that would nullify the bias for any possible p. When p grows, the val-
ue of ¢ for which the bias is equal to zero is shifting towards higher values (see
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Figure 7), although it remains below one (even for much larger p’s such as
p = 0.99, since the bias curve very quickly looses steepness when p grows). It
seems to be coherent with earlier observation of bias growing with ¢ when ¢ > 1
and sample size is large. This renders any value ¢ above one unjustifiable. These
results are also coherent with the observation that for the statistic of Fattorini
[2006] based on ¢ = 1 the bias is negative for any possible pe(0,1). On the other
hand, while optimal c-values nullifying the bias are known to lie below one, set-
ting ¢ to some value which is too close to zero may result in strong positive bias.
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Fig. 6. The bias as a function of ¢ for certain values of p and n = 500

The results for the MSE shown on Figure 6 indicate that unfortunately op-
timum values of ¢ that minimize the MSE also change with p. They move up-
wards with growing p but do not seem to stabilize. The curve reflecting depend-
ence of optimal c-values on p shown on Figure 7 is non-decreasing but its shape
is somewhat complicated, with the second derivative changing sign at least two
times (for p = 0.02 and p = 0.96). The value of ¢ = 1 chosen by Fattorini [2006]



On a class of estimators for a reciprocal of Bernoulli parameter 81

apparently minimizes MSE for some value of p inside the [0.002, 0.004] inter-
val. Hence, if there is e.g. external knowledge available that implies p > 0.004
then it is reasonable to expect that MSE is minimized for some ¢ > 1, and any c-
value lower than one would not be advisable. However again, choosing a too
large c-value might also increase the MSE instead of reducing it. On the other
hand, one may also notice that although optimal values swing wildly with chang-
ing p, the MSE seems to be much more dependent on p itself, than on the choice
of constant c.
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Fig. 7. The c-values nullifying the bias and minimizing the MSE for p = 0.01,0.02,...,0.99 and for
n =500
Conclusions

In this paper a class of estimators for inverse probability indexed by a pa-
rameter ce(0,+0) was considered. All estimators in the class are consistent.
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They always take finite values, as opposed to the simple reciprocal of the sam-
pling fraction. The class incorporates the well-known Fattorini’s [2006] statistic
for ¢ = 1. The formulas for bias of these estimators were derived for ¢ = 1,....4
and a method for computing the bias for ¢ = 5,6,... was suggested.

The bias of estimators depends on sample size n, parameter ¢ and unknown
probability p. It turns out that there is no single value of ¢ that would nullify the
bias or minimize the mean square error for all possible values of p. In other
words, no estimator in the class dominates others in terms of accuracy for a fixed
n and all values of p. This also applies to the Fattorini’s statistic. However, it
seems that values of ¢ greater than one do not nullify bias for any possible p so
they should be avoided.

If the exact formula (or upper bound) for MSE or absolute bias when c is
not integer and the sample is large were known, then some partial knowledge on
p taking e.g. form of inequality constraints might be explored to set the value of
¢ in such a way that MSE or bias for most pessimistic (unfavorable) p is mini-
mized. This justifies further efforts aimed at finding such a formula.
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APPENDIX 1

Derivation of the formula (2):

1 o () ko v | n! k _n-k
E = = —
(X+cj ;k+c(k]p T T &iicw@mon’ d

k+c 1' n+c +C n+c— +C
Z( w )( ka q (k+e) _

(n+c)'k0 k+c

_L n! o (k_l)' n+c¢ k n+c-k __
P (n+c)!k,c (k—o)! P

-— Z[H (k— r)]{n ’ Ckaq““‘k =

p (n+c)'kc
et Sl o)
(n+'c)v( M(H(X r)J (0—1)(0—2)(0—(c - 1))[ J e _
_Z(k D(k-2)(k - (c—l))( jk nek J:

P ( mcfH(X r)]+( D (c=1)q j

p (n+o)!

o

TS|~

APPENDIX 2

A

Derivation of formulas (3)-(6) representing expectations for d_ when
c=1,2,34.

~y o n+l B n! N n+l :l_qn+l
E(do—E(XHj (n+ )p ey B+ D A=Dlg )=
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~ n+2 n+2 n! 20m a2}
E(dz)—E(X+2)— > (n+2)!(En+z(X)—1+(—l) (2-D!q )—
1 (n+2)p—1+q“+2
T n+l p’
~ n+3
E(ds)_E(X+3j_

1 n! 2y N3 n+3 ) _
—(n+3>p—3(n+3)!(EM(X) 3E, ,(X)+2+ (=1’ G=1)!q"")
_ (n+3)p(q+(n+3)p)-3(n+3)p+2-2q""° _

- (n+1)(n+2)p° B
_p(n+3)(np+2p—2)+2—2q“+3
B (n+1)(n +2)p>

For ¢ = 4 let us note that:
Ea(X)-6 Bnea(X2)+ 11Ep.4(X)-6 =(n+4)p(1-3p+3(n+4)p+2p*-
-3(n+4)p*+(n+4)°p?) -6 (n+4)p (1-p+(n+4)p)+11(n+4) p -6 =
= (n+4)p [1 -3p + (n+4)p [3-3p+(n+4)p-6] +2p> -6(1-p) +11] -6 =
= (n+4)p [6 +3p + (n+4)p [np+p-3] +2p° ] -6

and consequently:

n+4 1 n! 4-1 ) ne
E(X+4j=(n+4)p—4(n+4)!(En+4[l:1[(X—r)j+(_1) (4-1)lq ]_

1 E _,(X*)-6E ,(X*)+11E ,(X)-6+6q""
Tt (n+1)(n +2)(n +3) B
_(n+4)p[6+3p+(n+4)p(np+p—3)+2p2]—6+6q
- p'(n+1)(n+2)(n+3)

n+4
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0 KLASIE ESTYMATOROW
ODWROTNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

Streszczenie

Powszechnie znany estymator odwrotnosci prawdopodobienstwa zaproponowany
przez Fattoriniego uogdlniono poprzez dopuszczenie zmian wartosci jednostkowej statej
wystepujacej we wzorze definiujacym go. Prowadzi to do konstrukcji klasy estymatorow
odwrotnosci prawdopodobienstwa. Wtasnosci tych estymatoréw zbadano analitycznie.
Zaproponowano metod¢ wyznaczania asymptotycznego obcigzenia dla catkowitych war-
tosci zmodyfikowanej statej. Wtasnosci estymatoréw dla matych préob wyznaczono nu-
merycznie, korzystajac z wlasnosci rozktadu dwumianowego.
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ON SOME PROBLEMS OF PREDICTION
OF DOMAIN TOTAL IN LONGITUDINAL SURVEYS
WHEN AUXILIARY INFORMATION IS AVAILABLE

Introduction

In the survey sampling the problem of estimation or prediction of
subpopulations’ (domains’) characteristics has become very important issue.
What is more, in the case of longitudinal surveys there is a possibility to increase
the accuracy of the estimators or predictors by using information from other
periods or even to estimate or predict subpopulation’s characteristic for the
period when the number of sampled domain elements equals zero. Domains with
small or zero sample sizes are called small areas. In small area estimation
empirical versions of Henderson’s [1950] best linear unbiased predictors
(BLUP) are widely used under different longitudinal area level models (see e.g.
Rao [2003] chapter 8.3 and Rao and Yu [1994]). In the paper the class of unit
level longitudinal models with auxiliary variables is proposed assuming that the
population and the domains affiliation may change in time. In the paper the
predictors which are empirical versions of Royall’s [1976] BLUP under some
special cases of the proposed model are derived. They can be used to predict the
domain total based on any longitudinal data (including e.g. random and
purposive samples, panel data and rotating samples) for any (including future)
periods. Their mean squared errors (MSEs) and MSEs’ estimators are also
derived. In the Monte Carlo simulation study the problems of the accuracy of the
predictor and biases of the MSE estimators are analyzed based on real data
including several cases of model misspecification. The results of the simulation
show that the proposed predictor and the proposed MSE estimator may perform
very well even in some cases of model misspecification.
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1. Basic notations

Let us introduce some notation presented earlier by Zadto [2009b]. In the
paper longitudinal data for periods ¢ = 1,...,M are considered. In the period ¢ the
population of size N, is denoted by €2, . The population in the period ¢ is divided

into D disjoint domains (subpopulations) Q , of size N, , where d = 1,...,D. Let

the set of population elements for which observations are available in the period
t be denoted by s, and its size by n,. The set of domain elements for which
observations are available in the period ¢ is denoted by s, and its size by ng.

Let: Q, =Q, =54, Ny = Ny —n,

-

Let M,, denotes the number of periods when the ith population element
may be potentially observed in the dth domain (when the ith population element
belongs to the dth domain). Let us denote the number of periods when the ith
population element (which belongs to the dth domain) is observed by m,, . Let

m,, =M, —m,. We assume that the population may change in time and that

one population element may change its domain affiliation in time (from
technical point of view observations of some population element which change
its domain affiliation are treated as observations of new population element).
It means that i and ¢ completely identify domain affiliation but additional
subscript d will be needed as well. More about this assumptions will be written
at the end of the next section.

The set of elements which belong at least in one of periods ¢ = 1,...,M to sets
Q), is denoted by €2 and its size by N. Similarly, sets Q,, s, s,, Q , of sizes

N,,n, n,, N, respectively are defined as sets of elements which belong at

least in one of periods # = 1,...,M to sets Q ., s, , s, , €, respectively. The

rdt
d*th domain of interest in the period of interest ¢ will be additionally denoted by
a symbol * in the subscript i.e. €, ., and the set of elements which belong at
least in one of periods ¢ = 1,...,M to sets Q ;... will be denoted by Q ., .

Values of the variable of interest are realizations of random variables Y,
for the ith population element which belongs to the dth domain in the period 7,
where i = 1,...,N, j = 1,...M,s, d = 1,...,D. The vector of size M, x1 of random
variables Yl.d/. for the ith population element which belongs to the dth domain

will be denoted by Y,; = [Y, " ] , where j=1,...,M,, . Let us consider values of
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the variables of interest Y., . ;+ for the i’th population element which belongs to

the d’th domain observed in periods ¢,

s where i’ = 1,..,n, j' = 1,...miy,

d’ = 1,...D. The vector of random variables Yl.,d,j, (where i’ = 1,...,n,
J'= Lywtigy d’ = 1,...,D) of size m,,,. x1 will be denoted by Y, ;.4 = ¥,.,0. |,
where j’ = 1,...,m;,. The vector of random variables Y, ;. It of size m.,. x1 for

the i ’th population element which belongs to the d ’th domain for observations
which are not available in the sample is denoted by Y, .4 = [Yl d,,j,,], where

JU= 1 my

The proposed approach may be used to predict the domain total for any
(past, current and future) periods. If the problem of prediction of the domain
total for the future period is considered, the number of periods M includes future
period or periods. What is more, in this case the division of the population into
domains and values of the auxiliary variables in the future are assumed to be
known.

2. Superpopulation model

We consider some class of superpopulation models (studied earlier by Zadto
[2009b]) used for longitudinal data (compare Verbeke, Molenberghs, [2000];
Hedeker, Gibbons [2006]) which are — what is important for further
considerations — special cases of the General Linear Model (GLM) and the
General Linear Mixed Model (GLMM). The following two-stage model is
assumed. Firstly:

Y =ZyBig + €4, (D

where i = 1,..,N; d = 1,...,D, Y,, is a random vector of size M, x1, Z,, is

known matrix of size M, xq, B,y is a vector of unknown parameters of size

id

gx1, e, is a random component vector of size M, x1. Vectors e,

id
(i =1,..,N; d=1,..,D) are independent with 0 vectors of expected values and

variance-covariance matrices R,;. Although R,, may depend on i it is often

assumed that Ry = O'eZIM. where I~ is the identity matrix of rank M.

d id

Secondly, we assume that:
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B = KiB+ vig, 2

where i = 1,...,N; d = 1,...,.D, K,, is known matrix of size ¢ x p, P is a vector
of unknown parameters of size px1, v,, is a vector of random components of
size g x1.1Itis assumed that vectors v,, (i =1,...,N; d = 1,...,D) are independent
with 0 vectors of expected values and variance-covariance matrix G,; = H

what means that G,; does not depend on i.

Similar assumptions to (1) and (2) are presented by Verbeke, Molenberghs
[2000, p. 20] but there are two differences. Firstly, in the book assumptions are
made for profiles defined by elements. In this paper assumptions are made for
profiles defined by elements and domains affiliation i.e. Y,, (of size M, x1)

what allows to take the possibility of population changes in time into account.
Secondly, in the book the assumptions are made only for the sampled elements
(i.e. i = 1,...,n). In this paper they are made for all of population elements

(i=1,...,N).
Based on (1) and (2) it is obtained that:

Y = XigB+Z,yvig +e, (3)

where i = 1,..,N; d = 1,...,.D, X,;, = Z,,K,, is known matrix of size M, x p.
Let V4 = D; (Y,,) - Hence,

Vi = ZidHZde +Ry- “4)

T
Let A, be a column vector and col,_,_,(A,) = [AIT . Al Ag]

be a column vector obtained by stacking A, vectors. Note that by stacking Y,,

vectors (i.e. Y =col_,,(col __ (Y,y)) from (3) we obtain the formula of the

GLMM. Let V = D; (Y) . Hence,

V= diangdSDdl‘agmsNd (Vi) )

Unknown elements of V will be denoted by 6. Let,
Y, = COZISdSDCOZISiSnd (Ysid) > Vss = sz (Ys) > Vssid = D§2 (Ysid) . Hence,

S



90 Tomasz Zadto

V, =diag,,pdiag 1<i<n, (Vya) = diag,,.pdiag,.,., (Zsidezd +Ry) (6)

S

. . . ) .
where Z, is known matrix of size my, xq, Rg, =D;(e;) and e, is

m,, x1 random components vector.

3. EBLUP, its MSE AND MSE estimator

At the beginning let us compare BLUPs proposed by Henderson [1950]
and Royall [1976]. Firstly, Royall derived the BLUP assuming the GLM which
is generalization of the GLMM assumed by Henderson. Secondly, Royall
predicts linear combination of Y given by 6 = YTY what is more general then

linear combination of B and v given by 6. = 1"B+m"v studied by Henderson.
Thirdly, in both cases linear predictors are considered: 0= g;FYs by Royall

[1976] and és = aTYs + b by Henderson, which forms are equivalent because

b= 0 under unbiasedness. Hence, Royall’s BLUP may be treated as the
generalization of Henderson’s BLUP. In the paper the BLUP proposed by Royall
is studied (and its empirical version — EBLUP) where the element £ of the
vy vector is given by:

0 if igQ ..
Vi = (7

1 if ieQ .

To obtain the BLUP of ¢ th domain total in ¢ th period and its MSE for

model (3) general formulae proposed by Royall should be used with (7) and
block-diagonal form of variance-covariance matrix (5). If the unknown
parameters in the formula of the BLUP proposed by Royall are replaced by their
estimates, two-stage predictor called the EBLUP is obtained. Kackar and
Harville [1981] prove unbiasedness of empirical version of the BLUP proposed
by Henderson under some weak assumptions. The proof of unbiasedness of
empirical version of the BLUP proposed by Royall under similar weak
assumptions (inter alia symmetric but not necessarily normal distribution of
random components for the model assumed for the whole population), is
presented in Zadto [2004]. The approximation of the MSE and its estimator for
the empirical version of the BLUP proposed by Henderson are derived inter alia
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by Prasad and Rao [1990] and Datta and Lahiri [2000]. The approximation of the
MSE and its estimator for the empirical version of the BLUP proposed by Royall
are derived in Zadlo [2009a] based on results presented in Datta and Lahiri
[2000].

4. Special cases of superpopulation model

In the section we consider two special cases of the model (3). The first
model is longitudinal random regression coefficient model similar to the one
proposed in Dempster, Rubin and Tsutakawa [1981] and studied later e.g. in
Moura and Holt [1999] and for one auxiliary variable in Prasad and Rao [1990].
Unlike the proposed longitudinal model, these authors only consider a model
with domain-specific random effects (and for one period). We assume that:

Yid/' = (ﬂd + Vi )xid/ te, = ﬂdxidj T ViaXig T €y (®)
wherei=1.2,.,N;d=12,..D, j=1,2,...,M,, . Special case of (8) where

\ ﬂd =p )

will also be considered. What is more (similarly to Verbeke, Molenberghs
[2000]), we assume that e, and v, are mutually independent and

ey ~ (0, of) and v, ~ (0,57) . Hence,

0 if izi'vd=d'
2 2 2 : . .f . .f
COV;(Y,-djaK-W) =40, +x,0, if i=i'Aj=] , (10)
2 . . o ’ . o
XXy Oy M I=T'Ad=d"nj# ]

The second model is nested error regression models similar to the one
proposed in Battese, Harter and Fuller [1988]. Unlike the proposed longitudinal
model, these authors only consider a model with domain-specific random effects
(and for one period). We assume that:

Yic_l/ = Xiijd Vi T ey (11)
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where X, :[xl. gt Xagn e X p}, e, and v, are mutually independent

and e, ~ (0, o?) and v, ~ (0,07). Special case of (11) where:

ViBa=B (12)
will also be considered. Hence,

0 if izi'vd=#d'
Cov(zdj’ zld): O':+O'f if i:i'/\j:j’ . (13)
2

o if i=i'Ad=d' Anj=]

v

For all of the superpopulation models presented in this section the vector of
T
unknown variance parameters will be denoted by 8 = [062 o ] .

We have assumed that the population and the domain affiliation of
population elements may change in time. Observations of new element of the
population or observations of the population element after the change of its
domain affiliation are treated as realizations of new profile (3). Hence, because
of the covariance structure (5) where nonzero covariances are only within
profiles, we assume the lack of correlation of observations for some population
element before and after the change of the domain affiliation.

5. Prediction under a longitudinal random
regression coefficient model

Based on Royall’s theorem [1976], it is possible to derive the BLUP of the
d’ th domain total in the ¢ th (past, current or future) period and its MSE under

longitudinal simple random regression coefficient model (8). They are given by:

Idl

BLU_ z d't +ﬂ Zx +O_ Zx(u zdz zdz i‘j_xid*j’éd*)(lé‘)

l€§‘ **

i=1 i=1 Jj=1

" L, m m .
n d B id ) 5 id 5
where . = b ,d, b . ZYid*jxid*j , b.=0,+0, ind*j
Jj=1 1
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and
MSE.(0,,,) =g, (8) + g,(3) (15)

where:

g, (0)= N 0 + o0, ledt -0, Z X o ld lxi/ (16)

Jj=1

N S m 2 " m -1
RER DI R D5 BT

Let the unknown variance parameters in (14) be replaced by their maximum
likelihood (ML) or restricted maximum likelihood (REML) estimates under
normality. Hence, we obtain the two-stage predictor called EBLUP. Using
general theorems proved in Zadto [2009a] it is possible to derive the formula of
the MSE of the EBLUP and its estimators. Firstly, under assumptions presented
in Zadlo [2009a] (including the GLMM with block-diagonal variance-
covariance matrix and normality of random components) the MSE in this case is
given by:

MSE(0,,,) = g, (3) + £,(8) + g:(8) + o(D™") (18)

where g, (08) and g,(d) are given by (16) and (17) respectively and

g,(8) = Z X o ,d*Zx ( [V — 21626 + I V6 ) (19)

and

100 =2b Zij (led] ] , (20)

d=1 i=1
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D ny m;y
150 =207 >b} [Z Xy J (21)
j=1

d=1 i=1
1,0 =2b" f ((m, —Do.* +57), (22)

d=1 i=1

and

Secondly, under general assumptions presented in Zadto [2009a] (including
the GLMM with block-diagonal variance-covariance matrix and normality of
random components) the approximately unbiased (its bias is o(D’l)) estimator

of the MSE (18) for REML estimators of 8 in this case is given by:
MSE ( EBLU) g (8)+g,8)+ 2g3 () (23)

and for ML estimators of ¢ by

MSE.(0,3,,)) = £, (8) + 2,(8) +2g; () +

1 og, (6
2{ '®)col, ;. tr [ (5) ﬁ( )ﬂ 2 é ) (24)
where g, (8), g, (3), g (3) are given by (16), (17), (19) respectively where 8 is
. e gD
replaced by o, I;' = Iv(il) ]::) , where 107, ICD IUD are given by (20),

(21), (22) respectively, col,_, . qtr{ (6) 5(6)} and % are given by
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D g Mg - g Mg

1 2 ) 2
Z Zbid indj Zbid indj
d=1\_i=l = i=1 =

zmtr[ -1(5) B(ﬁ)} 1 | @5
Z(Zb,de,d,J [Zb(zj]
d=1\_i=l i=1 Jj=1

and
22,0 _[06,®) @] _
00 oo’ oo’
_O- Z xld[ ld* ldj
=1
=, (26)

vd' 1"

2
m. s« m_ s«
1 id By ] id Iy
Z - 1o, Z xdt b | 2 X — Dby ind’j
= -1

i=1

respectively, where 8 is replaced by 5.

Under assumptions (8) and (9) the equations presented above remain true
but f,. in (14) should be replaced by

D i ! D n id
1 -1
Z by 2%y 4 Z by idjidj |>
d=

d=1 i= J =

<
“5
<
3

g,(8) given by (17) should by replaced by

g.(9) = [Zx -0 Z b J (Zszdezd,}l

d=l i=l

0
and coly tr |: [;1 ) Y I, (8):| given by (25) should be replaced by:
k
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col 1<k<q |: (8) (6):| ==

6. Prediction under a longitudinal nested
error regression model

Based on Royall’s theorem [1976], it is possible to derive the BLUP of the
d’ th domain total in ¢ th (past, current or future) period and its MSE under

longitudinal nested error regression coefficient model (11). The BLUP is
given by:

BLU_Z ,dt“'zx B +O— Zb Z( Xid'j )a (27)

i€es **

_ 2 2 T l
Whel‘e bid* — Ue +O-vml_d* d& (Zb X J [Zb sid” s]d J aIld

X .. is m .xXp known matrix of auxiliary variables. The MSE of the BLUP

sid
(27) is given by general formula (15), where

g®=N_.(c+0])=0l D blm, (28)

N s Noaw  moa T
rd t ) rd t . id
x[ > X -0 > by Xid*j] (29)
: : —
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If the unknown variance parameters in (27) are replaced by their ML or
REML estimates under normality we obtain the EBLUP with the MSE given by
general formula (18), where g, (8) and g,(6) are given by (28) and (29)

respectively and

e

N_d*t*
g®) =) bim, (1 0} -21 "0} +1"ct) (30)
i=1

where
D ny
150 =267 b0 m}, (31)
d=1 i=l
D ny
150 ==20"3">"b}m,, (32)
d=1 i=l
D ny
150 =267 ((my =)ot + b, ), (33)
d=1 i=1

n

and b = [z ((mid - 1)0;4 + bij )J (Z bijmii J - [z bi:izmidj

d=1 i=l d=1 i=1 d=1 i=l

=
<
<
S

—
—

The approximately unbiased (its bias is o(D™")) estimator of the MSE of
the EBLUP for the REML estimators of & is given by (23) and for the ML
estimators of & by (24) where g, (), g,(8), g;(8) are given by (28), (29),

. 1(—') I(—l)
. . -1 _ w ve (=1
(30) respecively where 8 is replaced by 6, I = L(l) o0 | where /7,

157, 10" are  given by (31), (32), (33) respectively,

ve ee

COIISkSqtr {IEI(S)ilp (8)} and % are given by
%
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ll<k<qtr|: _1(6) 3(6):|

Ztr(Zb,dlx;{d J_I(Zb XX j

—_ ' (34)
Ztr(Zb XE X, J [Zb_zm XE X, J
and
r N .. -o! 3 b;*ml, i
0g,(®) |0g,(8) g (8| _ p 35
% | o0> 0o’ | 33)

respectively, where 8 is replaced by 5.

Under assumptions (11) and (12) the equations presented above remain true
but B . in (27) should be replaced by

S

:(izb XX, jl[i D, ¢ dj

d=1 i=l d=1 i=l

and g,(0) given by (29) should be replaced by

d=l i=l

Nm*l* Nn/*l m ” D ny -1
gz<s>=[2xw—afz 1Sy, }(z N
i=1 i=1 =
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and col,_,_ qtr{ I (6) B (5)} given by (34) should be replaced by:

COlgyet { (5) b (5)}

D 1 p
7 (Z b, X;[ld j Z
d=1 i=1

=1 i=

<

[PazEaN }z

d=1 i=1 d=1 i=1

7. Simulation analyses

4

2xT

snd

d=1 i=1

The limited Monte Carlo simulation analyses are based on real data on
N = 314 Polish poviats (what is NUTS 4 level) excluding cites with poviat’s
rights for M = 4 years 2005-2008. Data are available at the website of the Polish

Central Staistical Office — www.stat.gov.pl.

The problem is to estimate

subpopulations (domains) totals for D = 6 regions (NTS 1 level) in 2008. The
variable of interest is poviats’ own incomes (in PLN) and the auxiliary variable
is the population size in poviats (in persons). Two simulations are conducted
using R (R Development Core Team [2011]). In the simulations the accuracy of
the proposed predictor is compared with accuracies of two calibration estimators
[Rao 2003, pp. 17-18] which will be denoted by GREG1 and GREG2. Both

calibration estimators are of the form HGREG

Z w .Y, but weights w_

I€ES %

are solutions for GREG1 of

dt
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and for GREG?2 are subsequence of weights obtained as a solution of

2
w.—-1/x.)
sit it b
Z —> min
ies. 1/ 7.
Z W Xid*t* = Z Xid*t*

iE€S « i€Q)
t t

where 7 . are inclusion probabilities in the period t". These calibration

estimators are classic model-assisted estimators which are known as good
alternatives for model-based methods especially in the case of possible model
misspecification.

The first simulation is design-based. In this case a sample of size n = 79
elements (c.a. 25% of population size) is balanced panel sample (each sampled
element is observed in all of 4 periods), which is drawn at random in the first
period with inclusion probabilities proportional to the value of the auxiliary
variable in this period. For this sample size it was possible to estimate all of
domain totals in each iteration even using direct estimators GREG1 and GREG2.
The number of samples drawn in the simulation equals 10 000.

The second simulation is model based. In this case one sample is drawn
using the sample design described above what gives the division of the
population into the sampled and unsampled part. Then 10 000 populations are
generated using model (11) — (with one auxiliary variable and constant) with
parameters computed (REML) based on real, whole population data and random
components with the following distributions: in the model denoted in the
simulation as N case — normal distributions of both random components, U case
— uniform distributions of both random components and E case — "shifted"
exponential distribution of both random components. What is more, to study the
problem of model misspecification, equations for linear model are used but
10 000 population are generated based on modified model (11) where instead of
the auxiliary variable its natural logarithm is used. Both random components
have the following distributions: Nm case — normal distribution, Um — uniform
distribution and Em — "shifted" exponential distribution.

What is important, the predictor presented for the model (11) simplifies to
the BLUP (i.e. does not depend on unknown variance parameters) for the

balanced sample. Hence, in the equation of the MSE estimator the g;(d)

element is omitted.
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Fig. 1. Relative model-biases (on the left) and relative model RMSE (on the right) for N case (in
%) for six domains
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%) for six domains
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Each point on the figures presents value of some statistic for one out of
D = 6 domains. Comparing prediction accuracy of the BLUP and GREGI and
GREG?2 (see Figures 1-6) it should be noted that the BLUP is better then both
GREG estimators even in the cases of model misspecification. The absolute
value of its relative bias does not exceed 10% for all of the considered cases of
model misspecification (see Figures 4-6). The bias of the considered MSE

estimator under normality is o(D™') (as proved in Zadto [2009a]) but for the

data interesting case is studied — the number of domains is very small, it equals
D = 6. It is known that for the big number of domains D the differences between
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biases of REML and ML MSE esimators (given by general equations (23) and
(24) respectively) are small. In the simulation study the REML MSE estimator is
(see Figure 7) less biased in all of the considered cases, what may have occured
due to the relatively big (comparing with D) loss of degrees of freedom when
ML method is used instead of REML to estimate &. Let us limit further
consideration to the REML MSE estimator. The absolute values of relative
biases of MSE estimators (see Figure 7) are small not only under normality
assumptions (N case), under which they were derived, but also for U and
E cases. For the proof of robustness of some MSE estimators of the EBLUP of
the form of Henderson’s BLUP in some cases of model misspecification see
Lahiri and Rao [1995]. The maximum absolute value of the relative biases of
MSE estimators are less then 2,1% for these cases. When the true model is non-
linear (the Nm, Um, Em cases) the biases obtained in the simulation are larger.

Results presented on the Figure 8 show that the design bias of the BLUP is
larger than the design bias of both GREG1 and GREG2. Comparing the design
accuracy for the data and large sample size (n = 79), the BLUP is better than
GREG2 but worse than GREG].

Conclusions

In the paper the EBLUP for longitudinal data is proposed. The predictor
allows to predict the domain total for any (past, current, future) period assuming
that population and domain affiliation of population elements may change in
time. Its MSE is also derived and some MSE estimator is proposed. Its accuracy
is analyzed for real data in the Monte Carlo simulation study.
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O PEWNYCH PROBLEMACH PREDYKCJI WARTOSCI GLOBALNEJ
W DOMENIE W BADANIACH WIELOOKRESOWYCH,
GDY SA DOSTEPNE INFORMACJE O ZMIENNYCH DODATKOWYCH

Streszczenie

W artykule wyprowadzono postacie najlepszych liniowych nieobciazonych predyk-
torow przy zatozeniu pewnych modeli bgdacych uogoélnieniami na przypadek danych
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przekrojowo-czasowych modeli znanych z literatury statystyki matych obszaréw. Ponad-
to wyprowadzono postacie bledéw sredniokwadratowych empirycznych wersji tych pre-
dyktoréw oraz zaproponowano ich estymatory. W symulacji Monte Carlo poréwnywano
doktadnos$¢ zaproponowanego predyktora z dwoma ogélnymi estymatorami regresyjny-
mi po planie losowania i po modelu nadpopulacji (takze w roznych przypadkach zlej
specyfikacji modelu). Ponadto analizowano obcigzenia zaproponowanych estymatoréw
btgdu $redniokwadratowego.
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ZASTOSOWANIE METOD SYMULACYJNYCH
W ANALIZIE WIELOWYMIAROWYCH
TABLIC WIELODZIELCZYCH

Wprowadzenie

W ostatnich latach w badaniach naukowych znacznie wzrosta rola metod
symulacji komputerowej. Poczatki tych metod siggaja lat 40. XX w. Wlasnie
wtedy zesp6t pracujacy w amerykanskiej bazie wojskowej w Los Alamos kiero-
wany przez J. von Neumana zastosowal metody Monte Carlo do symulacji funk-
cjonowania elektrowni jadrowych oraz wybuchow atomowych. Ze wzgledu na
brak mozliwosci zastosowania ztozonych technik obliczeniowych dynamiczny
wzrost zastosowan tych metod przypada jednak dopiero na koncowe lata XX w.
Do najczesciej wykorzystywanych metod symulacyjnych w badaniach staty-
stycznych nalezy zaliczy¢ bootstrap, algorytmy Gibbsa i Metropolisa oraz prob-
kowanie wazone. Wszystkie wymienione metody zasadniczo sg zwigzane z ana-
liza danych o charakterze ilosciowym. Stosunkowo rzadko metody symulacyjne
sa wykorzystywane do analizy danych o charakterze jako§ciowym, czyli danych
rejestrowanych na skalach nominalnych lub porzadkowych. W opracowaniu
przedstawiono propozycje metody symulacyjnej pozwalajacej na zbadanie za-
leznosci dla grupy zmiennych nominalnych. Proponowana metoda wykorzystuje
test permutacyjny. Przeprowadzono rowniez poroéwnania otrzymanych rezulta-
tow z wynikami klasycznego testu niezaleznos$ci chi-kwadrat. W przedstawio-
nych przyktadach zastosowano proponowang metode do analizy danych pocho-
dzacych z Polskiego Generalnego Sondazu Spotecznego'.

! Badania prowadzone od 1992 r. w Instytucie Studiéw Spotecznych Uniwersytetu Warszawskie-
go (http://pgss.iss.uw.edu.pl).
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1. Wnioskowanie statystyczne dla danych
w tablicach wielodzielczych

Zat6zmy, ze badaniu poddano » jednostek ze wzgledu na dwie cechy no-
minalne X i Y przyjmujace odpowiednio » oraz s warto$ci (wariantow cech).
Wyniki takiego badania moga zosta¢ zapisane w tablicy kontyngencji o » wier-
szach oraz s kolumnach. Do sprawdzenia hipotezy o niezaleznosci tych zmien-
nych mozna wykorzysta¢ statystyke [Aczel 2000]:

O, E)

r=y Y M

i=1 j=1 i

gdzie:
O;; — liczebnosci obserwowane,

E;j — liczebnosci oczekiwane.

Na podstawie otrzymanych danych dwuwymiarowych mozna skonstruowaé
tablicg wielodzielcza. Przyktad tablicy dla danych pochodzacych z badania Pol-
ski Generalny Sondaz Spoteczny przedstawia tabela 1. Przedstawiono w nigj
rozklad odpowiedzi na pytanie ,,jak wazna jest wlasna rodzina i dzieci?” w za-
leznosci od stanu cywilnego ankietowanych. Cata tabela sklada si¢ z 35 komo-
rek. W tabeli 1 dodatkowo szarym ttem wyrdzniono komorki tablicy, dla ktorych
liczebnos$ci oczekiwane sg mniejsze niz 5.

Statystyka (1) przy zatozeniu niezaleznosci zmiennych X i Y ma asympto-
tycznie rozktad chi-kwadrat o (»-1)-(s—1) stopniach swobody. Wnioskowanie
statystyczne jest uzasadnione, jesli liczebnosci oczekiwane sg nie mniejsze niz
5 we wszystkich komoérkach tablicy wielodzielczej [Blalock 1975]. W tabeli 1
wystepuje az 14 komorek o liczebnosciach oczekiwanych mniejszych od 5. Jest
to istotng przeszkoda w wykorzystaniu testu niezaleznosci chi-kwadrat. W takich
przypadkach zwykle laczy si¢ wybrane klasy. Potgczenie wierszy ,,rozwiedzio-
ny” oraz ,,separacja” zmniejszy rozmiar tablicy wielodzielczej i liczbe komorek
z liczebno$ciami oczekiwanymi mniejszymi od 5 do 8. Wyrdznienie dwoch ka-
tegorii wagi rodziny: ,,niewazna” (wskazania 1-4) oraz ,,wazna” (wskazania 5-7)
pozwolitoby na uniknigcie komorek z liczebno$ciami oczekiwanymi mniejszymi
od 5. Takie rozwigzanie jest jednak zwigzane ze stratg informacji o natgzeniu ro-
li przypisywanej przez respondentdw rodzinie.
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Tabela 1

Jak wazna jest wlasna rodzina i dzieci w zalezno$ci od stanu cywilnego respondenta

Jak wazna jest wlasna rodzina i dzieci?
Stan cywilny niewazne bardzo wazne
1 2 3 4 5 6 7
zamezna/zonaty/konkubinat 13 5 3 30 54 205 5609
wdowiec/wdowa 5 1 2 8 16 58 997
rozwiedziony(a) 3 0 3 6 15 21 301
separacja 1 0 1 2 2 4 80
kawaler/panna 20 6 12 38 71 152 1043

Zrédto: Na podstawie danych z PGSS.

Powyzsze rozwazania mozna rozszerzy¢ na wicksza niz dwie liczbg zmien-
nych Xi, Xp, ..., Xp. W takim przypadku mamy do czynienia z tablicami wielo-
dzielczymi wielowymiarowymi. W przypadku trzech zmiennych nominalnych
(h = 3) przyjmujacych odpowiednio r, s oraz ¢ warto$ci tablica wielodzielcza jest
faktycznie kostkg trojwymiarowa. W tym przypadku statystyka testowa przyjmie
nastepujacg posta¢ [Sheskin 2004]:

2
ros t(Oijk_Eijk)

=X P )

i=1 j=lk=1 ijk

gdzie:
Ojjx — liczebnosci obserwowane,

E;; — liczebnoSci oczekiwane.

Dla niezaleznych zmiennych statystyka (2) ma asymptotyczny rozktad chi-
-kwadrat o st —r—s—t+2 stopniach swobody. Zapis tablicy dla trzech wy-
miardw nie jest juz tak naturalny jak w przypadku tablicy dwuwymiarowej. Dla
danych zamieszczonych w tabeli 1 uwzgledniajac dodatkowo zmienng ,,ptec¢”
odpowiednia tablica wielodzielcza miataby dwie warstwy. Poszczegolne war-
stwy takiej tablicy moga zosta¢ przedstawione w oddzielnych tablicach dwu-
wymiarowych. Wyniki mozna jednak réwniez przedstawi¢ w formie jak w ta-
beli 2.
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W miar¢ wzrostu liczby zmiennych /4 i liczby kategorii w; (i = 1, 2, ..., h)
dla zmiennych coraz trudniej zapewni¢ spelnienie warunku, aby liczebno$ci
oczekiwane w kazdej komorce tabeli wynosity przynajmniej 5. W tablicy wielo-
dzielczej uwzgledniajacej pte¢ respondenta (por. tabela 2) jest 70 komorek. Po-
nad potowa z nich (38 komoérek) ma liczebno$ci oczekiwane mniejsze od 5. Bio-
rac pod uwage fakt, ze badana proba liczy 8787 os6b tatwo zauwazy¢, ze dla
mniejszych prob czesto praktycznie nie bedzie mozliwosci odwolania si¢ do te-
stu niezalezno$ci chi-kwadrat.

Tabela 2

Tablica wielodzielcza dla trzech zmiennych klasyfikujacych

Jak wazna jest wiasna rodzina i dzieci w zalezno$ci od stanu cywilnego i pici respondenta

Jak wazna jest wlasna rodzina i dzieci?
Kobieta Mgzczyzna

Stan cywilny

niewazna bardzo wazna | niewazna bardzo wazna

11 2| 3 4 5 6 7 11 2| 3 4 5 6 7
zame¢zna/
zonaty/ 11| 2| 2| 13| 17| 80| 2915 20 3| 1| 17| 37| 125| 2694
konkubinat
wdowiec 30 1] 2| 7| 10| 46| 841 2| o| ol 1| 6| 12| 156
/wdowa
rozwie- 1] ol 1| 2| 8| 8| 2220 2| o] 2| 4| 7| 13| 79
dziony(a)
separacja 0o 0| O 0 1 1 58 1] 0] 1 2 1 3 22
kawaler/ o 4| 8| 15| 27| 58| s01| 11| 2| 4| 23| 44| 94| 542
panna

Zrédio: Na podstawie danych z PGSS.

Jezeli dla kazdej ze zmiennych liczba kategorii jest jednakowa i wynosi
w (w =w, =...=w, =w), to liczba komdrek w wielowymiarowej tablicy wielodziel-
czej wynosi w". Biorgc pod uwage, ze w kazdej z tych kratek liczebnos$é¢ ocze-
kiwana powinna wynosi¢ przynajmniej 5, to minimalna liczebno$¢ préby wynosi
sw . W tabeli 3 przedstawiono przyktadowe warto$ci minimalnych liczebnoéci
proby dla ustalonej ilo$ci zmiennych i wariantéw dla kazdej cechy.
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Tabela 3
Minimalne liczebno$ci dla wybranych rozmiaréw tablic
. . Liczba wariantéw kazdej zmiennej
Liczba zmiennych w
h
2 3 4 5

2 20 45 80 125

3 40 135 320 625

4 80 405 1280 3125

5 160 1215 5120 15625

Minimalne liczebno$ci przedstawione w tabeli 3 dotycza szczegodlnego
przypadku, gdy realizacja kazdego z wariantow dla wszystkich zmiennych jest
jednakowo prawdopodobna. Jezeli prawdopodobienstwa realizacji dla réznych
kategorii nie sa jednakowe, to minimalne liczebnos$ci proby beda wigksze niz
przedstawione w tabeli 3. Na podstawie danych zamieszczonych w tabeli 3 wi-
doczne jest, ze juz dla kilku zmiennych przy paru réznych wariantach kazdej
z cech praktycznie niemozliwe jest przeprowadzenie badania oraz otrzymania
uogoblnienia na cata populacje poprzez bezposrednie wykorzystanie testu nieza-
lezno$ci chi-kwadrat.

Ze wzgledu na potrzeby praktyczne analizy danych w tablicach wielodziel-
czych przy niespelieniu warunku na liczebno$¢ oczekiwang zaproponowano
rozne modyfikacje. W duzej mierze modyfikacje te dotycza przypadku tablic
o wymiarach 2 x 2. Jezeli nie wszystkie liczebnosci oczekiwane wynosza przy-
najmniej 5, to mozna wykorzysta¢ modyfikacje statystyki chi-kwadrat uwzgled-
niajgce poprawki na ciggto$¢ Yatesa lub poprawke Dandekara [Rao 1982]. Staty-
styka chi-kwadrat z poprawka Yatesa ma postaé:

7 =iiq0”_%‘_o’5)z - G

i=1 j=1 i

Posta¢ statystyki zaproponowanej przez Dandekara jest nastgpujaca:

2 2
Xo —X-
=20 55l - 20 4)

1 — X
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gdzie y., yl,x’, oznaczaja wartoéci statystyki (1) wyznaczone po dodaniu

odpowiednio 0, 1 lub -1 do liczebnos$ci n;; (pierwszy wiersz i pierwsza kolumna
tablicy wielodzielczej).

Powyzsze korekty nie powinny by¢ jednak stosowane w przypadkach, gdy
w wigcej niz jednej komorce tablicy wielodzielczej liczebnosci oczekiwane sg
mnigjsze od 5. Wyjsciem w takich sytuacjach jest zastosowanie testu doktadnego
Fishera [Agresti 1996]. Test ten, podobnie jak powyzsze modyfikacje, dotyczy
tablic o wymiarach 2 x 2. W tym tescie sa obliczane prawdopodobienstwa wy-
stapienia wszystkich mozliwych ukladow liczebnosci w tablicy wielodzielczej
przy zachowaniu ustalonych liczebnosci brzegowych. Rozwazmy przypadek
otrzymania wynikéw badania jak w tabeli 4.

Tabela 4

Przyktad danych w tablicy o wymiarach 2x2

Zmienna Y
Zmienna X
Y, Y,
X, 4 0
X 0 4

Wprowadzmy oznaczenia dla poszczeg6lnych liczebnosci w komorkach ta-
belid: a=4,b=0, c=0,d=4. Niech ponadto »; = 4, r, = 4 oznaczajg liczebno-
$ci brzegowe w wierszach, a ¢; = 4 oraz ¢, = 4 liczebnosci brzegowe w kolum-
nach. Przy =zalozeniu ustalonych powyzszych liczebnosci brzegowych
wszystkich mozliwych tablic wielodzielczych jest 5 (por. rys. 1).

Rys. 1. Wszystkie tablice wielodzielcze o liczebnoSciach brzegowych r1 =r.=c1=c2 =4

Uwzgledniajac jednak, ktore elementy zostaly zakwalifikowane do po-
szczegbdlnych komorek tablicy wielodzielczej liczbg wszystkich mozliwych
uktadoéw tworzacych taka tablicg, mozna wyrazi¢ nastepujaco:

RN A
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Prawdopodobienstwo wystapienia realizacji tablicy wielodzielczej o kolej-
nych liczebnos$ciach a, b, ¢ i d w komoérkach wyraza si¢ wzorem:

B rilr2lcllc2!
C nlalbleld!

)

Wszystkie mozliwe wartosci liczebnosci a (przy ustalonym @ i danych
liczebnos$ciach brzegowych wartosci b, ¢ i d s3 wyznaczone jednoznacznie) dla
zmiennych niezaleznych z przykladu z tabeli 4 przy zachowaniu liczebno$ci
brzegowych podaje tabela 5.

Tabela 5

Prawdopodobienstwa i warto$ci statystyki chi-kwadrat

a P 7’
4 0,014 8,00
3 0,229 2,00
2 0,514 0,00
1 0,229 2,00
0 0,014 8,00

Wysokie warto$ci statystyki y° §wiadcza przeciw hipotezie o niezaleznosci

zmiennych. Dla przedstawionego w tabeli 4 przypadku wartoé statystyki y°

wynosi 8. Przy zatoZeniu niezaleznos$ci zmiennych prawdopodobienstwo wysta-
pienia tak duzej lub wigkszej wartosci wynosi 0,028. Dla poziomu istotnosci
a = 0,05 nalezy odrzuci¢ hipotez¢ o niezaleznosci zmiennych.

2. Weryfikacja hipotezy o niezaleznosci h (h > 2)
zmiennych nominalnych

Weryfikacja hipotezy o niezaleznosci & = 3 zmiennych moze by¢ przepro-
wadzona z wykorzystaniem statystyki (2). W przypadku wigkszej liczby zmien-
nych wzor (2) nalezy uzupethi¢ o odpowiednie sumy i indeksy liczebnos$ci. Po-
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waznym problemem jest zapewnienie odpowiednich liczebnosci oczekiwanych
w komorkach nawet dla prob o stosunkowo duzych liczebnosciach. W takich
przypadkach skuteczna moze by¢ procedura wykorzystujaca test permutacyjny
[Good 2005]. Na podstawie wylosowanej proby jest obliczana wartos$¢ statystyki
testowej Ty. Jako statystyke mozna przyjac np. ;(2 . Nastepnie zbior danych jest
N-1 razy permutowany i kazdorazowo jest wyznaczana warto$¢ statystyki 7T;
(i=1, 2, ..., N-1). Wartos¢ statystyki T; jest porownywana z kwantylem rzedu
1 —a empirycznego rozkladu statystyki 7.

2.1. Procedura obliczeniowa

Przebieg procedury obliczeniowe] zostanie przedstawiony dla przypadku
tablicy trojwymiarowej. Wszystkie rozwazania mozna w analogiczny sposob
stosowac do tablic A-wymiarowych. W obliczeniach zostanie wykorzystany test
permutacyjny. Struktura analizowanych danych zostata schematycznie przed-
stawiona na rys. 2. Xj, Xp, ...Xin 0zZnaczaja warianty zmiennej X. Odpowiednio
zostaly oznaczone warianty zmiennych Y'i Z.

X Y Z
Xiy Yy Zi
Xip Y Zp
)(m Yin Zlﬂ

Rys. 2. Struktura danych wykorzystana w opisie algorytmu

Procedura algorytmu zastosowania testu permutacyjnego do analizy tablic

wielodzielczych wielowymiarowych jest nastepujaca:

1. Pobierana jest probka losowa. Na podstawie proby losowej jest konstru-
owana tablica wielodzielcza.

2. Dla otrzymanej tablicy wiclodzielczej jest obliczana warto$¢ statystyki chi-
-kwadrat (2). Otrzymana warto$¢ oznaczmy przez 7.

3. Dla pobranej probki kolumny 2-3 (por. rys. 2) sa losowo, niezaleznie per-
mutowane. Dla tak otrzymanej proby jest obliczana warto$¢ statystyki chi-
-kwadrat.
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4. Krok 3 jest wykonywany N razy. Otrzymujemy wartosci statystyki T;, 7,
vey TN.

5. Obliczana jest warto$¢ ASL (ang. achieving significance level) [Efron
i Tibshirani 1993]:

card(i:T, >T,)

ASL = ,gdziei=0,1, ..., N-1. (6)

Jezeli ASL jest mniejsze od przyjetego poziomu istotnosci « , to odrzucamy
hipotezg H,.

Przedstawiona procedura pozwala na weryfikacje¢ hipotez statystycznych
dotyczacych zalezno$ci pomigedzy pewng liczbg zmiennych nominalnych. Pro-
cedura symulacyjna pozwala na sprawne przeprowadzenie weryfikacji hipotezy
nawet dla tablic wielodzielczych o bardzo duzych rozmiarach réwniez w przy-
padku stosunkowo niewielkiej liczby obserwaciji.

2.2. Wyniki analizy symulacyjnej

Dla porownania wtasno$ci opisywanego testu permutacyjnego i klasyczne-
go testu chi-kwadrat przeprowadzono analizy na podstawie danych pochodza-
cych z Polskiego Generalnego Sondazu Spotecznego (PGSS). Celem Polskiego
Generalnego Sondazu Spotecznego jest systematyczny pomiar trendow i skut-
kow zmian spotecznych w Polsce. Problematyka PGSS obejmuje badanie indy-
widualnych postaw, cenionych warto$ci, orientacji i zachowan spotecznych, jak
rOwniez pomiar zréoznicowania spoteczno-demograficznego, zawodowego, edu-
kacyjnego i ekonomicznego reprezentatywnych grup i warstw spotecznych
w Polsce [Cichomski et al. 2009]. Systematyczng analiz¢ trendow spotecznych
umozliwia cykliczne powtarzanie badan, ktore zachowuja porownywalne stan-
dardy metodologiczne i identyczne wskazniki.

W tabeli 6 przedstawiono analizowane zbiory zmiennych oraz wartosci sta-
tystyki chi-kwadrat. Zamieszczono rowniez p-wartos¢ dla testu chi-kwadrat.
Wielkosci te nalezy traktowaé wylacznie orientacyjnie ze wzglgdu na niespet-
nienie zalozenia dotyczacego minimalnych wartosci liczebnosci oczekiwanych
w komorkach. W tabeli 6 przedstawiono rowniez wartosci ASL dla zastosowa-
nego testu permutacyjnego.
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Tabela 6
Charakterystyka analizowanych zmiennych i wyniki obliczen
Liczba Test Test
Lp. Zmienne kom(:)rek Licze,bnoéé chi-kwadrat permutacyjny
tablicy proby
rst 7 p warto$¢ ASL
1 X, X; 35 8787 459,7 *) )
2 X1, X0, X3 70 8787 1046,5 *) *)
3 Xy, Xs 30 15934 632,1 *) *)
4 X1, X4y Xs 60 15924 734,0 *) *)
5 X, X7 40 2445 15,6 0,971 0,974
6 Xs, Xo, X7 200 2435 193,7 0,297 0,318

*) — warto§¢ mniejsza lub réwna 0,001

X; —pte¢ (2 wartosci: mezezyzna, kobieta)

X, — stan cywilny (5 warto$ci: zonaty/zamezna/konkubinat, wdowiec/wdowa, rozwie-
dziony(a), separacja, kawaler/panna)

X; — jak wazna jest wlasna rodzina i dzieci (7 wartosci: 1 — niewazne, ..., 7 — bardzo
wazne)

X, — zadowolenie z wlasnej sytuacji finansowej (3 warto$ci: 1 — zadowolony, 2 — mniej
wiecej zadowolony, 3 — niezadowolony)

Xs — skala checi do zycia (10 warto$ci: 1 — ,,w ogoéle nie chce mi si¢ zy¢”, ..., 10 — ,.bar-
dzo mocno chce mi si¢ zy¢”)

X —region zamieszkania (8 warto$ci)

X; — wigkszy % podatku od bogatych (5 wartosci: 1 — ,.znacznie wiekszy %, ...,
5 —,,znacznie mniejszy %”)

Z analizy wynikow przedstawionych w tabeli 6 mozna wysnu¢ wniosek,
iz decyzje odnosnie do testowanej hipotezy o niezalezno$ci zmiennych przy za-
stosowaniu klasycznego testu niezalezno$ci chi-kwadrat (p-wartos$ci) oraz testu
permutacyjnego (wartosci ASL) sa w analizowanych przypadkach identyczne.
Wyniki otrzymane z zastosowaniem testu niezaleznosci chi-kwadrat nie moga
jednak by¢ przedstawiane jako wiarygodne ze wzgledu na niespetnienie zatozen
dotyczacych minimalnych liczebno$ci oczekiwanych w komorkach tablicy wie-
lodzielczej. Metoda symulacyjna nie wymaga spetnienia takich zatozen i moze
by¢ stosowana nawet dla préb o niewielkich liczebno$ciach. Prezentowana me-
toda symulacyjna moze okazac¢ si¢ szczegdlnie przydatna w przypadku wielo-
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wymiarowych tablic wielodzielczych, gdzie wnioskowanie statystyczne o zalez-
nosci pomi¢dzy badanymi zmiennymi na podstawie klasycznego testu niezalez-
no$ci chi-kwadrat moze okaza¢ si¢ niezasadne ze wzglgedu na mate liczebnos$ci
oczekiwane w komorkach tablicy.

Podsumowanie

Ograniczenia klasycznych metod statystycznych sprawiaja, iz metody sy-
mulacyjne sg coraz chetniej wykorzystywane w badaniach naukowych. Metody
symulacyjne, mimo iz obecnie wykorzystywane sa glownie do analizy danych
o charakterze ilosciowym, z powodzeniem moga by¢ rowniez stosowane do ana-
lizy danych o charakterze jakoSciowym. Zaprezentowana w niniejszym artykule
metoda oparta na tescie permutacyjnym, pozwala na weryfikacje hipotezy o nie-
zaleznosci dla grup zmiennych nominalnych. Zaleta omawianej metody symula-
cyjnej jest brak zalozen dotyczacych minimalnych liczebno$ci oczekiwanych
w komorkach tablicy wielodzielczej. Nabiera to szczegdlnego znaczenia w przy-
padku analizy zalezno$ci pomi¢edzy wieloma zmiennymi, z ktérych kazda posia-
da po kilka wariantow wartosci. W takich przypadkach duza liczba zmiennych
1 kategorii dla zmiennych w praktyce uniemozliwia wnioskowanie o niezalezno-
$ci pomiedzy tymi zmiennymi za pomocg testu niezaleznosci chi-kwadrat.
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ON THE USE OF THE MONTE CARLO METHODS IN THE
MULTIDIMENSIONAL CONTINGENCY TABLES ANALYSIS

Summary

Recently the role of computer simulation methods in scientific research has signifi-
cantly increased. In this paper the proposal of the use simulation methods to test for in-
dependence of some categorical variables with contingency tables is presented. The
permutation test is used in this method. The comparison of obtained results and results of
classically chi-square test of independence has been done. In presented examples the
data from Polish General Public Opinion Poll have been used.
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POROWNANIE STABILNOSCI
ZAGREGOWANYCH ALGORYTMOW
TAKSONOMICZNYCH OPARTYCH
NA IDEI METODY BAGGING

Wprowadzenie

Pierwotnie podejscie zagregowane (wielomodelowe) z duzym powodze-
niem byto stosowane w dyskryminacji i regresji w celu podniesienia doktadnos$ci
predykcji. Zasadnicza idea tego podejscia polega na tym, ze w pierwszym kroku
sg budowane liczne réznigce si¢ migdzy sobg pojedyncze modele, ktore nastep-
nie za pomocg réznych operatorow sa taczone w model zagregowany. W dys-
kryminacji najczgsciej stosowanym operatorem jest glosowanie majoryzacyijne,
co oznacza, ze jest wybierana ta klasa, ktora najczgsciej byta wskazywana przez
pojedyncze modele; natomiast w regresji najczesciej stosuje si¢ usrednianie war-
tosci teoretycznych zmiennej y. Wérod najbardziej znanych metod agregacji na-
lezy wymieni¢: bagging [Breiman 1996], ktory jest oparty na losowaniu kolej-
nych préb boostrapowych oraz boosting [Freund 1999] polegajacy na nadawaniu
wyzszych warto$ci wag btednie sklasyfikowanym obiektom.

W ostatnich latach analogiczne propozycje pojawily si¢ takze w taksonomii,
aby zapewni¢ wigksza poprawnos¢ i stabilnos¢ wynikow grupowania [Fern
i Brodley 2003; Fred 2002; Fred i Jain 2002; Strehl i Gosh 2002]. Zagadnienie
agregacji w taksonomii moze zosta¢ sformutowane nastepujaco: majac wyniki
wielokrotnie przeprowadzonej klasyfikacji, znajdz zagregowany podziat osta-
teczny o lepszej jakosSci. Liczne badania w tej dziedzinie ustanowily juz nowy
obszar w tradycyjnej taksonomii. Istnieje wiele mozliwosci zastosowania idei
podejscia zagregowanego w dziedzinie uczenia bez nauczyciela, wsrod ktorych
jako najpopularniejsze nalezy wymienic:
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1. Laczenie wynikéw grupowania uzyskanych za pomoca réoznych metod.

2. Uzyskanie réznigcych sie miedzy sobg klasyfikacji z zastosowaniem rdz-

nych podzbioréw danych, np. poprzez losowanie bootstrapowe.

Stosowanie réznych podzbioréw zmiennych.

4. Wielokrotne zastosowanie tego samego algorytmu z réznymi wartosciami
parametrow lub punktami startowymi (np. losowo wybranymi zalgzkami
skupien w metodzie k-$rednich).

Algorytm taksonomiczny powinien charaktryzowac si¢ stabilnoscia, a wigc
powinien by¢ odporny na niewielkie zmiany w zbiorze danych, czy tez warto$ci
parametrow tego algorytmu. Wiadomo jednakze réwniez, ze kluczem do sukcesu
podejécia zagregowanego jest zroznicowanie klasyfikacji sktadowych. Klasyfi-
kacja zagregowana, ktora zostala zbudowana na rézniacych si¢ miedzy soba
elementach sktadowych jest bardziej doktadna i stabilna niz pojedyncze metody
taksonomiczne. W niniejszym badaniu uwaga zostanie skupiona na stabilno$ci
metod taksonomicznych. Gléwnym celem tego artykulu jest porownanie stabil-
nosci zagregowanych algorytmow taksonomicznych, a takze relacji migdzy sta-
bilnoscig i doktadnos$cia; przy czym pod uwage zostanie wzigta tylko specyficz-
na klasa metod agregacji, ktore sg oparte na idei metody bagging.

W

1. Metoda bagging w taksonomii

Metoda bagging jest pewng ogdlng koncepcja, w ramach ktorej narodzity
si¢ szczegdtowe rozwigzania zaproponowane m.in. przez Hornika [2005], Dudo-
id 1 Fridlyand [2003] oraz Leischa [1999]. Pierwszy krok we wszystkich tych
metodach jest taki sam: polega na konstrukcji B prob bootstrapowych i zastoso-
waniu do nich pojedynczego algorytmu taksonomiczego w celu uzyskania klasy-
fikacji sktadowych wchodzacych w sktad klasyfikacji ostatecznej. Poszczegolne
warianty tej metody rdznig si¢ natomiast w kroku drugim, czyli w kroku agrega-
cji wynikow.

Propozycja Leischa

Leisch [1999] zaproponowal, by w pierwszym kroku na podstawie kazdej
podproby bootstrapowej dokona¢ grupowania przy zastosowaniu tzw. bazowej
metody taksonomicznej, ktorg jest jedna z metod iteracyjno-optymalizacyjnych,
np. algorytm k-$rednich. W kolejnym etapie ostateczne centra skupien sg prze-
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ksztatcane w nowy zbior danych obejmujacy B x K obserwacji (K to liczba
skupien w metodzie bazowej), ktéry jest poddawany podziatowi za pomocg me-
tod hierarchicznych. Uzyskany dendrogram jest podstawg ostatecznego podziatu —
obserwacje z pierwotnego zbioru sg przydzielane do tej grupy, ktorej srodek
ciezkosci znajduje si¢ w minimalnej odlegtosci Euklidesowe;.

Algorytm zaproponowany przez Leischa przebiega w nastepujacych kro-
kach:

1. Z pierwotnego N-elementowego zbioru G nalezy wylosowaé B prob boot-
1

strapowch G, Gf ,....G? , losujac n obserwacji przy wykorzystaniu schema-
tu losowania ze zwracaniem.

2. Na podstawie kazdego zbioru za pomocag metod iteracyjno-optymaliza-
cyjnych (np. k-$rednich) dokonuje si¢ podzialu na grupy obserwacji po-
dobnych do siebie, uzyskujac w ten sposoéb B x K zalgzkéw skupien

C1>Clps+sC 1 »Cay s Cpy » gdzie K oznacza liczbe skupien w metodzie ba-
zowej, a ¢, jest k-tym zalazkiem znalezionym na podstawie podproby G .

3. Niech zalgzki skupien uzyskane na podstawie kolejnych prob bootstrapo-
wych utworza nowy zbior danych C* = C*(K) = {c“ yeeesCpic }

4. Do tak skonstruowanego zbioru nalezy zastosowaé hierarchiczng metode
taksonomiczng, uzyskujac w ten sposob dendrogram.

5. Niech c(x,) oznacza zalazek znajdujacy si¢ najblizej obserwacji x;, i = 1,
..., h. Podzial na grupy pierwotnego zbioru danych jest okreslany w ten spo-
sob, ze dendrogram uzyskany na podstawie zbioru C* jest ciety na okreslo-
nym przez badacza poziomie, co prowadzi do uzyskania grup obiektow
podobnych C?....,C?, gdzie 1<m < BK . Kazda obserwacja x, z pier-

wotnego zbioru danych G jest przydzielana do tej grupy, w ktorej znajduje
si¢ najblizej lezacy zalazek c(x;) .

Propozycja Duidoid i Fridlyand

Metoda bagging w wersji zaproponowanej przez Dudoid i Fridlyand [2003]
stosuje algorytmy iteracyjno-optymalizacyjne do oryginalnego zbioru danych
1 poszczegolnych prob bootstrapowych, a po dokonaniu permutacji etykiet klas
w wynikach grupowania uzyskanych na podstawie kazdej podproby tak, by za-
chodzita jak najwicksza zbieznos$¢ z klasyfikacjg obiektéw z oryginalnego zbio-
ru danych, stosuje glosowanie majoryzacyjne w celu okreslenia ostatecznej kla-
syfikacji zagregowane;.
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Kroki zaproponowanego przez nich algorytmu mozna uja¢ wedtug nastepu-

jacego schematu. Dla zatozonej liczby klas K:

1. Zastosuj iteracyjno-optymalizacyjny algorytm taksonomiczny 7" do pierwot-
nego zbioru danych G, uzyskujac w ten sposob etykiety klas 7'(x,,G) = ¥,
dla kazdej obserwacjix,,i=1, ..., n.

2. Skonstruuj b-tg probe bootstrapowa G: = (xlb yeues xﬁ) .
Zastosuj algorytm taksonomiczny 7 do skonstruowanej proby bootstrapo-
wej G?, uzyskujac podziat na klasy: T (x,." ,G,f )dla kazdej obserwacji
w zbiorze G .

4. Dokonaj permutacji etykiet klas przyznanych obserwacjom w probie boot-
strapowej Gf tak, by zachodzita jak najwicksza zbieznos¢ z klasyfikacja

obiektow z oryginalnego zbioru danych G. Niech PR, oznacza zbidr

wszystkich permutacji zbioru liczb catkowitych /,..., K. Znajdz permutacje
r’ € PR, maksymalizujaca:

il(T(T(xf,Gf)) =T(x",G)), (1)

gdzie I(-) to funkcja wskaznikowa, réwna 1, gdy zachodzi prawda,
0 w przypadku przeciwnym.

5. Powtdrz kroki 2-4 B razy. Ostatecznie zaklasyfikuj i-tg obserwacje, stosujac
glosowanie majoryzacyjne, zatem przydzielajac ja do tej klasy, dla ktorej za-
chodzi:

arg max Z[(rb(T(xl. LGP =k). ()

I<k<K b:xieG,l,’

Propozycja Hornika

W metodzie tej po skonstruowaniu B prob bootstrapowych i zastosowaniu
do nich pojedynczego algorytmu taksonomicznego uzyskuje si¢ klasyfikacje
sktadowe. Klasyfikacja zagregowana natomiast jest uzyskiwana za pomocg tzw.
podejscia optymalizacyjnego, ktore ma za zadanie zminimalizowaé funkcje
0 postaci:
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B
> dist(c,c,)* = min, . , 3)

b=1

gdzie:

C — zbidr wszystkich mozliwych klasyfikacji zagregowanych,

dist — odleglo$¢ Euklidesowa,

(¢,»---,cy) —klasyfikacje wchodzace w sktad klasyfikacji zagregowane;.

2. Miary stabilnosci i dokladnosci

W celu zbadania stabilnosci i doktadno$ci zastosowano koncepcj¢ miar za-
proponowanych przez Kuncheve i Vetrova [2006]. Mierniki te sa oparte na sko-
rygowanym indeksiec Randa (4R), ktorego definicja jest nastepujaca [Hubert
i Arabie 1985]: niech 4 i B bgda wynikami dwoch réznych klasyfikacji zbioru Z
posiadajacego N elementow. Przez [, oznaczmy liczbg klas w klasyfikacji 4,
natomiast przez [, — liczbe¢ klas w klasyfikacji B; N ; to liczba obiektow znaj-
dujacych si¢ w klasie i w grupowaniu 4 i w klasie j w klasyfikacji B; N,, to
liczba obserwacji w klasie i w klasyfikacji 4, natomiast N,; to liczba obserwa-

cji w klasie j w klasyfikacji B. Skorygowany indeks Randa jest dany wzorem:

I, Iy N
i=1 j=1
AR(A,B) =

%(tl +t2)_t3 ,

1y N
n=§(;} (5)

Ip N.'
5=Z(;} (6)

“4)

gdzie:



124 Dorota Rozmus

2t,t,

t,=——. (7)
> N(N-1)
1. STABILNOSC DLA PAR KLASYFIKACJI ZAGREGOWANYCH
(ang. pairwise ensemble stability):
)
Spe = S AR(P P, ®)
¢ Z- (Z _1) 1<z,1<Z :

z<l

gdzie:
Z — liczba klasyfikacji zagregowanych,
AR — skorygowany indeks Randa,
P*" —Kklasyfikacja na podstawie z-tej klasyfikacji zagregowanej,
P —Kklasyfikacja na podstawie /-tej klasyfikacji zagregowane;.
Miara ta ocenia stabilnos$¢ klasyfikacji zagregowanych poprzez ocene po-
dobienstwa wynikoéw grupowania, ktére na ich podstawie zostaty uzyskane.

2. PRZECIETNA DOKLADNOSC KLASYFIKACJI ZAGREGOWANEJ
(ang. average ensemble accuracy):

12 agr T
Ay =— 2 AR(PPT), ©)

z=1

gdzie: P" —rzeczywiste etykiety klas.

Miara ta jest usredniong po wszystkich klasyfikacjach zagregowanych mia-
ra doktadnosci i mierzy podobienstwo miedzy ostateczng klasyfikacja zagrego-
wang a prawdziwymi etykietami klas.

3. Badania empiryczne

W badaniach zastosowano sztucznie generowane zbiory danych, ktére stan-
dardowo sa wykorzystywane w badaniach poréwnawczych w taksonomii'. S to
takie zbiory, w ktorych przynalezno$¢ obiektow do klas jest znana. Ich krotka

' Zbiory zaczerpniete zostaly z pakietu m bench z programu R.
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charakterystyka znajduje si¢ w tabeli 1, natomiast struktura jest pokazana na
rys. 1-8. Zbiory Cassini, Cuboids, Shapes, Smiley oraz Spirals nalezg do zbio-
roOw o wyraznie separowalnych klasach, natomiast 2dnormals, Ringnorm i Three-
norm posiadajg nakladajace si¢ na siebie, trudno separowalne klasy.

Tabela 1
Charakterystyka zastosowanych zbioréw danych
Zbidr danych Liczba obiektow Liczba cech Liczba klas
Cassini 500 2 3
Cuboids 500 3 4
2dnormals 500 2 2
Ringnorm 500 2 2
Shapes 500 2 4
Smiley 500 2 4
Spirals 500 2 2
Threenorm 500 2 2
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Rys. 1. Zastosowane zbiory danych — zbior Cassini
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Rys. 2. Zastosowane zbiory danych — zbiér Cuboids
Rys. 3. Zastosowane zbiory danych — zbiér 2dnormals
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Rys. 5. Zastosowane zbiory danych — zbi6r Shapes
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Rys. 7. Zastosowane zbiory danych — zbi6r Spirals
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Rys. 8. Zastosowane zbiory danych — zbior Threenorm

W badaniach empirycznych zastosowano 50 klasyfikacji zagregowanych,
a wszystkie obliczenia zostaty powtorzone 50 razy, by uzyskac bardziej doktad-
ne 1 wiarygodne rezultaty. W metodzie bagging zaproponowanej przez Leischa
po skonstruowaniu 10 préb bootstrapowych jako bazowy iteracyjno-opty-
malizacyjny algorytm taksonomiczny zastosowano metode k-$rednich z warto-
$cig parametru k = 50% a po przeksztalceniu ostatecznych zalgzkéw skupien do
postaci zbioru danych obejmujacego 500 obserwacji dokonano podziatu za po-
moca nastepujacych hierarchicznych metod taksonomicznych®: najblizszego sa-
siedztwa (bclust_single), najdalszego sasiedztwa (bclust complete), centroidy
(bclust_centroid), mediany (bclust median), $redniej odleglosci (bclust mean),
warda (bclust_ward). Obliczenia zostaly wykonane w programie R z zastosowa-
niem funkcji bcl ust z pakietu e1071.

W metodzie bagging w wersji zaproponowanej przez Dudoid i Fridlyand
oraz przez Hornika po skonstruowaniu 25 prob bootstrapowych zastosowano
dwa algorytmy, a mianowicie metode k-Srednich oraz c-$rednich, ktora jest roz-
myta wersjg metody k-srednich opracowang przez Bezdeka [1981]. Metoda Du-
doid i Fridlyand jest oprogramowana w programie R pod nazwa funkcji ¢l _bag
w pakiecie cl ue (na rysunkach zastosowano nazwy cl bag kmeans oraz
cl bag cmeans), natomiast metod¢ Hornika mozna znalez¢ w tym samym pakie-
cie pod nazwg ¢l _consensus (na rysunkach oznaczenie ¢l _consensus_k odno-
si si¢ do metody agregacji, gdzie na poszczegoblnych probach bootstrapowych byta
stosowana metoda k-§rednich, a ¢l _consensus_c — metoda c-$rednich).

% Autor metody zaleca, by warto$¢ tego parametru byta wicksza niz rzeczywista liczba skupien.
3 W nawiasach zostaly podane skroty nazw stosowane na rysunkach.
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Rezultaty obliczen widoczne na rys. 9 pozwalaja stwierdzi¢, ze w prawie
wszystkich przypadkach najmniej stabilng okazala si¢ metoda bclust complete
oraz bclust median. Najwyzsza stabilno$cia w przypadku wigkszosci zbio-
row danych charakteryzuja si¢ metody: bclust single, bclust average oraz
belust_centroid (z wyjatkiem metod belust average oraz belust centroid dla zbioru
Spirals oraz metody bclust_average dla zbioru Threenorm i 2dnormals). Calkiem
stabilne rezultaty mozna takZze zaobserwowac dla reszty badanych metod z wyjat-

kiem metody bclust_ward dla zbiorow Ringnorm, Threenorm oraz Spirals.
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Rys. 9. Stabilno$¢ poszczegdlnych metod opartych na idei bagging dla réznych zbioréw danych
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Rys. 10. Relacje miedzy stabilno$cig a doktadnoscig dla poszczegdlinych metod opartych na idei
bagging dla réznych zbioréw danych

Wykresy na rys. 10 pokazujace relacje zachodzace migdzy miarami stabil-
nosci i doktadnosci pozwalajg stwierdzi¢ brak generalnie obowigzujacej zalez-
no$ci. Na przyktad dla zbioru Cassini oraz Cuboids miary stabilnosci i doktad-
nosci osiggaja niemalze ten sam poziom (z wyjatkiem metody bc_centroid).
Podobnie miary te ksztattujg si¢ takze dla zbiorow Shapes oraz Smiley (z wyjat-
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kiem metod bclust complete i belust median dla zbioru Shapes oraz metody bc-
lust median dla zbioru Smiley). Juz dla zbioru Ringnorm, Threenorm oraz
Spirals mozna jednak zaobserwowaé, ze miary doktadnos$ci ksztattuja si¢ na
niemalze tym samym poziomie, natomiast miary stabilnos$ci zachowujg si¢ r6z-
nie dla réznych metod*. Na przyktad dla cl bag cmeans, cl bag kmeans,
cl _consensus _kmeans i cl consensus cmeans przyjmuja dosy¢ duze warto$ci,
a dla belust ward — stosunkowo niskie.

Podsumowanie

Przechodzac do sformutowania uwag koncowych, nalezy na wstepie za-
uwazy¢, ze wybor dobrego algorytmu taksonomicznego jest znacznie trudniejszy
niz wybor dobrego algorytmu dyskryminacyjnego. Wynika to przede wszystkim
z faktu, ze w klasyfikacji wzorcowej mamy do czynienia z zagadnieniem ucze-
nia z nauczycielem. W taksonomii natomiast nie znamy klas, do ktérych naleza
obiekty, a tym samym brak jest okreslonej z gory struktury, ktéra powinna zo-
sta¢ rozpoznana przez algorytm. W zwigzku z tym, by ominaé¢ ryzyko wyboru
niewlasciwego algorytmu taksonomicznego, mozna zastosowaé podejécie zagre-
gowane celem polaczenia wynikow klasyfikacji réznych algorytmow. Kazdy
z nich ma swoje mocne i stabe strony, ale wydaje si¢, ze ich taczne zastosowanie
przyniesie efekt kompensacji.

Druga zaleta podej$cia zagregowanego jest uniezaleznienie wynikow od
wybranej metody, czy tez warto$ci pewnych parametrow tych metod (np. po-
czatkowo wybranych zalgzkow skupien w metodzie k-Srednich), a takze zwigk-
szenie odpornosci algorytméw taksonomicznych na szum i obserwacje oddalo-
ne. Agregacja wynikow pozwala zatem na stabilizacje rezultatow grupowania.

Wspomniane zalety powoduja, ze podejscie to jest warte uwagi i tego, by
sprobowac zbadac¢ relacje zachodzace migdzy stabilnoscia i doktadnos$cig zagre-
gowanych algorytméw taksonomicznych. W przypadku gdyby migdzy nimi za-
chodzil wyrazny zwigzek, mierniki stabilno$ci moglyby postuzy¢ jako wska-
z6wka pomagajaca wybraé najlepsza metode podziatu.

Z przeprowadzonych badan nad stabilnoscig zagregowanych metod takso-
nomicznych opartych na metodzie bagging wynika, ze najbardziej stabilne oka-
zaly si¢ metody: bclust single, belust average, belust centroid, cl_bag cmeans,
cl bag kmeans, cl consensus kmeans oraz cl consensus cmeans. Najmniej

4 Gtownym punktem zainteresowania badan jest stabilnosé zagregowanych algorytmoéw taksono-
micznych, dlatego przedstawiono wyniki nawet wtedy, gdy doktadno$¢ klasyfikacji nie osiggata
wysokich warto$ci.
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stabilne okazaty si¢ natomiast metody bclust centroid oraz bclust median; pod-
czas gdy metoda bclust ward dla niektorych zbiorow byla bardzo stabilna
(np. dla zbiorow Cassini, Cuboids, Shapes 1 Smiley), a dla niektorych stabilno$¢
byta stosunkowo niska.

Z badan nad relacja miedzy stabilnoscig i dokladnosciag w algorytmach
opartych na metodzie bagging wynika, ze nie da si¢ sformutowac jasnej i ogol-
nie obowigzujacej zasady. Dla niektérych zbiorow danych stabilno$¢ i doktad-
nos¢ ksztattuje sie na zblizonym do siebie poziomie, a dla niektoérych stwierdza
si¢ brak jakiegokolwiek zwiazku migdzy nimi.
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COMPARISON OF STABILITY OF CLUSTER ENSEMBLES
BASED ON BAGGING IDEA

Summary

Ensemble approach has been successfully applied in the context of supervised
learning to increase the accuracy and stability of classification. One of the most popular
method is bagging based on bootstrap samples. Recently, analogous techniques for clus-
ter analysis have been suggested in order to increase classification accuracy, robustness
and stability of the clustering solutions. Research has proved that, by combining a col-
lection of different clusterings, an improved solution can be obtained.

A desirable quality of the method is the stability of a clustering algorithm with re-
spect to small perturbations of data (e.g., data subsampling or resampling, small varia-
tions in the feature values) or the parameters of the algorithm (e.g., random initializa-
tion). Here, we look at the stability of the ensemble and carry out an experimental study
to compare stability of cluster ensembles based on bagging idea.
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THE MULTINOMIAL MIXTURE MODEL
— THE ANALYSIS OF STUDENTS’ ATTITUDE
TO THE SILESIA REGION

Introduction

Many statistical models involve mixture distributions in some way or other.
In mixture distributions a population made up of u subgroups, mixed at random
in proportion to the relative group sizes is considered. The interest lies in some
random variable X which is heterogeneous across and homogeneous within the
subgroups. Due to heterogeneity, X has a different probability distribution in
each group, usually assumed to arise from the same parametric family, however,
with the vector of parameter @ differing across the groups (s).

An overview of mixture models is given in Titterington et al. [1985] or
McLachlan and Peel [2000, p. 81-116]. The most popular are multivariate nor-
mal mixture models (Gaussian mixture models). They are used in a lot of differ-
ent areas such as astronomy, biology, economic, marketing or medicine [see i.e.
Fraley and Raftery 2002, p. 611-631; Wedel and DeSarbo 1995, p. 21-55; Witek
2010a, p. 615-624; 2010b, p. 63-72]. Since the mixture of multinomial distribu-
tions is applied in the empirical part of this article we present the definition of
this kind of mixture below.

1. The multinomial mixture model - definition

The data of n objects described by categorical variables /,,...,/, is consid-

ered. The data can be represented by the vector of objects

X, =(xysj=L..,mh=1..1:i=1....n) where X =1 if the object i
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belongs to the category /4 of the variable j. The total number of categories is

m

given by / = z [, , then the data is defined by the n by m matrix.
=1
In the multinomial mixture model it is assumed that each observation X;

arises independently from a mixture of multivariate multinomial distributions
defined by:

0= Y. f.(5[0.), m

where:
f, — density function of component s,

X, — the vector of objects,
©® ., — the component specific parameter vector for the density function £,
©® - the vector of all parameters for the mixture density function, ® = (7,,0,),

7, — the prior probability of component s;

(r, 20" 7,=1),0,#0,Vs#L.

The sth component of the mixture can be given as:

£.x10)=TT[]©,)™". @)

j=1 h=l

where @ = (0 ,;j=1...,m;h=1,...,1,) and (2) formula is a product of m
conditionally independent multinomial distributions of parameters @ .

Banfield and Raftery [1993, p. 803-821] proposed to constrain the
covariances in the mixture of multivariate normal distributions, which resulted in
14 Gussian mixture models. Similarly, Celeux and Govaert [2008] imposed
some constraints on the parameters of the mixture of multinomial distributions
(®) and received 5 multinomial models.

The basic idea of this proposition is to impose the vector of components on
distributions ~ parameters @, =(0,...,0 Sj,/) to take the form

L
(ByseosBysVgsBysees By) s with y > B Since Z®th =1, we have:

h=1
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(Zj - l)ﬂ;j Vg = 1, (3)

By =0=y,) L =D. “4)

The constraint . > . can be finally written as y; >1//,. Then the vec-
tor @ can be split into the following parameters:

- a = (asj.],...,asﬂ/_), where a, =1 ifhisequal y, a, =0 otherwise,

sjh
- &, =1-y, corresponds to the probability that the data X arising from the

sth component, such that x #1.

ijh(s.))
In other words, the multinomial distribution associated with the jth variable
of the sth component is reparameterized by a center a; and the dispersion pa-

rameter ¢, which allows a interpretation similar to the center and the variance

matrix used for continuous data in the Gaussian mixture models.
The relationship between the initial and new distribution parameters can be
written as:

| i h=h(s,)j),
sih ={ "y 4 (5:7) %)

e, /L, =1) if  h#h(s,)).

Equation (2) can be for a_ = (a;,j=1,...,m) and &, = (&,j =1,...,m)

rewritten as:

m L
a,,6,)= HH (e &y KL (gsj /([j — 1))1“‘% Y. (6)

j=1 h=l

[.(x]®) = f.(x,

This model will be denoted as [& ], in the following. On the basis of (6),

8
three other models can be deduced:
— [&,] — the model where ¢ ; is independent of the variable j,

— [&,;] —the model where ¢ ; is independent of the sth component,
- [&,] —the model where ¢, is independent both of the variable j and the sth

component.
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The most general model will also be denoted as [¢, ]. The number of the

parameters associated with each models is given in Table 1, where o =0 in the
case of equal prior probabilities and o =u —1 when prior probabilities are dif-
ferent for each class.

Table 1

The number of parameters of the 5 multinomial models

Model Number of parameters
[£] o+1

[5_,-] o+m

[&] o+u

[ey] o+um
m

(€4 ] 0'+uZ(lj -1)
J=1

Source: Celeux, Govaert [2008, p. 35].

2. Parameter estimation and model selection

The parameters of the mixture of multinomial models are usually estimated
by maximum likelihood using the Expectation-Maximization (EM) algorithm
[Dempster et al. 1977, p. 1-38]. Each EM iteration consists of two steps — an
E-step and an M-step. In the M-step (for the a posteriori probabilities, obtained
in E-step) new parameters of maximum likelihood given by (7) are obtained:

L(Xi|®s’ﬂ'-s’zis) :ZZZZ.S log[z-s.fs(xi|®s)]’ (7)

i=1 s=1

where z, =1 if X, belongs to group s or z,, =0 otherwise. Maximum likeli-

hood estimators for each of the five models presented in Table 1 are given be-
low. We adopt the notation:

n
esy'h = ns - Z Zisxijh ’ (8)
i=l

and A(s, j) for the value which minimizes the difference given in (8).
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For convenience, we assume that e, = e, . -
Model [¢, ]:
0, =1-¢, /n,. 9)
Model [&]:
_ 1_esj/ns l,f h:h(S,j), (10)
T ey Mn U =) if B R, ).
Model [¢,]:
TN e nm(d =) i (s, ).
Model [¢,]:
1- )/ n, i h=h(s,)),
0, - || in A ) (12)
Qe (nl; =) if  h#his, ).
Model [¢]:
1=, e)/(mm) —if  h=h(s,)),
gh = (13)

(zhfwammg—m if  h#h(s,)).

The M steps for each of five models ([¢, ], [¢,;], [£,], [¢;], [¢]) could

Ui h=h(s,)),
N0 if h# ks, ).

ey =1-0,(,)).

also be written using the new parameterization a_ and &,. Then it is assumed

that:

(14)

(15)
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The E and M steps are repeated until the likelihood improvement falls un-
der a pre-specified threshold or a maximum number of iterations is reached [see
Wang 1994 for more details].

In order to select the optimal clustering model several measures have been
proposed [see i.e. McLachlan and Peel 2000, p. 81-116]. Four information crite-
ria are available in m Xt ool s package of R: BIC (Bayesian Information Cri-
terion), AIC (Akaike Information Criterion), ICL (Integrated Completed Likeli-
hood) and CAIC (Consistent Akaike Information Criterion). The performance of
some of these criteria was compared by Biernacki et al. [1999, p. 49-71] and
Bozdogan [2000, p. 62-91]. In general, BIC was found to be consistent under
correct specification of the component densities [Kass and Raftery 1995, p. 928-
-934; Keribin 2000, p. 49-66] and has given good results in a range of applica-
tions [i.e. Fraley and Raftery 2002, p. 611-631; Stanford and Raftery 2000,
p. 601-609]. The criteria used in further analysis are defined:

AIC, = 210gp(xi,yi‘(:)s,Ms)—2vs, (16)
BIC, = 21og p(x,,7,|0,,M,) v, log(n), (17)
ICL, =2log p(x,, v, ‘é)s,MSH%log(n), (18)

CAIC, =2log p(xi,yi‘é)s M )—-v (log(n)+1), (19)

where: log p(X;,y; e) oM ) — is the maximized loglikelihood for the model

M, v, is the number of parameters to be estimated in that model, # is the num-
ber of observations in the data.

The first term in criteria measures the goodness-of-fit, whereas the second
term penalizes model complexity.

3. Example

In this example the data collected by the Marketing Department of Univer-
sity of Economics in Katowice in 2008 were analysed. The main goal of this
sampling survey was to recognize students’ attitudes to the Silesia region and its
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promotion. The survey comprised different areas of the Silesia region: central,
the Dabrowa Basin, south, north, south-west. The respondents studied at:
— the University of Economics in Katowice,

— the University of Economics in Katowice (Rybnik Centre),

— the University of Economics in Katowice (Bielsko Campus),

— the Katowice School of Economics (Katowice Piotrowice),

— the Katowice School of Finance and Banking,

— the Czestochowa University of Technology,

— the Czestochowa School of Linguistics,

— the Academy of Fine Arts in Katowice,

— the Higher School of Applied Sciences in Ruda Slaska.

Students were asked 12 questions about their background and their attitude
to Silesia, its culture, tradition and promotion.

There were 627 polls collected. The main goal of the analysis was to find
clusters with similar students’ attitudes to our region. The mixture of multinomi-
al distributions were applied. All computations in this paper were done in
m xt ool s package of R and SPSS software. Some results of mi xt ool s
package of R are presented in Figure 1.

> X. new<- makenul t dat a( sl ask, cuts

> nul t m xmodel . sel (x. newdy, conps
epsilon = le-03)

nunber of iterations= 114

1 2 Wnner

Al C -3244.819 -1764. 462 2
BI C -3247.039 -1771.123 2
CAl C -3247.539 -1772.623 2

I CL -3247.039 -1770.603 2
Loglik -3243.819 -1761. 462 2

2)
c(1,2),

Fig. 1. The results of m xt ool s package of R

The optimal number of the mixture components was chosen using four dif-
ferent information criteria. Figure 1 shows that the optimal number of compo-
nents is 2 (for each of criterion). We estimated parameters of two components
using EM algorithm. The mixture of multinomial distribution methodology out-
lined before yields two groups of students consisting of 255 and 372 students re-
spectively.
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The first group comprises students who feel a strong bond with Silesia. For
question: “Do you feel ties with Silesia?”’, 58% chose answer “yes”, 32% —
“rather yes”. There were no negative answer. Students are also rather intent on
staying in Silesia: 61% of students are going to stay in Silesia, 34% have not de-
cided yet and 5% are going to leave. The students in this group like Silesian tra-
ditions. The question “Do you like Silesian traditions?” elicited 37% “yes” an-
swers and 46% “rather yes” answers. As far as the Polish Silesian dialect is
concerned, the majority of students like it (38% “yes” answers and 28% “rather
yes” answers). However, 33% of students do not like it too much (the percentage
of students who chose answers: “neither yes, neither no”). High pollution is per-
ceived as the main disadvantage of living in the Silesia area (64% “yes” and
28% “rather yes” answers). Nearly three-quarters of students polled believe in
the improvement of the Silesia’s image. However, as many as 75% of students
did not observe any Silesia’s promotion. There were different opinions concern-
ing Silesia’s promotion in our country: 38% think that the Silesia region should
be promoted as a whole, 24% claim that the separate subregions should be pro-
moted and 38% think that the separate subregions should be promoted but under
the common logo of the Silesia region. Silesia is perceived as a region attractive
for tourists by 42% of students, 26% think the opposite and 32% do not have any
opinion. We can say that students of this group have a positive attitude towards
Silesia. We can suppose that this kind of attitude and the sense of belonging to
this region stem from students’ background. 70% of students of this group were
brought up here and their parents come from here, 21% of students have been
living in Silesia for years, but their parents come from another part of Poland,
only 8% of students polled came here just to study.

Quite a different attitude towards Silesia can be observed in the second
group of students. The ties with Silesia are quite weak, i.e. only 39% of students
feel strong ties with Silesia, 27% feel some kind of bond, 20% of the respond-
ents feel no ties with Silesia, 13% haven’t even thought about it. Only 46% of
students have decided to stay here in the future, as many as 17% are intent on
leaving and 37% haven’t taken any decision on this issue yet. The students
belonging to this group do not like Silesian traditions very much: 23% chose
“yes” answers, 31% chose “rather yes” answers, 16% do not like the traditions at
all. The last part of this group do not have any opinion (answer “neither yes, nor
no”). The vast majority of this group do not like the Silesian dialect either. The
question “Do you like the Silesian dialect?” elicited 30% “no” answers and 20%
“rather no” answers. The positive attitude to the infrastructure development is
almost at the same level in both groups. The air pollution in this region is also
very negatively perceived in the second group of students. As far as the im-
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provement of the image of the Silesia region is concerned, 5% less than in the
first class believe that it is at all possible. Most of the students have not observed
the new promotional campaign (64%), but there are also 12% of students who
like it very much (16% have no opinion). There are also different opinions about
the way of promoting the Silesia region, similarly to the first group. The vast
majority of students (35%) think that the separate subregions should be promot-
ed but under the common Silesian logo. A large part of this group perceives Sile-
sia as unattractive for tourists (35%), 34.7% of students do not have any opinion.
For 40% of the respondents, Silesia is as an industrial area, comprising an area
of the former Katowice voivodship, for 28% of students Silesia is a region as-
sociated with the current area of this part of Poland. However, as many as 12%
less than in the first group of students do perceive the Dabrowa Basin as a sep-
arate part of Silesia. We think that the reason of this split approach is that
many people looking for a job came and settled down in this part of Silesia
many years ago.

We think that the definitely skeptical attitude to the Silesia, its customs, dia-
lects, tradition and different Silesian borders in this group is connected with stu-
dents’ and their parents’ background. 59% of students and their parents come
from Silesia, 29% of parents come from other regions of Poland and 12% of stu-
dents came only to study here.

Conclusions

We have shown the use of the mixture models in the classification of stu-
dents studying in different parts of Silesia. The mixture of multinomial models
analysis yields two groups of students. The first group comprises students who
feel strong ties with Silesia. The bond with Silesia in the second group of stu-
dents is quite weak.

The mixture model analysis has confirmed that students’ and their parents’
background has the influence on those two different attitudes. The difference can
be especially observed among students living/studying in the Dabrowa Basin.
Administratively, they feel Silesian. They live in this region, but do not have the
roots here, so they do not necessarily identify with everything that Silesia is
connected with.
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MIESZANKI ROZKLADOW WIELOMIANOWYCH - ANALIZA
POSTAW STUDENTOW WOBEC WOJEWODZTWA SLASKIEGO

Streszczenie

Mieszanki rozkladoéw sg stosowane wowczas, gdy zbiodr obserwacji charakteryzuje
si¢ nadmiernym rozproszeniem. W literaturze najczesciej sa spotykane mieszanki roz-
ktadow normalnych (model-based clustering). W referacie zostang przedstawione mie-
szanki rozktadow wielomianowych oraz wyniki ich zastosowan do podziatu studentéw
o podobnych postawach wobec wojewddztwa $laskiego (jego tradycji, kultury, mozliwo-
$ci rozwoju itd.).

Badania zostang przeprowadzone za pomocg pakietu m xt ool s programu kom-
puterowego R.
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O POROWNYWANIU DWOCH POPULACJI
WIELOWYMIAROWYCH

Z WYKORZYSTANIEM OBJETOSCI
ELIPSOID UFNOSCI

Wprowadzenie

Statystyka dostarcza wielu roznorodnych metod pozwalajacych na porow-
nanie dwoch populacji. Samo okreslenie porownanie dwdch populacji moze do-
tyczy¢ porownywania np. wartosci przecietnych, wskaznikow struktury, warian-
cji lub wspolczynnikow korelacji. W takim przypadku mamy do czynienia
z wnioskowaniem parametrycznym. Do odpowiedzi na tak postawione zagad-
nienia wykorzystujemy testy parametryczne, jak np. test ¢, test z, test rOwnosci
wskaznikoéw struktury Iub wspdtczynnikow korelacji. Czgsto dokonujac porow-
nan populacji, stawiamy hipoteze o jednakowych rozktadach w tych popula-
cjach. W takim przypadku odwotujemy si¢ do testow nieparametrycznych, jak
np. test serii lub test Manna-Whitneya. W opracowaniu przedstawiono propozy-
cje poréwnania rozktadow dwoch populacji wielowymiarowych. Podstawa po-
roOwnan sa objetosci elipsoid ufnosci dla dwdch populacji oraz dla populacji be-
dacej sumg mnogo$ciowa analizowanych populacji. W rozwazaniach nie
przyjmowano zatozenia o postaci rozktadu. Takie podejscie nie daje mozliwos$ci
wyznaczenia doktadnego rozktadu rozwazanej statystyki i odczytania wartosci
krytycznej testu z tablic. Z tego powodu w analizach wykorzystano testy permu-
tacyjne. Ze wzgledu na mozliwos$¢ poréwnania wlasnosci rozwazanej procedury
z testem T° Hotellinga w analizach symulacyjnych skoncentrowano si¢ na po-
réwnaniu populacji o wielowymiarowych rozktadach normalnych.
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1. Wybrane metody poréwnania dwéch populacji

1.1. Poréwnanie populacji jednowymiarowych

Do najczesciej wykorzystywanych testdéw pozwalajacych na poréwnanie
dwoéch populacji nalezy zaliczy¢ test ¢. Pozwala on na poréwnanie wartosci
oczekiwanych w dwodch populacjach na podstawie pobranych niezaleznie prob. Na-
lezy on do grupy testow parametrycznych. Zwigzane sg z tym okreslone zatozenia.
Proby powinny by¢ pobrane z populacji o rozktadach normalnych, a w przypadku
prob o duzych liczebnosciach jest dopuszczalne, aby rozklad byt zblizony do
normalnego. Dodatkowo, jezeli znane jest odchylenie standardowe rozktadu o,
to jest wykorzystywany test, ktory w literaturze zwykle jest okreslany jako test z
[Kanji 2006]. Jezeli dysponujemy probkami z dwoch populacji o rozktadach
zero-jedynkowych, to dla poréwnania mozemy wykorzysta¢ test réwnosci
wskaznikoéw struktury. Test dla rowno$ci wariancji (test ) pozwala na nieco in-
ne spojrzenie na poréwnanie dwoch populacji. W tescie jest wykorzystywana
statystyka F. Pozwala on na poréwnanie wariancji w dwéch populacjach. Po-
dobnie jak w przypadku testu ¢ zaklada sie¢, ze proby pochodza z populacji o roz-
ktadach normalnych.

Inng grupg testow stanowia testy nieparametryczne. Do najwazniejszych te-
stow nieparametrycznych pozwalajacych na poréwnanie dwoch populacji nalezy
zaliczy¢ test Manna-Whitneya 1 test serii Walda-Wolfowitza [Blalock 1974].
Oba testy nie wymagaja spehnienia ostrych zalozen, jednak jako testy nieparame-
tryczne charakteryzuja si¢ niewielka moca. Powszechnie stosowane testy para-
metryczne wymagaja spetnienia ostrych zatozen dotyczacych postaci rozktadow.
Testy nieparametryczne charakteryzuja si¢ natomiast niewielkag mocg. Alterna-
tywnym rozwigzaniem jest stosowanie testow permutacyjnych [Efron i Tibshirani
1993]. Testy te nie wymagaja spelnienia zatozenia normalnosci rozktadow, co
jest niezbedne przy testach parametrycznych, a mimo to charakteryzujg si¢ po-
dobng moca.

1.2. Poréwnanie populacji wielowymiarowych

Porownujac populacje wielowymiarowe napotykamy problemy, ktére nie
wystepowaly przy podobnej analizie dla populacji jednowymiarowych. Dla
pewnych zmiennych (wspotrzednych wektora) wartosci oczekiwane moga by¢
jednakowe, a dla innych moga si¢ znacznie rézni¢. Wazne w takim przypadku
bedzie nie tylko stwierdzenie, ze wektory wartosci oczekiwanych nie s3 jedna-
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kowe, ale rowniez wskazanie, dla ktorych zmiennych wystepuja roznice w war-
tos$ciach oczekiwanych. Poza rdznicami w wartosciach oczekiwanych moga wy-
stepowac roéznice w macierzach wariancji-kowariancji, co w praktyce przektada
si¢ na inne wielowymiarowe ksztatty populacji.

Dla poréwnania wektorow wartosci przecietnych w dwoch populacjach
wielowymiarowych mozna wykorzystaé np. test 7° Hotellinga. Statystyka ta jest
uogodlnieniem statystyki ¢ wykorzystywanej dla pordwnania populacji ze wzgle-
du na jedng zmienng mierzalng. Dla stosowania tego testu jest wymagane spet-
nienie zatozenia, ze proby pobrano z populacji o wielowymiarowych rozktadach
normalnych [Rencher 2002].

Przyjmijmy, Ze pobrano dwie niezalezne proby x,,,X,,...,X;, : N, (1, X})

0raZ Xy, Xy, Xy, 1N, (,,X,). Zakladajac, ze macierze kowariancji sg
nieznane, ale jednakowe (X, = X, = X) do weryfikacji hipotezy o rownosci

wektorow $rednich:
Hy:p=n,

wykorzystywana jest statystyka [Rencher 2002]:

nn _ _ 1 = —
TP =—12(X,-X,)'S (X, -X,), (1)
l’l1 +n2
gdzie:
1 n _ _ Ny _ _
Sﬁl :m(; (Xli _Xl)(xll _XI)T +;(X2i _XZ)(XZi _Xz)TJ (2)

jest nieobcigzonym estymatorem wariancji 2.

Statystyka (1) ma rozklad Hotellinga. Wartosci krytyczne dla tej statystyki
wyznaczamy wykorzystujac fakt, ze statystyka:

F_nl+n2—p—1T2

- (n,+n,=2)p @

ma rozktad F' o p oraz m;+tny-p-1 stopniach swobody. Weryfikujac hipoteze
o rownos$ci wektorow warto$ci oczekiwanych, obszar krytyczny jest prawo-
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stronny. Statystyka (1) moze by¢ wykorzystana do weryfikacji hipotezy o jed-
nakowych wektorach wartosci przeci¢tnych, gdy jest spelnione zatozenie wie-
lowymiarowej normalno$ci rozwazanych wektoréw. Nieco zmodyfikowana
postac statystyki moze by¢ wykorzystana, jezeli np. znana jest posta¢ macierzy
kowariancji X.

A.C. Rencher przedstawia réwniez test dla porownania wariancji dla
dwoch populacji wielowymiarowych [Rencher 2002]. Do weryfikacji hipotezy
o identycznosci macierzy wariancji H, : X, = X, jest wykorzystywana staty-

styka:

B | Sl |V1/2 +|82 |v2/2

= ; “)
Vi+v,)/2
| Spl |( )

gdzie v = n; — 1, a S; jest macierzg kowariancji dla i-tej probki (i = 1, 2).

W praktyce badan statystycznych bardzo czgsto nie ma podstaw do przyje-
cia zatozenia o normalno$ci rozktadow. W takich przypadkach niezb¢dne sg na-
rzedzia pozwalajagce na poréwnanie dwoch populacji wielowymiarowych nie
przyjmujac dodatkowych zalozen np. odno$nie do postaci rozktadow.

2. Objetos¢ elipsoid ufnosci — poréwnanie
dwdch populacji wielowymiarowych

Rozwazmy dwie populacje o dwuwymiarowych rozktadach normalnych.
W kolejnych czesciach rysunku 1 przedstawiono wykresy rozrzutu dla probek
wylosowanych z dwodch populacji o rozktadach normalnych. Parametry rozkta-
dow normalnych byty identyczne tylko w przypadku przedstawionym na rysun-
ku 1a. W kolejnych czesciach rysunku populacje réznity si¢ wektorami warto$ci
oczekiwanych i/lub macierzami kowariancji. Odpowiednie przypadki zostaty
schematycznie przedstawione na rysunkach la-f. Na tych rysunkach zostaty
rowniez przedstawione elipsoidy ufnosci dla obu probek oraz dla proby bedace;j
mnogosciowa suma tych prob. Tylko dla przypadku a) rozkltady w populacjach
sg jednakowe. W przypadkach b-f rozktady nie sg identyczne. Krétka charakte-
rystyka rozwazanych rozktadow zostata przedstawiona ponizej:
a) rozktady identyczne (jednakowe wartosci oczekiwane, jednakowe macierze

wariancji),

b) rozne wartosci oczekiwane, jednakowe macierze wariancji,
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¢) jednakowe wartosci oczekiwane, rozne macierze wariancji (inne ksztatty),

d) jednakowe wartosci oczekiwane, rozne macierze wariancji (inny rozrzut),

e) jednakowe warto$ci oczekiwane, rdézne macierze wariancji (inny ksztatt
1 rozrzut)

f) rozne wartosci oczekiwane, jednakowe macierze wariancji.

-

@ © 0

Rys. 1. Dwie populacje — wzajemne potozenie

Jak tatwo zauwazy¢, w przypadku gdy probki pochodzg z populacji o roz-
nych rozktadach, elipsoida ufnosci dla sumy prob charakteryzuje si¢ wiekszym
polem (ogoélnie: wieksza objetoscia) niz elipsoida dla kazdej z dwoch prob. Dla
przedstawionych graficznie 6 przypadkow wzajemnego potozenia tylko
w pierwszym przypadku rozktady w dwoch populacjach sa jednakowe. Zasto-
sowanie testu 7° Hotellinga pozwoli wskaza¢ na réznice w populacjach
w przypadkach b) i ). W pozostalych wektory wartosci przecigtnych sa takie
same, ale inne sg macierze wariancji. Proponowany test powinien skutecznie
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wskazywa¢ wystepowanie roznic w rozktadach we wszystkich pigciu przypad-
kach (b-f), a jedynie w przypadku a) prowadzi¢ do stwierdzenia braku podstaw
do odrzucenia hipotezy. Do porownania rozktadéw zostanie wykorzystana sta-
tystyka:

T max {vold,volB,vol(A U B)}
min{volA,volB,vol(A U B)}

)

gdzie:

vol(A4), vol (B) oznaczaja objetos¢ elipsoidy (w przypadku dwuwymiarowym po-
le elipsy) ufnosci otrzymang na podstawie proby odpowiednio
z populacji 4 oraz B,

vol(A U B) oznacza objetos¢ elipsoidy (w przypadku dwuwymiarowym pole

elipsy) ufnosci otrzymana na podstawie potaczonych prob.
Statystyka (5) moze przyjmowac wartosci z przedziatu [1,+ o). W przy-

padku gdy rozklady populacji bgdg identyczne, wartos$ci statystyki beda bliskie

warto$ci 1. Duze wartosci statystyki 7 beda §wiadczyly o wystepujacych rézni-

cach w rozktadach populacji. Obszar krytyczny w proponowanym tescie jest

prawostronny.

3. Testy permutacyjne

Weryfikujac hipoteze Hy, musimy zna¢ wartosci krytyczne, ktore okresla
obszar odrzucenia tej hipotezy. W rozwazanym przypadku, rozktad statystyki te-
stowej jest nieznany — a wigc takze nie jest on stablicowany. Nie jest wiec moz-
liwe odczytanie warto$ci krytycznych. W takich sytuacjach bardzo pomocne be-
dzie zastosowanie testow permutacyjnych [Good 1994, s. 176]. Testy te nie
wymagaja zadnej wiedzy o rozkladzie wykorzystywanej statystyki. W ekspery-
mencie zastosowano test permutacyjny, w ktorym z uwagi na czas obliczen
ograniczono si¢ do N = 1000 permutacji (co dla wigkszosci przypadkow jest ilo-
$cig wystarczajaca) — [Hesterberg et al. 2003, s. 18-60], polegajacych na utwo-
rzeniu podgrup przez losowanie bez zwracania z sumy mnogosciowej prob po-
chodzacych z populacji 4 i B.
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Warto$¢ p-value testu permutacyjnego wyznaczono z zaleznosci:

card{ie{l,2,..,N}:T" >T}
N b

ASL = 6)

gdzie:
T* — warto$¢ statystyki obliczonej dla proby pierwotnej,
T; — wartos¢ statystyk obliczonych dla prob permutacyjnych.
Wartos$ci p-value mniejsze od przyjetego poziomu istotnosci a prowadza
do odrzucenia hipotezy o identycznos$ci rozktadow, a wigksze od a prowadza do

stwierdzenia o braku podstaw do odrzucenia hipotezy o identycznosci roz-
ktadow.

4. Analiza symulacyjna

Wszystkie analizy symulacyjne i obliczenia wykonano w programie R
(http://www.r-project.org). W symulacjach rozwazano populacje 5-wymiarowe.
Dane o wektorach wartosci oczekiwanych ga i gg oraz macierzach wariancji-
-kowariancji £, i1 Zg populacji przedstawia tabela 1. Kolejne wiersze tabeli (a-f)
koresponduja z prezentacjg graficzng na rysunku 1.

Tabela 1
Wektory wartoSci przecigtnych i macierze wariancji-kowarianc;i
przypadkéw testowych

Przypadek Ha Ms A Zp

a) [0, 0,0, 0, 0] [0, 0,0, 0, 0] I I

b) [0, 0,0, 0, 0] [1,1,1,1,1] I I

c) [0,0,0,0,0] [0,0,0,0,0] Z %,

d) [0, 0,0, 0, 0] [0, 0,0, 0, 0] I 1,71

e) [0,0,0,0,0] [0,0,0,0,0] I 23

f) [0, 0,0, 0, 0] [1,1,1,1,1] % 3,
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Macierze wystepujace w tabeli 1 sa zadane nastgpujacymi wzorami:
I — macierz jednostkowa o wymiarach 5 x 5.

1 06 06 0 0]
06 1 06 06 0
X =(06 06 1 06 0
0 06 06 1 06
0 0 0 061

1 -0,6 0,6 0 0
-06 1 -0,6 0,6 0
X,=/06 -06 1 -06 O
0 0,6 -06 1 -0,6
0 0 0 -06 1

1 07 02 0 0]
07 1 07 02 0
X,=/02 07 1 07 02
0 02 07 1 07
0 0 02 07 1

Dla kazdego z przedstawionych w tabeli 1 przypadkéw rozwazano probki
o liczebnosciach n; = n, = 10, 20, 30 i 50. Dla tych przypadkéow generowano
1000-krotnie proby z populacji A oraz B. Nastepnie przyjmujgc poziom istotno-
sci a = 0,05 oraz wykorzystujac statystyke (5), przeprowadzano test permuta-
cyjny. Na tej podstawie wyznaczano oceny prawdopodobienstw odrzucenia hi-
potezy Hy.

Niezaleznie od powyzej opisanych symulacji wykonano analize Monte Car-
lo pozwalajaca poréwnaé whasnosci rozwazanego testu z klasycznym testem 7°
Hotellinga. W tym celu porownywano dwie populacje o dwuwymiarowych roz-

1 0
ktadach normalnych o parametrach p, =[0;0], X, :{0 1:| oraz
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1
l’I’B :[x;x]a EB =|:0

niono probki o liczebnosciach n; = n, = 10, 20, 30 i 50. Na podstawie N = 1000
symulacji dla kazdej takiej pary prob przeprowadzono test permutacyjny oraz T°
Hotellinga. W obu przypadkach wyznaczono liczb¢ odrzucen hipotezy o réwno-
sci wektorow wartosci przecietnych. Na tej podstawie otrzymano oceny praw-
dopodobienstw odrzucenia hipotezy Hj.

J , gdzie x = 0,1; 0,2; ...;2. W symulacjach uwzgled-

5. Wyniki

W analizach uwzglgdniono objetosci elipsoid ufnosci pokrywajacych wie-
lowymiarowa przestrzen z badanymi obserwacjami — z 95% prawdopodobien-
stwem, wykorzystujac procedury pakietu R. Wyniki analiz (dane porownywa-
nych populacji w tabeli 1) umieszczono w tabeli 2. Przedstawiono w niej oceny
prawdopodobienstw odrzucenia hipotezy o identyczno$ci rozkltadow S5-wymia-
rowych populacji (dla rozktadow identycznych — przypadek testowy a) oznacza
btad pierwszego rodzaju, dla pozostalych, w ktoérych symulowano réznice
w rozktadach — moc testu) — z poziomem istotnosci o = 0.05.

Tabela 2
Oceny prawdopodobienstw odrzucenia hipotezy o identycznosci rozktadéw
Liczebno$¢ proby
Przypadek
10 20 30 50
a) 0,036 0,037 0,048 0,037
b) 0,120 0,312 0,337 0,397
c) 0,897 1,000 1,000 1,000
d) 0,095 0,361 0,626 0,890
e) 0,486 0,969 1,000 1,000
f) 0,213 0,615 0,825 0,953

Dla przypadku identycznych rozktadéw populacji (wariant a) rozmiar pro-
ponowanego testu jest nieco mniejszy od przyjetego poziomu istotnosci a. We
wszystkich przypadkach, gdy rozktady nie sg identyczne, test dla wszystkich
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rozwazanych liczebnosci skutecznie wskazuje na wystgpujace roznice. Szcze-
g6lnie dobrze jest to widoczne dla prob o liczebnosci przynajmniej 30. Przecigt-
ny blad oceny szacowanych prawdopodobienstw we wszystkich analizowanych
sytuacjach jest mniejszy od 0,016.

Test permutacyjny

——10 obs.
——20 obs.
—=—30 obs.
50 obs.

prawdopodobienstwo
O O O O O O o o o

04 0506 070809 1 11121314 151617 1819 2 21

0 010203

parametr x

Rys. 2. Oceny prawdopodobiefistwa odrzucenia hipotezy zerowej dla testu permutacyjnego w za-
leznosci od réznicy w warto$ciach wspétrzednych x

Test T2-Hotellinga

0.9
0.8

0.7 1 ——10 obs.

0.6
0.5 —=—20 obs.

0.4 1 —=— 30 obs.
0.3 | -850 obs.
0.2
0.1

0 +—r T T T T T

0 010203040506070809 1 111213 141516171819 2 21

prawdopodobienstwo

parametr x

Rys. 3. Oceny prawdopodobienstwa odrzucenia hipotezy zerowej dla testu T2-Hotellinga w za-
leznosci od réznicy w warto$ciach wspdirzednych x
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Na rysunkach 2 i 3 zawarto wyniki analizy Monte Carlo — poréwnawczo
test permutacyjny ze statystyka testowa jak w (5) oraz test 7° Hotellinga dla
dwuwymiarowych prob o rozktadach rézniacych sie wektorami $rednich. R6zni-
c¢ w wartos$ciach wspotrzednych tych wektoréow opisuje parametr x wykresu le-
zacy na osi odcigtych. Badanie przeprowadzono dla réznych liczebnosci symu-
lowanych prob. Analizujac otrzymane w tej czeSci wyniki, mozna zauwazyc, ze
test 7° Hotellinga skuteczniej odréznia populacje rézniace si¢ wektorami warto-
sci $rednich. Poréwnan dokonano dla populacji o rozktadach normalnych, bo
tylko wowczas jest uprawnione poréwnanie tych dwoch testow. Stosowanie te-
stu 7° Hotellinga wymaga speienia zatozenia o normalnosci rozktadu w bada-
nych populacjach. Zaleta proponowanego testu permutacyjnego jest fakt, ze mo-
ze on by¢ stosowany dla populacji o dowolnych rozktadach.

Podsumowanie

Proponowana statystyka testowa, oparta na analizie objgtosci elipsoid ufno-
$ci obejmujacych badane proby pozwala na weryfikacje hipotez o identycznosci
rozktadéw, takze w przypadkach, w ktorych test 7° Hotellinga z uwagi na row-
no$¢ wartosci srednich z badanych prob nie doprowadzi do odrzucenia hipotezy.
Dodatkowo wykorzystanie testow permutacyjnych zwalnia z weryfikacji zaloze-
nia o zgodnosci badanych rozkladéow z rozkltadem normalnym wielowymiaro-
wym i nie wymaga tablicowania proponowanej statystyki testowej. Przepro-
wadzone badania symulacyjne wykazaty zadowalajace prawdopodobienstwo
odrzucenia hipotezy zerowej dla rozktadow roézniacych si¢ macierzg kowarian-
cji czy wektorem warto$ci przecigtnych juz dla prob o liczebnosci powyzej
30 obserwacji, a wysokie prawdopodobienstwo — dla liczebno$ci ponad 50 ob-
serwacji.

Przeprowadzona analiza Monte Carlo, porownujgca moc testow permuta-
cyjnego i T* Hotellinga, przeprowadzona dla rozktadéow dwuwymiarowych nor-
malnych, r6éznigcych si¢ tylko wektorem wartosci $rednich (a wige dla rozkta-
dow, do ktorych jest predystynowany test parametryczny 7° Hotellinga)
wykazata wigkszg moc testu parametrycznego. Niemniej jednak test permuta-
cyjny cechowal si¢ poréwnywalng wielkoscia bledu pierwszego rodzaju, a zdol-
no$¢ rozpoznawania réznigcych si¢ populacji osiagal dla réznicy wektorow war-
tosci srednich na poziomie [1.0; 1.0].
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ON THE COMPARISON OF TWO MULTIDIMENSIONAL POPULATIONS
USING THE CONFIDENCE ELLIPSOID VOLUMES

Summary

A comparison of two populations seems to be interesting and very common statisti-
cal problem. The most often way is to verify the hypothesis concerned the equality of
certain, characteristic parameter i.e. mean, standard deviation or fraction with parametric
or non-parametric tests. The authors propose to compare the distribution of two popula-
tions — comparing the confidence ellipsoid volumes. Since their distribution is unknown —
permutation tests were applied. A Monte-Carlo simulation let to compare power of these
tests with 7° Hotelling tests. Proposed methods can be used, when the assumptions for
parametric tests couldn’t be verified.



