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WSTEP

Niniejszy zeszyt naukowy ma charakter specjalnego wydania Studiow Eko-
nomicznych z okazji przypadajacego na 2012 r. jubileuszu siedemdziesiatych
urodzin profesora Uniwersytetu Ekonomicznego doktora habilitowanego Jézefa
Kolonki. Autorzy dedykuja Profesorowi swoje artykuly. Stanowi to rodzaj usza-
nowania dorobku Profesora oraz jego zastug akademickich. Wérod autorow sa
przyjaciele Profesora Jozefa Kolonki lub Jego uczniowie, ktérzy tym sposobem
wyrazaja swoja wdzigczno$¢ za jego naukowe wskazowki.

Profesor Jozef Kolonko jest znang i szanowana osobowoscia Uniwersytetu
Ekonomicznego w Katowicach. Cenione sa jego zashugi na polach naukowo-
-badawczym i dydaktycznym. Szeroko o zastugach Profesora pisano niedawno
przy okazji wreczania Mu Medalu Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach.
Tutaj nakre$limy jedynie Jego droge zawodowa. Profesor Jozef Kolonko ukon-
czyl studia z tytutem magistra ekonomii w 1965 r. w dwczesnej Wyzszej Szkole
Ekonomicznej (WSE) w Katowicach na Wydziale Przemystu. W tym samym
roku odbyt staz asystencki w WSE w Katowicach, a nastepnie zostat przyjety na
stanowisko asystenta do Katedry Statystyki, wowczas kierowanej przez profeso-
ra doktora habilitowanego Zbigniewa Pawlowskiego, ktory jest niezwykle zastu-
zona postacia dla Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach. W 1967 r.
awansowal na stanowisko starszego asystenta. Rozpraweg doktorska na temat:
Ekonometryczny model ksztaltowania sie ptac w wybranym przedsiebiorstwie
przemystu maszynowego przygotowat pod kierunkiem profesora Zbigniewa
Pawtowskiego. W wyniku pomyslnej obrony tej rozprawy doktorskiej 6wczesna
Rada Wydziatu Przemystu w 1971 r. nadata Jozefowi Kolonce tytul doktora
nauk ekonomicznych. W tym samym roku zostat on awansowany na stanowisko
adiunkta. Prace habilitacyjng przygotowywal m.in. przebywajac na kilkumie-
sigcznym stazu naukowym w Netherlands Economic Institute (Holenderskim
Instytucie Ekonomicznym) w Rotterdamie, gdzie studiowat pod kierunkiem
pozniejszego doktora honoris causa Akademii Ekonomicznej w Katowicach —
profesora Jeana H.P. Paelincka. W 1980 r. ukazata si¢ praca Jozefa Kolonki pt.:
Analiza dyskryminacyjna i jej zastosowanie w ekonomii, wydana przez renomo-
wane Panstwowe Wydawnictwo Naukowe w Warszawie. Doprowadzito to do
nadania Mu w 1981 r. tytulu naukowego doktora habilitowanego przez Radg
Wydziatu Przemyshu Akademii Ekonomicznej (AE) w Katowicach.
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Finalizowanie przewodu habilitacyjnego zbieglo si¢ z okresem wielkich
przemian spoleczno-politycznych w Polsce, czego m.in. wyrazem bylo powsta-
nie Niezaleznego Samorzadnego Zwiazku Zawodowego ,,Solidarno$¢” w Aka-
demii Ekonomicznej w Katowicach, do czego w znaczacy sposob przyczynit si¢
doktor Jézef Kolonko.

Dziatalno$¢ zwiazkowa owczesnie juz dr. hab. Jozefa Kolonki bynajmniej nie
przeszkodzita w Jego aktywnosci na polach naukowym i dydaktycznym. W 1981 r.
zostal mianowany dyrektorem Instytutu Ekonometrii. W 1982 r. objat stanowisko
docenta, natomiast dyrektorem Instytutu byt do 1987 r. Dodajmy, ze byt to czas
wielkich wyzwan dotyczacych m.in. zmian merytorycznych oraz instytucjonal-
nych zwiazanych z dziatalno$cia naukowo-dydaktyczna, ktore w konsekwencji po
stanie wojennym doprowadzily do reformowania szkolnictwa wyzszego. W 1991 r.
dr. hab. Jozefowi Kolonce nadano stanowisko profesora nadzwyczajnego Akademii
Ekonomicznej w Katowicach w Instytucie Ekonometrii. W latach 1993-2000
profesor Jozef Kolonko kierowat nowo utworzonym Zaktadem Ekonomicznych
Zastosowan Statystyki, w Instytucie Ekonometrii. Nastepnie, poczawszy od 2000 r.
w ramach Katedry Statystyki kierowat kolejno Zaktadem Metod i Analiz Danych
Statystycznych oraz Zakladem Statystycznej Analizy Jakosci Danych. Profesor
Jozef Kolonko byt promotorem prac magisterskich oraz doktorskich. Rozprawy
doktorskie napisane pod jego kierunkiem charakteryzowaly si¢ bardzo wysokim
poziomem naukowym. Mialo to korzystny wpltyw na dalszy rozwdj naukowo-
-badawczy autoréw tych prac.

Z merytorycznego punktu widzenia profesor Jozef Kolonko intensywnie
zajmowat si¢ szeroko rozumianymi metodami klasyfikacji oraz wykorzystaniem
metod statystycznych i ekonometrycznych w analizach finansowych i przedsig-
wzigciach inwestycyjnych. Wiele osiagnat rowniez w zakresie analizy jakosci da-
nych statystycznych, m.in. w kontekscie budowy i wdrazania systeméw utrzymania
jakosci ksztatcenia w szkotach wyzszych. Profesor Jozef Kolonko kierowat wieloma
zespolami 0sob, ktore zrealizowaly okoto 20 probleméw naukowo-badawczych.
Efektem tych przedsigwzig¢ oraz innej dzialalno$ci naukowo-badawczej byto
okoto 100 prac naukowo-badawczych, ekspertyz ekonomicznych, a w tym 30
opublikowanych artykutéw i ksiazek. O wysokiej jakosci jego dziatalnosci
$wiadczy m.in. przyznana mu w 1978 r. nagroda Ministra Nauki i Szkolnictwa
Wyzszego stopnia III. W latach 1998-2010 otrzymat siedemnascie nagrod indy-
widualnych lub zespotowych rektora. Zastugi naukowo-badawcze Jézefa Ko-
lonki zostaly docenione w gronie statystykoéw polskich, jako ze byt cztonkiem
Komitetu Ekonometrii i Statystyki oraz czlonkiem Komisji Matematycznej
Gltownego Urzedu Statystycznego. Profesor Jozef Kolonko cieszy sig¢ wielka
popularno$cia w spotecznosci akademickiej Uniwersytetu Ekonomicznego w
Katowicach; wybierano Go do réznych znaczacych kolegialnych organow
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Uczelni, w szczegolnosci do Senatu Akademii Ekonomicznej w siedmiu kaden-
cjach. Petnit funkcje przewodniczacego Senackiej Komisji ds. Rozwoju w trzech
kadencjach. Byt rowniez przewodniczacym Senackiej Komisji ds. Wspotpracy
Migdzynarodowej. Penil funkcje przewodniczacego Uczelnianej Komisji Wy-
borczej. Byt takze cztonkiem Senackiej Komisji ds. Nowelizacji Statutu, Komisji
Oceny Ryzyka Realizacji Projektow oraz przewodniczacym Uczelnianej Komisji
ds. Studiéw Podyplomowych. Zastugi profesora Jozefa Kolonki doceniono m.in.
poprzez przyznanie Mu Krzyza Kawalerskiego Orderu Odrodzenia Polski, Brazo-
wego i Ztotego Krzyza Zashugi, Ztotego Medalu za Dtugoletnia Stuzbe.

Profesor Jozef Kolonko byt inicjatorem zatozenia Slaskiej Miedzynarodowej
Szkoty Handlowej (SMSH). Kierowat nia jako dyrektor w latach 1991-2004. Szkota
jest prowadzona przez Uniwersytet Ekonomiczny oraz Uniwersytet Slaski w Kato-
wicach we wspdtpracy z Ecole Superier du Comerse de Tuluse oraz University of
Strathclyde in Glasgow. Zastugi profesora Kolonki zwiazane z utworzeniem i roz-
wojem SMSH docenity wiadze Uniwersytetu Slaskiego, przyznajac Mu medal:
Zashuzony dla Uniwersytetu Slaskiego. Profesor Jozef Kolonko byl rowniez
w gronie inicjatorow zatozenia Gornoslaskiej Wyzszej Szkoty Przedsigbiorczosci
Slasku. Ma to odzwierciedlenie m.in. w fakcie, iz byt jednym z zatozycieli i w ciagu
5 lat przewodniczacym Rady Nadzorczej Gornoslaskiego Banku Gospodarczego,
aktualnie Getin Banku. Te zastugi dostrzezono, przyznajac Profesorowi w 1978 r.
Ztoty Krzyz Zashigi dla wojewddztwa $laskiego. O Jego profesjonalizmie w tej
dziedzinie §wiadczy fakt, ze zostal powotany w 2008 r. na cztonka Rady Naukowe;j
Narodowego Banku Polskiego.

Widzimy wigc ogromna aktywnos$¢ profesora Jozefa Kolonki, poczawszy
od dziatalnosci naukowo-badawczej i dydaktycznej poprzez ekspercka po ak-
tywnos$¢ na polu przedsigbiorczosci. Moze wigc stanowi¢ on wzor dla mlod-
szych pokolen ekonomistow polskich.

Janusz L. Wywiat






Jozef Biolik

Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

DYLEMATY MODELOWANIA
GOSPODARKI NARODOWEJ

Wprowadzenie

Jednym z obszaréw aktywnos$ci naukowej Profesora Jozefa Kolonki w latach
1985-1990 byt najpierw udziat, a nastgpnie kierowanie zespotem badawczym zaj-
mujacym si¢ budowa ekonometryczno-symulacyjnego $redniookresowego modelu
gospodarki Polski, a w dalszym etapie konstrukcja modeli wspomagajacych plano-
wanie gospodarcze’.

Zmiana systemu gospodarczego w 1990 r. spowodowata, ze prace zwiazane
z modelowaniem gospodarki narodowej przerwano, a wartoSciowych rezultatow
tych badan z punktu widzenia metodologicznego nie opublikowano.

1. Koncepcja budowy modelu gospodarki narodowe;j

Prace zwiazane z budowa modelu gospodarki Polski rozpoczely si¢ w 1982 r.
W poczatkowym etapie pracami kierowata dr Elzbieta Stolarska. Zbudowany
model MES-1 zawieral nast¢pujace sfery:
— zatrudnienia,
— produkcji,
— dochodu narodowego,
— funduszu pieni¢znego,
— spozycia
— Wwymiany zagranicznej.

Byt to model rekurencyjny, dynamiczny. W pierwszym etapie zostal oszaco-
wany na podstawie danych z lat 1961-1981. Opierajac si¢ na tych rownaniach, obli-
czono prognozy zmiennych endogenicznych na 1982 r. i porownano ich wartosci

* W ramach probleméw badawczych MR oraz C.P.B.P, ktorych koordynatorem byt Instytut
Badan Systemowych PAN w Warszawie.
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z zaobserwowanymi w tym samym roku realizacjami. Niektore spos$rdd otrzy-
manych prognoz mozna bylo uzna¢ za wystarczajaco doktadne, lecz znaczna ich
czes$¢ charakteryzowala si¢ duzymi btedami prognoz (rownania bloku dochodu
narodowego i wymiany z zagranica oraz blok spozycia).

Przed przystapieniem do dalszych badan dokonano reestymacji modelu, dota-
czajac do proby dane za kolejne lata: 1982 oraz 1983. Przedmiotem wstgpnej anali-
zy byly zmiany ocen parametréw oraz zmiany wsp6lczynnika determinacji R”.

Bedacy przedmiotem analizy w 1985 r. model MES (Model ekonometrycz-
no-symulacyjny) zawieral nast¢pujace sfery gospodarki:

— blok rownan zatrudnienia — 14 réwnan,

— blok rownan produkcji — 12 réwnan,

— blok réwnan tworzenia oraz podzialu produktu globalnego i dochodu naro-
dowego — 6 rownan,

— blok rownan spozycia i przyrostu oszczednosci — 10 rownan.

Model zostat oszacowany na podstawie danych z lat 1961-1983. Do oceny
jego jakosci zastosowano:

— oceng adekwatnosci replikatywne;,
— oceng adekwatnosci prognostycznej,
— oceng adekwatno$ci strukturalne;.

Model cechuje si¢ wysoka adekwatnoscia replikatywna, jesli w ramach
proby pozwala z duza doktadnoscia odtworzy¢ zaobserwowane warto$ci zmien-
nych endogenicznych. Klasycznym przyktadem miary adekwatnos$ci replikatyw-
nej jest wspotczynnik determinacji R%. Nalezy jednak zauwazy¢, ze wysoki sto-
pien adekwatnosci replikatywnej nie gwarantuje ani dobrych prognoz, ani
adekwatnosci strukturalne;.

Model ma wysoka adekwatno$¢ prognostyczna, jesli na podstawie zada-
nych warto$ci zmiennych objasniajacych pozwala on dostatecznie doktadnie
przewidywaé przyszte warto$ci zmiennych objasnianych przez poszczegdlne
rownania modelu. Do oceny poziomu adekwatnos$ci prognostycznej mozna wy-
korzysta¢ mierniki doktadnos$ci prognoz ex ante oraz ex post.

Model adekwatny strukturalnie powinien nie tylko dawa¢ wystarczajaco
doktadne prognozy, ale przede wszystkim dobrze odtwarzaé rzeczywisty me-
chanizm tworzenia tych wartosci. Nalezy zauwazy¢, ze wysoki stopien adekwat-
nosci replikatywnej nie gwarantuje ani dobrych prognoz, ani adekwatnosci struktu-
ralnej. W trakcie analiz pojawita si¢ idea, by w klasie modeli o ,,dopuszczalnej”
adekwatnosci strukturalnej i w zwiazku z tym o dobrych wiasnosciach prognostycz-
nych, poszukiwa¢ modeli o stabilnych parametrach (niezmieniajacych si¢ w obsza-
rze obserwacji bez wzgledu na dobor obserwacji w ramach dostgpnej proby).
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Wstepnym wymaganiem adekwatnosci strukturalnej moga by¢ tylko dobre
prognozy. Spenienie tego postulatu pozwala w drugiej kolejnosci podja¢ bada-
nie stabilno$ci parametrow.

Wrazliwo$¢ modelu ekonometrycznego ujawnia si¢ m.in. w jego reakcji na
zmiany warto$ci zmiennych objasniajacych poza obszarem proby statystycznej,
na podstawie ktorej zostal oszacowany. Pozadana w tym sensie cecha modelu
jest, aby prognozy obliczone na jego podstawie byly trafne. Oznacza to, ze ist-
nieje wymog, aby model cechowat si¢ wysokim stopniem adekwatno$ci progno-
stycznej. Do oceny tej adekwatnosci postuzyta analiza btedow prognoz. W ana-
lizie przyjeto nastgpujace okreslenia:

— prognozy wystarczajaco dokladne to takie, ktorych btad wzgledny nie prze-
kracza 5%;

— prognozy $rednio doktadne to takie, ktorych btad wzgledny miesci si¢ w gra-
nicach 5%-10%;

— prognozy mato doktadne to takie, ktorych btad wzgledny miesci si¢ w grani-
cach 10%-25%;

— prognozy zle to takie, ktorych wzgledny btad prognozy przekracza poziom 25%.

Tabela 1
Struktura bledéw prognoz obliczonych na podstawie modelu MES

Rodzaj prognoz ze Prognozy na 1982 r. Prognozy na 1983 r. | Prognozy na 1984 r.

wzgledu na bledy Ilo$¢ % Tlos¢ % Tlos¢ %
Wystarczajaco 29 50,0% 23 39,66% 25 43,10%
doktadne
Srednio doktadne 7 12,07% 9 15,52% 7 12,07%
Mato doktadne 12 20,69% 14 24,14% 14 24,14%
Zte 10 17,24% 12 20,69% 12 20,69%

Zrédlo: Obliczenia whasne.

Prognozy obarczone duzym wzglednym btedem dotyczyly produkcji globalnej,
eksportu, importu, dochodu narodowego i inwestycji oraz spozycia z dochodow
osobistych.

Okres prognozowany (lata 1982-1984) dotyczyt lat kryzysu, gospodarki
niedoboru, wigc uzyskanie prognoz trafnych bylo mato prawdopodobne. W trak-
cie prac nad ekonometryczno-symulacyjnym modelem gospodarki Polski prze-
prowadzono analize stabilno$ci parametréw modelu, oparta na wielokrotnym
szacowaniu parametrow poszczegolnych rownan modelu na podstawie ,,petzaja-
co” zmieniajacych si¢ zbiorow informacji statystycznych. Na wstgpie zbiory n
informacji dotyczacych kazdej ze zmiennych modelu podzielono na (n — m + 1)
podzbiorow liczacych po m kolejnych elementow.
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Konkretnie wyrdzniono po 10 podzbiorow zawierajacych 14 obserwacji.
Nastgpnie oszacowano parametry odpowiednich rownan modelu, uzyskujac po
10 ocen kazdego z parametrow wystgpujacych w modelu. W wielu przypadkach
zaobserwowany rozstgp wartosci czesci parametrow wielokrotnie przewyzszat
wartosci ich srednich bledow szacunku. W tych warunkach konieczne stato si¢
zbadanie, czy zmiany warto$ci parametrow maja charakter regularny i jaki jest
ich kierunek. Oszacowano wigc dla kazdego parametru wspotczynniki trendu
wielomianowego stopnia pierwszego, drugiego, a takze modelu autoregresyjne-
g0. Najlepsze wyniki (ze wzgledu na zgodnos¢) uzyskano dla trendu wielomia-
nowego stopnia drugiego, natomiast najgorsze dla modeli autoregresyjnych. Na
115 badanych parametrow w 38 przypadkach R, przekraczat wartos¢ 0,90;
w 15 przypadkach R* €(0,80, 0,90), w 16 przypadkach R* (0,70, 0,80) oraz
w 12 przypadkach R? €(0,6, 0,7). W $wietle uzyskanych wynikéw niezbedne
wydalo si¢ wprowadzenie do modelu uzmiennionych parametrow.

Wyniki badania doprowadzity do wniosku, ze wbrew dobrym wtasno$ciom
replikatywnym w obrgbie proby, niektéore rownania nie daja dobrych prognoz,
ponadto czes¢ réwnan nie spetniata wymogu stabilnosci parametrow. W zwiazku
z dezaktualizacja czg$ci rownan stwierdzono, ze model nie wykazuje zadowalajace-
go stopnia adekwatnosci strukturalnej. Przyczyna dezaktualizacji moze by¢:

— pojawienie si¢ nowych czynnikow wplywajacych na wielko$¢ objasniana,
ktorych wczesniejsza specyfikacja nie byla mozliwa albo nie wydawala si¢
konieczna;

— nieuwzglednienie w modelu zmiennosci parametrow;

— przyjecie niewtasciwej postaci analitycznej — takiej, ktora w obszarze proby
niewiele roznita si¢ od prawidlowe;.

Nalezy zauwazy¢, ze zmienno$¢ parametrOw w czasie moze si¢ ujawni¢ wia-
$nie wskutek niewyspecyfikowania nieznanych lub trudno mierzalnych czynnikow.

Po stwierdzeniu utraty aktualno$ci modelu najczescie;j:

— wprowadza si¢ nowe zmienne objasniajace,

— uzmiennia si¢ parametry strukturalne,

— dokonuje si¢ zmiany postaci analitycznej,

— dokonuje si¢ nowej specyfikacji catego modelu wedtug nowej koncepcji.

Wprowadzenie nowych zmiennych w trakcie modyfikacji modelu uzasadnione
jest wowczas, gdy:

— specyfikujac model, przeoczono jaka$ istotna zmienna, nie doceniano jej
wagi, traktujac ja jako czynnik mato znaczacy;

— pojawil si¢ wplyw takich czynnikow, ktore w okresie proby rzeczywiscie nie
odgrywaty duzej roli, albo w ogole nie istniaty;

— uznano konieczno$¢ wprowadzenia nowej zmiennej wczesniej branej pod
uwagg, ale trudno mierzalnej; w tej sytuacji konstruktorzy modelu czgsto po-
shuguja sig¢ zmiennymi zerojedynkowymi, traktujac ich uzycie jako zastepczy,
niedoskonaly sposoéb wyrazania czynnika o charakterze jako§ciowym.
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W odniesieniu do modelu MES-1 autorzy uznali, ze przeprowadzone bada-
nia nie podwazyly adekwatnos$ci modelu w poczatkowym okresie proby. Model
ten mial duze walory poznawcze, w latach 1961-1981 z duza doktadnoscia przy-
blizal rzeczywiste obserwacje wyjasnianych zmiennych. Nie bylo tez wystarcza-
jacych podstaw do kwestionowania jego adekwatnosci strukturalnej w tym okre-
sie. Uzyskane wyniki poddaty w watpliwos¢ jego adekwatnos¢ w ostatnich
latach proby oraz w latach 1982-1984.

Utrata aktualno$ci modelu miata zwiazek z faktem, ze model MES-1 odwzo-
rowywat badany mechanizm, zaktadajac, Ze jest on w przyblizeniu stabilny. Tym-
czasem w ostatnich latach okresu 1960-1984 nastapity znaczne zmiany mechani-
zmu funkcjonowania gospodarki. Autorzy zrezygnowali z prob modyfikowania
modelu i zdecydowali si¢ na budowe nowego modelu.

2. Koncepcja modelu MGS

Model MGS (Model Gorny Slask) glebiej wnikat w sfere podziatu dochodu
narodowego, zaniedbujac szczegdlowa analize¢ spozycia. Przesunigcie cigzaru
modelu w kierunku podziatu dochodu byto uzasadnione 6wczesna sytuacja go-
spodarki, a zwtaszcza ocena mozliwosci jej unowocze$nienia przy jednocze-
snym zachowaniu rosnacego ciagle zadluzenia. Model MGS opisywat gospodar-
ke narodowa Polski w latach 1960-1983. Byl to model nieliniowy, dynamiczny
(z dwuokresowymi opdznieniami) rekurencyjny. Wystapito w nim 47 zmien-
nych endogenicznych oraz 17 egzogenicznych. Model MGS byt wigc w porow-
naniu z modelem MES-1 bardziej przydatny do badania skutkow decyzji makro-
ekonomicznych, co bylo szczegolnie wazne w §wietle zapowiadanej restrukturyzacji
gospodarki Polski i koniecznos$ci sptat dtugu zagranicznego.

Bardzo dobre formalne wlasno$ci modelu MGS uzasadniaty jego wykorzy-
stanie dla celow prognostycznych i symulacyjnych. Zaréwno prognozy obarczo-
ne matymi btedami, jak i wyniki symulacji w okresie 1984-1990 uzasadniaty
dobre walory modelu MGS.

Model MGS sktadat si¢ z réwnan pogrupowanych w bloki:

— zatrudnienia,

— produkcji,

— handlu zagranicznego,

— dochodu narodowego,

— podziatu dochodu narodowego i spozycia.

Model MGS zastosowano do symulacji w latach 1984-1990. Réznorodne sce-
nariusze symulacyjne przedstawialy dopuszczalne decyzje przy wielu wariantach
zmian parametrow, ktore interpretowano jako zmiany efektywnosci badz udziatow.
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Wyniki symulacji bazowej potwierdzily znany obraz i wlasnosci 6weze-
snej gospodarki Polski — silna inercja oraz zdominowanie przez kompleks paliwo-
wo-energetyczny. Analiza wynikow symulacji bazowej na 1990 r. wskazywata, ze
nie pojawily si¢ eksplozyjne zmiany zadnych wielko$ci. Symulacyjne przebiegi
zmiennych endogenicznych wykazywaty wewngtrzna zgodnos¢. Innym uzasadnie-
niem przydatno$ci modelu MGS byly jego wlasnosci prognostyczne, obliczone na
podstawie modelu.

Rozktad wzglednych btedow prognoz na 1984 r. przedstawia tab. 2.

Tabela 2
Wzgledne bledy prognoz oraz prognoz skorygowanych, dotyczace 1984 r.

Wielko$¢ wzglednego bledu prognozy
Bloki zmiennych endogenicznych 0%-2% 2%-5% | 5%-10% | © %ZZ"J
Liczba przypadkow

Prognozy zatrudnienia w dziatach
. . 6 5 5 0
i sferach gospodarki
Skorygowane prognozy zatrudnienia 11 3 2 0
Prognozy produkcji globalnej

. . : 2 5 3 4
w dziatach i gateziach
Skorygowane prognozy produkcji

8 3 2 1

globalnych
Prognozy wazniejszych makroeko-
nomicznych charakterystyk 2 1 3 2
gospodarki
Skorygowane prognozy makroeko-
nomicznych charakterystyk gospo- 2 2 2 2
darki narodowej

Nota: Korekta polegala na zmianie parametrow opisujacych efektywno$¢ pracy zywej zgodnie z
zaobserwowanym w ostatnim okresie wzrostem wydajnosci.

Zrédto: Obliczenia wlasne.

Na podstawie oszacowanego modelu MGS przeprowadzono analiz¢ symu-
lacyjna, zaktadajac cztery scenariusze symulacyjne, od skrajnie pesymistyczne-
go do skrajnie optymistycznego.

Wyniki symulacji w zasadzie potwierdzaly oczekiwania — d6wczesna gospo-
darka Polski byla sztywna, mato podatna na zmiany strukturalne, a przy tym
miata sktonno$¢ do zachowania prymatu przemystu cigzkiego. Ponadto konty-
nuacja dotychczasowej polityki w zakresie inwestycji prowadzi do gwaltowne-
go, niemal katastroficznego pogorszenia zdolnosci gospodarki do odnowienia

* Przez symulacje bazowa rozumie sie wyniki takiej symulacji zmiennych endogenicznych, przy
oszacowanych w probie warto$ciach parametréow i warto$ciach zmiennych objasniajacych, jak
w ostatnim roku proby.
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majatku trwatego . Nawet przy najbardziej optymistycznych scenariuszach rost
dlug zagraniczny i fakt ten nie wptywal w zasadniczy sposob na udziat kon-
sumpcji w dochodzie narodowym. Wyniki symulacji wskazywaty, ze sfera spta-
ty zadtuzenia i sfera spozycia byty od siebie stabo uzaleznione. Autorzy analizy
symulacyjnej stwierdzili, ze mozliwosci sptaty kredytow zaleza w zasadniczym
stopniu od zmian efektywno$ci gospodarki.

Klasyczna forma prezentacji wynikéw prac zwiazanych z modelowaniem
ekonometrycznym i ich wykorzystania do celow planistycznych jest gotowy
model wraz z ewentualnymi wynikami badan symulacyjnych dla réznych ustalo-
nych przez autoré6w scenariuszy. Takie postgpowanie powoduje, ze charaktery-
styczna cecha przedstawionego odbiorcy wyniku jest jego zamknigto$¢ oraz w zasa-
dzie nierozszerzalno$¢. Odbiorca moze zapozna¢ si¢ z wynikami i je w catosci lub
w pewnej czesci zakwestionowaé, badz w petni zaakceptowac. Jesli nawet model
jest do przyjecia dla jednego uzytkownika, to czgsto ze wzgledu na zrdéznicowa-
ne potrzeby moze by¢ niezadowalajacy dla innych. Tak wlasnie zrodzita si¢
koncepcja otwartych modeli ekonometrycznych. W zalozeniu otwarta forma
modelu powinna pozwala¢ tatwo dostosowywaé posta¢ modelu, jego strukturg,
stopien szczegotowosci, probe, na ktorej si¢ opiera do potrzeb uzytkownika.
Koncepcje t¢ zastosowano dla modelowania rolnictwa i sfery spozycia artyku-
low zywnosciowych. Otwarty model sktada sig¢ z przyjaznego uzytkownikowi
pakietu programéw zawierajacego procedury niezbedne przy konstrukcji mode-
lu, procedury estymacyjne i weryfikujace jakos¢ réwnan modelu, sprz¢zone
z pakietem banki danych zrodtowych.

Podsumowanie

Zmiany systemu gospodarczego, a tym samym brak porownywalnych da-
nych statystycznych potrzebnych do konstrukcji i estymacji modelu, pojawienie
si¢ nowych obszaréw badawczych, spowodowato zaniechanie dalszych prac nad
modelowaniem gospodarki narodowej przez zespot Profesora Jozefa Kolonki.
Osiagnigte rezultaty metodologiczne tych badan sa nadal aktualne i mozna je
wykorzysta¢ na r6znych poziomach agregacji (gospodarka narodowa, gospodar-
ka regionalna czy pojedyncze obiekty gospodarcze). Niektore rezultaty analiz
symulacyjnych, dla wybranych scenariuszy mozna znalez¢ w pracy P. Chrzana
et al. (1988). Jednym z powoddéw nie opublikowania rezultatow prac byt charak-
ter Profesora Jozefa Kolonki, natura badacza nieustannie poszukujacego prawdy.

" Zob. (Chrzan et al., 1988), scenariusze B,C,D.
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Uwazat bowiem, ze kazdy osiagnigty rezultat badan jest niezadowalajacy, nalezy

nieustannie poszukiwac rozwiazan lepszych.

Proces transformacji do rozwinigtej gospodarki rynkowe;j jest procesem dtugo-
trwalym. W. Welfe (2000)wymienia tu kilka podokresow, w ktérych pojawiaja si¢
specyficzne problemy majace wplyw na specyfike modelowania:

— komercjalizacja i prywatyzacja prowadza do zwigkszenia wrazliwo$ci pod-
miotow gospodarczych na zmiany relatywnych cen, co dotyczy przede
wszystkim relacji cen dobr pochodzenia krajowego i dobr importowanych;

— stabilizacja gospodarcza pociaga za soba wydluzenie czasu dostosowan, a tak-
ze zmniegjszenie ryzyka, co pobudza aktywno$¢ inwestycyjna i przyciaga za-
graniczne inwestycje bezposrednie;

— efekty wzrostu gospodarczego ujawniaja si¢ w formie nie tylko przyrostu
realnych wynagrodzen i dochodow, ale takze w postaci tendencji do finan-
sowania wydatkow z kredytu konsumpcyjnego;

— podstawowa rolg odgrywaja instrumenty polityki pieni¢znej oraz fiskalne;j.

Do opisu tej fazy transformacji sugeruje si¢ stosowanie przede wszystkim
modeli kwartalnych o orientacji popytowej. W modelach tych podstawowa rolg
powinny odgrywaé bloki rownan, generujace w sferze realnej popyt krajowy i za-
graniczny, popyt na produkcje krajowa i import, zatrudnienie i bezrobocie, na-
stepnie ceny i wynagrodzenia przecigtne oraz przeptywy finansowe.

Na poczatku lat 90. XX w. rozpocze¢to regularna publikacj¢ prognoz gospo-
darczych opartych na modelach serii W. W nastepnych latach kolejne trzy
osrodki: Instytut Badan nad Gospodarka Rynkowa, Niezalezny Osrodek Badan
Ekonometrycznych oraz Centrum Danych Makroekonomicznych przedstawiaty
swoje prognozy rozwoju gospodarczego Polski. Byly one obliczane na podsta-
wie wlasnych modeli makroekonomicznych. Prognozy poszczegdlnych kategorii
makroekonomicznych byly obarczone btedami réznej wielkosci.

Tabela 3
Przecigtne wzgledne biedy prognoz dla czterech grup podmiotéw prognozujacych

. . Przecigtne wzgledne bledy prognoz

Podmioty prognozujace 1995 1996 1997

Cztery osrodki (LIFEA, IBNGR, NOBE, 1,16 1,05 0,81
CDMiF)

Rzad 0,96 0,75 0,92

Zrédta migdzynarodowe 1,19 0,88 0,95

Inne prognozy 1,44 0,85 1,14

Nota: W celu poréwnywania blgdéw prognoz dla réznych podmiotéw prognozujacych oraz réznych lat
skorygowano wzgledne blgdy prognoz o wielkosci Srednie dla danej kategorii (D” = D’/$rednie D’
dla danej kategorii); D’ mozna uzna¢ za teoretyczny procentowy btad wzgledny danej pro-
gnozy wykonanej w grudniu roku poprzedzajacego rok prognozowany.

Zrodto: (Maciejewski, 2000, s. 166).
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Z danych zamieszczonych w tab. 3 wynika, ze w poszczego6lnych latach
warto$¢ $redniego btedu prognozy ulega znaczacym zmianom. W. Maciejewski
sugeruje, ze zmiany te moga by¢ wynikiem zmieniajacych si¢ warunkéw gospo-
darczych, wewngetrznych i zewngtrznych, a takze wynikiem ulepszania technik
prognozowania przez poszczegdlne podmioty prognozujace. Warto zwrocic
takze uwagge na fakt, ze bardzo krotkie okresy (lata 1995-1997) nie pozwolity na
wykorzystanie klasycznych metod porownan prognoz opartych na szeregach
czasowych.
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DILEMMAS OF MODELING THE NATIONAL ECONOMY

Summary

This paper presents problems of the construction of econometric models (MES-1 and
MGS) in the Polish economy. These models were constructed in the 80's by a team led by
Professor Kolonko. Model of the Polish economy — MES — 1 covered areas of: employment,
production, national income, public money fund, consumption and foreign trade. The main
object of this model was prediction. This model had a high compliance measured by deter-
mination ratio. Estimated prognosis had relatively high accuracy. To estimate the predictive
accuracy of the model measures ex-ante and ex-post were used. MGS model was used to the
simulation analysis. The transition to a market economy and changes in the economic system
in the early 90's led to abandonment of further work on the use of constructed models.
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Wprowadzenie

W literaturze przedmiotu prezentowane sa réznorodne rozktady empiryczne,
z ktorych do najwazniejszych naleza: system krzywych K. Pearsona (1894), zawarty
w pracy Pearsona (1948, por. takze Domanski, Pruska, 2000), system Johnsona
przedstawiony w pracy Hahna i Shapiro (1967), rozktad Burra (1973) czy rozktad
Tukey’a (1960).

W artykule przedstawiony bedzie rozklad Lambda-Tukey’a z czterema pa-
rametrami, pozwalajacy na prezentacje wielu roznorodnych ksztattow krzywych.
Zamieszczono takze fragmenty tablic wartosci parametrow opracowane dla tego
rozktadu, ktére utatwiaja szacowanie jego parametrow.

Do innych waznych zastosowan prezentowanego rozkladu nalezy genero-
wanie liczb losowych dla badan symulacyjnych oraz analiz Monte Carlo spraw-
dzajacych odporno$¢ procedur statystycznych.

1. Uogdlnienie rozktadu 4 Tukey’a

Z reguly ciagly rozklad prawdopodobienstwa definiuje sig¢ za pomoca dys-
trybuanty lub funkcji gestosci. Alternatywnie mozna go okresli¢ przez funkcjg
kwantylowa (percentylowa). Ujmujac to najprosciej, funkcja kwantylowa jest
funkcja odwrotna do dystrybuanty.

Badania nad uogoélnionym rozkltadem A Tukey’a prowadzili m.in. Ram-
berg, Tadikamalla, Dudkiewicz, Mykytka (1979). Prezentowany przez tych au-
toréw rozktad jest czteroparametrowy, uwzgledniajacy parametry: potozenia,
skali, skosnosci i kurtozy.

" Praca napisana w ramach projektu sfinansowanego ze $rodkéw Narodowego Centrum Nauki
przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/B/HS4/02746.
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Szczegdnym przypadkiem funkcji kwantylowej jest funkcja 4 Tukey’a (1960):

2 _ (1= p)*
R(p)z%, 0<p<l 1)

okre$lona dla wartosci A # 0.
Jezeli A — 0, to otrzymamy rozktad logistyczny.

Ramberg i Schmeiser (1974) przedstawili rozktad (1) z czterema parame-
trami danego funkcja kwantylowa postaci:

p" —(1-p)*
R(p)=h+—————, 0<p<l @)
/12
gdzie:
A, —parametr polozenia,
22 — parametr skali,
A, — parametr sko$nosci,

A, — parametr kurtozy.

Funkcja gestosci odpowiadajaca (2) dana jest wzorem:

A
= IR = , 0<p<i 3
SO = RPN = p 3)

Wyznaczenie funkcji ggstosci dla ustalonych parametrow A4,,4,, 4,14, wymaga

znalezienia wartosci (2) i1 (3) dla argumentu p z przedziahu [0,1]. Nastgpnie nanosi
si¢ wartosci f[R(p)] naosi Y wzglgdem wartosci R(p) odtozonych na osi X.
Rozklad ten, ktorego szczegdlnym przypadkiem jest oryginalny rozklad A
pozwala uzyskac¢ rowniez sko$ne krzywe. Zauwazmy, ze dystrybuanta tego roz-
ktadu nie wystgpuje w postaci jawne;j.
Wzory na warto$¢ oczekiwang, wariancje oraz wspotczynnik skos$nosci
i kurtozy uogélnionego rozktadu A dane sa wzorami:

~ j L1 1
,u:E(X)—aE(Y)+b—/L+22(—ﬂg+l /14+1)

o = E(X — E(X)Y = ®E(Y — E(Y))’ = %(Az — 4

2

1 3 ﬂ; 1 3
ﬂz. E§E(X_E(X)) :—3'_3(A3 —-34/4, +2A1) 4)

(Az - Alz )E ?
1

m(A4 — 4A1A3 + 6A12A2 + 3A14)

= (E(X — E(X))") =
(o2
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gdzie:

1 (1 1 1
4= 1y 1= )+ LA +1) = L= B2 +1) = —————
| ;0( )(jjﬁ(ﬂa( N+LA+)= B4 +1L) - 1,4 +1) el 4+l
4, i(—l)/(z.]ﬂ(ﬂﬁ LA 1) = B L)~ 280k + 1A, 1)+ B2, 4 1) =

j=0 J

1 1
= +
2, +1 24, +1

A4, = 23:(—1)’[3%(/@(3 - N+LA4j+1)=0GA4+L1) =324 + 1,4, +1)+38(4; +1,24, +1)-
=0 J

11
34,+1 34,+1

=284 +1L,4,+])

-pA,34,+1)= =3R4, + LA, +1)+36(4, + 1,24, +1)

A4,= 24:(—1)/( ]ﬂ(/lj(4—j)+1,/14j+l) =pBAA4+L) 48064+ LA, +1)+6612A4 +1,24, +1) -

4
J

1 1

-4 +1,34,+D)+ 41,44, +1) = +
B4 o+ D)+ (144, +1) a1 an

—4BBA+ LA, +1)+ 6824, +1,24, +1)-

—-4p(A4 +1,34, +1)

przy czym f3 oznacza funkcjg beta.

. 1
Stad k-ty moment mozna otrzyma¢, gdy min (4, /14)>E .

()

Warto$¢ ta zalezy tylko od parametrow A, iA,, w konsekwencji wspotczynniki

sko$nosci 1 kurtozy rowniez zaleza tylko od tych parametrow.

Prezentowany rozktad z czteroma parametrami pozwala uzyska¢ wiele r6zno-
rodnych ksztaltow krzywych, co zostalo pokazane na rys. 1-3. Na rys. 1 przedsta-
wiona zostata funkcja gestosci dla parametrow f; = 0 oraz £, = 3,5,9, natomiast na
rys. 2 —dla ;=1 oraz ;= 1,6,9, a narys. 3 dla parametrow £; = 0,0.5,1 oraz 5, = 4.

Ramberg, Dudewicz, Tadikamalla i Mykytka (1979) przedstawili tablice
wartosci A,,4,,4,i4, dla wybranych parametrow 5 i fsorazdlap=0io=1.

Wielkos$ci zamieszczone w tych tablicach zostaly uwzglednione przy konstrukcji

rozktadéw prezentowanych na rys. 1-3.
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Rys. 1. Funkcja gestosci dla 3 = 0 oraz 5, = 3,5,9
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Rys. 2. Funkcja gestosci dla 3 = 1 oraz 5, = 4,6,9
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1)

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
Rys. 3. Funkcja ggstoséci dla g3 =0,0.5,1, f, =4

Wartosci A4, dla k = 1,2,3,4 (por. wzor 5) zaleza tylko od parametrow
A1 4,, stad wspdtezynniki skosnosci 1 kuriozy zaleza tylko od tych parametrow.

Parametry A, uogdlnionego rozktadu A Tukey’a obliczamy z réwnan:

1=0

o’ =1

p=F, ©
Bi= b,

gdzie f3; i 8, sa obliczone na podstawie wynikow z proby.

Uwzgledniajac wzory (4), otrzymujemy:

P S

A, A+l A, +1
1
(A4, - A =1
ﬁé 2 1

| o (7)
—§(A3 _3A1A2 +2A1 ) =ﬂ3
(Az_Alz)z

1 "
(A Az)z (A4 _4A1A3 + 6A12A2 _3A14) = 134
2 Y



Rozkiad Lambda-Tukey’a i préba jego zastosowania 25

Do rownan (7) podstawimy parametry A, (i = 1,2,3,4) z tablicy 4 artykutu

Ramberga i in. (1979).

Na podstawie programu ,,Mathematica™ lewe strony réwnan (6) oznaczone
sa literami f, g, hi w.

Po podstawieniu parametrow A powinno si¢ otrzymag:

f=0
g=1
h=p;
w= 184
Obliczenia wykonane sa dla 4 przypadkow:

1. Podstawiamy A, =—1,245,1, = 0,2445,4, =0,0178,4, = 0,4748
W wyniku otrzymujemy:

f =0,0002007596

g2 =0,999776

h=0,500145

w=2,40007
W cytowanych tablicach dla wybranych parametréw A p; = 0,5 p, = 2,4.
2. 4, =-0,045,4, =-0,1198,4, =—0,0569, 4, =-0,0617
Wyniki:

£ =0,000277763

g =0,999848

h=-0,148876

w=5,39963

W tablicach S, =0,15, 8, =5,4.
3. 4, =-0,134,4, =-0,2501, 4, =-0,0977,4, = -0,1242
Wyniki:

f =0,0000837921

g =0,99988

h=-0,651818

w=8,20468

" Obliczenia zostaly wykonane przez dr Katarzyng Bolonek-Lason.



26 Czestaw Domanski

W tablicach S, = 0,65, 5, =8,2.
4. 4, =-0,499,4, =0,1497,4, =0,0538, 4, = 0,1438
Wyniki:

f=-0,000216105

g =1,00005

h=0,550225

w=3,40036

W tablicach S, =0,55, 8, =3,4.

W przedstawionych przypadkach otrzymujemy wyniki zgodne z warto-
$ciami z tablicy 4 artykutu Ramberga i in. (1979).

2. Przyktady zastosowan dla indekséw gietdowych

Dane empiryczne dotycza tygodniowych notowan indeksu DAX z okresu
03.01.1997-27.07.2012 (813 obserwacji, por. rys. 4). Na podstawie tych danych
wyznaczamy parametry rozktadu:

1 =15391,972
o =1338,23

B, =15 =-0,05
(@2

3

B=tr=214
()

Z tab. 1 dla f,=005 i pB,=22 odezytuyjemy A =-0,802,
A,=03314, 4,=0,1128, 4, =0,5802. Przeksztalcamy wielko$ci parame-
trow A, i A, wedlug wzoréow (uwzgledniamy warto$¢ bezwzgledna ze wzgledu
na to, ze wartosci 4, i 4, w tab. 1 podane sa dla zmiennej o warto$ci oczekiwa-
nej zero i wariancji jeden):

A(u,0)=240,1)o + u=-0,802-1338,23+5391,972 =4318,7
A, (u,0)=4,(0,1)/ 0 =0,3314/1338,23 = 0,00025

gdzie p i o to $rednia i odchylenie standardowe obliczone na podstawie danych
empirycznych.
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Zmienna X oraz odpowiadajaca jej funkcja gestosci przyjmuje postaé:

yoAtptHl-pt
/12

8
A (8)

Ap" T+ (1= p)!

f(x)=

Tabela 1

Wybrane warto$ci parametrow A, 4,, 4, i A, dla wspotezynnikéw skosnosci S5
=0.0,0.05,1 kurtozy f,=1.0,....9.0 gdy u=01i0c=1

£;=0.0

- T N N

1.8 0.0 .5774 1.0000 | 1.0000
2.0 0.0 .4952 .5843 .5843
2.2 0.0 .4197 .4092 .4092
2.4 0.0 .3533 .3032 .3032
2.6 0.0 .2949 .2303 .2303
2.8 0.0 .2433 .1765 .1765
3.0 0.0 .1974 .1349 .1349
4.0 0.0 .0262 .0148 .0148
5.0 0.0 -.0676 -.0443 -.0443
6.0 0.0 -.1686 | -.0802 -.0802
7.0 0.0 -.2306 -.1045 -.1045
8.0 0.0 -.2800 -.1223 -.1223
9.0 0.0 -.3203 -.1359 -.1359

;=005

B | A | A | A | A

1.8 -1.703 .2861 .0000 .9502*
2.0 -1.229 .3122 .0505 .7603
2.2 -.802 .3314 11128 .5802
2.4 -.375 .3328 .1876 .3941
2.6 -.143 .2924 .1973 .2605
2.8 -.083 .2429 .1625 .1903
3.0 -.059 .1975 .1276 .1425
4.0 -.026 .0264 .0146 .0153
5.0 -.016 -.0867 -.0435 -.0448
6.0 -.013 -.1682 -.0791 -.0810
7.0 -.011 -.1034 -.1034 -.1054
8.0 -.928+ -.2797 -.1212 -.1232
9.0 -.837+ -.3201 -.1348 -.1368

B,=1.00

184 /11 A 2 A 3 14

3.4 -1.253 1772 .0000* .2854*
4.0 -.886 .1333 .0193 .1588
5.0 -.533 .0340 .9695+ .0285
6.0 -.379 -.0562 -.0187 -.0388
7.0 -.297 -.1291 -.0453 -.0790
8.0 -.248 -.1878 -.0670 -.1058
9.0 -.215 -.2356 -.0844 -.1249

Zrodto: Na podstawie (Ramberg i in., 1979).
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Rys. 4. Histogram wartos$ci notowan indeksu DAX w latach 1997-2012
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Rys. 5. Funkcja ggstosci wyznaczona na podstawie rownan (6) odpowiadajaca notowaniom indeksu DAX
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Wartosci trzeciego i czwartego momentu danych empirycznych znajduja si¢
w obszarze rozktadu beta, zatem w programie ,,Mathematica” dopasowujemy
ten rozktad metoda najmniejszych kwadratow do danych empirycznych (rys. 6),
otrzymujac parametry rozktadu beta:

{BestFitParameters— {a — 3.64419, b—1.98305, ¢ = 2.50873},

Estimate Asymptotic SE CI

a|3.64419 0.452338 {2.7144, 4.57399}
ParameterCITable— ,

b|1.98305 0.120936 {1.59058, 2.37552}

c|2.50873 0.132889 {2.23557, 2.78189}

EstimatedVariance— 0.745372,

DF SumOfSgq MeanSq
Model 3 388.158 129.386
ANOVATable— Error 26 19.3797 0.745372,
Uncorrected Total 29 407.538
Corrected Total 28 62.7104
f(x) — 2950873 x2,64419(1 _ x)0,98305

B(3,64419; 1,98305)

Punkty na rys. 6 oznaczaja dane empiryczne, czyli czgstosci wystgpowania
zmienne] w kazdym przedziale, niebieska krzywa prezentuje funkcjg gestosci
rozktadu beta, natomiast czerwona krzywa przedstawia funkcje gestosci wyzna-
czong na podstawie funkcji kwantylowe;.

Stopien dopasowania rozktadu beta do danych empirycznych mierzony
wspoélczynnikiem determinacji wynosi okoto 74%, dla rozktadu wyznaczonego
na podstawie funkcji kwantylowej wspdtczynnik ten wynosi 76%.

czgstosé

006

0.04 -

VA P e przeskalowane warto$ci notowan
I 05 06 07 038 09 \0

Rys. 6. Funkcja gestosci rozktadu beta oraz rozktadu wyznaczonego na podstawie funkcji kwantylowej
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Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o zgodnosci rozktadu em-
pirycznego z rozkladem wyznaczonym na podstawie funkcji kwantylowej (war-

=30,53

2
to$¢é statystyki testowej £ , warto$¢ krytyczna dla poziomu istotnosci o

2 _ 2
= 0,05 wynosi 424 = 36,415 ). Dla rozktadu beta test zgodnosci X odrzuca hipo-
tezg zerowa o zgodnosci tego rozktadu z rozktadem empirycznym (wartos¢ sta-

2 _
tystyki testowej £ = 38,85 ).

Podsumowanie

Omawiany rozktad pozwala uzyska¢ szeroka game ksztattow krzywych,
ktore jako najprostsze przyktady pokazane sa na rys. 1-3. Ze wzgledu na wysoka
elastyczno$¢ tego rozktadu znajduje on wiele réznorodnych zastosowan w przy-
padku, gdy rzeczywisty rozklad nie jest znany.

Wielu autorow zajmowalo si¢ badaniami wlasno$ci rozwazanego rozktadu
(por. np. Chalabi, Scott, Wuertz, 2012). Literatura z tego zakresu jest stosunko-
wo bogata, co $wiadczy o duzych mozliwosciach zastosowan uogoélnionego
rozktadu A. Tristano (2010) prezentuje np. uogdlniony rozktad A z pigcioma
parametrami, ktory w dalszych badaniach autora bedzie rozwazany.
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LAMBDA-TUKEY DISTRIBUTION AND APPLICATION ATTEMPT

Summary

In the article the generalized Lambda-Tukey distribution was presented with the
following four parameters of: location, scale, skewness and kurtosis.

The distribution presented, due to its high flexibility is widely applied, especially
when empirical distributions are sophisticated and do not show desired accordance with
known classical theoretical distributions.

The examples presented on the fitting of the DAX index distribution to the four pa-
rameter Tukey distribution turn out to be better than the ones for the beta distribution.
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ON KERNEL SMOOTHING AND
HORVITZ-THOMPSON ESTIMATION

Introduction

Design-based estimation of population parameters usually relies on the
knowledge of inclusion probabilities characterizing the sampling scheme. These are
needed to construct sampling weights that form the well-known Horvitz-Thompson
estimator of the population total and estimates for other parameters of interest.
Sometimes, the complexity of sampling scheme prevents the exact calculation of
inclusion probabilities. Such a situation arises for example for spatial sampling
schemes (Fattorini and Ridolfi, 1997) some order sampling schemes (Rosen,
1997; Aires, 2000) as well as in fixed-cost sequential sampling where the com-
position of the sample depends on individual costs of sampled units (Pathak,
1976; Kremers, 1985).

The lack of exact inclusion probabilities does not necessarily render the
Horvitz-Thompson statistic useless, since the statistician still possesses the
knowledge of the sampling procedure used to draw the sample. When all the
information needed to carry out sampling is readily available (such as: auxiliary
variable values, unit sampling costs, adjacency matrix in spatial sampling), Fat-
torini (2006) proposes to conduct a simulation study and to estimate unknown
inclusion probabilities, by drawing large numbers of sample replications and
then counting appearances of individual units. By replacing unknown inclusion
probabilities with estimates an alternative statistic known as empirical Horvitz-
-Thompson estimator is obtained.

Estimation of inclusion probabilities by simple sample proportions (or some
statistics functionally dependent on it) usually requires large numbers of sample
replications to achieve desired accuracy of Horvitz-Thompson estimates. Hence
it appears reasonable to employ some form of strength-borrowing to capitalize
on available auxiliary information and to improve accuracy of the simulation-
based Horvitz-Thompson statistic. In this paper a nonparametric strength-
borrowing technique is proposed for sampling schemes where first order inclu-
sion probabilities satisfy simple ordering constraints. The fixed-cost sequential
sampling scheme of Pathak (1976) is used as an example.
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1. Estimators

Let the finite population be represented as a set of unit indices U={1, ... N}.
Also, let y, ..., yn represent fixed values of some characteristic of interest and let

t= Z v ¥; be the population total to be estimated. An unordered sample s is

drawn from U using some sampling scheme characterized by a set of first-order
inclusion probabilities 7y, ... ,iy where m, = P(i € s) for ieU. If inclusion proba-

bilities were known, a design-unbiased Horvitz-Thompson estimator for t would
be easily calculated from s according to the formula:

2 Yi
t=) — (1)
; U
When inclusion probabilities are impossible to calculate exactly, one may
use the known sampling scheme to generate M independent sample replications
St, ... ,sm <U. ForieU let

k,=#{rel, ... M:ies} (2)

be the number of replications containing the i-th unit. A very simple estimate of
m; is the sample proportion:

A

k.
n, = — fories ?3)

M

However, when plugged into the formula (1) in place of 7; it could lead to
division by zero if k;= 0 for some i€s. Such an event would require the i-th unit
not to be drawn at all to any replication and is extremely unlikely for large M,
but formally it prevents moments of the Horvitz-Thompson statistic from being
computed. Hence, Fattorini (2006) proposes to estimate the inclusion probability
; by the statistic:

. k., +1

T, =— fories 4

and to estimate the population total t through the estimator:
A y
=2 =" )
ies TciF

He derives an exact formula for its bias and a tight upper bound for the me-
an square error. However, as noted by the same author, the number of replica-
tions needed to guarantee high accuracy of this statistic may still be very large.
This justifies efforts aimed at finding an alternative method of estimating 7;. Let
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us notice, that during the simulation experiment involving generation of M repli-
cations, one may calculate estimates of inclusion probabilities not only for units
in the sample s, but in fact for all N population units at negligible additional cost.
Hence, any known relationships between individual inclusion probabilities cor-
responding to units included in s and units not included in s may be utilized to
improve accuracy of estimates. In particular, such relationships may take the
form of multiple inequality:

T ST, < ... STy (6)

As a simple example one may consider the well-known Pareto sampling
scheme of Rosén (1997). By arranging population units in non-decreasing order
with respect to known auxiliary variable on which the Pareto sampling is based one
may easily guarantee that first-order inclusion probabilities characterizing this
scheme satisfy the multiple inequality above. Gamrot (2012) proposed to incorpora-
te the ordering constraint into empirical Horvitz-Thompson framework by calcula-
ting restricted estimates of inclusion probabilities satisfying (6) using isotonic re-
gression algorithms such as Pool-Adjacent-Violators Algorithm (PAVA) or active
set methods (see: Ayer et al., 1955; Robertson et al., 1988; Best and Chakravarti,
1990) and then by replacing unknown probabilities in (1) with these restricted esti-
mates. However, isotonic regression only corrects for the breaches of ordering
constraint (6) but it produces estimates equivalent to respective sample propor-
tion when ordering is not violated. Hence properties of PAVA-based estimates
should differ only slightly from sample proportions for larger replication num-
bers where such violations are rare. We will now propose another method that
may be less prone to this unwelcome effect.

Let us start by noting that by definition we have m;[0,1] for ieU. When N is
large the ordering constraint (6) implies that either for all pairs (r; 7;.1) the differen-
ce mi—; is relatively small, or at least that the number of pairs where this difference
is relatively large is itself not large. This leads to the intuition that for large N
a particular inclusion probability 7; corresponding to the i-th population unit is
unlikely to differ much from inclusion probabilities for its closest neighbors.
Hence, combining probability estimates for inclusion probabilities of neighbo-
ring units may lead to better precision than using simple sample proportion.

A kernel estimator originally proposed by Rosenblatt (1956) appears to be
a convenient way of forming a combined estimate of any individual inclusion pro-
bability in the population. For our purposes it is constructed as a weighted mean of
simple proportions using the formula (see: Kulczycki, 2005; Hardle, 1992):
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Z%Wﬁ

A~ j=l.N

T, = ———— 7
iK ZWU ( )
j=1.N
with
1 X. —X.
w, =—K| — 8
NG .

where K(.) represents a certain non-negative symmetric real function having
weak global maximum at 0 (so that K(x)=K(-x) and K(0)>K(x) for xeR) which
is usually called a kernel function while h is a positive real constant known as
smoothing factor or bandwidth. The symbol x; represents for ieU the value of
some auxiliary characteristic of the i-th population unit. It is natural to intuitively
assume it to be the unit index so that x; = i for ieU. Another more interesting
possibility of choosing x; is discussed in the next section. Ultimately, the non-
parametric empirical Horvitz-Thompson estimator of the population total is cal-
culated according to the formula:

=3 ©
ies Tlig
Kulczycki (2005) argues, that the choice of a particular kernel function in-
fluences the accuracy of the kernel estimator (7) much less than the choice of
bandwidth. In applications associated with sample surveys the normal kernel
given by the formula:

K(x) = exp[— %j (10)

seems to be particularly popular (Giommi, 1987). From our perspective it is
important that (10) always takes strictly positive values. As a result, all the terms
wi; in the linear combination (7) are strictly positive. Meanwhile, if the sampling
scheme never produces empty samples (which may be safely assumed to be
true), then at least one population unit belongs to some replication and consequ-
ently at least one of simple proportions 7, ..., 7, is strictly positive. This means

that all kernel estimators 7, ..., 77, always take strictly positive (although po-

ssibly very small) values. Such an effect guarantees the finiteness of the Horvitz-
Thompson statistic itself, and hence may be considered an advantage. In the
following discussion it will be assumed that the normal formula (10) is used as
a kernel.
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As a general side note, it should also be stated that the proposed nonpara-
metric estimator does not guarantee the constraint (6) to be satisfied. Although
the likelihood of violating this restriction by individual estimates is apparently
lower than for simple proportions computed through (3), such violations may
still happen relatively often. Having said that one should keep in mind that the
constraint (6) was discussed here only in order to motivate and justify the use of
kernel smoothing, and was not meant to be strictly imposed.

In the following sections the proposed estimator (9) will be compared to
other alternatives for a specific sampling design.

2. Application to fixed-cost sampling

Let us consider the fixed-cost sequential sampling scheme of Pathak (1976).
It is characterized by varying inclusion probabilities which are generally difficult
to calculate for larger sample sizes due to the combinatorial explosion (Schuster,
2000). Despite the existence of some sufficiency-based design-unbiased estimators
which do not utilize inclusion probabilities, the empirical Horvitz-Thompson esti-
mators may be of interest when nonresponse corrections need to be incorporated
or when some modifications are made to the original scheme. In this paper the
Pathak’s scheme in its original form illustrates the use of nonparametric empiri-
cal Horvitz-Thompson approach. The sampling procedure is carried out as fol-
lows. Let cy, ... ,cn denote known per-unit costs of observing the characteristic
under study for individual population units. Population units are drawn to the
sample one-by-one without replacement and with equal probabilities until the
total cumulative cost of the sample is greater or equal to some budget constraint
C fixed in advance. The element for which this happens is not appended to the
sample. The sample size is random in general, but instead the variability of ran-
dom sample cost is largely limited.

Meanwhile, it may be shown that inclusion probabilities of the first order —
although hard to compute — constitute a non-increasing function of the per-unit
cost, so that:

Ve <c,=m2m, (11)
i,jeU
and
Ve =¢,=>mn =7, (12)

i,jeU
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Consequently, by arranging population units in a non-increasing order with
respect to individual unit cost one may easily guarantee that inclusion probabili-
ties satisfy the ordering constraint (6). This suggests that for most population
units their inclusion probabilities should not differ dramatically from those
having similar cost. This in turn justifies the use of nonparametric empirical Horvitz-
Thompson estimator (9) for the population total, with costs ¢, ... , cy treated as
auxiliary variables x, ... , Xy in (8).

3. A simulation study

A simulation study was carried out in order to compare performance of the pro-
posed non-parametric empirical Horvitz-Thompson estimator (9), the PAVA-based
estimator proposed by Gamrot (2012) and the classic Fattorini’s (2006) statistic
(5). In experiments, the finite population was represented by the data set descri-
bing 695 farms in the Gregboszow municipality of the Dabrowa Tarnowska di-
strict obtained during the agricultural census conducted by Polish Central Stati-
stical Office in 1996. It was assumed that the cost of sampling individual units is
strictly proportional to the farm area, which featured high positive skew and that
the budget constraint C is equal to five percent of the total cost of exhaustively
enumerating the whole population.

The simulation experiment accounted for two sources of randomness, na-
mely the randomness of the actual sample s, and the randomness of inclusion
probability estimates. It was carried out by drawing 20000 samples and execu-
ting an independent simulation study involving 300 sample replications for each
such sample to arrive at population total estimates. Figure 1 shows the observed
relative bias (RBIAS) of kernel-based estimates for h = 0.2, 0.4, ..., 30. Figure 2
shows the observed relative root mean square error (RRMSE) of kernel-based
population total estimates for h = 0.2, 0.4, ... , 30. The corresponding levels of
RRMSE’s for PAVA-based Horvitz-Thompson estimator and for Fattorini’s
statistic are also shown in the Figure 2.

The relative bias of the proposed estimator exhibits rather complex be-
havior. For very small h it takes values very close to zero, but quite unstably
fluctuating between positive and negative values. With growing h at first it also
quickly grows, reaching 0.00537 for h = 4.2 but then it steadily decreases to
reach 0.00010 for h=17.6 to finally slowly increase again for h>17.6. The biases
of PAVA-based estimator and Fattorini’s statistic do not depend on h and they
are respectively equal to 0.00801 and —0.06470 with the absolute value of the
latter obviously the greatest of all for any h. Hence one may conclude that for
any h=0.2, 04, ..., 30 the proposed estimator clearly dominated the other two
by a wide margin in terms of bias.
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Figure 1. Relative bias of the proposed estimator for h = 0.2, 0.4, ..., 30.

The relative root mean square error of the proposed estimator also exhibited
rather complicated behavior, reflecting to some extent the tendencies in the bias.
It took the maximum value of 0.13877 for h = 0.1, but also featured two local
minima around h = 1.2 and h = 15.8. For h = 15.8 it was equal to 0.12896 which
is respectively about 12% and 3% lower than RRMSE’s of PAVA-based estima-
tor and Fattorini’s statistic.
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Figure 2. Relative root mean square errors of three population total estimators forh =0.2, 0.4, ..., 30

Conclusion

Presented simulation results suggest that proposed nonparametric empirical
Horvitz-Thompson estimator of the population total constitutes an attractive
alternative to its two counterparts, especially in terms of bias reduction. The
main challenge for it to gain a wider popularity most likely lies in choosing an
optimal value for the smoothing factor h. In our study it could easily be chosen
through simulation on the basis of known values of the characteristic under stu-
dy in the whole population. In practice of the field work the statistician does not
possess such information and would have to resort to using cross-validation or
the plug-in method of Sheather and Jones (1991). Nevertheless the wide range of
h-values for which the proposed estimator dominates its counterparts in terms of
bias and mean square error seems to justify such approach.
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ON KERNEL SMOOTHING AND
HORVITZ-THOMPSON ESTIMATION

Summary

Estimation of the total value of fixed characteristic of interest in a finite population
is considered for a complex sampling scheme featuring unknown inclusion probabilities.
The general empirical Horvitz-Thompson statistic is adopted as an estimator for the
unknown total. In the presence of additional knowledge on inclusion probabilities taking
form of inequality constraints it is proposed to use the well-known kernel estimator for
individual inclusion probabilities. For a fixed-cost sequential sampling scheme this leads
to a new nonparametric empirical Horvitz-Thompson estimator of a total. Its properties
are compared to known alternatives in a simulation study.
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Wprowadzenie

W literaturze statystycznej pojecie analizy dyskryminacyjnej jako zadania
polegajacego na znalezieniu charakterystyki klas pojawito si¢ juz w latach 30.
XX w., gdy Fisher (1936) probowat w tym celu zastosowac liniowe modele
regresji. Prowadzit on eksperymenty na najbardziej znanym w wielowymiarowe;j
analizie statystycznej zbiorze danych, zawierajacym charakterystyke trzech ga-
tunkoéw kosacca (IRYS) za pomoca czterech zmiennych.

W Polsce jednym z pierwszych badaczy zajmujacym si¢ metodami analizy
dyskryminacyjnej byt prof. Jozef Kolonko, ktéry w swojej pracy (Kolonko,
1980) stosowat pojgcie analizy dyskryminacyjnej w nieco innym, znacznie szer-
szym znaczeniu. W przedstawionym przez niego ujeciu, zwiazanym z podej-
sciem cybernetycznym obecnym w latach 70. XX w. w naukowej literaturze
rosyjskiej, dyskryminacja zbioru obserwacji to jego podziat (,,rozbicie”), ktory
optymalizuje warto$¢ pewnego funkcjonatu stanowiacego kryterium. Analiza
dyskryminacyjna dzieli si¢ wobec tego na klasyfikacj¢ z wzorcem oraz klasyfi-
kacj¢ bez wzorca (taksonomig).

Obecnie w polskiej literaturze statystycznej panuje zgodny poglad, ze ana-
liza dyskryminacyjna jest zbior metod prowadzacych do znalezienia reguty kla-
syfikacyjnej, charakterystyki klas lub funkcji rozdzielajacych klasy, na podsta-
wie zbioru uczacego, tj. zawierajacego obiekty o znanej przynaleznosci do klas.
Jest to wigc jedynie klasyfikacja z nauczycielem.

W niniejszym artykule, ktéry ma charakter przegladowy, zagadnienie dys-
kryminacji zostatlo zdefiniowane jako problem znalezienia charakterystyki klas,
poprzez identyfikacje sposoboéw ich odseparowania. W pierwszym punkcie zostanie
sformutowane ogdlne zadanie dyskryminacji, natomiast w drugim — klasyczne po-
dejscie zaproponowane przez Fishera, ktdre prowadzi do powstania liniowych funk-
cji dyskryminacyjnych. Czgs¢ trzecia zawiera omowienie zalozen, ktorych spehie-
nie pozwala na zastosowanie modeli liniowych. W przeciwnym przypadku mozna
stosowa¢ kwadratowe funkcje dyskryminacyjne. W czwartym punkcie artykutu
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przedstawiono najbardziej popularna nieparametryczna metode dyskryminacji
wykorzystujaca drzewa klasyfikacyjne. Na koncu pracy znajduje si¢ omdwienie
aktualnych kierunkow rozwoju metod dyskryminacji.

1. Zadanie dyskryminacji

Dyskryminacja to decyzja o przydzieleniu obiektu do klasy, ktéra jest do-
konywana na podstawie znajomosci rozktadow zmiennych w klasach oraz prawdo-
podobiefistw a priori. Jezeli zbior {C,, ...,C;} zawiera wartosci zmiennej objasnia-

nej Y (nazwy klas), to prawdopodobiefistwo a priori dlaklasy C; (j =1,...,J)to
p(C)).

Wazne jest takze zatozenie o losowosci wektora zmiennych X = (X, ..., X|)

i 0 tym, Ze jego warunkowe rozktady prawdopodobiefistw w klasach g(X|C;) sa

znane. Jezeli oba zalozenia sg spelnione, to mozna wyznaczy¢ prawdopodobien-
stwo, ze klasyfikowana obserwacja [X;, Y, | nalezy do klasy C | » Na podstawie wzo-

ru Bayesa:
p(C, %) = JQ(Xi |C)p(C)) ' )
Zg(xi [C)P(Cy)

Prawdopodobiefistwo p(C j |X,) jest nazywane prawdopodobienstwem a
posteriori, gdyz decyzja o przydzieleniu obserwacji [X;,Y;] do klasy CJ— po-
dejmowana jest juz po jej zaobserwowaniu. Mianownik (1) nie wptywa na war-
tos¢ P(C; | X;), zatem zalezy ona jedynie od rozktadu warunkowego g(X; |C,)

wazonego prawdopodobienstwami a priori.
Model dyskryminacyjny (1) moze blednie zaklasyfikowaé obserwacje
[X,Y:], z czym zwiazana jest pewna strata, ktéra wyraza przyjeta arbitralnie

funkcja straty (loss function) L(Y, f (X)), najczesciej funkcja zero-jedynkowa:
1 gdy Y=Tf(X)
L(Y, f(X))= 2)
0 gdy Y=1(X)
lub entropia krzyzowa (Cross entropy):
J
L(Y, f(X))=-2> (Y =C,)log p(C, | X) . 3)

i=1
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Btad klasyfikacji to spodziewana wielko$¢ funkcji straty e( f) = E [L(Y f (X)]
Jezeli obserwacja [X,, ;] zostata blednie zaklasyfikowana, to warto$¢ bie-

du zwiagzanego z taka decyzja wynosi:

J
e(x;) = ZL(yiaf(Xi))p(Cj|xi)- 4)
=1
Wyrazenie (4) dla funkcji straty (2) osiaga minimum, gdy:
F(x) =argmin{l- p(C,[x)}. 5)
=l

Oznacza to, innymi stowy, ze blad predykcji (4) jest najmniejszy, gdy obserwa-
cja [X;,y;] zostaje przydzielona do klasy, dla ktorej prawdopodobiefistwo a

posteriori jest najwigksze:

J(x)=C; gdv p(C|x,)= max {p(C,[x,)}. (©)

.....

Regula (6) nazywana jest bayesowska regula klasyfikacji (Bayes rule),
amodel (5) to optymalny klasyfikator bayesowski (Baies classifier). Z kolei

jego blad klasyfikacji €™ =1- max{p(C ; |Xi) - p(C,) nazywany jest bledem
J

bayesowskim (Bayes error).
Bayesowska reguta klasyfikacji jest prosta, lecz wymaga znajomosci roz-
ktadow warunkowych w klasach g(X|C ;) oraz prawdopodobienstw a priori.

W praktyce rozklady te sa estymowane na podstawie proby uczacej. Na przyklad,
najczegsciej stosuje sig frakcje obiektow nalezacych do klasy C;, ti. p(C;)=n; / N,
gdzie z;p(cj) =1. Mozna tez przyjac, ze sa rowne, tj. p(C,)=...= p(C,),
oszacowac na podstawie zbioru testowego lub ustali¢ subiektywnie.

Zgodnie z regula Bayesa, aby poprawnie sklasyfikowa¢ obserwacj¢ [X,, ],
nalezy znalez¢ maksimum wyrazenia g(x,|C;)p(C;). Wyniki klasyfikacji

jednak nie zmienig sig, jesli na funkcje dyskryminacyjna nalozymy odwzorowa-
nie monotonicznie rosnace, otrzymujac np. funkcje: f,(X)=g(X|C)),

/;X)=g(X[C))p(C)) b f,(X)=In(g(X]|C)))+In(p(C;)). W tym
ostatnim przypadku szukamy klasy C_ ; » dla ktorej funkcja:

£,(X) = —%(X—u,)rz-l (X—p,)+In(p(C,)) ™)
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osiaga maksimum, gdzie p; jest $rodkiem cigzkosci klasy C_/ , za$ X macierza
wariancji 1 kowariancji. Warto zauwazy¢, ze funkcja dyskryminacyjna (7) jest
funkcja liniowa.

W podobny sposob mozna skonstruowa¢ funkcje dyskryminacyjne, ktore
separuja poszczegolne klasy. Biorac pod uwage np. klasy C ; oraz C,, mozna

zbudowa¢ funkcje:

¢ 1X C,
f;k(X)Zln(p( / | )]—i—ln(p( J)J’ ®)
| p(C, 1X) p(C,)
ktéra wyznacza rownanie hiperptaszczyzny:
PC)) 1 ] 7
ln[p(C:)J_f("f “HOTZT (0 )+ (0~ )ETX =0, ©)

Wida¢ tutaj zwiazek z liniowymi funkcjami dyskryminacyjnymi, zapropo-
nowanymi przez Fishera, ktore zostang omowione w nastepnej czesci artykutu.

W literaturze mowa jest takze o naiwnym klasyfikatorze bayesowskim (naive Bay-
es), ktory opiera sig na zalozeniu, ze w klasie C'; zmienne X ,..., X', saniezalezne:

f[X=T]/1(X). (10)

gdzie funkcje ggstosci fzj sq przyblizane za pomoca rozktadu normalnego. Uzy-

skane za jego pomoca wyniki klasyfikacji sa czegsto bardziej doktadne niz w
przypadku innych modeli, poniewaz obciazenie estymatoréw funkcji gestosci w
klasach nie przektada si¢ na obciazenie prawdopodobienstw a posteriori.

2. Liniowe modele dyskryminacyjne Fishera

Jak juz wspomniano, zagadnienie dyskryminacji zostato po raz pierwszy
sformutowane przez Fishera (1936), a zaproponowana przez niego metoda opie-
ra si¢ na redukcji wymiaru przestrzeni cech. Pierwotna przestrzeh X" zostaje
zredukowana do przestrzeni zmiennych kanonicznych (canonical variables)
27 =7, x..xZ, .

Nalezy podkresli¢, ze wywodzace si¢ od Fishera pojecie liniowej analizy
dyskryminacyjnej (Linear Discriminant Analysis — LDA) uzywane jest czgsto
w wezszym znaczeniu i okresla jedynie jego podejscie. Fisher rozwiazat pro-
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blem dla dwoch klas (J = 2), za§ uogdlnienie dla J > 2 klas podali Rao (1948) i
Bryan (1951).
Zmiennymi kanonicznymi sa:

L

Z; =Y a,X,, (11)

=1

ktore powoduja, ze w tej nowej przestrzeni klasy sa optymalnie odseparowane,
tj. ich srodki cigzkosci leza jak najdalej od siebie.

Na rys. 1 pokazano dwie klasy C,,C, w dwuwymiarowej przestrzeni cech
X,,X, oraz zmienna kanoniczng Z,. Prosta f(X), ktéra je oddziela, jest or-

togonalna wzgledem Z, .

Z,

f1x)

><V

Rys. 1. Separacja klas w przestrzeni dwdoch zmiennych
Zrodto: Gatnar (2008).

Poszukiwane jest wigc maksimum funkcji:

‘a(uz —lll)T ‘2

0= aWa'

(12)
gdzie licznik jest kwadratem odleglosci srodkow cigzkosci klas wzdtuz kierunku
a, za§ W jest macierza wariancji i kowariancji wewnatrzklasowe;j:

J N

Z (x;—p;)’ (13)

,:1 i=1

Maksimum (12) jest osiagane dla wektora 4 o kierunku W™ (n, —p,).

Hiperptaszczyzna separujaca obie klasy jest prostopadta do kierunku a i prze-
chodzi przez $rodek odcinka taczacego Srodki cigzkosci klas. Ma ona postac:
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_ 1
(n, — )W I(X_E(lh‘*'uz)jzo- (14)

Mozna pokazaé, ze licznik funkcji (12) jest rowny aBa' | a zatem kryterium to
sprowadza si¢ do znalezienia takiego wektora a , aby iloraz wariancji:
aBa'
F= T
aWa

(15)

byt jak najwiekszy, gdzie B jest macierza wariancji i kowariancji miedzykla-
sowej, wyznaczong na podstawie proby:

1
J-—

J
B=——> N;(u-mn-p'. (16)
j=1

Wektor a maksymalizujacy kryterium (14) jest wektorem wlasnym macierzy
W'B odpowiadajacym najwickszej wartosci wlasnej tej macierzy.

Zmienne kanoniczne sa konstruowane w sposob sekwencyjny. Wektor a
wyznacza kierunek, wzdhuz ktorego klasy sa najlepiej odseparowane, a kombi-
nacja liniowa Z, = QIXT jest pierwsza zmienng kanoniczna. Jesli jakos¢ klasy-
fikacji nie jest zadowalajaca, mozna wyznaczy¢ kolejne wektory a,, ...,a; ,, ktore
spelniaja warunek wzajemnej ortogonalnosci i sa wektorami wlasnymi macierzy
W™'B, odpowiadajacymi uporzadkowanym malejaco wartosciom wiasnym.

Drugie podej$cie zwiazane jest z metoda preceptronowa Rosenblatta (1958),
ktora ma charakter iteracyjny. Metoda ta minimalizuje warto$¢ kryterium:

Qa)=-) ax] , (17)
x;€E
gdzie E={x, :ax; <0} jest zbiorem obserwacji blednie sklasyfikowanych. Po-
niewaz funkcja (17) jest ciagla, do jej minimalizacji mozna wykorzystac¢ klasyczna
gradientowa metode spadku (gradient descent). Gradient funkcji (17) wynosi:
9Q(a)
= — X. . 18
I Z | (18)
W pierwszym kroku wybierane sa losowo poczatkowe wartosci wektora pa-

(0)

rametrow a' , a w nastepnych krokach nastepuje jego modyfikacja:

a™ =a" 1+ 2 ) x, (19)

x;€E
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w kierunku przeciwnym do gradientu. Parametr A, okresla dtugo$¢ kroku i na-

zywany jest takze wspotczynnikiem uczenia. Inna czgsto stosowana odmiana
reguly (19) wykorzystuje pojedyncza, blednie sklasyfikowana obserwacjg:

a™ =a" + 1 x,. (20)

Opisane sposoby modyfikacji nie zmieniaja wartosci wektora wag dla obserwa-
cji poprawnie sklasyfikowanych.

Metoda perceptronowa jest zbiezna w przypadku liniowe]j separowalno$ci
klas. Naturalnym kryterium stopu jest wiec wartos¢ Q(a) = 0. Wynik poszuki-

wania zalezy od wyboru wartosci poczatkowej wektora wag, dlatego procedure
optymalizacji mozna przeprowadzi¢ kilka razy, dla roznych losowo wybranych

wektorow wag poczatkowych a'” | a nastepnie wybra¢ rozwiazanie najlepsze.

3. Kwadratowe funkcje dyskryminacyjne

Jak juz zaznaczono, podej$cie regresyjne w analizie dyskryminacyjnej
polega na tym, ze w kazdej klasie C ; budowany jest osobny model:

L
f.(X)=a,,+> a;X (1)
=1

dla j=1,...,J, a potozenie hiperptaszczyzny separujacej klasy, np. C;, C,,

wyznacza si¢ za pomoca rownania:

f.(x)=f(x). (22)

Jezeli chodzi o etap klasyfikacji, to obserwacja [X;, Y, ] jest przydzielana do tej

klasy, dla ktorej warto$¢ teoretyczna funkcji (21) jest najwigksza:

Yy, = arg max fi (x;). (23)
j

Mozna takze szuka¢ prawdopodobiefistw a posteriori w klasach, tj. p(C; | X) .
Jezeli g;(X) jest funkcja gestosci w klasie C;, to ze wzoru Bayesa wynika, Ze:

9,(X)p(C))
> 9.(X)p(C,)

p(Cj | X) = (24)
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Zakladajac, ze J; (X) jest funkcja gestosci wielowymiarowego rozkladu nor-
malnego:
1 X)) E (X))

‘1/2 e , (25)

g,(X)=—— >
(27) \): j

1 ¢
gdzie w; =[u;,, ..., u; ] jest srodkiem cigzkosci klasy C;, tj. x; :N—ZX“ .
j =l

Wtedy, w przypadku dwoch klas C;,C, okazuje sig, ze logarytm ilorazu wiary-
godno$ci ma postac:
PC,IX)_, P(C) 1

= 2. Tyly _ Tyl _u ). (26
gp(Ck|X) 0g p(Ck) 2(l11+llk) X (H, "’k)+X Y (uj uk) ( )

Wartoé¢ logarytmu (26) wyznaczono przy zalozeniu, ze macierze wariancji
i kowariancji w obu klasach sa rowne, tj. X, =X, .

W przypadku gdy wszystkie macierze wariancji i kowariancji w klasach sa rowne:
X=X =..=X,, (27)

to obserwacje w kazdej klasie tworza hipersferyczne skupienia tej samej wielko-
$ci 1 otrzymujemy dla kazdej klasy liniowa funkcj¢ dyskryminacyjng (LDA):

_ 1 _
f,(X)=X"Zp, —EpTZ‘. 'n; +logp(C)). (28)

Jezeli zmienne X =[X, ..., X, ] sa niezalezne i macierz X jest diagonalna,
to mozna udowodni¢, ze hiperplaszczyzna rozdzielajaca dwie klasy Cj i C,

jest prostopadta do odcinka taczacego $rodki cigzkosci obu tych klas. Ponadto,
jesli prawdopodobienstwa a priori dla tych klas sa jednakowe, hiperptaszczyzna
przechodzi przez srodek tego odcinka. W przeciwnym razie hiperptaszczyzna
jest ,,przesunigta” w strong $rodka cigzkosci tej klasy, ktéra ma mniejsze praw-
dopodobienstwo a priori p(C;). Méwiac obrazowo, obserwacja X; ze zbioru

rozpoznawanego bedzie przydzielona do klasy C i » ktorej $rodek cigzkosci p
lezy najblizej w sensie odlegltosci euklidesowe;.

Jezeli macierz wariancji i kowariancji X nie jest diagonalna, to wynik kla-
syfikacji obserwacji X; ze zbioru rozpoznawanego zalezy od odlegto$ci Maha-
lanobisa do $rodka cigzkos$ci najblizszej klasy.

Gdy warunek (27) nie jest spetniony, to otrzymujemy kwadratowe funkcje
dyskryminacyjne (QDA) w klasach:
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1 1 _
£,(X) == logl |- (X—p,) I} (X=p) +log p(C)). 29)

Na rys. 2 pokazano potozenie liniowych i kwadratowych funkcji dyskrymi-
nacyjnych dla zbioru IRYS w przestrzeni dwuwymiarowej (L =2). Wybrano
dwie zmienne o najwigkszej zdolno$ci dyskryminacyjnej, tj. dtugos$¢ ptatka (dp)
i szeroko$¢ ptatka (sp).

LDA

Dlugosc¢ ptatka
4
1

Szeroko$¢ ptatka

QDA

Dlugos¢ ptatka
4
1

Szeroko$¢ ptatka

Rys. 2. Liniowe i kwadratowe funkcje dyskryminacyjne dla zbioru IRY'S
Zrédto: Thid.
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Friedman (1989) zaproponowat rozwiazanie kompromisowe pomiedzy li-
niowymi i kwadratowymi funkcjami dyskryminacyjnymi. Metoda ta nazywana
jest regularyzowana analiza dyskryminacyjna (regularized discriminant analy-
sis) oraz polega na przeksztalceniu macierzy wariancji i kowariancji:

L, (6)=6-X,+(1-6)%. (30)

Parametr regularyzacji 0 €[0,1] pozwala zbudowa¢ model dyskryminacyjny w
postaci posredniej pomiedzy liniowa (0 =1) i kwadratowa (0 =0). W praktyce
parametr 0 ustalany jest eksperymentalnie na podstawie zbioru testowego lub w
wyniku sprawdzania krzyzowego.

Dwuparametrowa rodzing macierzy kowariancji mozna otrzyma¢, wstawia-
jac do wzoru (30) zamiast X :

2
L =yE+(-y)o’l, (31

gdzie | jest macierza jednostkowa, y €[0,1] jest parametrem regularyzacji, za$

o”| to diagonalna macierz wariancji i kowariancji wyznaczona na podstawie
proby.

4. Drzewa klasyfikacyjne

W opozycji do klasycznych, parametrycznych metod dyskryminacji, po-
wstaly metody nieparametryczne, niewymagajace spehienia przedstawionych
w poprzedniej czgsci artykulu wymagan. Naleza do nich m.in. metoda K-najblizszych
sasiadow i metoda drzew klasyfikacyjnych.

Ta ostatnia polega na sekwencyjnym podziale L-wymiarowe] przestrzeni
zmiennych X" na podprzestrzenie R, (segmenty), az do chwili, gdy zmienna

zalezna Y osiagnie w kazdej z nich minimalny poziom zréznicowania (mierzo-
ny za pomoca odpowiedniej funkcji straty). Metoda ta nazywana jest metoda reku-
rencyjnego podzialu (recursive partitioning) 1 byla stosowana w statystyce juz przez
Morgana i Sonquista (1963). Jej wykorzystanie w analizie dyskryminacyjnej i regre-
sji przedstawili Breiman i in. (1984), proponujac algorytm CART. W jezyku pol-
skim wyczerpujaca monografia poswigcong zagadnieniom budowy modeli w posta-
ci drzew klasyfikacyjnych i regresyjnych jest praca Gatnara (2001).

Przebieg procedury rekurencyjnego podzialu najlepiej reprezentuje drzewo,
tj. graf spojny i bez cykli; stad nazwa metody — drzewa klasyfikacyjne (classifi-
cation trees). W ramach omawianej metody model jest tworzony nie globalnie,

* W istocie prawidlowa nazwa w jezyku polskim powinna brzmieé: drzewa dyskryminacyjne.
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lecz poprzez ztozenie modeli lokalnych o najprostszej postaci (tj. statej), budo-
wanych w kazdym z K roztacznych segmentow, na jakie dzielona jest wielo-
wymiarowa przestrzen zmiennych:

fx)=> alx eR), (32)

gdzie R, (k=1,...,K) to podprzestrzenie (segmenty) przestrzeni X", a, —
parametry modelu, za$ | jest funkcja wskaznikowa.

Kazdy z obszarow R, jest definiowany poprzez jego granice w przestrzeni

Xt , ktore dla zmiennych metrycznych X, ..., X, , mozna przedstawi¢ jako:

1, e R)=[T1 " <%, <), (33)
1=1

gdzie wartosci Vli,d ) oraz Vfdg)

oznaczaja odpowiednio jego gorna i dolng granice
w |-tym wymiarze przestrzeni.
Gdy zmienne X, ..., X, maja charakter niemetryczny, to podprzestrzen

R, mozna zdefiniowa¢ jako:

l(x; e R) =] 1(x, €By), (34)

gdzie B, to podzbior zbioru kategorii zmiennej X, ,tj. By <V|.

Jezeli zmienna zalezna Y w modelu (32) jest zmienng nominalna, to model
ten nazywany jest dyskryminacyjnym i reprezentuje go drzewo klasyfikacyjne.
Wtedy parametry &, modelu (32) sa wyznaczane jako:

a,=argmax p(C,; [X; eR). (35)
i

Model w postaci drzewa klasyfikacyjnego dla zbioru IRYS, wykorzystujacy
dwie zmienne objasniajace: dtugos¢ platka (dp) i szeroko$¢ ptatka (sp), oraz
odpowiadajacy mu podziat przestrzeni dwuwymiarowej na 4 segmenty, zostaty
pokazane na rys. 1. Jak widaé, segment oznaczony litera S jest homogeniczny,
poniewaz naleza do niego wszystkie kwiaty z gatunku Setosa. Jego granice wy-
znacza formuta: 0<§p<0,8. Z kolei segment oznaczony litera C zawiera
wiekszos¢ kwiatow z gatunku Versicolor, a jego granicami w pierwszym wy-
miarze jest 0,8 < P <1,75 oraz w drugim — 0 <dp <4,95.
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Rys. 3. Drzewo klasyfikacyjne oraz podziat przestrzeni zmiennych dla zbioru IRYS

Zrédto: Tbid.

Do oceny stopnia zréznicowania podprzestrzeni R, mozna wykorzystaé

jedna z nastgpujacych miar:
— Dbtad klasyfikacji (misclassification error):

Q(Ry) =1-argmax p(C; | R,), (36)
J
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— wskaznik Giniego (Gini index):
Q(Rk):l—i(mc,- RS- (37)
— entropia: :
Q(Rk)=—g p(C, |R)log, P(C, R G8)

Omowienie wlasnos$ci przedstawionych powyzej miar oraz charakterystyka in-
nych, nieco mniej znanych, znajduje si¢ w pracy Gatnara (2001).

Powyzsze miary homogenicznosci sa wykorzystywane do kontroli procesu
podzialu przestrzeni zmiennych. Stosowana jest w tym celu strategia wspinaczki
(hill climbing), pozwalajaca dokonaé¢ podziatu, ktory jest optymalny w sensie
lokalnym. Nie gwarantuje to oczywiscie osiagnigcia rozwigzania optymalnego
w sensie globalnym.

W kazdym kroku ocena jakosci podziatu podprzestrzeni R na segmenty
R, ..., R¢ odbywa sig za pomoca kryterium:

AQ(R)=Q(R) - > QR p(K), (39)

gdzie p(K) oznacza frakcjg obserwacji w segmencie R, . Kryterium (39) podle-

ga maksymalizacji, tj. szukany jest taki podziat, ktory zapewni jak najwigksza
jednorodno$¢ uzyskanych podprzestrzeni, czyli osiagni¢cie minimum przez

QR) dlak=1,..,K.

Breiman i in. (1984) wykorzystali w swojej pracy do oceny homogeniczno-
$ci segmentow wskaznik Giniego (37). Ma on jednak pewna wadg, poniewaz
osiaga maksimum réwniez wtedy, gdy segmenty R, zawieraja jednakowa liczbg
obserwacji. Z kolei Quinlan (1993) w swoim algorytmie C4.5 stosuje entropi¢
(38), ktorej glowna wada polega na tym, ze preferuje ona taki podziat, ktory
generuje maksymalna liczbg segmentow R, . Aby tego unikna¢, mozna zasto-

sowa¢ normalizacje, uzyskujac tzw. wzgledny przyrost informacji (gain ratio):

AQR=— 2B (40)

~> p(K)log, p(k)

Podziat przestrzeni X " na podprzestrzenie odbywa si¢ za pomoca hiper-
ptaszczyzn réwnolegtych do osi (gdy zmienne X, ..., X, sa zmiennymi me-
trycznymi). ROwnanie takiej hiperplaszczyzny ma wtedy posta¢ X, =cC, gdzie

zarowno wybor zmiennej X, jak i wartosci C kontroluje miara (39).
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Aby wyznaczy¢ stata C, nalezy obliczy¢ wartos¢ kryterium (39) dla wszystkich
mozliwych wariantow podziatu zbioru wartosci V, = {V,,, ..., Vi; } zmiennej X, :

C= V|t +V|t+1 .

41
5 (41)

Zawsze uzyskuje si¢ w ten sposob dwa zbiory obserwacji: {X; : X, <C} oraz
{X; : X, >C}. Inaczej mowiac, dokonywana jest dyskretyzacja zmiennej X,
ktorej rezultatem jest powstanie drzewa binarnego, w ktorym z kazdego wezta
wychodza dwie krawedzie.

W procesie budowy modelu w postaci drzewa klasyfikacyjnego najpierw
kazda zmienna metryczna poddawana jest dyskretyzacji , a nastepnie wybierana

jest ta sposrod nich, dla ktorej kryterium (39) osiaga maksimum.

Jezeli zmienna X, ma charakter niemetryczny, to zbior jej kategorii
V, ={V,;,...,Vir} jest dzielony na dwa podzbiory (w przypadku drzewa binar-
nego), tak aby warto$¢ kryterium (39) byla jak najwigksza (takich podziatow jest
2" dla zmiennych porzadkowych oraz 2" ' —1 dla zmiennych nominalnych).
Najczgéceiej punktem wyjécia jest podziat V|, na T podzbiorow {V,},....{Vir},
a nastgpnie te podzbiory sa stopniowo taczone. W metodzie CHAID, ktora zapropo-
nowat Kaas (1980) tym procesem Iaczenia steruje statystyka ;(2 .

W przypadku modeli w postaci drzew klasyfikacyjnych pojawia si¢ pro-
blem wyboru takiej postaci modelu, by jego blad predykcji byl jak najmniejszy.
Sposrod metod wykorzystywanych w celu wyeliminowania tego zjawiska i zmniej-
szenia stopnia ztozonosci modelu, najczesciej” stosuje si¢ tzw. przycinanie kra-
wedzi (pruning). Zabieg ten powoduje redukcje wielkoSci drzewa poprzez usu-
nigcie niektorych jego fragmentéw, co moze oznacza¢, ze z modelu zostana
wyeliminowane niektore zmienne.

Breiman i in. (1984) zaproponowali pewna forme¢ regularyzacji, ktéra po-
zwala uzyska¢ kompromis pomigdzy zlozonoscia modelu i jego jakoscia w po-
staci kryterium:

S,(D)=Q(D)+4-K, (42)

" W pracy Gatnara (2001) oméwiono takze metody podziatu zbioru wartoéci zmiennej X, na trzy

i wigcej przedziatow (multiway split), w rezultacie czego powstaja drzewa niebinarne. To za-
gadnienie jest jednak jeszcze bardziej ztozone.

™ Gatnar (2001) omawia takze rzadziej stosowana metode skracania krawedzi drzewa (ang. shrin-
king), ktore sa proporcjonalne do stopnia homogeniczno$ci w weztach.
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ktore podlega minimalizacji. W powyzszej formule Q(D) = z; O(R,)p(k)

to miara jakos$ci modelu D w postaci drzewa, K oznacza liczbg lisci i jest oce-
na ztozonos$ci modelu, za§ A to tzw. parametr ztozono$ci (A > 0). Duze warto-
$ci parametru A oznaczaja podzial na niewiele segmentow (male drzewa), zas
mate wartosci — drzewa bardziej rozbudowane, o duzej liczbie lisci. W przypad-
ku gdy A4 =0, powstaje drzewo maksymalne (pelne) D, .

5. Kierunki rozwoju analizy dyskryminacyjnej

Wzrost mozliwosci przetwarzania duzych zbioréw danych przez wspotczesne
komputery oraz dostgpno$¢ zaawansowanego oprogramowania statystycznego po-
woduje, ze sposrod metod analizy dyskryminacyjnej najszybciej rozwijaja si¢ meto-
dy nieparametryczne, wykorzystywane w systemach business intelligence 1 data
mining.

Naleza do nich np.: metoda K-najblizszych sasiadow oraz drzewa klasyfi-
kacyjne. Wazna zaleta tej ostatniej klasy modeli jest mozliwos¢ klasyfikacji
danych niepelnych, tj. zawierajacych obserwacje, dla ktérych nie mozna okresli¢
warto$ci pewnych zmiennych, np. gdy sa one trudne do zmierzenia. Metoda ta
jest rowniez odporna na wystgpowanie wartosci nietypowych. Ponadto w mode-
lu dyskryminacyjnym zmiennymi objasniajacymi moga by¢ zmienne mierzone
zarowno na skalach mocnych, jak i na skalach stabych, bez koniecznosci doko-
nywania ich transformacji.

Od dtuzszego czasu utrzymuje si¢ zainteresowanie takze takimi nieklasycz-
nymi metodami dyskryminacji, jak: sieci neuronowe (neural networks) oraz metoda
wektoréw nosnych SVM (Suport Vector Machines). Sie¢ neuronowa to model zto-
zony z wielu modeli liniowych znajdujacych si¢ w poszczegdlnych warstwach sieci,
ktore przetwarzaja dane wejSciowe 1 koryguja (,,ucza si¢”), w czasie tysigcy powto-
rzen, parametry poszczeg6élnych modeli sktadowych (Rosenblatt, 1958).

Z kolei metoda SVM, zaproponowana przez Vapnika (1995), polega na trans-
formacji obserwacji z pierwotnej przestrzeni zmiennych objasniajacych w przestrzen
o wiele wigkszym wymiarze, w ktorej klasy sa tatwiej separowalne. Obserwacje defi-
niujace potozenie funkcji oddzielajacych klasy nazywane sa wektorami no$nymi.

Warto takze wspomnie¢ o metodach taczenia modeli dyskryminacyjnych,
ktore powoduja znaczace zwigkszenie doktadnosci klasyfikacji. Zalety tego po-
dejécia, nazywanego wielomodelowym, przedstawil wyczerpujaco w swojej
monografii Gatnar (2008).
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Duzy wysitek badawczy jest wktadany obecnie w poszukiwanie metod dys-
kryminacji dla duzych i wielowymiarowych zbiorow danych. Naleza do nich
przede wszystkim zbiory danych o genotypach (gene microarray data).
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DISCRIMINANT ANALYSIS — STATE OF THE ART
AND FUTURE DEVELOPMENTS

Summary

The aim of the discriminant analysis is to partition the multivariate feature space in-
to subspaces in order to separate observations belonging to different classes. In other
words, its task is to find a model that can give class descriptions on the basis of a set
containing previously classified observations. Then the model is applied to classify new
ones with a minimum error. Founded in 1936 by Fisher, the discriminant analysis had
become an important part of multivariate statistical analysis. It has many applications
and is an obligatory procedure in many available data mining systems.

In Poland prof. J6zef Kolonko has been one of the pioneering statisticians intere-
sted in discriminant analysis. He published his book on discriminant analysis in 1980,
based on cybernetics. Therefore the analysis had a broader meaning, including both
supervised and unsupervised classification.
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Nowadays, in statistical literature, discriminant analysis is considered only as a set
of methods that can discover class descriptions on the basis of the training set, i.e. supe-
rvised classification.

This article is devoted to review the existing approaches and new developments in
discriminant analysis starting from its roots, i.e. Fisher’s approach based on regression
analysis, and concluding with classification trees as a nonparametric discriminant analy-
sis techmique. We also mention new approaches recently proposed in statistical literatu-
re, such as: neural nets, K-nearest neighbors and support vector machines.
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ROLA KOBIET W POLSKIM SPOLECZENSTWIE
— ANALIZA EMPIRYCZNA Z WYKORZYSTANIEM
MODELI KLAS UKRYTYCH DLA DANYCH
JAKOSCIOWYCH

Wprowadzenie

Modele klas ukrytych (ang. latent class models), zwane rowniez analiza
klas ukrytych (ang. latent class analysis) naleza do tzw. modeli ze zmiennymi
ukrytymi (ang. latent variable models), w ktorych ukryta zmienng jest klasa.
Modele te mozna zaliczy¢ rowniez do tzw. podej$cia modelowego w taksonomii
(ang. model-based clustering), gdzie wykorzystywana jest idea mieszanek roz-
ktadow (zob. Domanski, Pruska, 2000; Witek, 2009). W odréznieniu od heury-
stycznych metod taksonomicznych (tj. metod hierarchicznych, iteracyjno-
-aglomeracyjnych), w ktorych podstawa klasyfikacji obiektow do klas sg rozne-
go rodzaju miary odleglosci, w podejsciu modelowym obiekty klasyfikowane sa
na podstawie prawdopodobienstw.

Istota modelowania klas ukrytych jest badanie zwigzkéw mig¢dzy katego-
riami zmiennych nominalnych i porzadkowych. Wykorzystuje ona dane zawarte
w tablicy kontyngencji. Metoda ta zostala wprowadzona przez Lazarsfelda
(1950) w latach 50. XX w., a w kolejnych latach rozwijana przez Goodmana
(1970), ktory przyczynit si¢ do rozwinigcia algorytmu pozwalajacego otrzymac
parametry funkcji najwigkszej wiarygodno$ci, oraz Habermana (1979), ktory
pokazat zwiazek pomiedzy modelami klas ukrytych oraz modelami logaryt-
miczno-liniowymi. Metoda ta nadal cieszy si¢ duzym zainteresowaniem i rozwi-
jana jest m.in. przez uczonych, takich jak Hagenaars (2002), Vermunt (2010),
Linzer i Lewis (2011).

1. Model klas ukrytych - definicja

Rozwaza sig¢ zbiér n obiektow, charakteryzowanych za pomoca zmiennych
dychotomicznych lub politomicznych, zwanych zmiennymi obserwowanymi
(ang. manifest variables) o wielu kategoriach [, ...,[ = (zob. Bak, 2011). Zbior
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wszystkich ~ obiektow  mozna  wigc  zapisaC za  pomoca  wektora

X,-:(Xl.jh;j:L,,,,m;h:l,__.,]

si=1, n), gdzie x, =1 oznacza i-ta

obserwacjg na j-tej zmiennej o A-tej kategorii. Przyjmujac, ze liczba wszystkich kategorii

jestrowna [ = z [ ; »2bior okreSlany jest za pomoca macierzy o wymiarach 72X m .
j=1

Model klas ukrytych dla danych jakosciowych mozna zapisa¢ jako mie-
szanke rozkladéw wielomianowych, w ktorej zaklada sig, ze kazda obserwacja
X, pochodzi z mieszanki wielowymiarowych rozktadéw wielomianowych (ang.

mixture of multivariate multinominal distributions), okreslonej jako:
f(x,]@)=> 7. f,(x]®,), (1)
s=1

gdzie:
[, — funkcja gestosei ukrytej klasy P, , (s-tego rozktadu sktadowego mieszanki),
X, — wektor realizacji zmiennych obserwowanych X, =[x, x,, ],

©, — wektor parametrow ukrytej klasy P,
©® — wektor wszystkich parametrow mieszanki rozktadow, © = (7,,0,),

7, — prawdopodobiefistwo a priori — wartos¢ prawdopodobiefistwa, ze dana

obserwacja nalezy do klasy P, (7, 20 A Z:Zl 7. =1,0, #0 Vs =l

Rozklady sktadowe mozna za$ zapisac¢ jako:
m l/
L0 =TTIT®©,n", @)
j=1 h=l
gdzie @ =(O;j=1,...,m;h=1,...,/,). Réwnanie (2) rozumiane jest
jako iloczyn m niezaleznych rozkladéw wielomianowych o parametrach G)Sj.
Parametry mieszanki oznaczone s3 za pomoca wektora @ =(z, ., 0, ).
Dla danych estymatorow 7_ i ©® 4n prawdopodobienstwa a posteriori przy-

naleznosci obiektow do poszczegolnych klas moga by¢ obliczone za pomoca
wzoru Bayes’a:

£f(x,0))
> 8 (%,.0,)

P(s|x,,0) = (3)
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Nalezy zauwazy¢, ze liczba szacowanych niezaleznie parametréw modelu
klas ukrytych wzrasta wraz z liczba klas, zmiennych i ich kategorii. Liczba sza-

cowanych parametrow wynosi “Zj (/;, =)+ (u—1). Jezeli liczba ta przekro-

czy liczebnos¢ zbioru lub taczna liczbg komoérek w tablicy kontyngencji dla
zmiennych obserwowanych, wtedy model klas ukrytych stanie si¢ modelem
nieidentyfikowalnym.

2. Model klas ukrytych z zmiennymi towarzyszacymi

Model klas ukrytych oprécz zmiennych obserwowanych moze zawieraé
jeszcze tzw. zmienne towarzyszace (ang. covariates lub concomitant variables),
majace wptyw na przynalezno$¢ obiektéw do klas — wptyw na prawdopodobien-
stwa a priori (zob. np. Dayton i Macready, 1988; Hagenaars i McCutcheon,
2002). Zmienne towarzyszace wraz ze zmiennymi X ,..., X, biorg udziat

w szacowaniu parametrow modelu klas ukrytych, na podstawie ktorego bedzie
mozna dokona¢ klasyfikacji nowych obiektéw bez udzialu zmiennych obserwo-
wanych. Zmienne towarzyszace wykorzystywane sa czgsto w badaniach marke-
tingowych, ekonomicznych, psychologicznych, w ktorych pozyskanie zmien-
nych obserwowanych jest bardzo kosztowne (por. Witek, 2011).

Najczes$ciej parametry zmiennych towarzyszacych szacowane sg wraz z po-
zostalymi parametrami modelu klas ukrytych (jednoczesnie). Ten sposob esty-
macji zwany jest jednokrokowa technika estymacji parametréw zmiennych to-
warzyszacych (ang. one-step technique for estimating the effects of covariates)
(zob. np. Dayton i Macready 1988; Hagenaars i McCutcheon, 2002). Alterna-
tywnym sposobem estymacji parametrow zmiennych towarzyszacych jest tzw.
podejscie trzykrokowe (ang. three-step approach), w ktéorym szacowane sa pa-
rametry klasycznego modelu klas ukrytych (1), nastgpnie obliczane sa prawdo-
podobienstwa a posteriori (3). W kroku trzecim szacowane sg parametry rOwna-
nia regresji, gdzie prawdopodobienstwa te traktowane sa jako zmienne zalezne,
a zmienne towarzyszace jako zmienne objasniajace. Jednakze Bolck, Crown
1 Hagenaars (2004) udowodnili, ze w wyniku szacunku parametrow trzykrokowa
metoda estymacji, estymatory parametréw takiego modelu sa obciazone.

Wiaczajac do modelu klas ukrytych zmienne towarzyszace, zaktadamy, ze
maja one wptyw na prawdopodobienstwa a priori. W klasycznym modelu klas
ukrytych (bez zmiennych towarzyszacych) zaktadamy, ze kazda obserwacja ma
takie samo prawdopodobienstwo przynaleznosci do klasy ukryte;.

W przypadku gdy zmienne towarzyszace maja wptyw na prawdopodobienstwa
przynaleznosci obiektow do klas (7, ) , model klas ukrytych zapisa¢ mozna jako:
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£3,.2,]0) = 7, (z,,0) £, (x,]0, ), @

gdzie: z, — wektor realizacji zmiennych towarzyszacych, z, =[z, x, ].

ST imy

Nadal jednak spetniony musi by¢ warunek, ze
(7,(z,,0) 20 A ZZZI t.(z,,0)=1),0, #0,Vs #[ Wplyw zmiennych towa-

rzyszacych na prawdopodobienstwa a priori wyrazany jest za pomoca wielo-
mianowej funkcji logitowej (zob. Agresti, 2002).

Jezeli w szacowaniu parametrow modelu klas ukrytych biora udzial zmien-
ne towarzyszace, zazwyczaj pierwsza z klas jest tzw. klasa referencyjna. Zaktada
si¢ wtedy, ze iloraz szans prawdopodobienstw a priori dla klas ukrytych, w po-
rownaniu do tej klasy (klasy referencyjnej) jest liniowa funkcja zmiennych towa-
rzyszacych. Dla m, zmiennych towarzyszacych, wektor parametréw tych zmiennych

o, ma dlugos¢ m, +1 (dla kazdej zmiennej towarzyszacej i wyrazu wolnego). Po-

niewaz pierwsza klasa jest klasa referencyjna, z definicji @, = 0. Wtedy:

In(zy, /7,)=z,0, (&)
In(zy; /7,;) = 2,0, (6)
In(z, /7,;)=2za, (7)

W wyniku kilku przeksztatcen otrzymujemy:

Z,0.

T, =7.(2;;0)= ue . (8)

zZ,0
itq
e

g=1
W modelu klas ukrytych z udziatem zmiennych towarzyszacych, szacowa-
nych jest wigc u —1 wektorow @, a takze warunkowych prawdopodobiefstw
przynalezno$ci obiektow do klas ukrytych. Majac dane estymatory @, i @th ,
prawdopodobienstwa a posteriori i przynaleznosci obiektow do klas uzyskiwane
sa poprzez zastapienie 7, w rownaniu (3) funkcja 7 (z;; @)z roOwnania (8):

?.(2,;,0)/(x,,0,)

P(S|Xi,Zi) = —.
> 2,250 f(x,.0,)

)
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Liczba szacowanych parametrow takiego modelu klas ukrytych jest réwna

uz_/ (Z, ~D+(s+Du—-1).

3. Estymacja parametréw

Estymacja modelu klas ukrytych polega m.in. na oszacowaniu liczby i wielko-
$ci poszczegodlnych klas. Metoda najwigkszej wiarygodnos$ci szacowane sa parame-
try modelu klas ukrytych (4). Funkcja najwickszej wiarygodnosci okreslona jest
wzorem:

n u m l/
nL=% Y z(z;0)[[[]@©,)" . (10)
i=1 s=1

j=1 h=l

Popularng metoda szacowania parametréw najwigkszej wiarygodnosci jest
algorytm EM (Dempster et al., 1977). W pakiecie poLCA wykorzystywana jest
zmodyfikowana wersja algorytmu EM (zob. Bandeen-Roche et al., 1977). Pro-
ces estymacji zapoczatkowany jest przez wartosci startowe dla @', i ®'sjh , dzigki
ktorym wyznaczone sa prawdopodobienstwa a posteriori P(S|Xi,Z ;) dane wzo-
rem (9). Parametry zmiennych towarzyszacych szacowane (i uaktualniane) sa
zgodnie z formuta:

o, =a' +(-D2logLl)"'D,logL, (11)

gdzie @' to wektor estymatorow parametrOw zmiennej towarzyszacej, D to

. r 2 : : I .
gradient, za§ D hesjan macierzy z parametrem 0. Nowe warto$ci parametrow

C)

gn Wyznaczane sa za pomoca formuty:

Zn:xij.P(s|xi,z[)
@ _ =l

(12)

5i

Zn:P(s|xi,zi)
i=1

Kroki algorytmu powtarzane sa dopdty, dopoki przyrost funkcji wiarygod-
nosci nie bedzie mniejszy niz zadana warto$¢ graniczna lub nie zostanie osiagnigta
maksymalna liczba iteracji. Wzory oraz szczegotowe informacje dotyczace gradien-
tu D, oraz hesjanu Di mozna znalez¢ w pracy Bandeen-Roche et al. (1997).
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4. Wybér modelu i ocena jako$ci dopasowania

Jedna z glownych zalet modeli klas ukrytych jest to, ze w odroznieniu od
popularnych metod taksonomicznych (tj. k-§rednich, metody Warda), istnieje kilka
statystycznych miar shuzacych wyborowi i ocenie ich jakosci dopasowania. Najcze-
$ciej w roznego rodzaju badaniach empirycznych na poczatku sprawdza si¢ dopa-
sowanie dla s =1. W kolejnych krokach zwigksza si¢ liczbe klas o jeden, tak dtugo
az model osiagnie najlepsze dopasowanie. Nalezy jednak pamigtac, ze wraz z do-

datkowa liczba klas, liczba szacowanych parametrow wzrasta o 1+ ZI_(Z =D,

dlatego najczesciej wykorzystywane sa kryteria informacyjne, bedace wyrazem
kompromisu pomigdzy jakoscia dopasowania a zlozonoscia modelu. Do najbar-
dziej popularnych kryteriow informacyjnych zaliczane sa: Bayesowskie kryte-
rium informacyjne Schwarza BIC (Bayesian Information Criterion), kryterium
informacyjne Akaike AIC (Akaike Information Criterion). Kryteria te moga
dawac niejednoznaczne wskazania co do oceny modeli klas ukrytych.

Istnieje kilka formut zapisu wspomnianych kryteriow oceny dopasowania
modeli klas ukrytych. W pakietach programu R najczesciej wykorzystywane sa
kryteria podlegajace minimalizacji. Mozna je przestawi¢ na pomocg nast¢puja-
cych wzoréw:

BIC = —2logP(Xi‘(:)S,MS)+vS log(n), (13)
AIC, = —210gP(xi‘(:)s,Ms)+ 2., (14)

gdzie:
log P(x, (:)S ,M ) — logarytm funkcji wiarygodnosci dla oszacowanego wektora

parametrow modelu,
M, v, —liczba parametréw modelu,

n — liczba obserwacji.

Pierwsza czg$¢ powyzszych rownan odpowiada za wybor modeli o najwyz-
szej dobroci dopasowania, za$§ cze$¢ druga odrzuca modele z nadmierng liczba
parametrow. Porownania réznych kryteriow informacyjnych mozna znalez¢
m.in. w pracach: McLachlan i Peel (2000), Biernacki et al. (1999), Bozdogan
(2000). W cze$ci empirycznej pracy wykorzystano dwa najbardziej popularne
kryteria, tj. BIC oraz AIC. Kryteria te stosowane sa w celach porownawczych
modeli o roznej liczbie klas. Im nizsza warto$¢ kryteriow, tym lepsza jako$§¢
dopasowania danego modelu.
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5. Analiza empiryczna

Analize klas ukrytych przeprowadzono na podstawie danych uzyskanych
z bezptatnej bazy danych Polskiego Generalnego Sondazu Spotecznego (PGSS)
1992-2008". W niniejszym artykule rozwazano dane z 2008 r. Analiza zostata
przeprowadzona z uwzglednieniem szeSciu zmiennych i z pominigciem odpo-
wiedzi ,,nie wiem” (,,trudno powiedzie¢”). Badana proba liczyta 986 o0sob.

W przyktadzie wykorzystano sze§¢ zmiennych obserwowanych X, — X, .

W nawiasie podano oryginalne nazwy ze zbioru PGSS 2008.

1. X, (q5): Kobiety nie nadaja si¢ do polityki (1 — zgadzam sig; 2 — nie zga-
dzam sig);

2. X, (q6): Rzadzenie krajem pozostawi¢ mezczyznom (1 — zgadzam sig; 2 — nie
zgadzam sig);

3. X, (q7a): Pracujaca matka moze zapewni¢ ciepto (1 — zgadzam sig; 2 — nie
zgadzam sig);

4. X, (q7b): Zona niech zapewni mezowi karier¢ (1 — zgadzam sig; 2 — nie
zgadzam sig);

5. X (q7c): Praca matki szkodzi dziecku (1 — zgadzam sig; 2 — nie zgadzam sig)

6. X, (q7d): Lepiej gdy mezczyzna zarabia/kobieta w domu (1 — zgadzam sig;
2 — nie zgadzam sig¢).
Uwzgledniono rowniez nastgpujace zmienne towarzyszace:
a) Z,: ple¢ respondenta (1 — mgzczyzna, 2 — kobieta);
b) Z,: stan cywilny: kawaler, konkubinat, zonaty, rozwiedziony, separacja,
wdowiec;
¢) Z,: wyksztalcenie: zawodowe (niepetne podstawowe, podstawowe, zasadni-

cze zawodowe), $rednie (niepelne $rednie, $rednie ogolnoksztatcace, Srednie
zawodowe, policealne/pomaturalne, nieukonczone studia wyzsze), wyzsze
(ukonczone studia licencjackie, ukonczone studia magisterskie).
W badaniach wykorzystano pakiet poLCA programu R.
Aby wybra¢ optymalna liczbe klas ukrytych (ukryta liczbe sktadowych mo-
delu), obliczono wartosci kryteriow informacyjnych AIC oraz BIC dla liczby
klas s =1,...,u dla tzw. modelu podstawowego, tj. bez udzialu zmiennych

towarzyszacych (ang. base model), (zob. np. Collins i Lanza, 2011). W przypadku
analizowanego zbioru danych kryteria wskazaly minimalng warto$¢ dla liczby klas
réwnej cztery. Niewiele wigksza warto$¢ otrzymano dla trzech klas. W takich sytu-

* Dane dostgpne na stronie: http://pgss.iss.uw.edu.pl.
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acjach czesto wybierane sa modele mniej ztozone (zob. np. Collins i Lanza, 2011),
dlatego tez w dalszej czgSci pracy analizowano model o trzech klasach ukrytych.
Nastepnie szacowano modele klas ukrytych dla zmiennych X, — X iroz-

nych zestawach zmiennych towarzyszacych (np. Z, + Z,, Z, + Z,). Rozwaza-

no roéwniez interakcje pomigdzy zmiennymi towarzyszacymi, ale wszystkie
z nich okazaty si¢ nieistotne. Na podstawie analizy przeprowadzonych obliczen
(analiza kryteriow informacyjnych oraz badania istotnosci parametrow za pomo-
ca testu t-Studenta) przyjeto ostateczny podziat badanej proby respondentow na trzy
klasy, z wykorzystaniem trzech zmiennych towarzyszacych. Dla wybranego modelu
przedstawiono prawdopodobienstwa przyjmowania przez zmienne obserwowane
wartosci 1 (,,zgadzam sig”) w klasie pierwszej, drugiej i trzeciej (rys. 1).

1

o
o
|

0.6

04

Prawdopodobienstwa dla P(X)

Zmienne obserwowane X1-X6

Rys. 1. Prawdopodobiefistwo wyboru wartoéci 1 dla zmiennych X = X 6

Na rys. 2 przedstawiono prawdopodobienstwa wyboru pierwszej kategorii
dla zmiennych X, — X, (odpowiedz na ,tak”) dla kazdej z klas. Wysoko$¢

shupkow oznacza prawdopodobienstwa odpowiedzi ,,tak/zgadzam si¢”. Widocz-
ne sg takze prawdopodobienstwa a priori (wagi) dla poszczegélnych klas.
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Rys. 2. Wyniki segmentacji respondentow

W klasie pierwszej, najmniej licznej (7, = 0,25 ), 28% respondentow twierdzi,
ze kobiety nie nadaja si¢ do polityki. Bardzo maty procent (0,07%) w tej klasie sta-
nowia osoby zgadzajace si¢ z tym, ze rzadzenie krajem nalezy pozostawi¢ mezczy-
znom. Prawie 50% zgadza si¢ z opinia, ze pracujaca matka moze zapewnic ciepto.
16% twierdzi, ze Zzona jest odpowiedzialna za karier¢ m¢za. Najwigkszy odsetek
w tej grupie (87%) stanowia respondenci przekonani, ze praca matki szkodzi dziec-
ku. Niewiele mniej (79%) respondentéw uwaza, ze lepiej, gdy zarabia mezczyzna.

Klasa druga jest klasa liczniejsza — nalezy do niej 37% wszystkich ankieto-
wanych. W klasie tej 31% respondentow uwaza, ze kobiety nie nadaja si¢ do
polityki, a 7% zgodzito si¢ z opinia, ze rzadzenie krajem nalezy pozostawic
mezezyznom. W klasie drugiej jest najwigkszy (w porownaniu z klasa pierwsza
1 trzecia) udzial 0sob (93%), ktore sadza, ze pracujaca matka moze zapewnic cieplo.
Tylko 9% ankietowanych uwaza, ze zona powinna zapewni¢ karier¢ m¢zowi. Taki
sam procent stanowia osoby, ktore twierdza, ze praca matki szkodzi dziecku.
W klasie tej jest najmniej 0sob (w poréwnaniu do klasy pierwszej i trzeciej), tj. 22%,
ktére sadza, iz lepiej jest, gdy o utrzymanie rodziny troszczy si¢ m¢zczyzna.

Klasa trzecia jest tak samo liczna, jak klasa druga (z; = 0,37). Ponad 90%
0sOb zgadza si¢ z opinia, ze kobiety nie nadaja si¢ do polityki. Nieco mniej
(87%) uwaza, ze rzadzenie krajem nalezy pozostawi¢ mezczyznom. Ponad po-
lowa ankietowanych tej klasy jest zdania, ze pracujaca kobieta moze zapewnic
rodzinne cieplo, ale na pytanie: ,,Czy praca matki szkodzi dziecku?” az 81%
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odpowiedziato twierdzaco. W klasie tej az 95% oso6b uwaza, ze lepszym rozwia-
zaniem dla rodziny jest tylko zawodowa praca me¢zczyzny.

W kolejnej czesci pracy dokonano analizy wptywu zmiennych towarzysza-
cych na przynalezno$¢ analizowanych obiektéw do klas. Jezeli chodzi o zmienna
»ple¢”, okazuje sig, ze dla mezczyzn wystepuje najwyzsze prawdopodobienstwo
przynaleznos$ci do klasy trzeciej, a najnizsze w przypadku klasy drugiej. Z kolei
udziat kobiet w klasie drugiej jest najwyzszy 1 wynosi prawie 50%, kolejno
w klasie pierwszej oraz trzeciej.

Dokonujac analizy wpltywu zmiennej towarzyszacej ,,stan cywilny” (dla
mezezyzn z Srednim wyksztalceniem), prawdopodobienstwo przynaleznosci do
klasy pierwszej jest prawie takie samo dla 0sob o r6znym stanie cywilnym. W klasie
drugiej najwigksze prawdopodobienstwo wystepuje w przypadku kawaleréw, na-
stepnie panéw zyjacych w konkubinacie oraz zonatych (najnizsze dla wdowcow).
Prawdopodobienstwo przynaleznosci do klasy trzeciej (,.konserwatywnej”) jest
najwyzsze dla wdowcow, nastepnie 0sob zyjacych w separacji i rozwiedzionych.

Jezeli chodzi o zmienna towarzyszaca ,,wyksztalcenie”, to dla mezczyzn,
zonatych o wyksztalceniu zawodowym, najwyzsze jest prawdopodobienstwo
przynaleznosci do klasy trzeciej. Prawdopodobienstwo przynaleznos$ci do tej
klasy spada wraz z lepszym wyksztatceniem respondentéw. Z kolei prawdopo-
dobienstwo przynaleznosci do klasy drugiej wzrasta wraz z lepszym wyksztal-
ceniem. Jesli chodzi o klas¢ pierwsza, to prawdopodobienstwo przynalezno$ci
do tej klasy jest prawie takie samo dla oséb o réznym poziomie wyksztatcenia.
Wptyw wyksztalcenia na przynaleznos¢ do klas dla kobiet jest bardzo podobny
(rys. 3). Ze wzgledu na ograniczenia objetoSciowe na rys. 3 zamieszczono tylko
wykres dla zmiennej towarzyszacej Z, (wyksztatcenie).
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Rys. 3. Wykres przynalezno$ci kobiet (strona lewa) i mgzczyzn (strona prawa) do trzech klas

Dla zmiennej towarzyszacej ,,wyksztatcenie” sporzadzono oddzielne wy-
kresy dla kobiet i m¢zczyzn, przyjmujac, ze zmienne jakosciowe sa rowne kate-
gorii wystepujacej najczesciej (stan cywilny — zamezna/zonaty). W podobny
sposob sporzadzono wykresy i dokonano interpretacji dla zmiennej towarzysza-
cej ,,ple¢” 1 ,,stan cywilny” (zob. np. Linzer i Lewis, 2011; Witek, 2011).

Podsumowanie

W artykule przedstawiono przyktad zastosowania modeli klas ukrytych do
oceny roli kobiet w polskim spoteczenstwie. Analiza klas ukrytych umozliwita
segmentacj¢ respondentow na podstawie odpowiedzi udzielonych w badaniu
Polskiego Generalnego Sondazu Spolecznego. Wyodrgbniono trzy klasy o podob-
nych wzorcach zachowan i postaw dla polskich respondentéw. Dokonano roéwniez
oceny wplywu zmiennych demograficznych na ich przynaleznos¢ do klas.

Do klasy pierwszej zaliczono najmniej osob przeciwnych temu, by kobiety
zajmowatly si¢ polityka (zarowno jesli chodzi petienie réznych funkcji politycz-
nych, jak 1 rzadzenie krajem). W przypadku pracy zawodowej panuje tu raczej prze-
konanie, by kobieta zostata w domu. Respondenci klasy drugiej sa przekonani, ze
kobiety jak najbardziej powinny realizowaé si¢ zawodowo, a rodzina na tym nie
ucierpi. Nie maja rowniez przeciwwskazan, by kobiety pehily funkcje politycz-
ne. Klasa trzecia jest klasa osob ,,konserwatywnych”, bedacych zdania, ze kobie-
ta po prostu powinna przebywaé w domu (ani nie pracowac, ani nie angazowac
sig w zycie polityczne naszego kraju).



Rola kobiet w polskim spoteczenstwie — analiza empiryczna z wykorzystaniem... 71

Bibliografia

Agresti A. (2002): Categorical Data Analysis. John Wiley & Sons, Hoboken.

Bandeen-Roche K., Miglioretti D.L., Zeger S.L., Rathouz P.J. (1997): Latent Variable
Regression for Multiple Discrete Outcomes. ,Journal of the American Statistical
Association”, No. 92(40), s. 123-135.

Bak A. (2011), Modele klas ukrytych dla danych jakosciowych. W: Analiza danych jako-
sciowych i symbolicznych z wykorzystaniem programu R. Red. E. Gatnar, M. Wale-
siak. C.H. Beck, Warszawa, s. 204-222.

Biernacki C., Celeux G., Govaert G. (1999): Choosing Models in Model-Based Cluster-
ing and Discriminant Analysis. ,,JJournal of Statistical Computation and Simula-
tion”, No. 64, s. 49-71.

Bolck A., Croon M., Hagenaars J. (2004): Estimating Latent Structure Models with Ca-
tegorical Variables: One-step Versus Three-step Estimators. ,,Political Analysis”,
No. 12(1), s. 3-27.

Bozdogan H. (2000): Akaike’s Information Criterion and Recent Developments in In-
formation Criterion. ,,Journal of Mathematical Psychology”, No. 44, s. 62-91.

Collins L.M., Lanza S.T. (2011): Latent Class and Latent Transition Analysis with Ap-
plications in the Social, Behavioral, and Health Sciences. John Wiley & Sons, Wi-
ley, s. 100-103; 151, 177.

Dayton C. M., Macready G.B. (1988): Concomitant-variable Latent-class Models. ,,Jo-
urnal of the American Statistical Association”, No. 83(401), s. 173-178.

Dempster A.P., Laird N.P., Rubin D.B. (1977): Maximum Likelihood for Incomplete
Data Via the EM Algorithm (with discussion). ,Journal of the Royal Statistical So-
ciety”, No. 39, ser.B, s. 1-38.

Domanski C., Pruska K. (2000): Nieklasyczne metody statystyczne. PWE, Warszawa.

Goodman L. (1970): The Multivariate Analysis of Qualitative Data: Interactions Among
Multiple Classification. ,,Journal of the American Statistical Association”, No. 65,
s. 226-256.

Haberman S.J. (1979): Analysis of Qualitative Data, New Developments. Academ ic
Press, New York, No 2.

Hagenaars A.J., McCutcheon A.L. (2002): Applied Latent Class Analysis. Cambridge
University Press, Cambridge.

Lazarsfeld P.F. (1950): The Logical and Mathematical Foundations of Latent Structure
Analysis. W: Measurement and Prediction. Red. S.A. Stouffer. John Wiley &
Sons, New York, s. 362-412.

Linzer D., Lewis J. (2011): poLCA: An R Package for Polytomous Variable Latent Class
Analysis. ,,Journal of Statistical Software”, No. 42(10), s. 1-29.

McLachlan G.J., Peel D. (2000): Finite Mixture Models. Wiley, New York, s. 81-116.



72 Ewa Genge

Vermunt, J.K. (2010): Latent Class Modeling With Covariates: Two Improved Three-step
Approaches. Political Analysis, 18, s. 450-469.

Witek E. (2009): Analiza skupien — podejscie modelowe. W: Statystyczna analiza danych
z wykorzystaniem programu R. Red. M. Walesiak, E. Gatnar. Wydawnictwo Na-
ukowe PWN, Warszawa, s. 434-462.

Witek E. (2011): Modele mieszanek dla danych jakosciowych. W: Analiza danych jako-
Sciowych i symbolicznych z wykorzystaniem programu R. Red. E. Gatnar, M. Wale-
siak. C.H. Beck, Warszawa, s. 223-241.

A ROLE OF WOMEN IN POLISH SOCIETY — AN EMPIRICAL ANALYSIS
WITH THE USE OF LATENT CLASS MODELS

Summary

The paper focuses on latent class models and it’s application for quantitative data.
Latent class modeling is one of a multivariate analysis techniques of the contingency
table and can be viewed as a special case of model-based clustering, for multivariate
discrete data. It is assumed that each observation comes from one of a number of subpo-
pulations, with its own probability distribution.

We used latent class analysis for grouping and detecting inhomogeneities of Polish
opinions on role of women in polish society. We analyzed data collected as part of the
Polish General Social Survey (GSS) using poLCA package of R.
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RYZYKO MODELU A MIARY RYZYKA

1. Ryzyko modelu i miary ryzyka — wprowadzenie

Nie ulega watpliwosci, iz modele matematyczne sa cz¢sto przydatne w ana-
lizie zjawisk ekonomicznych, a w konsekwencji we wspomaganiu decydentow.
Wiadomo jednak, iz model jest przyblizeniem rzeczywistosci, za§ jego prak-
tyczna uzyteczno$¢ zalezy od tego, jak dobre jest to przyblizenie. Kluczowe dla
uzytkownika nie jest to, na ile model jest dobrym przyblizeniem obecnej (i prze-
sztej) rzeczywistosci, lecz jak dobrym bedzie przyblizeniem przysziej rzeczywi-
stosci. To jednak moze by¢ zweryfikowane dopiero ex post. Pojawia si¢ zatem
pytanie, czy w momencie tworzenia modelu nie bedzie jakiegokolwiek narze-
dzia weryfikacji modelu z punktu widzenia jego uzytecznosci w przysztosci.

Odpowiedz na to pytanie jest negatywna; pomocna tu moze by¢ analiza
tzw. ryzyka modelu. Ogoélna definicja tego pojecia jest nastgpujaca: Ryzyko
modelu jest to ryzyko wynikajace z zastosowania btednego modelu w §wiecie
rzeczywistym.

Problematyka ryzyka modelu jest szczegdlnie widoczna w przypadku mo-
deli dotyczacych zjawisk i procesow finansowych, przede wszystkim tych za-
chodzacych na rynkach finansowych. Znaczenie ryzyka modelu jako zjawiska,
ktére moze doprowadzi¢ do powaznych problemow finansowych, zostato wy-
raznie zidentyfikowane po raz pierwszy przy okazji upadku funduszu hedgingowe-
go Long Term Capital Management (LTCM). Fundusz ten w latach 1994-1998
stosowat bardzo zaawansowane modele wyceny instrumentéw finansowych. Na
poczatku decyzje podejmowane na podstawie tych modeli prowadzity do ponad-
przecigtnych wynikow inwestycyjnych funduszu, jednak w 1997 r. w trakcie
kryzysu finansowego w Azji Poludniowo-Wschodniej fundusz poniost straty, a jego
upadek nastapil w trakcie kryzysu finansowego w Rosji w 1998 r. Upadek LTCM
pokazat, iz w warunkach dynamicznie zmieniajacych si¢ rynkéw finansowych, pre-
cyzyjnie ,,skrojone” modele przestaja dziata¢ skutecznie.

Inny przyktad ryzyka modelu finansowego to ryzyko sprawozdania finan-
sowego sporzadzanego przez podmiot gospodarczy. Informacje zawarte w jego
elementach sktadowych stuza jako podstawa podejmowania decyzji, jednak
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sprawozdanie finansowe jest uproszczonym modelem podmiotu gospodarczego.
W ostatnich latach uproszczenie to jest coraz wigksze. Sprawozdawczo$¢ finansowa
nie moze sobie poradzi¢ z takimi istotnymi wspolczesnymi zjawiskami gospodar-
czymi, jak: stosowanie instrumentdw pochodnych, wystepowanie powiazan bizne-
sowych czy tez pomiar kapitatu intelektualnego. Przyklad sprawozdania finansowe-
go holdingu Enron, ktory upadt w 2001 roku, to tylko jeden z wielu przypadkow.

Celem tego artykutu jest wskazanie poprzez analiz¢ dwoch przypadkéw, w jaki
sposob ryzyko modelu objawia si¢ w modelach finansowych, w ktorych wystepuja
miary ryzyka.

Mozna wyrdzni¢ trzy podstawowe rodzaje ryzyka modeli finansowych:
— ryzyko w zakresie struktury modelu,
— ryzyko estymacji modelu,
— ryzyko zastosowania modelu.

Zostang przedstawione te trzy rodzaje ryzyka oraz dzialania, jakie tworzacy
model oraz jego uzytkownik powinni podja¢ w celu zmniejszenia ryzyka modelu.

1.1. Ryzyko w zakresie struktury modelu

Takie ryzyko dotyczy konstrukcji modelu, np. wadliwej postaci funkcyjnej
modelu, nieuwzglednienia istotnych zmiennych oraz dynamiki w modelu. Przy-
ktadem jest model stop zwrotu akcji, w ktorym zatozono rozktad normalny, co
jest zbyt duzym uproszczeniem w przypadku istnienia grubych ogonow.

Analiza ryzyka w zakresie struktury modelu jest analiza jakosciowa. Polega
ona na weryfikacji zatozen modelu i jego postaci. Czasem moze tez by¢ przy-
datna weryfikacja empiryczna modelu na danych historycznych — stosowana jest
tu czgsto nazwa testowanie wsteczne. Mozna tez przedstawi¢ kontrargument, iz
funkcjonowanie modelu w przesztosci niekoniecznie moze by¢ dobrym wskaz-
nikiem co do tego, jak bedzie dziatal w przysztosci. Jesli jednak okaze sig, ze
model zle funkcjonuje na danych historycznych, moze to oznacza¢, ze nie
uwzglednia on pewnych istotnych zmiennych — a to jest wtasnie problem ryzyka
w zakresie struktury modelu.

1.2. Ryzyko w zakresie ocen parametréw modelu

Dotyczy to estymacji modelu, ktora moze by¢ przeprowadzona za pomoca
roznych technik i z zastosowaniem réznych zbioréw danych. Przyktadem jest
estymacja wspotczynnika beta za pomoca klasycznej metody najmniejszych
kwadratow, w ktorej nie bierze si¢ pod uwagg mozliwosci wystgpowania obserwacji
nietypowych, jak réwniez faktu niestacjonarnosci zmiennych danych w postaci
szeregOw czasowych.
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Analiza ryzyka estymacji modelu moze by¢ przeprowadzona za pomoca na-
rzedzi iloSciowych. Mozna tu zaproponowac proste podejscie, polegajace na
analizie wrazliwosci modelu ($cislej: zmiennej wyjSciowej modelu) na zmiany
wartos$ci jego parametrow. Dzigki temu jest mozliwa identyfikacja tych parame-
trow modelu, ktére maja duzy wptyw na wyniki. Pomocne moze tez by¢ wyko-
rzystanie przedzialow ufnosci dla parametréw, tam gdzie sa one znane.

1.3. Ryzyko zastosowania modelu w specyficznej sytuacji

Dotyczy to sytuacji, gdy prawidlowy (w sensie struktury i oszacowania) model
jest stosowany w otoczeniu, w ktorym warunki sa inne niz te, w jakich model si¢
sprawdzit. Przykladem jest zastosowanie modelu wyceny opcji na wschodzacym
rynku, charakteryzujacym si¢ niska ptynnoscia oraz niewielkim do§wiadczeniem
uczestnikow rynku.

Analiza ryzyka zastosowania modelu jest zazwyczaj analiza jakoSciowa,
polegajaca na sprawdzeniu zatozen i warunkow stosowania modelu oraz odnie-
sieniu ich do rynku, na ktérym chcemy go stosowac.

W bardzo wielu modelach finansowych wystepuja miary ryzyka. Jesli cho-
dzi o miary ryzyka rynkowego, to najbardziej ogdlna klasyfikacja wyréznia:

— miary oparte na rozktadzie stop zwrotu;

— miary wrazliwosci.

Gltowna réznica migdzy tymi dwiema grupami polega na tym, ze w pierwszej
analizowany jest ,.efekt ryzyka” (w postaci rozktadu statystycznego), zas w dru-
giej analizowane sg tez czynniki ryzyka (poprzez analiz¢ wrazliwo$ci zmiennej
wyjsciowej na te czynniki).

W pierwszej grupie miar znajdujg si¢:

— miary zmiennosci rozktadu,
— kwantyle rozktadu,
— warto$ci dystrybuanty rozktadu.

Zostana przedstawione dwa podstawowe przypadki, w ktorych wystepuje
ryzyko modelu wynikajace z faktu, ze miara ryzyka podlega oszacowaniu. Roz-
patrywana jest podstawowa miara ryzyka, mianowicie odchylenie standardowe
stopy zwrotu. W modelach finansowych odchylenie standardowe zwykle nazy-
wane jest po prostu zmiennoscia (volatility).

2. Model portfela dwusktadnikowego o najnizszym ryzyku

Teoria portfela (por. Markowitz, 1952) jest to historycznie pierwszy model
finansowy, w ktorym pojawita si¢ miara zmiennos$ci (wariancja stopy zwrotu).
Jak wiadomo, ryzyko portfela (mierzone odchyleniem standardowym stopy
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zwrotu) zalezy od ryzyka sktadnikow tego portfela oraz od wspdlczynnikow
korelacji stop zwrotu tych sktadnikow. Bledne oszacowanie tych elementéw moze
prowadzi¢ do niedoszacowania (badz przeszacowania) ryzyka tego portfela.

W dalszej czesci bedzie rozwazane zagadnienie wyznaczania portfela o mi-
nimalnym ryzyku (Minimum Variance Portfolio), przy czym dla uproszczenia
rozpatrywany jest jedynie portfel dwusktadnikowy.

Udziaty sktadnikéw w dwusktadnikowym portfelu o minimalnym ryzyku
dane sa nastgpujacymi wzorami:

W = Szz —SS,0),
1 2 2
S +S,° —-288,p,

W S —SSP
2 2 2
S +S —-28s5p),

W dalszych rozwazaniach nie jest analizowane ryzyko modelu wynikajace
z oszacowania wspotczynnika korelacji. Problemowi temu po§wigcony jest arty-
kut Jajugi (2010). Nastgpnie bedzie rozpatrywane jedynie ryzyko wynikajace
z estymacji odchylenia standardowego stop zwrotu obu sktadnikéw portfela.

W celu analizy tego ryzyka wykorzystano wzor na przedziat ufnosci odchy-
lenia standardowego dla duzej proby:

(1)

)

P 3 <o < S =l-a
1+ua/\/% l—ua/\/% 3)

P(-u, <U <u)=1-a )

gdzie U jest zmienng o standaryzowanym rozktadzie normalnym.

Nalezy pamigtaé, ze podstawowe uproszczenie w tym podej$ciu wynika
z zatozenia, iz rozpatrywana populacja ma rozktad normalny.

Mozna przyja¢, ze dolny i gorny kraniec przedzialu ufnosci informuja
o niedoszacowaniu badz przeszacowaniu odchylenia standardowego. Wskazuja
zatem na ryzyko modelu portfela dwusktadnikowego wynikajace z estymacji
odchylenia standardowego.

W celu zilustrowania tego zagadnienia rozwazany jest przyktad wskazujacy
na wpltyw estymacji odchylenia standardowego na ryzyko portfela o minimal-
nym ryzyku (MVP). Ryzyko tego portfela wyznacza si¢ za pomoca klasycznego
wzoru na ryzyko portfela dwusktadnikowego z zastosowaniem udziatow danych
wzorami (1) i (2).
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Przyjmijmy, iz liczba obserwacji, na podstawie ktérych oszacowano odchy-
lenie standardowe, wynosi 50, za§ poziom ufnosci to 0,95. Po zastosowaniu
wzorow (3) i (4) otrzymuje si¢ przedziat ufnosci dany wzorem:

0,8365< o < 1,244s (5)

W przyktadzie rozpatrywane sa dwa przypadki, jesli chodzi o warto$¢ od-
chylenia standardowego sktadnikéw portfela:
— taka sama warto$¢ odchylenia standardowego obu sktadnikdéw, rowna 20%;
— istotnie r6zne wartosci odchylenia standardowego, wynoszace odpowiednio
10% 1 50%.
Analizowane sa tez dwa przypadki, jesli chodzi o warto§¢ wspotczynnika
korelacji stop zwrotu, mianowicie 0,1 oraz 0,5.
Tabela 1 przedstawia wartosci odchylenia standardowego portfela MVP
W pigciu scenariuszach:
— prawidtowo oszacowane oba odchylenia standardowe (symbol DD);
— niedoszacowane oba odchylenia standardowe (symbol NN);
— niedoszacowane pierwsze, a przeszacowane drugie odchylenie standardowe
(symbol NP);
— przeszacowane pierwsze, a niedoszacowane drugie odchylenie standardowe
(symbol PN);
— przeszacowane oba odchylenia standardowe (symbol PP).

Tabela 1
Ryzyko portfela MVP wedlug r6éznych scenariuszy

Odchylenie Odchylenie Wspotczynnik | Ryzyko | Ryzyko | Ryzyko | Ryzyko | Ryzyko

standardowe standardowe o,

pierwszego drugiego korelacji stop portfela | portfela | portfela | portfela | portfela

skladnika skladnika zwrotu bD NN NP PN PP

20% 20% 0,1 14,83% | 12,40% | 14,50% | 14,50% | 18,45%
20% 20% 0,5 17,32% | 14,48% | 16,40% | 16,40% | 21,55%
10% 50% 0,1 9,95% 8,32% 8,36% 12,20% | 12,38%
10% 50% 0,5 9,45% 7,90% 7,70% 12,11% | 11,75%

Zrédto: Obliczenia whasne.

Z tab. 1 wynika, iz:
— niedoszacowanie (przeszacowanie) miar ryzyka powoduje niedoszacowanie
(przeszacowanie) ryzyka portfela, co jest naturalne;
— wielko$¢ bledu oszacowania ma wigksze znaczenie w przypadku przeszaco-
wania niz niedoszacowania;
— wspotczynnik korelacji stop zwrotu nie ma wigkszego znaczenia dla niedo-
szacowania badz przeszacowania ryzyka portfela.
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3. Model wyceny opcji

Klasycznym modelem wyceny opcji europejskich jest model Blacka-
-Scholesa-Mertona (por. Black, Scholes, 1973; Merton, 1973). Wartos¢ opcji ma
istotne znaczenie dla praktyka, ktory podejmuje decyzje dotyczace zabezpiecze-
nia przed ryzykiem badz decyzje inwestycyjne z zastosowaniem tego instrumen-
tu pochodnego.

Rozpatrywany jest tu najprostszy przypadek, w ktorym instrument podsta-
wowy nie przynosi zadnych dochodow przed wygasnigciem opcji. Wystepuje tu
zatem klasyczny model wyceny Blacka-Scholesa, w ktorym warto$¢ opcji zalezy
od pigciu czynnikéw. Sposréd nich cztery sa znane: warto$¢ instrumentu pod-
stawowego, cena wykonania, czas do wygasnigcia opcji oraz stopa wolna od
ryzyka (za ktora czgsto przyjmuje sig¢ stopg z rynku miedzybankowego). Ozna-
cza to, ze te cztery czynniki nie wptywaja na ryzyko modelu wyceny opcji.

Inaczej jest w przypadku piatego czynnika, ktérym jest zmiennos$¢ wartosci
instrumentu podstawowego, mierzona jako odchylenie standardowe stopy zwro-
tu tego instrumentu. Praktycy dziatajacy na rynku opcji zazwyczaj si¢gaja po
jeden z dwoch sposobow estymacji zmiennoS$ci.

Pierwszym jest zastosowanie tzw. zmiennosci historycznej, czyli estymacja
odchylenia standardowego (badz wariancji) za pomoca modeli ekonometrycz-
nych i statystycznych, przy zastosowaniu danych historycznych dotyczacych
warto$ci instrumentu podstawowego. Gtowna wada tego sposobu jest to, ze
zmienno$¢ w najblizszej przysztosci moze si¢ r6zni¢ od zmiennosci przeszie;j.

Drugim sposobem jest zastosowanie tzw. zmiennosci implikowanej, ktora
polega na ,,odwréceniu” modelu Blacka-Scholesa i wyznaczeniu zmienno$ci na
podstawie obecnych cen opcji. Zasadnicza wada tego sposobu jest przyjecie
zatozenia, ze rynek jest w stanie rownowagi okreslanym modelem Blacka-
Scholesa, a obecnie obserwowana zmienno$¢ jest dobrym oszacowaniem ocze-
kiwan co do przysztej zmiennosci.

Warto zatem zadac¢ pytanie, jakie jest ryzyko modelu wyceny opcji wynika-
jace z btednego oszacowania zmienno$ci, tzn. z tego, ze zmiennos¢ zrealizowana
w okresie do wygasnigcia opcji bedzie rézna od oszacowanej zmiennosci.

Odpowiedz daje analiza wrazliwosci warto$ci opcji na zmiany zmiennosci.
Do tego celu mozna wykorzysta¢ jeden z tzw. greckich wspotczynnikow, kto-
rym jest wspotczynnik vega. Standardowo wykorzystywany jest on jako miara
ryzyka rynkowego opcji, natomiast tutaj postuzy on do oceny ryzyka modelu
wyceny opcji.

Wspotczynnik vega (w klasycznym przypadku modelu Blacka-Scholesa)
dany jest nastepujacym wzorem (por. Hull, 2011):
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vega = Sg(d )WT (6)

gdzie:

S— wartos¢ instrumentu podstawowego,

T — czas do wygasnigcia opcji,

@ — gesto$¢ standaryzowanego rozktadu normalnego,

d, — argument funkecji, okre$lony wzorem (por. Hull, 2011):

ln(>s() +(r+ 622)T

AT

d, (7)

gdzie:

X — cena wykonania (tzw. strike),

I — stopa wolna od ryzyka,

o — odchylenie standardowe stopy zwrotu instrumentu podstawowego.

Wspotezynnik vega wskazuje na zmiany wartosci opcji przy jednoprocen-
towych zmianach zmiennos$ci. Standardowo wykorzystywany jest w réznych
strategiach opcyjnych, m.in. prowadzacych do uzyskania portfela opcji odporne-
g0 na zmiany zmiennosci instrumentu podstawowego.

Z punktu widzenia ryzyka modelu wyceny opcji istotne sa dwie wtasciwo-
$ci tego wspotczynnika (ceteris paribus):

— warto§¢ vega jest najwyzsza, gdy wartos¢ instrumentu podstawowego jest
rowna cenie wykonania (tzw. opcja at-the-money — ATM);
— warto$¢ vega jest tym wyzsza, im dluzszy jest czas pozostaty do wygasnigcia.

W charakterze ilustracji przedstawiony jest przyktad okreslenia wspotczynnika
wrazliwosci vega dla roznych okresow do wygasnigcia opcji (7, 31, 91 i 182 dni)
oraz roznego poziomu relacji migdzy warto$cig instrumentu podstawowego,
wynoszaca 100, a ceng wykonania (pi¢¢ rdéznych wartosci: 80, 90, 100, 110,
120). W przyktadzie tym stopa wolna od ryzyka wynosi 5% (dla wszystkich
rozpatrywanych terminéw).

Warto$ci wspotczynnika vega przedstawia tab. 2.

Tabela 2
Wartosci wspotczynnika vega wedhug roznych scenariuszy
Liczba dni do Vega: Vega: Vega: Vega: Vega:
wygasnigcia Strike = 100 | Strike = 90 Strike = 80 | Strike= 110 | Strike =120
7 13,30 0 0 0 0
31 28,77 0,02 0 0,23 0
91 48,08 2,91 0 13,14 0,17
182 65,48 12,05 0,13 44,48 6,37

Zrédto: Obliczenia wlasne.



80 Krzysztof Jajuga

Wyniki zawarte w tab. 2 potwierdzaja teoretyczne wiasciwosci. Wynika
znich, ze problem ryzyka estymacji w klasycznych modelach wyceny opcji
wystepuje w zasadzie jedynie w przypadku opcji ATM, tzn. takich, w ktorych
cena wykonania jest bliska warto$ci instrumentu podstawowego, ewentualnie
w przypadku opcji o dtugim terminie do wygasnigcia.

Podsumowanie

Przenoszenie danego modelu w czasie (zmiana funkcjonowania rynku) lub
w przestrzeni (inny rynek) moze prowadzi¢ do jego niewlasciwego zastosowania.
Jednym z podstawowych bledow tworcow i uzytkownikéw modeli jest dazenie do
tego, aby model byt precyzyjny oraz dobrze dopasowany do danych historycznych.

Modele stosowane na rynkach finansowych powinny spetnia¢ dwa warunki
brzegowe; by¢ po pierwsze odporne na zmiany warunkow rynkowych, a po dru-
gie — przejrzyste dla uzytkownika. Spelnienie pierwszego warunku moze
zmniejszy¢ ryzyko w zakresie obszaru zastosowan modelu. Z kolei spehienie
drugiego warunku oznacza zmniejszenie zagrozenia zwigzanego z zastosowa-
niem dobrego modelu w niewlasciwy sposob z powodu niezrozumienia modelu
przez uzytkownika.

Dobra praktyka powinno si¢ sta¢ uzupetianie kazdego modelu o informa-
cje na temat ryzyka tego modelu. Dotyczy to wszystkich modeli stosowanych
w finansach — od modelu wyceny opcji po rachunek zyskéw i strat spotki.
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MODEL RISK AND RISK MEASURES

Summary

The paper discusses the problem of model risk, defined as risk resulting from the
application of wrong model in real world. Three sources of model risk are distinguished:
risk related to the structure of the model, risk of model estimation and risk connected
with the application of the model.

The main part of the paper presents the measures that can be used to evaluate risk
of model estimation. Two particular cases are solved. The first one is the construction of
two stock portfolio with minimal risk, the second one is option pricing. In both cases
estimation risk results from the fact that main parameter, which is volatility (standard
deviation if returns), has to be estimated. Finally, the paper states important conditions to
limit model risk.
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SPRAWDZANIE JEDNORODNOSCI

JAKOSCI MATERIALOW NIEKSZTALTNYCH

Z WYKORZYSTANIEM ROZKLADOW WARTOSCI
EKSTREMALNYCH

Wprowadzenie

Klasyczne metody statystyczne bardzo czesto odwotuja si¢ do zalozenia nor-
malnego rozkladu analizowanych charakterystyk oraz niezalezno$ci pomiaréw. Tak
szczegdlne znaczenie rozkladu normalnego jest zwigzane m.in. z centralnym
twierdzeniem granicznym. Przy stosowaniu metod statystycznych w kontroli jakosci
zwykle zaklada si¢ dodatkowo, Ze przedstawiany do kontroli materiat jest jednorodny.

Teoria statystycznej kontroli jako$ci przedstawia wiele roznych metod spraw-
dzania jakosci produktow. W zdecydowanej wigkszosci dotycza one obiektow
policzalnych, wystepujacych w sztukach, opakowaniach itp. W artykule podjeto
analize zagadnienia badania jakosci towaréw materiatow nieksztattnych.

Jako material nieksztaltny bedzie okreslany materiat, z ktérego nie sposob bezpo-
srednio wyodrebni¢ poszczegdlne elementy, opakowania itp. Przyktadem materiatu
nieksztaltnego moze by¢ np. zwat wegla kamiennego w punkcie sprzedazy lub ziarno
w silosach. W takim rozumieniu materiat nieksztattny moze mie¢ postac regularna np.
szesciennego bloku. W artykule przedstawiono propozycj¢ metody pozwalajacej na
weryfikacj¢ hipotezy gloszacej, ze sprawdzany materiat jest jednorodny ze wzgledu
na badana charakterystyke.

1. Rozktady wartosci ekstremalnych

Rozktadem granicznym dla wielu spotykanych w praktyce rozktadow jest
rozktad normalny. Tak jest np. z rozktadem $redniej arytmetycznej z proby proste;j,
jesli tylko warto$¢ oczekiwana 1 wariancja badanej zmiennej sg skoficzone. Wraz ze
wzrostem liczebnosci probki n rozktad $redniej z proby prostej zmierza do rozktadu
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normalnego. Czgsto w badaniach kontroli jakoS$ci nie interesuje nas jednak
przecigtny poziom jakosci, lecz wystepowanie materiatow o szczegolnie niskiej (lub
wysokiej) warto$ci sprawdzanej charakterystyki.

1.1. Doktadny rozktad wartosci maksymalnych

Niech (X,, X,,..., X,)) bedzie n-elementowa proba losowa pobrana nie-

zaleznie z populacji o dystrybuancie F(X). Oznaczajac przez Xy zmienng losowa
okreslona nastgpujaco:

Xy =max(X, X,, ..., X,) (1)

dystrybuante G(x) tej zmiennej losowej mozna wyznaczy¢ nastgpujaco:

G(X)=P(X,, <X)=P(X, <XAX, <XA...A X, <X)=
=P(X, <X)-P(X, <X)-....P(X, <x) = F"(x)

W praktyce zwykle nie ma mozliwosci odwotania si¢ do rozktadu doktad-
nego. Tak bedzie np. w sytuacji, gdy nie jest znany rozktad analizowanej
zmiennej lub jego ztozona posta¢ nie daje mozliwos$ci wyznaczenia rozktadu
doktadnego na podstawie wzoru (1). W takich przypadkach niezbedne jest
odwotanie si¢ do rozktadu granicznego. Posta¢ graniczna rozkladu wartosci
ekstremalnych (maksima lub minima) z K probek o liczebnosci n moze przyj-
mowac wylacznie jedna z trzech form: rozktadu Gumbela, rozktadu Frecheta lub
rozktadu Weibulla (por. Castillo et al., 2005).

1.2. Rozktad Gumbela

Rozktad Gumbela wystgpuje bardzo czgsto w praktyce, a w szczegdlnosci
podczas obserwacji np. warto$ci maksymalnych lub minimalnych réznych
pomiard6w. Funkcja gestosci zmiennej losowej X o rozkladzie Gumbela dla
warto$ci minimalnych z parametrami A i Jjest zadana wzorem:

~(x=2)
~(=2)

um:geﬁ dla xe R )

Parametry A 1 9 to odpowiednio dominanta oraz parametr rozproszenia.
Dystrybuanta tej zmiennej losowej wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:
—(x=4)

F(x)=1-e® ° dla xeR 3)
Warto$¢ oczekiwana i wariancja o® zmiennej losowej X sa nastepujace:

232
u=A4-0,577726 oraz o’ = 7[65 4)
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Funkcje¢ gestosci i dystrybuante zmiennej losowej o rozktadzie Gumbela dla
warto$ci minimalnych z parametrami A =01 0= 1 przedstawia rys. 1.

04 - 10 -

08

L L
4 2 0 2 4 2 0 2

Rys. 1. Ggstos¢ prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej losowej o rozkladzie Gumbela
warto$ci minimalnych z parametrami A=01i6 =1

Funkcja gesto$ci zmiennej losowej X o rozktadzie Gumbela dla wartosci
maksymalnych z parametrami 1 i Jjest zadana wzorem:

(x-2)
D) 5

f(x)z;e d dla xe R Q)

Dystrybuanta tej zmiennej losowej wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:

—(x-4)

F(x)=e¢* "’ dlaxeR (6)
Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X sg nastgpujace:
2 02
o
1= A+0,577728 oraz o> = ”6 )

Funkcje ggstoscei i dystrybuantg zmiennej losowej o rozktadzie Gumbela dla
wartosci maksymalnych z parametrami A= 01 0= 1 przedstawia rys. 2.

04 - 10 -

06 -

04

2 0 2 4 2 0 2 4

Rys. 2. Gesto$¢ prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej losowej o rozktadzie Gumbela
warto$ci maksymalnych z parametrami A=016 =1
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1.3. Rozktad Weibulla

Zmienna losowa X ma rozktad Weibulla z parametrami A, o1 g, jesli jej

gesto$¢ prawdopodobienstwa wyraza sig nastgpujacym wzorem:
- (x=AY
B(x-\" {5
X)=—~|——| e dla x> A
() s\ 3
Dystrybuantg tej zmiennej losowej przedstawia wzor:

x-A

B
F(x)zl—e_((sj dla x> 4

Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X sa nastepujace:

y=/1+5r(1+1) oraz o~ :52{F[1+£]—F2(1+£ﬂ
B B B

gdzie I'(x) jest funkcja Eulera, czyli

I'(x)= Itx_le_'dt.
0

(8)

©)

(10)

Funkcje gestosci i1 dystrybuante zmiennej losowej o rozktadzie Weibulla

zaprezentowano na rys. 3.
10 - 10 -
08 -
06 -
04 F

02

L L L L L L L
0.0 05 10 15 20 00 05 10 15

L
20

Rys. 3. Ggstos¢ prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej losowej o rozkladzie Weibulla

z parametrami A =0, 6= 1 oraz =2

1.4. Rozkfad Frecheta

Zmienna losowa X ma rozktad Frecheta z parametrami A, 51 f, jesli jej ggstos¢

prawdopodobienstwa jest zadana wzorem:

g1 (Y
f(x)=( ﬁi)z( 5/J e()”j dla x> A4
xX— xX—

(11
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Dystrybuanta tej zmiennej losowej wyraza si¢ nast¢pujacym wzorem:
5

F(X) = e_[gj dla X> A (12)

Funkcje gestosci 1 dystrybuante zmiennej losowej o rozktadzie Frecheta
przedstawia rys. 4.

08 08 |

04 | 04+

02 - 02+

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

Rys. 4. Gestos¢ prawdopodobienstwa i dystrybuanta zmiennej losowej o rozkladzie Frecheta
z parametrami A =0, =1 oraz =2

W zaleznosci od typu rozktadu badanej zmiennej X graniczny rozktad maksimow
lub miniméw bedzie zawsze rozkltadem Gumbela, Weibulla lub Frecheta. Odpowied-
nie zalezno$ci dla warto$ci maksymalnych i minimalnych przedstawia tab. 1.

Tabela 1
Typ rozktadu granicznego maksimow i minimow w zaleznos$ci
od rozktadu badanej zmiennej

L . Rozktad graniczny
Rozktad badanej zmiennej Maksimbw Minimow
Normalny Gumbela Gumbela
Wyktadniczy Gumbela Weibulla
Log-normalny Gumbela Gumbela
Gamma Gumbela Weibulla
Jednostajny Weibulla Weibulla
Cauchy’ego Frecheta Frecheta
Pareto Frecheta Weibulla

Zrodto: Na podstawie (Castillo et al., 2005).

W dalszych rozwazaniach bedzie rozwazany wylacznie rozktad Gumbela
dla wartosci maksymalnych jako opisujacy rozktad zmiennej losowej

=1,2,...,

dzaca z rozktadu, dla ktoérego granicznym rozktadem wartosci maksymalnych
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jest rozktad Gumbela. Gestosci rozktadu Gumbela dla wartosci maksymalnych
dla réznych warto$ci parametrow przedstawia rys. 5.

Rys. 5. Rozklad Gumbela — ggstosci w zaleznos$ci od warto$ci parametrow rozktadu

2. Sprawdzenie jednorodnosci jakosci materiatdw nieksztattnych

Niech do oceny jakosci przedstawiany bedzie pewien materiat nieksztattny.
Obserwowane sa wartosci zmiennej losowej X charakteryzujacej jakosé
badanego materiatu. W ponizszych rozwazaniach przyjeto, ze badana zmienna
ma rozktad, dla ktoérego granicznym rozkladem wartosci maksymalnych jest
rozktad Gumbela (np. rozktad normalny, logarytmiczno-normalny, wyktadniczy,
gamma). Przyjeto, ze wystepuje swobodny dostep do dowolnej czeéci badanego
materialu nieksztattnego. Celem jest ocena jednorodnos$ci materiatu ze wzgledu
na wyrézniona badana charakterystyke. Wiele procedur statystycznej kontroli
jakosci wymaga, aby badany material charakteryzowal si¢ jednorodnoscia.
Problemem jednorodnos$ci danych dla mieszanek zajmowat si¢ m.in. R.L. Schaeffer
(1971). Czesto w analizach jednorodnosci danych wykorzystywane sa metody
reprobkowania, jak bootstrap (por. np. Boss i Brownie, 1989 oraz Konczak, 2006)
czy testy permutacyjne (Good, 1994). W ponizszych rozwazaniach jednorodnosci
danych wykorzystane zostang wtasnosci rozktadow ekstremalnych.

Jezeli material ze wzgledu na badang charakterystyke jest jednorodny, to
wyznaczane warto$ci maksymalne z K probek o jednakowych liczebnosciach n, przy
powyzszych zalozeniach, beda obserwacjami z rozktadu Gumbela. Przebieg procesu
sprawdzenia jednorodno$ci badanego materiatu jest nastgpujacy:
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. Wyznaczane jest losowo k punktow” (obszaréw) w materiale nieksztaltnym.

. Z kazdego otoczenia wyrdznionych punktow pobierana jest probka o liczebnosci
n (pobieranie probek o liczebnosci n = 5 z k = 3 obszarow schematycznie
przedstawiono na rys. 6).

. Dla kazdej z probek wyznaczana jest wartos¢ badanej charakterystyki.
Otrzymane dla i-tego (i = 1, 2, ... , K) obszaru wyniki sa oznaczane przez

(X1 %25 -5 %) -

. Dla kazdej z probek wyznaczana jest maksymalna zaobserwowana warto$¢
X =max{X,,X,,... X,) dlai=1,2 ..., k badanej charakterystyki. Tym
sposobem otrzymywany jest ciag warto$ci maksymalnych (X, X,, ... X) .

. Obliczana jest $rednia oraz odchylenie standardowe z otrzymanych wartosci
maksymalnych

o1&, 1 &, .
X=—»% oz SX)=|—> (%-%)>
kS k-113
. Estymowane sa parametry rozkladu Gumbela A4 i 6. Oszacowanie jest
przeprowadzane na podstawie wzoru (7), czyli
J6S

S oraz A ~ X—0,5777260 ~ X-0,57772——
Vs Vs

. Testem Kotmogorowa-Smirnowa (Kanji, 2006) weryfikowana jest hipoteza o
zgodno$ci danych z proby (maksima) z rozktadem Gumbela dla wartosci
maksymalnych.

o~

Rys. 6. Schemat pobierania probek o liczebnosci n= 5 z k= 3 obszaréw materiatu nieksztaltnego

W artykule poprzez losowy wybér punktu P rozumiany jest przypadkowy wybdr, realizowany
poprzez losowanie z rozktadu jednostajnego, wspotrzednych (x;,X,, X3) W przestrzeni trojwy-
miarowej.
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3. Analiza symulacyjna

Funkcjonowanie przedstawionej procedury zostato poddane analizie symu-
lacyjnej. W symulacjach uwzgledniono dwa rodzaje rozktadu badanej zmienne;:
normalny i logarytmiczno-normalny. W obu przypadkach rozkladem granicz-
nym wartosci ekstremalnych jest rozktad Gumbela wartosci maksymalnych (por.
tab. 1). W analizach symulacyjnych rozwazano probki pobierane z losowych
obszarow szesciennego bloku o boku 1 z wymienionych rozktadow charaktery-
zujacych si¢ jednorodnoscia (oznaczenia — Ny i LNy) oraz niejednorodnoscia
(oznaczenia — N, LNy, N, i LN») o specyfikacji jak ponizej:

Ny — rozktad normalny N(10; 1)
LN, — rozktad log-normalny LN(0; 1)
N, — rozktad normalny N(10+ x, + x, + x;3,1)

LN, —rozktad log-normalny LN (x, +x, + x;,1)

N, — rozktad normalny N(10 + 2x, + 2x, + 2x;,1)

LN, —rozktad log-normalny LN (2x, +2x, + 2x;,1)

gdzie x,,x,,x; € (0,1) sa wspotrzgdnymi punktu badanego bloku szesciennego.

Blok szescienny zostat przedstawiony na rys. 7. Schematycznie zaprezentowano
rowniez niejednorodnosci badanej charakterystyki. Wigksze wartosci zmienne;j
symbolicznie oznaczono na rys. 7 wigkszymi kropkami.

Wszystkie analizy symulacyjne wykonano w programie R (WWW1). We
wszystkich przypadkach pobierano losowo k£ =5, 10 oraz 30 probek o liczebno-
$ciachn =5.

We wszystkich rozwazanych przypadkach w analizach symulacyjnych
sprawdzano zgodno$¢ rozktadu probkowego z dwoma postaciami rozkltadoéw:
granicznym rozktadem, czyli rozktadem Gumbela dla wartosci maksymalnych,
oraz rozkltadem dokladnym. Dystrybuanty dokladnych rozktadéw wartosci
maksymalnych dla probek o liczebnosciach » = 1, 2, 5 1 30 dla danych pocho-
dzacych z rozktadu normalnego oraz logarytmiczno-normalnego wyznaczono na
podstawie wzoru (1) i przedstawiono na rys. 8.
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Rys. 7. Schemat materialu, z ktérego symulacyjnie pobierano probki z symbolicznie zaznaczona
niejednorodnos$cia badanej charakterystyki (dot. Ny, LNy, N, i LN,)

Wyniki analizy symulacyjnej oceny prawdopodobienstw odrzucenia hipo-
tezy gloszacej, ze rozklad probkowy jest zgodny z rozkltadem granicznym
Gumbela przedstawia tab. 2, a ze jest zgodny z rozktadem doktadnym — tab. 3.
Wyniki te zostaly rowniez zobrazowane na rys. 9.
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Rys. 8. Dystrybuanty rozktadow doktadnych wartosci maksymalnych dla probek o liczebnosciach
n =1, 2, 51 30 pochodzacych z rozkladow normalnego (u géry) i logarytmiczno-
normalnego (u dotu).
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W przypadkach gdy badany materiat jest jednorodny (N, oraz LNj), odwotanie
sig¢ do dokladnego rozkladu wartosci maksymalnych pozwala na uzyskanie
wlasciwego rozmiaru testu (prawdopodobienstwa odrzucenia hipotezy o zgodnosci
rozkladow sa zblizone do o = 0,05). Wlasciwego rozmiaru testu nie zapewnia
porownanie wynikow z proby z rozktadem granicznym. W przypadku wystgpowa-
nia niejednorodnos$ci materialu zardwno poprzez wykorzystanie rozktadu doktadne-
£0, jak i granicznego postaci, czyli rozktadu Gumbela otrzymujemy wyniki podobne.
W wigkszo$ci przypadkow wigksza moca charakteryzuje sig test, gdzie wykorzy-
stywany jest rozktad doktadny wartosci maksymalnych.

Tabela 2

Oceny prawdopodobienstw (p) oraz blad oceny () odrzucenia hipotezy o zgodnoSci
badanego rozktadu z rozktadem Gumbela

Rozklad k=5 k=10 k=30
p Y p P P P
No 0,058 0,008 0,068 0,008 0,079 0,007
LN, 0,032 0,004 0,049 0,009 0,103 0,008
N; 0,070 0,004 0,067 0,006 0,105 0,004
LN, 0,037 0,007 0,065 0,009 0,226 0,010
N, 0,066 0,007 0,079 0,006 0,101 0,011
LN, 0,032 0,006 0,092 0,009 1,000 0,000
Tabela 3

Oceny prawdopodobienstw (p) oraz blad oceny () odrzucenia hipotezy o zgodnos$ci
badanego rozktadu z rozkladem doktadnym warto$ci maksymalnych

Rozklad k=5 k=10 k=30
p £ p P p P
N, 0,048 0,006 0,051 0,007 0,050 0,006
LN, 0,049 0,007 0,051 0,006 0,050 0,008
N, 0,082 0,006 0,086 0,010 0,107 0,008
LN, 0,077 0,011 0,085 0,012 0,116 0,013
N, 0,157 0,018 0,218 0,013 0,501 0,009
LN, 0,167 0,012 0216 0,013 0,497 0,009
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Rys. 9. Oceny prawdopodobienistw odrzucenia hipotezy o jednorodno$ci badanego materiatu dla
prob o liczebnosciach n = 5 (u gory), n = 10 (w $rodku) i » = 30 (na dole) dla rozktadu
Gumbela (G) oraz rozktadu doktadnego (D)
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Podsumowanie

W badaniach dotyczacych jakosci probek przedstawianych do kontroli
zwykle zaklada si¢ jednorodno$¢ materiatu ze wzgledu na badane charakterystyki.
Nie zawsze przyjecie takiego zalozenia jest uzasadnione. Bez potwierdzenia
jednorodno$ci sprawdzanego materialu niezasadne jest przeprowadzanie réznych
klasycznych analiz jakosci. W artykule rozwazano problem weryfikacji hipotezy
gloszacej, ze przedstawiany do kontroli materiat jest jednorodny. W tym celu
weryfikowano hipotezg o zgodnosci rozktadu wartosci maksymalnych z rozktadem
doktadnym oraz z rozkladem Gumbela, ktory przy zatozonych rozkladach
charakterystyk jest rozkladem granicznym warto$ci maksymalnych. Proponowana
procedura ma na celu wykrycie istnienia obszaréw o réznych wartosciach badanej
charakterystyki w materiatach nieksztaltnych. Nieco wigksze mozliwosci podjecia
prawidlowej decyzji zapewnia porownanie rozkladu probkowego z rozkladem
doktadnym, zwlaszcza dla prob o niewielkich liczebnosciach. Jednak poréwnanie z
rozktadem doktadnym warto$ci maksymalnych mozliwe jest jedynie wowczas, gdy
dysponujemy postacia funkcyjna (dystrybuanta) rozktadu badanej zmiennej. W
przeciwnym przypadku jedynym wyjsciem jest pordwnanie rozkladu probkowego
wartosci maksymalnych z rozkladem granicznym (np. rozkladem Gumbela).
Przeprowadzone analizy potwierdzily, ze wigksza moca charakteryzuje si¢ test
poréwnujacy rozktad probkowy z rozkltadem dokladnym, ale wykorzystanie
rozktadu Gumbela roéwniez przynosi dobre rezultaty.
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THE USE OF EXTREME VALUE DISTRIBUTIONS
IN CHECKING THE QUALITY SHAPELESS MATERIALS HOMOGENEITY

Summary

For quality control it is essential that the control samples are homogeneous. In
practice this is impossible, and the requirement can be reduced to the condition that the
samples were taken from the same population. The study presented in the paper is an
analysis of the issue of testing the quality of the shapeless material. As a shapeless
material is referred to the material from which it is impossible to directly extract the
individual elements, packages, etc. This paper proposes a method to verify the
hypothesis that the tested material is homogeneous due to the observed characteristics.
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UWAGI O PREHISTORII STATYSTYKI

Wprowadzenie

Historia statystyki jako nauki rozpoczyna sie w 1660 r. (zaokraglona data
poczatku dziatalno$ci arytmetykow politycznych). Korzenie statystyki siggaja
jednak odleglych czasow starozytnosci. W tym artykule pobieznie przesledzono
te dtuga droge rozwoju statystyki. Rozpoczynajac od spiséw biblijnych Mojze-
sza i Dawida, poprzez reformy Solona i kréla Tuliusza Serwiusza, zostat przed-
stawinony spis krola Wilhelma Zdobywcy i jego stynny kataster o nazwie Do-
mesday Book. Artykutl konczy krétka prezentacja pisarstwa sredniowiecznego.

To co w obecnych czasach okresla si¢ mianem statystyki ma do$¢ skompli-
kowana historig. Jesli chodzi o przedzial czasowy, to jest on stosunkowo krotki,
gdyz obejmuje zaledwie okoto 350 lat. Jesli za§ uwzglednia si¢ zrodta, z ktoérych ona
wyrosta, to siggaja one tysigcy lat. Na samym poczatku XX w. M. Poznanski pisat
w ,,Ekonomiscie”, Ze historia statystyki to historia sporéw o jej tre$¢ i zakres.
Jak zadna inna nauka, statystyka szczyci si¢ swoja wiasna humorystyka. Do jej
kanonow nalezy ,,statystyka okreslen statystyki”.

Przyjmijmy ze historia statystyki rozpoczyna si¢ wraz z rozwojem nauki
nowozytnej, czyli w XVII w. Caly jej rozw6j do tego momentu okreslimy mia-
nem prehistorii.

Poczatki rozwoju statystyki byly zwiazane z potrzebami fiskalno-obronnymi
panstwa. Kazdy witadca potrzebowat pieniedzy nie tylko na budowe fortyfikacji
obronnych i utrzymania wojska, ale tez na budowe swoich patacow oraz rezydencji.
Pieniadze byly potrzebne tez na utrzymanie wdow i sierot, ktorych mezowie i ojco-
wie zginegli w wojnach. Od najdawniejszych czasow najwazniejsze zrodlo pienigdzy
stanowili obywatele lub mieszkancy danego kraju. Problem wiadcy polegal na okre-
$leniu wielkos$ci pobieranych danin. Byly one pobierane w zaleznosci od zamozno-
Sci platnikéw. Nalezalo wige przede wszystkim posiada¢ informacje o liczebnosci
kraju i zamoznosci jego obywateli. Uzyskiwano je w wyniku przeprowadzonych
spisow ludnosci oraz poprzez sporzadzanie rejestrow nieruchomosci — gruntow oraz
budynkow.
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W dalszej cze$ci pobieznie omowiono trzy spisy opisane w Biblii. Dwa
z nich przeprowadzit Mojzesz, trzeci zas, krol Dawid. Oprocz tego przedstawio-
ne sa trzy spisy dokonane przez wladcoéw swieckich.

Spisy ludnosci i opis maje¢tnosci calego kraju przeprowadzone na polecenie
wiladcow nazywano spisami urzedowymi. Daty one poczatek temu, co w obec-
nych czasach nazywa sig statystyka publiczna lub oficjalna, czyli urzedowa.

Niezaleznie od takich zlecanych opiséw, opisy panstw dokonywano takze
z pobudek czysto poznawczych, czyli naukowych. Opisy te, w odréznieniu od
urzedowych, Z. Korzynski — polski statystyk z XIX w. — nazywa opisami pry-
watnymi. Byly one dokonywane nie w celu zaspokojenia praktycznych potrzeb
wladcow, lecz aby wyjasnic stan rzeczy.

Pierwszego opisu prywatnego dokonat Arystoteles. Zgodnie z rozwinigta
przez siebie filozofia uwazat, ze opis czegokolwiek, co istnieje, czyli bytu, pole-
ga glownie na opisie zasad, ktore nadaja okreslong strukturg wszystkiemu temu,
co istnieje. Zasady te Arystoteles nazwal przyczynami i wyrdznit ich cztery:
formalne, materialne, sprawcze oraz celowe.

W wiekach $rednich zaczgto ,,z urzedu” prowadzi¢ rejestry koscielne.
Oprocz tego duze znaczenie mialy ,,sprawozdania” dyplomatoéw i urzednikow,
jakie musieli sktada¢ ze swych wojazy zagranicznych.

Na szczegolna uwagg zastuguja sprawozdania wloskie, czyli Relazioni. W 1296 r.
gubernatorowie weneckich prowincji byli zobowiazani zawiadamia¢ swoje rzady
0 wszystkim, co na uwagg zashuguje.

Pod koniec wiekow $rednich na Pétwyspie Apeninskim bylto wiele lokal-
nych panstw rzadzonych przez kilka moznych rodéw. Do najbardziej znanych
nalezat rod Viscontich, Medyceuszy i Sforzéw. Warto zauwazy¢, ze druga zona
Zygmunta | Starego byta Bona Sforza d’Aragona (1494-1557), ktéra pochodzita
z jednego z tych rodow.

1. Spisy biblijne

Do najstarszych, a jednoczesnie dobrze udokumentowanych, naleza biblijne
spisy Izraelitow. Ich prezentacja wymaga chocby bardzo pobieznej znajomosci
historii Izraelitow. Praojcem Izraelitow byt Abraham, ktory urodzit sig, wedlug
rachuby biblijnej, w 1948 r. po stworzeniu $wiata. Osiedlit si¢ w krainie wybrze-
za Morza Srédziemnego, ktora wowczas nazywano Kanaanem; dzisiaj sa to
tereny Palestyny. W krainie tej wykupit na wlasnos$¢ pieczarg¢ o nazwie Makrela,
w ktorej pochowat swoja zong Sarg. Znajduja si¢ tam réwniez groby Patriar-
chow, w szczegolnosci samego Abrahama i jego wnuka Jakuba, od ktorego po-
chodzi nazwa catego narodu, Jakub bowiem po catonocnej walce z aniotem uzy-
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skal nowe imi¢ — Izrael — co oznacza mniej wigcej tego, ktory ,walczy
z Bogiem” lub ktory ,,walczy o Boga”, ewentualnie ,,sprawiedliwy przed Bo-
giem” (por. Johnson, 1998). Jakub-Izrael byt ojcem 12 plemion, z ktérych skta-
dat sig¢ caty nardd, w Biblii nazywany Izraclem.

Prawdopodobnie z powodu niedostatku zywnosci nardéd ten wyemigrowat
do Egiptu. H. Graetz, znany profesor Uniwersytetu Wroctawskiego, w 1888 r.
emigracj¢ t¢ ujat nastgpujaco: ,,W siedemdziesiat tylko dusz wywedrowawszy
czasu glodu z kraju Kanaan, odwiecznego siedliska praojcéw, do Egiptu i przy-
jaznie zrazu przyjeci, rozmnozyli si¢ nadzwyczajnie w Egipcie pélnocnym (zie-
mi Gosen)” (Graetz, 1929, s. 5-6).

Z uptywem czasu zycie Izraelitow w Egipcie bylo coraz bardziej uciazliwe.
W szczegdlnosei za czasdw panowania Ramzesa II (1304-1237 r. p.n.e) byli wyjatko-
wo uciskani. Po nieudanych pertraktacjach z faraonem zdecydowali si¢ opusci¢ Egipt.

,»Pierwszego dnia drugiego miesiaca w drugim roku po wyjsciu z ziemi
egipskiej przemowit Pan do Mojzesza na pustyni Synaj w Namiocie Zgroma-
dzenia tymi slowy:

Zrdbcie spis catego zboru synéw izraelskich wedlug ich szczepow i rodow, spis
imienny wszystkich mezczyzn, glowa po glowie” (Ksigga Liczb, 1-2). W wyniku
tego polecenia zostal dokonany pierwszy spis Mojzeszowy. Po uplywie 40 lat
»(...) rzekt Pan do Mojzesza i do Eleazara, syna Aarona, kaptana, méwiac: sporzadz
spis catego zboru synéw izraelskich od dwudziestego roku wzwyz wedtug ich ro-
dow wszystkich zdatnych do stuzby wojskowej w Izraelu” (Ksigga Liczb 26, 1-2).

Ich wyjscie z Egiptu opisane jest w drugiej ksigdze biblijnej o nazwie Exo-
dus. Wyjscie to miato miejsce okoto 1225 r. przed narodzeniem Chrystusa.

Oba te spisy byly wielokrotnie poddawane ré6znym analizom. Sa one przed-
stawione w ponizszej tabeli.

Tabela 1
Spisy ludnos$ci plemion izraelskich
12 plemion Izracla Pierwszy spis Drugi spis
Ruben 46 500 43 730
Symeon 59300 22200
Czad 45 650 40 500
Juda 74 600 76 500
Issachar 54 400 64 300
Zabulon 57 400 60 500
Manasses 32200 52700
Efraim 40 500 32500
Beniamin 35400 45 600
Dan 62 700 64 400
Aser 41 500 53 400
Neftal 53 400 45 400
Razem 603 550 601 730

Zrodto (Spisy Ludnosci. .., 2002, s. 4).
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2. Spis i reformy Solona

Rozwoj kazdej cywilizacji rozpoczyna si¢ z chwila ksztatltowania sig struk-
tur spotecznych i form sprawowania wladzy.

Podstawowa forma organizacji spoteczenstw, ktora data poczatek cywiliza-
cji nazywanej dzisiaj cywilizacja zachodnia byla instytucja spoteczna o nazwie
polis. Greckie stowo moAig (polis) thumaczone jest zwykle jako panstwo lub mia-
sto-panstwo, jednak jak dowiadujemy si¢ z glebszych analiz tego pojecia (por.
Kumaniecki, 1975), to polis nie miato charakteru tego, co dzisiaj rozumiemy pod
pojeciem panstwa. Nie mialo bowiem policji ani systemu fiskalno-podatkowego.
Pod pojeciem polis rozumiano pewien (niezbyt wielki) obszar geograficzny, na
ktérym zamieszkata tam ludno$¢ sama stanowita o swoich sprawach. Nie wszy-
scy mieli jednakowe prawa, a niektorzy nie mieli ich wcale; byli to niewolnicy,
stanowiacy wilasnos¢ ludzi wolnych. Ludzie wolni dzielili si¢ na dwie klasy.
Jedng stanowili arystokraci, okreslani greckim stowem avistoi (najlepsi), druga
klase stanowit lud, okreslany stowem kakoi (zli).

Nie trzeba nikogo przekonywacé, ze przyjazni miedzy lepszymi i gorszymi
nigdy nie bylo. Wraz z uplywem czasu poglebiala si¢ natomiast przepas¢ migdzy
lepszymi, ktorzy byli bogaci, oraz gorszymi — biedniejszymi. Biedni, zeby wy-
zy¢€, czesto zapozyczali sig¢ u bogatych, stawiajac w zastaw swoja wlasna osobe.
W ten sposdb ubywajaca spolecznos¢ niewolnikow uzupeiano nie tylko po-
przez ich zakup, ale niewolnik stanowit rowniez forme splaty pozyczki.

Te bardzo niezdrowa sytuacje, grozaca rozpadem panstwa, postanowit
uzdrowi¢ Solon, zaliczany wedhug tradycji do slynnego grona siedmiu medrcow
starozytnosci, wérod ktorych sa rowniez: Tales z Miletu, Pittakos z Mityleny, Bias
z Prieny, Periandros z Koryntu, Kleobulos z Lindos, Chilon ze Sparty.

W 594 r. p.n.e. Solon zostal wybrany archontem Aten, czyli przywodca
wojskowym 1 politycznym. W tym samym roku przeprowadzil reforme¢ spo-
teczna. Przede wszystkim postanowil umorzy¢ wszystkie dlugi, w szczegodlnosci
te najokrutniejsze — w postaci niewolnictwa. Zniost rowniez przywileje rodowe,
a uprawnienia do sprawowania urzedow i1 obowiazki tozenia na rzecz utrzyma-
nia i funkcjonowania wszystkich instytucji panstwowych zostaty uzaleznione od
statusu majatkowego.

Przeprowadzajac spis wszystkich obywateli, Solon dokonat ich klasyfikacji.
Wedhug stow samego Arystotelesa zrobit to nastgpujaco: ,,Wedtug majatku po-
dzielit ich na cztery klasy, ktore juz i przedtem istniaty: pentakosiomedimnoi, hippes,
zeugitow i thetow. Prawo sprawowania wszystkich urzedow: dziewigciu archontow,
skarbnikow, poletow, Jedenastu i kola kretow przyznat obywatelom z klasy penta-
kosiomedimnoi, hippeisi zeugitow, przydzielajac przy tym urzedy kazdemu stosow-
nie do wysokosci jego majatku; nalezacym do klasy thetow przyznat jedynie prawo
udziatu w Zgromadzeniu i w sadach” (por. Arystoteles, 2001).
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Wysoko$¢ majatku mierzono wielkoscia rocznych plonéw uzyskiwanych z po-
siadanych gospodarstw. Jednostke miary stanowil jeden medymnos (gr. pedipvocg),
uwaza sig, ze stanowit on pojemno$¢ ok. 52-53 litrow.

Pierwsza klasg stanowili pigésetmedymnowcy, czyli ci, ktorych dochod rocz-
ny byl nie mniejszy niz 500 medynéw. Druga klase stanowili rycerze i jezdzcy (gr.
hippeis), ktorych majatek przekraczat 300 medymnéw. W czasie wojny oni mieli
obowiazek dostarczania jezdzcoéw. Trzecia klasg stanowili rzemie$lnicy i chtopi.
Do tej klasy nalezeli ci, ktorych roczny dochdd szacowano na 200 medymnow.
Oni stanowili gléwny trzon wojska. Czwarta klase stanowili tzw. Teci (gr. the-
tes), czyli parobkowie i najemnicy. Oni nie posiadali statego dochodu. W razie
potrzeby (wojny) teci odbywali stuzbe na wodzie.

3. Cenzus Serwiusza Tuliusza

Dzisiejsze stowa cenzor, cenzura czy cenzus pochodza z czaséw szdstego
z kolei krola rzymskiego. Aby lepiej zrozumie¢ pochodzenie i sens tych stow,
warto przyjrzec si¢ okresowi historii Rzymu, okreslanego jako archaiczny.

Jest to okres od legendarnych czaséw o6smego wieku do wieku piatego
przed narodzeniem Chrystusa wedlug tradycji Rzym zostat zalozony w 753 r.
p.n.e. Od tej legendarnej daty liczono lata historii Rzymu (ab urbe condita). Na
poczatku swego istnienia bylo to krolestwo, czyli taki ustrdj panstwa-miasta,
w ktorym najwyzsza wtadz¢ sprawuje krol. Zgodnie z tradycja bylo siedmiu
krolow: Romulus, Numa Pompiliusz, Tullus Hostiliusz, Hankus Marcjusz, Tar-
kwiniusz Priskus, Sergiusz Tuliusz i Tarkwiniusz Superbus. Historia potwierdza
istnienie tylko trzech ostatnich krélow z tej listy.

Ze wzgledu na historie statystyki (statystyki urzgdowej) warta uwagi jest
jedynie sylwetka szostego z wymienionych — Sergiusza Tuliusza. Podobnie jak
w Grecji, podstawe organizacji zycia spolecznego w panstwie, ktérym rzadzit
krol Tuliusz stanowit roéd (gens). Rodow w owym czasie byto 300, ktore dzielity
si¢ na 30 kurii (curia), w kazdej kurii byty za§ 3 plemiona (¢ribus). Podstawowa
jednostke spotecznag stanowita rodzina, w ktorej gtowna role odgrywat ojciec
rodziny zwany pater familius. Ojcowie rodzin stanowili radg starszych okreslana
mianem senat (od tacinskiego slowa senatu, starszy). Potomkow ojcow rodzin
nazywano patrici¢ czyli patrycjuszami. Byta to klasa uprzywilejowana. Druga
klasg, pozbawiona przywilejow, stanowili plebejusze od tacinskiego stowa ple-
bei oznaczajacego mniej wigcej napetnianie, czyli byli to ci, ktérzy napetiali
panstwo sita robocza. Oprocz patrycjuszy i plebejuszy, podobnie jak w Grecji,
duza grupe spoteczna stanowili niewolnicy, ktérych traktowano jako narzedzie
mowiace; po lacinie okreslano ich mianem instrumentum vocale.
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Aby ostabi¢ wladzg rodéw i ulatwi¢ rzadzenie panstwem, Tuliusz przepro-
wadzil w 550 r. p.n.e. reforme spoteczna, dokonujac przy okazji spisu powszechnego
wolnych mieszkancow swego kraju.

Kazdy mieszkaniec Rzymu miat zglosi¢ si¢ do urzednika okreslanego mia-
nem cenzora. Funkcje jaka on wykonywal nazywano cenzusem. Jedna z wielu
czynno$ci bylo dokonanie spisu wszystkich obywateli, z ktorych kazdy byt
przypisywany do jednej z pigciu klas wedtug jego statusu majatkowego. Jesli nie
posiadat zadnego majatku, to zaliczany byt do klasy szostej. Stanowili ja wigc oby-
watele bedacy poza klasyfikacja (tac. infra classem). Klasg t¢ okre§lano mianem
proletarii, czyli proletariuszy. Nazwe taka obrano dlatego, ze gtdwnym zadaniem
czlonkow tej klasy bylo dostarczanie potomstwa, (tacinskie stowo proli oznacza
latoro$l, potomka). Proletariusz nie miat wigc nic, ale miat rodzi¢ dzieci.

4. Kataster Wilhelma Zdobywcy

Okoto 911 r. wojowniczy lud Skandynawii, ktéory nazywano Normanami
napadt na Francje i w jej zachodniej cze$ci zatozyt ksigstwo znane jako Nor-
mandia. Okoto 1028 r. ksigciu Normandii urodzit si¢ nie§lubny syn Wilhelm.
Byt on podobno dalekim krewnym kroéla Anglii Edwarda Wyznawcy, dlatego tez
kiedy krol zmart nie zostawiwszy nastepcy, Wilhelm postanowit siggnaé po
korong brytyjska. Pomocne okazato si¢ nie rzekome pokrewienstwo, lecz woj-
sko. Podbiwszy Anglig, bedac ksigciem Normandii, Wilhelm stat si¢ tez krolem
Anglii. Do historii przeszedt jako Wilhelm I Zdobywca. Nazywano go takze
Wilhelmem Begkartem, mimo iz nie kryt swego urodzenia, to jednak surowo
karat tych, ktérzy go tak nazywali. Aby si¢ zorientowac o stanie posiadania pod-
bitego kraju, Wilhelm I zarzadzil sporzadzenie katastra gruntowego. To nieco
dziwnie brzmiace stowo nie ma jasnej etymologii; wyprowadza sig je od staro-
greckiego stowa katastichon, oznaczajacego rejestr, spis. Stowo to w wersji wio-
skiej przyjeto forme catastico. Kataster sporzadzony na polecenie Wilhelma
Zdobywcy zostat sporzadzony w 1086 r. Jest on uwazany za najbardziej znacza-
cy dokument statystyczny w historii Europy, zawiera opis typograficzny catej
Anglii. Szczegotowo opisano 13 418 miejscowosci, podajac ich granice, rodzaje
upraw, poglowie bydla itp.

Caly dokument nosi nazwe Domesday Book, czyli w thumaczeniu na jezyk pol-
ski — Ksiega Sqdu Ostatecznego. Nazwa taka wynika z tego, ze decyzje urzednikow
dokonujacych spisu nie podlegaty zadnej apelacji, czyli tak, jak ma by¢ w Dniu
Sadu Ostatecznego.
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5. Politeja Atenska Arystotelesa

Politeja Atenska jest pierwszym zachowanym do czasow obecnych opisem
panstwa atenskiego, dokonanym przez Arystotelesa. Arystoteles urodzil sig¢
w 384/383 r. p.n.e. w Stagirze. Majac osiemnascie lat przybyl do Aten i od razu
wstapit do Akademii Platonskie;j.

W latach 335/334 p.n.e. wynajat kilka budynkéw w poblizu $wiatyni po-
swigconej Lykejosowi i zatozyt wlasna szkole, ktora nazwano Lykeion, od tej
nazwy pochodzi polskie stowo liceum. Arystoteles jest autorem wielu pism;
wszystkie one zostaly ostatnio pigcknie wydane, z wybornymi komentarzami,
przez Polskie Wydawnictwo Naukowe. W tomie 6 ,,Dziet wszystkich” wyda-
nych w 2001 r. zawarte jest dzieto pt. Politeja atenska (w oryginale ma ono tytut
Avnvoiov TOALTELR).

Cate dzieto sklada si¢ z 69 rozdzialow zgrupowanych w dwie czesci. W pierw-
szej czesci obejmujacej rozdziaty od 1 do 41 opisane sa dzieje Aten od czasoéw le-
gendarnych do 403 r. p.n.e. Czg$¢ druga obejmujaca rozdziaty od 42 do 69 po-
Swigcona jest ustrojowi czasOw wspotczesnych Arystotelesowi. Ustroje te
zmienialy si¢ jedenascie razy. Na samym poczatku byt to ustréj rodowy, w kto-
rym podstawowa jednostke spoteczng stanowit rod, na czele ktorego stat naczel-
nik zwany basilensem. Rady laczyly si¢ we fratrie, a te z kolei w plemiona, na-
zywane fylami. Poczatkowo panstwo atenskie sktadato sie¢ z czterech plemion,
czyli czterech fyl, z ktérych kazda dzielita si¢ na trzy trytie.

Formy ustrojowe zmieniaty si¢ jedenascie razy. Krotkie ich streszczenie
zawarte jest w ostatnim (41) rozdziale czgsci pierwszej. Nizej przytoczony jest
on w catosci (por. Arystoteles, 2001, s. 757-759). ,,Tworca pierwszej formy
ustroju byt Ion oraz ci, ktorzy si¢ wraz z nim osiedlili, albowiem dopiero wow-
czas przeprowadzono podzial na cztery fyle i ustanowiono krélow fyl. Druga
zmiana, ale pierwsza zaslugujaca na nazwg ustroju, przeprowadzona zostala za
Tezeusza, kiedy ograniczono nieco wladze krélewska. Nastgpnym — byt ustroj
Drakona, potaczony z pierwszym spisaniem praw, trzecim — wprowadzony po
walkach ustrdj Solona, ktory potozyt podwaliny demokracji; czwartym — tyrania
Pizystrata, piatym po obaleniu tyrandéw ustroj Klejstenesa, bardziej demokra-
tyczny anizeli Solona. Szosty nastat po wojnach medyjskich, kiedy to Rada Are-
opagu ujeta ster rzadow. Do siodmego z kolei utorowat droge Arystoteles, a
doprowadzit do konca Efialtes, pozbawiwszy znaczenia Rad¢ Areopagitow. W
tym okresie panstwo pod wptywem demagogdéw najwigcej popetito bitgdow w
zwiazku z panowaniem na morzu. Osma zmiana ustroju nastapita z ustanowie-
niem rzadéw Czterystu, a nastepny, dziewiaty, byl znéw demokratyczny. Dzie-
sigtym byla tyrania Trzydziestu i Dziesigciu, a jedenastym ustré] wprowadzony
po powrocie powstancéOw z Fyle i Pireusu, ktéry przetrwat az dotad, przy czym
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lud zdobywa coraz wicksze wpltywy. Sam bowiem zrobit siebie panem wszyst-
kiego i zarzadza wszystkim przez uchwaly Zgromadzen i przez sady, w ktorych
ma glos decydujacy. Przeciez nawet uprawnienia sadowe Rady przeszty na lud. 1
dobrze, zdaje si¢, zrobili, gdyz mata garstke ludzi tatwiej jest pozyskaé czy to
widokami zysku, czy osobistymi wzgledami. Poczatkowo nie zgodzono sig na
wprowadzenie wynagrodzenia za udzial w Zgromadzeniu. Poniewaz jednak
obywatele nie przychodzili na zgromadzenia, a prytanowie na pré6zno wymyslali
roézne sposoby, zeby zebrac¢ ludzi dla powzigcia uchwaty, wprowadzit Agyrrios
wynagrodzenie w wysokos$ci jednego obola; Heraklejdes z Kladzomenaj, nazy-
wany «krolemy», podniodst je nastepnie do wysokosci dwoch oboli, i znow Agir-
rios podwyzszyt do trzech”.

Charakterystyka ustroju z czasOw Arystotelesa zawarta jest w drugiej czesci
jego dziela. Zostanie przytoczony poczatkowy jego fragment (Arystoteles, 2001,
s. 759-761): ,,Obecny ustrdj polityczny przedstawia si¢ nastgpujaco: Prawa poli-
tyczne posiadaja ci, ktérych oboje rodzice sa obywatelami, wpisuje si¢ ich
w poczet czlonkow demu, gdy ukoncza lat osiemnascie. Kiedy zglaszaja si¢ do
zapisania, democi, zlozywszy przysiege, stwierdzaja przez gtosowanie, czy kan-
dydaci posiadaja wiek wymagany prawem, jesli zas okaze sig, ze tak nie jest,
przechodza z powrotem do liczby matoletnich; nastepnie sprawdzaja, czy kan-
dydat jest czlowiekiem wolnym i urodzit si¢ w zwiazku spetniajacym wymogi
prawa; jezeli uznaja, ze nie jest wolny, moze si¢ odwotac¢ do sadu, a cztonkowie
demu wybieraja ze swego grona pigciu oskarzycieli. Jesli si¢ okaze, ze bezpraw-
nie domaga si¢ wpisania {na list¢ obywateli}, panstwo sprzedaje go; jesli za$
wygra sprawg, cztonkowie demu sa zmuszeni wpisa¢ go na listg. Potem wpisa-
nych bada Rada i jesli si¢ okaze, ze kto$ nie ma osiemnastu lat, wymierza
grzywng tym demotom, ktorzy wpisanie przeprowadzili.

Po dokimazji efeboéw, zbieraja si¢ ich ojcowie wedhug fyl i po zlozeniu
przysiggi wybieraja trzech czlonkow z fyli, w wieku powyzej czterdziestu lat,
ktorych uznaja za najlepszych i najodpowiedniejszych do kierowania efebami;
lud za$ wybiera spo$rod nich, po jednym z kazdej fyli, sofroniste i sposrod ogotu
Atenczykow kosmete, ktory jest naczelnym kierownikiem wszystkich. Ci wy-
brani, zebrawszy efeboéw, obchodza z nimi najpierw §wiatyni, a nastgpnie wyru-
szaja do Pireusu i jedni z efebéw pelnig straz w Munichii, a inni na Akte. Row-
niez Zgromadzenie Ludowe przez glosowanie wybiera dla nich dwodch
pajdotrybow oraz nauczycieli, ktorzy szkolg ich w walce w petnym uzbrojeniu,
w strzelaniu z tuku, rzucaniu oszczepem i miotaniu pociskow z procy. Na wy-
zywienie daja kazdemu sofroniscie po drachmie, a efebom po cztery obole na
glowe. Kazdy sofronista otrzymuje pieniadze od cztonkéw swej fyli, zakupuje,
co trzeba, dla wszystkich razem (jedza bowiem wspolnie wedhug fyl) i w ogole
troszczy si¢ o wszelkie inne potrzeby.
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W ten sposob spedzaja rok pierwszy. W nastgpnym roku na posiedzeniu
eklezji, ktore odbywa si¢ w teatrze, popisuja si¢ przed ludem zrgcznoscia w Ewi-
czeniach wojskowych, otrzymuja od polis tarcze i wtdcznig, a potem rozchodza
si¢ po kraju i pelnia stuzb¢ wojskowa w straznicach. Petnia te stuzbg straznicza
przez dwa lata, nosza wtedy chlamidy i sa wolni od wszelkich obowiazkow
obywatelskich. I nie moze ich nikt pozywaé¢ do sadu ani tez oni nie moga nikogo
oskarzaé, aby nie mieli pretekstu do oddalania sig¢, wyjawszy wypadki, gdy cho-
dzi o spadek i poslubienie spadkobierczyni, albo jezeli ktoremus z nich przypad-
nie zwiazana z rodem godnos$¢ kaptanska. Po uptywie tych dwoch lat wchodza
juz w szeregi innych obywateli”.

6. Sredniowieczne opisy panstw

Zostang wymienione w porzadku chronologicznym wazniejsze opisy panstw
dokonane u schytku wiekéw $rednich:

1. Eneasz Silvio Piccolomini (Aeneas Silvius), pdzniejszy papiez Pius II w 1531 r.
jeszcze jako kardynal napisat dzieto Asiae Europaeque descriptio, znane tak-
ze jako Cosmographia, w ktorym opisane sa kraje Azji i Europy.

2. Sebastian Miinster (1488-1552) napisat pierwsza w jezyku niemieckim prace
dotyczaca opisu catego Swiata. Pierwsza czg$¢ tej pracy pod tytutem Cosmo-
graphia, wydana zostata w 1536 1., w catosci za§ w 1544 r. W jezyku nie-
mieckim wydawana byla az 19 razy. Ostatnie niemieckie wydanie ma datg
1628, a wigc wydano je 76 lat po $mierci autora. Praca ta byla przettumaczona
na jezyki lacinski, angielski, francuski, wloski, a nawet czeski. Sktada si¢ ona z 6
ksiag. W pierwszej opisany jest caty swiat wedlug Ptolemeusza. W kolejnych
ksiggach opisane sa kraje Europy, Azji i Afryki.

3. Francesco Sansovino (1521-1586) w 1562 r. wydat prace pt. Dal governo ed
amministrazione di diversi regni ed republiche, w ktorym opisuje ustroje 20
panstw. Oprocz tego opisuje tez panstwa starozytne: Rzym, Sparte i Ateny,
a nawet utopijne panstwo Platona.

4. Giovanni Botero (1544-1617) w wieku 15 lat wstapit do zakonu Jezuitow,
ksztatcit si¢ w wielu ich kolegiach, ale z powodu jednego kazania doktrynal-
nie btednego zostat z zakonu wykluczony w 1580 r. Nie przeszkodzito mu to
jednak by¢ osobistym sekretarzem C. Borromeo, biskupa Mediolanu.

W 1589 r. wydatl on prace w jezyku wiloskim Le ralazioni universali
divisi in quatro parti, w jezyku lacinskim jej tytul jest nieco inny: Relationes
Universales de viribus, opijus et regimine principium Europae, Asiae et Afri-
cae. W dziele tym szczegotowo opisane sa w sposob porownawczy ustroje 20
panstw. Stanowito ono podstawowe zrodlo wiedzy, z ktorego jeszcze prawie
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po stu latach obficie korzystat H. Conring. Dzieto to bylo przettumaczone na jezyk
polski przez Leczyckiego, kaptana zakonu Ojcéw Bernardyndéw. Czg$¢ dotyczaca
Polski podobno ,,nic dla Polaka waznego nie zawiera” (por. Kobrzynski, 1870).
Oprocz tego Botero napisal jeszcze dwa inne wazne dzieta: Ragione di stato (Racja
panstwa) i Cause della grandezza Della csitta (O przyczynach wielko$ci miast).

5. Marcin Kromer (1512-1589) napisat prace pt. Polonia, seve de situ, populis,
moribus, magistratibus et republica regni Polonici libri duo auctore Martino
Cromero, ktora zostata wydana w 1577 r. Na jezyk polski zostala przettuma-
czona w 1853 r. jako Polska, czyli o polozeniu, obyczajach, urzedach Rze-
czypospolitej Krolewstwa Polskiego.

6. Jan Krasinski (1550-1612) byl kanonikiem krakowskim i gniezniefiskim.
W 1574 r. wydat w Bolonii w jezyku tacinskim pracg Joanis Crassinii Polo-
nia z dedykacja Ad Serenissimum et Potentissimum Henricum I Valesium,
Polonige Regem. W 1582 1. praca ta zostata przettumaczona na jezyk polski.
Powyzsza dedykacja jest cieckawa; praca byta wydana doktadnie w roku ko-
ronacji Henryka Walezego na krola Polski, ktory jeszcze w tym samym roku
uciekt z Polski. Byt on synem Henryka de Valois (stad Walezy) i Katarzyny
Medycejskiej, uwazanej za sprawczyni¢ Nocy §w. Barttomieja, w ktorej tuz
przed wyborem na krola Polska bral udziat Henryk Walezy.
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REMARKS ON THE PREHISTORY OF STATISTICS

Summary

The history of Statistics as a science is dated to 1660. The roots of Statistics are
however in the antiquity. In this paper there are presented some, the most significant,
events on the long way of the development of this science. We start with the Biblical
censuses of Moses, and David, then, the reforms of Solon and Tulius Servius are shortly
reviewed, as well as the census performed by William the Conqueror, and his famous
Doomsday Book. The paper is closed by the short list of medieval writers.
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SPATIAL ECONOMETRICS: A PERSONAL
OVERVIEW

Introduction

The paper is written on the basis of my lecture given at the Academy of
Economics, University of Katowice, June 2012.

Spatial econometrics is a fast-growing field in the series of quantitative di-
sciplines, auxiliaries of economics and related social sciences.

The subject matter is all the more complex as it has a twin brother, spatial
statistics, which in many aspects is complementary of today’ s subject.

We will essentially treat spatial econometrics as we have experienced it,
and are still practicing, referring to other materials to cover spatial statistics pro-
per; arecent paper with references is Griffith and Paelinck (2004), a condensed
version appearing in Griffith and Paelinck (2011).

Next section is devoted to an obscure period of our discipline, when essen-
tially “spatial econometrics without space” was practiced. Then, progressively,
that space emerged, and fragments of real spatialized exercises could be excava-
ted from dispersed articles and books, as section 3 testifies.

In 1979, with our colleague Leo Klaassen, we defined a number of princi-
ples that, we hoped, would guide future work along lines that tried to identify the
specificity of spatial econometrics, totally respecting the teachings of general
econometrics; the same applies to theoretical spatial economics, which integrates
all the principles of general theoretical economics.

Looking ahead is a more dangerous undertaking, for which we will rely on
our recent work; statements resulting from this exercise will probably be con-
troversial, but we hope they will stimulate a fruitful discussion on some delicate
points of the discipline.

Conclusions and references follow, as usual.

" Distinguished Visiting Professor, Doctor honoris causa of University of Economicsin Katowice.
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1. Prehistory

Let us start with mentioning the fact that we entered in contact with spatial
problems on the occasion of treating a problem in regional development. In tho-
se times, very little statistical material happened to be available, so reasoning
had to proceed in a still theoretical way, the basis being a theory of polarized
regional development. The concepts set out there (Paelinck, 1963) already invi-
ted a joint consideration of regional developments, which became later the prin-
ciple of asymmetric inter-regional linkages.

Econometric exercises published over that period were of the most classical
type, relating only variables possessing the same regional index. Examples are
Thompson and Mattila (1959, see the comments on this study in Paelinck and
Klaassen, 1979, p. 6; Vanhove, 1963, we used the latter in an exercise of calcu-
lating the parameters of an optimal multiregional policy (Paelinck, 1967), alre-
ady noticing there that the underlying model used was inadequate to represent
the correct spatial workings of the economy, which would be reflected in the
policy outcomes. To quote from Paelinck (1967, pp. 57-58): “(...) les résultats
de I’économétrie régionale, telle qu’elle est souvent pratiquée, sont fortement
affectés par la négligence de deux facteurs essentiels:

— la localisation relative des régions faisant I’objet de 1’étude;

— lalocalisation intra-régionale des activités sur lesquelles porte 1’analyse.

(...) De statique et indifférenciée, I’économétrie doit devenir dynamique et diff-
érenciée; des modéles adaptés au caractéere spécifique de I’analyse régionale
doivent tre mis au point”.

The same criticism, levied against regional macro-models, was repeated in
Paelinck (1973).

One can justifiably ask the question: why has no attention being given to
spatially entwined activities? On the one hand, time series analysis knew the
notion of serial correlation, reflected on in terms of lagged variables, exogenous
and stochastic. On the other hand, input-output analysis was starting to develop
multi-regional variants, though typical topological variables were absent. Fur-
thermore, in studies of inter-regional and international movements (inter-
regional migration or inter-zonal commuting, international trade) gravity models
were in use, which implied the use of certain distance measures.

The answer lies probably in the fact that the bridge between spatial analysis
and econometrics proper had still to be built. How progressively that has happe-
ned will become clear from the next section.
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2. Interim period

Things would change in the late sixties and seventies. In 1966 (see also Le-
bart, 1969), a colleague of ours at the “Institut d’Etude du Développement Eco-
nomique et Social” of Paris University, Ludovic Lebart, applied the Geary stati-
stic (Geary, 1954) to French departmental data, generalizing it and studying
spatial autocorrelation at different degrees of contiguity, in fact measuring di-
stance effects, as the degree of contiguity is a fully-fledged metric.

A similar study was published in Paelinck and Nijkamp (1975, pp. 223-234
and 243-246) using five different variables (number of inhabitants per square
kilometer, rate of growth of population, employment per square kilometer, per
capita gross value added at factor prices, per capita available income); the first
variable showed systematic positive spatial autocorrelation, the second and third
ones a negative one, the last two variables again positive autocorrelation, except
at order two. These findings, for 1960 and 1965, gave an acceptable insight in
the spatial structure of the variables taken up in the study.

Moran’s 1 (1948, 1950) gained popularity over the same period, the CIiff
and Ord volume (1973) on spatial autocorrelation completing the picture.

What was missing though was a complete integration of theoretical spatial
economics and econometrics proper; this was what “Spatial Econometrics”
(1979) meant to do.

3. Recent times

The initial vision on what spatial econometrics could be was expressed in
our General Address to the Dutch Statistical Association on the occasion of its
Annual Meeting on May 2™ 1974, held at the city of Tilburg.

The integration just mentioned was laid down in the form of five principles
which we would like to remember briefly.

The first one was already introduced by the previous considerations, to wit
spatial interdependence. The new vision however was to derive that interdepen-
dence from the workings of spatial economies. Two models were essentially sta-
ged, an income generating model and a so-called attraction model; the first started
from a spatial generalization of the Keynesian macro-economic consumption-
cum-investment model, introducing spatial shopping behavior and so generating
spatial consumption propensities, later to be estimated; the second was a genera-
lized Weberian sectoral location model, based on locational choices as a func-
tion of expected profits. As an obiter dictum, let it be said that I still used those
models to train Ph.D. students at the School of Public Policy of George Mason
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University. Without going into detail, it should be mentioned that the classical
econometric problems — specification, dimensional homogeneity, identification,
estimation, testing — are systematically taken up.

The second principle was that of spatial asymmetry in the measures of spa-
tial interdependence; this was already known to be the case for trade flows, but
the idea had to be generalized to parameters. An example, modeled and estima-
ted, was that of spatial consumption behavior in terms of urban and non-urban
spatial unit within the spatial income generating model mentioned above.

Both these principles show a stark contrast with the simple measurement of
spatial moving average or spatial autocorrelation process parameters.

Principle three was called “allotopy”, from the Greek words aAlog and ton-
0¢, meaning respectively “other” and “site”; it alludes to the influence at a di-
stance of exogenous variables, the Weberian location model, already mentioned,
being a perfect example of this.

Choice problems in space lead more than often to non-linear solutions, so
this too should be reflected in our model specification, especially if the model
intends to picture ex-ante choices; this is the case of locational models (see e.g.
the European FLEUR-model: Ancot and Paelinck, 1983), though resulting ex-
post behavior (for instance, transport flows) could still be treated linearly.

Finally, topological variables (locations, distances, densities, etc.) should
not be absent; as said earlier, spatial models should not be “without space”! It
should explicitly be said here that the choice of a distance measure is a strategic
moment in the model specification, too little attention being often given to the
problems of metric topology involved.

As spatial econometrics iS about economics, much stress was laid on the
specification of the underlying model, the first moments of the distributions, so
to say (see: Paelinck and Klaassen, 1979, conclusions to chapter 2, pp. 42-43);
we will come back to this important point in our further developments.

It was very fortunate that shortly afterwards a stormy evolution took place,
of which we will only mention some recent volumes devoted to spatial econo-
metrics, skipping but not neglecting the articles, and insisting also on the value
of the contributions in the complementary field of spatial statistics (for references,
see again Griffith and Paelinck, 2004); one is referred to Anselin (1988), Anselin
and Florax (1995), Morena Serrano and Vaya Valcarce (2000), Anselin, Florax, and
Rey (2004), Getis, Mur, and Zoller (2004), Lesage, Page and Tiefelsdorf (2004),
Tivez a.o. (2005), Arbia (2006), Arbia and Fingleton (2008), Mur, and Lopez
(2010), Lepage and Pace (2009), Griffith and Paelinck (2011). The crowding over
the last years is, at the least, impressive.

No wonder that a Spatial Econometric Association (SEA) was founded at
Rome, on May 26th 2006, on the occasion of another international workshop on
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spatial econometrics. Article 2 of its statutes stipulated that: " The purpose of the
Association is to promote the development of the theoretical instruments and
practical applications of spatial econometrics — including spatial statistics and
spatial data analysis. Spatial econometrics should be regarded in abroad sense
and inclusive of the developments of statistic models and instruments to analyze
externalities, interactions, etc. in different areas such as, without limitation, eco-
nomics, geography and regional sciences. The mission of the Association is to
disseminate and encourage knowledge and good practice among universities and
research ingtitutions and in the community in general, becoming a reference
point for operatorsin the field”.

The activity of SEA has led to further initiatives; the important fact is inde-
ed hat a specific SE platform is now present, platform from which diffuson can
proceed. And what has to come will probably be still more exciting.

4. Looking ahead

Some challenges the future will be faced with, can be grouped under five
headings: spatial bias, spatial specification, spatial estimation, spatial complexi-
ty, isomorphisms; these themes will be taken up in succession in what follows.
They lead straightforwardly to what we have called “non-standard spatial eco-
nometrics’ (see again Griffith and Paelinck, 2011).

4.1. Spatial bias

Taking an econometric view of the MAUP (Maodifiable Areal Unit Pro-
blem), Paelinck (2000) proved that in principle all spatial econometric models
will inevitably show up an aggregation bias; his findings were summarized in
the following terms: ,, The important result is that in general econometric aggre-
gation, if only one macro-aggregate is considered, just one parameter bias is
present in the macro-model; in meso-aggregation, as it took place here, every
meso-area has its own specific aggregation bias, which leads to parameter varia-
bility between meso-areas, and this might result, in econometric estimation, in
some sort of (biased) average value, depending on the characteristics of the sam-
ple being investigated and the particular spatial aggregation specification”.

The consequence of this is that there is an extra element to simple spatia
heterogeneous behavior, and how to isolate the two aspects has to be seriously
considered (Griffith and Paelinck, 2011, chapter 17). So only heterogeneity calls
for extra treatments. composite parameters (Ancot et al., 1971), differential spa-
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tial regimes (Griffith and Paelinck, 2011, chapter 12); special attention is called
for, and further fundamental investigation of this problem is highly advocated.

4.2. Spatial specification

Given the characteristics of spatial inter-linkages, special attention should
be devoted to the specification of spatial models; scanning five collective volu-
mes on spatial econometrics, we found out that only 14% of the papers were
devoted to that problem (Griffith and Paelinck, 2004).

As an example we would like to mention here the well-known problem of
spatial convergence. A simple beta-convergence model is, in our opinion, not the
right tool to tackle the problem; in Arbia and Paelinck (2003 a and b) an alterna-
tive is proposed and presented, to wit a non-linear — this lon-linearity being re-
cently refined (see: Griffith and Paelinck, 2011, chapter 11) — fully-fledged inter-
regional model of the Lotka-Volterra type. It allowed to separate the problems of
mathematical and economic convergence, and arrived at the conclusion that in a
system of 119 European regions, if mathematical convergence was present, econo-
mic convergence was simply lacking, something in fact already confirmed by some
theoretical and empirical studies.

But this is still not the end of the journey; indeed, an even more important
problem is that of the algebraic structure to be given to the model under con-
struction. For that we studied (Paelinck, 2001) the possibilities of model specifi-
cation based on a so-called “min-algebra”; that algebra, in fact, generalizes the
specification of the European FLEUR-model (Ancot et Paelinck, 1983), the lat-
ter being based on the idea of a “growth threshold”. In a min-algebra, one (or
several) explanatory terms (variables with their reaction coefficients) of minimal
value determine the value of the endogenous variable(s). So, instead of consider-
ing a (linear or non-linear) combination of endogenous, exogenous or predeter-
mined variables, one will only consider one (or a limited number) of explanatory
variables in each equation; for instance, the development of a region could be
hampered by the absence of a strategic factor, such as technologically highly
trained manpower.

A bad specification of regional models becomes really dramatic when they
are used to derive “baskets” of regional policy measures; indeed, the logic of the
chosen algebra produces a linear programming solution with more non-zero
decision variables than the number of constraints, whereas under a “classical” alge-
bra would in general produce only that number of non-zero decision variable.

Still another specifications is that of a finite automaton, which can be seen as an
”if’-specification, for example, it could read as follows: if ax + < 3z + O, the
values of the left-hand terms obtains, otherwise those of the right-hand one. To
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submit such a finite automaton model to an empirical test in a well-documented
case, gross regional product figures for the Netherlands have been investigated.
They were divided in two macro-regional sets, one for the western provinces
(Noord-Holland, Zuid-Holland, Utrecht, the so-called “Rimcity”), the other one
comprising the data for the remaining provinces.

The curious thing, at first sight, was the behavior of the growth rate values
for the non-Rimcity provinces: whatever the state of the location factors attrac-
tiveness, they follow the ups and downs of the Rimcity growth rates. This is
completely in line with the fact that the Rimcity is indeed the “motor” of the
Dutch economy (Paelinck, 1973, pp. 25-40, especially pp. 37-40), imposing its
evolutionary rhythm to the other regions. This finding has recently been confir-
med with a Lotka-Volterra finite automaton specification (Griffith and Paelinck,
2011, chapter 13).

A last remark is on the specification of spatial lags, in the endogenous
and/or exogenous variables, the W-matrix problem to call it that way. Several
suggestions have been made, some of them purely “mechanical”; again, as spa-
tial econometrics is about economics in pre-geographical space, some economic
background is desirable. One possibility is the use of a flexible potential function
(Ancot and Paelinck, 1983); another one is the following procedure: estimate the
model without spatial lags and without constant(s); inspect the residuals — the
“doggy-bag principle” (Griffith and Paelinck, 2011, chapter 14) which should not
add up to zero; relatively high and/or low, positive and/or negative instances should be
inspected trying to generate assumptions (e.g., competition and/or cooperation could
be present at short or long distances: distance can be “hampering” or “protecting”).
Examples are known where mapped locations of residuals led to the right complemen-
tary variable missing in the model.

This does not end the list of relevant specification problems; the main point
is that the model should correspond to the workings of the spatial economies
investigated, and that the consequences for their ulterior use — or uses — should
be explicitly considered.

4.3. Estimators

The fundamental structure of spatial models invites at developing different
types of estimators adapted to the special situations encountered; indeed, the esta-
blished software does not always fit the specific estimation problem encountered.

Paelinck (1990) proposes various estimators especially fit to treat particular
circumstances.

A first example is a simultaneous dynamic least squares estimator (SDLS),
perfectly well adapted for use in the type models treated above, i.e. models with
simultaneous spatial and temporal interdependencies. Instead of minimizing
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residuals between observed endogenous values and values estimated from the
latter — even if they are predetermined — it minimizes a norm between observed
and endogenously computed values. This takes into account future uses of the
model, like forecasting or computing policy impacts.

Originally the algorithm consisted of computation by iterative OLS, the
method integrating the derivation of optimal — spatial and temporal — ,,starting
points” for endogenous simulations. The estimator is consistent, and the probabi-
lity limit of its variance-covariance matrix is known (in fact, it is the usual OLS
matrix), but we will come back to this remark.

In recent research, the estimating procedure has been endogenized (again
Griffith and Paelinck, 2011, chapter 11), resulting in the parameters and the est-
imated — endogenous — variables being produced in the same process; the met-
hod can be applied to spatial models — with their typical spatial lags — both static and
dynamic. Recently also the method has been applied to the estimation of composite
parameters; not implying an inverse, but resting on mathematical programming, the
problem of non-identifiability could be side-stepped successfully.

As already mentioned, most spatial models are inherently non-linear, so that
after appropriate specification adequate estimation methods should be used. Let
only be mentioned here a recent estimation method for Box-Cox transformations
(Paelinck and van Gastel, 1995; Griffith, Paelinck, and van Gastel, 1998), the
estimation proceeding from the (partial) elasticities of the transformed function.

Some form of semi-parametric estimation should also be considered, by
semi-parametric estimation being understood here that a second order differen-
tial expansion (derived from a second order MacLaurin expansion) is used, al-
lowing of changing the coefficients of the linear terms by adding periodically the
coefficients of the quadratic terms, which, in production functions e.g., express
the changes in marginal productivities.

Applying this technique, originally developed for time series, to a problem
in gpatial econometrics, raises the difficulty originating from the difference be-
tween ,.time's arrow” and the non-oriented presentation of spatial data; a solution
is presented in Griffith and Paelinck (2004). The specification does not privilege
any direction in space, and allows for increases or decreases of the reaction pa-
rameter between couples of regions with the same separating distances.

Finally, min-algebraic and finite automata parameters can be estimated and the
specification tested; one is again referred to Griffith and Paelinck (2011, chapter 13).

One important remark to conclude this topic: we consider the estimation
problem not as one centering only around the parameters and their properties
(see also Valavanis, 1959, especially p. 47), but on the whole model and its futu-
re uses, the parameters being in fact auxiliaries to allow us a relevant representa-
tion of the spatial-economic reality. An example is the SDLS-estimator treated
earlier, with its recent specification and applications.
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4.4. Complexity

To get an idea of the relevance of one or another specification, one should
look into the complexity of the problem, by which we mean computational com-
plexity of the series to be explained (Chaitin, 1975; Wolfram, 2002, pp. 557-
-559); this complexity, which we will call conditional complexity — due to the
presence of exogenous variables — can be expressed through the number of pa-
rameters necessary to fit to an endogenous variable a polynomial in the exoge-
nous ones. An indicator on [0,1] is (Getis and Paelinck, 2003):

¢= (Np=1)/(Mpm— 1),

where N is the number of non-zero parameters, and Ny, their maximum number
(equal to the length of the series of endogenous variables, i.e. the size of the
sample). Let it be said that we first considered the endogenous variables as void
of measurement errors, as the observed values are the only ones of which we
avail; but at the same time as spatial bias could be filtered out, those errors too
can be treated appropriately (again Griffith and Paelinck, 2011, chapter 17).

Just to give an example, in such a pre-test of the model to be specified, a se-
ries of observations lead to a complete cubic equation, with a value ¢ = 1, the
ensuing test between a simple linear model and a finite automaton one selecting
the latter; when errors and spatial bias were filtered out, the simple linear model
submerged, the complexity of the data having been reduced by two thirds.

4.5. Isomorphism

Isomorphism, in the broad sense of specification similarity can be a serious
help in solving some classical problems in spatial econometrics. Take the exten-
ded SAR model

y=Ay+Xb+eg
The first fact to be noted is that the y variables have all the same definition,
GRP, for instance, contrary to the classical non-spatial model Ay+Xb=¢, where
the vector y consists of different variables. A second fact is that the model just
presented is isomorphic to the classical input-output model

y=Ay+f

where A is the input coefficients matrix, f the final demand vector.



Spatial econometrics: A personal overview 115

The difficulty with the spatial econometric model, compared to the input-
output one, is that the input coefficients are known from statistical observation,
which is not the case of the A matrix in model in the extended SAR model; for
instance, from the input-output equation total relative inputs can be computed as
a' =1i'A; and this has indeed ledto a useful suggestion for solving an identifica-
tion problem of the spatial econometric model.

Conclusions

“Spacetime” economics — to borrow an expression from theoretical physics
— is indeed characterized by great complexity; we only refer here to some studies
in potentialized partial differential equations we did with a former Erasmus
University colleague (Kaashoek and Paelinck, 1994, 1996, 1998 and 2002)
which lead to unexpected spatial patterns, which have been empirically verified
Coutrot et al., 2009). Interpreting those patterns start with theoretical spatial
economics and should flow over into spatial econometrics, if we want our the-
ories to confront the facts, possibly to be contradicted, at times to be relegated to
the waiting room of theories pending there ever uncertain status.

Anyhow, the real challenge for the future is to create beauty from garbage,
as the expression goes.

References

Ancot J.-P., Paelinck J.H.P. (1983): The Spatial Econometrics of the European FLEUR-
Model. In: Evolving Geographical Sructures. Eds. D.A. Griffith, A. Lea Martinus.
Nijhoff Publishers, The Hague, pp. 220-246.

Ancot J.-P., Chevailler J.-Cl., Paelinck J.H.P., Smit H., Stijnen H. (1971): Parameter
Component Models in Spatial Econometrics. The Econometrics of Panel data. An-
nales de ’INSEE, 30-4/31, Paris, pp. 53-98.

Anselin L. (1988): Spatial Econometrics. Methods and Models. Kluwer Academic Pu-
blishers, Dordrecht et al. loc.

Anselin L., Florax R.J.G.M., eds. (1995): New Directions in Spatial Econometrics.
Springer, Berlin et al. loc.

Anselin L., Florax RJ.G.M., Rey S., eds. (2004): Advances in Spatial Econometrics.
Methodology, Tools and Applications. Springer, Berlin et al. loc.

Arbia G. (2006): Spatial Econometrics. Springer, Berlin-Heidelberg.



116 Jean H.P. Paelinck

Arbia G., Fingleton B., eds. (2008): New Spatial Econometric Techniques and Applica-
tions in Regional Science. Special issue of ,, Papers in Regional Science”, Val. 87,
No. 3.

Arbia G., Padlinck J.H.P. (2003a): Economic Convergence or Divergence? Modeling the
Interregional Dynamics of EU Regions, 1985-1999. , Journal of Geographical Sys-
tems’, Vol. 5, No. 3, pp. 291-314.

Arbia G., Padlinck, JH.P. (2003b): Spatial Econometric Modeling of Regional Conver-
gence in Continuous Time. ,, International Regional Science Review”, Vol. 26, No. 3,
pp. 342-362.

Chaitin G.J. (1975): Randomness and Mathematical Proof. , Scientific American”, Vol.
232, No. 5, pp. 47-52.

Cliff A.D., Ord J.K. (1973): Spatial Autocorrelation. Pion Press, London.

Coutrot B., Sallez A., Paelinck J.H.P., Sutter R. (2009): On Potentialized Partial Finite
Difference equations: Analyzing the Complexity of Knowledge-Based Spatial Eco-
nomic Activities. ,, Région et Développement”, No. 29, pp. 201-228.

Geary R.C. (1954): The Contiguity Ratio and Statistical Mapping. , The Incorporated
Statistician”, Vol.5, pp.115-145.

Getis A., Mur J., Zoller H.G., eds. (2004): Spatial Econometrics and Spatial Statistics.
Palgrave-Macmillan, Basingstoke.

Getis A., Paglinck J.H.P. (2004): On Analytical Descriptions of Geographical Patterns.
» L'Espace Géographique”, No. 1, pp.61-68.

Griffith D.A., Paglinck JH.P, van Gastel M.A.J.J. (1998): The Box-Cox Transformation:
New Computation and I nter pretation Features of the Parameters. in D.A.

Griffith D.A., Amrhein C., Huriot J.-M., eds. (1998): Econometric Advances in Spatial
Modeling and Methodology. Kluwer, Dordrecht, Advanced Studies in Theoretical
and Applied Econometrics, Vol. 35, pp. 45-58.

Griffith D.A., Paglinck J.H.P. (2004): An Equation by Any Other Name is Still the Same:
Soatial Satistics and Spatial Econometrics. Paper Presented at the Annual Me-
etings of the NARSA, Seattle, November.

Griffith D.A, Paelinck J.H.P. (2011):, Non-Standard Spatial Statistics and Spatial Eco-
nometrics. Springer, Berlin and Heidelberg.

Kaashoek J.F., Paglinck J.H.P. (1994): On Potentialised Partial Differential Equations
in Theoretical Spatial Economics. In: Special issue of Chaos, Solitons and Fractals
on ,Non-Linear Dynamics in Urban and Transport Analysis’. Ed. D.S. Dendrinos.
Voal. 4, No. 4, pp. 585-594.

Kaashoek J.F., Paglinck J.H.P. (1996): Sudying the Dynamics of Pre-geographical Spa-
ce by Means of Space and Time-Potentialised Partial Differential Equations.
»Geographical Systems’, Vol.3, pp. 259-277.



Spatial econometrics: A personal overview 117

Kaashoek J.F., Paelinck J.H.P. (1998): Potentialised Partial Differential Equations in
Economic Geography and Spatial Economics: Multiple Dimensions and Control.
»Acta Mathematica Applicanda”, Vol. 51, pp. 1-23.

Kaashoek, J.F. Paelinck J.H.P. (2001): Potentialised Partial Differential Equations in
Spatial Economics: Some Further Results on the Potentialising Function. ,, The
Annals of Regional Science”, Vol. 35, No. 3, pp. 463-482.

Lebart L. (1966): Les variables socio-économiques départementales et regionales, I,
Meéthodes statistiques de 1’étude, IEDES, Paris.

Lebart L. (1969): Analyse statistique de la contiguité. Publications de 1’Institut de Stati-
stique de 1’Université de Paris, 18, pp. 81-112.

LeSage J., Page RK., Tiefelsdorf M., eds. (2004): Special Issue on Methodological Deve-
lopments in Spatial Econometrics and Statistics of Geographical Analysis Vol. 36, No. 2.

LeSage J., Pace R.K. (2009): Introduction to Spatial Econometrics. CRC Press, Boca
Raton et al. loc.

Moran P.A.P. (1948): The Interpretation of Satistical Maps. ,,Journal of the Royal Stati-
stical Society B”, Vol. 10, pp. 243-251.

Moran P.A.P. (1950): A Test for Serial Correlation of Residuals. ,,Biometrica”, Vol. 37,
pp. 178-181.

Moreno Serrano R., Vaya Valcarce E. (2000): Técnicas econométricas para € trata-
miento de datos espaciales: la econometria espacial. Edicions Universitat de Bar-
celona, UG44, Manuals, Barcelona.

Mur J., Lopez F.A., eds. (2010): Modeling Spatio-Temporal Data. special issue of ,,Jo-
urnal of Geographical Systems”, Vol. 12, No. 2.

Paelinck J.H.P. (1963): La teoria del desarrollo regional polarizado. Revista Lati-
no-americana de Economia (Caracas), No. 9, pp. 175-229 (reproduced in Cahiers
de I'lSEA, Série L (Economies Régionales), March 1965, pp. 5-47,with title: La th-
éorie du développement régional polarisé, and in Italian with title: La teoria dello
sviluppo regionale polarizzato, in A. Testi (a cura di): Sviluppo e pianificazione re-
gionale. Giulio Einaudi, Torino 1977.

Paelinck J.H.P. (1967): L’ efficacité des mesures de politique économique régionale. Rapport
introductif, Faculté des Sciences Economique, Centre de Recherches, Namur.

Paelinck J.H.P. (1973): Hoe doelmatig kan regionaal en sectoraal beleid zijn? Stenfert
Kroese, Series: Bedrijfseconomische Verkenningen, Leiden.

Paelinck J.H.P., Nijkamp P. (1975): Operational Theory and Method in Regional Eco-
nomics. Saxon House, Farnborough.

Paelinck J.H.P., Klaassen L.H. (1979): Spatial Econometrics. Saxon House Farnborough

Paelinck J.H.P. (1990): Some New Estimators in Spatial Econometrics. In: Spatial Stati-
stics: Past, Present and Future. Ed. D.A. Griffith. Syracuse University, Institute of
Mathematical Geography, Monograph No. 12, pp. 163-181.



118 Jean H.P. Paelinck

Paelinck JH.P., van Gastel M.A.J.J. (1995): Computing Box-Cox Transform Parame-
ters: A New Method and its Application to Spatial Econometrics. In: New Dimen-
sions in Spatial Econometrics. Eds. L. Ansdin, R.J.G.M. Florax. Springer, Berlin,
pp. 136-155.

Paelinck J.H.P. (2000): On Aggregation in Spatial Econometric Modelling. ,, Journal of
Geographical Systems’, Vol. 2, No. 2, pp. 157-165.

Paelinck J.H.P. (2001): A Multiple Gap Approach to Spatial Econometrics. , The Annals
of Regional Science’, Vol. 36, No. 2, pp. 219-228.

Thompson W.R., Mattila JM. (1959): An Econometric Model of Postwar Sate Indu-
strial Development. Wayne State University Press, Detroit.

Trivez F.J. et al., eds. (2005): Contributions to Spatial Econometrics. Copy Center Digi-
tal, Zaragoza.

Vaavanis S. (1959): Econometrics, An Introduction to Maximum Likelihood Methods.
McGraw-Hill, New York et a. loc.

Vanhove N. (1963): De doelmatigheid van het regionaal-economisch beleid in Neder-
land. Gent and Hilversum.

Wolfram S. (2002): A New Kind of Science. Wolfram Media, Champaign (IL).

SPATIAL ECONOMETRICS: A PERSONAL OVERVIEW
Summary

The paper is based on the invited lecture given at the Katowice University of Eco-
nomics in June 2012.

In the paper the beginnings of subdiscipline called spatial econometrics are presen-
ted. The history of spatial statistical analysis and its influence on economic surveys is
considered. Author’s contribution to this area is presented together with persona ove-
rview of the developments of the subdiscipline. Moreover, some future challenges con-
nected with “non-standard spatial econometrics’ are analyzed including spatial bias,
spatial specification, spatial estimation, spatial complexity and isomorphisms.
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WYBRANE METODY KLASYFIKACYJNE
ORAZ ICH EFEKTYWNOSC W PROGNOZOWANIU
UPADLOSCI FIRM

Wprowadzenie

»Iworzenie poje¢ oraz regut pozwalajacych klasyfikowac obiekty na klasy
podobienstwa odpowiadajace tym pojgciom towarzyszy rozwojowi kazdej dys-
cypliny naukowej. Proces badania, czy dowolny obiekt nalezy do danej klasy,
nazywamy rozpoznawaniem obiektu” (Kolonko, 1982, s. 7). Takim stwierdze-
niem rozpoczyna si¢ podstawowe dzieto profesora Jozefa Kolonki, wprowadzajace
czytelnika w szeroka, a w tym czasie malo znana problematyke klasyfikacji zadan,
metod klasyfikacji oraz zagadnien redukcji opisu. Ta niewatpliwie nowatorska
w tym czasie praca data impuls do intensywnego rozwoju metodologii klasyfikacji
danych i stata sig inspiracja do publikowania dalszych prac z zakresu taksonomii,
metod dyskryminacyjnych oraz metod rozpoznawania obrazow. Praca prof. Kolonki
wskazywala jednocze$nie na szerokie mozliwosci wykorzystania proponowanej
metodologii badawczej do wielorakich analiz ekonomicznych, m.in. do normowa-
nia kosztow, konstrukcji grupowych modeli konsumpcji, analizy danych prze-
krojowo-czasowych oraz poréwnywania i porzadkowania obiektow wielocecho-
wych. Mimo uptywu lat od czasu jej opublikowania ciagle inspiruje do rozwoju metod
klasyfikacji danych oraz ich zastosowan w badaniach spoteczno-ekonomicznych.

Artykut ten nawiazuje do problematyki metodologicznej pracy prof. Kolon-
ki oraz jest kolejnym przyktadem mozliwosci zastosowania metod klasyfikacji
danych we wspotczesnych analizach ekonomicznych. Przedmiotem artykutu jest
przedstawienie najpopularniejszych metod prognozowania bankructwa, beda-
cych w istocie statystycznymi lub iteracyjnymi metodami klasyfikacji danych,
oraz ocena ich efektywnosci jako narzedzia oceny ryzyka upadtosci firm.

Wedtug przeprowadzonych badan (Aziz, Dar, 2004) jako narzedzia pro-
gnozowania upadlosci firm najczgéciej stosowane sg modele dyskryminacyjne
(30,3% publikowanych prac), na drugim miejscu pod wzgledem czgstosci zasto-
sowan znajduja si¢ modele logitowe (21,3%), na trzecim miejscu sieci neurono-
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we (9,0%) a na czwartym miejscu — drzewa klasyfikacyjne (5,6%). Te tez narze-
dzia zostana pokrotce scharakteryzowane, a w dalszej kolejno$ci zostana przyto-
czone ich pierwotne zastosowania znane z literatury $wiatowej oraz wybrane
zastosowania dla celow predykcji bankructwa firm we wspdlczesnej gospodarce
polskiej. W koncowej czgsci pracy przedstawiono oceng efektywnosci przedsta-
wionych metod jako narzedzi prognozowania bankructwa. Ich efektywnos¢ zo-
stala zmierzona zdolnoscia do poprawnej klasyfikacji firm do zbioru bankrutow
i niebankrutdéw na zbiorze uczacym oraz zbiorze testowym. W zakonczeniu
sformutowano pewne ogolne warunki okreslajace przydatnos¢ prezentowanych
metod do predykeji bankructwa firm.

1. Liniowa funkcja dyskryminacyjna

Liniowa funkcja dyskryminacyjna, jako narzgdzie klasyfikacji danych, zostata
sformutowana w 1936 r. przez R.A. Fishera (1936) i zastosowana w badaniach przy-
rodniczych. Ponizej zostanie przedstawiona jej zasadnicza idea. W ujgciu klasycz-
nym’ przyjmujemy, ze mamy dwie populacje. Zatlozmy ze X = [X1, Xa,..., Xn1] jest
wektorem n; obserwacji z populacji 1 a X5 = [Xni+1, Xn1+2,--+» Xn1+n2] jest wektorem n,
obserwacji, pochodzacym z populacji 2. Sa to wektory o wymiarach p X 1, gdzie
p jest liczba zmiennych dyskryminujacych. Fisher zaproponowat liniowa funkcje
(dyskryminator) dla zaklasyfikowania wylosowanej obserwacji do jednej z dwoch
wyroznionych populacji. Metoda ta polega na znalezieniu liniowej transformacji
oryginalnych zmiennych:

I(X)=a'X (1)
tak aby bylo mozliwe ich maksymalne odseparowanie w dwoch populacjach. Zapro-
ponowat znalezienie wektora a8 maksymalizujacego funkcje separacji |S(a) , gdzie:

Y-y
S(a) = 18—2 , (2)

y

Y, oraz y, sa $rednimi zmiennych transformowanychY; z populacji 1 oraz Y,

z populacji 2,

* Sposréd wielu prac z tego zakresu w jezyku angielskim patrz np.: (Christensen, 1991; Giri,
1996 lub Rencher, 1998). Wprowadzenie do tej problematyki wraz z zastosowaniami do pro-
gnozowania bankructwa mozna znalez¢ m.in. w pracach: (Pociecha, 2006 lub Pociecha, 2007).
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n; nl+n2
Z(Yi _3’1)2 + Z(Yi _g’z)z
§ =4z i—nl+l 3
Y n, +n, -2 ©)
oraz
y,=a'x,,i=1,2,.,n +ny. (4)

S(a) dane wzorem (2) mierzy rdznicg pomigdzy przeksztatlconymi srednimi
Y, —y, relatywnie do wielkosci odchylenia standardowego z prob (3). Jesli
zmienne przeksztalcone yi, ya,...,yn1 OTaZ Yai+1, Yal+2, Yal+n2 Dylyby catkowicie
odseparowane, to |§/1 — §2| powinno by¢ mozliwie duze.

Wektor a maksymalizujacy separacje |S(a)| jest nastepujacy:

a=8"'(X, -X,) (5)
gdzie:
= (n, =DS, +(n, -1S, ©6)
n, +n, -2

nl . .

Z(Xi - X)X, —X,)
5, = ™)

n, —1

nl+n2

Z(Xi - X)X, —X;)
S2 — nl+l (8)

n, -1

oraz X,, X, sa $rednimi wektora 11 2.

Przyjmijmy ze mamy obserwacje¢ X,. Opierajac si¢ na funkcji dyskrymina-
cyjnej (1), mozemy alokowac t¢ obserwacj¢ do odpowiedniej populacji na pod-
stawie nast¢pujacych regut klasyfikacyjnych:

— alokuj x¢ do populacji 1, jesli:

. _ _ 1 . _ o
¥, = (X, —X,)'S7'x, ZE(X1 -X,)'S7(X, +X,) 9)

— alokuj x¢ do populacji 2, jesli:
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R _ _ 1 - _ g
¥, = (X, —X,)'S'x, <E(X1 -X,)'ST (X, +X,) (10)

. o . Vi tYs e =
Innymi stowy, jesli y, znajduje si¢ po prawej stronie Y, 2 Y (blizej doy,),
zaklasyfikuj xo do populacji 1 i odwrotnie.

Analiza dyskryminacyjna jest od przeszto 40 lat wykorzystywana do pro-

gnozowania upadtosci firm.

2. Model logitowy

Modele logitowe naleza do klasycznych modeli klasyfikacji binarnej, tj. ta-
kich, w ktorych zmienna objasniana przyjmuje tylko dwie warto$ci. Przy anali-
zowaniu zagrozenia upadlo$cia przedsigbiorstwa badamy wpltyw zmiennych
objasniajacych, ktore moga by¢ cechami jakosciowymi lub ilosciowymi, na
zmienna objasniana o charakterze jakoSciowym, przy zatozeniu logistycznej
postaci analitycznej natezenia poszczegélnych zmiennych objasniajacych”. Jesli
zmienna objasniana ma charakter zero-jedynkowy (przedsigbiorstwo o dobrej
kondycji finansowej, przedsigbiorstwo o ztej kondycji), to mamy do czynienia
z modelem dychotomicznym. Gdy zmienna objasniana jest cecha jakosciowa
wielowariantowa (bankrut, $rednia kondycja finansowa, dobra kondycja finan-
sowa, to mamy do czynienia z modelem wielomianowym uporzadkowanym.

Wartoséci zmiennej objasnianej wskazuja na wystapienie lub brak wystapie-
nia pewnego zdarzenia, ktore chcemy prognozowaé. Regresja logistyczna po-
zwala na obliczanie prawdopodobienstwa tego zdarzenia jako prawdopodobien-
stwa sukcesu wedlug wzoru:

X

P(x) = 1% (11)
lub
P() = — (12)

czyli funkcji logistycznej podajacej prawdopodobienstwo bankructwa firmy.

Model regresji logistycznej nalezy do grupy uogélnionych modeli linio-
wych (GLM), w ktorym wykorzystano formule logitu jako funkcji wiazacej
(McCulloch, Searle, Neuhaus, 2009). Logitem nazywamy funkcjg przeksztatca-
jaca prawdopodobienstwo na logarytm ilorazu szans, czyli:

* Na temat modelu ligitowego oraz mozliwosci jego zastosowania patrz np.: (Pociecha, 2012).
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L =logit (p)= ln[1 P

j= In(p) —In(1- p) (13)

Dystrybuanta F prawdopodobienstwa sukcesu jest wzigta z rozkladu logi-
stycznego, czyli:

exp(fy + BX +...+ B X, +¢) (14)
l+exp(B,+ X, +...+ B X, +¢&)

p=F(By+p+..+B,+&)=

Wartos¢ funkcji odwrotnej do dystrybuanty F jest logitem (L) okreslonym
wzorem (13). Logit jest wigc logarytmem ilorazu szans bankructwa i ,,nieban-
kructwa” firmy. Jezeli te szanse sa jednakowe, czyli p = 0,5, to logit jest rowny
zero, dla p > 0,5 logit jest dodatni, a gdy p < 0,5 — jest on ujemny.

Po przeksztatceniu logitowym mozna przystapi¢ do badania zaleznos$ci po-
migdzy warto$ciami logitu a zmiennymi objasniajacymi, bedacymi odpowiednimi
wskaznikami finansowymi, przyjmujac najczesciej model liniowy o postaci:

L=p,+BX +..+BX, +¢ (15)

Parametrow powyzszego modelu nie mozna szacowaé klasyczna metoda naj-
mniejszych kwadratow, gdyz nie jest spetnione zalozenie stalo$ci wariancji dycho-
tomicznej zmiennej objasnianej. W tym przypadku mozna stosowa¢ uogdlniong
metode najmniejszych kwadratow, a obecnie, szczegodlnie przy matej liczbie ob-
serwacji stosuje si¢ metode najwigkszej wiarygodnosci.

3. Sie¢ neuronowa

Sztuczna sie¢ neuronowa jest technika informatyczna wzorowana na struk-
turze i sposobie dziatania uktadow nerwowych organizméw zywych'. Sztuczny
neuron jest modelem swojego rzeczywistego odpowiednika. Jego zasadniczym
celem jest przetworzenie informacji wej$ciowej, dostarczanej w postaci wektora
skonczonej liczby sygnatow wejsciowych x;, ... , x, w warto$¢ wyjsciowa y.
Przyjmuje sig, ze zarowno wartosci wejsciowe neuronu, jak i warto$¢ wyjsciowa
maja postac liczb rzeczywistych. Z kazdym wejéciem neuronu zwiazany jest
wspotczynnik nazywany waga. Wspotczynniki wagowe neuronu sa podstawo-
wymi parametrami wplywajacymi na sposob funkcjonowania sztucznej komorki
nerwowe;.

" Charakterystyka sieci neuronowych i ich zastosowania dla celéw prognozowania bankructwa
zostala przedstawiona m.in. w pracy: (Pociecha, 2010b).
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Oprécz n wej$¢ oraz jednego wyjscia (y), wystepuje takze wartos¢ stata dla
kazdego neuronu w, (wyraz wolny), niezalezna od danych wejsciowych, nazy-
wana biasem. W najprostszym przypadku, tj. neuronu liniowego, przetwarzanie
sygnalow wejsciowych odbywa si¢ na podstawie obliczenia sumy wazonej wejs¢
o wagach odpowiednio w;, czyli:

)7:WO+ZWixl. =w, +W'X (16)
i=1

gdzie:

x = [x;] — wektor [nx1] sygnatow wejsciowych,

w =[w; ] — wektor [nx1] wag, ktore z jednej strony wyrazaja stopien waznosci
informacji przekazywanej i-tym wejsciem, a z drugiej strony stano-
wia swojego rodzaju pamig¢¢ neuronu, zapamigtuja bowiem zwiazki za-
chodzace pomigdzy sygnatami wejsciowymi a sygnatem wyjsciowym.

W pewnych zastosowaniach przyjmowane sg inne formuty agregacji, np. w po-
staci kwadratu odleglosci Euklidesa pomigdzy wektorem wejSciowym x a wektorem

wag w; wtedy takie neurony sa nazywane neuronami radialnymi (Witkowska, 2002).

Drugim etapem przeksztalcenia otrzymanej wartosci pobudzenia jest wy-
znaczenie sygnatu (wartosci) wyjsciowej. Elementem odpowiedzialnym za wy-
konanie tej czynnosci jest funkcja aktywaciji:

y=9() (17)

Funkcja aktywacji moze by¢ funkcja liniowa lub nieliniowa.

Sposrod znanych funkcji aktywacji najezesciej przyjmuje sig funkcje logi-
styczna:

1

y)=— 18
?(¥) T oxp(53) (18)

lub tangens hiperboliczny:
—_ exp(fy)—exp(-py
o(F) = p(ﬂ{) p( ﬂ{)
exp(Sy) +exp(=47)

(19)

W celu stworzenia sieci neuronowej taczy si¢ neurony w okreslony sposob.
Zwykle neurony wchodzace w sktad sieci tworzg warstwy, z ktorych pierwsza
nosi nazwe¢ warstwy wejsciowej, ostatnia — warstwy wyjsciowej, za§ wszystkie
znajdujace si¢ pomigdzy nimi okreslane sa jako warstwy ukryte. Wartosci wej-
$ciowe sieci wprowadzane sa na wejscia neuronéw warstwy wejsciowej. Na-
stepnie, poprzez istniejace potaczenia, warto$ci wyjSciowe neurondow jednej
warstwy przekazywane sa na wejscia elementow przetwarzajacych kolejnej war-
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stwy. Wartosci uzyskane na wyjsciach neuronéw ostatniej warstwy sa warto-

$ciami wyjsciowymi sieci.

Zwolennicy sieci neuronowych jako narzgdzia prowadzenia badan ekono-
micznych wskazuja na ich przewage w stosunku do klasycznych modeli regres;i,
modeli dyskryminacyjnych oraz klasycznych modeli tendencji rozwojowych. Z tego
tez wzgledu sieci neuronowe zalecane sg takze jako narzedzie prognozowania ban-
kructwa. Jednakze sposob funkcjonowania sieci neuronowej, gwarantujacy prawi-
dlowe rozwiazywanie postawionych przed nia problemow, uzalezniony jest od
dwach podstawowych czynnikow (Lula, 1999):

— warto$ci wspdlczynnikow wagowych neuronow sktadajacych si¢ na sie¢,

— struktury (topologii) sieci, ktoéra okreslana jest przez liczbg warstw, liczbe
neuronéw w poszczegdlnych warstwach, sposob polaczen neurondéw oraz
przyjety model neuronu (sposob agregacji danych wejsciowych, rodzaj zasto-
sowanej funkcji aktywacji).

Ze wzgledu na architekture sieci neuronowych mozna wyrdznic trzy jej gtowne
grupy. Pierwsza z nich stanowia sieci jednokierunkowe. Typowym przyktadem sieci
jednokierunkowej jest perceptron wielowarstwowy. Druga grupe stanowia sieci
rekurencyjne, w ktorych dopuszcza si¢ wystgpowanie cykli. Dynamika tego typu
sieci jest zdecydowanie bardziej skomplikowana niz w przypadku sieci jednokie-
runkowych. Typowym przyktadem sieci rekurencyjnej jest sie¢ Hopfielda (Tade-
usiewicz, 1993). Trzecia grupg sieci neuronowych stanowig sieci komorkowe.
W tej grupie sieci taczone sa w dowolny sposob, ale tylko w obregbie sasiedzkich
weztow. Typowym przyktadem tego typu sieci jest sie¢ SOM Kohonena.

Po podjeciu decyzji co do wyboru wlasciwej architektury sieci neuronowe;j
i jej zbudowaniu, nalezy rozpoczaé proces przygotowania sieci do prawidlowego
jej dzialania, zwany uczeniem sieci. Sie¢ uczy si¢ prawidtowo dziata¢ na pod-
stawie prezentowanych jej przyktadow realizacji badanych obiektow lub zja-
wisk. Opierajac si¢ na przedstawionych rzeczywistych przypadkach, sie¢ stara
si¢ odkry¢ i zapamigta¢ ogélne prawidlowosci charakteryzujace te obiekty lub
kierujace przebiegiem badanych zjawisk. Rozpoznanie reguty sztuczna sie¢ neu-
ronowa przechowuje w postaci zakodowanej w warto$ciach wspodtczynnikow
wagowych neuronéw.

Zbidér danych wykorzystywany w trakcie uczenia sieci nazywamy zbiorem
uczacym. Proces uczenia sieci uwalnia nas od uciazliwego tworzenia i zapisy-
wania algorytmu wymaganego dla przetwarzania danych wej$ciowych, tak aby
uzyskac pozadany wynik koncowy. Nie odbywa si¢ to jednak bez kosztow, gdyz
cena jest dlugotrwaty i wymagajacy duzych mocy obliczeniowych proces ucze-
nia. Co wigcej, proces uczenia sieci jest zawsze procesem indeterministycznym,
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czyli wynik uczenia nie jest nigdy catkowicie pewny. Najczesciej stosowanym
algorytmem uczenia z nauczycielem jest algorytm wstecznej propagacji bledu
oparty na regule delta (Korbicz, Obuchowicz, Ucinski, 1994).

W przypadku uczenia bez nauczyciela zbidr uczacy zawiera tylko wartosci
zmiennych wejsciowych. Uczenie polega na cyklicznym prezentowaniu danych
uczacych 1 na stopniowej, systematycznej modyfikacji wag, prowadzacej w efekcie
do wytworzenia w sieci pewnej wiedzy o ogélnych cechach i wtasciwosciach
zbiorowosci sygnatow wejsciowych. Sieci uczone w trybie bez nauczyciela sto-
sowane sa do rozwiazywania zadan klasyfikacji bezwzorcowej, majacej na celu
rozpoznanie struktury analizowanego zbioru obiektow lub identyfikacji jedno-
rodnych fragmentoéw szeregdw czasowych. Podstawowym algorytmem treningu
sieci w trybie bez nauczyciela jest reguta Hebba (Ossowski, 1996).

4. Drzewo klasyfikacyjne

Drzewo klasyfikacyjne jest jednym z obrazéw podzialu rekurencyjnego ba-
danego zbioru. Polega on na stopniowym podziale wielowymiarowej przestrzeni
cech na rozlaczne podzbiory, az do uzyskania ich homogeniczno$ci ze wzgledu
na wyrozniong ceche (). Nastepnie w kazdym z uzyskanych segmentow budo-
wany jest lokalny model tej zmiennej. Graficzna prezentacja metody podziatu
rekurencyjnego jest drzewo decyzyjne. Jesli takie drzewo odnosi si¢ do cechy y
bedacej cecha nominalna, to reprezentujace ja drzewo nazywane jest drzewem
klasyfikacyjnym, a jesli jest to zmienna ciagla, to takie drzewo nazywamy drze-
wem regresyjnym (Por. Gatnar, 2001, s. 26). W przypadku prognozowania ban-
kructwa nasza cecha y jest cecha binarna (bankrut, niebankrut), dlatego tez mo-
wimy o drzewach klasyfikacyjnych jako narzedziu bankructwa.

Przedmiotem podziatu rekurencyjnego (Por. Gatnar, 2001, s. 13) jest
N-elementowy zbior obiektéw, w naszym przypadku firm, scharakteryzowanych
przez wektor M+1 cech, bedacych wskaznikami ich kondycji finansowej (ptyn-
no$¢, zadluzenie, efektywnos$¢ dziatania, rentowno$¢): [x,y], gdzie:

X = [Xl, X2y ven s XM]. (20)
Wielowymiarowe obserwacje wskaznikow finansowych w analizowanym zbio-

rze firm mozna zapisa¢ w postaci macierzy:

X110 Xy V1
X21 - Xom Y2 (21)

(X0, Vnlnxm+1 =
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Zgodnie z tradycyjnymi okresleniami zmienne X, Xy, ... , X) S3 hazywane
predykatorami, a zmienna y jest zmienna objasniang. Jest ona zmienng zero-
jedynkowa (0 — niebankrut, 1 — bankrut). Dysponujac danymi z macierzy (21),
nalezy znalez¢ taka relacje pomigdzy zmienna y a zmiennymi Xy, Xy, ... , X); aby
na podstawie znajomoS$ci wartosci predykatorow mozna byto okreslic wartos$¢
zmiennej y. Szuka si¢ wigc funkcji £, takiej ze:

y=fx0)te (22)
W praktyce rozpatruje si¢ jedynie model addytywny o postaci:
y = ao+ Xk g (% B) (23)

Stosujac metode rekurencyjnego podziatu, otrzymujemy aproksymacje mo-

delu (23) w postaci funkcji:
y=ap+ Zi1akl (x € Ry) (24)
gdzie:
Ry (dla k — 1,2) — roztaczne segmenty (bankrut, niebankrut) w wielowymiarowe;j
przestrzeni cech,

ay — parametry modelu.
Drzewo klasyfikacyjne jest graficzna reprezentacja modelu (24).

Model (24) nie jest tworzony globalnie, lecz poprzez ztozenie modeli lokal-
nych, budowanych w kazdym z K rozlacznych segmentdéw, na jakie dzielona jest
wielowymiarowa przestrzen zmiennych X™. Kazdy z obszarow jest definiowany
przez jego granice w przestrzeni cech i w przypadku, gdy zmienne Xy, Xy, ... , Xy
maja charakter ilosciowy (sa wskaznikami finansowymi), mozna go przedstawic
jako iloczyn:

I(x € RY) = TM_ I < x,p < v (25)

km —
gdzie wartosci v,g? oraz vlgfrz oznaczaja odpowiednio gérna i dolng granice od-

cinka w m-tym wymiarze przestrzeni, a [ jest funkcja wskaznikowa:

_ 1 gdy q jest prawdziwe,
I(C[) - { 0 w przeciwnym przypadku (26)

Problem oddzielenia (odseparowania) obiektéw nalezacych do réznych klas
jest rozwazany na podstawie statystycznej analizy wielowymiarowej w ramach
zagadnienia klasyfikacji. W tym celu konieczne jest posiadanie zbioru obiektow
S, nazywanego zbiorem uczacym, w ktorym przynalezno$¢ do okreslonej klasy
jest znana, tj. warto$¢ zmiennej y dla kazdego z nich zostata poprawnie zaklasy-

" (Gatnar, Walesiak, 2004, s. 107).
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fikowana. Celem analizy jest znalezienie charakterystyk klas, tak aby wykorzy-
sta¢ je do klasyfikacji zbioru rozpoznawanego.

Zmienna y w modelu (24) jest cecha nominalng, wobec tego model ten jest
modelem klasyfikacyjnym, a parametry a; tego modelu sa wyznaczane zgodnie
z zasada majoryzacji:

a, = argmax,{p(l[)} 27)

gdzie p(l|k) oznacza prawdopodobienstwo, ze pewien obiekt z segmentu R;
nalezy do klasy /. Innymi slowy, formuta (27) méwi o tym, ze w segmencie R,
zmienna y przyjmuje t¢ warto$¢ /, ktéra wystepuje najczescie;.

Model (24) jest konstruowany droga krokowej procedury doboru zmien-
nych, a wiec dzielenia przestrzeni X™ hiperptaszczyznami réwnolegtymi do osi
poszczegdlnych zmiennych. Klasyczna procedura rekurencyjnego podziatu skta-
da si¢ z nastgpujacych krokoéw (Gatnar, Walesiak, 2004, s. 108):

1. Majac przestrzen X™ (w ktdrej znajduje si¢ zbior uczacy S), sprawdz, czy jest
ona jednorodna ze wzgledu na wartosci zmiennej zaleznej y (lub spetiony
zostat inny warunek stopu). Jezeli tak, to zakoncz prace.

2. W przeciwnym razie rozwaz wszystkie mozliwe sposoby podzialu przestrze-
ni X" na roztaczne segmenty Ry, ... , Rk (z uwzglednieniem warto$ci kolejno
wybieranych zmiennych objasniajacych).

3. Dokonaj oceny jakosci kazdego z tych podzialow zgodnie z przyjetym kryte-
rium homogenicznosci i wybierz najlepszy z nich.

4. Podziel przestrzen X™ w wybrany sposob.

5. Wykonaj kroki 1-4 rekurencyjnie dla kazdego z segmentow Ry, ... , R
6. Procedura podziatu sig¢ konczy, jezeli zostalo osiagnigte jedno z kryteriow
stopu. Najczesciej jest nim jednorodno$é¢ obiektow w segmencie Ry, ... , Rg lub

(ze wzgledéw praktycznych) okreslona minimalna liczba obiektow w uzyska-
nych segmentach (podzbiorach).

Przebieg procesu podzialu rekurencyjnego najlepiej reprezentuje graf spoj-
ny bez cykli, czyli drzewo. Stad wynika popularna nazwa tej metody — drzewa
decyzyjne, a w sytuacji gdy zmienna y ma charakter jako$ciowy — drzewa klasy-
fikacyjne. Metody podzialu rekurencyjnego oraz ich prezentacja w postaci
drzew decyzyjnych sa stosowane do wykrywania zwiazkéw i relacji wystepuja-
cych w duzych zbiorach danych. Sa wigc one technikami stosunkowo miodej
dyscypliny naukowej, jaka jest Data Mining .

* W literaturze polskiej wyczerpujace informacje dotyczace roznych wariantow metody drzew
klasyfikacyjnych i regresyjnych znalez¢ mozna m.in. w pracach: (Gatnar, 2001; Gatnar, 2008
lub Gatnar, Walesiak, 2004).
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5. Wybrane przyktady zastosowan przedstawionych metod do
przewidywania bankructwa

W niniejszym punkcie zostang przytoczone pierwsze zastosowania na §wie-
cie prezentowanych powyzej metod jako narzedzi predykcji upadtosci firm oraz
reprezentatywne przyktady ich zastosowania w prognozowaniu bankructwa firm
polskich.

Pierwszym, ktory w 1968 r. wykorzystat liniowa funkcje dyskryminacyjna
Fishera dla celow prognozowania bankructwa byt Altman (1968). Wyodrgbnit
on dwie grupy firm amerykanskich: bankrutéw i niebankrutow. Jego proba wy-
nosita 66 korporacji, sposrod ktorych 33 stanowity przedsigbiorstwa, jakie zban-
krutowaty w latach 1946-1965, a 33 to wylosowane firmy dziatajace na rynku
amerykanskim, ktore nie zbankrutowaly w badanym okresie. Zrédtem danych
byly sprawozdania finansowe tych przedsigbiorstw (dla bankrutow z roku po-
przedzajacego bankructwo). Wstepnie rozpatrywat on 22 wskazniki finansowe
reprezentujace klasyczne ich grupy: plynnos$¢ finansowa, rentownos¢, wspoma-
ganie finansowe, wyptacalno$¢ i aktywnos$¢ ekonomiczna. Po wstgpnej analizie
ekonomicznej, opartej na doswiadczeniu profesjonalnym audytorow, do modelu
wybranych zostato 5 wskaznikéw finansowych.

Klasyczny model Altmana, nazwany przez autora ,,Z-Score model” jest na-
stepujacy (Za: Pociecha, 2006, s. 206):

Z:1,2X1+1,4X2+3,3X3+0,6X4+1,0X5

gdzie:

X, — kapitat pracujacy / majatek ogotem,

X, — zysk zatrzymany / majatek ogotem,

X3 — zysk przed opodatkowaniem (EBIT) /majatek ogotem,

X4 — warto$¢ rynkowa kapitalu akcyjnego / wartos¢ ksiggowa zadtuzenia,
Xs — przychody ze sprzedazy / majatek ogotem.

Warto$¢ krytyczna (progowa) wyniosta 2,675. Wedlug badan Altmana
zdolnos$¢ poprawnej klasyfikacji w prezentowanym modelu wynosita 95%, przy
czym btad klasyfikacji I typu (zaklasyfikowanie bankruta jako niebankruta) wyno-
sit 6%, a btad II typu (zaklasyfikowania niebankruta jako bankruta) — 3%. W rezul-
tacie badan dotyczacych minimalizacji prawdopodobienstwa btednej klasyfikacji,
Altman przyjat nastgpujace wartosci graniczne (Z) dla prognozowania bankruc-
twa:

1,81 lub mniej — duze prawdopodobienistwo bankructwa firmy (strefa I —
wszystkie firmy w probie zbankrutowaty),
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3,00 lub wigcej — niskie prawdopodobienstwo bankructwa firmy (strefa Il — zad-
na firma nie zbankrutowata),
1,81 <Z < 2,67 — niepewna przysztos¢ firmy.

Model ten, majacy juz historyczne znaczenie, stat si¢ punktem odniesienia
do wszystkich pdzniejszy modeli prognozowania bankructwa. Altman pdzniej
wielokrotnie modyfikowat prezentowane przez siebie modele i testowat je na
roznych probach firm'.

Pierwszym przykladem zastosowania metody dyskryminacyjnej do progno-
zowania bankructwa polskich firm jest praca Maczynskiej (1994), natomiast za
najbardziej rozbudowany przyktad zastosowania wiclowymiarowej analizy dys-
kryminacyjnej do prognozowania upadiosci w polskich realiach gospodarczych
mozna uzna¢ prac¢ Holdy (2006). Zostanie przedstawiony przyktad liniowej
funkcji dyskryminacyjnej zbudowanej i szacowanej przez autora niniejszego artyku-
hu. Model zostal zbudowany na podstawie wskaznikow ptynnosci i rentownosci.

W literaturze przyjmuje sig, ze zdolnos¢ klasyfikacyjna i predyktywna mo-
delu dyskryminacyjnego jest tym lepsza, im wigcej obszaréw analizy finansowej
reprezentuja zmienne wlaczane do modelu. Punktem wyjscia do konstrukcji tego
modelu byt zbidr 13 zmiennych dyskryminujacych. Ich dobdér do modeli dys-
kryminacyjnych odbywat si¢ droga selekcji krokowej z poszczegdlnych grup
wskaznikéw. W rezultacie otrzymano nastepujacy model zbudowany na podsta-
wie wskaznikow ptynnosci 1 rentownosci:

Y, =-1,843-0,486 ROE + 1,116 WKOP - 0,500 WPB

gdzie:

ROE — rentownos¢ kapitalu wtasnego,
WKOP — wskaznik kosztow operacyjnych,
WPB — wskaznik ptynnosci biezace;.

Model ten charakteryzuje sig¢ 92,50-proc. zdolno$cia do poprawnej klasyfi-
kacji oraz 86,25-proc. zdolnoscia predyktywna. W probie podstawowej btad I
rodzaju wynosi 6,67% (4/56), a btad Il rodzaju — 8,33% (5/55). W probie testo-
wej blad I rodzaju wynosi 22,50% (9/31), a blad II rodzaju — 5,00% (2/38). Wy-
starczylo przyjecie trzech wymienionych zmiennych dyskryminujacych, gdyz
wlaczenie ktoregokolwiek z pozostatych wskaznikoéw ptynnosci czy rentownosci
nie poprawiato sprawnosci modelu.

Pierwszym na $§wiecie, ktory zastosowal model logitowy do prognozowania
bankructwa byt Ohlson (1980). Zmienne do swojego modelu wybierat, opierajac
si¢ na wskazaniach literatury z zakresu analizy finansowej. W efekcie uwzgled-

* Podsumowanie do$wiadczen z budowa i zastosowaniami zaproponowanych modeli zawarl on
w pracy: Altman: Predicting Financial Distress of Companies: Revisiting the Z-Score and ZE-
TA® Models, http://pages.stern.nyu.edu/~ealtman/Zscores.PDF.
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nit w modelu 9 wskaznikoéw finansowych. Jego proba sktadata si¢ ze 105 ban-
krutow 1 2058 dobrze funkcjonujacych firm w latach 1970-1976. Model Ohlsona
(w formie zlinearyzowanej) przedstawial si¢ nastepujaco:

Y=-13-04X1+60X2-14X3+0,1X4-24X5-18X6+0,3X7-1,7X8

- 0,5 X9

gdzie:

X1 — log (aktywa ogdtem /ogdlny indeks cen),

X2 — zobowiazania ogétem/aktywa ogodlem,

X3 — kapitat pracujacy/aktywa ogdtem,

X4 — zobowiazania biezace/aktywa obrotowe,

X5 =1, gdy zobowiazania ogotem przekraczaja aktywa ogoédtem, O w przeciw-
nym przypadku;

X6 — zysk netto/aktywa ogotem,

X7 — przychody/zobowiazania ogotem,

X8 =1, gdy firma przynosila straty w ciagu ostatnich dwdch lat, w przeciwnym
przypadku O,

X9 — miara zmian zysku netto.

Od tego momentu nastapit gwaltowny rozwoj zastosowan modelu logito-
wego dla celow prognozowania bankructwa. W Polsce jako pierwsze zastoso-
wanie modelu logistycznego do predykcji upadtosci polskich firm przedstawione
zostato w pracy Holdy (2000).

Sposrod wielu publikacji z tego obszaru w Polsce nalezy zwroci¢ uwage na
wyniki uzyskane przez Wedzkiego (2005). Przedstawit on wiele modeli logito-
wych upadtoéci w gospodarce polskiej. Przyktadowo zaprezentowano tutaj mo-
del M3 — wielogaleziowy model dla przedsigbiorstw przemystowych:

Y =1,0-5,0 WB + 4,721 UKON + 3,598 WZO - 0,334 WUO + 0,048 IDF +
0,021 CN + 0,061 RIR

gdzie:

WB - biezacy wskaznik ptynnosci,

UKON - udziat kapitatu obrotowego w aktywach,

WZO — wskaznik zadhuzenia ogdlnego,

WUO - wskaznik udziatu odsetek,

IDF — indeks dzwigni finansowe;j,

CN - cykl naleznosci,

RIR — stopa zysku rezydualnego.

Proba przedsigbiorstw wynosifa: 40 bankrutow i 40 firm dobrze prosperujacych.
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Obszerny przeglad modeli regresji logistycznej oszacowanych dla celow
prognozowania upadto$ci firm polskich jest zawarty m.in. w pracy Prusaka (2005).

Sieci neuronowe jako narzgdzie prognozowania bankructwa byly wykorzy-
stywane w $wiecie od lat 90. ubieglego wieku . Szczegélnie interesujaca jest
praca Odoma i Shardy (1990). Autorzy podjeli proba zastosowania sieci neuro-
nowych dla 5 wskaznikéw finansowych uwzglednionych w klasycznym, dys-
kryminacyjnym modelu Altmana prognozowania bankructwa. Poshuzyli si¢ oni
danymi finansowymi, dotyczacymi 128 firm, pochodzacych z okresu na rok
przed bankructwem. Zdolno$¢ do poprawnej klasyfikacji przez model neurono-
wy dla firm ,,bankrutéw” miescita si¢ w granicach 77,8%-81,5%, a dla firm
,,hiebankrutow” — 78,6%-58,7%.

Jako pierwszy w Polsce propozycje zastosowania sztucznych sieci neuro-
nowych dla celéw prognozowania bankructwa polskich firm przedstawit Micha-
luk (2000). Przyjat on zasadg, ze liczba neuronéw w warstwie ukrytej nie moze
by¢ wigksza od liczby neuronow w warstwie wejsciowej. Do swojego badania
wykorzystal dane dotyczace 259 przedsigbiorstw, w tym 79 bankrutéw oraz 180
firm o dobrej kondycji finansowej. Rozpatrywat on 12 podstawowych wskazni-
kow finansowych, charakteryzujacych kondycje¢ finansowa przedsigbiorstw.
Podstawowe parametry konstrukcji tej sieci byty nastepujace:

— 12 neurondéw w warstwie wejsciowej (wskazniki finansowe X, ... , Xi,),
— 12 neurondéw w warstwie ukrytej,

— 1 neuron wyjsciowy (RB — bankrut = 0; NBR — niebankrut = 1),

— sie¢ byla uczona algorytmem wstecznej propagacji btedu.

Autor sieci przyjat trzy proby, rozniace si¢ ze wzgledu na proporcje: nie-
bankrut/bankrut, przyjmujac odpowiednio: proporcje 1:1 (préba uczaca 40/40,
proba testowa 39/39), 3:1 oraz 10:1 (proba uczaca 100/10; proba testowa 69/69).
Zdolnos¢ do poprawnej klasyfikacji nie byta catkiem zadowalajaca, gdyz naj-
mniejszy btad I typu (procent bankrutow, ktore zostaty nieprawidlowo zakwali-
fikowane do zbioru firm kontynuujacych dziatalno$¢) wynosit 10%, natomiast
btad drugiego typu (procent firm ktore kontynuuja dzialalno$¢, nieprawidtowo
zakwalifikowanych do zbioru bankrutow) — 2%. Ogolna zdolno$¢ do poprawnej
klasyfikacji (procent prawidtowo zaklasyfikowanych firm) byta wysoka i wyno-
sita 97,27%, jednak generowata stosunkowo wysokie btedy I typu. W praktyce
przyjmuje si¢, ze koszty, jakie sa ponoszone przez btedy I typu (uznanie firm,
ktore pozniej zbankrutowatly za firmy zdrowe) sa o wiele wyzsze niz koszty
btedow II typu.

Bogate wyniki badan prognostycznych wykonanych przy uzyciu sieci neu-
ronowych zaprezentowane zostaly w pracy Korola i Prusaka (2005). Do kon-

" Pierwsze prace z tego zakresu to: (Bell, Ribar, Verchio, 1990 oraz Odom, Sharda, 1990).
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strukcji modelu sieci neuronowej wykorzystano dane finansowe dotyczace 180
polskich przedsigbiorstw produkcyjnych z lat 1998-2001. Proba uczaca sktadata
si¢ z 39 firm bedacych w dobrej kondycji oraz 39 firm zagrozonych upadtoscia.
Firmy znajdujace si¢ w dobrej sytuacji wybierano droga parowania z potencjal-
nymi bankrutami, tak aby one pochodzily zawsze z tej samej branzy. Proby
uczace konstruowano dla danych na rok i na dwa lata przed ztozeniem wniosku
o upadios¢. Proba testowa rowniez skladata si¢ z 39 przedsigbiorstw zdrowych
oraz 39 bankrutow. Do budowy sieci neuronowej autorzy przyjeli 27 wskazni-
kéw finansowych charakteryzujacych ptynno$¢ finansowa, zadluzenie, spraw-
no$¢ dzialania i rentowno$¢ firm. Dodatkowo autorzy wprowadzili zmienng
pozafinansowa, jaka byl region dziatania danej spotki. Wykorzystano tutaj mapg
intensywnosci zagrozenia upadloscia firm w poszczegolnych wojewodztwach. Sieé
miala wigc pierwotnie 28 sygnatoéw wejsciowych, ktorych zbidr autorzy oznaczyli
jako K1. Alternatywnie zaproponowano redukcje sygnalow wejsciowych (wskazni-
kéw finansowych) na podstawie wynikow analizy wspotczynnikow korelacji po-
miedzy przyjetymi pierwotnie cechami. Doprowadzito to do redukcji sygnatow
wejsciowych do czterech. Zbidr ten oznaczono jako K2. W trzecim wariancie (K3)
przyjeto pig¢ wskaznikow z modelu Altmana. Przyjmowano takze wiele warian-
tow architektury sieci, rdzniacych si¢ liczba neurondw w warstwie ukrytej oraz
dla prob uczacych i testowych na rok oraz na dwa lata przed upadtoscia. Rozwa-
zano réwniez rozne proporcje niebankrut/bankrut w strukturze prob.

Wyniki badan potwierdzity, ze ,,zachodnie” wskazniki finansowe, jakie by-
ly przyjmowane m.in. w modelu Altmana, nie sprawdzaja si¢ w warunkach gospo-
darki polskiej, gdyz podejscie K3 dawato najgorsze rezultaty. Natomiast efektyw-
no$¢ prognostyczng pozostatych modeli badano na prébach testowych. Skutecznos$c
prognostyczna (procent prawidtowo zaklasyfikowanych firm w zbiorze testo-
wym) byla nastgpujaca: w wariancie K1 na rok przed upadkiem firmy wynosita
98,72%, a na dwa lata przed upadkiem — 91,03%. W wariancie K2 na rok przed
upadkiem wynosita 97,44% a na dwa lata przed upadkiem — 87,18%. Jak wynika
Z powyzszego, najlepsze rezultaty otrzymano dla najbardziej rozbudowanej sieci
neuronowe;j.

Metodologia drzew klasyfikacyjnych bardzo wczesnie zostata zastosowana
dla celow prognozowania bankructwa. Pierwsza praca z tego zakresu byt artykut
Frydman, Altmana i Kao (1985). Autorzy zastosowali algorytm RPA (Recursive
Partitioning Algorithm) zaproponowany przez Breimana i in. (1984) do badania
zdolnosci kredytowej 1 upadtosci firm. Jedno z przedstawionych tam drzew kla-
syfikacyjnych stworzonych przez Frydman, Altmana i Kao charakteryzowato si¢
wysoka zdolno$cia do poprawnej klasyfikacji ogotem, wynoszaca 94,00%. Praca
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Frydman Altmana i Kao stata si¢ p6zniej punktem odniesienia do badania efek-

tywnosci innych metod prognozowania bankructwa (Por. Barniv, McDonald, 1999).

Pierwszym, ktory w badaniach upadtosci polskich firm zastosowal metodo-
logi¢ drzew decyzyjnych w wersji algorytmu CART, byt Hotda (2006). Zbudo-
wat on drzewo decyzyjne dla firm branzy produkcyjnej oraz porownat zdolnos¢
do poprawnej klasyfikacji oraz zdolno$¢ prognostyczna zbudowanego drzewa
klasyfikacyjnego z siecia neuronowa zbudowana dla tego samego zestawu
wskaznikéw finansowych. Zdolnos¢ do poprawnej klasyfikacji (na zbiorze ucza-
cym) wynosita 93,24%, a na zbiorze testowym — 83,87%. Zbudowana dla tych
samych wskaznikoéw finansowych sie¢ neuronowa miala nast¢pujaca efektyw-
nos$¢: zdolnos¢ do poprawnej klasyfikacji na zbiorze uczacym wynosita 92,57%
a na zbiorze testowym — 77,42%. Drzewo klasyfikacyjne okazalo si¢ wigc nieco
bardziej efektywnym narzedziem przewidywania bankructwa niz sie¢ neurono-
wa, dla tego samego zestawu wskaznikow finansowych.

Drzewa klasyfikacyjne upadtosci firm przynaleznych do innych branz, bu-
dowane metoda CART, zostaly przedstawione w pracy Holdy i Pociechy (2009).
Dla firm branzy budowlanej istotnymi okazaty si¢ dwa wskazniki:

— rentownos$ci — uwzgledniajacy zysk/strat¢ netto zwigkszona o niepodzielny
wynik z lat poprzednich oraz podatek dochodowy w stosunku do majatku
ogotem,

— przeptywow pienigznych z dziatalnosci inwestycyjnej (Srodki pienigzne netto
z dziatalnos$ci inwestycyjnej/ majatek ogodtem).

Zdolnos¢ do poprawnej klasyfikacji tego drzewa byta bardzo wysoka i wy-
nosita 93,75%, ale zdolno$¢ prognostyczna na grupie testowej byta dos¢ niska
1 wynosita 65,00%.

Dla branzy handlowo-ustugowej drzewo klasyfikacyjne obejmowato naste-
pujace wskazniki finansowe:

— zadluzenia (zysk/strata netto w stosunku do zobowiazan krétkookresowych),

— rentownos$ci — uwzgledniajacy zysk/strat¢ netto zwigkszona o niepodzielny
wynik z lat poprzednich oraz podatek dochodowy w stosunku do majatku
ogotem,

— rentownosci — uwzgledniajacy zysk/stratg netto w stosunku do kosztow ogotu
dziatalnosci,

— zadluzenia — jako stosunek zobowiazan oraz rezerw do sumy bilansowe;j.

Zdolnos¢ do poprawnej klasyfikacji firm do grupy bankrutéw i niebankru-
tow byla wysoka i wynosita 91,76%. Wyraznie nizsza byla jednak zdolnosc¢
prognostyczna drzewa na zbiorze testowym — wynosita 67,86%.

Jak wida¢ z przytoczonych przyktadéw, metody statystyki wielowymiaro-
wej, a takze komputerowe metody iteracyjne sa czgsto wykorzystywane w praktyce
badan ekonomicznych nad problemami upadtosci firm w Polsce i na §wiecie.
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6. Uwarunkowania efektywnosci metod klasyfikacyjnych
w prognozowaniu bankructwa

Z przedstawionego w poprzednim punkcie przegladu wynika, ze r6zni auto-
rzy preferowali odmienne podej$cia metodologiczne do prognozowania bankruc-
twa. W zwiazku z tym rodzi si¢ pytanie, czy istnieja metody, ktore z reguty daja
bardziej precyzyjne prognozy bankructwa niz inne. Z szerokich badan porow-
nawczych przeprowadzonych na $wiecie (Patrz np. Bellovary, Giacomino,
Akers, 2007), a takze przegladow prowadzonych przez autora (Pociecha, 2010a
lub Pociecha, Pawetek, 2011) wynika, ze nie mozna méwi¢ o metodach ,,lep-
szych” lub ,,gorszych” dla celow prognozowania upadtosci firm.

Jako kryterium sprawnos$ci prognostycznej metod wymienionych w poprzed-
nim punkcie przyjmuje si¢ nastepujace miary zdolnosci do poprawne;j klasyfikacji:

1. Sprawnos$¢ I rodzaju — udziat (procent) firm, ktére zbankrutowaty, prawidto-
wo zakwalifikowanych przez model do zbioru bankrutow.

2. Btfad I rodzaju — procent bankrutow, ktére zostalty nieprawidtowo zakwalifi-
kowane do zbioru firm kontynuujacych dziatalnosc.

3. Sprawnos$¢ Il rodzaju — procent firm kontynuujacych swoja dziatalnos¢ (nie-
bankrutow), prawidtowo rozpoznanych przez model.

4. Btlad II rodzaju — procent firm ktore kontynuuja dziatalno$¢, nieprawidtowo
zakwalifikowanych do zbioru bankrutow.

5. Sprawno$¢ ogolna — procent prawidlowo zaklasyfikowanych firm,

6. Btad ogdlny — procent nieprawidtowo zaklasyfikowanych firm.

Najpopularniejsze polskie modele przewidywania upadtosci firm (Pocie-
cha, 2010, s. 56-57) mialy na zbiorze uczacym sprawnos¢ ogélna dla modeli dys-
kryminacyjnych w granicach 78,6%-93,2%, dla modeli logitowych: 89,0%-91,9%,
dla sieci neuronowych: 93,9%-96,2%, dla drzew klasyfikacyjnych: 91,8%-93,8%.
W tym przegladzie wida¢, ze nieco bardziej precyzyjne wyniki otrzymywano
z sieci neuronowych, lecz w literaturze podawano takze przyktady, gdzie linio-
wa funkcja dyskryminacyjna moze dawac lepsze rezultaty niz zbyt skompliko-
wana sie¢ neuronowa. Zdolno$¢ prognostyczna bada si¢ na zbiorze testowym,
ktory na ogot jest wyodrgbniona czgScia pierwotnego zbioru danych. Tutaj tez
nie stwierdzono wyraznych réznic w zdolnoSci prognostycznej omawianych
typéw modeli. Reasumujac, mozna stwierdzi¢, ze precyzja prognozy bankructwa
nie zalezy od typu modelu prognostycznego.

Wobec braku rozstrzygniec, jakiego typu modele sa najodpowiedniejsze dla
celéw prognozowania bankructwa, nalezy sobie postawi¢ fundamentalne pyta-
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nie: Jakie sa zrodla bledow popetlianych w procesie prognozowania bankruc-
twa? (Pociecha, 2011, s. 128-129).

Jednym z nich jest warto$ciowy charakter wskaznikéw finansowych. Istnie-
ja krajowe 1 miedzynarodowe standardy sprawozdawczosci finansowej, ale dale-
ko jeszcze do ujednolicenia sposobu pomiaru wielkosci finansowych, szczegol-
nie w skali migdzynarodowej. Precyzja pomiaru wskaznikéw finansowych jako
zmiennych klasyfikujacych do zbioru bankrutow lub niebankrutéw nie jest wigc
zbyt wysoka.

Drugie mozliwe zrédto btedow to metoda doboru prob. W klasycznym uje-
ciu np. metody dyskryminacyjnej, proby z badanych populacji sa wybierane droga
losowa. W praktyce doboru prob nie przeprowadza si¢ w sposob nielosowy.
Uwzglednia sig¢ na ogot wszystkie firmy upadie w badanym okresie, a do niej nielo-
sowa metoda parowania dobiera si¢ przedsigbiorstwa dobrze funkcjonujace. Nie
mozna wigc mowi¢ o doborze losowym, w sensie klasycznym, a wigc takze o ble-
dzie probkowania. Testowany btad klasyfikacji nie wynika z tego, ze operujemy
proébami losowymi.

Istotnym elementem btedow w prognozowaniu bankructwa jest tzw. ban-
kructwo z przyczyn strategicznych. Zarzadcy lub wlasciciele firmy dobrze pro-
sperujacej moga celowo doprowadzi¢ firm¢ do bankructwa, wyprowadzajac
nieco wczesniej jej aktywa np. do ,,rajéow podatkowych”. Zaden model predykcji
bankructwa nie uwzglednia celowego dziatania zarzadcow firm w kierunku ce-
lowego doprowadzenia do bankructwa.

Kolejnym zrédlem btedow jest niestabilny charakter badanych populacji.
Populacje bankrutéw i przedsigbiorstw dobrze funkcjonujacych w sytuacji ko-
niunktury gospodarczej nie sa identyczne z tymi populacjami w okresie kryzysu
gospodarczego. Blad prognozy moze wigc zaleze¢ od tego, ze model zbudowany
zostat dla danych z okresu koniunktury, a prognoza budowana jest dla firmy w okre-
sie recesji.

Podsumowujac, warto jeszcze raz zwroci¢ uwage na pionierski charakter
pracy prof. J. Kolonki (1980), ktora w $rodowisku polskich statystykow przez lata
motywowata do rozwijania teorii i zastosowan metod klasyfikacji danych, czego
wyrazem jest ich uzyteczno$¢ m.in. dla celow prognozowania upadtosci firm.



Wybrane metody klasyfikacyjne oraz ich efektywnosg... 137

Bibliografia

Altman E.L. (1968): Financial Ratios, Discriminant Analysis and Prediction of Corpora-
te Bankruptcy. ,,The Journal of Finance”, Vol. 23, September.

Altman E.I. (2000): Predicting Financial Distress of Companies: Revisiting the Z-Score
and ZETA® Models,, http://pages.stern.nyu.edu/~ealtman/Zscores.PDF.

Aziz M.A., Dar H.A. (2004): Predicting Corporate Bankruptcy, Whither do We Stand?
3" Annual Meeting of the European Economics and Finance Society “Word Eco-
nomy and European Integration”, University of Gdansk, 13-16 May.

Barniv R, McDonald J.B. (1999): Review of Categorical Models for Classification Issues
In Accounting and Finance. ,,Review of Quantitative Finance and Accounting”, 13.

Bell T.B., Ribar G.S., Verchio J. (1990): Neural Nets Versus logistic Regression:
A Comparison of Each Model’s Ability to Predict Commercial Bank Failures. In:
Proceedings of the 1990 Deloitte and Touché/University of Kansas Symposium of
Auditing Problems. Ed. R.P. Srivastava.

Bellovary J., Giacomino D., Akers M. (2007): 4 Review of Bankruptcy Prediction Stu-
dies: 1930 to Present. ,Journal of Financial Education”, Vol. 33, Winter.

Breiman L., Friedman J., Olshen R., Stone C. (1984): Classification and regression
trees. CRC Press, London.

Christensen R. (1991): Linear Models for Multivariate, Time Series, and Spatial Data.
Springer, New York.

Fisher R.A. (1936): The Use of Multiple Measurements in Taxonomic Problems. ,,Annals
of Eugenics”, 7.

Frydman H., Altman E.I., Kao D. (1985): Introducing Recursive Partitioning for Financial
Classification: The Case of Financial Distress. ,,Journal of Finance”, Vol. 40.1.

Gatnar E. (2001): Nieparametryczna metoda dyskryminacji i regresji. Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa.

Gatnar E. (2008): Podejscie wielomodelowe w zagadnieniach dyskryminacji i regresji.
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

Gatnar E., Walesiak M. (2004): Metody statystycznej analizy wielowymiarowej w bada-
niach marketingowych, Wyd. AE, Wroctaw.

Giri N.C. (1996): Multivariate Statistical Analysis. Dekker, New York.

Hotda A. (2000): Optymalizacja i model zastosowania procedur analitycznych w rewizji
sprawozdan finansowych. Praca doktorska, Akademia Ekonomiczna, Krakow.

Hotda A. (2006): Zasada kontynuacji dzialalnosci i prognozowanie upadfosci w polskich
realiach gospodarczych. Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej, seria specjalna nr
174, Krakow.



138 J6zef Pociecha

Hotda A., Pociecha J. (2009): Probabilistyczne metody badania sprawozdan finanso-
wych. Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego, Krakow.

Kolonko J. (1980): Analiza dyskryminacyjna i jej zastosowania w ekonomii. PWN, Warszawa.

Korbicz J., Obuchowicz A., Ucinski D. (1994): Sztuczne sieci neuronowe. Podstawy
i zastosowania. Akademicka Oficyna Wydawnicza PLJ, Warszawa.

Korol T., Prusak B. (2005): Upadtos¢ przedsiebiorstw a wykorzystanie sztucznej inteli-
gencji. CeDeWu, Warszawa.

Lula P. (1999): Jednokierunkowe sieci neuronowe w modelowaniu zjawisk ekonomicz-
nych. Wydawnictwo AE, Krakow.

Maczynska E. (1994): Ocena kondycji przedsiebiorstwa (Uproszczone metody). ,,Zycie
gospodarcze”, nr 38.

McCulloch C.E., Searle S.R., Neuhaus J.M. (2009): Generalized, Linear, and Mixed
Models. Wiley, New York.

Michaluk K. (2000): Efektywnos¢ modeli prognozujacych upadios¢ przedsiebiorstw.
Praca doktorska, Uniwersytet Szczecinski, Szczecin.

Odom M.D., Sharda R. (1990): A Neural Network Model for Bankruptcy Prediction. Proce-
edings of IEEE International Conference on Neural Networks, Vol. 2, San Diego.

Ohlson J. (1980): Financial Ratios and the Probabilistic Prediction of Bankruptcy. ,,Jo-
urnal of Accounting Research”, Spring.

Ossowski S. (1996): Sieci neuronowe w ujeciu algorytmicznym. WNT, Warszawa.

Pociecha J. (2006): Funkcja dyskryminacyjna jako narzedzie prognozowania bankruc-
twa firmy — metoda oraz rezultaty praktyczne. W. Matematyka jezyk uniwersalny.
Wyd. AE, Krakéw.

Pociecha J. (2007): Problemy prognozowania bankructwa firmy metodq analizy dyskry-
minacyjnej. ,,Acta Universitatis Lodziensis, Folia Oeconomica”, nr 205.

Pociecha J. (2010a): Metodologiczne problemy prognozowania bankructwa. ,Prace Na-
ukowe Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu”, ,,Taksonomia 17, Klasyfika-
cja i analiza danych — teoria i zastosowania”, Wroctaw.

Pociecha J. (2010b): Zastosowania sztucznych sieci neuronowych w prognozowaniu
bankructwa firm. W: Nauki ekonomiczne wobec wyzwan wspolczesnej gospodarki
Swiatowej. Uniwersytet Ekonomiczny, Krakow.

Pociecha J. (2011): Modele prognozowania bankructwa w systemie wczesnego ostrzega-
nia przedsiebiorstw. W: Spoleczna rola statystyki. Red. W. Ostasiewicz. ,,Prace
Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu”, nr 165, Wroctaw.

Pociecha J. (2012): Model logitowy jako narzedzie prognozowania bankructwa. Jego
zalety i ograniczenia. W: Spotkania z krolowq nauk. Wydawnictwo Uniwersytetu
Ekonomicznego, Krakow.



Wybrane metody klasyfikacyjne oraz ich efektywnosg... 139

Pociecha J., Pawetek B. (2011): Prognozowanie bankructwa a koniunktura gospodarcza.
»Metody analizy danych”, Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Krako-
wie, nr 873, Krakow.

Prusak B. (2005): Nowoczesne metody prognozowania zagrozenia finansowego przed-
siebiorstwa. Difin, Warszawa.

Rencher A.C. (1998): Multivariate Statistical Inference and Applications. Wiley, New York.
Tadeusiewicz R. (1993): Sieci neuronowe. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

Wedzki D. (2005): Bankruptcy Logit Model for Polish Economy. ,,Argumenta Oecono-
mica Cracoviensia”, nr 3.

Witkowska D. (2002): Sztuczne sieci neuronowe i metody statystyczne. Wybrane zagad-
nienia finansowe. C.H. Beck, Warszawa.

SELECTED CLASSIFICATION METHODS AND THEIR EFFECTIVENESS
IN FIRMS’ COLLAPSING PREDICTION

Summary

Classification methods are recognised as useful tool for bankruptcy prediction.
Among them the most popular are: linear discriminant function, Logit model, neural
network and classification tree. The ideas and basic formulas of these methods are pre-
sented in the paper. Some examples of application those procedures, which were pu-
blished in world and Polish literature, are mentioned in the following parts of the paper.
Some effectiveness conditions of presented methods are discussed. In the conclusion it
has been stressed, that the precision of bankruptcy prediction not strictly depend on
classification method which has been used. Sources of errors in bankruptcy prediction
has been discussed on the end of the paper. Among them important are: valuated charac-
ter of financial ratios, as an impute variables in such models, problems in samples selec-
tion, which usually hasn’t random character and unstable character of considered popula-
tions. Probability of firms’ collapse strongly depends on the stage of business cycle.



Dorota Rozmus
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

POROWNANIE STABILNOSCI TAKSONOMII
SPEKTRALNEJ ORAZ ZAGREGOWANYCH
ALGORYTMOW TAKSONOMICZNYCH

Wprowadzenie

Stosujac metody taksonomiczne w jakimkolwiek zagadnieniu klasyfikacji,
wazng kwestig jest zapewnienie wysokiej poprawnosci wynikow grupowania. Od niej
bowiem zaleze¢ bedzie skuteczno$¢é wszelkich decyzji podjetych na ich podstawie.
Stad tez w literaturze wciaz proponowane sa nowe rozwiazania, ktére maja przynies¢
poprawe doktadnosci grupowania w stosunku do tradycyjnych metod (np. k-Srednich,
metod hierarchicznych). Przyktadem moga tu by¢ metody polegajace na zastosowa-
niu podej$cia zagregowanego oraz algorytmy spektralne.

Podejscie zagregowane w taksonomii mozna sformutowaé nastepujaco: ma-
jac wyniki wielokrotnie przeprowadzonego grupowania, nalezy znalez¢ zagre-
gowany podzial ostateczny. Taksonomia spektralna natomiast polega na zasto-
sowaniu warto$ci wlasnych pochodzacych ze spektralnej dekompozycji
macierzy podobienstwa, opisujacej badane obiekty.

Pozadana cecha algorytmu taksonomicznego jest, by byt on odporny na nie-
wielkie zmiany w zbiorze danych czy tez w wartoSciach parametrow tych metod
(np. losowo wybierane zalazki skupien w metodzie k-Srednich). Wyniki empiryczne
pokazuja, ze podejscie zagregowane jest stabilniejsze niz klasyczne metody takso-
nomiczne. Celem tego artykutu natomiast jest porownanie stabilno$ci zagregowa-
nych i spektralnych algorytméw taksonomicznych.

1. Taksonomia zagregowana

Idea podejscia zagregowanego pojawita si¢ w taksonomii w ostatnich latach
jako proba przeniesienia koncepcji podejscia wielomodelowego z zagadnien
dyskryminacji i regresji. Zasadniczo podej$cie zagregowane w taksonomii pole-
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ga na polaczeniu wynikow wielokrotnie przeprowadzonego grupowania i ma za

zadanie przede wszystkim podnies¢ doktadnos¢ rozpoznawania rzeczywistej struk-

tury klas, zwigkszy¢ odpornos¢ oraz zmniejszy¢ zmienno$¢ wynikow grupowania

(Fern, Brodley, 2003; Fred, 2002; Fred, Jain, 2002; Kuncheva, Vetrov, 2006;

Strehl, Gosh, 2002). W ostatnich latach liczne badania w tej dziedzinie ugrunto-

waly juz nowy obszar w tradycyjnej taksonomii. Istnieje wiele mozliwosci za-

stosowania idei podejscia zagregowanego w taksonomii, wsrod ktérych do naj-
wazniejszych nalezy zaliczy¢:

a) taczenie wynikow grupowania uzyskanych za pomocg réznych metod;

b) uzyskanie rézniacych si¢ migdzy soba podziatow z zastosowaniem réznych
podzbioréw danych, np. poprzez losowanie bootstrapowe;

c¢) zastosowanie r6znych podzbioréw zmiennych (tacznych lub roztacznych);

d) wielokrotne zastosowanie okreslonego algorytmu z réznymi warto§ciami
parametrow lub punktami startowymi (np. losowo wybranymi zalazkami
skupien w metodzie k-§rednich).

Do ciekawych propozycji metod agregacji w dziedzinie taksonomii nalezy za-
liczy¢ algorytmy oparte na idei metody bagging przedstawione przez Leischa
(1999), Duidoit i Fridlyand (2003), Hornika (2005) oraz podej$cie oparte na macie-
rzy wspotwystapien przedstawione przez Fred i Jain (2002).

Metoda bagging w taksonomii jest pewna ogolng idea, w ramach ktorej naro-
dzito sig kilka szczegdtowych rozwiazan. Zostata ona zaczerpnigta z dyskryminacji
(Breiman, 1996) i generalnie polega na losowaniu B prob bootstrapowych i doko-
nywaniu ich grupowania w celu uzyskania podzialow sktadowych, ktore beda 1a-
czone. Roznice w poszczegolnych rozwiazaniach w taksonomii polegaja na zasto-
sowaniu roznych operatoréw agregacji.

1.1. Metoda bagging w taksonomii — propozycja Leischa

Leisch (1999) zaproponowat potaczenie metod iteracyjno-optymalizacyjnych
z hierarchicznymi Na podstawie kazdej proby bootstrapowej okreslane sa rezultaty
grupowania przy zastosowaniu tzw. bazowej metody taksonomicznej, ktora jest
jedna z metod iteracyjno-optymalizacyjnych, np. metoda k-srednich. W kolejnym
etapie ostateczne centra skupien przeksztalcane sa w nowy zbior danych, ktory pod-
dawany jest podzialowi za pomoca metod hierarchicznych.

Algorytm zaproponowany przez Leischa przebiega w nastgpujacych krokach:
1. Z pierwotnego n-elementowego zbioru G = {X,,...,X,} nalezy wylosowa¢ B

prob bootstrapowch G!,G?,...,G°, losujac n obserwacji przy wykorzystaniu

schematu losowania ze zwracaniem.
2. Na podstawie kazdego podzbioru za pomoca metod iteracyjno-optymalizacyjnych
(np. k-srednich) dokonuje sie¢ podziatu na grupy obserwacji podobnych do siebie,



142 Dorota Rozmus

uzyskujac w ten sposéb Bx K zalazkéow skupien C,,,C,,,...,C/x»Cy5...,Cpy »

gdzie K oznacza liczbg skupien w metodzie bazowej, a C,, jest k-tym zalazkiem

znalezionym na podstawie podproby GE .

3. Niech zalazki skupien uzyskane na podstawie kolejnych préb bootstrapowych
utworza nowy zbior danych C®(K)=1{c, ,...,Cpy }.

4. Do tak skonstruowanego zbioru nalezy zastosowac hierarchiczng metodg takso-
nomiczna, uzyskujac w ten sposob dendrogram.

5. Niech €(X;) oznacza zalazek skupienia znajdujacy sig najblizej obserwacji X,
i =1, ..., n. Podzial na grupy pierwotnego zbioru danych okre$lany jest w ten
sposob, ze dendrogram uzyskany na podstawie zbioru C®(K) jest cigty na
okreslonym przez badacza poziomie, co prowadzi do uzyskania grup obiektow
podobnych CP,...,C2, gdzie 1<m< BK . Kazda obserwacja X, z pierwot-
nego zbioru danych G jest przydzielana do tej grupy, w ktorej znajduje si¢ naj-
blizej lezacy zalazek C(X;) .

1.2. Metoda bagging w taksonomii — propozycja Dudoit i Fridlyand

Metoda bagging w wersji zaproponowanej przez Dudoit i Fridlyand (2003)
wykorzystuje algorytm iteracyjno-optymalizacyjny do oryginalnego zbioru danych
ido poszczegdlnych préb bootstrapowych. Nastepnie, po dokonaniu permutacji
etykiet grup w poszczeg6lnych podprobach, tak by zachodzita jak najwicksza zbiez-
no$¢ z podziatem obiektow z oryginalnego zbioru danych, stosuje gtosowanie maj-
oryzacyjne w celu okreslenia ostatecznego grupowania zagregowanego.

Kroki zaproponowanego przez nich algorytmu mozna ujaé nastepujaco.

Dla zatozonej liczby klas K:

1. Zastosuj iteracyjno-optymalizacyjny algorytm taksonomiczny T do pierwot-
nego zbioru danych G={X,...,X,}, uzyskujac w ten sposéb etykiety klas

T(x,G) =Y, dlakazdej obserwacji X ,i=1,...,n.

2. Skonstruuj b-ta probe bootstrapowa G,? = {le yeees Xﬁ} )

3. Zastosuj metodg taksonomiczna T do skonstruowanej proby bootstrapowe;j Gr? ,
uzyskujac podzial na klasy: T(XiID , GE ) dla kazdej obserwacji w zbiorze G,? )

4. Dokonaj permutacji etykiet klas przyznanych obserwacjom w probie boot-
strapowej Gr? , tak by zachodzita jak najwigksza zbiezno$¢ z podziatem
obiektow z oryginalnego zbioru danych G. Niech PR, oznacza zbiér

wszystkich permutacji zbioru liczb catkowitych 1, ... , K. Znajdz permutacj¢
e PR, maksymalizujaca:
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il(r(T(xib,G,?)) =T(x’,G)), 1)

gdzie I(-) to funkcja wskaznikowa, rowna 1, gdy zachodzi prawda, natomiast
0 w przypadku przeciwnym.

5. Powtorz kroki 2-4 B razy. Ostatecznie zaklasyfikuj i-ta obserwacje, stosujac
glosowanie majoryzacyjne, zatem przydzielajac ja do tej grupy, dla ktorej za-
chodzi:

argmax Y 1(z°(T(x,G;)) =k). )

I<k<K bix <GP
o n

1.3 Metoda bagging w taksonomii — propozycja Hornika

W metodzie tej (Hornik, 2005) po skonstruowaniu B prob bootstrapowych i za-
stosowaniu do nich algorytmu taksonomicznego, uzyskuje si¢ podzialy sktadowe.
Grupowanie zagregowane natomiast jest uzyskiwane za pomoca tzw. podejscia
optymalizacyjnego, ktore ma za zadanie zminimalizowac¢ funkcje o postaci:

B
> dist(c,c,)* = min_ , 3)
b=1

gdzie:

C — zbidr wszystkich mozliwych podzialow zagregowanych,

dist — odlegtos¢ Euklidesowa,

(C,,...,Cg) — grupowania wchodzace w sktad podziatu zagregowanego.

1.4. Podej$cie zagregowane oparte na macierzy wspotwystapien

Innym rozwiazaniem jest zaproponowana przez Fred i Jain (2002) idea ta-
czenia wynikow wielokrotnie dokonanego grupowania w celu konstrukcji macierzy
wspotwystapien. Biorac pod uwagg wystapienie pary obiektow w tej samej grupie
jako wskazowke istnienia zwiazku migdzy nimi, wyniki wielokrotnie przeprowa-
dzonego podziatu sa przeksztalcane w N x N-wymiarowa macierz opisujaca podo-
bienstwo migdzy obiektami. W dalszym kroku macierz ta moze zosta¢ potraktowa-
na badz jako macierz odleglosci, ktora jest podstawa do przeprowadzenia
grupowania (np. za pomoca metod hierarchicznych), albo moze tez zosta¢ potrak-
towana jako macierz opisujaca zbior danych.

Szczegdtowo kroki stuzace konstrukcji macierzy wspotwystapien moga zostac
sformutowane nastgpujaco:
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1. Wielokrotna klasyfikacja. Dla zatozonej liczby skladowych S macierzy
wspotwystapien dokonaj grupowania obiektow np. za pomoca metody k-
srednich, uzyskujac rézniace si¢ miedzy soba rezultaty dzigki losowo wybra-
nym zalazkom skupien.

2. Agregacja. U podstaw tego podejscia lezy zatozenie, ze obiekty nalezace do
tej samej grupy najprawdopodobniej bgda lokowane w tej samej grupie
wsrod tych Spodziatéw. Biorac zatem wspotwystapienie pary obiektow w tej
samej grupie jako wskazowke istnienia zwiazku migdzy nimi, wyniki podzia-
tow uzyskane dzigki wielokrotnie zastosowanej metodzie k-§rednich prze-
ksztalcane sa w macierz wspotwystapien o wymiarach Nxn:

co_assoc(a,b) = votes,, (4)

gdzie votes,, zlicza, ile razy para obiektow a i b zaliczona zostata do tej sa-

mej grupy, wsrod tych Ssktadowych podziatow.
3. Ostateczny podzial. W celu okreslenia podziatu ostatecznego zastosuj dowolny
algorytm taksonomiczny do skonstruowanej macierzy wspotwystapien.
Konstrukcja macierzy wspotwystapien jest zilustrowana na rys. 1.

N OO S WN
N OO S WN
~N OO S WN

NO O S WN

N OO s N
|

[ 1 [ 1 [T 1 [
12345867 12345867 12345867 12345867 12345867
grupowanie 1 grupowanie 2 grupowanie 3 grupowanie 4 macierz wspotwystapien

Algorytm
taksonomiczny —>

Podziat
—> ostateczny

~N O O D WN =

123 4567
macierz wspotwystapien

Rys. 1. Konstrukcja macierzy wspolwystapien i ostateczny podziat

2. Taksonomia spektralna

Taksonomia spektralna polega na zastosowaniu wartosci wiasnych pocho-
dzacych ze spektralnej dekompozycji macierzy podobienstwa opisujacej badane
obiekty. Nastgpnie najwigksze warto$ci wlasne oraz odpowiadajace im wektory
wlasne sa wykorzystywane do ostatecznego podziatlu obserwacji. W literaturze
zaproponowano kilka metod spektralnych, a w kazdej z nich w nieco inny spo-
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sob stosuje si¢ wektory wlasne (Kannan et al., 2004; Ng et al., 2001; Shi i Malik,
2000). W niniejszym badaniu zastosowana zostanie metoda zaproponowana
przez Ng et al. (2001).

Dany jest zbior obserwacji G = {X,,...,X } w przestrzeni R', ktéry nalezy
podzieli¢ na k grup:
1. Skonstruuj macierz podobienstwa (ang. affinity matrix)y Ae R™", ktorej ele-
menty sa zdefiniowane jako:

A =ewl-fx x| 120°) ®

gdy i # ] oraz A, =0. o to parametr skalujacy dobierany przez badacza.
2. Zdefiniuj D jako macierz diagonalna, ktorej element (i, i) jest suma i-tego wier-
sza macierzy A ina jej podstawie skonstruuj macierz:
L — D_IIZAD_I/Z. (6)

3. Znajdz k pierwszych wektorow wiasnych (z,,Z,,...,Z, ) macierzy L i zestawia-

jac je w kolumny, skonstruuj macierz:
Z=[z,,.., 7, ] e R™. (7)

4. Skonstruuj macierz Y poprzez normalizacj¢ kazdego wiersza macierzy Z tak, by
miaty jednakowa dlugose, tj.:

5. Traktujac kazdy wiersz macierzy Y jako punkt w przestrzeni R¥, podziel je na k
grup z zastosowaniem metody k-Srednich (lub innej).
6. Ostatecznie przydziel kazda pierwotna obserwacje X do j-tej grupy wtedy

i tylko wtedy, gdy i-ty wiersz macierzy Y zostat przydzielony do j-tej grupy.

3. Badania empiryczne

W badaniach empirycznych zastosowano sztucznie generowane zbiory da-
nych, ktore standardowo wykorzystywane sa w badaniach porownawczych w tak-
sonomii . Sa to takie zbiory, w ktérych przynalezno$é obiektow do grup jest z gory
znana. Ich krétka charakterystyka znajduje si¢ w tab. 1, natomiast struktura
przedstawiona jest na rys. 2.

* Zbiory zostaly zaczerpnigte z pakietu mlbench z programu R.
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Tabela 1
Charakterystyka zastosowanych zbioréw danych
Zbidr danych Liczba obiektow Liczba cech Liczba klas
Cassini 500 2 3
Cuboids 500 3 4
Ringhorm 500 2 2
Shapes 500 2 4
Smiley 500 2 4
Spirals 500 2 2
Threenorm 500 2 2
2dnormals 500 2 2
Cassini Cuboids

Rys. 2. Struktura zastosowanych zbioré6w danych

W metodzie bagging wedlug Leischa jako metodg bazowa zastosowano
metode k-$rednich, natomiast ostatecznego grupowania dokonano z zastosowa-
niem metod: najblizszego sasiedztwa (bc_single), najdalszego sasiedztwa

W nawiasach podano notacjg stosowang na rys. 3.
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(bc_complete), sredniej odlegtosci miedzy skupieniami (bc average), srodka cigz-
kosci (bc_centroid), mediany (bc_median), warda (bc_ward). W metodzie Dudoit
i Fridlyand oraz Hornika utworzono 50 préb bootstrapowych oraz na ich podstawie
okreslano podziaty sktadowe z zastosowaniem metody C-Srednich i k-Srednich; na-
tomiast agregacja przebiegala z zastosowaniem réwnania 2 w metodzie Dudoit
i Fridlyand oraz 3 w metodzie Hornika". Macierz wspotwystapien byta konstru-
owana za pomoca dwoch metod, tj. metody c-$rednich i k-Srednich, a jej pozniejsze-
go podziatu dokonano za pomoca metod: c-§rednich, k-srednich, k-medoidow (pam)
oraz clara”.

W taksonomii spektralnej macierz Y grupowana byla z zastosowaniem me-
tody k-§rednich (specc).

W celu porownania stabilno$ci grupowania badanych metod zastosowano
miar¢ oparta na Indeksie Randa. Definicja Indeksu Randa (R) jest nastgpujaca
(Rand, 1971). Niech U i V beda wynikami dwdch réznych podziatéw zbioru G ma-
jacego n elementdéw. Przez a oznaczymy liczbe obiektow znajdujacych sig w tej
samej grupie w podziale U i w tej samej grupie w podziale V (pary zgodne), b —
liczbg obiektow znajdujacych sig w roznych grupach w podziale U i w réznych
grupach w podziale V (pary zgodne), ¢ — liczbe obiektéw znajdujacych sie w tej
samej grupie w podziale U i w r6znych grupach w podziale V (pary niezgodne)
oraz przez d — liczbg obiektow znajdujacych si¢ w roznych grupach w podziale
U i w tej samej grupie w podziale V (pary niezgodne). Wtedy Indeks Randa dany
jest wzorem:

a+b a+b

RU,V)= = :
V) a+b+c+d n(n-1)/2

)

Miara Randa mierzy odsetek par obiektow zgodnych w obydwu podzia-
tach U i V w ogdlnej liczbie par obiektow okreslonych na zbiorze obiektow G.
Miarg stabilno$ci mozna zdefiniowac jako:

2 Z
=——— YRP,,P
Z,(Z_I)K;KZ(Z, ), (10)

z<|

gdzie:
Z — liczba badanych grupowan,
R — Indeks Randa,

" Narys. 415 stosowano skroty cl_bagg k i cl_consensus_k, jezeli grupowania sktadowe okreslane
byly z zastosowaniem metody k-§rednich oraz cl bagg c i cl consensus _c, gdy wykorzystywano
metode C-$rednich.

™ Na rys. 6 1 7 pierwszy czlon nazwy odnosi si¢ do sposobu konstrukeji macierzy wspdlwysta-
pien, a drugi — do sposobu jej pozniejszego podziahu.
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P, —podziat na podstawie z-tego grupowania,
P —podziat na podstawie I-tego grupowania.

Miara ta ocenia stabilno$¢ poprzez pomiar podobienstwa wynikow podzia-
tow, ktore na ich podstawie zostaty uzyskane.

4. Wyniki badan empirycznych

W przypadku wszystkich metod dla zbiorow Threenorm i 2dnormals takso-
nomia spektralna daje nizsza stabilno$¢ niz podejscie zagregowane (rys. 3-7).
Jedynymi wyjatkami sa warianty bc_median, kmeans kmeans i cmeans kmeans,
atakze dodatkowo bc ward dla zbioru Threenorm i bc complete dla zbioru
2dnormals. Te dwa zbiory zostana pominiete w dalszej analizie.

Poréwnujac wyniki dla metody bagging wg Leischa (rys. 3), mozna stwier-
dzi¢, ze taksonomia spektralna zawsze daje wyzsza stabilno$¢ niz warianty zagre-
gowane bc_complete, bc median, ale nizsza niz bc_single, bc_average i bc_centroid
(za wyjatkiem wariantu bc_average dla zbioru Ringnorm).

1 - O be_single

B bc_average
0O be_centroid

0O bc_complete

indeks Randa
o
(o))

0,4 B bc_median
0,2 O bc_ward
| specc
0 -
é\é\ é\e’% o‘& QQ’e ‘\\Qﬁ ~<§o o‘é\ &
O(b% ¥ ‘QQ? ) @ %6\ %Q\ QJQ’Q Q
o & &S

Rys. 3. Porownanie stabilno$ci metody bagging wedtug Leischa oraz podejscia spektralnego

W przypadku wynikow dla metody bagging wedlug Dudoit i Friydland
i taksonomii spektralnej (rys. 4) mozna zauwazy¢, ze obydwa podejscia daja
zblizong stabilnos¢, za wyjatkiem wariantu cl_bagg k dla zbioréw Cassini, Rin-
gnormi Smiley.
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Rys. 4. Porownanie stabilno$ci metody bagging wedtug Dudoit i Fridlyand oraz podejscia spektralnego

Wiyniki dla metody bagging wedtug Hornika i taksonomii spektralnej (rys. 5)
pokazuja, ze dla zbiorow Cassini, Shapes i Smiley metody spektralne zawsze
daja nieco nizsza stabilno$¢ niz cl consesnsus c, ale znacznie wyzsza niz
cl_consensus k. Dla zbioru Spirals metody spektralne wydaja si¢ najbardziej
stabilne, a dla zbioru Cuboids — najmniej stabilne.
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Rys. 5. Poréwnanie stabilnosci metody bagging wedtug Hornika oraz podejscia spektralnego
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Rys. 6. Porownanie stabilno$ci taksonomii spektralnej oraz taksonomii zagregowanej opartej na
macierzy wspolwystapien konstruowanej za pomoca metody k-srednich

W przypadku metody zagregowanej opartej na macierzy wspotwystapien
konstruowanej za pomoca metody k-$rednich (rys. 6) mozna zauwazy¢, ze dla
zbiorow Cassini i Spirals taksonomia spektralna daje bardzo zblizone rezultaty,
jak podejScie zagregowane. Dla zbioréw Cuboids, Shapes i Smiley taksonomia
spektralna daje nizsza stabilno$¢ niz warianty zagregowane kmeans_pam i kme-
ans_clara, ale wyzsza niz kmeans_kmeans. W przypadku zbioru Ringnorm za-
stosowanie metod spektralnych nie wydaje si¢ dobrym rozwiazaniem w porow-
naniu z podejsciem zagregowanym.
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Rys. 7. Poréwnanie stabilnosci taksonomii spektralnej oraz taksonomii zagregowanej opartej na
macierzy wspotwystapien konstruowanej za pomoca metody c-$rednich
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Dla metody zagregowanej opartej na macierzy wspotwystapien konstru-
owanej za pomocg metody C-$rednich (rys. 7), w przypadku zbiorow Cassini,
Cuboids, Ringnorm i Shapes taksonomia spektralna daje nizsza stabilno$¢ niz
warianty zagregowane cmeans_cmeans, cmeans_pam i cmeans_clara, ale wyz-
sza niz cmeans_kmeans. Dla zbioréw Smiley i Spirals metody spektralne daja
podobna badz nieco wyzsza stabilno$¢ niz rozpatrywane warianty metody opar-
tej na macierzy wspolwystapien.

Podsumowanie

Podsumowujac catos¢ przeprowadzonych badan, mozna stwierdzi¢, ze
w przypadku zbioréw danych z trudno separowalnymi grupami (np. Threenorm,
2dnormals) taksonomia spektralna moze dawaé nizsza stabilno$¢ niz podejscie
zagregowane. Podejscie spektralne jest zawsze bardziej stabilne niz warianty
zagregowane bc_median, bc_complete, kmeans_kmeans i cmeans_kmeans, ale
rownie badz mniej stabilne niz be_single, kmeans pam i cmeans_clara.
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COMPARISON OF SPECTRAL CLUSTERING AND CLUSTER
ENSEMBLES STABILITY

Summary

High accuracy of the results is very important task in any grouping problem (cluster-
ing). It determines effectiveness of the decisions based on them. Therefore in the literature
there are proposed methods and solutions that main aim is to give more accurate results than
traditional clustering algorithms (e.g. k-means or hierarchical methods). Examples of such
solutions can be cluster ensembles or spectral clustering algorithms. A desirable quality of
any clustering algorithm is also stability of the method with respect to small perturbations of
data (e.g. data subsampling, small variations in the feature values) or the parameters of the
algorithm (e.g. random initialization). Empirical results shown that cluster ensembles are
more stable than traditional clustering algorithms. Here, we carry out an experimental study
to compare stability of spectral clustering and cluster ensembles.
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ANALIZA ZDOLNOSCI PROCESU
O ZALEZNYCH CHARAKTERYSTYKACH

Wprowadzenie

Statystyczna kontrola jako$ci ma na celu doskonalenie procesu produkcyj-
nego poprzez wykorzystanie metod probabilistycznych i statystycznych. Wsrod
najwazniejszych narzgdzi statystycznej kontroli jako$ci nalezy wyroznié karty
kontrolne, planowanie eksperymentéw, analiz¢ zdolno$ci procesu i plany od-
biorcze.

Aby okresli¢ stopien zgodnosci wymogdéw produkcyjnych z rezultatami
procesu produkcyjnego, wykorzystuje si¢ analiz¢ zdolnosci procesu. Jako ,,zdol-
nos$¢” procesu nalezy rozumie¢ zdolno$¢ technologiczna realizowanego w praktyce
procesu produkcyjnego do spetlnienia wymagan projektowo-konstrukcyjnych
produktu okreslonych przez wartos$ci zadanego zbioru parametréw. W literaturze
okreslenie ,,zdolno$ci” zastgpuje si¢ czasami pojgciem ,,wydolnosci” badz
,,zdolno$ci projektowej” procesu. Zatem analiza zdolnosci procesu jest badaniem
zgodno$ci pomigdzy wymaganiami projektu produktu a mozliwosciami procesu
technologicznego. Celem niniejszego artykutu jest analiza problemu pomiaru
zdolno$ci proceséw wielowymiarowych o zaleznych charakterystykach, wykorzy-
stujaca konstrukcje pewnego wielowymiarowego wskaznika zdolnosci procesu.

1. Wskazniki zdolnosci procesu

Analiza zdolnosci procesu ma istotny wpltyw na jakos¢ wytwarzanego pro-
duktu, o czym $wiadcza m.in. korzysci wynikajace z poprawnej analizy zdolno-
$ci procesu. Do podstawowych zalet stosowania tej analizy mozna zaliczy¢ moz-
liwos¢ (Montgomery, 1997):

— oceny stopnia spelnienia wymagan obserwowanego procesu odnosnie do granic
toleranc;ji,
— wprowadzenia ewentualnych modyfikacji projektu,
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— podjecia dziatan w celu zmniejszenia wariancji charakterystyk procesu pro-
dukcyjnego,

— okreslenia wymagan odnosnie do rezultatow przy zastosowaniu nowych
technologii,

— umozliwienia wyboru najlepszego produktu sposroéd oferowanych przez roz-
nych dostawcow,

— poprawnego ustalenia porzadku produkcji, woéwczas gdy poszczegdlne etapy
procesu maja wptyw na tolerancjg,

— ustalenia wlasciwych odstgpow pomiedzy pobieraniem poszczegdlnych pro-
bek z biezacego procesu.

Nalezy zauwazy¢, ze powyzsze efekty stosowania analizy zdolnosci proce-
su odnosza si¢ do réznych etapdéw procesu produkcyjnego, co swiadczy o jej
istotnym znaczeniu.

Zdolno$¢ procesu produkcyjnego jest $cisle zwiazana z ogo6lna oceng jako-
$ci produktu, na ktora wptyw ma naturalna zmienno$¢ procesu w danym punkcie
czasowym oraz zmienno$¢ obserwowanej charakterystyki w czasie (Konczak,
2007). Weryfikacja tak rozumianej zmienno$ci procesu moze si¢ odbywac po-
przez analiz¢ histogramu, wykresu pudetkowego czy karty kontrolnej, co moze
by¢ uznane za wstegpna analize zdolnosci procesu. Natomiast w praktyce przedsieg-
biorstw produkcyjnych powszechnie stosowane sa liczbowe oceny zdolnosci proce-
su, a mianowicie wskazniki zdoInoéci procesu (ang. process capability index).

Wskazniki zdolnosci procesu stanowia wiarygodna ocen¢ zdolnosci procesu
wowczas, gdy spelnione sa nastgpujace zatozenia (Konczak, 2007):
badany proces jest uregulowany i stabilny,

— charakterystyka opisujaca badany proces ma rozktad normalny,

pobrana probka jest reprezentatywna,

— obserwacje do proby pobierane sa w sposob niezalezny.

Jezeli powyzsze zalozenia nie sa jednocze$nie spetnione, stosowanie klasycz-
nych wskaznikow zdolno$ci procesu nie jest zasadne.

Najczesciej wykorzystywanym wskaznikiem zdolno$ci procesu jest znorma-

lizowany wskaznik C, ktéry mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacego ilorazu:

dtugo$¢ przedziatu tolerancji

v dtugos¢ przedziatu obejmujacego 99,73 % warto$ci badanej cechy
Symbolicznie wskaznik C , mozna przedstawi¢ w postaci

Cp _ USL - LSL
60

(1)



Analiza zdolnosci procesu o zaleznych charakterystykach 155

gdzie:

USL — gorna granica przedziatu tolerancji,

LSL — dolna granica przedziatu tolerancji,

0 — odchylenie standardowe obserwowanej zmiennej o rozktadzie normalnym.
Obszar zmienno$ci cech, w ktorym produkt uznaje si¢ za zgodny z wymagania-
mi jako$ciowymi wyznaczony jest przez wartosci USL i LSL ustalone przez
zleceniodawce. W zalezno$ci od warto$ci wskaznika C » 2zdolnos¢ procesu

mozna okresli¢ nastgpujaco (Iwasiewicz, 1999):
C » < 1 —niska wzgledna zdolno$¢ procesu,

- 1<C » < 1,33 — $rednia wzgledna zdolnos¢ procesu,
- 133<C »— Wysoka wzgledna zdolnos¢ procesu.
Zatem im wieksza warto$¢ przyjmuje wskaznik C p» tym wigksza jest

wzgledna zdolno$¢ badanego procesu, przy czym nalezy podkresli¢, ze obecnie
wymagania dotyczace zdolno$ci procesow sa znacznie wigksze, dlatego w wielu
przypadkach umowne granice nalezatoby okresli¢ inaczej.

Wsréd licznych modyfikacji wskaznika zdolnosci C , halezy wyrozni¢

wskazniki C,, i C,, . Wskaznik C,, dzigki swojej konstrukcji umozliwia

okreslenie roznicy pomigdzy wartoscig $rednia procesu a nominalnym pozio-
mem przecigtnym, natomiast wskaznik C pm Informuje o rozmieszczeniu warto-

$ci nominalnej procesu pomig¢dzy granicami obszaru tolerancji.

2. Analiza zdolnos$ci procesow produkcyjnych o wielu
charakterystykach

Ocena zdolnosci procesu produkcyjnego zazwyczaj opiera si¢ na analizie
pojedynczej zmiennej najlepiej charakteryzujacej badany proces. Jednak czgsto
rozwazany proces produkcyjny wymaga weryfikacji spelnienia wymagan pro-
jektowo-konstrukcyjnych przez wigksza liczbg charakterystyk. Wowczas pet-
niejszy obraz przebiegu procesu dostarcza jego analiza wielowymiarowa.

W literaturze rozwaza si¢ liczne sposoby analizy zdolnosci procesu produk-
cyjnego opisanego przez wigcej niz jedna charakterystyke. Zazwyczaj rozwaza-
nia te sprowadzaja si¢ do przedstawienia postaci wielowymiarowych odpowied-
nikow klasycznych wskaznikow zdolnos$ci procesu (Kotz, Jonson, 1993).

Konstrukcja wielowymiarowych wskaznikow zdolnosci procesu odnosi si¢
bezposrednio do jednowymiarowych wskaznikéw zdolnos$ci procesu, a wige do
zaleznos$ci pomigdzy obszarem specyfikacji a obszarem zawierajacym 99,73%
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obserwacji. Zatem konstrukcj¢ wielowymiarowego wskaznika zdolno$ci procesu
mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacego ilorazu:

miara obszaru tolerancji
CMult:

p

miara obszaru obejmujacego 99,73 % warto$ci badanej cechy -

Ponadto charakterystyki procesu musza spenia¢ wcze$niej wspomniane zato-
Zenia, w szczeg6lnosci zatozenie dotyczace niezaleznosci poszczegolnych obserwa-
cji. Niezalezno$¢ w ujeciu wielowymiarowym moze by¢ rozumiana jako:

— niezalezno$¢ pomigdzy poszczegdlnymi obserwacjami kazdej ze zmiennych,
— niezalezno$¢ pomigdzy rozktadami rozwazanych charakterystyk.

Jezeli zachodzi zalezno$¢ pomigdzy poszczegdlnymi obserwacjami rozwa-
zanych charakterystyk, wtedy nawet jednowymiarowa analiza zdolnosci nie jest
zasadna. Interesujacym zagadnieniem jest analiza zdolno$ci procesu charaktery-
zowanego przez zmienne zalezne, kiedy to analiza zdolno$ci polegajaca na jed-
nowymiarowej weryfikacji zdolnos$ci procesu moze okaza¢ sig bledna ze wzgle-
du na zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi. Wowczas w literaturze rozwaza sig
wskaznik zdolno$ci procesu, bedacy ilorazem pola zmodyfikowanego obszaru
specyfikacji 1 obszaru obejmujacego 99,73% obserwacji badanych charaktery-
styk (Zahid, Sultana, 2008).

Niech proces produkcyjny bedzie opisany za pomoca dwoch zmiennych
majacych rozktad normalny o parametrach y;,0;, dlai = 1,2 1 zadanym wspot-
czynnikiem korelacji p;, . Woéwczas w celu oceny zdolno$ci badanego procesu
nalezy okresli¢ obszar specyfikacji dla rozwazanych charakterystyk. Niech obszar
ten bedzie zadany w postaci elipsy obejmujacej g% obserwacji pochodzacych
z procesu uregulowanego, przy czym wartos¢ g% jest ustalona przez zleceniodawce.
Dwuwymiarowy wskaznik zdolnosci procesu mozna okresli¢ w postaci ilorazu:

C M_ pole obszaru tolerancji obejmujacego g% wartosci badanej cechy z procesu uregulowanego

pole obszaru obejmujacego 99,73 % wartosci badanej cechy z procesu badanego

gdzie obszar obejmujacy 99,73% warto$ci badanej cechy z procesu badanego row-
niez jest elipsa. Tak okreslony wskaznik zdolno$ci procesu pozwoli na weryfikacje
spetnienia wymagan projektowo-konstrukcyjnych okreslonych na podstawie danych
pochodzacych z procesu uregulowanego, w stosunku do badanego procesu.

3. Analiza zdolno$ci dwuwymiarowego procesu produkcyjnego

Rozwazmy proces produkcyjny polegajacy na wytworzeniu elementow ce-
ramicznych (Zahid, Sultana, 2008). Proces ten charakteryzowany jest przez
zmienne pochodzace z dwuwymiarowego rozktadu normalnego: X; — wysokos¢
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1 X; — waga. Wiadomo, ze tak okreslony, uregulowany proces produkcyjny ma
nastgpujace parametry:

u=[5216] o=[0,67,792] p,=008.

Ponadto zleceniodawca okreslil przedziaty zmiennosci dla wysokosci 1 wa-
gi elementu, ktére sa odpowiednio postaci (4, 6) oraz (190, 242).

Niech ustalony obszar specyfikacji okreslony na podstawie procesu uregu-
lowanego bedzie elipsa obejmujaca 99,73% obserwacji. Pole tak okreslonego
obszaru dla zadanego procesu produkcyjnego wynosi 9,61. Jezeli z procesu ure-
gulowanego zostanie pobrana odpowiednio liczna proba oraz okreslony zostanie
obszar obejmujacy 99,73% jej obserwacji, wowczas wskaznik zdolno$ci tak
okreslonego procesu bedzie bliski wartosci 1, co potwierdza rys. 1.

Rys. 1. Obszar specyfikacji obejmujacy 99,73% obserwacji procesu uregulowanego wraz z obszarem
obejmujacym 99,73% obserwacji proby pochodzacej z procesu uregulowanego

Jednym z mozliwych rozregulowan procesu produkcyjnego jest zmiana
warto$ci odchylen standardowych poszczegdlnych zmiennych, czyli ich rozrzutu.
Zatem rozwazmy proces, w ktorym zaréwno rozrzut pierwszej, jak i drugiej zmien-
nej ro$nie. Wartosci dwuwymiarowego wskaznika zdolnosci procesu w zaleznosci
od wartosci odchylen standardowych przedstawia tab. 1. Zauwazmy, ze wraz ze
wzrostem odchylen standardowych poszczegdlnych zmiennych wzgledna zdolnosé¢
badanego procesu istotnie maleje, co potwierdza graficzna prezentacja obserwacji
pochodzacych z procesu badanego i procesu uregulowanego (rys. 2).
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Tabela 1

Wartosci dwuwymiarowego wskaznika zdolnos$ci procesu w zalezno$ci od rosnacych
wartosci odchylen standardowych procesu

o, =080,=9

o 0,7 0.8 0.9 1

o, 8 9 10 11

Cﬁl 0,9841 0,9256 0,8881 0,8586
o =070 =8

Rys. 2. Graficzna prezentacja obszaru specyfikacji i obszar6w obejmujacych 99,73% obserwacji

pochodzacych z proceséw o wigkszym rozrzucie

W przypadku gdy rozrzut obserwacji badanego procesu maleje, wartos¢ wskaz-
nika zdolnosci procesu rosnie, co potwierdzaja obliczenia zamieszczone w tab. 2.

Tabela 2

Wartosci dwuwymiarowego wskaznika zdolnosci procesu w zaleznosci od malejacych
wartosci odchylen standardowych procesu

o, 0,6 0,5 0,4 0,3
o, 7 6 5 4
C;” 1,0351 1,1387 1,2452 1,4201
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Istotnie, warto$¢ miernika zdolno$ci procesu maleje, poniewaz pole obej-
mujace 99,73% obserwacji pochodzacych z procesu rozregulowanego maleje, co
przedstawia rys. 3.

Jednym z istotnych rozregulowan procesu produkcyjnego jest zaleznosé
pomigdzy badanymi zmiennymi, zatem warto§¢ wspotczynnika korelacji ma
wplyw réwniez na oceng zdolnoSci procesu. Rozwazmy proces produkcyjny
o parametrach 4, oy, u,, o, ustalonych dla procesu uregulowanego, nato-
miast o r6znych warto$ciach wspotczynnika korelacji. Wowczas, w zaleznoS$ci
od wartosci wspotczynnika korelacji, wskaznik zdolnosci procesu przyjmuje
wartosci przedstawione w tab. 3.

1
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Rys. 3. Graficzna prezentacja obszaru specyfikacji i obszarow obejmujacych 99,73% obserwacji
pochodzacych z procesé6w 0 mniejszym rozrzucie

Tabela 3

Wartosci dwuwymiarowego wskaznika zdolnos$ci procesu w zalezno$ci od warto$ci
wspotczynnika korelacji

P 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

C;‘;I 1,006 | 1,014 | 1,006 | 1,024 | 1,027 | 1,040 | 1,053 | 1,077 | 1,121 | 1,208

Latwo mozna dostrzec, ze wraz ze wzrostem wspotczynnika korelacji wzra-
sta warto§¢ wskaznika zdolnos$ci procesu i co za tym idzie wzgledna zdolnosé¢
procesu ros$nie. Graficzna prezentacjg¢ danych dla wybranych wspotczynnikow
korelacji badanych zmiennych przedstawia rys. 4.
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Rys. 4. Graficzna prezentacja obszaru specyfikacji i obszaru obejmujacego 99,73% obserwacji
pochodzacych z procesow o roznych wartosciach wspotczynnika korelacji

Warto podkresli¢, ze istotnym elementem w prowadzonych rozwazaniach jest
uwzglednianie zaleznosci pomi¢dzy zmiennymi.

Podsumowanie

Mierniki zdolnosci procesu produkcyjnego stanowia istotny element analizy
zdolnos$ci procesu. Zazwyczaj sa one okreslane dla zmiennych o rozkltadach
normalnych, zarowno w aspekcie jedno-, jak i wiclowymiarowym. W przedstawio-
nych rozwazaniach dotyczacych szczegdlnego przypadku dwuwymiarowego proce-
su produkcyjnego wykorzystanie proponowanego wskaznika zdolnosci procesu
pozwala na weryfikacjg spelnienia wymagan projektowo-konstrukcyjnych, rowniez
wtedy, gdy badane zmienne sa zalezne.
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PROCESS CAPABILITY ANALYSIS FOR PROCESSES
WITH DEPENDENT CHARACTERISTICS

Summary

One of the most important tools of statistical quality control is a process capability
analysis. In order to measure process capability the most used are indices constructed for
one—dimensional characteristic of production process. However often production process
is described by more than one characteristic. One should then conduct a multidimensio-
nal assessment of process capability with appropriately designed indicators.

The aim of this article is to analyze the problem of process capability measure of
multi-dimensional process with dependent characteristics, using a proposed multi-
dimensional process capability index.
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WYBRANE STATYSTYKI ODPORNE

Wprowadzenie

Obserwacje oddalone (outliers) sa takimi obserwacjami w probie, ktore moga
powodowac zaktocenia w ocenie relacji w probie. Nie jest to termin o znaczeniu
pejoratywnym,; obserwacje oddalone moga by¢ poprawne, ale powinny by¢ identy-
fikowane dla oceny btedow. Poczynajac od 60., zaproponowano wiele metod sil-
nych i odpornych (robust and resistant) mniej wrazliwych na obserwacje oddalone.
Moga one konkurowac, a nawet wygrywac ze standardowymi statystycznymi meto-
dami. Omawiana tematyka jest przedmiotem wczesniejszych prac autorki zawsze
w kontekscie zastosowan w ekonomii (Trzpiot 2009, 2011a, 2011b). Artykut ten ma
charakter opisowy w powigzaniu z przygotowywanym podrecznikiem.

1. Statystyki jednowymiarowe potozenia i skal

Srednia z proby moze byé zatamana przez pojedyncza obserwacje. Jezeli do-
wolna obserwacja ma wartos¢ taka, ze y; — + oo, wowczas Srednia z proby y —= oo,
w przeciwienstwie do mediany z proby, ktéra nie jest wrazliwa na pojedyncze
warto$ci zmierzajace do nieskonczonosci. Moéwimy, ze mediana jest odporna na
duze bledy, podczas gdy $rednia nie. Faktycznie mediana moze znie$¢ do 50%
duzych btedow zanim bedzie arbitralnie duza; mowimy, ze ma punkt zalamania
50-proc., podczas gdy dla sredniej mamy odpowiednio 0%.

Srednia jest efektywnym estymatorem parametru potozenia dla rozktadu
normalnego, dlatego moze by¢ wykorzystywana jako estymator parametru poto-
zenia dla rozktadow zblizonych do normalnych. Metody odporne powinny mie¢
wysoka efektywnos¢ w otoczeniu zaktadanego modelu statystycznego.

Dlaczego nie jest wystarczajace przesianie danych i odrzucenie obserwacji
odstajacych? Nalezy rozwazy¢ wiele aspektow metodologicznych:

1. Praktycy, nawet eksperci statystycy, nie zawsze przegladaja zbiory danych.

2. Ostre decyzje, czy zachowaé, czy odrzuci¢ obserwacje moga by¢ niezbyt
tratne. Proponujemy nada¢ wagi watpliwym obserwacjom. Mozemy rowniez
odrzuci¢ kompletnie zte obserwacje.
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3. Moze by¢ zadaniem trudnym lub wregcz niemozliwym umiejscowienie ob-
serwacji odstajacych w wielowymiarowym lub mocno zrestrukturyzowanym
zbiorze danych.

4. Odrzucenie obserwacji odstajacych wptywa na rozktad teoretyczny (zmiennej
losowej), ktory musi by¢ skorygowany. W szczegoélnosci wariancja bedzie
niedoszacowania w ,,wyczyszczonym” zbiorze.

Dla ustalonego rozktadu definiujemy relatywnq efektywnos¢ estymatora.

Efektywno$¢ estymatora 0 wzgledem innego estymatora 0 mozemy zmierzy¢,
postugujac si¢ nastgpujaca miara efektywnosci:

D*(9)

RE(0,0) = =
D*(0)

(1.1)

Granice RE (5 , é) przy rosnacej do nieskonczonosci wielkosci proby na-

zywamy efektywnosciq asymptotyczng:

ARE(8,0) = lim RE(G,0) (1.2)

n—»0

Estymatorem asymptotycznie najefektywniejszym jest estymator, ktérego
asymptotyczna efektywnos$¢ rowna si¢ jednosci. Mozna problem zdefiniowaé
réwniez w odniesieniu do asymptotycznych wariancji. Jezeli estymator 0 nie jest
znany, wowczas zaktadamy, ze jest efektywnym estymatorem. Pojawiaja sig trudno-
$ci z obciazonymi estymatorami, ktorych wariancja jest mata lub wynosi zero.

Proponowanym w literaturze rozwiazaniem jest wykorzystanie bledow

sredniokwadratowych, innym — przeskalowanie 6/E( é). Iglewicz (1983) propo-
nuje wykorzystanie wariancji logarytmu estymatora 0: Dz(logé) jako estyma-
tora parametru skali’. Zastosujmy podejscie ARE do oceny $redniej i mediany
(Venables, Ripley, 2002). Dla rozktadu normalnego

D? (srednia)

ARE(mediana, $rednia) = 3
D* (mediana)

=2/ = 64%

Dla rozktadéw o innych wartosciach rozktadéw w ogonach mediana ma
lepsze wtasnosci. Przyktadowo, dla rozktadu t-Studenta z pigcioma stopniami
swobody, a to jest czgsto rozktad zgodny z rozktadem btedow modeli, ARE (me-
diana, $rednia) = 96%.

" jest niezalezna od skali
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Kolejny przyktad podal Tukey (1960). Zaktadamy, ze mamy »n obserwacji
Y, ~ N(u, o”) dlai = 1,..., n oraz chcemy estymowaé warto$¢ wariancji o”. Roz-

wazmy dwa estymatory 6% =% oraz 52 = d*n/2, gdzie:

d=L3ly-7]
n

oraz stala jest wybrana tak, ze dla rozktadu normalnego d — +/2/ 7o . Wowczas

ARE(G?, 5% = 0,876.

Zalozmy, ze dla kazdego Y; mamy obserwacje z rozkladu N(u, o°) z praw-
dopodobienstwem 1 — ¢ oraz wartosci z rozkladu N(u, 9¢°) z prawdopodobiei-
stwem & Zauwazmy, ze obydwie wariancje dla wszystkich obserwacji oraz warian-
cja niezakloconego rozktadu obserwacji sa proporcjonalne do ¢’. Otrzymujemy
dane zawarte w tab. 1.

Tabela 1
Wartosci ARE dla wybranych warto$ci &

£ (%) ARE( 52 )
0 0,876
0,1 0,948
0,2 1,016
1 1,44
5 2,04

Zrodto: Na podstawie (Venables, Ripley, 2002).

Mieszanka rozktadow z zaktdceniem & = 1% jest nieodrdznialna od rozkta-
du normalnego, zwlaszcza w praktycznych zastosowaniach, dlatego optymalno$é s*
jest bardzo wrazliwa. Mowimy o braku odpornosci efektywnosci estymatora.

Znajdujemy odmienne estymatory parametru o niz d+/77/2 (maja punkt

zatamania 0%). Dwa proponowane rozwigzania przyjmowane jako estymatory
sa porownywalne:

IOR = X3nay = X (1.3)
oraz
MAD = mediana {|Y; — mediana(Y))|} (1.4)
I J
Przyktadowo, dla rozktadu normalnego otrzymujemy odpowiednio nastepu-
jace wyniki:
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MAD — mediana {|Y — u|} = 0,67450,
IOR — o[®—1(0,75) — ®—1(0,25)] = 1,35¢

Obydwa estymatory sa efektywne, ale bardzo odporne na obserwacje odda-
lone w zbiorze danych. Dla estymatora MAD i dla rozktadu normalnego mamy
ARE= 37% (Staudte, Sheather, 1990, s. 123).

W kolejnym kroku rozwazan zakladamy, ze mamy » niezaleznych obser-
wacji Y; z rodziny z parametrem potozenia o funkcji gestosci f{y—u), oraz funk-
cja f jest symetryczna wzgledem zera. Zatem u jest wartos$cia centralna (media-
na, Srednia, jezeli istnieje) dystrybuanty Y, Rozwazamy rozklad niewiele
rozniacy si¢ od rozktadu normalnego. Mamy wiele estymatoréw wartosci u.
Wsrdd tego zbioru estymatoréw znajdujemy $rednig z proby, mediang z proby
1 estymatory wyznaczane metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW). Dodat-
kowo rozpatrujemy sredniq ucietq, ktora jest §rednia dla 1—2¢ wartosci rozkta-
du, zatem an obserwacji jest usunig¢tych z kazdego konca badanego rozkladu
(najwickszych i najmniejszych).

2. M-estymatory parametrow potozenia i skali

Rozwazymy jako estymatory parametru potozenia znane z literatury M-
-estymatory. Nazwa pochodzi od sformutowania ,,prawie” MNW estymatory
(‘MLElike’ estimators).

Analizujac funkcje gestosci f, mozemy zdefiniowaé funkcje p = —log f.
Woweczas estymator najwigkszej wiarygodnosci wyznaczamy jako:

min Y —log /' (y; — p) = minY p(y; — u) 2.1
Mo Hoi

Powyzsze przeksztalcenie jest uzyteczne, jezeli funkcja p nie jest funkcja ge-
stosci. Zapiszmy, jako w = p’ (jezeli ta pochodna istnieje), wowczas otrzymujemy:

2y (yi— ) =0 lub Xw;(y; =) =0 (22)

gdzie:
wi= i = @i~ ).

To sugeruje iteracyjne metody rozwiazania, przy czym wagi uaktualniamy
przy kazdej kolejnej iteracji.
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Przyklady M-estymatorow

Srednia z proby odpowiada funkcji p(x) = x*, mediana z proby odpowiada funk-
cji p(x) = |x|. Dla dowolnego » mediana jest rozwiazaniem zapisanego problemu.

Funkcja
X, |x| <c
y(x)=

0, |x|Zc

odpowiada ucietej metryce; duze odleglosci pomigdzy warto$ciami nie maja
zadnego wptywu.
Funkcja’

—c,x<—c
w(x)=1x, |x|<c
c, X>c

odpowiada metryce Winsora i obejmuje wartosci ekstremalne obserwacji jako z+ c.
Odpowiednia funkcja p = —log /" jest nastgpujaca:

2

X,
p(x) =
c(2|x| —-0),

[ <c

x|Zc

i wyznacza funkcje gestosci o rozkladzie Gaussa w centrum rozktadu, majaca
podwojnie wyktadnicze ogony. Ten estymator zdefiniowal Huber (1981). Za-
uwazmy, ze jezeli ¢ — 0, w granicy otrzymujemy mediang, oraz jezeli ¢ — oo,
wowczas granicq jest Srednia. Warto$¢ ¢ = 1,345 zapewnia 95% efektywnosci
dla rozktadu normalnego.

Funkcja podwdjnie wazaca Tukey’a ma postac:

(1) =11 —(ijz]z
yit)= R

gdzie [.]+ oznacza dodatnie wartosci. To jest, jak zwyklo si¢ okreslac, ,tagodne”
(soft) ucinanie. Warto$¢ R = 4,685 zapewnia 95% zgodnos$ci efektywnosci dla
rozktadu normalnego (Venables, Ripley, 2002).

Kolejny przyktad to funkcja y Hampela (1986), ktora jest kawatkami liniowa:

" Pojecie okreslone przez Charlesa P. Winsora (por. Dixon, 1960).
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|x, 0< |x| <a
a, a< |x| <b

v = a(e —|x|) /(c=b), b< |x| <c
0, c< |x|

[lustracja oméwionych estymatoréw (rys. 1) wymagala przyjecia umownych
warto$ci parametrow: a = 2,2s, b = 3,7s, ¢ = 5,9s. Zauwazamy oczywiscie problem
skali. W czterech ostatnich przypadkach mamy wspoétczynniki skali (¢, R Iub s).

Mozemy zastosowaé estymator do przeskalowania rezultatow:

minz,o(u] 2.3)
7 §

dla wspotczynnika skali s, przyktadowo estymator MAD. Alternatywnie, moze-
my estymowac s w podobny sposob.

Trnmmed mean Huber
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Rys. 1. Przyktady funkcji wazacych dla M-estymatoréw
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Wykorzystujac MNW dla gestosci s~ fi(x — 1)/s), otrzymujemy réwnanie
zl//(yi_ﬂj(%’_ﬂj:n 24

; s s

ktore nie jest odporne (oraz obcigzone dla rozkladu normalnego). Trzeba to
rownanie zmodyfikowac¢ do

Zz(%} =(n=y 25)

dla ograniczonej funkcji y, gdzie y jest wybierane tak, aby uzyska¢ zgodnosé
z rozktadem normalnym, zatem y = Ey(N).
Przyktadem niech bedzie nastgpna propozycja Hubera:

() = y(x)* = min(|x], )’ (2.6)
W bardzo matych probach nalezy skupi¢ uwage dodatkowo na zmiennosci
[ w przypadku zastosowania metryki Winsora (Huber, 1981). Jezeli potozenie

[ jest znane, mozemy zastosowac ten estymator, zastgpujac n — 1 przez n, celem
estymacji jedynie wspotczynnika skali s.

3. Whasnosci modeli regresji

Omowimy koncepcje odpornej regresji w zakresie modeli liniowych, ktora
mowi o niezagrazajacych zachowaniach w biezacych niewlasciwych warto-
$ciach danych. W terminologii, ktora wprowadzimy, odporna regresja ma wy-
soki punkt zatamania — proponujemy 50%.

Rozwazymy zamiang metody najmniejszych kwadratow (MNK) przez je-
den dwoch z metod:

1. LMS — najmniejsze medianowe kwadraty: minimalizuja mediang kwadratow
reszt. Bardziej ogdlnie LQS — minimalizuje pewien kwantyl (przyktadowo
80%) kwadratoéw reszt.

2. LTS — najmniejsze uci¢te kwadraty: minimalizuja sume kwadratow najmniej-
szych g reszt. Oryginalnie g zawiera troche powyzej 50%.

Omowione podejscia wymagaja znacznie wigcej obliczen numerycznych
niz metoda najmniejszych kwadratow, poniewaz nie mamy zachowanej réznicz-
kowalnos$ci. Obydwie metody wychwytuja efekt wielowymiarowych obserwacji
oddalonych i koncentruja si¢ na dobrym dopasowaniu, do co najmniej powyzej 50%
danych. W konsekwencji sa mniej efektywne w przypadku braku obserwacji odsta-
jacych (LMS bardziej niz LTS). Aby zilustrowaé pewne problemy, rozwazmy przy-
ktad. Rousseeuw i Leroy (1987) rozpatruja roczne dane liczby polaczen telefonicz-
nych w Belgii (rys. 2). Zaprezentowano liniowa funkcje¢ regresji (MNK — least
squares), regresj¢ z M-estymacja oraz najmniejsze ucigte kwadraty reszt (LTS).
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Rys. 2. Miliony potaczen telefonicznych w Belgii, 1950-1973
Zrodto: (Rousseeuw, Leroy, 1987).

Linia LQS jest nastepujaca: y = 56,16 +1,16 t (rok). Wykonane badania poka-
zuja, ze dla lat 1964-1969 powinna by¢ badana catkowita dtugos¢ potaczen (w mi-
nutach) w miejsce liczby potaczen (jak to bylo wykonywane w latach 1963-1970).

4. Odporna regresja’

Regresje odporna zdefiniowano w latach 80. XX w. (Huber, 1981). Pierwsza
najbardziej znana regresja byta okreslona nastgpujaco:

. ) 2
min medlana|yi - Xib|
b i

jako najmniejsze medianowe kwadraty (least median of squares — LMS).
Uzasadnieniem dla kwadratow reszt jest nastepujaca obserwacja, gdy » jest

parzyste, wowczas wybierana jest mediana. To jest bardzo odporna metoda re-

gresji, dodatkowo nie wymaga estymacji parametru skali. Jest jednak bardzo

nieefektywna pokrywa, co najwyzej 1/ % danych. Dodatkowo, cechuje si¢

wrazliwo$cig na obserwacje centralne w zbiorze danych (Hettmansperger, She-
ather, 1992; Davies, 1993, §2.3).

* . .
Resistant regression.
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Rousseeuw (1987) sugeruje regresj¢ najmniejszych ucigtych kwadratow
(least trimmed squares — LTS):

. 2
mbm §|yi - xib|(l.) (4.1

Ta metoda jest bardziej efektywna, ale oddziela same krancowe obserwacje.
Rekomendowana suma kwadratéw reszt nie powinna przekracza¢ wartosci
g=[(n+p+1)2]

Nastepnie wprowadzono S-estymatory, dla ktdérych wspotczynniki rownania
sa wyznaczane jako rozwiazanie zadania

Zz[y_—XbJ = (n-p)p (4.2)

i=1 CoS

Z najmniejszym parametrem skali s. W réwnaniu (4.2) jako funkcja y jest za-
zwyczaj przyjmowana catkowalna podwojnie wazaca funkcja Tukey’a

u® —3u* +3u2, u| <1
x(u) =
1, |u| >1

Wartosci ¢o = 1,548 1 f = 0,5 sa wyznaczane celem spelnienia warunku
zgodnosci, jezeli rozklad bigdow jest rozktadem normalnym. To daje efektywnosc¢
28,7% przy rozkladzie normalnym, ktora jest niska, ale lepsza niz LMS i LTS.

Jedynie w kilku specjalnych przypadkach (LMS dla jednowymiarowej re-
gresji ze stala) mozemy ten problem optymalizacyjny rozwiaza¢ doktadnie, wy-
korzystujac aproksymacyjne metody kolejnych przyblizen (Marazzi, 1993). Wie-
le tych metod wykorzystuje podejscie metody najmniejszych kwadratéw,
proponujac dopasowanie najmniejszych kwadratow dla wybranych ¢ punktow ze
zbioru danych. Nastepne losowo sprawdzaja duze proby dla tego dopasowania.

5. Mocna regresja

W modelu regresji mamy dwa podstawowe zrodta bledow: wartosci obser-
wacji y; oraz odpowiadajacy wektor p* wartosci zmiennych objasniajacych x;
(regressors). Wigkszos¢ metod regresji rozwaza jedynie pierwszy rodzaj zrodta
btgdow. W pewnych okoliczno$ciach (przyktadowo planowanie eksperymen-
tow) btedy zmiennych objasniajacych moga by¢ ignorowane. Tak jest w przy-
padku M-estymatoréw, ktorymi zajmiemy si¢ w tym punkcie.

" nobserwacji (v Xip,..., X;p)
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Rozwazmy problem regresji dla n przypadkéw (y;, x;) z modelu
y=xf+¢ (5.1
dla p-wymiarowego wektora x.
M-estymatory

Przyjmujemy skalowanie dla funkcji ggstosci fle/s)/s dla ¢ oraz przyjmuje-
my p = —log f, wowczas estymator maksymalnej wiarygodnosci minimalizuje

n -~ x:b
¥ p(y’ al j+nlogs (5.2)
i=1 §

Zaltdzmy, ze s jest znane oraz funkcja y = p’. Wowczas w MNW, wyzna-
czajac b celem estymacji 5, rozwiazujemy nieliniowe rownanie:

n R VN
int//(y’Tx’bj =0 (53)
i=1

Zapiszmy reszty jako: r; = y; — x;b. Rozwiazanie réwnania (5.3) lub mini-
malizacja wzgledem (5.2) definiuje M-estymatory wzgledem wspoétczynnikdéw f.

Znana metoda rozwiazania (5.3) jest metoda iteracyjna wazonych najmnie;j-
szych kwadratow, z wagami okreslonymi nastgpujaco:

w,-=w(y";”)/(yfs‘”j (5.4)

Iteracja jest zbiezna jedynie dla wypuktych (convex) funkcji p oraz dla niema-
lejacych (Tukey, 1960), a rownanie (5.3) moze mie¢ wiele pierwiastkow. W takich
przypadkach nalezy wybra¢ dobry punkt startowy i uwaznie przeprowadzi¢ iteracje.

W zastosowaniach wspotczynnik skali s jest nieznany. Latwy i odporny es-
tymator wspolczynnika skali to MAD (wzgledem pewnego przyjetego centrum).
Mozna go zastosowac dla reszt bliskich zero, rowniez dla pozostajacych w pew-
nym w otoczeniu albo dla reszt z odpornego dopasowania. Alternatywnie, mo-
zemy estymowac s, wykorzystujac ,,prawie” MNW estymatory (MLE-like way).
Znajdujac punkt stacjonarny réwnania (5.2) wzgledem s, otrzymujemy:

zl//(yi_xibj(yi_xibj:n (55)
i S S

Rozwigzanie nie jest odporne oraz obcigzone dla rozkladu normalnego
(Venables, Ripley, 2002).
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W przypadku jednowymiarowym mozemy to roéwnanie zmodyfikowaé
przeksztatcajac do postaci:

R
Zz(%j =(n-p)y (5.6)

1
MM-estymacja

Mozliwe jest polaczenie odpornosci oraz efektywnosci M-estymatorow.
Takim rozwiazaniem jest MM-estymator zaproponowany przez Yohai, Stahel
i Zamar (1991)". MM-estymator to M-estymator, ktory wykorzystuje wspot-
czynniki wyznaczone na pierwszym etapie przez S-estymator oraz staty wspot-
czynnik skali dany przez S-estymator. To pozwala uzyskac (dla ¢ > ¢¢) wysoki
punkt zalamania S-estymatordw oraz wysoka efektywnos¢ dla rozktadu normal-
nego. Przy znacznych kosztach obliczen otrzymujemy to, co najlepsze z obydwu
omoéwionych podejsc.

Podsumowanie

W przedstawionym artykule omoéwiono wybrane statystyki odporne podsta-
wowych parametréw wraz z ich wlasno$ciami. W szczegdlnosci omdéwiono wybra-
ne estymatory parametrow potozenia i skali. Zwrdcono uwage na podstawowe uwa-
runkowania odpornej regresji. Stosujac klasyczne estymatory, nie wracamy do
zatozen, ktére towarzysza metodom wyznaczania tych estymatorow. Brak spet-
nienia tych zatozen powoduje trudnosci w wyznaczaniu rozwiazan formutowa-
nych zadan. Estymatory odporne wymagaja zastosowania metod przyblizonych,
iteracyjnych. Celem efektywnego wyznaczenia wartosci tych estymatorow waz-
ne jest spojrzenie na wlasnos$ci numeryczne metod iteracyjnych stosowanych do
rozwigzan zapisanych zadan. Wiele programéw komputerowych wspomagaja-
cych procesy analizy danych, takich jak S-Plus czy Statistica lub SAS, maja
funkcje powiazane ze statystycznymi metodami odpornymi. Badanie porow-
nawcze efektywnosci tych metod iteracyjnych jest odrgbnym zadaniem powia-
zanym ze statystyka odporna.
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SOME ROBUST STATISTICAL METHODS

Summary

Outliers are sample values that cause surprise in relation to the majority of the
sample. This is not a pejorative term; outliers may be correct, but they should always be
checked for transcription errors. Many robust and resistant methods have been develo-
ped since 1960 to be less sensitive to outliers. This methods can be used instead or be
even better than classical one. Robust methods were used early in me works (Trzpiot
2009, 2011a, 2011b) as an application in finance and economy. This article has a de-
scriptive character, connected with new book for students.
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SAMPLING DESIGNS PROPORTIONATE
TO NON-NEGATIVE FUNCTIONS OF TWO
QUANTILES OF AUXILIARY VARIABLE

1. Sampling design

Let U be a fixed population of size N . The observation of a variable un-
der study and an auxiliary variable are denoted by ¥, and x,, i =1,..., N, re-

spectively. Moreover, let x, <x i=1,..., N—1. Our problem is estimation

i+1°
of the population average y = %Z weu Yk

Let us consider the sample space S of the samples s of the fixed effective
size 1<n < N. The sampling design is denoted by P(s). We assume that
P(s)>0 forall seSand »  __P(s)=1.

Let (X;) be the sequence of the order statistics of observations of auxilia-

ry variable in the sample s. It is well known that the sample quantile of order
a a €(0; 1) is defined as follows: Q, , = X|,, where v =[na]+1, the func-

tion [n] means the integer part of the value [n], r =1, 2, ..., N. Let us note

r
that X, =Q,, for

r . o .
< o < —. In this paper it will be more conveniently
n n

to consider the order statistic than the quantile.

Let G(r,u,i,j)=1{s: X, =x;, X, = xj} ,r=1,.,n-1;u=2,..,n,
r < u be the set of all samples whose 7 -th and u -th order statistics of the auxi-
liary variable are equal to x; and X, respectively where r < i<jSN-n+u.

Moreover,

N-n+r N-n+u

U Uce,uij=s (1)

i=r j=itu-r
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The size of the  set G(r,u,i,7j) is  denoted by
8(r,u,1,j) = Card(G(r,u,i, j)) and

o (i=1)(j=i-1YN-j ,
SUALD =1\ u=r=1) n—u @

Let f(x;,x;,c) be non-negative function of values of the order statistics X,

and X, and
(i-1Yj-i-1YN-j 3
gl i) = r=1fu-r-1)\n-u G)

The straightfoward generalization of the Wywial’s (2009) sampling design
is as follows.

Definition 1.1. The conditional sampling design proportional to the non-
negative functions of the order statistics X, X,, is as follows:

Xy Xy, X
Pm(slc):f( w: X %) (4)
' z(r,u,c)
where i<jand r<i<N-n+rand r<u<j<N-n+u.
Particularly, let f(x;,x;,c)=x; —x, and
X, —x; forx, —x;,>c,
j i
X:,X;,C)= 5
fxj %) {Oforxj—xi<c. 2

We say that the above sampling design is (conditional) unconditional when
(c>0) c=0.1In general this concept is agree with definition of the conditional

sampling design considered by Tillé (1999; 2006).
As it is well known the inclusion probability of the first order is determined

by the equations: 7, (r,u,c)=P, (s:kes)= Z{S_kes} P . (slc), k=1,..,N

. We assume that if x <0 then J(x) =0 otherwise o(x)=1. Let us note that
o(x)o(x-1)=0(x-1).

Theorem 1.1. Under the sampling design P, ,(s) the inclusion probabili-
ties of the first degree are as follows. If k <7,

ry ) = S DO =) Z(ZJ(J —f—l]ﬁj_—uf] fx,,x,0)(6)

Z(T,M,C) i=r  j=itu-r r=2\u-r-1
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Ifr<k<N-n+u,

7 (rh,C) = o(r—1)6(r—k)

z(r,u,c)
furl g1 (1-1)j—i-1YN-j-1
.(5(k—u)5(n—u) ; jzg‘r[r—lj(u—r—1){n—u—1}f(xf'x“c)+

N-k\gar(i-1Yk-i-1
+5(k—u+1)(n_u)z(T_J(u_r_ljf(xj,xi,cﬂ

+0(k—1)0(N-n+u-k)o(u—r-— 1)§Nfu(;:i][] j(N ]jf(x x,0)+ (1)

i=r j=k+1 u-r—1
. klk—lNM]klN
- - s s +
+O(N-n+r—-k+1) .1 j;_r u—r—1 f(x] Xi,C)
N-n+rN-n+u (({ — j_'_]_ N_]
+0(N—-n+r—-k)o(r - 1)1;1]§r(” ](u . J[n_u]f(xj,xi,c)J

Ifk>N-n+u,

T, (7’/ u, C) = MNiHr N_an (;:1)(] j(N ] 1Jf(x]/xzfc) (8)

Z(T, ul C) i=r  j=i+u-r u—r- 1
The inclusion probabilities of the second order are defined by

e (ruc)=m,  (r,u)=P (s:kestes)= ZP (sle)

{s:kes, tes)

where k<t=1,..., N.

Theorem 1.2. The inclusion probabilities of the second degree of the sam-
pling design P, (s|c) are as follows.
7 (ru,c)=DP(k,tes;)+P(X, =x,,tes;)+Pkes,, tes;)+
+P(X,, =x,,tes;)+Plkes, tes;)+Plkes, X, €x,)+ 9)
+P(X,, =x,, X, =x,)+P(kes;, X, =x,)+Pk,tes,)+
+P(X,, =x,,te sz)+P(k €s; tes,)+Pkes, X, ex,)+Pktes))
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where

P(ktes)=2N=u-1

Z(r,u,c)

.NfrNfu(i_1j(j_i_lJ(N_j_zjf(x;,xi,c)+5(N—n+u—k+1_5(k—u)'

= a1 u-r-1 n-u-2

N—u+r N—n+u '_1 '_‘_1 N_ '_2
2 v;t—lj(i—lr—1}(;1—;{—2]1[(’(1"’(“‘3)}’ (10)
I(N-K)o(n—u)d(N-n+u—k+1)

z(r,u,c)

N—k—Tyr(i-1Yk-i-1
.(n_u_l)z(r_J(u_r_Jf(x,.,x,-,c), (11)

(5(k—=N+n-u)-

P(X,, =x,,tes;)=

(u)

i=r

S(u—r-1)6(n-—u)o(t—k-—u+r+1)

P(kes,, tes;)= —
k-1 t-1 1_1 ]‘_l‘_z N—j—l
. 5(N—Tl+1/l—t+1z ( J( J( Jf(x.,xilc).f (12)
{ o joirr r—=1\u—-r-2\n-u-1 ]
k=1 N—n+u (7 -1 j—i—2 N—j—l
+5(t—N+n—u)z z ( ]( j( jf(x-,x,.,c)],
i=r j=itu-r r=1\u-r-2\n-u-1 /

P(X,, ex, tes,)= 0NN -R(k=r+1),

z(r,u,c)

.[a(t—k—u+r)5(N—n+u—t+1)(k_lj i (j_k_ll(N_j_1jf(x].,xi,c)+ (13)

r=1) & \u-r=1\n-u-1

+§(N—n—k+r+1)§(t—N+n—u)(k_lefu (j_k_lJ(N_j_lJf(xj,xk,c)),

r=1) & \u-r-1\n-u-1

o(r—-1)o(n—u) (5
z(r,u,c)

N=n+r N=n+u(§ — D j—i—l N_j_]' ) k)o(N t+1)o(t
. ; 7':;4 r=2\u—-r-1\n-u-1 f(xj/xifc)+ (7’— ) ( Trrusie ) ( _u).

w1 () j—i-TYN-j-1
. X 14
0 R ey SRS "

+0(k—r+1)0(t—N+n—u)o(N—-n+r—-k)o(t—u)-

tuerl 1 (f=2Y j—i—-1\N-j-1
. i:%l j:;—r r=2\u-r-1n-u-1 f(xj’xi/C) ’

P(Xes, tes,)= (r-k)5(t-N+n—u)-
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_ —7)(N—t)u +1 -1\ t-i-1

w1 (-2 j—i-1(N-j-1 s
: i, X;,C)+
= S\ r-2 \u-r-1)n-u-1 & %:,0) (13)

+0(k—r+1D)o(t—-N+n—-u)o(N—-n+r—-k)o(t—u)-

t—ut+r-1  t-1 1—2 ]'_i_l N_]'_l f( )
' xj/xilc P

Z r—2

i=k+1 j=i+u-r

u—-r-1\n-u-1

P(X,
_S(k=r+ DN - f+1)[k 1](t £ 1]£N t](f(x x,,0).(16)
L,

zxk,X( €x,)=

z(r,u,c) r—1\u—-r-1

O6(r-1)o(u—-r)
z(r,u,c)

N-t\ar(i-2Yt-i-1
-(5(r—k)5(t—u+1)(n_ujz(r_ZJ(u_r_Jf(xj,xi)+ (17)

N-—-tyar(i-2\t—-i-1
-5(k—r+1)5(t—u+r—k)[n_uj}z (r_zj(u_r_l]f(xj,xi)}

P(kes,, X, =x,)=

S(u—r—t+k-1)6(u-r-2)

P(k,tes,)=
z(r,u,c)
(18)
vgi(i-1Y j=i-3YN -]
Z(rlu,C)
(19)

k 1)\ N=ntu ] k )
(r_llgf_,(u r— 2)( ]f(x],xl,c)
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6(r-1)o(u—-r-1)0N-—n+u—t)

P(kes, tes,)= 20
t=1 Non+u (7 — _1_ N_]
(5(r k)z z ( j( 2](n_u]f(xj,xi,c)+ (20)
t-1 N-n+u — i—1—2\YN-—1
+8(k- r+1)z Z (; Zju_;_zj[n_ﬁf(xj,x,.,c)],

o(r—-1)o(k-1)0(N -n+u-—t) _
z(r,u,c)

k — 2 \N-n+u ]'_k_1 N_]
(f-zj ;l (M—T’—J[n—qu(xf’xk’c)’

_6(1" ~ N—n+r N—n+u (1 — j_i_l N—]
Pt es) =2 ,C)( 253034 Fd A (NJ RS
(22)

N-n+r N-n+u ({1 — 3 —1—1
S P e Ui (o) 0

i=t+1 j=i+u-r

P(kes,, X, =x,)=
21

2. Sampling scheme

The sampling scheme implementing the sampling design P, (s | c) P is as fol-

lows. Firstly, population elements are ordered according to increasing values of the
auxiliary variable. Let s=s, U{ijUs, U{jlUs,, s, ={k:kel, x, <x,},

:{k:keU,xj >x, >x;} and s, ={k:kel, x, >xj}. Moreover, let
U=u,i-nufijuld@+1j-1nuf{jlul(j+1,N) where U(l,i-1)=
=(L..,i-), U+, j-D)=(>0+1...,]-D,U(J+LN)=(j+1,..., N). Let
S(U(1,i—1);s) be sample space of the sample s, of size
r—=1,S(U(i+1,j—-1);s) be sample space of the sample s, of size
u—-r-1,5U(j+1,N);s) be sample space of the sample s, of size n—u.
Similarly, S = S(U, s).

The sampling scheme is given by the following of probabilities:

P, (slc)=Pi(s))p, . (i1c)Py(s)p', ., (1 €)P5(s3) (23)
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where
P -0t =i N
1 (51) = R 2(5,) = u—r-1] " 5(s3) = S 24
) Pru(X(r) X, Xy =X ,C)
P (ilc)=P(X, =x;1X, =x,,¢)=— ! (25)
' J P (X, =x;,c)
N-n+r

p'r,u (] I C) = Pr,u(X(u) = lec)

Zf(x; i,0)8(r,u,i,7) (26)

/ /

Pr,u(X(r) = x, |X(”) :lec) _ Zpy,u(5| )f(x] i,0)8(r,u,1,j) 27)

seG(r,u,i,j) Z(T’, u,C)

In order to select the sample s, firstly the j-th element of the population
should be selected, according to the probability function p', , =(jIc). Next, the

i -the element of the population should be drawn according to the probability
function p', = (i I c). Finally, the samples s,, S, and s, should be selected,

according to the sampling designs P, (s;), P,(s,) and P;(s;), respectively.

3. Some sampling strategies

The well known Horvitz-Thompson (1952) estimator is as follows:

Yirs =—Zyk (28)

kes ﬂ-k

The statistic is unbiased estimator of the population mean value if 7z, >0
for k=1,..,N. The variance and its estimator are determined by the

expressions (32) and (34), respectively.
The particular case of the above estimator is the well known sampling desi-
gn of the simple sample drawn without replacement is as follows:

-1
P, (s) :( j . The variance of the mean from the simple sample
n
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N-n

-1 _
y, = —Z y, drawn without replacement is D’ (y,, Py(s) =
M es

0, =3 -9
y N_1k=1 yk y .

The results of the previous chapter lead to construction of the regression

v, where

- 1
sampling strategy for the population meany Z—Zyi. We assume that
N ks

y,=a+bx, +e, foral iel, Zei =0 and the residuals of that linear re-
iel

gression function are not correlated with the auxiliary variable. The linear corre-

lation coefficient between the variables v and x will be denoted by o . Let

(X(,y,Y,) be two dimensional random variable where X, is the r-th order
statistic of an auxiliary variable and Y, is the variable under study. Wywiat

(2009) considered the following estimator:
yr,u,s = yHT,s + br,u,s (x _xHT,s) (29)

where

Yu B Yr
br,u,s = (30)
X(M) a X(V)

Wywial (2009) showed that under the sampling design stated in the defini-
tion 1.1 the parameters of the following strategies y,  _,P.  (slc)), are

approximately as follows.

Ely,,.,P.(sl0)~y

D21, P10 = D21 P (51 = 200003 i P ST D
+b*D*(xurs, P, (s c))

where

COU(?HT,SI}HT,S;PT,/M (sle)) = %(ZZA” ﬂﬁj (32)

kel leU T 7T,

Ay =T, =T, 7y,
D*(xnurs, P, (s1¢)) = Cov(xnurs, xurs, P, (s]c)),
D* =y, P, (s10)=Cov(y,;; . Y,r..P.(s10).
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The approximately unbiased estimator of the variance: D> = ym’s,Pyru (slc))

1s as follows

D*(y,, ., P,.(s16) = D*(y,; ., P, (s1¢))=2b, ., Couo(y,, ., xursP,, (s c)+
(33)
+b2, D*(xurs, P, (s1¢))
where
N = Ye X
COU(yHT s’xHT’sfPr,u (S | C)) - 1,2 ZZA k1
’ kes les 7Z—k 72'-[
(34)
A AL — A _
A, =—2%, D*(xurs, P, (slc)) = Covo(xnrs,xurs, P, (slc)),
k1
DX (Y, 0/ P,(81€)) = Covy y , x1115P, , (5 1€))
The next regression type estimator is given by:
= Yyrs +bs(x—xn1s) (35)
~ 0,
b, =—= (36)
vx,s
where
B 1 Xy = Xpr s ~Vurs) ~ ~
Ux,y,s === Z( : = )(yk yHT, )’ vx,s = Ux,x,s’
N-1 T,

~ 1 o~ — ~ o~

N = z—, Xprs =NXpyr /N, Yurs =Ny, /N The statistics 0,
kes 7T k

and 5 are the consistent estimators of the population covariance and variance,

Uy = N 1Z(xk x)(yk y) respectively (see e.g. Sérndal et al., 1997, p. 187).
kel

The strategy (¥/,, P, ,(s|c)) has approximately the same parameters as the
above considered strategy (¥, , ., P. ,(slc)).

Let us remember that the ordinary regression estimator is given by:

U, =y, +b(x—x5) 37)
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where

S, %), ~7.)
S YFRa o

kes

The approximate value of the variance is as follows.
N N-n
D*(§.,Py(s) = ——v,(1-p*) (39)
Nn

Ux,y

v,

where p =

The approximately unbiased estimator of the variance is as follows.
N N-n
Dz(ys’PO(S)): Nn Uy,s(]‘_rsz) (40)

v 1

X,Y,8

Where rS = 2 ny,s = Z(xk —Xs )(yk - ]/5) 4 vx,s = z)xx,s’ vy,S:Z}WVS
4/ Z)x,svy,s =1

The strategy (1., P, (s)) is asymptotically unbiased for the population mean
g. It is well known that the strategy (1, , Ps 5(5)) is unbiased for ; where

UX,S

is the sampling design of Singh and Srivastava (1980). The strategies ¥/, Pss(S)

Ps,s (s)= (41)

and (¢, ,,Pss(8)) are unbiased for the population mean y The variances of the

strategy (7., P ;(s)) is approximately equal to the right side of the equation (39).

4. Simulation analysis of strategies accuracy

Let MSE(t,P(s)) be the mean square error of the strategy (¢, P(s)) used
to estimate the population mean ? The coefficient of the relative efficiency we

define as follows:

MSE(t, P(s))

= 100%
D (]/S,PO(S))

e(t, P(s)) =
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where (}_/S,PO (s)) is ordinary simple sample mean. Let ¢el, €2, €3, e4, e5 and
e6 be the relative efficiency coefficients of the strategies (QS,PO (S)),

5., Ps (). o Pss(®). 0, P,610), (v, P(s1c)) and

(yHT P (sl C)), respectively.

The population consists of the municipalities in Sweden. The auxiliary va-
riable x is: 1975 municipal population (in thousands) and the variable under
study y is: 1985 municipal taxation revenues (in millions of kronor). Their obse-
rvations have been published by Srndal, Swenson and Wretman (1992). The size
of this population is 284 municipalities. There are three outlier observations of
the variables, see Figure 1. Let d and [, be the standard deviation and the

skewnees coefficient, respectively, of the auxiliary variable in the population. In
the case of data without outliers (size of the population N = 281) x = 24, 263,
d =24,153 and S, =0, 043. In the case of data with outliers (size of the popu-
lation N = 284) x =28,810, d =52, 873 and B, =8, 427. The samples were

replicated 1000 times.
In general, Tables 1, 2, 3 let us infer that the regression type strategies are
the best among the considered ones.

Table 1
The relative efficiency coefficients (%) of the strategies
N: 281 284
n el e2 e3 el e2 e3
2 (0,7%) 80,5 6,9 30,6 5,0 5,8 10,0
3 (1%) 6,6 2,8 22,7 1,7 5,3 9,3
4 (1,5%) 4,7 2,6 24,8 1,8 4,0 8,6
6 (2%) 4,2 2,7 28,9 1,7 3,7 9,6
9 (3%) 4,1 2,7 35,0 1,9 33 12,2
11 (4%) 3.4 2,6 42,6 24 33 13,1
14 (5%) 3,8 2,6 45,0 2,6 33 14,6
29 (10%) 3,4 2,6 61,0 4,1 4,4 21,3

On the basis of the Table 1 we conclude that the regression strategy
(Y 1yr.. Pss (8)) is worse than the strategies (7, Py (s)) , and (5, Pss(s)). In
the case of the population without outliers the Singh-Srivastava regression stra-

tegy is better than ordinary regression strategy. But in the case of the population
with outliers there is an opposite situation because (i/5, P, (s)), is better than

(75, Pss (5)) -
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The Horvitz-Thompson strategy for Singh and Srivastava's strategy
(Y 7.5+ Pss(8)) is better than the unconditional strategy (Y ,;; 5, P, ,(5)) when

the outliers do not exists. But in the case when the population is with the outliers
the strategy (Y, s, P, (8)) is better than (y,,; o, Pss(s)) only for small sam-

ple sizes n<4.
The simulation analysis of the accuracy of the conditional strategies

@W/S,Pw(s lc)), (§,,P.,(slc)) and (?HT,S,PW(S | ¢)) leads to the conclu-

sion that they are the best for the sampling design proportional to the difference
of the last and the first order statistics. That is why the Tables 2 and 3 deals only
with strategies dependent on the conditional sampling design P, ,(slc).

Table 2

The relative efficiency coefficients (%) of the conditional strategies for
P, ,(slc),c=kd, k=0,1,2,3 (The population with outliers, N = 284)

c=kd 0 d 2d 3d
n e4 e5 c6 e4 e5 c6 4 e5 e6 e4 e5 e6
2 3,3 1,1 9,7 3,5 1,7 | 11,4 8,2 2,2 232 | 11,6 | 2,1 30,7
3 1,4 1,4 5,1 1,6 1,4 6,1 49 1,8 13,5 5,5 1,9 16,6
4
6

16 | 15] 72 | 18 |1,6] 61 | 31 | 1,8 | 104 | 52 | 2,0 | 15,7
19 119] 98 | 1,7 | 1,6 ] 67 | 3.1 | 1,8 | 97 | 45 | 2.1 | 146

9 23 | 2,0 ] 140 | 2,0 | 1,9 ] 10,0 | 3.1 | 21 | 102 | 42 | 22 | 13,0
11 26 | 24 161 | 26 |24 11,9 | 31 | 21 | 100 | 41 | 2,0 | 12,7
14 34 |29 200 | 29 | 27| 148 | 3,6 | 26 | 105 | 42 | 23 | 12,4
29 45 (39270 | 47 |38 268 | 50 | 38 | 17,0 | 48 | 3.0 | 157

In the both case of the population with outliers and without them the
Horvitz-Thompson type strategy (Y, .,P,,(s1c)) is less accurate than

(3_/1,n,s/P1,n(S lc)) and (]_/s , P, (slc)).
The regression strategy (i/,,P, ,(slc)) is better than (yl,n,s’ P, (s)) for

all considered sample sizes and values of the parameter ¢ (see Tables 2 and 3 or

Figures 2 and 3).
It is possible to observe that for n > 6 and some conditional strategies are

more accurate then the unconditional appropriate ones. For instance, the strategy
(Y 7 o P14 (s13d)) is better than the unconditional strategy (V,,; ., P, 14(5)) =

= (? ur.»P114(s10)). This situation explain Figures 4 and Figure 5, where the

distribution spread of the unconditional strategy is gray and the conditional one
is black. The distribution of the unconditional strategy (Y., 14(S)) has
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some large outliers and that is why the variance of this strategy is larger than the
variance of the strategy (v, ., P, ,(s13d)). Moreover, the conditional strate-

gy neglect some small values of the unconditional one.

Table 3
The relative efficiency coefficients (%) of the conditional strategies for P (s | kd),

k=0,1,2, 3 (The population without outliers, N = 281)

c=kd 0 d 2d 3d

n 4 e5 c6 4 e5 c6 4 e5 c6 4 e5 c6
2 3,3 1,1 9,7 3,5 1,7 11,4 8,2 2,2 23,2 11,6 2,1 30,7
3 1,4 1,4 5,1 1,6 1,4 6,1 49 1,8 13,5 5,5 1,9 16,6
4 1,6 1,5 7,2 1,8 1,6 6,1 3,1 1,8 10,4 5,2 2,0 15,7
6
9

9] 1,9 | 98 | 1,7 1,6 | 6,7 | 3.1 | 1,8 | 97 | 45 | 2,1 | 146
23| 2,0 | 140 | 21| 1,9 | 10,0 | 3,0 | 2,1 | 102 | 42 | 2,2 | 13,0
11 |26 24 | 161 | 26| 24 | 11,9 | 3,0 | 21 | 10,1 | 41 | 2,0 | 12,7
14 | 34| 29 | 20,6 | 29 | 2,7 | 148 | 3,6 | 2,6 | 10,5 | 42 | 23 | 12,4

29 451 39 27,1 | 47 ] 3,8 | 268 | 50 | 38 17,0 4,8 3,0 15,7

Conclusions

The inclusion probabilities of the conditional sampling design proportionate
to the difference of two order statistics are presented. They let determine the
variance of the Horvitz-Thompson statistic as well as its estimator. The con-
struction of the sampling design can be easy modified in such a way that defini-
tion of the sampling design proportionate to e.g. the sum of two order statistics is
straightforward.

The simulation analysis let us infer that in general the considered regression
type strategies are the best among the considered ones. Moreover, the relative
efficiencies of the regression ones are similar and the best among them is the

strategy (?s,PLH (s13d)). In some cases the conditional strategies could be

slightly better than the appropriate unconditional ones but this conclusion will be
developed in separate and more deep studies.
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Figure 2. Efficiencies of the strategies in the case of the population without outliers
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SAMPLING DESIGNS PROPORTIONATE TO NON-NEGATIVE FUNCTIONS
OF TWO QUANTILES OF AUXILIARY VARIABLE

Summary

Estimation of the population average in a finite population by means of sampling
strategies dependent on sample quantiles of an auxiliary variable are considered. The
sampling design proportional to an order statistic of an auxiliary variable was defined by
Wywiat (2007, 2008). It was generalized into case of the sampling design proportional to
the difference of two order statistics by Wywial (2009), too. In this paper those results
are generalized on the case of a conditional sampling design. Several strategies including
the Horvitz-Thompson statistic and regression estimators are considered. Their accuracy
is analyzed on the basis of computer simulation experiments.





