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Pionierem w dziedzinie badania ewolucji populacji z wykorzystaniem ana-
lizy teorii gier byl John Maynard Smith. Wprowadzit on definicje strategii ewo-
lucyjnie stabilnej. Jezeli wszyscy grajg taka strategie, to wowczas zadna inna
strategia nie moze rozpowszechnia¢ si¢ w populacji. Kolejnym krokiem byto
stworzenie systemu réwnan réznicowych (rézniczkowych), zwanych rownania-
mi replikatorowymi [Taylor, Jonker 1978; Hotbauer 1979; Zeeman 1981], opi-
sujacych ewolucje w czasie czestotliwosci strategii graczy. Wiadomo przy tym,
ze kazda rownowaga Nasha bedaca ewolucyjnie stabilng strategig jest lokalnie
asymptotycznie stabilnym stacjonarnym punktem w takim dynamicznym mode-
lu [Hofbauer, Sigmund 1988; Weibull 1997].

Zazwyczaj zaklada sig, iz efekt interakcji pomiedzy graczami jest natych-
miastowy. W rzeczywistosci rezultat moze si¢ pojawi¢ w przysztosci. Przykta-
dem sg modele dynamiki replikatorowej, w ktorych gracze wybieraja swoje stra-
tegie na podstawie wydarzen z przesztosci [Albosza, Migkisz 2004].

W ponizszym artykule zostanie omowiony wplyw op6znien na stabilnos¢
wewnetrznego punktu stacjonarnego dynamiki replikatorowej (decyzji optymal-
nej w populacji) w modelach spotecznych. Zaprezentowane wyniki zostang po-
parte przyktadami i symulacjami. Obok standardowego modelu dynamiki repli-
katorowej zostanie przedstawiony model zmodyfikowany zaktadajacy, iz gracze
nasladuja przeciwnikoOw stosujacych strategie z wyzsza S$rednia wyplata,
z uwzglednieniem op6znionej informacji, oraz model, w ktéorym kazda strategia
bedzie miata wlasne opdznienie.
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1. Standardowa dynamika replikatorowa

Zatdézmy, ze gracze w pewnej duzej, ale skonczonej populacji majg do dyspo-
zycji tylko dwie rozne czyste strategie: A i B. W kazdym momencie czasu gracze
paruja si¢ i odbywaja dwuosobowa gre, ktorej macierz wyptat jest nastepujaca:

A B
A |a b
W = b
B |c d
gdzie Wy, k, I = A, B jest wyplata pierwszego (wierszowego) gracza grajacego
strategi¢ k przy zalozeniu, ze gracz drugi (kolumnowy) gra strategi¢ 1. Zalézmy, ze
obaj gracze s tacy sami, a wyplaty gracza kolumnowego sg dane poprzez macierz

transponowang do W. Takie gry nazywamy symetrycznymi. Co wigcej, aby istniata
unikalna mieszana rownowaga Nasha, nalezy zalozy¢, ze zawsze c > a orazb > d

A
lub ¢ <aorazb <d. x*zf,gdzie Ai=c—a, A,=b—-di A=A, +A, jest

optymalng (w sensie rownowagi Nasha) czgstotliwoscia wystgpowania strategii A
w populacji.

Niech g,(¢),i = A, B bedzie liczbg graczy grajacych odpowiednio strategie
A oraz B w chwili t. Wowczas g(¢) = g ,(¢) + g, (¢) jest liczba wszystkich gra-

czy, a x(t) :gAT(t)) jest odsetkiem populacji graczy grajacych strategi¢ A. Za-
gt
ktadamy, ze w krotkim okresie & tylko cze$¢ populacji bierze udziat w grach

(mianowicie &€ ). Mamy wigc:
gi(t+g):(l_g)gi(t)+ggi(t)})i(t); i=4, B, (1)
gdzie Py(t) = ax(?) + b(1 —x(¢)) 1 Pg(t) = cx(¢) + d(1 — x(¢)) sa srednimi wyptatami

graczy, ktorzy graja strategie¢ A i B odpowiednio. Catkowita liczba graczy da si¢
opisa¢ za pomocg nastepujgcego rOwnania:

gt +6)=(1-)g(0)+eg(OP(0), @)
gdzie 5(1) =x(t)P,(t) + (1=x(¢))P,(¢) jest srednia wyplata w populacji

w chwili t. Otrzymujemy natychmiast rGwnanie opisujace czestotliwos¢é wyste-
powania strategii A:
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X(t)[P, (1) - P(1)]

— . 3)
1-e+eP(¢)

x(t+e)-x(t)=¢

Jezeli podzielimy teraz obie strony rownania przez £ i przejdziemy do granicy
& — 0, to otrzymamy rézniczkowe rownanie replikatorowe:

ﬁ$=mm&m—mm- @)

Roéwnanie (4) mozna rbwnowaznie zapisac jako:

dx(t .

% =x(O)(1 = x()[P, (1) = Py (] =(a —c+d = b)x()(1 = x(O))(x(t) —x7) - (5)
Widzimy, ze punkt x* jest asymptotycznie stabilny. Oznacza to, ze populacja
graczy predzej czy pdzniej bedzie otrzymywata optymalne (w sensie rownowagi
Nasha) wyptlaty.

Przyktad 1
Rozwazmy gre z nastgpujaca macierzg wyptlat:
A B
A |0 3
W = :
B |3 0

Jak tatwo zauwazy¢, x*=1/2. Oznacza to, ze niezaleznie od warunkéw po-
czatkowych, przy zalozeniu standardowej dynamiki replikatorowej, po pewnym
czasie, z jednakowym prawdopodobienstwem, bedzie mozna znalez¢ w popula-
cji graczy stosujacych zaréwno strategiec A, jak i B. Wykorzystujac program
Maple, mozna przesledzi¢ symulacje dynamiki czgstotliwosci wybierania przez
graczy strategii A w nieustannie rosnacej populacji:
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Rys. 1. Zmiana czestotliwosci x(t) w zalezno$ci od czasu, przy réznych warunkach poczatkowych — 0,85;
0,51;0,3; £=0,01

Na rysunku 1 wida¢, ze niezaleznie od warunkow poczatkowych strategia
x* stabilizuje si¢. Maksymalnie po 5 jednostkach czasu (przyjmijmy, ze sa to
sekundy) w catej populacji tak samo czesto stosuje sig¢ strategi¢ A, jak i B.

2. Dynamika replikatorowa z jednym op6znieniem

Zakladamy, ze gracze w czasie ¢ zwigkszaja swoja liczebno$¢ zgodnie ze
$rednimi wyptatami uzyskanymi w czasie ¢ —7 dla 7 > 0. Tak jak w standar-
dowej dynamice replikatorowej, zaktadamy, ze w krotkim okresie & tylko czes$¢
populacji bierze udziat w grach.

Niech g(f), i = A, B bedzie liczba graczy grajacych odpowiednio strategie
A oraz B w chwili t. Wowczas g(f) = g4(¢) + gz(?) jest liczba wszystkich graczy,
a x(t)= g”‘Tg) jest odsetkiem populacji graczy grajacych strategie¢ A. Otrzymu-

g

jemy zatem nastgpujace rownanie:

gt+e)=(0-8)g,(O)+eg,(OF(t—7);i=4B (6)
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Woéwczas catkowita liczba graczy da sie opisa¢ rownaniem:
gt+e)=(1-8)g() +eg(O)P(t-7), @)

gdzie F'(t —7)=x(t)P,(t —7)+ (1= x(¢))Py(t — 7). Wzory (6) i (7) pokazuja,

jak zmienia si¢ czgstotliwo$¢ wystepowania strategii A:

X(O[P,(t—7)— P(t—7)]

—= 8)
l—-c+eP(t—-71)

xt+e)—x(t)=¢

Jezeli podzielimy teraz obie strony réwnania przez ¢ i przejdziemy do granicy e — 0,
to otrzymamy opdznione rozniczkowe rownanie replikatorowe:

% = X([P,(t - 7)— P(t - 7)) ©)

Mozna je rownowaznie zapisac jako:

% = x(O)(1 = x(O)P, (t — 7) — Py (t — )] =—Ax(0)(1 — ()t — 7)—x). (10)

Zatézmy, ze losowo wybrany gracz nasladuje losowo wybranego przeciwnika.
Woéwcezas prawdopodobienstwo, ze gracz, ktory gra strategie¢ A, bedzie chcial
nasladowac przeciwnika grajacego B w czasie t, wynosi doktadnie x(¢)(1 — x(%)).
Natezenie nasladowania zalezy od opdznionej informacji o rdznicy odpowied-
nich wyptat w chwili ¢ — .

Tao i Wang [1997] pokazali, ze jezeli t<(c—a+b—d)n/2(c—a)b—d), to
réwnowaga Nasha (w strategiach mieszanych) x jest punktem asymptotycznie stabil-
nym opoznionego roéwnania rézniczkowego. *J ezeli natomiast opoznienie jest wicksze
nz (c—a+b-d)zn/2(c—a)(b-d),tox staje si¢ punktem niestabilnym.

Przyktad 2

Rozwazmy ponownie macierz wyplat z przykladu 1. Tak jak poprzednio
x* = 1/2. Tym razem przed wyborem strategii pozwolmy graczom sprawdza¢ srednie
wyplaty z gry z przeszlosci. Aby w populacji utrwalita si¢ optymalna strategia x*

(w sensie rownowagi Nasha), horyzont czasowy nie moze by¢ wigkszy niz g Sytu-
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acje, w ktorej gracze podejmuja swoje decyzje na podstawie wyptat uzyskanych
7 = 1,3 jednostek czasu (sekundy) temu pokazuje rys. 2.

IR

A
=y

(=

o.24

J LU

o =0 a0 [=1s] =0
£

Rys. 2. Zmiana czestotliwosci x(t) w zalezno$ci od czasu, przy warunku poczatkowym 0,51; 7 =1,3; ¢ = 0,01 -
brak stabilnosci strategii x*

Nawet niewiele opozniona informacja prowadzi bardzo szybko do mocnych
wahan czestotliwosci x(t). Zbyt stare informacje powoduja rozchwianie populacji.
W jednym momencie czasu prawie Wszyscy gracze stosuja strategi¢ A, a po chwili
sytuacja catkowicie si¢ odwraca. W populacji prawie wcale nie stosuje si¢ optymal-
nej (w sensie rownowagi Nasha) strategii x*. Nalezy jednak pamigta¢ o tym, ze
opdznienie powodujace rozchwianie czestotliwosci x(t) zalezy tylko i wylacznie od
macierzy wyptat. Niemniej jednak mozna przewidzie¢, z jaka czgstotliwoscia bedzie
wystgpowala strategia A w populacji w konkretnym momencie czasu. Przeanali-
zujmy jeszcze sytuacjg, gdy 7 = 0,8 (rys. 3).
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Rys. 3. Zmiana czestotliwosci x(t) w zaleznosci od czasu, przy roéznych warunkach poczatkowych - 0,85;
0,51;0,3; 7 =0,8;£=0,01

Jak pokazuje rys. 3, jezeli zostanie spetnione kryterium r<§ , to niezalez-

nie od warunkdéw poczatkowych strategia x* si¢ stabilizuje. Zauwazmy jeszcze,
ze im warunek poczatkowy jest blizszy x*, tym szybciej mozemy si¢ spodzie-
wac sytuacji, w ktorej prawdopodobienstwo znalezienia w populacji gracza gra-
jacego strategie A wynosi 1/2.

3. Dynamika replikatorowa z dwoma opdéznieniami

Rozwazmy teraz sytuacjg, w ktorej gracze w czasie t zwickszaja swojg li-
czebno$¢ zgodnie ze Srednimi wyptatami uzyskanymi przez ich strategie w mo-
mentach czasu ¢ — 7, i ¢t — 73 odpowiednio.

Niech g{t), i = A, B bedzie liczba graczy grajacych strategie A oraz B od-
powiednio w chwili t. Zatem g(f) = g4(¢) + ga(?) jest liczba wszystkich graczy,
a x(z)ngTY)) jest odsetkiem populacji graczy grajacych strategie A. Mamy

g

wowczas nastepujace roOwnanie:

g (t+e)=(1-&)g,(t)+eg,()P(t—1,); i=A B. (11)
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Catkowita liczba graczy da si¢ opisa¢ poprzez rownanie:
git+e)=(1-8)gO)+e(r,(OP,(t—7,)+ry(OP(t—75)). (12)

Roéwnania (11) 1 (12) pokazuja, jak zmienia si¢ czestotliwos$¢ wystepowania strategii A:

XOP,(=7,) =X OP,(=2,) ~x(O=—XO)B,(=7,) 13

x(t+e)—x(t)=¢
l-—s+e(x(t)P,(t—7,)+(1=x())P,(t—7}))

Jezeli podzielimy teraz obie strony réwnania przez ¢ i przejdziemy do granicy € — 0,
to otrzymamy opdznione rozniczkowe rownanie replikatorowe:

dx(t)
dt

=x(O)(1=xO)[P, (1 —7,) = Pyt —75)]. (14)

Zatézmy, ze losowo wybrany gracz nasladuje losowo wybranego przeciwnika.
Woéwcezas prawdopodobienstwo, ze gracz, ktory gra strategie A, bedzie chcial
nasladowac przeciwnika grajacego B w czasie t, wynosi doktadnie x(¢)(1 — x(%)).
Natezenie nasladowania zalezy od op6znionych informacji o r6znicy odpowied-
nich wyptat we wczesniejszych momentach czasu.

Twierdzenie 1*

Jezeli jeden z ponizszych warunkoéw bedzie spetniony:

() b—a+c—d>0, |b—a|r,+|c—d|r, <—2—0¥c=d
b—a|+|c—d|
b—a—|c—-d|
Nb-a>0,(h-ayr, <2417 ql
@ b=a>0, a3 —a
c—d—|b-al|
3 e—d>0, (c—dyr, <4710 al
e ) < ve—d

to x* bedzie punktem asymptotycznie stabilnym réwnania (14).

. Berezansky, Braverman [2006, s. 391-411]; Li, Ruin, Wei [1999, s. 254-280].
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Przyktad 3

Rozwazmy ponownie macierz wyptat z przyktadu 1. Tak jak poprzednio x*
= 1/2. Wykorzystujac twierdzenie 1, zauwazamy, ze b —a + ¢ —d > 0. Zatem je-

zeli 7, +7, < E , to mozemy oczekiwac, ze po pewnym czasie z jednakowym

prawdopodobienstwem w populacji bgdzie wystepowala zaréwno strategia A,
jak i B. Pozostate warunki nie mogg by¢ spetnione, poniewaz zawsze 7; > 0 dla
i = A, B. Przeprowadzmy wigc symulacje w przypadku, gdy 7, = 0,16,
a 3= 0,14 (rys. 4).
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k

Rys. 4. Zmiana czestotliwosci x(t) w zaleznosci od czasu, przy réznych warunkach poczatkowych - 0,85; 0,6;
0,45; 74=0,16; 8= 0,14; £ = 0,01

W efekcie otrzymujemy wykres bardzo podobny do rys. 1. Nie powinno to
dziwi¢, gdyz opdznienia sg bardzo mocno zblizone do zera.

W twierdzeniu 1 nie wystepuje rownowaznosc, ale sprawdzmy, co si€ stanie, gdy
np. 7= 1,1, a = 1,4 (rys. 5). Nietrudno si¢ domysli¢, ze x* przestanie by¢ punktem
stacjonarnym. Przeprowadzone symulacje, przedstawione na rys. 5, 6, 7, pokazuja, ze

dzieje sig tak nie dlatego, ze 7, + 7, > % , a bardziej z powodu niespelnienia warunku

7, <

Wy

=(c—a+b-d)n/2(c—a)b-d) dlai=A, B.
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Rys. 5. Zmiana czestotliwosci x(t) w zaleznosci od czasu, przy warunku poczatkowym 0,51; a=1,1; s=14;¢=0,01
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Rys. 6. Zmiana czestotliwosci x(t) w zaleznoci od czasu, przy warunku poczatkowym 0,51; 74 =0,8; =0,9; ¢ = 0,01
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Rys. 7. Zmiana czestotliwosci x(t) w zaleznosci od czasu, przy warunku poczatkowym 0,51; 74 =1,1; 8=0,8; £ = 0,01

Przyktad 4

Rozwazmy gre¢ znang w literaturze pod nazwg ,,jastrzab-gotab”. Zostala ona
szczegotowo opisana przez Smitha oraz Price’a [1973]. Gracze walcza o zasoby.
W biologicznym sensie im wigcej ich posiadajg (moze to by¢ np. powierzchnia
potrzebna do rozrodu), tym liczniejsze maja potomstwo. Kazdy z graczy ma do
dyspozycji tylko dwie strategie: jastrzebia — zawsze walczy¢ o zasoby, i gotebia
—nie wdawac si¢ w konflikty. Jastrzebie maja 50% szansy na wygrang z innym
jastrzgbiem. Golegbie zawsze uciekaja, jezeli tylko kto$ je zaatakuje. Jastrzgbie
walczac odnosza rany, ktore kosztuja je dwa razy wigcej niz zysk zasobu. Nato-
miast gotebie zawsze si¢ wszystkim dzielg ze soba. Przyjmiemy, ze zasdéb ma
warto$¢ 1. Wowczas macierz wyplat takiej gry jest nastepujaca:

J G
J [-% 1
W= :
G |l0o %

Zat6zmy, ze kazda strategia ma swoje wlasne opoznienie. Zatem jak daleko mo-
ga siggaC gracze pamigcia wstecz, aby stan x* byl asymptotycznie stabilny?
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3 1
Rozwazmy warunek (2) twierdzenia 1: b —a = 5 > 0, wigc jezeli tylko 7, < g ,

to w populacji utrzyma si¢ rownowaga w stosowaniu strategii A i B na poziomie
x* = 1/2. Zauwazmy ponadto, ze przy stosowaniu strategii golgbia mozemy
sprawdza¢ dowolnie odlegte (stare) $rednie wyptaty z gry. Przeprowadzmy
przyktadowa symulacje, w ktorej przyjmiemy z;= 0,2, 7= 10. Otrzymany w jej
wyniku wykres przedstawiony na rys. 8 jest bardzo zblizony do rys. 1.

=k

o.as54

0.8

o 0 0 [=]u] a0
4

Rys. 8. Zmiana czestotliwosci x(t) w zaleznosci od czasu, przy warunku poczatkowym 0,85; zy=0,2; 5 = 10; ¢ =0,01

Analizujac rys. 8, warto zauwazy¢, ze znaczaco wydtuzyt si¢ czas potrzeb-
ny do osiggnigcia rownowagi. Jest to spowodowane bardzo duzym opdznieniem
strategii gotebia. Kiedy zatem strategia x* nie bedzie stanem stabilnym? Zgod-
nie z przypuszczeniami z przyktadu 3 niech wyptaty obu strategii beda opdznio-
ne o wigcej niz2z=(c —a + b — d)mw'2(c — a)(b — d). Przeprowadzmy symulacje,
w ktorej 7;="17, 75=10 (rys. 9).
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Rys. 9. Zmiana czestotliwosci x(t) w zaleznoci od czasu, przy warunku poczatkowym 0,85; 7= 7; 76 = 10; ¢ = 0,01

Na rysunku 9 wida¢ wyraznie brak stabilnosci x*. Wydtuzyl si¢ rowniez
zZnaczgco czas potrzebny na przejscie populacji od stanu ,,prawie wszyscy stosu-
ja strategi¢ J” do ,,prawie wszyscy stosuja strategi¢ G”.

Podsumowanie

Zaprezentowane modele maja na celu pokazanie sposobu podejmowania
decyzji w populacji. Zanim cokolwiek kupimy, sprzedamy, zainwestujemy,
sprawdzamy, czy nasze dzialanie przyniesie korzysci. Jak to zrobi¢ najprosciej?
Wystarczy skorzysta¢ z doswiadczenia swojego lub bliskich. Wystarczy przy-
pomnie¢ sobie, czy dawniej dana strategia data nam realne zyski w poréwnaniu
z inng opcja. Niekiedy napotykamy dodatkowy problem — decyzje nie mogg by¢
poréwnywane w tym samym punkcie przesztosci.

W zaprezentowanych modelach istnieja ostre warunki zapewniajace stabil-
no$¢ rownowagi Nasha. Niezaleznie od tego, czy mamy jedno opodznienie, czy
dwa, potrafimy wyznaczy¢ maksymalnie odlegte punkty w przesztosci, w kto-
rych zawarte informacje zapewnia optymalne wyplaty graczom. Jest to bardzo
naturalne — réwniez w prawdziwym zyciu nieaktualne informacje sg nieprzydat-
ne i moga prowadzi¢ do przektaman o rzeczywistosci.

Oczywiscie przedstawione modele dotycza sytuacji uproszczonych, zazwy-
czaj mamy bowiem wigcej mozliwosci do wyboru niz tylko dwie strategie. Nie-
mnigj jednak jest to dobry punkt wyjscia do rozwazan na temat podswiadomego
dazenia do rownowagi Nasha w spoleczenstwie.
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DELAYS IN SOCIAL MODELS OF REPLICATOR DYNAMICS
Summary

This paper discusses the impact of delayed information on the social models of re-
plicator dynamic. Internal fixed point is here the optimal decision in the population.
Examples and simulations confirm presented results. Here is described both the standard
replicator dynamic and the modified model, which assumes that players imitate oppo-
nents taking strategies with a higher average payoff in the past. Moreover the model, in
which each strategy has its own delay is presented.



