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The time of which a man exists cannot affect the value of his happiness from universal point...
the interests of posterity must concern a utilitarian as much as those of his contemporaries.

H. Sidgwick (1874)
[...] mocny, etyczny wymog jednakowego traktowania wszystkich pokolen, sam w sobie
racjonalny, stoi w sprzecznosci z rownie mocnym, intuicyjnym przekonaniem,

ze niemoralne jest oczekiwanie nadmiernie wysokiej stopy oszczednosci
wobec jednego pokolenia czy wobec wszystkich kolejnych pokolen.

K.J. Arrow (1995)

Wstep

Poszukiwanie ,,wlasciwych” metod poréwnan i wyceny strumieni konsumpcji,
oszczednosci 1 obcigzen (w czasie) stanowi jeden z odwiecznych tematdéw zaintere-
sowan ekonomistow. Ogolniej: chodzi o porownywanie uzytecznosci sekwencji sta-
noéw w projektach wieloetapowych oraz o sposoby egzekwowania (r6znie rozumia-
nej) sprawiedliwosci migdzypokoleniowej. O fundamentalnych watpliwosciach w tej
subtelnej kwestii mogg $wiadczy¢ m.in. zacytowane jako motta niniejszego artykutu
dwie opinie wybitnych uczonych, filozofa i ekonomisty, uwypuklajace rézne aspekty
problematyki. O braku jednoznacznych rozstrzygni¢¢ (na gruncie formalnym) bedzie
mowa w dalszym ciagu opracowania.

" Prezentowane wyniki badan, zrealizowane w ramach tematu nr WZ/009/DzS, zostaly sfinansowane ze
srodkéw wihasnych Wyzszej Szkoty Oficerskiej Wojsk Ladowych im. gen. Tadeusza Kosciuszki.
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Metodyka ewaluacji korzysci i kosztow, wynikajacych z przedsiewzie¢ po-
dejmowanych obecnie, materializowanych zas w odleglej przysztosci wigze si¢
wyborem formut dyskontowania takich dalekookresowych programow. W artykule
przytacza si¢ niektore proby (oraz ujawniane, przy tej okazji, sprzecznosci) aksjo-
matyzacji preferencji w zbiorach ciagdw, majacych na celu uwzglgdnienie postula-
tow typu efektywnosci, sprawiedliwosci i trwalosci. Widoczny jest konflikt postu-
latow typu sprawiedliwosci (bezstronnosci, anonimowosci etc.) z postulatami z
rodziny efektywnosci (r6zne wersje monotonicznosci itp.). Pojawiajg si¢ kwestie
zupelosci preporzadkow oraz ich konstruktywnego definiowania. Wigkszos¢
twierdzen ma charakter negatywny (,,brak”, ,,niemoznos$¢”), a podstawowe wyniki
pozytywne sg formutowane w postaci twierdzen o istnieniu. Niektore z przytoczo-
nych ustalen sg zaskakujace.

Kluczowa role petni kwestia istnienia i ksztattu funkcyjnego reprezentacji
(numerycznej) preferencji — funkcjonatow dyskontujacych, pytan o ich zgodno$¢
dynamiczng, ,,odwracanie” preferencji (z uplywem czasu) oraz tzw. malejaca
niecierpliwo$¢. Zjawiska te dobrze opisuje si¢ tzw. hiperbolicznymi funkcjami
dyskontujacymi. Nie stanowig one jednak ,,panaceum” wyjasniajacego wszelkie
odstepstwa realnych proceséw od kanonicznych norm racjonalnosci. W zakon-
czeniu przytoczono niehiperboliczne modele opisu tych zjawisk, ktore pojawity
si¢ niedawno w literaturze przedmiotu. Rozwaza si¢ tez mozliwos$¢ uzycia no-
wego wzorca wyceny w czasie — dyskontowania log-normalnego (propozycja ta
jednak nie jest poparta obserwacjami empirycznymi); doktadniejsze studium te-
go przypadku przygotowuje si¢ w artykule Rybickiego [2014].

Znamienny jest brak klarownych powiazan ,.efektow pikoekonomicznych”
(kwantyfikacja wzorcow behawioralno-psychologicznych) z ,,rekomendacjami
makroekonomicznymi” dotyczacymi ksztaltowania spotecznych (migdzypoko-
leniowych) stop dyskontowych — w obydwu klasach zagadnien pojawiaja sie,
pozornie jednobrzmiace, sugestie formalnego modelowania, podczas gdy pro-
blemy te dotykaja absolutnie odmiennych ,,$wiatow”. W zwigzku z tym szcze-
g6lng range zyskuja zadania agregacji funkcjonatéw dyskontujacych. Propozycje
takich agregacji sformutowano w ostatnim dziesigcioleciu [Reinschmidt 2002;
Gollier 2007; Nocetti i in. 2008]. Zagregowane spoteczne stopy dyskontowe oka-
Zujg si¢ nizsze niz indywidualne (a czynniki dyskontujace rowniez wolniej maleja).
Pokazano tez, ze agregaty wyktadniczych funkcji dyskontujacych (stacjonarnych —
W sensie parametru ,,niecierpliwo$ci”) sa funkcjami hiperbolicznymi (ktérych istota
jest brak stacjonarnosci, czyli ,,malejaca niecierpliwos¢” [Weitzman 1998; Weit-
zman 2001; Reinschmidt 2002]). Podstawowym celem pracy jest zasygnalizowanie
(nicodosobnionego) pogladu autora o ,,ukonstytuowaniu si¢” w interdyscyplinar-
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nym obszarze badawczym teorii ekonomii, psychologii, biologii, socjologii i ma-
tematyki nowego, samodzielnego bytu naukowego, w ktorym splatajg si¢ roz-
liczne nurty tych dyscyplin. Bardzo selektywny wyboér ,.faktow naukowych”
(ustalen formalnych i empirycznych, gléwnie z ostatniego potwiecza) ma shuzy¢
poparciu sformutowanej tezy. Artykul ma wigc charakter przegladowy — ,,z prze-
staniem”. Niezwykle wazna — konstrukcyjnie i merytorycznie — role wyznaczono tu
dosy¢ wszechstronnej bibliografii. Nie wszystkie wystgpujace w spisie literatury
pozycje ,,aktywnie wspieraja” prowadzone ponizej wywody. Artykut nie jest nota
bibliograficzng sensu stricto, zatgczona literatura stanowi jednak ,,tto dokumenta-
cyjne”, ktére mozna poleci¢ zainteresowanemu uzupetieniem informacji Czytel-
nikowi. Nie pretenduje ona — w zadnej mierze — do kompletnosci. Do$§¢ obszerng bi-
bliografi¢ przedmiotu zawierajg prace [Rybicki 2009, 2010b, 2011, 2012]. Artykut
zostal przygotowany w ,,.konwencji mieszanej”: przewazaja wywody o charakterze
eseistycznym, sg tez fragmenty sformalizowane oraz komentarze do twierdzen.

1. Dylematy modelowania sprawiedliwosci miedzypokoleniowej,
realizacji postulatéow typu ,,sustainability” i dyskontowania

Refleksja nad ,,samopodtrzymywaniem” jako pryncypialnym wymogiem
stawianym procesom rozwoju uswiadamia konieczno$¢ ,,reformalizacji” niekto-
rych pojec (rewizji istoty relacji ,,efektywnos$¢ — sprawiedliwos¢”™) i ich ,,wkom-
ponowania” w cata mechanike rozwoju.

Nie do przyjecia jest ,,dyktat” wspotczesnych, przyznajacych im (poprzez
»podparcie si¢” odpowiednia filozofia i technika wyceny) przywileje w sferze
konsumpcji oraz krotkookresowej ekspansywnej polityki eksploatacji zasobow,
tolerujac lekcewazenie skutkow takiej strategii dla jako$ci zycia w przysztosci
oraz zagrozenia bezpieczenstwa egzystencji w ogole. Nie do zaakceptowania
jest takze odwrdcenie proporcji — poSwigcenia jakosci zycia i ztozenia na barki
wspotczesnych catoksztaltu kosztow inwestycji ,,adresowanych dla potomnych”
(i przez nich gtéwnie konsumowanych) [Czerwinski 1992]. Obydwie skrajnosci
fatwo dyskwalifikuje wielookresowy rachunek korzysci i kosztow, w potaczeniu
z szacowaniem ryzyka zagrozen oraz ,,pozostatego czasu zycia ekonomii”.

Powyzsze dylematy sg przedmiotem intensywnych badan od okoto 60 lat —
zajmuja si¢ nimi teoretycy ekonomii, matematycy oraz przedstawiciele szeroko
rozumianych badan operacyjnych w dwoch komplementarnych ptaszczyznach:

a) Modelowania preferencji w przestrzeniach nieskonczonych ciagow wielko-
$ci ekonomicznych o rozmaitej naturze i wyktadni, ktére uwzgledniatyby — formali-
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zujac 1 rozstrzygajac kwestie egzystencjalne — aprioryczne postulaty etyczno-
pragmatyczne. Mozna by bylo okresli¢ ja jako ,,warstwe aksjomatyczno-formalng”.
W tym kontekscie termin ,,modelowanie preferencji” brzmi szczeg6lnie trafnie, za-
wiera bowiem esencje dialektyki procesu: ,,odzwierciedlanie-abstrahowanie”.

b) W drugiej (,,operacyjnej”) warstwie probuje si¢ owe problemy sprowa-
dzi¢ do usankcjonowania matematyczno-ekonomicznych technik dyskontowania
strumieni kosztow i1 korzysci. Formalne ustalenia z ,,pierwszej warstwy” prze-
ktadaja si¢ na metodyke wyceny: konstruowane funkcjonaty peinia role kryte-
riow dla poréwnywania programéw, indukujac preporzadki w odpowiednich
przestrzeniach (ciagdw, funkcji).

Pewne wskazowki ptyna nie tylko z empirii i obserwacji zjawisk oraz pro-
cesow ekonomicznych, ale z obserwacji natury psychologicznej, i to w odniesie-
niu zaré6wno do ,,racjonalnie zachowujacych si¢” podmiotéw z gatunku homo
oeconomicus, jak 1 do instynktownych zachowan przedstawicieli innych gatun-
kéw $swiata fauny. W obydwu kategoriach odnotowano permanentne ,,pogwalca-
nie normatywnych kanondéw racjonalno$ci” — szczegdlnie wyraziscie manifestowa-
to si¢ zjawisko niekonsekwencji (odwracania!) preferencji wraz z uptywem czasu.
Spostrzezenia te zaowocowaty zmianami w narzgdziach kwantyfikacji procesow —
dostosowania ich do realiow. Rozliczne, nieklasyczne metody dyskontowania
sprowadzaja si¢ przede wszystkim do zarzucenia formut wyktadniczych (trady-
cyjnych, ,,logicznych”, , kupieckich” — w najlepszym tego stowa znaczeniu — re-
gut kalkulacyjnych) — catkowicie nieadekwatnych do ideologii ,,sustainability”
oraz sfalsyfikowanych empirycznie (jak wspomniano wyzej). Najbardziej spek-
takularnym efektem jest ,,rozsadzanie paradygmatu stacjonarnej niecierpliwo$ci”
zwigzanej ze stalo$cia stopy dyskontowej. Od kilku dziesigcioleci sa podejmowa-
ne proby modyfikacji samuelsonowskiego dyskontowania wyktadniczego — w kie-
runku spowolnienia zbiezno$ci do zera czynnika dyskontujacego.

Warte podkreslenia sg interdyscyplinarne konotacje problematyki poszuki-
wania ,,wlasciwej” (kompromisowej) metodyki dyskontowania i modelowania
preferencji w przestrzeniach §ciezek rozwoju: oprocz poszukiwania (formal-
nych, czastkowych) ,.kompromisowych” rozstrzygni¢¢ fundamentalnej kwestii
»equity vs efficiency” miesci si¢ w nich wspomniane zagadnienie optymalizacji
spolecznej stopy dyskontowej, problemy agregacji ,,stop indywidualnych”, po-
jawiaja si¢ zwiazki (naturalne!) z teorig wzrostu, teoriami oszcz¢dzania (cyklu
zycia oraz permanentnego dochodu), kontrowersjami wokdt teorematu Ricardo-
Barro, ,.krotkowzroczno$cia” preferencji — powszechnego fenomenu psychologii
ekonomicznej (ekonomii behawioralnej), konfliktow i gier migdzypokolenio-
wych, subtelnych kwestii dotykajacych ,,handlu czasem”.
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Za ceng utraty (formalnej) dynamicznej koherencji preferencji uzyskuje si¢
wickszg zgodnos$¢ z obserwowanymi zachowaniami podmiotoéw w skali ,,mikro”,
za$ ,,grube ogony” funkcji dyskontujacych (np. hiperbolicznych) przyczyniaja si¢ do
zmniejszenia stopnia ,,dyskryminacji” wskaznikow dobrobytu odlegltych w czasie
przysztych pokolen. Zgoda na niezgodno$¢ dynamiczng w modelowaniu procesow
decyzyjnych jest cena, ktora warto zaptacic za ,,ochrone” przed ,,putapkami dyskon-
towania” pojawiajacymi si¢ przy rachunku korzysci i strat w tzw. bardzo dlugim
okresie, o porazajacej wrecz skali (nieodwracalnych) konsekwencji. Jest to niewiel-
ka cena aspiracji do strategicznego zarzadzania w sferze ,,sustainability”. Czy moz-
na jednak méwi¢ o niezgodnosci (czasowej) formut dyskontowych réznych od eks-
ponencjalnej? Defekty natury formalnej, np. strata tzw. efektu stopera (jeden
z przejawow odwracania preferencji [Bleichrodt i in. 2008]), staja si¢ paradoksalnie
atutami w zakresie adekwatno$ci samego odzwierciedlania rzeczywistych przebie-
gow owych (mentalnych) procesow, w ktorych rzeczonej zgodnosci po prostu nie
ma. Trudno wiec nawet méwic o ,,cenie za niezgodno$¢”.

Na zakonczenie tego fragmentu zostang przytoczone niektdre spostrzezenia
zwigzane z konfrontacja warto$ci dyskontowania ,,dalekiej przysztosci” wedlug for-
mut wyktadniczych oraz hiperbolicznych, a takze przyktady odwracania preferencji.

Harvey [1995] uzasadnia (na gruncie aksjomatycznym) stosowanie hiperbo-
licznych funkcji dyskontujacych w postaci A(¢) =%, ktore przypisujg znacz-
nie wieksze znaczenie przysztym wielko$ciom niz geometryczne g(f) = d'. Spek-
takularny przyktad numeryczny, ktory podal Harvey, dotyczy sytuacji, kiedy
stopa dyskontowa wynosi 10% (w skali roku). Zdyskontowana w sposob kla-
syczny warto$¢ (dzisiejsza) wyniku, rownego nominalnie dzisiejszemu, po okre-
sie 100 lat jest 14 000 razy mniejsza od nominatu. Dyskontowanie hiperboliczne
o identycznej stopie poczatkowej (nastgpnie — ,,programowo” malejacej) prowa-
dzi do wyceny jedynie 11 razy ,,mniej waznej” za 100 lat niz obecna.

O’Donoghue i Rabin [1999] podaja nastgpujacy przyktad. Decydenci stojacy
na poczatku lutego przed wyborem wykonania nieprzyjemnego zadania, ktore ma
im zaja¢ 7 godzin (np. wypetienie PIT-u) w dniu 15 kwietnia albo takiego samego
typu zadania przez 8 godzin w dniu 30 kwietnia, beda w wigkszo$ci preferowali
pierwszy wariant. Postawieni wobec tej alternatywy tuz przed 15 kwietnia na ogot
zmienig swoje preferencje. Zaktadajac, milczaco, ciaglos¢ (w czasie) owego
,mentalnego” eksperymentu, dochodzi si¢ do wniosku o istnieniu takiej chwili,
w ktorej podmiot decyzyjny jest indyferentny w stosunku do przedstawionych wa-
riantéw — hiperbole ich dyskonta si¢ przecinaja.
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Dasgupta i Maskin [2005] podaja przyktad ,,dyskontowania instynktowego”.
Kos decyduje si¢ ,,zawisng¢” nad krzakami malin w oczekiwaniu na moment, kie-
dy dojrzeja. W migdzyczasie maliny moga jednak pas¢ tupem stada wron, ktére
,,nie wybrzydzajac” zjedzg wszystkie owoce. Kos musi przeprowadzi¢ na biezaco
rachunek kosztéw i korzysci, dyskontujac wartos¢ (kaloryczng) owocow V' w sto-
sunku do zagrozenia przylotem wron: jego ,,naturalng” stopa dyskontowa moze by¢
tzw. stopa hazardowa dla ,,procesu nalotow wron”, czyli (w chwili £) prawdopodo-
bienstwo warunkowe przybycia wron w przedziale A¢ czasowym (z, ¢ + At) podzie-
lone przez dlugosc przedziatu Atr. Tylko dla poissonowskiego procesu ,,odwiedzin
przez wrony” ta stopa jest stata, co ,,upowazniatoby kosa” do dyskontowania wy-
ktadniczego warto$ci V, wyceniajgcego warto$¢ obecng jako e V. Bardziej reali-

styczne wydaje si¢ jednak rozwazanie zmiennej (zaleznej od czasu) stopy (7). Jej
malenie moze, po czgsci, wigzaé si¢ z kosztami alternatywnymi (zmegczenie organi-
zmu). Tak wigc instynkt moze w pewnej chwili zmusi¢ (niewyksztatconego w za-
kresie teorii dyskontowania) kosa do odlotu.

Na jeszcze inny aspekt wyceny strumieni wielko§ci w czasie zwraca uwage
Asheim [1996]. Zat6zmy, ze kolejne pokolenia ,,biora sobie do serca” ogdlne
wytyczne trwatosci rozwoju, zarzadzaja kapitalem oraz zasobami naturalnymi
zgodnie z subiektywnymi preferencjami, ktére z kolei ,,rekomenduja” pewien
stopien altruizmu w stosunku do potomnych. Okazuje si¢, ze — wbrew intencjom
decydentéw — 6w altruizm moze nie wystarczy¢ do zagwarantowania przysztym
pokoleniom bezpieczenstwa ekonomicznego. Zatézmy, ze subiektywny dobro-
byt generacji ¢ (czyli w;) zalezy od poziomu jego wlasnej ,,uzytecznosci statusu”
(u,) oraz — w pewnym stopniu — od subiektywnego (odczucia) dobrobytu przez
jej bezposrednich potomkow:

w=u+bw, 0<b<l (1)

fatwo zauwazy¢, ze powyzsza rekurencja prowadzi do okreslenia explicite po-
ziomu dobrobytu:

w, = ib”ut. (2)

Jest to formuta zdyskontowanej utylitarystycznej wyceny (o ktorej bedzie
mowa w nastgpnym punkcie), ktéra ewidentnie zaniza znaczenie uzytecznosci
(statusu) przysztych pokolen w stosunku do obecnego.
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2. P. Samuelson, T.C. Koopmans i R. Strotz

Celowe wydaje si¢ krotkie odniesienie si¢ do wydarzen naukowych o kapital-
nym dla rozwoju badan w omawianym obszarze znaczeniu i ich wybitnych anima-
torow. Bez watpienia rolg takich ,.kamieni milowych” odegraty w XX w. prace:
Samuelsona [1937], Koopmansa [1960] oraz Strotza [1955]. Pierwsze dwie z nich
wyznaczyly paradygmat filozofii wyceny i rangowania projektow wielookreso-
wych, a trzecia podwazyta ten paradygmat. Daty poczatek wielowatkowej teorii —
w obiegowym stownictwie przedmiotu uzywa si¢ terminu ,,dyskontowy paradyg-
mat Samuelsona”, a badania w zakresie ewaluacji i dyskontowania strumieni roz-
dziela cezura lat 1955-60: na ,.ere przed Koopmansem i Strotzem oraz po nich”.

Rozwazmy przestrzen X nieskonczonych ciggéw elementow z pewnego
wypuklego podzbioru C przestrzeni R" (C moze by¢ dowolna, osrodkowa, spdj-
ng przestrzenig topologiczna, co umozliwia wielo$¢ interpretacji natury bada-
nych strumieni X [Bleichrodt i in. 2008]):

X={x:x=(x;teT,x,€C)}. 3)

Niech dana bgdzie funkcja (,,uzytecznosci chwilowej”) u: C — R rosngca
i wklesta. Symbolem U oznaczymy zbior wszystkich rzeczywistych ciagow u = (u,),
gdzie u, =u(x,) (dla pewnego ¢ € T):

U={u:u = (u;teT)}. 4)

Na oznaczenie ,,czasu” przyjeto symbol 7. W omawianym przypadku 7 = N
lub T = N,, (w wersji ciaglej, do ktorej bedziemy si¢ incydentalnie odwotywaé
T=(0,) lub T =(0,T)).

Ogodlna postac¢ (separowalnego addytywnie) funkcjonatu wyceny (dyskon-
tujacego) jest nastgpujaca:

U(x)=2 d(n)u(x,), )

teT

gdzie d jest dowolng funkcja rzeczywista (,,czasu” ), a szereg po prawej stronie
rownosci jest bezwzglednie zbiezny. Od pojawienia si¢ pracy Samuelsona
[1937] range kanonu dyskontowania (strumieni z X) zyskata formuta tzw. zdys-
kontowanego utylitarystycznego (DU) funkcjonatu:

Ux)=Yd"-u,,gdzie0<d<1. (6)

teT
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Jest on dobrze okreslony co najmniej dla ograniczonych funkcji uzytecznosci. W tak
zwanej wersji ciaglej sume zastepuje catka odpowiadajaca ciaglemu oprocentowa-
niu (ztozonemu):

Ux)= j eu(x)dt, 0<5<l. (6a)

T

d(t+1) (lub d'(t)

d(1) d(1)
stata jest stopa dyskontowa, stata (stacjonarna) tzw. stopa niecierpliwos$ci. Zgod-
nos¢ (,,logiczna” i ,,analityczna”) powyzszej procedury ewaluacyjnej wyraza si¢
niezaleznoscia ,,sity” dyskontowania od poczatku przedziatu dyskontowania. Nie
zalezy od czasu oczekiwania na rozpoczecie procesu dyskontowania. Zalezy jedy-
nie ,,addytywno-multyplikatywnie” od dlugosci przedzialu dyskontowania:

W obydwu przypadkach z definicji stosunek

) jest staly,

dt _ds :dt+s; efﬁt _efﬁs :efﬁ(ws)' (7)

Przypomnijmy, ze funkcje wyktadnicze sg jedynymi funkcjami o tej wia-
sno$ci (w rodzinach ciggdéw oraz funkcji ciggtych).

Niezaleznie od regularnosci analitycznej i ,,zdroworozsadkowej” techniki kal-
kulacyjnej dyskontowanie DU nie mialo ,,pierwotnego umocowania” w filozofii
rangowania strumieni uzytecznos$ci. Luke te¢ wypehita znamienna praca Koopmansa
[1960], w ktorej podano aksjomatyzacje preferencji w przestrzeni ciggow ,,uzytecz-
nosci chwilowych”, implikujaca wlasnosci ,,stacjonarno-wykladnicze” dyskonta.

Aksjomaty Koopmansa dotyczyly wlasnosci relacji preporzadku w przestrze-
ni liczbowych ciggéw (nieskonczonych) i odzwierciedlaty intuicyjne postulaty:
tzw. separowalnosci wszystkich okres6w oraz stacjonarnosci (pojecia te beda
uscislone ponizej). Pierwszy z nich jest utrzymany w duchu aksjomatu niezalezno-
$ci [von Neuman-Morgenstern 1944], stanowiacego fundament ich aksjomatyki
oczekiwanej uzytecznos$ci oraz jego odpowiednika w ,,subiektywnym” wariancie
Savage’a [1954] — ,,sure things principle”. Drugi oznacza niezalezno$¢ relacji
miedzy dwoma dowolnymi ciggami od ich poczatkowych odcinkow, jesli sg one —
na tych segmentach — identyczne.

Bleichrodt i in. [2008] uscislili i uproscili aksjomatyke Koopmansa oraz
uogolnili jego twierdzenie o istnieniu (takich) preferencji i ich reprezentacji DU
(uscislenie dotyczylo doprecyzowania dziedziny relacji oraz kwestii ograniczo-
nosci funkcji uzytecznosci ,,brzegowych”). Ponizej zrelacjonujemy w syntetycz-
nej formie t¢ (zmodyfikowana) konstrukcje. Nie ma oczywiscie sensu w kazdym
wzmiankowanym przypadku referowac detali koncepcji autorow. Wyjatek od
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reguly czynimy w tym artykule trzykrotnie — dla pomystow (i wynikdéw) o szcze-
g6lnym znaczeniu dla omawianej tematyki.

Rozwaza si¢ przestrzen X programéw (konsumpcji) wprowadzong juz w po-
przednim punkcie, we wzorze: X € X < x=(x,X,, ...), X, € C. Dla zadanej
w X relacji =, preporzadku liniowego (relacja przechodnia i zupena), jej czgsc
asymetryczng oznacza si¢ tradycyjnie symbolem >, symetryczng — symbolem ~,
dziedzing — symbolem F.

Mowi sig, ze w F jest okreslona zdyskontowana uzytecznosc, jesli istnieja:
funkcja (uzytecznosci) u : C — R oraz czynnik dyskontujacy p € (0,1) takie, ze

kazdy program x€ F jest wyceniany wedtug wzoru:
DU(x) =) p"u(x), (6b)
t=1

szeregi powyzsze sa sumowane, a wartosci ich sum (dla ustalonych x) nazywa
si¢ zdyskontowanymi uzyteczno$ciami (DU) strumieni x; strumienie o wigkszej
warto$ci DU sg — z definicji — przedktadane nad strumienie o mniejszej DU.
Przyjmuje si¢ nastgpujace umowy co do oznaczen. Dla strumienia
x=(x,,X,, ...) oraz (jednookresowej) konsumpcji & € C ax =(a,X,,X,, ...)
(konsekwentnie: affx =(a, f,x,,X,, ...)). Preferencje (indukowane przez relacjg

,»globalng”) w zbiorze konsumpcji C sa — z definicji — zgodne z preferencjami w
calej dziedzinie: a > f < (a,«, ...) (0, f, ...). Preferencje nazywaja si¢ mo-
notoniczne, jesli z zachodzenia relacji x; = y; (V¢ €1,2,...) wynika zachodzenie

relacji x = y. Jesli ponadto dla pewnego ¢ jest x, >y, to takze x > y. Preporzadek
F jest ,,wrazliwy na preferencje terazniejsze” (w pierwszym okresie), jezeli ist-
niejg takze «, f € C oraz x € X, ze ax > fx. Dzigki temu eliminuje si¢ trywialny
przypadek — indyferencji (wzajemnej) wszystkich programéw z F oraz catkowite
pomini¢cie wagi pierwszego okresu. Uscislenie wspomnianego wczesniej aksjoma-
tu niezaleznosci (separowalno$ci) wyraza si¢ rOwnowazno$cia:

afix = yox < afly = yoy, (8)

dla wszystkich programéw x, y oraz ,.konsumpcji brzegowych” a, f3, y, 6. Waru-
nek ten wyraza niezaleznos$¢ skutkéw modyfikacji ciaggéw na dwoch pierwszych
miejscach od catej przysztej konsumpcji. Te separowalno$¢ mozna przenies¢ na
dowolne segmenty strumieni.
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Jesli wszystkie okresy sa separowalne, to preferencje spelniajg warunek
tacznej niezaleznosci. Z kolei warunek stacjonarnosci preferencji formalizuje
ponizsza rownowaznosc:

ax=ay e x>y )

dla wszystkich programow x, y € F oraz wszystkich a e C.

W konsekwencji dla okreslenia preferencji miedzy programami wystarczy
rozwaza¢ podprogramy zaczynajace si¢ od pierwszych wyrazow, ktore sg roézne
— w wyjsciowych ciggach. Program nazywa si¢ 7T-prawie staty, jesli istnieje in-
deks T e N, taki, ze Xx=(X,X,, ..., X;, &,Q, ....). Dla ustalonego T zbior ta-

kich programow oznacza si¢ symbolem X7: tatwo zauwazy¢ zbior Xy wyznaczo-
ny jest 7+1-wymiarowy produkt zbiorow C (utworzony z wektoré6w w postaci
(X5 .oy X;, ). ,,Skoniczong — prawie ciaglos¢” relacji p definiuje sie jako ko-
niunkcje warunkow ciaglosci kazdego jej zawezenia do zbioru X7 (godne pod-
kreslenia jest sprowadzenie rozwazan natury topologicznej do ,,przypadkéw
skonczenie wymiarowych”).

A oto pozostate definicje pomocne przy sformutowaniu aksjomatyki Ko-
opmansa oraz twierdzenia o reprezentacji DU. Program xeF spelnia warunek
,,fOwnowaznosci ze stalg”, jesli istnieje rownowazny z nim program stalty x ~
(a,a,a, ....). ProgramxeF jest ,,odporny na zachowanie w odlegtej przysztosci”

(tail-robust), jesli dla wszystkich wynikow f € C zachodzi implikacja:
x>Bx<pP)eITEN, x78>B (xf<B)Vt>T. (10)

Twierdzenie ([Bleichrodt 1 in. 2008] ,,Preference Axiomatization for Dis-
counted Utility).

Niech relacja p bedzie okreslona na dziedzinie F zawierajacej wszystkie
prawie stale programy. Nastepujace stwierdzenia sg rownowazne:

1. na F jest okreslona zdyskontowana uzyteczno$¢, przy czym funkcja uzy-
tecznos$ci u jest ciggla i nie jest stata,

ii. relacja > spenia ponizsze warunki:

a) = jest preporzadkiem wrazliwym na preferencje terazniejsze, skonczenie
prawie cigglym,

b) > spelnia warunki rownowaznos$ci ze stala oraz odpornosci na odleglta
przesztosc,

¢) > ma wlasno$¢ separowalnosci dwoch poczatkowych okreséw i stacjo-
narnosci.
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Twierdzenie Koopmansa usankcjonowalo paradygmat DU od strony for-
malnej. Niemniej jednak w tej samej pracy Koopmans [1960] sformutowat dwa
fundamentalne pytania dotyczace istnienia tzw. etycznych preferencji i ich re-
prezentacji. Zacznijmy od dwoch definicji.

A. Relacja preferencji > okreslona w dodatnim stozku:
Lw:{x:(xo,xl,....):thO, Vte N, supxt<oo} (11)

1

nazywa si¢ (skonczenie) migdzypokoleniowo bezstronng (symetryczng, niezmienni-
cz3, anonimowa), jesli dla kazdej permutacji 7, : L7 — L7, niezmienniczej dla

prawie wszystkich wspotrzednych (,,pokolen”) i dla wszystkich x,y € L7 :
x 7y e n(x) 7 (y). (12)

B. Relacja preferencji @ w przestrzeni dodatnich, ograniczonych ciagéw (L} )

nazywa si¢ stabo monotoniczna (Pareto-efektywna, PA), jesli zachodzi implikacja:
(VteN x,>y)< x> ). (13)

Relacja spelniajaca powyzsze dwa postulaty (lub ich modyfikacje w kie-
runku ,,zwariantowania” Pareto-efektywnos$ci) nazywa si¢ relacja miedzypoko-
leniowego, spotecznego dobrobytu (uzywa si¢ takze syntetycznej nazwy:
,,preferencje etyczne” — terminologie te utrwalit G. Asheim [1996]).

Dwa pytania Koopmansa brzmialy: czy istnieja (w L) preferencje etycz-
ne, a jesli tak, to czy maja rzeczywista reprezentacje, czyli (,,agregujacy histo-
ri¢”’) funkcjonal wyceny, nazywany tez miedzypokoleniowym funkcjonatem do-
brobytu spotecznego. Postawienie tych kwestii przyczynito si¢ do intensyfikacji
badan teoretycznych, wpisujacych sie¢ w ogolniejszy nurt tematyki sprawiedli-
wosci miedzypokoleniowe] oraz trwalo$ci rozwoju (niektdrzy autorzy utozsa-
miaja te subdyscypliny [Fiedor 2007]). Bardzo szerokie spektrum tej tematyki
obejmowato ogdlne, filozoficzno-etyczne polemiki dotykajace samej istoty, in-
terpretacji i ,,operacjonalizacji” kategorii sprawiedliwosci — w kontekscie spo-
tecznej sprawiedliwosci dystrybutywnej [Rybicki 2009, 2010a], ale takze wol-
nosci wyboru [Sen 1988] oraz ,,imperatywu zaslony niewiedzy” Kanta-Rawlsa
[1970], majacej gwarantowac ,,sterylne” warunki realizacji procesow wyboru,
decyzji i podziatu, nieskazone §wiadomoscia podmiotu o jego potozeniu (pozy-
cji w spoteczenstwie, w czasie). Pomimo iz filozoficzna koncepcja ,,totalnej
anonimowosci dla sprawiedliwosci” nie byta wolna od pewnych wad natury lo-
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giczno-formalnej, jej konsekwencja kwantytatywna (czyli tzw. kryterium ,,lexy-
minu”, tez krytykowane — paradoksalnie — za ,,asymetri¢” w traktowaniu jedno-
stek czy pokolen) zyskata wielu zwolennikow, a w zmodyfikowanych wersjach
weszla do kanonu metod ewaluacji strumieni uzytecznos$ci [Sakai 2003; Basu,
Mitra 2003; Alcantud, Garcia-Sanz 2010]. Propozycj¢ implementacji tej zasady
do zagadnien teorii wzrostu gospodarczego podal m.in. Solow [1974] w pracy
przedstawionej w trakcie stynnego sympozjum poswigconego teorii wzrostu
w warunkach ograniczonych zasobdw, co bylo niezwykle radykalne. W cytowa-
nej wyzej pracy z 1996 r. G. Asheim stwierdzit: ,,with resource constraints it se-
ems right for Solow (1974) to be >plus Rawlsian que le Rawls<”. , Jego” prefe-

kagtem pordwnan warto$ci uzytecznosci najstabszych generacji (inlf u,). W kla-
t=>

sycznym modelu wzrostu (z ograniczonymi zasobami) Dasgupty-Heala-Solowa
(,,DHS”: synteza prac [Dasgupta, Heal 1974] oraz [Solow 1974] ze wspomnia-
nego sympozjum z 1974 r.) kryterium to prowadzi do catkowicie egalitarnych,
stagnacyjnych (constans) Sciezek wzrostu [Asheim 1996]. Cale ostatnie potwie-
cze obfitowalo w badania nad mozliwo$ciami formalnego pogodzenia — prze-
ciwstawnych w gruncie rzeczy — postulatow Koopmansa. W nastepnym punkcie
naszkicowano dwie propozycje modelowe w tym zakresie.

Ogodlnie rzecz biorac, ustalenia teoretyczne byly ambiwalentne. Od pracy
Diamonda [1965], w ktorej autor podal negatywna odpowiedz na pytania Ko-
opmansa, w przypadku jesli zada sie ciaglo$ci preferencji w metryce jednostaj-
nej, we wszystkich pracach ,,balansowano” pomigdzy ré6znymi odcieniami zato-
zeh bezstronno$ci (m.in. rozwazano niezmienniczo$¢ preporzadkéw wzgledem
r6znych podklas przestrzeni wszystkich permutacji indeksow [Lauwers , Liede-
kerke 1997; Basu, Mitra 2002; Banerjee 2008; Alcantud, Garcia-Sanz 2010]
oraz efektywnosci (a’la Pareto), rezygnowano tez z postulatow o charakterze to-
pologicznym [Basu, Mitra 2003]), co prowadzito do rozmaitych wynikow.
Wszystkie miaty charakter czastkowy 1 warunkowy, wiekszo$¢ — negatywny lub
niekonstruktywny. Kwestie te zostaty ostatnio wyjasnione na gruncie poglebio-
nej analizy formalnej [Lauwers 2010; Zylicz 2001], o czym bedzie mowa dale;.

Czasem drobne modyfikacje zatozen prowadzily do przeciwstawnych kon-
kluzji (np. [Alcantud, Garcia-Sanz 2010]), czasem ,,sprytny” ich dobor zapew-
nial istnienie mi¢dzypokoleniowej relacji spotecznego dobrobytu, wykluczajac
jednoczesnie mozliwos¢ rzeczywistej (,,jednowymiarowej”) reprezentacji tych
etycznych preferencji (por. np. [Basu, Mitra 2003]). Dos$¢ obszerna bibliografie
kierunkéw rozwoju i postgpow badan w tym obszarze zawieraja prace [Rybicki
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2009, 2010b, 2011]. G. Chichilnisky zamiescita w pracy [Chichilnisky 1997]
krytyczny przeglad ,,jednowymiarowych” kryteriow (czasem przybieraja one
posta¢ sekwencyjnych procedur poréwnywania okreslonych wskaznikow), gene-
rujacych preporzadki w przestrzeniach ciagdéw (por. takze [Rybicki 2011; Ashe-
im 2010]). Konstrukcja takich kryteriow rowniez odzwierciedla aspekty sprawie-
dliwosci, niecierpliwosci 1 uprzywilejowania okreslonych generacji. Tu podstawowa
osig kontrowersji — zarowno w planie filozoficznym, jak i formalno-
-matematycznym — jest kwestia interpretacji obiektywizmu. Utylitarystyczne, po-
zornie ,,obiektywne” kryterium Ramseya — sumowania szeregéw uzytecznosci bez
wag (zerowa stopa dyskontowa) oraz jego mutacja — skumulowanych odlegltosci od
btogostanu (,,bliss””) [Asheim 1996], zdecydowanie krzywdza pierwsze pokolenie:

Du; D (b-u). (14)

t=1 t=1

W podobnej ,,ideologii” jest skonstruowane kryterium zaspokojenia pod-
stawowych potrzeb, autorstwa Chichilnisky [1977], ktére rekomenduje porow-
nywanie liczebnosci sum cze$ciowych szeregéw uzytecznos$ci, przekraczajacych
po raz pierwszy ustalony poziom. Wszelkie kryteria sg obarczone pewnymi defek-
tami: czy to w sferze racjonalnosci, czy tez formalnej (sumowalno$¢ szeregow uzy-
tecznosci), czy tez z powodu dyskryminacji (w wycenie) znaczenia pokolen wspot-
czesnych albo przysztych. W §wietle uwag poczynionych wczesniej, odnoszacych
si¢ do niekonstruktywnego charakteru ustalen ,,0 istnieniu” etycznych preferencji,
warto przypomnie¢ koncepcje von Weizseckera [1965] tzw. kryterium doganiania
(over-taking, catch-up-criterion): wyzej sa wyceniane strumienie, ktorych pra-
wie wszystkie (skonczone) sumy czg$ciowe sa wigksze. Kryterium to generuje,
oczywiscie, preporzadek czesciowy 1 wydaje si¢ by¢ ,,wymyslone ad hoc”. W 1970 r.
Brock podat aksjomatyczne umocowanie tej techniki. Idea rozszerzania subrelacji
na wstgpujacych rodzinach skonczonych podciggow przestrzeni wszystkich ciggow
(W najprostszym przypadku: rzeczywistych, dodatnich i ograniczonych) byta kilka-
krotnie podejmowana (por. np. [Lauwers 1995; Asheim i in. 2010b; Sakai 2010]).
Jest to chyba jedyna metodyka oferujaca konstruktywne rozwigzania tej klasy
zadan (por. [Sakai 2010]).

Z tak zwanych wynikow pozytywnych na uwagg zastuguja ustalenia zawarte
w pracy Banerjee, Mitra [2007] (por. takze [Asheim i in. 2010a]). Autorzy tej pracy
rozpatruja ,,swoj” warunek niecierpliwosci dla programu x (a’la Koopmans). Wy-
raza on (,,z grubsza”) wyzsza wycen¢ strumieni, konsumpcji, w ktérych para wyra-
zOw o wilasnoS$ci ,,wieksze x; wystepuje wczesniej niz mniejsze x;” przesadza
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o przewadze nad strumieniem, w ktérym ta para pojawia si¢ w odwrotnej kolejno-
sci. Ponadto (rowniez wzorujac si¢ na wspominanej juz idei Von Neumanna-
Morgensterna, Savage’a oraz Koopmansa) zakladaja niezalezno$¢ preferencji indu-
kowanych ,,na fragmencie strumienia” od dopeliczych przebiegéw (o ile sa one
identyczne). Przywotani autorzy otrzymujg mocne, cieckawe wnioski:

1) jesli relacja > jest paretowska, to zbior strumieni spetniajacych warunek
niecierpliwos$ci jest mocy continuum,

2) jesli relacja > jest paretowska na zbiorze X = <O;1>Nz metrykg Czeby-

szewa (d), to zbior ten jest gestym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d).

Stowami: w przestrzeni ciagdw ograniczonych jest ,,bardzo duzo” programow,
w ktorych przedklada si¢ wczesniejsza realizacjg wigkszej wartosci nad pdzniejsza.
Jesli rozpatrzymy tylko ciagi o wyrazach z odcinka (0; 1), to zbidr ten ,,wypehia”
prawie calg przestrzen. Sa to mocne argumenty (dla racjonalnych ,,paretowskich”)
podmiotéw, migdzy innymi dla agitacji za paradygmatem DU. Jednak dopehienia
zbiordéw, o ktérych mowa w twierdzeniu, tez moga by¢ mocy continuum oraz geste.

Spory ,,ktopot” sprawito odkrycie Strotza [1955], ktorego istota jest zane-
gowanie — na gruncie empirii — ,,ideologii” DU, wraz z wykazaniem niezgodno-
$ci dynamicznej rzeczywistych preferencji, oraz pionierskie ustalenia w zakresie
dyskontowania hiperbolicznego. W tym miejscu ograniczymy si¢ jedynie do
przytoczenia jednego z oryginalnych kontrprzyktadéw R. Strotza.

Na poczatku roku kalendarzowego wielu ludzi planuje zachowa¢ okreslone
srodki finansowe na okolice Bozego Narodzenia. Jednak w miare uptywu czasu
(w lecie) pojawia si¢ okazja wydania cze$ci z nich na wakacje i wielu z nich de-
cyduje o zmianie przeznaczenia tych pieniedzy. Nastepnie rozpoczyna si¢ rok
szkolny i znoéw ludzie zmieniajg (co najmniej modyfikuja) pierwotne preferencje
i wydaja czg$¢ pieniedzy na wyposazenie szkolne (,,wyprawka” oraz odziez). Tak
wigc stajg si¢ bardziej niecierpliwi niz w styczniu. Stopa niecierpliwosci (stopa dys-
konta) ,.kurczy si¢”, gdy czas do realizacji jest wigkszy (w rozpatrywanym przypad-
ku musimy ,,podgza¢ za czasem wstecz”), jej zmienno$¢ skutkuje odwracaniem
zwrotu preferencji, co z kolei znajduje wyraz w hiperbolicznej (odwrotnie propor-
cjonalnej do czasu) funkcji dyskontujacej [Dasgupta , Maskin 2005; Strotz 1955].

W jeszcze wigksza ,.konfuzje” moze wprawi¢ argumentacja prowadzona na
gruncie teorii wzrostu. Asheim [1996] przedstawil fundamentalng — zarazem
klarowna — krytyke metodyki dyskonta geometrycznego w kontekscie modelu
DHS. Ponizej przytoczono cytat z pracy Asheima i Mitry [2010], w ktérym au-
torzy ,,streszczaja” owo uzasadnienie: ,, When applied to some models of eco-
nomic growth, DU leads to seemingly unappealing consequences. In particular,
in model of capital accumulation and resource depletion first analyzed by
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Dasgupta and Heal [1974] and Solow [1974] (...) the application of DU forces
consumption to approach zero as time goes to infinity, even though sustainable
streams with constant or increasing consumption are feasible. Moreover, this re-
sult holds for any discount factor d smaller than one; even when J is close to one
so the discounting is small (...) when applied to DHS model, the use of DU un-
dermines the livelihood in the far future also when each generation is given al-
most the same weight as its predecessor”.

3. Etyczne preferencje w przestrzeniach ciaggow
i ich reprezentacje — wybrane modele i dyskusja

Nie tylko modyfikacje, stopniowanie ,,sity” warunkéw sprawiedliwo$ci oraz
efektywnosci, ale takze ustalanie zbiorow wartosci chwilowych uzytecznosci do-
prowadzity w ostatnim dwudziestoleciu do sformutowania licznych ustalen (czgsto
ambiwalentnych, jak juz wspomniano), odnoszacych si¢ do kwestii istnienia
i (ewentualnej) reprezentacji liczbowej etycznych preferencji. Mozna mowic
o0 ,,naukowej batalii” o osiggnigcie formalno-metodologicznego kompromisu w po-
szukiwaniu ,,stusznej, dalekowzrocznej” wyceny rzeczy i procesow — na ksztalt
,iustum pretium” §w. Tomasza z Akwinu, we wspolczesnym, migdzypokolenio-
wym ,,kostiumie ekonomiczno-matematycznym”. Ponizej zasygnalizowano niekto-
re sprzeczno$ci w godzeniu podstawowych postulatow, proby ,,ominigcia” tych
sprzecznosci, a takze stwierdzenia (odwotujace sie do podstaw matematyki) wyja-
$niajace istotg klopotdow z ,,trade-off” miedzy ,.efficiency” a ,,equity”.

Svensson [1980] wykazat istnienie w zbiorze ciagdw rzeczywistych z odpo-
wiednio zdefiniowang metrykg (por. takze [Rybicki 2010a; Zylicz 2001] relacji
preferencji etycznych, ciggltych w ,,jego” metryce, a Bossert i in. [2007] wzmocnili
jego wynik (dodajac postulat spetniania zasady transferéw Pigou-Daltona lub
,,Sprawiedliwosci Hammonda” [Hammond 1976]). Przywotane twierdzenia miaty
tezy stricte egzystencjalne oraz niekonstruktywne dowody: w kluczowych punk-
tach korzysta si¢ z twierdzenia E. Szpilrajna [1930] o istnieniu rozszerzenia
(pre)porzadkow czesciowych do liniowych (zupelnych), ktore z kolei bezposrednio
zalezy od aksjomatu wyboru (ewentualnie lematu Zorna). Analogiczna — w przy-
padkach ,,pozytywnych rozstrzygnie¢” — jest idea rozumowan prowadzonych
w bardzo waznych pracach [Basu, Mitra 2003; Banerjee 2006], w ktorych nie roz-
waza si¢ topologii w X. Bardzo ciekawe sg w tym kontekScie mocno sceptyczne
ustalenia z artykulu Zame [2007]. Wykazano tam, ze:

a) kazda relacja preferencji etycznych (spetniajacych warunek PA) jest
,,bardzo niezupela”: prawie wszystkie (w sensie miary zewnetrznej) pary stru-
mieni uzytecznosci sa indyferentne,
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b) jesli nawet zrezygnujemy z wymogu zupeinosci i warunku PA, to okazu-
je sie, ze dla kazdej przeciwzwrotnej relacji (w zbiorze strumieni uzytecznosci)
prawie wszystkie pary sa niepordéwnywalne,

c) zadna relacja preferencji etycznych nie jest mierzalna (jako podzbior
kwadratu kartezjanskiego ¥ x¥"):; w konsekwencji istnienie takich (po-
wszechnie akceptowalnych — z perspektywy budowy modeli teorioekonomicz-
nych) relacji jest niezalezne od tzw. aksjomatu zaleznego wyboru (fundamental-
nego dla aksjomatyki Zermelo-Fraenkla); wreszcie jesli taka relacja istnieje, to
nie moze by¢ explicite zdefiniowana.

Postawiono tez problem zwigzku istnienia preferencji etycznych z tzw. zbio-
rami Ramseya [Lauwers 2010; Fleurbaey, Michel 2003]. W pracy z 2010 r.
L. Lauwers scharakteryzowat te zwigzki. Podstawowa teza tej pracy (w nieco
,,Zbeletryzowanej” wersji) brzmi: skonczenie permutacyjne bezstronne i paretow-
ska relacja preporzadku w zbiorze nieskonczonych ciagéw zero-jedynkowych albo
jest niezupetna, albo jest ,,obiektem niekonstruktywnym” (co pociaga za soba nie-
mozno$¢ podania jej — explicite — opisu). Autor wykazuje tez zwiazki miedzy ist-
nieniem etycznych preferencji a ultrafiltrami [Luwers 2010; Kulpa 2009] oraz zbio-
rami nieramseyowskimi [Ramsey 1928; Mathias 1977].

W cytowane] wyzej pracy Lauwers trawestuje opinie H. Weila
o niekonstruktywnych tezach w matematyce: ,,the world is informed about
a treasure (a finite anonymous and Paretian ordering) and about the fact, that —
with certainty — no one will ever disclose its location”!

W licznych pracach wida¢ wyraznie wspotzalezno$ci wspomnianych na
wstepie odcieni zalozen. Tak zwany staby aksjomat Pareta (Weak Pareto Axiom
— WPA) w wersji [Basu, Mitra 2003] ma nastepujacg postac:

a) dla dowolnych strumieni x, y € X, jesli istnieje taki wskaznik j € N, ze x;> y;
oraz dla wszystkich k # j, x> y;, wowczas W(x) > W(y),

b) dla dowolnych x, y € X, jesli wszystkie wspotrzedne pierwszego strumie-
nia sg ostro wigksze od odpowiednich wyrazow w drugim strumieniu, (x > y), to
W(x) > W(y) (W oznacza mi¢dzypokoleniowy funkcjonal spotecznego dobroby-
tu, czyli rzeczywista reprezentacje badanych preferencji, Social Welfare Func-
tional — SWF). Alcantud i Garcia-Sanz [2010] pokazuja, ze jesli zbidr wartosci
uzyteczno$ci chwilowych jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych, to istnieje
zaroéwno relacja spetniajaca WPA oraz bardzo stabg forma anonimowosci (nie-
zmienniczo$¢ ewaluacji W wzgledem permutacji dwuelementowych zbiorow
wskaznikéw, przy pozostatych — odpowiednio — réwnych), jak i jej reprezenta-
cja. Zastapieniec WAP jego mocniejszg wersja — ,,zwyczajnej” $cistej monoto-
nicznosci W wzgledem porzadku Pareto (Pareto Axiom, PA), a przeciwdziedzi-
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ny u# dowolnym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych R prowadzi do wyniku
negatywnego — nieistnienia reprezentacji (funkcjonalu SWF). Z kolei nawet
ograniczenie zbioru wartosci wyrazow ciagu do zbioru dwupunktowego {0, 1}
nie ,,ratuje” tezy o istnieniu, podczas gdy zastapienie PA przez WPA pozwala ja
utrzymaé przy dowolnym zbiorze wartosci wyrazoéw ciaggu (np. [0, 1]. Nieco
wcezesniej Lauwers [1997] rozwazal mozliwos$¢ ,,godzenia” PA (w jego termino-
logii — strong semsitivity) z tzw. $cisla neutralnoscig (bardzo mocna wersja bez-
stronnos$ci: niezmienniczo$ci preferencji wzgledem zbioru wszystkich permutacji
indeksow, czyli wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzorowan catego zbioru
liczb naturalnych N na siebie). Otrzymat — oczywiscie — wynik negatywny, nawet
dla najmniejszego, nietrywialnego zbioru warto$ci uzytecznosci {0; 1}.

Wazng role w relacjonowanym nurcie badan odgrywaja definicje sprawiedliwo-
$ci w ujeciu P. Hammonda. Tak zwany oryginalny postulat HE (Hammond Equity)
sformutowany w pracy Hammonda [1976] zostal nastepnie — w pracach Lauwersa
z lat dziewiecdziesiatych oraz Asheima i in. [2001] — zmodyfikowany pod katem za-
stosowania w kontekscie miedzypokoleniowym (a takze: wigkszej czytelnosci).

A. Warunek (Lauwersa): ,,stabej wersji niesubstytucyjnosci” — Weak Non
Substitubility (WNS, por. takze [Asheim i in. 2010b; Lauwers 1998]).

Dla kazdych czterech wartosci (wyrazoéw strumienia uzytecznosci) x, y, z, v
zachodzi implikacja: jesli v > z, to strumien (program) w postaci (x, z, z, z, ...)
nie jest preferowany nad (zaden) program (y, v, v, v, ...).

B. Warunek (Hammonda) — ,,sprawiedliwo$ci wobec przysztosci” (Ham-
mond Equity for Future, HEF [Asheim i in. 2010b; Alcantud, Garcia-Sanz 2010;
Asheim, Mitra 2010]).

Dla dowolnych czterech wyrazéw x, y, z, v € Y (zbior warto$ci funkcji uzy-
tecznosci): jesli x > y > v > z, to strumien (program) w postaci (x, z, z, ...) nie
jest preferowany nad (zaden) program (y, v, v, v, ...).

Nalezy podkresli¢ przyjmowane, implicite, zatozenie o tym, ze ,,indykatory
dobrobytu” (uzytecznosci) poszczegdlnych pokolen mozna mierzy¢ przynajm-
niej w skali porzadkowej raz, ze ich poziomy mozna (sensownie!) porownywac
w planie horyzontalnym — miedzy generacjami. Warunek HEF wigze si¢ z po-
rownywaniem ,,po§wigcenia” jednego pokolenia z jednolitym zyskiem dla kaz-
dego z nieskonczonego zbioru pokolen, ktore sa w gorszej sytuacji: jesli poswig-
cenie przez obecne pokolenie (bgdace w lepszej sytuacji niz przyszie) skutkuje
zwigkszeniem uzytecznos$ci wszystkich potomnych, to taki transfer jest (co naj-
mnigj stabo) preferowany (w stosunku do status quo). Asheim i in. [2010] pod-
kreslaja, w zwiazku z tym, ze ,,filozofia” HEF znajduje oparcie zarowno z pozy-
cji egalitaryzmu, jak i utylitaryzmu. Pierwszy znaczacy wynik na S$ciezce
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poszukiwan reprezentacji numerycznej (SWF) dla takiej wersji (formalnej) spra-
wiedliwosci byt jednak negatywny. Banerjee [2006] wykazat niemozliwo$¢ takiej
reprezentacji dla ciagdw o wyrazach z przedziatu ¥ = (0; 1) (nawet po zastapieniu
silnego wymogu efektywnosci PA przez staba dominacj¢ (WPA)).

Z kolei Alcantud i Garcia-Sanz [2010], zastepujac zbidr wartosci ¥ zbiorem
wszystkich liczb naturalnych, otrzymali wynik pozytywny — dla nieco
,,zaostrzonej” wersji HEF i silnego porzadku Pareto. Godne podkreslenia jest
takze to, ze ich twierdzenie ma charakter konstruktywny: podany jest algorytm
konstrukcji SWF dla HEF™ (,,ich zaostrzenia” HEF).

Jedna z najciekawszych propozycji ostatniego dwudziestolecia byta koncepcja
(1 konstrukcja) [Chichilnisky 1996] tzw. trwatych (sustainable) preferencji. G. Chi-
chilnisky sformutowata dwa postulaty natury etycznej: preferencje (i kryteria) nie
powinny dyskryminowaé ani przyszio$ci, ani terazniejszo$ci. W jej terminologii
oznacza to wykluczenie (w procedurach ewaluacji i poréwnan strumieni) tzw. dyk-
tatury terazniejszosci oraz dyktatury przysztosci: ,,No Dictatoral Role of the Pre-
sent” (NDP), ,,No Dictatorial Role of the Future” (NDF). Oto krotki zarys tej kon-
cepcji — z pominigciem szczegotow technicznych. Punktem wyjscia jest przestrzen
wszystkich ,,osiggalnych” (feasible) ,,sciezek konsumpcji” F, gdzie:

Fcix:x=(x,),g=12,..x, eR"}. (15)

Konsumpcja dobr jest tu rozumiana bardzo ogolnie, m.in. jako eksploatacja
odnawialnych (nieodnawialnych) zasobow, wykorzystywanie kapitatu (poddanego
statym procesom akumulacji oraz deprecjacji). Zaktada si¢ istnienie rzeczywistej
reprezentacji (uzytecznosci) kwantyfikujacej status quo kazdego pokolenia — jest to

funkcja u: R" — R, taka, ze zbiory jej wartosci na elementach z F sg ograniczone,
a uzytecznosci poszczegolnych pokolen sg porownywalne:

(@) sup(u, (x, ))xgek,, <1.
Przestrzen strumieni uzytecznosci jest oznaczona symbolem 2.
BQ={a:a=(a,), a,=u,(x,) g=12,..; xeFjcL".

,,Poszukiwane” kryterium (funkcjonat SWF) powinien by¢ rosnaca (w sen-
sie WPA) funkcja:

() W:I* >R
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Przyjmijmy nastgpujaca konwencje. Jest to para definicji:

(0) Terazniejsza przestrzeni F nazywa si¢ zbior wszystkich ,,K-obcie¢” stru-
mieni z Q, czyli ciagdw powstalych z elementow Q przez zastgpienie (w kazdym
z nich) wyrazéw o indeksach wyzszych od K zerami (pierwsze K wyrazow si¢ nie
zmienia); K € N, .

(¢) Przysztoscia (przestrzeni F) nazywa si¢ zbior wszystkich ,,K-ogonow”
strumieni z Q, czyli ciaggdow, w ktorych poczatkowe K wyrazoéw zastgpiono ze-
rami, pozostawiajac pozostate bez zmian.

Terazniejszo$¢ Q bedzie oznaczana symbolem P(Q), a przyszto$¢ — symbo-
lem F(Q). Elementy P(Q) beda oznaczane symbolami a*,B"; elementy F(Q)

— symbolami y*,5".

DEFINICJA 1 [Chichilnisky 1996]

(p) Kryterium W ustanawia dyktature terazniejszosci (DP), jesli jest ,,wrazliwe”
tylko na P(Q2). Formalnie: dla dowolnych dwoch strumieni uzytecznosei i f.

(DP) W(a)>W(f)< IN=N(a,p) takie, ze jesli K > N, to
W(a*,y)>W(B"*,5,) .dla kazdej pary y,  — strumieni z Q”, gdzie ciag
(a®,7*) powstaje przez ,,zestawienie K-obciecia elementu o z K-ogonem ele-
mentu S, co ,,wypelnia ich segmenty ztozone z zer”.

() Kryterium W ustanawia dyktature przysztosci (DF), jesli nie zalezy od
elementow z P(Q), jest ,,wrazliwe” tylko na F(Q). Formalnie: dla dowolnych
dwoch strumieni a, f € Q.

(DF) W(a)>W(f)< 3IN=N(a,p),takie, ze jesi K > N, to
W(y*,a,)>W(S", B,) dla kazdej pary y, § — strumieni z Q.

AKSJOMATY CHICHILNISKY (ACH)

Preferencje w Q sg indukowane przez SWF (kryterium W), ktora nie moze
mie¢ wlasnosci DP ani DF.

DEFINICJA 2 [Chichilnisky 1996]

Preferencje:

(%) ktore spetniajg ACH,

(M) ktoérych reprezentacja rzeczywista W :Q — R jest funkcja rosnacag —
,,stabo paretowska” (spelnia WAP), nazywa si¢ preferencjami trwatego (zrow-
nowazonego) rozwoju (sustainable preferences, SP).
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TWIERDZENIE [Chichilnisky 1996]

Istnieje relacja SP na przestrzeni F' i jest ona reprezentowana przez kryte-
rium W5 okre§lone wzorem:

W (u) =i/”tgug +D(u), (16)

gdzie 4, >0, V eN,, leg <00, auogodlniona granica ®(u) = li:’n(ug)jest 10Z-
pom ¢

szerzeniem do [ (via twierdzenie Hahna-Banacha) funkcjonatu ,,zwyklej granicy”.

KRYTERIUM CHICHILNISKY (wazonej sumy DU oraz GL uzyteczno$ci
przysztych pokolen)

Rodzina kryteriéw — funkcjonatow dyskontujacych, zdefiniowanych wzorami:

Uy

e (@u)=a)

2y +(1—a)li£n(ug); a(0;1) (17)

indukuje w Q preferencje trwatego rozwoju.

Komentarze:

1) ,.Filozofi¢ dyskontowania” zawarta w propozycji G. Chichilnisky mozna
(umownie) okresli¢ jako ,,zdyskontowany samuelsonowski utylitaryzm z szu-
mem przysziosci”.

2) Arbitralno$¢ doboru wag () ma swoje zalety (,,elastyczno$¢”) oraz wa-
dy tkwigce w kazdym przypadku dopuszczajacym arbitralnos¢.

3) Alternatywne podejscie, uwzgledniajace sprawiedliwo$¢ typu HEF, za-
prezentowali w latach 2001, 2009, 2010, 2012 Asheim i inni. Syntez¢ ich kon-
cepcji stanowia idee rekurencyjnych funkcjonatow dobrobytu spotecznego
[Asheim 2010b] oraz ,,zrownowazonego dyskontowania utylitarystycznego”,
skwantyfikowane w formutach tzw. SDU SWF podanych w pracy [Asheim, Ba-
nerjee 2010], w ktorej podano takze (konstruktywny) dowod istnienia takich re-
lacji 1 ich reprezentacji — spetniaja one m.in. obydwa postulaty Chichilnisky
(NDP, NDF) oraz postulat HEF.

W nurt ten wpisuje si¢ takze wzmiankowana wyzej praca [Alcantud, Garcia-
Sanz 2010], ktéra réwniez zawiera algorytm wyceny. Konstrukcje kryterium do-
brobytu (w kontekscie sprawiedliwosci migdzypokoleniowej) podat tez w pracy
z 2010 r. T. Sakai. Jedng z najnowszych prac z omawianego nurtu jest artykut
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7 2012 r. autorstwa Asheima i Zuber [2012], w ktoérym zastosowano bardzo inte-
resujaca, ,,egalitaryzujaca” modyfikacje¢ koncepcji RDEU (rank depend expected
utility, anticipated utility) J. Quiggina i M. Yaari’ego z lat osiemdziesigtych
ubiegltego wieku [Quiggin 1982; Yaari 1987] — ,,wazenia” uzytecznosci kardynal-
nej (stanowigcej jadro catkowego funkcjonatu oczekiwanej uzytecznosci) czynni-
kiem funkcyjnym, ,,deformujagcym” jej wartoSci w zaleznosci od wzglednej ich
wartosci (pozycji, rang). ,,Rangowanie” Asheima-Zuber wyraza si¢ w przyporzad-
kowaniu ,.klasycznych” (geometrycznych) wag dyskontowych wyrazom uporzad-
kowanego w rosnacej kolejnosci wycenionego ciggu uzytecznosci, a nie w jego
,,oryginalnym” porzadku (w czasie). Zasluga autorow jest m.in. uogdlnienie, na
przestrzen nieskonczonych ciaggéw, metodyki konstrukeji funkcji dobrobytu spo-
fecznego J. Weymarka oraz U. Eberta z lat 1981 oraz 1988, odpowiednio [Wey-
mark 1981; Ebert 1988], a’la Gini. Indukowane preporzadki sa czesciowe, bo nie
kazdy cigg nieskonczony (uzytecznosci) daje si¢ efektywnie przestawi¢ do wyma-
ganej przez ich kryterium postaci.

4. Dyskontowanie: paradygmat P. Samuelsona
v. rzeczywistos¢ psychologii i ekonomia przetrwania

»Pekniecie” w spdjnej 1 eleganckiej metodyce DU, dostrzezone przez
R. Strotza (takze przez psychologéw i biologdw [Herrnstein 1961; Ainslie 1974])
spowodowato nie tylko intensyfikacje badan w sferze cyzelowania wlasnosci pre-
porzadkoéw w przestrzeniach ciggdbw uzytecznoscei, ale przede wszystkim — w obre-
bie weryfikacji poczynionych spostrzezen niezgodnosci dynamicznej zachowan
podmiotow 1 identyfikacji jej Zzrodet — poszerzenia spektrum. Glownym
,.konkurentem filozofii geometryczno-wyktadniczej” (funkcji dyskontujacej) oka-
zato sie tzw. dyskontowanie hiperboliczne. Idea tej formalizacji (popartej doku-
mentacja empiryczng) wyraza si¢ w odwrotnej proporcjonalnosci wartosci dyskon-
ta i dlugos$ci opodznienia (czyli dystansu czasowego dzielacego ,.terazniejszo$¢” —
aktualny moment wyceny od momentu wystgpienia ewaluowanego zdarzenia).

Ponizej przytoczono wybrane koncepcje formalne o ,,rodowodzie” ekonomicz-
nym oraz psychologicznym (uwzgledniajace element niezgodnosci czasowej).
W nurcie ekonomicznym za pionierskie (a zarazem majace znamiona uniwersali-
zmu) mozna uzna¢ prace E. Phelpsa i R. Pollaka z 1968 r. oraz F. Kydlanda i J. Pre-
scota z 1977 1. Z kolei w badaniach ,,zakotwiczonych” w psychologii i1 biologii
eksponowano (i probowano wyjasnia¢) tzw. anomalie (niekonsekwencje, sprzecz-
nosci rozmaitej natury) wyboru migdzyokresowego [Rachlin, Green 1972; Ainslie
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1974; Thaler 1981; Mazur 1987; Prelec 2004]. Phelps i1 Pollak [1968] siegaja do
modelowania teoriogrowego (gier powtarzalnych) i proponuja stosowac tzw. quasi-
geometryczng (quasi-hiperboliczng) regute dyskontowania. Czynnik dyskontujacy
d(f) wystepujacy w ogolnej addytywnej reprezentacji funkcjonalu dyskontujacego
ma postac:

d() = 1 dla =0 (18)
ps dla teN; 5>0; Be(0l).

Warto zwroci¢ uwage na dwa aspekty podanej reguly. Po pierwsze: jedno-
okresowy czynnik dyskontujacy (miara ,,niecierpliwo$ci”) dla pierwszego okresu,
ktory zaczyna si¢ w chwili = 0, a konczy w ¢ = 1, jest rowny 0, a dla pozostatych
— 0. Od drugiego okresu (wlacznie) ta stopa jest stala, wicksza niz w pierwszym.
Drugim jest niezgodno$¢ czasowa — wystepuje brak tzw. efektu stopera charaktery-
stycznego dla stacjonarnego dyskontowania: dyskonto okresu (#; ¢ + 1) w chwili ze-
rowej jest ,,u Samuelsona” takie samo, jak wowczas, gdy w chwili ¢ ,.,cofnie si¢
czas do zera” i dyskontuje ten okres (jako pierwszy). Teraz ,,ponowne wiaczenie
stopera” w chwili ¢ zmienia (wyj$ciowa) ewaluacje niecierpliwosci z d na 0.

Niektore ,,paradoksy behawioralne” znacznie wczesniej zostaty zaobser-
wowane w kontekscie teorii wyboru w warunkach ryzyka oraz niepewnosci
(prace z lat pig¢dziesiatych i sze§¢dziesiatych XX w., spostrzezenia Alaisa, Ells-
berga i in.). Odnotowane odstgpstwa do normatywow teorii oczekiwanej uzy-
tecznos$ci oraz konstruktywne proby jej sanacji od konca lat siedemdziesigtych
[Kahneman, Tversky 1979; Quiggin 1982; Machina 1982; Yaari 1987] inspiro-
waly idee¢ poszukiwania niezgodnosci (w mniejszym stopniu metodg¢ ich kwanty-
fikacji). Propagatorami ,,nowego” dyskontowania byli Loewenstein, Prelec
[1992] oraz Laibson [1997].

Uogolniona hiperboliczna funkcja dyskontujaca jest funkcja zalezna od
trzech parametréow dodatnich y, J,

z
d)=(1+ut) °, (19)
a jej uproszczony wariant (autorstwa Laibsona z 1997 r.):
dt) =1+ ut)” (20)

juz tylko od dwoch.
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Wazna role odegraty prace Ch. Harveya z 1986 1 1995 r. oraz artykuly Fishbur-
na i Rubinsteina z 1981 r., a takze Fishburna z Ewardsem z 1997 r. W pracach tych
podjeto (skuteczng) probe wyprowadzenia ogdlnych hiperbolicznych regut kalkula-
cyjnych z ,,postulatow pierwotnych” (aksjomatow) sformutowanych ,,pod adresem”
preferencji w zbiorach tzw. konsekwencji, czyli par (,,wynik”, ,,czas”):

(x, ) ={(x,,1,), (X,58,), .o} . (21)

Przytoczymy kilka przyktadowych postulatow z pracy Harveya [1995] i ich
analityczne konsekwencje dla funkcji d(f). Punktem wyjscia jest wyrazenie
,,postawy podmiotu wzgledem czasu” przez ogoélne wlasnosci funkcji d(¢) — z réw-
noczesng charakteryzacja tych postaw w jezyku preferencji w zbiorze dwuwymia-
rowych strumieni (x, 7). | tak: preferencje podmiotu wyrazaja jego ,niechgc
wzgledem uptywu czasu” (sg ,.timing averse”), gdy funkcja dyskontujaca jest male-
jaca; ,,sktonnos$¢” (jest ,,timing pron™), gdy d(¢) rosnie oraz jest neutralny, gdy jest
stata (w innej terminologii neutralno$¢ jest nazywana cierpliwos$cia, a ,,sktonnos¢”
wigze si¢ z miedzypokoleniowym altruizmem [Rybicki 2009, 2010b]. Awersja
(podmiotow) wzgledem opdznien jest definiowana w jezyku relacji zachodzacych
mi¢dzy wyrazami strumieni warunkiem: (x,s) > (x,¢#) dla dowolnego wyniku x

oraz chwil s <. Wlasno$¢ stacjonarnosci preferencji okresla si¢ implikacja:
(x%,8)~(»t) ©Vh>0(x,t+h)~(y,t+h), (22)

gdzie symbol ¢’ + h oznacza ciag rownosci ¢, =t +h Vne N.

A oto tzw. bezwzgledna malejaca awersja wzgledem czasu:

(x,8)~(nt)=(x,s+h)<(y,t+h) Yh>0, (23)

jeslis <toraz 0 <x<y.

Logarytm (malejacej) funkcji dyskontujacej g(f) = In d(¢) musi by¢ wow-
czas funkcja Scisle wypukta. Harvey [1995] udowodnit, ze jest to warunek ko-
nieczny 1 wystarczajacy, skad wynika, ze dyskontowanie wyktadnicze tego po-
stulatu nie spelnia, czyli dyskonta stacjonarnego nie znamionuje malejaca
awersja wzgledem czasu.

Wazng role w konstrukcjach Ch. Harveya spetniajg postulaty tzw. wzgled-
nej czasowej neutralnosci, rozciaggliwosci (,,stretching”) oraz ,,proporcjonalnos$ci
— w stosunku do czasow opoznien” (timing proportional preferences, TPP
[Harvey 1986, 1995]. Stanowia one istotny segment aksjomatycznego umoco-
wania formalnego stworzonego przez niego dla uzasadnienia ,.filozofii dyskon-
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towania” hiperbolicznego. Oto pierwszy z nich, nazwany przez Ch. Harveya
wlasnoscia ,,relative timing constant” (RTC preferences):

3b>0:(x,8)~(,))=

Vm>0 (s tmbrs) ~nitmpre). O

Wystepujace powyzej relacje indyferencji odnosza si¢ do ,,chwilowych”
(liczbowych) par, tzw. konsekwencji (wynik, czas realizacji). We wczesniejszej
pracy (z 1986 r.) cytowanego autora jest wprowadzone pojgcie rozciagliwosci (nie-
co inaczej formalizujace ide¢ (RTC) — przygotowujace grunt pod koncepcje TPP:
podmiot przedktadajacy wyptate x w chwili s nad wyptate y w chwili ¢ dokona ta-
kiego samego wyboru dla okreséw, odpowiednio, D(s + 1) — 1 oraz D(t + 1) — 1,
gdzie D oznacza opOznienie:

(0,5) > (5,0) = (v, D(s + 1) = 1) = (v, Dt + 1) — 1). (25)

Istote owych preferencji wyjasnia w swoim artykule sam Harvey, a przybli-
7a ja, na sugestywnym przyktadzie, praca Cieslak [2003].

»Odmiennie niz w przypadku aksjomatu stacjonarno$ci, rozciagliwo$¢ jest
wrazliwa na przesuni¢cie w czasie. Wyobrazmy sobie osobe, ktora woli 100 j.p.
(jednostek pienieznych) dzi§ od 110 j.p. jutro. Rozciagliwo$¢ oznacza, ze preferen-
cje te nie zmieniaja si¢ w sytuacji wyboru miedzy 100 j.p. za 10 dni, a 110 j.p. za
21 dni (parametr d = 11). Jednak ta sama osoba, postawiona przed alternatywa
100 j.p. za 10 dni lub 100 j.p. za 11 dni, moze zmieni¢ swe upodobania na ko-
rzy$¢ wyplaty wyzszej i pozniejszej”. Upraszczajagc wywody pracy Harveya,
mozna przytoczy¢ jedna z jej konkluzji: w addytywnej reprezentacji funkcjonatu

wyceny, wagi maja posta¢ funkcyjna d(¢) = (bij ; t>0 dla pewnych war-
+1

tosci parametrow b > (0 oraz —oo < ¢ < o0, wtedy i tylko wtedy, gdy preferencje

majg wlasnos¢ RTC. Dalsze specyfikacje d(f) otrzymuje si¢ jako konsekwencje
postulatu TPP. Symbolicznie:

Vx,y>0 Vs,,t,

(550)~ (0uty)s B> 0,810, L2 (TPP) (26)
S X

= (x, 5y +As) ~(p, t, +At).
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Harvey [1995] wykazal, ze tak wlasnie sformulowanemu postulatowi czy-
nig zado$¢ reprezentacje preferencji neutralnych czasowo oraz preferencje
o ,,powolnie malejacej awersji do czasu”, w ktorych funkcjonat dyskontujacy
okreslaja wagi hiperboliczne:

b
d(t) R (27)

(jest to jednoparametryczna rodzina funkcji charakteryzujaca si¢ malejaca stopa
niecierpliwo$ci — czasowej).

Podsumowanie

Koncepcja dyskontowania hiperbolicznego ,,zadomowila si¢” w ostatnim
dwudziestoleciu w obszarze badawczym wyceny programéw dalekookresowych,
zyskujac status najnowszej klasyki przedmiotu. Réznorodno$¢ potencjalnych kon-
tekstow rzeczywistych przerasta jednak mozliwosci deskryptywne tej kategorii
funkcji. Ponizej zasygnalizowano niektdre alternatywne propozycje ujgcia zagad-
nien dyskontowania. Waznym ,,tropem” jest podgzanie za analogiami z dziedziny
teorii podejmowania decyzji w warunkach ryzyka (i niepewnosci). Najogolniej
rzecz sprowadza si¢ do ,,wyznaczenia osi czasu roli osi stanéw” [Prelec, Loewen-
stein 1989; Quiggin, Horowitz 1995; Fishburn, Edwards 1997]. Przykladem tego
zabiegu jest reinterpretacja paradoksu Petersburskiego przedstawiona w pracy
Fishburna i Edwardsa z 1997 r. Prawdopodobienstwa realizacji wyptat (poprzedzo-
nych seriami porazek) mozna traktowac jako wagi dyskontowe. Klasyczny para-
dygmat oczekiwanej uzytecznosci (expected utility — EU) ma naturalny odpowied-
nik w ,,wersji dynamicznej” (deterministycznej) — ,,rownie klasyczny” paradygmat
DU. Mozna to symbolicznie zapisa¢ w postaci podwdjnej rownosci:

EU:i(%j u(2")y=DU. (28)

Niektore koncepcje eksploatowania tej analogii zreferowano w cytowanych
pracach. W tym migjscu ograniczymy si¢ do przedstawienia kilku niesformalizo-
wanych spostrzezen oddajacych gtéwne idee tego ujgcia. Rodzaje i sita dyskonto-
wania odpowiadaja rodzajom postaw (podmiotow) w stosunku do ryzyka. W no-
menklaturze teorii wyboru migdzyokresowego i relacji miedzypokoleniowych
kategoria awersji do ryzyka zostala zastgpiona pojeciem niecierpliwosci i rozwaza
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si¢ kwestie zmian tego czynnika (w czasie: stalo$¢, malenie, wzrost, tempo malenia
[Bleichrodt i in. 2008; Prelec 2004; Price 2004]). Te (lokalne, w czasie) wlasnosci
preferencji w przestrzeni strumieni mozna wyraza¢ miarami zalezacymi od wta-
snos$ci funkcji dyskontujacych. W pierwszej kolejnosci wechodzi tu porownywanie
stopnia wypuktosci i wskazniki wzorowane na ,,logarytmicznej wypuktosci (wkle-
stosci)” miar awersji do ryzyka Arrowa-Prata. Juz ,,zwykta” wypukto$¢” malejace;j
funkcji dyskontujacej f{¢) informuje o silniejszym dyskontowaniu w okresach bliz-
szych ,.terazniejszosci” niz w dalszej przysztosci. Inng mozliwos$cia jest badanie
S0

zachowania chwilowych stdp dyskontowych w postaci —%

(czas ciagly) i po-

rownywanie tempa malenia tych funkcji (pojawiajg si¢ tu klasy rownowaznosci
funkcji o tym samym stopniu niestacjonarnosci); podobnie mozna wykorzysta¢ po-
rownywanie stopnia wypuklosci logarytméw funkcji dyskonta. Prelec [2004]
wprowadza tzw. funkcje niecierpliwosci majaca posta¢ (dla czasu cigglego):

f'() t>0
g(t)=1 /(o) (29)
1 1=0

1 zauwaza zalezno$¢ g(¢) < f(¢), przy czym rdwno$¢ tych funkcji ma miejsce tyl-
ko w przypadku stacjonarnej (wyktadniczej) formuty dyskontowe;j 1.

Bleichrodt i in. [2008] definiujg dwa wskazniki niecierpliwosci (o charakte-
rze absolutnym oraz relatywnym, odpowiednio). Sa to ,,miary rézniczkowe”:

[ (1))
- Ll 30
=gy (0
oraz.
50y =1-7(1) . 31)

Typologia dyskontowania zaproponowana przez tych autoroOw opiera si¢ na
wlasnosciach tych miar i prowadzi do rozwazenia, innych niz hiperboliczne,
funkcji dyskonta (por. [Bleichrodt i in. 2008].

Poglebiong analize uwarunkowan decydentéw zaleznych od: wielko$ci wypla-
ty, miary probabilistycznej (prawdopodobienstwa subiektywnego podmiotéw) oraz
parametru czasowego przeprowadza Read [2001]. Podstawowa konkluzja jego ar-
tykutu jest supozycja o tzw. subaddytywnym mechanizmie dyskontowania: dys-
kontowanie wielkosci ,,rozlozony na raty” (wielokrotnie — w danym okresie) pro-
wadzi do wigkszej wartosci dyskonta niz w przypadku aktéw jednorazowych
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(w skali calego tego okresu). Sama idea (ilustrowana przyktadami) jest pokrewna
koncepcji nieaddytywnych miar probabilistycznych, siggajacej G. Choqueta, roz-
winietej w kontekscie ,,statycznej” teorii podejmowania decyzji w warunkach nie-
pewnosci, przede wszystkim przez D. Schmeidlera [1987]. Istotne dla tej filozofii
dyskontowania okazuje si¢ subtelne rozréznienie zaakcentowane przez Reada
[2001] — miedzy opdznieniem (,,bezwzglednym” — delay) a dlugoscia okresu dys-
kontowania (interval). Okazuje si¢, ze obydwie ,,konkurencyjne” formuty (wyktad-
nicza oraz hiperboliczna) maja wspolng ceche — ,.dyskontuja addytywnie”.

W przygotowywanej pracy [Rybicki 2014] proponuje si¢ rozwazenie
,,nowego benchmarku” dla funkcji dyskontujacych: proporcjonalnych do gesto-
$ci rozktadow logarytmiczno-normalnych. Charakteryzuja si¢ one wolniejszym
tempem malenia niz wykladnicze, czyli w mniejszym stopniu ,,dyskryminuja
przysztos¢”. Naleza do szerszej rodziny funkcji podwykladniczych, ktore sa
funkcjami o tzw. grubych (ci¢zkich) ,,ogonach” (heavy-tailed). Z kolei maleja
one szybciej niz funkcje hiperboliczne. Maja wlasno$¢ malejacej niecierpliwo-
$ci, mozna efektywnie obliczy¢ odpowiednie miary (a takze ich dyskretne od-
powiedniki) i bada¢ asymptotyke. Ich ,,posrednie” usytuowanie (pomigdzy
,,Skrajno$ciami”) nasuwa podejrzenie, ze moga one charakteryzowac¢ preferen-
cje, w jakims sensie ,,podstacjonarne”, w zbiorach programéw (klase dotychczas
niebadang i niezidentyfikowana empirycznie).

Wydaje sig, ze powyzszy — pobiezny — przeglad podstawowych aspektow pro-
blematyki porownan i wyceny strumieni wielkosci ekonomicznych w czasie moze
da¢ pewien poglad na catoksztalt tych zagadnien, uwypuklajac ich ,,wielobarwnos$¢”
1 znaczenie zarowno teoretyczno-modelowe, jak i w sferze Praxis.

Bibliografia

Ainslie G., 1974: Impulse Control in Pigeons. ,,Journal of Experimental Analysis of Be-
havior”, 21, 485-489.

Allais M., 1952: Fondaments d’une théorie des choix compartant un risqué et critique des
postulates et axioms de I’ecole Américaine. International Conference on Risk. Centre
National de La Recherche Scientifique, May, Colleges International XL, Paris.

Alcantud J., Garcia-Sanz M., 2010: Paretian Evaluation of Infinite Utility Streams: An
Egalitarian Criterion. ,,Economic Letters”, No. 106, 209-211.

Arrow K.J., 1999: Discounting, Morality, and Gaming. W: Discounting and Intergenerational
Equity. P.R., Portney, J.P. Weyant (eds.). Resources for the Future. Washington, DC.

Asheim G., 1996: Ethical Preferences in the Presence of Resource Constraints. ,,Nordic
Journal of Political Economy”, No. 23, 55-67.



154 Wojciech Rybicki

Asheim i in., 2001: Justifying Sustainability. ,,Journal of Environ. Econom. Manage-
ment”, No. 41, 252-268.

Asheim G. i in., 2010: Generalized Time-invariant Overtaking. ,,Journal of Mathem.
Economics”, No. 46, 519-533.

Asheim G. i in., 2010: Sustainable Recursive Social Welfare Functions. ,,Econ. Theory”,
No. 16, 183-219.

Asheim G., Banerjee K., 2010: Fixed-step Anonymous Overtaking and Catching Up.
,International Journal of Economic Theory”, No. 6, 149-165.

Asheim G., Mitra T., 2010: Sustainability and Discounted Utilitarianism in Models of
Economic Growth. ,,Math. Soc. Sciences”, No. 59, 148-169.

Asheim G., Zuber S., 2012: Justifying Social Discounting: The Rank-discounted Utilitar-
ian Approach. ,,Journal of Economic Theory”, No. 147, 1572-1601.

Banerjee K., 2006: On the Equity-efficiency Trade-off in Aggregatiing Utility Streams.
,,Economic Letters”, No. 93, 63-67.

Banerjee K., Mitra T., 2007: On the Impatience Implications of Paretian Social Welfare
Functions. ,,Journal of Math. Economics”, Vol. 43, 236-248.

Basu K., Mitra T., 2002: Aggregating Infinite Utility Streams with Inter-Generational
Equity. MIT Department of Economics Working Paper, No. 02-19.

Basu K., Mitra T., 2003: Aggregating Infinite Streams with Intergenerational Equity:
The Impossibility Being Paretian. ,,Econometrica”, No. 32, 1557-1563.

Berbeka K., 2008: Problemy stosowania mi¢dzypokoleniowej stopy dyskontowe;.
,,Ekonomista”, 233-242.

Bleichrod H., Rohde K., Wakker P., 2009: Non-hyperbolic Time Inconsistency. ,,Game
and Economic Behavior”, No. 66, 27-38.

Bleichrodt H. i in., 2008: Koopmans’ Constant Discounting for Inter-temporal Choice:
A Simplification and a Generalization. , Journal of Mathematical Psychology”, No. 52,
341-347.

Bossert W. i in., 2007: Utilitarianism for Infinite Utility Streams: A New Welfare Criteri-
on and Its Axiomatic Characterization. ,,Journal of Economic Theory”, No. 135(1),
579-589.

Brock W., 1970: An Axiomatics Basis for the Ramsey-Weizsecker Overtaking Criterion.
,,Econometrica”, No. 38, 927-929.

Chichilnisky G., 1977: Economic Development and Efficiency Criteria in the Satisfac-
tion of Basic Needs. ,,Applied Math. Modelling”, No. 1(6), 290-297.

Chichilnisky G., 1997: What Is Sustainable Development. ,,Land Economics”, No. 74(4),
467-491.

Chichilnisky G., 1996: An Axiomatic Approach to Sustainable Development. ,,Social
Choice and Welfare”, No. 13, 231-257.

Cieslak A., 2003: Behawioralna ekonomia finansowa. Modyfikacja paradygmatow funkcjo-
nujacych w nowoczesnej teorii finansow. Materiaty i Studia NBP, z. 165, Warszawa,
pazdziernik.



Modelowanie preferencji a zagadnienia... 155

Cowen T., 1997: Discounting and Restitution. Philosophy and Public Affairs, Spring,
No. 26, 2, 168-185.

Czerwinski Z., 1992: Jak poréwnaé jutrzejszy dobrobyt z dzisiejsza bieda czyli o opty-
malnej intensywnosci inwestowania. W: Dylematy ekonomiczne. PWE, Warszawa.

Dasgupta P., Heal G.M., 1974: The Optimal Depletion of Exhaustible Resources. ,,Review
of Economic Studies”, No. 38 (Symposium), 331-339.

Dasgupta P., Maskin E., 2005: Uncertainly and Hyperbolic Discounting. ,,The Americal
Economic Review”, No. 95(4), 1290-1299.

Diamond P., 1965: The Evaluation of Infinite Utility Streams. ,,Econometrica”, No. 33,
170-177.

Ebert U., 1988: Measurement of Inequality: An Attempt at Unification and Generaliza-
tion. ,,Soc. Choice and Welfare”, No. 5, 147-169.

Ellsberg D., 1961: Risk. Ambiquity and Savage Axiomic. ,,Quarterly Journal of Eco-
nomics”, Vol. 75, 643-669.

Fiedor B., 2007: Wzrost zrbwnowazony w ekonomii gtéwnego nurtu i w ujeciu ekonomii
srodowiska. W: Zréwnowazony rozwoj w teorii ekonomii i w praktyce. A. Graczyk
(red.). Prace Naukowe Akademii Ekonomicznej im. Oskara Langego we Wroctawiu
nr 1190, 40-64.

Fishburn P., Rubinstein A., 1982: Time Preferences. ,,Internat. Economics Review”, Vol. 23,
677-694.

Fishburn P., Edwards W., 1997: Discount Neutral Utility Models for Denumerable Time
Streams. ,,Theory and Decision”, No. 43, 136-167.

Fleurbaey M., Michel P., 2003: Intertemporal Equity and Extensions of the Ramsey Criteri-
on. ,,Journal of Math. Economics”, Vol. 39, 777-802.

Gollier R., Zeckhauser R., 2005: Aggregation of Heterogeneous Preferences. ,,Journal of
Political Economy”, No. 113(4), 878-896.

Gollier Ch., 2008: Discounting with Fat-tailed Economic Growth. ,,Journal of Risk and
Uncertainty”, No. 37, 171-186.

Gollier C., 2010: Ecological Discounting. ,,Journal of Economic Theory”, No. 145, 812-829.

Hammond P.J., 1976: Equity, Arrow’s Conditions and Rawl’s Difference Principle.
,,Econometrica”, No. 44, 793-804.

Harvey Ch., 1995: Proportional Discounting of Future Costs and Benefits. ,,Mathemtics
of Operation Research”, No. 20, 381-399.

Harvey Ch., 1986: Value Functions for Infinite Period Planning. ,,Management Science”,
No. 32, 1123-1139.

Herrnstein R., 1961: Relative and Absolute Strength of Response as a Function of Fre-
quency of Reinforcements. ,,Journal of Exper. and. Behav.”, No. 4, 267-272.

Jech T., 1978: Set Theory. Academic Press, New York.

Kahneman D., Tversky A., 1979: Prospect Theory: An Analysis of Decision under Risk.
,,Econometrica”, Vol. 47, No. 2, 363-391.

Kirby K.N., Herrnstein R.J., 1995: Preference Reversals Due to Myopic Discounting of
Delayed Reward. ,,Psychological Science”, No. 6(2), 83-89.



156 Wojciech Rybicki

Koopmans T.C., 1960: Stationary Ordinal Utility and Impatience. ,,Econometrica”, No. 28,
287-309.

Krusell P., Smith A., 2003: Consumption — Savings Decisions with Quasi-geometric
Discounting. ,,Econometrica”, No. 71, 365-375.

Kulpa W., 2009: Topologia a ekonomia. Wydawnictwo Kardynata Stefana Wyszynskiego,
Warszawa.

Kydland F., Prescot E., 1977: Rules Rather than Discretion: The Inconsistency of Opti-
mal Plans. ,,Journal of Political Economy”, No. 85(3), 473-491.

Laibson D., 1997: Golden Eggs and Hyperbolic Discounting. ,,Quarterly Journal of Eco-
nomics”, No. 62, 443-479.

Lauwers L., 1995: Time — Neutrality and Linearity. , Journal of Mathematical Economics”,
No. 24, 342-351.

Lauwers L., Liedekerke L.V., 1997: Sacrificing the Patrol: Utilitarianism, Future Gener-
ations and Infinity. ,,Economics and Philosophy”, No. 13, 159-174.

Lauwers L., 1998: Intertemporal Objective Functions. Strong Pareto versus Anonymity.
,,Math. Social Sciences”, Vol. 35, 37-55.

Lauwers L., 2010: Ordering Infinite Utility Streams Comes of the Cost of a non-Ramsey
Set. ,,Journal of Mathematical Economics”, No. 46, 32-37.

Loewenstein G., Prelec D., 1992: Anomalies in Intertemporal Choice: Evidence and an
Interpretation. ,,Quarterly Journal of Economics”, No. 107, 573-597.

Machina M., 1983: Expected Utility Analysis without Independence Axiom.
,,Econometrica”, No. 50, 227-323.

Mathematical Social Sciences 2010, No. 59 (Special Issue on Sustainability).
Mathias A., 1977: Happy Families. ,,Annals of Pure and Applied Logic”, No. 12, 59-111.

Mazur J., 1987: An Adjusting Procedure for Studying Delayed Reinforcement. W:
M. Commins, J. Mazur, J. Nevin, H. Rachlin (eds.). ,,Quantitative Analyses of Be-
haviour”, No. 5, 55-73.

Neumann J. von, Morgenstern O., 1944: Theory of Games and Economic Behavior.
,,Princeton Univ. Press”, Princeton, NJ.

Nocetti D. i in., 2008: Properties of the Social Discount Rate in a Benthamite Framework
with Heterogeneous Degrees of Impatience. ,,Management Science”, No. 54(10),
1882-1886.

O’Donog’hue T., Rabin M., 1999: Doing It Now or Later. ,,The Americal Economic Re-
view”, No. 89(1), 103-124.

Phelps E., Pollak R.A., 1968: On Second-Best National Saving and Game-Equilibrium
Growth. ,,Review of Economic Studies”, No. 35(2).

Pitman E., 1980: Sub-exponential Distribution Functions. ,,Journal of Australian Math.
Society” (Series A), No. 29, 337-347.

Portney P.R., Weyant J.P. (eds.), 1999: Discounting and Intergenerational Equity. ,,Re-
sources for the Future” Washingon, DC.



Modelowanie preferencji a zagadnienia... 157

Prelec D., 2004: Decreasing Impatience: A Criterion for Non-stationary Time Preference
and ,,Hyperbolic” Discounting. ,,Scand. Journal of Economics”, No. 106, 511-532.

Prelec D., Loewenstein G., 1991: Decision-making over Time and under Uncertainty:
A Common Approach. ,Management Science”, No. 37, 770-786.

Price C., 2004: Hyperbole, Hypocrisy and Discounting that Slowly Fades Away. ,,Scan-
dinavian Forest Economics”, No. 40, 343-59.

Price C., 2005: How Sustainable Is Discounting? W: S. Kant, R.A. Berry (eds): Econom-
ics, Natural Resources, and Sustainability: Economics of Sustainable Forest Man-
agement. Kluwer, Dordrecht, 106-35.

Quiggin J., 1982: A Theory of Anticipated Ultility. ,,Journal of Econ. Behavior and Organ.”,
No. 3, 323-344.

Quiggin J., Horowitz J., 1995: Time and Risk. ,,Journal of Risk and Uncertainty”, No. 10,
37-55.

Rachlin H., Green L., 1972: Commitment, Choice and Self-Control. ,,Journal of Experi-
mental Analysis and Behavior”, No. 17, 15-22.

Ramsey F., 1928b: On a Problem of Formal Logic. ,,Proceedings of the London Mathe-
matical Society”, Series 2, 30.4, 339-384.

Ramsey F.P., 1928: A Mathematical Theory of Saving. ,,Economics Journal”, No. 38,
543-559.

Rawls J., 1970: The Theory of Justice. Oxford University Press, Oxford.

Read D., 2001: Is Time-Discounting Hyperbolic or Subadditive? ,,Journal of Risk and
Uncertainty”, No. 23, 5-32.

Reinschmidt K., 2002: Aggregate Social Discount Rate Derived from Individual Dis-
count Rates. ,,Management Science”, No. 48(2), 307-312.

Robson A., 2001: The Biological Basis of Economic Behavior. ,,Journal of Econ. Litera-
ture”, No. 39, 11-23.

Roemer J., Suzumura K., 2007: Intergenerational Equity and Sustainability. Palgrave
Macmillan, Houndmils-Basingstoke-Hampshire.

Rybicki W., 2009: Sprawiedliwos¢ miedzypokoleniowa i sekwencyjne modelowanie
preferencji. W: B. Fiedor, Z. Hockuba (red.): Nauki ekonomiczne wobec wyzwan
wspotczesnosci. PTE, Warszawa, 175-187.

Rybicki W., 2010a: O realokacji dobr i sprawiedliwo$ci migdzypokoleniowej. W: M. Kule-
sza, W. Ostasiewicz (red.): Pragmata Tes Oikonomias. AJD, Czgstochowa, Vol. 1V,
110-132.

Rybicki W., 2010b: O sprawiedliwo$ci miedzypokoleniowej (nota bibliograficzna).
W: J. Pociecha (red.): Aktualne zagadnienia modelowania i prognozowania zjawisk
spoteczno-gospodarczych. Studia i Prace Uniwersytetu Ekonomicznego w Krako-
wie nr 10, 141-155.

Rybicki W., 2011: Sprawiedliwo$¢ migdzypokoleniowa i ,.klopoty z dyskontowaniem
przysztosci”. W: Modelowanie i prognozowanie gospodarki narodowej. Prace i ma-
teriaty Wydzialu Zarzadzania Uniwersytetu Gdanskiego, z. 4/8, 151-165.



158 Wojciech Rybicki

Rybicki W., 2012: Discounting and Ideas of Intergenerational Equity and Sustainability.
»Operations Research and Decisions”, No. 22(1), 63-84.

Rybicki W., 2014: O preferencjach etycznych i wolno malejacych funkcjach dyskontuja-
cych. Artykut przygotowywany do druku w kwartalniku ,,Ekonomista”.

Sakai T., 2010: Intergenerational Equity and Explicit Construction of Welfare Criteria.
,.Social Choice and Welfare”, No. 35, 393-414.

Samuelson P., 1937: A Note on Measurement of Utility. ,,Review of Economic Studies”,
IV, 2, 155-161.

Savage L., 1954: The Foundations of Statistics. J. Wiley&Sons, New York.

Sen A.K., 1988: Freedom of Choice. Concept and Contents. ,,Eur. Econ. Review”, Vol. 32,
269-294.

Schmeidler D., 1987: Subjective Probability and Expected Utility without Additivity.
,,Econometrica”, No. 57, 571-587.

Sidgwick H., 1907: The Methods of Ethics. Macmillan, London (7th edition).
Sikora R.J., Barry B., 1978: Obligations to Future Generations. Temple, Philadelphia.

Solow R.M., 1974: Intergenerational Equity and Exhaustible Resources. ,,The Review of
Economic Studies”, Symposium, 29-45.

Special Issue on Discounting Dilemmias. ,,Journal of Risk and Uncertainty”, Vol. 37, No. 2/3.

Strotz R.M., 1955: Myopia and Inconsistency in Dynamic Utility Maximization. ,,Rev.
Econ. Studies”, No. 23, 165-180.

Svensson L., 1980: Equity among Generations. ,,Econometrica”, No. 48, 1251-1256.

Szpilrajn E. (Marczewski E.), 1930: Sur I’extension de 1’odre partiel. ,,Fundamenta
Mathematicae”, No. 16, 386-389.

Thaler R., 1981: Some Empirical Evidence on Dynamic Inconsistency. ,,Econ. Letters”,
No. 8, 201-207.

Weitzman M., 2007: A Review of the Stern Review of the Economics of Climate
Change. ,,Journal of Econ. Literature”, No. 45, 703-724.

Weitzman M., 2001: Gamma Discounting. ,,American Economic Review”, No. 91, 260-271.

Weitzman M., 1998: Why the Far — Distant Future Should Be Discounted at Its Lowest
Possible Rate. ,,Journal of Environmental Economic and Management”, No. 36,
201-208.

Weizsicker von C.C., 1965: Existence of Optimal Programs of Accumulation for an In-
finite Time Horizon. ,,Review of Economic Studies”, No. 32, 85-104.

Weymark J., 1981: Generalized Gini Inequality Indices. ,,Mathemat. Social Sciences”,
No. 1, 409-430.

Yaari M., 1987: The Dual Theory of Choice under Risk. ,,Econometrica”, No. 55, 95-115.

Zame W.R., 2007: Can Intergenerational Equity Be Operationalized. ,,Theoretical Eco-
nomics”, No. 2, 187-202.

Zylicz T., 2001: Wiara i nauka a sprawiedliwo$¢ miedzypokoleniowa. W: U progu trzeciego
tysiaclecia. A. Biatecka, J.J. Jadacki (red.). Wyd. Naukowe Semper, Warszawa.



Modelowanie preferencji a zagadnienia... 159

PREFERENCE’S MODELING AND PROBLEMS
OF SUSTAINABLE DEVELOPMENT

Summary

In the paper the selected review of main research directions and basic statements
from the area of evaluations and comparisons of long-term project is given as well as —
questions concerning an adjustment of discounting functions to the “true” fluctuations of
individual preferences (in the passage of time) are asked. The above research is carried
out in two (complementary) planes. At first the analyses of preorders in sets of infinite
sequences of (instantaneous) utilities are shortly reported. The subject of the second part
of the article is an identification of the analytical shapes of the “exact” and “just-
intergenerational” discounting functions.



