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Wstep

W ostatnich latach coraz czgsciej do opisu kondycji finansowej podmiotow
gospodarczych stosuje si¢ podejscie oparte na ratingach. Podmioty gospodarcze,
np. banki, panstwa, kredytobiorcy, sg grupowane w skonczong liczbe klas obiek-
tow o podobnej kondycji finansowej opisywanych za pomoca skal ratingowych.
Ratingi wyznaczaja dyskretng przestrzen stanow. Prawdopodobienstwa przejscia
elementéw miedzy klasami sa opisywane przez tzw. macierze migracji. Macie-
rze migracji stosowane w ryzyku kredytowym sa macierzami przejscia dyskret-
nych tancuchéw Markowa z jednym stanem pochtaniajacym, stanem niewypta-
calnosci (,,default”). Sa to macierze diagonalnie dominujace, a ich najwigksza
warto$¢ wlasna wynosi 1. Macierze migracji stosowane w ubezpieczeniach ko-
munikacyjnych lub badaniu profilu uzytkownikoéw kart kredytowych sg macie-
rzami regularnymi [losifescu 1987, s. 96].

W niniejszym artykule przedstawiono przyklady zastosowania macierzy
migracji w szacowaniu ryzyka kredytowego, w ubezpieczeniach Bonus-Malus
oraz w badaniu zmian zachowan uzytkownikow kart kredytowych.

1. Zastosowanie macierzy migracji w szacowaniu
ryzyka kredytowego

Nowe Umowy Kapitalowe (Basel II/IIl) zaostrzyty zasady zarzadzania ry-
zykiem i wprowadzily mozliwos$¢ wykorzystywania przez banki systemow IRB,
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czyli wewnetrznych systemow ratingowych, do celow wyznaczania zabezpie-
czenia kapitatlowego oraz do wyznaczania wewnetrznych miar ryzyka. Podejscie
IRB wymaga szacowania indywidualnych PD (prawdopodobienstw migracji do
stanu niewyptacalno$ci) dla kazdego kredytobiorcy. W ramach tego podejScia sg
wykorzystywane macierze migracji szacowane na podstawie danych historycz-
nych, ktérymi dysponuje bank.

W artykule oparto si¢ na ratingu obejmujacym 8 standw [Saunders 2001, s. 21],
przy czym AAA oznacza najwyzsza klase ratingowa, a D stan niewyptacalnosci (de-
fault). Prawdopodobienstwo p,; przejscia z dowolnego stanu 7 do stanu j w okresie

od #-1 do  jest liczone jako stosunek 7, liczby elementow, ktore przeszly ze stanu i

l

do stanu j, do ilosci wszystkich elementow, ktore wyszly ze stanu i, tj. Z n;=N,:
j

Py =~ (1

Prawdopodobienstwa przej$cia wyznaczane wedlug wzoru (1) sa obliczane na
podstawie ratingdéw dla dwoch wybranych dat. Nie sg brane pod uwage zmiany
stanow wewnatrz okresu. T. Schuermann wprowadzil nastepujacy estymator
prawdopodobienstw przejécia z uwzglednieniem T okreséw:

T
) zlnu (®)
pyp=—r=F—— 2)
N, 2 N,0)

gdzie N,(t)= Zny (t) oznacza sumaryczng liczbe migracji ze stanu i w okre-
j
sie t-1 do 1, za§ n; (t) oznacza liczbe elementdéw, ktore przeszly ze stanu i do

stanu j w okresie -/ dot, dla t <7, te€ N.

Macierze migracji wykorzystywane w ryzyku kredytowym sg macierzami
tancuchow pochlaniajacych. Stad z czasem prawdopodobienstwo migracji do
stanu D nawet z najwyzszej klasy wynosi 1. Porownanie macierzy migracji wy-
znaczonych na podstawie tych samych danych kilkoma metodami [Grzybowska,
Karwanski 2011] pokazalo, ze chociaz macierze te nie rdznily si¢ bardzo pod
wzgledem réznych miar matematycznych, roéznity si¢ znacznie pod wzgledem
predkosci zbieznosci do stanu D (od 5 do 12 okreséw dla migracji ze stanu
CCC). Uzyskane wyniki $wiadcza o duzej niestabilno$ci metod szacowania ma-
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cierzy. Istotnym problemem dotyczacym macierzy migracji jest zalezno$¢ od
stanu gospodarki. W niniejszym artykule, opierajac si¢ na rzeczywistych ma-
cierzach migracji oszacowanych dla r6znych stanéw gospodarki USA (recesja i
ekspansja), pokazujemy, jak z czasem zmienia si¢ predkos$¢ zbieznos$ci do stanu
niewyptacalnosci dla kolejnych klas ratingowych oraz jak macierze migracji
wplywaja na szacowanie wartosci zagrozone;.

1.1. Opis danych

Do analizy wykorzystano rzeczywiste kwartalne macierze migracji [Bangia,
Diebold, Schuermann 2000, s. 28], ktére przeliczono na macierze prawdopodobienstw
przejscia w jednym roku. Przez E oznaczamy jednoroczng macierz migracji dla stanu
ekspansji gospodarczej (tabela 1), za$ przez R macierz dla stanu recesji (tabela 2).

Tabela 1
Roczna macierz migracji dla okresu ekspansji (macierz E)
AAA AA A BBB BB B ccc D
AAA 0,9297 0,0628 0,0057 0,001 0,0008 0,0001 0 0

AA 0,0057 0,9257 0,0609 0,0056 0,0006 0,0012 0,0003 0,0001
A 0,0008 0,0201 0,9265 0,0451 0,0049 0,0025 0,0001 0,0001
BBB 0,0004 0,0031 0,0548 0,8855 0,0448 0,0096 0,0009 0,0011
BB 0,0004 0,0013 0,0086 0,0689 0,8287 0,0793 0,0064 0,0064

B 0 0,0008 0,003 0,0056 0,0599 0,8511 0,0406 0,039
ccc 0,0016 0,0002 0,0065 0,0081 0,0177 0,1108 0,5837 0,2716
D 0 0 0 0 0 0 0 1
Tabela 2

Roczna macierz migracji dla recesji gospodarczej (macierz R)

AAA AA A BBB BB B CCC D

AAA 0,9222 0,0653 0,012 0,0005 0,0001 0 0 0

AA 0,0067 0,8828 0,1009 0,0059 0,0034 0,0001 0 0
A 0,0009 0,0319 0,868 0,093 0,0058 0,0002 0 0,0002
BBB 0,0015 0,0021 0,04 0,8658 0,0818 0,0035 0,0006 0,0047
BB 0 0,0023 0,0031 0,049 0,817 0,0936 0,0155 0,0194
B 0 0,0022 0,0023 0,0045 0,0249 0,8173 0,0672 0,0816
CCccC 0 0 0 0,0001 0,0004 0,0355 0,5382 0,4258

D 0 0 0 0 0 0 0 1
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Poréwnujac wyrazy macierzy E (tabela 1) i R (tabela 2), zauwazamy, ze
w okresie recesji znacznie wyzsze sa prawdopodobienstwa migracji do stanu
niewyptacalnosci, z wyjatkiem dwoch najwyzszych klas ratingowych. Wyrazy
na przekatnej macierzy migracji dla okresu recesji (macierz R), czyli prawdopo-
dobienstwa, ze kredytobiorcy nie zmienig klasy w ciggu kolejnego roku, sg niz-
sze niz odpowiednie wyrazy macierzy dla okresu ekspansji (macierz E). Dla
okresu recesji nie zaobserwowano zajscia skrajnych wydarzen, czyli migracji
z wysokich klas ratingowych do niskich i odwrotnie, na co wskazuje wyrazna
koncentracja dodatnich warto$ci prawdopodobienstw wokot przekatnej. Oznacza
ona, ze prawdopodobna jest migracja tylko do najblizszych stanow.

1.2. Zastosowanie macierzy migracji do wyznaczania PD

Na podstawie prawdopodobienstw PD wylicza si¢ ryzyko kredytowe. Miary
ryzyka odnosza si¢ do okreslonego horyzontu czasowego. W praktycznych za-
stosowaniach réznego rodzaju wskazniki opierajace si¢ na prawdopodobienstwie
zmiany ratingu klienta sg liczone dla okresu jednego roku. Tym samym warto$¢
ryzyka jest wykorzystywana do liczenia miar biznesowych, takich jak np. do-
chodowo$¢, gdzie trzeba uwzgledni¢ prognozy prawdopodobienstwa zmian ra-
tingu w ciggu calego okresu ,,zycia” klienta. Stad niezbgdne sa modele pozwala-
jace szacowac dynamike¢ zmian macierzy migracji. W ramach teorii tancuchow
Markowa macierze przejscia stanowia grupe; zmiany macierzy przejscia w da-
nym okresie wylicza si¢ mnozac macierze przejs¢ dla okresow posrednich.
W szczegdlnosci wyrazy n-tej potegi jednorocznej macierzy migracji oznaczaja
prawdopodobienstwa przej$cia w n-tym roku.

Do celow prognostycznych wyznaczono kolejne potggi macierzy jednorocz-
nych. Obliczono 5 kolejnych poteg macierzy R i E. Istotne z punktu widzenia sza-
cowania ryzyka wartosci zostaly przedstawione w tabelach 3 i 4. Otrzymane dla obu
stanéw gospodarki macierze przej$cia w n krokach, n =1, 2, 3, 4, 5, maja malejace
wyrazy na przekatnych, przy czym kolejne potegi macierzy R maja wartosci nizsze
niz odpowiednie potegi macierzy E. Jednocze$nie stosunkowo szybko rosna warto-
$ci w ostatnich kolumnach poteg macierzy, ktére sa prawdopodobienstwami migra-
cji do stanu niewyptacalnosci w kolejnych latach. Wzrost wartosci jest szczegolnie
szybki dla nizszych klas ratingowych w okresie reces;ji (tabela 4). W szczegdlnosci
prawdopodobienstwo migracji do stanu D w ciggu 5 lat dla kredytobiorcy przypisa-
nego do klasy CCC wynosi az 90%. Ze wzgledu na wysokie prawdopodobienstwa
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migracji do stanu D w stosunkowo krétkim okresie nizsze klasy ratingowe okresla
si¢ mianem spekulacyjnych lub nieinwestycyjnych.

Wykorzystujac macierz fundamentalng pochtaniajacego tancucha Markowa
[losifescu 1987, s. 96] dla macierzy przejscia E i R, mozemy wyznaczy¢ $rednia
liczbe lat, ktora uptynie do momentu znalezienia si¢ kredytobiorcy w stanie nie-
wyplacalnosci. Wartosci z tabeli 5 $wiadcza o tym, ze w obu przypadkach okres
ten jest bardzo dtugi dla wyzszych klas ratingowych. Jednoczes$nie w czasie re-
cesji gospodarczej $rednia liczba lat przed przejsciem do stanu niewyplacalnosci
wynosi zaledwie 3 lata dla kredytobiorcy przypisanego do klasy CCC i 12 dla
kredytobiorcy przypisanego do klasy B.

Tabela 3
Wyrazy kolejnych poteg jednorocznej macierzy migracji wyznaczonej dla stanu ekspansji gospodarczej
Wyrazy na przekatnej Wyrazy z ostatniej kolumny
klasa | n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
AAA | 0,9297 | 0,8647 | 0,8046 | 0,749 | 0,6975 0 0 0,0001 | 0,0002 | 0,0003

AA | 09257 | 0,8585 | 0,7977 | 0,7426 | 0,6927 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0007 | 0,0012 | 0,0018
A | 09265 | 0,8622 | 0,8057 | 0,756 | 0,7122 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0009 | 0,0018 | 0,0029

BBB | 0,8855 | 0,7897 | 0,7093 | 0,6416 | 0,5842 | 0,0011 | 0,003 | 0,0057 | 0,0093 | 0,0136
BB | 0,8287 | 0,6947 | 0,5894 | 0,5062 | 0,4399 | 0,0064 | 0,0166 | 0,0298 | 0,0451 | 0,0619
B 0,8511 | 0,7337 | 0,6391 | 0,5617 | 0,4974 | 0,039 | 0,0836 | 0,1288 | 0,1722 | 0,2126

CCC | 0,5837 | 0,3453 | 0,2083 | 0,1291 | 0,0829 | 0,2716 | 0,4346 | 0,5348 | 0,5986 | 0,641
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabela 4
Wyrazy kolejnych poteg jednorocznej macierzy migracji wyznaczonej dla stanu recesji gospodarczej
Wyrazy na przekatnej Wyrazy z ostatniej kolumny
Klasa | n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
AAA | 09222 | 0,8509 | 0,7855 | 0,7255 | 0,6705 0 0 0 0,0001 | 0,0003

AA | 0,8828 | 0,783 | 0,6977 | 0,6246 | 0,5617 0 0,0001 | 0,0005 | 0,0011 | 0,0021
A 0,868 | 0,7604 | 0,6722 | 0,5996 | 0,5395 | 0,0002 | 0,0009 | 0,0024 | 0,0046 | 0,0079

BBB | 0,8658 | 0,7574 | 0,6691 | 0,5966 | 0,5366 | 0,0047 | 0,0109 | 0,0193 0,03 0,0433
BB 0,817 | 0,6739 | 0,5612 | 0,4721 | 0,401 | 0,0194 | 0,0497 | 0,0874 | 0,1294 | 0,1735
B 0,8173 | 0,6727 | 0,5569 | 0,4634 | 0,3873 | 0,0816 | 0,1774 | 0,2721 | 0,3591 | 0,4361

CCC | 0,5382 | 0,2921 | 0,1604 | 0,0897 | 0,0515 | 0,4258 | 0,6579 | 0,7862 | 0,8586 | 0,9007
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Tabela 5
Srednia liczba lat przed migracja do klasy D z kolejnych klas ratingowych
AAA AA A BBB BB B CCC
Recesja 71 60 51 40 24 12 3
Ekspansja 162 150 138 120 91 59 27

Uzyskane wyniki wydaja si¢ wskazywac¢ na horyzonty czasowe przekracza-
jace granice stosowane w praktyce. Jednakze bank powinien prognozowac ryzy-
ko na okres czasowy, ktory pozwoli na ewentualng zmiang struktury portfela.
Dla produktow tzw. portfela bankowego (np. tradycyjnych produktéw, takich
jak kredyty) oznacza to okres kilku, a nawet kilkunastoletni. Niektore produkty
wymagaja modeli szacujacych ryzyko na okres kilkudziesigciu lat.

1.3. Zastosowanie macierzy migracji do obliczania wartos$ci zagrozonej

Pomiar ryzyka kredytowego jest oparty na rozkladzie zyskow i strat, zwanym da-
lej dla uproszczenia rozktadem strat, zwigzanych z handlem produktami finansowymi.

Z biznesowego punktu widzenia ryzyko kredytowe oznacza koszt finanso-
wania kredytow i sktada sie z dwoch skladowych. Pierwsza to koszt zwigzany
bezposrednio ze stratami wynikltymi z niewywigzywania si¢ klientow ze swoich
zobowigzan, tj. przej$cia do stanu niewyptacalnosci, i jest mierzona warto$cia
oczekiwang strat. Warto$¢ oczekiwana oznacza rzeczywista strate w dilugim
okresie czasowym i musi by¢ traktowana jako bezposredni koszt. Druga sktado-
wa jest zwigzana z konieczno$cig utrzymywania rezerw gwarantujacych ,,bez-
pieczne prowadzenie dzialalno$ci”, czyli tzw. kapitatu ekonomicznego. Kapitat
ten mozna traktowac jako zrédlo finansowania w przypadku wystapienia fluktu-
acji np. strat katastroficznych, ktére w dlugim okresie wchodzg do Sredniej, ale
w krétkim okresie musza by¢ dodatkowo pokryte z odpowiednich rezerw.
Sktadnik ten w ramach metodologii zwanej ,,warto$cig zagrozong” jest mierzony
na podstawie rozktadu strat.

Warto$¢ oczekiwang strat najczesciej wyznacza si¢ za pomocg modeli sco-
ringowych, czyli modeli regresyjnych pozwalajacych wyznaczy¢ §rednig warun-
kowa, gdzie czynnikami kontrolnymi sg odpowiednie atrybuty klienta. Pomiar
czescei drugiej, w ramach metodologii wartosci zagrozonej, polega na wyznacze-
niu odpowiedniego percentyla straty. Z uwagi na krytyczne znaczenie strat nie-
oczekiwanych (katastroficznych) nadzor bankowy ustanowit $cistg warto$¢ dla
tego percentyla, a mianowicie 99%.
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Istnieje kilka modeli wyliczania percentyla rozktadu strat. W niniejszym ar-
tykule skupimy uwage na modelach wyznaczania wartosci zagrozonej opartych
na macierzy migracji [Gupton, Finger, Bhatia 1997]. Jednym z popularnych mo-
deli nalezacych do tej klasy jest tzw. CreditMetrics Model.

Teoretyczng podstawe tego modelu stanowi teoria wyceny wartosci firmy
zaproponowana przez Mertona [Hull, Nelken, White 2004]. Wedlug Mertona
zdolno$¢ kredytowa przedsiebiorstwa mozna wyznaczy¢ porownujac wartosc je-
go aktywow 1 pasywow. Pasywa s3 w modelu Mertona warto$cia stata, nato-
miast aktywa mozna przedstawi¢ w postaci procesu stochastycznego zaleznego
od czasu t. Na podstawie prostych analogii Merton pokazat, Ze proces ten moze
mie¢ posta¢ geometrycznego ruchu Browna. Mozna wigc zapisa¢ warto$¢ akty-
WOW A, W postaci rownania;

Ay = Agexp {(u - %2) t+ J\/th} 3)

gdzie A4, jest stala skalujaca, za§ Z, ~ N( u,0°) zmienng losowa (o rozkladzie
normalnym).

d
W modelu Mertona stopa zwrotu na aktywach % ma rozktad normalny.
t

Niewyplacalno$¢ nastepuje wowczas, gdy wartos¢ aktywow A, spada ponizej
pewnej granicy zwigzanej z wartoscig pasywow.

Model CreditMetrics rozszerza podejscie Mertona, wprowadzajac zmien-
no$¢ jakosci aktywow w sposob zgodny z systemem ratingowym. Polega to na
wprowadzeniu zakresu wartosci (tzw. klas) do rozktadu aktywow w taki sposob,
aby prawdopodobienstwa przej$¢ miedzy klasami replikowaty prawdopodobien-
stwa migracji migdzy klasami ratingowymi. Innymi stowami sprowadza si¢ to
do wyznaczenia parametroéw rozktadu aktywow A, u i o° na bazie macierzy mi-
gracji [Crouhy, Galai, Mark 2001, s. 315-355]. W nomenklaturze CreditMetrics
aktywa sg nazywane portfelem.

Produkty bankowe, ktére moga wchodzi¢ w sklad portfela, to przede
wszystkim tzw. transakcje bazowe, w ktorych przeptywy finansowe odbywaja
si¢ w okreslonych momentach czasowych. Inne typy transakcji s3 mapowane na
transakcje bazowe z uzyciem metody tzw. replikacji. Wycena wartosci produktu
zalezy w modelu zaro6wno od klasy ratingowej, jak i od struktury terminowej
ptatnosci poprzez wprowadzenie wspotczynnikow dyskonta pozwalajacych
przelicza¢ warto$ci przeptywow pienieznych w réznych punktach czasowych.
Jest to szczegoOlnie istotne w sytuacji, gdy chcemy pokaza¢ roéznice ryzyka port-
fela w roznych stanach gospodarki.
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W ponizszym przyktadzie zalozono, ze bank ma portfel X sktadajacy sie
z obligacji opisanych w tabeli 6.

Tabela 6
Atrybuty obligacji wchodzacych w sktad portfela X
D Klasa Kupon (warto$¢ prze- | Zapadalno$¢ | Warto$¢ nomi- | Warto$¢ na koniec
ratingowa | plywu pieni¢znego) (w latach) nalna PLN roku PLN
Obligacia MMM | BBB 3.00% 4 4 000 000 3696 142.1
Obligacja XTX A 1.00% 2 2 000 000 1943 190.7
Obligacja YYY CcC 10.00% 3 1 000 000 1010 581.7

Wartos¢ portfela X jest sumg wartosci poszczegdlnych sktadowych (obligacji).
Musimy uwzgledni¢ zaréwno prawdopodobienstwo przeplywdéw finansowych
zwigzanych z ,kuponami” odzwierciedlone w macierzy migracji pomiedzy klasami
ratingowymi, jak i fakt, ze przeplywy finansowe nastgpuja w réznych punktach cza-
sowych. Za krzywa dyskontowg przyjmijmy funkcj¢ stata Dyskonto, = 0,06 — ta-
ka struktura stop procentowych pozwala na wyrazenie wyniku w kategorii testow
warunkow skrajnych, czyli zmian ryzyka przy zmianie wartosci tej funkcji.

Aby obliczy¢ ryzyko, czyli $rednig strat¢ oraz 99% percentyl strat (wartos¢
zagrozong) w horyzoncie czasowym 1 roku, trzeba wyznaczy¢ rozktad wartosci
poszczegblnych obligacji w tym okresie. Przy zatozeniu, ze roczne stopy zwrotu
obligacji maja rozktad normalny (co wynika z modelu Mertona), mozna osza-
cowac parametry rozktadu portfela na podstawie wartos$ci $rednich i macierzy
migracji. Warto$¢ srednia strat jest sumg wartosci Srednich strat poszczegolnych
obligacji, natomiast warto$¢ zagrozona portfela liczy si¢ na podstawie macierzy
migracji: metodg symulacyjng Monte Carlo lub metodg uproszczong za pomoca
aproksymacji rozktadem normalnym.

W ponizszych obliczeniach poréwnano warto$ci ryzyka dla dwoch stanow
ekonomii: cyklu recesji (R) i cyklu ekspansji (E), wyznaczone z zastosowaniem
obu metod.

W tabeli 7 przedstawiono obliczenia dla portfela X opisanego w tabeli 6. War-
to$¢ zagrozona dla recesji jest wyraznie wyzsza niz dla stanu ekspansji gospodarcze;.

W przypadku rzeczywistych portfeli okazuje sig, ze stany gospodarki
wplywaja nie tylko na prawdopodobienstwa migracji pomiedzy réznymi klasa-
mi, ale rowniez na wspotczynniki dyskontujace. Warto$¢ tych wspodtczynnikdéw
spada w trakcie recesji. Ma na to wplyw zaréwno polityka banku centralnego
(decyzje polityki pienigznej), jak i ogdlne zapotrzebowanie na $rodki finansowe.
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Tabela 7
Poréwnanie ryzyka (wartosci zagrozonych) dla réznych standw gospodarki — cykl ekspans;ji i recesji
Parametry ryzyka Y
Cykl ekspansji Wartos¢
Wartos¢ $rednia 6504 607,13
Odchylenie stand. 349 112,91
Value at Risk (99% perc.) 6790 857,02
Value at Risk (Normal approximation) 7316 765,20
Parametry ry‘z'yka Wartosé
Cykl recesji
Wartos¢ $rednia 6146 635,78
Odchylenie stand. 630 656,28
Value at Risk (99% perc.) 6 871 216,25
Value at Risk (Normal approximation) 7613 761,67

Zmiany makroekonomiczne wptywaja na zmiany prawdopodobienstw mi-
gracji pomiedzy klasami ratingowymi, dlatego do modelowania ryzyka w okre-
sach ,,ekspansji” i ,,recesji” trzeba uzy¢ innych macierzy. Z drugiej strony zmia-
ny gospodarcze wptywaja na stopy dyskontowe. Oba efekty wzmacniajg sig,
wplywajac na warto$¢ portfela.

Na rysunku 1 przedstawiono wykresy zmian wartosci portfela X spowodo-
wane zmianami stop dyskontowych w cyklu recesji i ekspansji [Bluhm, Over-
beck, Wagner 2003]. Linia czerwona i niebieska odpowiadaja sytuacji opisywa-
nej przez rézne macierze migracji z uwzglednieniem zmian stop dyskontowych.
Zmiany stop uzyte w ponizszych symulacjach maja posta¢ tzw. przesunig¢ row-
nolegtych, tzn.:

Dyskontol*®V¢ = Dyskontof'®® + A 4)

Warto zwroci¢ uwage, ze w naszym modelu réznica wartosci ryzyka w roz-
nych cyklach gospodarczych wynikajagca ze zmian macierzy migracji jest po-
rownywalna z przesunieciem stop dyskontowych o 1%. Jednoczesnie daje to od-
powiedz na pytanie, w jaki sposob rézne macierze migracji moga wptywaé na
warto$¢ portfela w sytuacji zmian w otoczeniu ekonomicznym banku.
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Rys. 1. Zmiany poziomu ryzyka (warto$ci zagrozonej) w funkcji zmian stop dyskonta w réznych stanach cyklu
gospodarczego

2. Zastosowanie macierzy migracji w systemach
komunikacyjnych typu Bonus-Malus

System Bonus-Malus jest systemem ratingowym stosowanym w ubezpiecze-
niach komunikacyjnych do korekty ceny produktéw komunikacyjnych. W tym sys-
temie przejscia miedzy klasami zaleza od liczby szkdd, jakie ponidst ubezpieczony
w danym okresie sktadkowym (roku) [Denuit, Maréchal, Pitrebois 2007, s. 165-178;
Lemaire 1998]. Systemy Bonus-Malus byly omawiane w publikacjach polskoje-
zycznych [Miszczynska, Miszczynski 2006, s. 387-398; Podgorska 2008, s. 206-231].
Macierze przejscia systemOow Bonus-Malus sg macierzami regularnymi. Z cza-
sem ich potegi stabilizujg sic wokot pewnego poziomu rownowagi, odpowiada-
jacego oczekiwanej liczbie szkod w ciagu roku.

Do analizy wykorzystano dane jednego z duzych amerykanskich towa-
rzystw ubezpieczeniowych dotyczace 1500 ubezpieczonych w 4 kolejnych la-
tach obejmujacych okres 2000-2003. Dane pochodzily z systemu B-M z 13 kla-
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sami typu +1/-3, tzn. kazdy rok bezszkodowej jazdy powodowat przesuniecie
ubezpieczonego o jedng klasg w gore, za$ zgloszenie co najmniej jednej szkody
przesuwalo ubezpieczonego o 3 klasy w dot. Ze wzgledu na brak informacji o sza-
cowaniu prawdopodobienstwa wystapienia szkody wyznaczono macierze migra-
cji, wykorzystujac wzor (2) (tabela 8). Nastepnie wyznaczono wektor stacjonar-
ny dla oszacowanej macierzy przejécia jako lewy unormowany wektor wtasny
odpowiadajacy jej najwickszej wartosci wlasnej (tabela 9).

Tabela 8

Macierz migracji sytemu B-M
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Tabela 9
Wektor stacjonarny

[ 001 ] 002 [002] 004 | 009 [ 0,13 | 046 [078] 1,00 | 532 | 499 | 465 | 8249 |

Wyrazy wektora stacjonarnego opisuja dlugookresowe zachowanie ubezpie-
czonych. Otrzymane wartos$ci sugeruja, ze z czasem, niezaleznie od klasy poczat-
kowej, okolo 82,5% ubezpieczonych znajdzie si¢ w ostatniej, najwyzszej klasie
znizkowej. Tendencje do koncentracji ubezpieczonych w najwyzszych klasach
znizkowych wykazuje wiele systemow B-M. Wektor stacjonarny jest wykorzysty-
wany do wyznaczania miar efektywnosci systemu B-M, poréwnywania roéznych
systemow B-M oraz obliczania tzw. §redniego stacjonarnego poziomu sktadki.
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3. Zastosowanie macierzy migracji w badaniu
profili uzytkownikéw kart kredytowych

Posiadacze kart kredytowych, ktorzy przynosza zyski bankowi, np. sptaca-
jac z opdznieniem swoje zobowigzania, sa dzieleni na trzy grupy, w zaleznosci
od sposobu wywiazywania si¢ ze swoich zobowigzan:

1. Transaktorzy (T).
2. Rewolwery (R).
3. Kilienci ekonomiczni (convenience user, swingerzy (S) [Berry, Linoff 2011, s. 580].

Do grupy okreslanej mianem ,,Transaktorzy” naleza osoby, ktore maja duze sal-
do na karcie, ale regularnie sptacaja swoje zobowigzania. Mianem ,,Rewolweréw”
okresla si¢ posiadaczy kart kredytowych, ktorzy maja duze saldo na karcie, ale nie
sptacajg zadluzenia regularnie. ,,Klienci ekonomiczni” charakteryzuja si¢ rzadkimi, ale
duzymi transakcjami, ktore sptacajg przez dhuzszy czas, ponoszac koszty odsetek.

Tabela 10
Macierz A migracji profili uzytkownikéw kart kredytowych
R S T
R 0,8972 0,1028 0
S 0,3289 0,3896 0,2815
T 0 0,0720 0,9280

Dane dotyczyty 2100 posiadaczy kart kredytowych, ktérych przynaleznosé¢
do klas byta weryfikowana co 3 miesigce (okresy 3-miesigczne). Do analizy wy-
korzystano 12 okreséw, przy czym pierwszy okres byt dla wszystkich poczat-
kowym okresem uzywania karty. Na podstawie danych wyznaczono macierz
migracji A wedlug wzoru (2) (tabela 10). Poniewaz macierz przejscia uzytkow-
nikow kart kredytowych jest macierzg regularna, zachowanie dlugookresowe
mozna bada¢ wykorzystujac rozktad stacjonarny.

Tabela 11
Unormowany lewy wektor wtasny odpowiadajacy najwigkszej wartosci wtasnej macierzy przej$cia A
R 0,3945
S 0,1233
T 0,4821

Otrzymany wektor wlasny macierzy A (tabela 11) sugeruje, ze z czasem, nieza-
leznie od poczatkowej klasyfikacji, okoto 40% uzytkownikéw kart bedzie ,,Rewolwe-
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rami”, 48% ,,Transaktorami” i tylko 12% ,,Klientami ekonomicznymi”. Zbiezno$¢ ko-
lejnych potgg macierzy migracji do rozktadu stacjonarnego jest bardzo wolna.

Podsumowanie

Macierze migracji s3 powszechnie stosowane w zarzadzaniu ryzykiem kredy-
towym. W artykule przedstawiono ich wykorzystanie do wyznaczania prawdopodo-
bienstw przejscia do stanu niewyplacalno$ci w zadanym horyzoncie czasowym dla
réznych stanow gospodarki. Pokazano takze, jak macierze migracji wyznaczane dla
roznych standw gospodarki wptywaja na szacowanie wartoSci zagrozonej (ryzyka).
Wartos$¢ zagrozona jest wicksza w okresie recesji. Na zwigkszenie ryzyka ma wptyw
zar6wno posta¢ macierzy migracji, jak i zmiana stop dyskontowych.

Macierze migracji sg takze stosowane w systemach ubezpieczen komunika-
cyjnych typu Bonus-Malus oraz w ubezpieczeniach zdrowotnych. Przyjmuje sie,
ze migracje podmiotow sg opisywane przez macierze przejscia jednorodnych
fancuchow Markowa pierwszego rzedu. Nie wszystkie dane rzeczywiste, z kto-
rymi mielismy okazj¢ si¢ zetknaé, potwierdzajg t¢ zasadg. W szczegdlnosci, w
konteks$cie macierzy migracji stosowanych w ryzyku kredytowym, sa spotykane
rozne odstgpstwa od przyjetego standardu. Spora czgs¢ kredytobiorcow, ktorzy stali
si¢ niewyptacalni, po spetieniu pewnych zobowigzan powraca do bazy danych
z wysokim ratingiem. Oznacza to, ze stan D nie jest pochtaniajacy. Wyznaczone
przez nas macierze na podstawie danych rzeczywistych nie byly diagonalnie domi-
nujace. W praktyce jest widoczna wyrazna tendencja opisywana w literaturze jako
,rating drift” [Bangia, Diebold, Schuermann 2000, s. 21-25]. Oznacza to, Z¢ istnieje
potrzeba poszukiwania innych modeli macierzy migracji, ktore nie sg oparte na teo-
rii jednorodnych tancuchow Markowa pierwszego rzgdu.
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MIGRATION MATRICES AND THEIR
APPLICATION IN RISK MANAGEMENT

Summary

Migration matrices are widely used in various areas of risk management. In credit
risk management an obligor is assigned to one of several rating classes and his future rat-
ing is determined by a transition matrix of a Markov chain. The probability that an obli-
gor will change his credibility can be read off a migration matrix. The most important
aspect of credit risk management is estimation of the probability that the obligor will not
be able to meet his financial commitments, i.e., estimation of the probability of his de-
fault. The other field were migration matrices are used are insurance Bonus-Malus sys-
tems. The aim of the paper is to present applications of migration matrices in credit risk
management, automobile insurance and in investigation of credit card users profiles.



