Krzysztof Targiel

Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

MODELOWANIE ZMIAN ZMIENNYCH STANU
W MODELU DWUMIANOWYM DO CELOW
WYCENY OPCJI REALNYCH'

Wprowadzenie

Najpowszechniej stosowanym podejsciem w wycenie opcji realnych jest
wykorzystanie drzewa dwumianowego metoda zaproponowang przez Coxa,
Rossa i Rubinsteina [1979]. Przyjmuje si¢, ze warto$¢ opcji zalezy od pewnej
wielko$ci ekonomicznej nazywanej zmienng stanu. Dodatkowa warto$¢ sytuacji
opcyjnej wynika z faktu, iz zmienna stanu porusza si¢ w pewnym procesie sto-
chastycznym, mogac dzigki temu osiggna¢ korzystne warto$ci. Metoda drzew
dwumianowych polega na pokryciu tego procesu drzewem, w ktorym za kazdym
razem warto$¢ zmiennej stanu moze wzrosna¢ lub spas¢. Utworzony graf warto-
$ci jest drzewem, w weztach ktérego znajduja si¢ rozwazane warto$ci zmiennej
stanu, natomiast tuki pokazuja mozliwe przejscia pomigdzy tymi warto$ciami.
Bardzo istotne jest wtasciwe dopasowanie drzewa dwumianowego. Jest to jeden
pierwszych etapdw wyceny opcji realnych. Jest dokonywany na podstawie histo-
rycznych danych procesu stochastycznego. Niniejszy artykul jest poswiecony
problemowi doboru parametrow drzewa dwumianowego.

Rozdzial pierwszy przedstawia istotg problemu. Na podstawie kilku przy-
ktadow pokazujacych niewtasciwie dobrane drzewa jest zobrazowana waga pro-
blemu. Kolejny rozdziat przedstawia rozwazane w literaturze przedmiotu mode-
le procesow stochastycznych. Wybor odpowiedniego procesu stochastycznego
ma decydujgce znaczenie dla sposobu obliczania weztow drzewa dwumianowe-
g0, co jest przedmiotem kolejnego rozdziatu. Cato§¢ konczy przyktad oblicze-
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niowy doboru drzewa dwumianowego do rzeczywistego szeregu czasowego
przedstawiajgcego kurs wymiany euro do PLN. Przyktad oparto na danych histo-
rycznych, dzigki czemu byta mozliwa weryfikacja procedury.

1. Drzewa dwumianowe

Drzewo dwumianowe, ktérego przyktad pokazano na rys. 1, petni role swo-
istego scenariusza mozliwych zmian zmiennej stanu. Rozpatruje si¢ tylko wzrost
w stopniu u oraz spadek warto$ci w stopniu d. Rozwazania rozpoczyna si¢ od
znanej obecnej warto$ci zmiennej stanu (X). Na podstawie historii zmian tej
wielkos$ci nalezy ustali¢ odpowiednie wartosci u oraz d. Po ustaleniu horyzontu
czasowego i1 podzieleniu go na okresy, reprezentowane przez wezty grafu, zosta-
je utworzone drzewo mozliwych zmian zmiennej stanu, mozliwych scenariuszy
rozwoju sytuacji.

uuX
uX
X udX
[0),4
ddX

Rys. 1. Struktura drzewa dwumianowego

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Dobranie zbyt matych wartosci parametréw wzrostu i spadku moze spowo-
dowa¢, iz drzewo dwumianowe nie pokryje przysztych zmian procesu stocha-
stycznego wartosci X, jak pokazano na rys. 2.
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Rys. 2. Drzewo dwumianowe dla u = 1,001 i d

Zrodho: Opracowanie wiasne.

Dobranie zbyt duzych warto$ci parametrow wzrostu i spadku moze spowo-
dowa¢, iz drzewo dwumianowe obejmie zbyt duze spektrum warto$ci, nie po-

krywajac drobnych zmian zmiennej stanu, co jest widoczne na rys. 3 przedsta-
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Rys. 3. Drzewo dwumianowe dla v =1,05i d

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Estymacja parametrow musi si¢ rozpocza¢ od dobrania odpowiedniego procesu
stochastycznego modelujacego zmiennos¢ zmiennej stanu. Konsekwencja wybrane-
go modelu jest sposdb obliczania parametrow wzrostu i spadku oraz prawdopodo-
bienstwa tych zmian. Na rysunku 4 pokazano drzewo dwumianowe dobrane na pod-
stawie innego modelu, niz wygenerowane trzy $ciezki procesu stochastycznego.
Niektore $ciezki wychodza poza obszar, ktéry obejmuje drzewo. Dodatkowo wyge-
nerowane procesy ksztattujg si¢ w gornej czesci drzewa dwumianowego.

Wybdr typu modelu jest nazywany modelowaniem, natomiast dobor para-
metrow modelu — kalibracja [Seydel 2009, s. 53].

X

.

Rys. 4. Btednie dobrany model drzewa dwumianowego (drzewo dla procesu BM, $ciezki dla procesu GBM)

Zrodto: Opracowanie whasne.

2. Modele proces6w zmian zmiennej stanu

W literaturze przedmiotu [Dixit, Pindyck 1994] sa rozwazane trzy zasadni-
cze grupy procesoOw stochastycznych wykorzystywanych do modelowania zmian
zmiennej stanu. Sg to procesy dyfuzyjne, procesy Poissona oraz procesy miesza-
ne. W niniejszym artykule skupiono si¢ na pierwszej grupie procesow. Omo-
wiono tu procesy Arytmetycznego Ruchu Browna, Geometrycznego Ruchu
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Browna oraz proces Orsteina-Uhlenbecka jako szczegdlny przypadek procesu
z powrotem do $rednie;j.

2.1. Arytmetyczny Ruch Browna

Proces stochastyczny nazywany Arytmetycznym Ruchem Browna (Brownian
Motion — BM) jest dany rownaniem rozniczkowym [Weron, Weron 1998, s. 166]:

dX, = wdt + o dWw, (1)

gdzie:
W, — proces Wienera,
X, — zmienna stanu,
p — dryf procesu,
G — zmienno$¢ procesu.
Wybdr tego typu modelu moze mie¢ uzasadnienie zwtaszcza w przypadku
wskaznikéw technicznych. Przyktadowe trajektorie takiego procesu przedsta-
wiono na rys. 5.
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Rys. 5. Arytmetyczny Ruch Browna dla Xo =4,5, 1 =0,08i 6 =0,1

Zrodto: Opracowanie whasne w programie R.
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2.2. Geometryczny Ruch Browna

Proces stochastyczny nazywany Geometrycznym Ruchem Browna (Geome-
tric Brownian Motion — GBM) jest dany réwnaniem rozniczkowym [Weron,
Weron 1998, s. 167]:

dX,=pX dt + o X, dW, )
gdzie:
— proces Wienera,
X, — zmienna stanu,
p — dryf procesu,
G — zmienno$¢ procesu.
Przyktadowe trajektorie takiego procesu przedstawiono na rys. 6.
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Rys. 6. Geometryczny Ruch Browna Xo =4,5, 1 =0,08i 5 =0,1

Zrédlo: Opracowanie wiasne w programie R.
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Wykorzystanie tego procesu ma szczegdlne uzasadnienie w przypadku, gdy
zmienng stanu jest instrument finansowy notowany na gietdzie, taki jak akcje,
dla ktorych jest obserwowany ekspotencjalny wzrost wartosci.

2.3. Procesy z powrotem do Sredniej

Grupa procesow, w ktorych obserwuje si¢ powrot do $redniej (Mean Rever-
ting Model — MRM), jest dana rownaniem rdzniczkowym [Seydel 2009, s. 39]:

dX,= MR- X, )dt + c X' aw, dlai>0 (3)
gdzie:
W, — proces Wienera,
X, — zmienna stanu,
A — parametr okres$lajacy szybko$¢ powrotu do Sredniej,
[ — parametr,
G — zmienno$¢ procesu,
R — $rednia.

Dla szczegblnych wartos$ci parametrow uzyskujemy znane z literatury pro-

cesy [Gatarek, Maksymiuk 1998]:

— P =0, R=0-proces Orsteina-Uhlenbecka,

— B=0,R > 0—model Vasicka,

— B=1/2, R > 0—proces Coxa-Ingersolla-Rossa (CIR).

Wykorzystanie tej grupy procesdOw ma szczegdlne uzasadnienie ekono-
miczne. Dla wielu wielko$ci ekonomicznych jest obserwowany efekt powrotu
do pewnego ustalonego poziomu cen.

Przyktadowe trzy trajektorie procesu Orsteina-Uhlenbecka przedstawiono
narys. 7.
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Rys. 7. Proces Orsteina-Uhlenbecka dla Xo = 4,5, A =1,0i 6= 0,5

Zrédlo: Opracowanie wiasne w programie R.

3. Estymacja parametréw drzewa dwumianowego

Oceny wtasciwych wartosci drzewa dwumianowego dokonujemy poprzez po-
réwnanie wlasnosci probabilistycznych wynikajacych z teoretycznego modelu oraz
jego dyskretnego przyblizenia w postaci drzewa dwumianowego. Porownywane be-
da dwa pierwsze momenty, tj. warto§¢ oczekiwana oraz wariancja procesu.

Dla ogblnej postaci procesu dyfuzyjnego:

dX, = o (X, t)dt + o (X;, 1) dW, “4)
warto$¢ oczekiwana jest dana wzorem:

E[dX; ] = a(X,, 1) dt )
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natomiast wariancja procesu jest dana wzorem:
Var[dX, ] = 6*(X, 1) dt (6)

Poprzez pordwnanie powyzszych zaleznosci z warto$ciami dla modelu dys-
kretnego w postaci drzewa dwumianowego uzyskujemy wzory na parametry
drzewa. Sa one zalezne od obserwowane] realizacji procesu stochastycznego,
ktore Guthrie [2009, s. 267] zaleca oblicza¢ jako $rednig arytmetyczng (9) z da-
nych historycznych dla dryfu (fi), procesow GBM oraz BM:

\

SV ;
B AL (7

Natomiast zmienno$¢ procesu (6) ocenia si¢ na podstawie odchylenia stan-
dardowego () z danych historycznych:

¢
At,

o=

®)

W obydwu przypadkach Az, oznacza czg$¢ roku, dla ktorej sa podawane
dane historyczne. Dla danych dziennych jest to 1/250 czg$¢ roku, przy zaloze-
niu, iz mamy 250 dni roboczych w roku.

3.1. Dla Arytmetycznego Ruchu Browna

Na podstawie znajomos$ci estymatora zmiennosci Arytmetycznego Procesu
Browna (G ) mozna obliczyé stopien wzrostu oraz spadku w drzewie dwumia-
nowym obejmujgcym w najlepszym stopniu taki proces [Guthrie 2009, s. 327]:

U =G64At, 9)
d=-64At, (10)

W tym przypadku At,, oznacza cz¢$¢ roku odpowiadajacej etapowi siatki dwu-
mianowe;j.
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Wezly siatki drzewa dwumianowego sg obliczane ze wzoru [Guthrie 2009,
s. 327]:

X(in)=X,+(n—-2i) 6,/At, (11)
gdzie:
i — liczba spadkow,
n —numer etapu.

3.2. Dla Geometrycznego Ruchu Browna

Na podstawie znajomosci estymatora G mozna obliczy¢ stopien wzrostu
oraz spadku w drzewie dwumianowym obejmujacym w najlepszym stopniu pro-
ces GBM [Guthrie 2009, s. 268]:

u = (12)
d=e N (13)

Guthrie [2009, s. 268] podaje w przypadku wyboru Geometrycznego Ruchu
Browna jako procesu zmian zmiennej stanu wzor na obliczanie weztow siatki
drzewa dwumianowego:

X(in)= X" 2oldm (14)
gdzie:
i — liczba spadkoéw,
n —numer etapu.

3.3. Dla proceséw z powrotem do Sredniej

Do oceny estymatora zmienno$ci (G ) Guthrie [2009, s. 272] dla procesu

Orsteina-Uhlenbecka wykorzystuje model autoregresyjny stopnia pierwszego
(AR(1)) w postaci:

X=X = Qg o X5+ Uy, g ~ N(O, F) (15)
gdzie:
x; = In(X;)
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Stad estymatory modelu procesu stochastycznego moga by$ obliczone ze wzo-
row [Guthrie 2009, s. 274]:

A

_ao

R=— (16)
a,
}A\,:M (17)
At,
Azi) AZIn(]:HX]) (18)
a,(2+a,)At,

Dla proceséw z powrotem do $redniej sposob obliczania parametréw u i d
jest identyczny jak dla procesu GBM (wzory 12 1 13). W ten sam sposob oblicza
si¢ takze wezly siatki drzewa dwumianowego (wzor 14).

3.4. Weryfikacja modelu dyskretnego

Jako$¢ pokrycia przez drzewo dwumianowe przyszltych zmian procesu sto-
chastycznego ocenimy poprzez miernik $redniokwadratowej odleglosci realiza-
cji procesu od najblizszego wezta drzewa dwumianowego:

i(ml_in|X(i,n )—x, ) (19)

MAEmin = i
M n=1

gdzie:

XGin)—dlan=1,.,M,i=1,.,M-ity wezet drzewa dwumianowego na n-tym etapie,
x, — realizacja procesu losowego w momencie rozpoczecia n-tego etapu,

M — liczba etapow w horyzoncie czasowym.

4. Przykiad obliczeniowy

Jako przyktad ilustrujacy przedstawiane metody obliczono parametry siatki
drzewa dwumianowego dla kursu wymiany euro do ztotego (EUR/PLN). Na
podstawie dziennych danych z 2012 r. (kursu wymiany pokazanego na rys. 8)
wyestymowano parametry trzech rozwazanych proceséw stochastycznych, a na-
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stepnie wykorzystano te parametry do utworzenia drzewa dwumianowego po-
krywajacego zmiany rozwazanego kursu w styczniu 2013 r. Do weryfikacji uzy-
skanego rezultatu wykorzystano miare MAE, ;..
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Rys. 8. Proces zmian kursu wymiany EUR/PLN w 2012 r.

Zrodto: Opracowanie whasne.

Na podstawie notowan kursu wymiany EUR/PLN z 2012 r. estymowano
$rednig oraz odchylenie standardowe z dziennych wartosci kursu zamknigcia.
Dane te postuzyly do oszacowania parametrow procesu stochastycznego. Na ich
podstawie obliczono wiasciwy stopien wzrostu (u) i spadku (d) warto$ci zmien-
nej stanu. Parametry te postuzyly do utworzenia drzewa dwumianowego z eta-
pami dziennymi (M = 20). Na tak utworzone drzewo natozono rzeczywisty
przebieg kursow wymiany w styczniu 2013 r. Za pomoca wskaznika MAE,;,
oceniono, jak blisko proces ten przechodzit obok weztéw utworzonego drzewa.
Uzyskane wyniki dla procesow BM i GBM przedstawiono w tabelach 1-2.
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Obliczenia dla BM

Tabela 1

At,

~ A

v i

o G At u

m

d MAE i

1/250 -0,00035 -0,0875

0,0054 0,0851 1/250 0,0054

-0,0054 0,0060

Zrodlo:

Opracowanie wlasne.

Obliczenia

dla GBM

Tabela 2

At,
1/250

~ A

v A

¢ G

At u

m

MAEmin

-0,00035 -0,0875

0,0054 0,0851 1/250 1,0054

0,9946 0,0112

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Dla modelu MRM-OU (procesu Orsteina-Uhlenbecka) wyestymowano pa-
rametry modelu AR(1), a nastgpnie wykorzystano je do obliczenia estymatora &
zgodnie ze wzorem (18). Wyniki przedstawiono w tabeli 3.

Tabela 3
Obliczenia dia MRM-OU

At, v 1} o G At u d MAE iy

1/250 -0,00035 -0,0875 0,0068 0,1375 1/250 1,0352 0,9660 0,0718
Zrédlo: Opracowanie wiasne.

Sumaryczne wyniki przedstawiono w tabeli 4.
Tabela 4
Poréwnanie wynikéw dla modeli
Model u d MAE i
BM 0,0054 —0,0054 0,0060
GBM 1,0054 0,9946 0,0112
MRM-OU 1,0352 0,9660 0,0718
Zrodto: Opracowanie whasne.

Na rysunku 9 przedstawiono najlepsze pokrycie uzyskane dla modelu dla
wezlow drzewa generowanych dla kazdego dnia stycznia 2013 r., ktore uzyska-
no dla modelu Arytmetycznego Ruchu Browna (BM).
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Rys. 9. Drzewo dwumianowe najlepiej dopasowane do zmian kursu wymiany (M = 20, u = 0,0054, model BM)

Zrodto: Opracowanie whasne.

Na przedstawionym rysunku wida¢, ze pomimo najmniejszych odleglosci
od weztow uzyskanych dla procesu BM, siatka nie obejmuje catego spektrum
zmian procesu kursu wymiany EUR/PLN.

Whioski

W artykule podjgto tematyke dopasowywania drzew decyzyjnych do przy-
sztych przebiegéw pewnych wielkosci ekonomicznych. Problem jest istotny w wy-
cenie opcji realnych za pomocg metody Coxa-Rossa-Rubinsteina. Dopasowanie
odbywa si¢ najpierw poprzez wybor modelu procesu stochastycznego obserwowa-
nego szeregu czasowego, a nastepnie obliczenie parametrow drzewa dwumiano-
wego, ktorymi sg stopien wzrostu (u) i spadku (d) na kazdym etapie. Na przykla-
dach pokazano, jak niewtasciwy dobodr tych parametrow moze wptyna¢ na fakt, iz
drzewo dwumianowe nie pokryje przysztych $ciezek procesu stochastycznego opi-
sujacego zmiany rozwazane] wielko$ci ekonomicznej nazywanej w wycenie opcyj-
nej zmienng stanu lub moze pokry¢ zbyt mato doktadnie. Do ilosciowej oceny do-
pasowania wykorzystano wskaznik bezwzglednej odlegtosci realizacji procesu od
najblizszego wezla drzewa dwumianowego. Przedstawione przyktady pokazaty
jednak niedoskonato§¢ wykorzystanego wskaznika. Rodzi to koniecznos$¢ dal-
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szych badan nad metodami weryfikacji dopasowania drzewa dwumianowego do
rozwazanego szeregu czasowego.

Bibliografia

Cox J.C., Ross S.A., Rubinstein M., 1979: Option Pricing: A Simplified Approach.
,,Journal of Financial Economics”, No. 7, 229-263.

Dixit A.K., Pindyck R.S., 1994: Investment under Uncertainty. Princeton University
Press, Princeton.

Gatarek D., Maksymiuk R., 1998: Wycena i zabezpieczenie pochodnych instrumentow
finansowych. Wydawnictwo Liber, Warszawa.

Guthrie G., 2009: Real Options in Theory and Practice. Oxford University Press, Oxford.
Seydel R.U., 2009: Tools for Computational Finance. IV Ed. Springer-Verlag, Berlin.
Weron A., Weron R., 1998: Inzynieria finansowa. WNT, Warszawa.

MODELING CHANGES IN STATE VARIABLE FOR PURPOSE
OF REAL OPTIONS VALUATION

Summary

The concept of real options mean the actual (real) opportunities arising in business
processes. We are not obliged to use them. Noticing these capabilities creates added val-
ue of the project. Its use depends on quantitative measurement. It is assumed that this
value is dependent on some economic size called state variable. Additional value is de-
rived from the fact, that the state variable moves in a stochastic process, thus being able
to achieve a advantageous level.

Widely used method for the valuation of real options is binomial tree method (CRR
— Cox, Ross and Rubinstein). The idea is to cover the future trajectory of the state varia-
ble with lattice. The size of the lattice depends on the nature of the stochastic process,
which we can model the state variable changes.

The presented work is devoted to determining, on the basis of past changes, the
type of stochastic process which is best for modeling the state variable changes, and de-
termine on this basis of the best lattice covering the future trajectory of this variable.



