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Wprowadzenie

Przedmiotem badan wspotczesnej analizy portfelowej sg przede wszystkim
rozktady stop zwrotu, ich dynamika oraz powiazania stop zwrotu réznych walo-
row. Niniejsza praca jest rozszerzeniem wezesniejszych badan autoréw koncentru-
jacych si¢ na zaleznos$ci (pamigci) w szeregach stop zwrotu od znaku poprzedniej
stopy zwrotu. Zaprezentowane podej$cie wprowadza dodatkowa zmienna, jaka
jest wolumen transakcji, jednakze analiza sprowadza si¢ jedynie do warunkowych
rozktadow brzegowych stopy.

1. Efekt pamieci modelowany wielostanowym procesem Markowa

W pracach autorow [Czernik, Iskra, 2012; Iskra, Czernik, 2008, 2009] moz-
na zapozna¢ si¢ z opisem modelowania efektu pamigci za pomocg procesu Mar-
kowa w przypadku, w ktorym stan rynku byt determinowany znakiem ostatniej
zaobserwowanej stopy. Dla kazdego instrumentu wyrézniono wowczas trzy stany
[losifescu, 1988]:

— stan ,,minus” (—1) — w przypadku, gdy ostatnia odnotowana stopa zwrotu ma
znak ujemny (spadek ceny);

— stan ,,zero” (0) — w przypadku, gdy ostatnia odnotowana stopa zwrotu jest rowna
zero (brak zmian ceny);

— stan ,,plus” (+1) — w przypadku, gdy ostatnia odnotowana stopa zwrotu ma znak
dodatni (wzrost ceny).
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Stan ,,minus” i ,,plus” sg oczywiste, w przypadku stanu ,,zerowego” jego
wprowadzenie zalezy od odsetka stop zerowych zaobserwowanych w historycz-
nych notowaniach. W przypadku instrumentéw notowanych na GPW w War-
szawie, 1l0$¢ ta jest statystycznie istotna (zazwyczaj okoto potowa badanych in-
strumentdw ma wiecej niz 10% stdp zerowych) — [Czernik, Iskra, 2012; Iskra,
Czernik, 2008, 2009], natomiast w przypadku instrumentow notowanych na giet-
dzie Nasdaq wchodzacych w sktad indeksu S&P 100 ilo§¢ zaobserwowanych bra-
kéw zmiany ceny zazwyczaj nie przekracza 2,5% [Czernik, Iskra, 2012]. W tym
przypadku stan ,,zerowy” mozna pomina¢, przypisujac zerowe stopy do jednego
z pozostatych stanow.

Przedstawiony w pracach [Czernik, Iskra, 2012; Iskra, Czernik, 2008, 2009]
model ksztattuje si¢ nastepujaco. Jezeli przez R, oznaczymy proces stopy zwrotu
(np. logarytmicznej), a przez I(R,) = sign(R,) proces okreslajacy stan rynku,
gdzie funkcja sign(x) jest zdefiniowana nastepujaco [Iskra, Czernik, 2009]:

-1 dlax<0
sign(x)=41 0 dlax=0 , (1)
1 dla x>0

wowczas wektor prawdopodobienstw przebywania rynku w chwili nAtf
(W n-tym okresie przy deterministycznym przyroscie czasu At ), w stanach odpo-
wiednio ,,minus”, ,,zero” i ,,plus” zapisuje si¢ nastepujaco [Iskra, Czernik, 2009]:

@ =[p®, p, p]. 2)

Ze wzgledu na przejrzystos¢ formul, czas (doktadniej numer kolejnego okre-
su) bedzie zapisywany w indeksie gérnym, a stan rynku w indeksie dolnym.

Wektor okreslajacy stan poczatkowy 1 © jest wektorem, ktérego wspotrzed-
ne sktadaja si¢ z jednej jedynki i zer (stan deterministyczny), natomiast macierz
przejscia P jest postaci (wymiar 3x3) — [Iskra, Czernik, 2008]:

P=p, 1, p, = PA" " =i/1"= j)i,je 10,1}, 3)

Z wtasnosci procesow Markowa [Gillespie, 1992; Haberman, Pitacco, 2000;
losifescu, 1988; Kowalenko, Kuzniecow, Szurienkow, 1989] wynika, ze wek-
tor prawdopodobienstw przebywania rynku w omawianych stanach w chwili
(m+ n)At moze by¢ wyznaczony poprzez ten wektor z chwili mAf oraz ma-
cierz przejs$cia podniesionej do odpowiedniej potegi:

n(m-H'l) :Tc(m)Pn (4)
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Dystrybuant¢ [, stopy zwrotu po n okresach, mozna natomiast zapisac
w postaci [Iskra, Czernik, 2008]:

F(r/1=-1)
EG)=[p9 p9 pOJp| F(r11=0)|. )
F(r/1=1)

Nalezy doda¢, ze uwzgledniajac w modelu stan ,,zerowy”, czyli sytuacje,
w ktorej szereg stop zwrotu zawiera istotng ilo$¢ stop zerowych, powinnismy roz-
waza¢ warunkowe rozklady stopy zwrotu opisujace zmienng losowa mieszana,
z atomem w punkcie R =0.

W opisywanym modelu pami¢¢ zdefiniowano nastepujaco [Iskra, Czernik,
2009]:

Powiemy, ze wystepuje efekt pamieci, jezeli przynajmniej dwa rozktady stop
zwrotu bedg istotnie rozne od siebie. Jezeli rozktady stop zwrotu w kazdym stanie
nie sq statystycznie istotnie rozne od pozostatych rozktadow, wowczas powiemy,
Ze nie wystepuje efekt pamigci.

W przedstawionym modelu, ktory stanowi punkt wyjscia do dalszych rozwa-
zan, szereg stop zwrotu dzieli si¢ na trzy czgsci, otrzymujac trzy mieszane warun-
kowe rozktady stopy zwrotu w skrocie nazwane ,,minus”, ,,zero” i ,,plus” (tak jak
stany rynku). Kazdy z tych trzech rozkladow sktada si¢ z czesci ciaglej i czesci
dyskretnej w zerze. W zwiazku z tym, powiemy, ze wystapila istotna r6znica po-
migdzy dwoma rozktadami stop zwrotu w dwoch roéznych stanach, jezeli wystapi-
fa istotna r6znica pomigdzy czgsSciami ciggltymi lub dyskretnymi tych rozktadow.

Badania (przeprowadzone na jednodniowych logarytmicznych stopach zwrotu)
wykazaly, ze opisywany efekt pamigci ma swoje miejsce zardbwno na rynku instru-
mentow notowanych w Polsce [Czernik, Iskra, 2012; Iskra, Czernik, 2008] — w okoto
90% badanych instrumentow, jak i w USA [Czernik, Iskra, 2012] — w okoto 40% ba-
danych instrumentow, w tym przypadku nie bylo potrzeby wyrdzniania stanu ,,zero”.

W obecnym artykule zaproponowano model opisujacy efekt pamigci, w kto-
rym stan rynku moze zaleze¢ zarowno od znaku ostatnio zaobserwowanej stopy,
jak i znaku przyrostu z wolumenu.

Niech R, oznacza proces stopy zwrotu, a przez W, oznaczono proces
z przyrostu z wolumenu (lub stopy zwrotu z wolumenu). Obecnie proces okre-
$lajacy stan rynku zdefiniujemy jako I(R,,W,) =[sign(R,),sign(W,)] — funkcja
sign(x) zdefiniowana zgodnie ze wzorem (10).

Przez (poréwnaj wzor (2)):

n=[p]  ijet-L01 (©)
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oznaczmy wektor prawdopodobienstw przebywania rynku w chwili nAf
(gorny indeks oznacza okres czasu), w stanach odpowiednio [i, j] 7, j € {~1,0,1}
(npf. p[(fl)z—lj = P(](") = [._1,_1]), p[(g’.)l] = P([w =[0,1])- Wekt,or ten moze skla-
da¢ si¢ (jezeli uwzglednimy wszystkie mozliwe stany) z 9 wspdirzednych.

Macierz przejscia P jest postaci (jej wymiar to 9x9):

P= [p[i,jL[k,l]] > (7
gdzie:

Py = POV =1 j1 10 =[k,11), i, jkl e 2101}, (8)

W rozwazanym modelu dystrybuante stopy zwrotu po n okresach mozna
zapisa¢ w postaci:

F R =r)=nOP"[F, (/1 =[i, /)] i, ] € {~1,0.1}. )
gdzie:
1t © _ wektor okreslajacy stan poczatkowy (warto$ci deterministyczne),
P — macierz przejscia,
[F, (r/ 1 =i, ]])] i, j €{-1,0,1} — wektor z warunkowymi dystrybuantami sto-
py zwrotu.

W przedstawionym powyzej modelu stan rynku zalezy od dwdch zmiennych
(znaku ostatniej stopy zwrotu i znaku ostatniego przyrostu wolumenu), w kazdym
stanie konstruujemy empiryczne rozktady stopy zwrotu (rozklady warunkowe).
Jezeli w modelu uwzglednimy stan, w ktorym ostatnia stopa zwrotu byta zerowa
1=10, sign(W)] (czyli mamy do czynienia z szeregiem stop zwrotu z istotng ilos-
cig stop zerowych), wowczas warunkowe rozktady F, = (v /I = [i, j] bedg opisy-
waé zmienne losowe mieszane (czgs$¢ dyskretna dla stopy rownej zero).

2. Badania empiryczne

W proponowanym podejsciu modelowanie efektu pamigci wielostanowym
procesem Markowa nalezy rozpocza¢ od odpowiedzi na pytanie — ile stanow
bedzie uwzglednionych w przeprowadzanych badaniach? Ogodlnie rynek (dla
danego instrumentu) moze by¢ w jednym z 9 standw, co determinuje dziewigé
mieszanych warunkowych rozktadow stop zwrotu. Z tego powodu badania em-
piryczne oparto na danych wysokiej czestotliwosci, a doktadniej na minutowych
logarytmicznych stopach zwrotu. Symulacje przeprowadzono dla spotek notowa-
nych na GPW w Warszawie (dla 100 instrumentéw z najdtuzszymi szeregami
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stop zwrotu, notowania od 2001 do 2012 r.) oraz na instrumentach wchodzacych
w sktad indeksu S&P100 (notowania od 2009 do 2012 r., nalezy jednak podkre-
sli¢, ze instrumenty te byty bardziej plynne niz notowane na GPW w Warszawie).
W pierwszej kolejnosci sprawdzono czgstotliwosci wystepowania zerowych stop
zwrotu i zerowych przyrostow wolumenow. W ponizszych tab. przedstawiono jak
ksztaltujg si¢ statystyki w przypadku instrumentéw notowanych na GPW (tab. 1)
oraz instrumentéw notowanych na gietdzie Nasdaq (tab. 2).

Tabela 1
Czestotliwosci wystepowania zerowych stop zwrotu i przyrostow wolumenu
dla minutowych notowan z gietdy GPW w Warszawie

Czestotliwos$ci wystepowania zerowych
stép zwrotu przyrostu wolumenu
Minimum 7,88% 0
Kwartyl I 43,30% 1,71%
Kwartyl IT 46,18% 2,19%
Kwartyl 11T 51,03% 2,89%
Maksimum 69.,85% 11,79%
Tabela 2

Czestotliwosci wystepowania zerowych stop zwrotu i przyrostéw wolumenu
dla minutowych notowan z gietdy Nasdaq

CzestotliwoSci wystepowania zerowych
stop zwrotu przyrostu wolumenu
Minimum 4,82% 0,20%
Kwartyl I 22,89% 0,77%
Kwartyl I1 27,08% 1,11%
Kwartyl 111 30,67% 1,60%
Maksimum 39,84% 9,57%

Z powyzszych statystyk wynikaja co najmniej dwa wnioski. Pierwszy to
wieksza ilo$¢ okreséw w przypadku polskich instrumentéw w stosunku do in-
strumentow notowanych na Nasdaq, w ktérych nie zaobserwowano transakeji lub
byly one przeprowadzone po tych samych cenach co transakcje je poprzedzajace.
Drugi, bardziej istotny ze wzgledu na charakter przeprowadzonych badan, odnosi
si¢ do czestotliwosci braku zmian cen i wolumendéw. W obu przypadkach nalezy
uwzgledni¢ stan zerowy dla stopy zwrotu oraz w obu przypadkach autorzy zre-
zygnowali ze stanu ,,zerowego” dla wolumenu (ilo§¢ zerowych przyrostow byla
mata, zerowe przyrosty przypisano do stanu ,,minus”).
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Empiryczne badania przeprowadzono dla trzech przypadkow:

1. W przypadku pierwszym, stan rynku (dla danego instrumentu) byl determi-
nowany znakiem przyrostu wolumenu. Uwzgledniano tylko stan —1 i 1 (,,mi-
nus” 1 ,,plus”), przy czym wystepujace niekiedy zerowe przyrosty wolumenu
wiaczano do stanu ,,minus” (z tab. 1-2 wynika, Zze co najmniej 75% badanych
instrumentow miato mniej niz 3% zerowych przyrostow — rynek polski i mniej
niz 1,6% — rynek amerykanski).

2. W przypadku drugim, stan rynku byt determinowany znakiem ostatniej logaryt-
micznej stopy zwrotu. Uwzgledniano stan —1, 0 i 1 (,,minus”, ,,zero” i ,,plus”).
Szereg stop zwrotu dzielono na trzy rozktady (w zaleznosci od znaku ostatniej
stopy zwrotu).

3. W ostatnim przypadku stan rynku zalezat od dwoch zmiennych, od znaku ostat-
niej stopy zwrotu i znaku przyrostu wolumenu / (R, ). Uwzglgdniono sze$¢
stanow rynku 7 =[i, j] i € {~1,0,1}, j € {—1,1} (wystepujace niekiedy zerowe
przyrosty wolumenu wigczano do stanu I (R , W) = [sign(R ), — 1]).

We wszystkich przypadkach, w kazdym ze stanow jest mieszany rozktad
stop zwrotu z czescig deterministyczng w zerze.

Zgodnie zpodang definicjg pamigci mozna powiedzieé, ze zostata ona zaobser-
wowanajezeliwykrytoistotneroéznice pomigdzy przynajmniejjedng pargrozktadow
z dwoch r6znych stanéw (mozna bra¢ pod uwage wigksza liczbe istotnych roéznic
pomiedzy rozktadami). W przypadku pierwszym jest tylko jedna para stanow,
w drugim 3 pary standow, a w trzecim (z 6 standw) mozna utworzy¢ 15 par. Ostatni
przypadek ukazuje potrzebe dysponowania duzg iloscig danych (co najmniej dzie-
sigtki tysigcy danych). Do weryfikacji istotnych r6éznic pomiedzy ciagltymi czes-
ciami rozkladow uzyto testu Kolmogorowa-Smirnowa [Wywiat, 2004], pomig-
dzy dyskretnymi cz¢$ciami rozktadow — testu wskaznika struktury [Wywiat, 2004].
Odrzucenie hipotezy zerowej jednego (lub obu) z testow przy zadanym poziomie
istotnosci O oznacza istotne réznice pomiedzy rozkladami stop zwrotu z danej
pary stanow (doktadniej pomiedzy cze$ciami ciggltymi lub dyskretnymi, lub obie-
ma jednoczesnie).

Wstepne badania wykazaty, ze efekt pamieci byt na tyle silny, iz autorzy
do testéw zatozyli bardzo niski poziom istotnosci a = 0,001. Dla takiego pozio-
mu istotnosci, w kazdym przypadku 100% instrumentéw wykazywalo pamiec.
P-value prawie wszystkich testow byty bliskie zeru. Oczywiscie zdarzaty sie
takze pary rozktadow, dla ktérych nie byto podstaw do odrzucenia hipotez zero-
wych przy przyjetym poziomie istotnosci. W przypadku stanu determinowanego
ostatnim przyrostem wolumenu, w 100% instrumentéw (notowanych zaréwno
na GPW, jak i Nasdaq) hipotezy zerowe obu testow (badanie roéznic czgsci cig-
gtych i dyskretnych poréwnywanych rozktadow) byty zawsze odrzucane. Ponizej
przedstawiono statystyki dla ilosci przypadkow, w ktorych stwierdzano lub nie
istotne ro6znice pomigdzy parami rozktadow w pozostatych dwoch podejsciach.
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Wyrézniono w nich ilo$¢ istotnych réznic pomiedzy rozktadami ogdlnie, a takze
pomiegdzy ich czg¢sciami cigglymi i dyskretnymi.

Tabela 3
Statystyki wystepowania istotnych r6znic pomiedzy rozktadami badanych instrumentow

Statystyki wystepowania istotnych réznic (3 pary rozkladéw, 6 testéw)
pomiedzy rozkladami badanych instrumentéw

Spotki notowane na GPW w Warszawie Spolki notowane na Nasdq
pomiedzy pomiedzy pomiedzy pomiedzy
ogolnie czeSciami czeSciami ogolnie | czeSciami czeSciami
ciaglymi dyskretnymi ciaglymi | dyskretnymi
Minimum 5 3 2 5 3 2
Kwartyl I 5 3 2 5 3 2
Kwartyl I1 5 3 2 6 3 3
Kwartyl 111 6 3 3 6 3 3
Maksimum 6 3 3 6 3 3
Tabela 4

Statystyki wystgpowania istotnych réznic pomiedzy rozktadami badanych instrumentow

Statystyki wystepowania istotnych réznic (15 pary rozkladow, 30 testow)
pomiedzy rozkladami badanych instrumentéw
Spétki notowane na GPW w Warszawie Spolki notowane na Nasdaq
pomiedzy pomiedzy pomiedzy pomiedzy
ogolnie czeSciami czeSciami | ogélnie | czeSciami czeSciami
ciaglymi dyskretnymi ciaglymi | dyskretnymi
Minimum 22 12 8 20 12 8
Kwartyl I 25 14 11 25 14 11
Kwartyl II 26 14 12 27 15 12
Kwartyl 11 27 14 13 28 15 13
Maksimum 29 15 15 30 15 15

Z przeprowadzonych symulacji wynika, ze w badanych instrumentach
efekt pamigci modelowany wielostanowym procesem Markowa (dla danych
minutowych) wystepuje jednoznacznie. Swiadczy o tym ilo§¢ instrumentow
z pamigcig — 100% w kazdym przypadku. Ilo$¢ istotnych réznic pomigdzy roz-
ktadami: 2 na 2 w modelu z dwoma stanami, co najmniej 5 na 6 w modelu
z 6 stanami i co najmniej 20 na 30 w modelu ostatnim oraz poziom istotnosci
uzyty w testach, ktory byt bardzo niski —0,001. Nasuwa si¢ wniosek, iz inwe-
storzy roznie postrzegaja instrument, w ktory chcg inwestowaé, w zaleznosci
od mozliwosci uzyskania zysku lub strat w notowaniu wcze$niejszym oraz od
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ilo$ci przeprowadzonych na nim ostatnio transakcji (a doktadniej od ich wzro-
stu lub spadku).

Nasuwa si¢ obecnie pytanie czy modelowany efekt pamieci nie jest pamig-
cig pozorng (przynajmniej w cz¢sci) — [Czernik, Iskra, 2012; Iskra, Czernik,
2008, 2009], tzn. czy dowolnie inny losowy podziat szeregu stop zwrotu na
czescei (2, 3 lub 6) oraz testowanie istotnych réznic pomigdzy tak skonstruowa-
nymi rozktadami przyniesie pozytywny wynik w postaci efektu pamieci. Ponad-
to w testach na istotno$¢ rozkladow mozna popehiac btad pierwszego rodzaju
z prawdopodobienstwem o = 0,001 (tzn. odrzuci¢ hipotezg zerowa (pamigc),
pomimo tego, ze nie powinna by¢ odrzucona). Biorac pod uwagg ilo$¢ przepro-
wadzanych testéw (do 30), cze$¢ zaobserwowanej pamieci moze, a wlasciwie
bedzie pamiecia pozorng. Nalezy zauwazy¢, ze przyjmujac za prawdopodo-
bienstwo sukcesu a = 0,001 (prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej
w tescie, pomimo tego, ze nie powinna by¢ odrzucona), mozna podac, korzystajac
z rozktadu dwumianowego, prawdopodobienstwo wystapienia pami¢ci pozorne;.

Prawdopodobienstwa te wynoszg odpowiednio:

—0,002 — w modelu z dwoma stanami determinowanymi znakiem ostatniego
przyrostu wolumenu,

— 0,006 — w modelu z trzema stanami determinowanymi znakiem ostatniej stopy
zwrotu,

— 0,03 — w modelu z sze$cioma stanami determinowanymi znakiem ostatniej sto-
py zwrotu i ostatniego przyrostu wolumenu.

Podane prawdopodobienstwo oznacza, ze np. w modelu z 6 stanami 3 na 100
instrumentéw z pamigcig powinno mie¢ pami¢é pozorng wynikajgca z bledow
testow. Podane prawdopodobienstwo jest jednoczesnie oczekiwang czgstoscia
wystepowania sukcesu w probie, czyli oczekiwanym odsetkiem wystepowania
pamigci pozornej w badanych instrumentach. Odchylenie standardowe odsetka
pamigci pozornej wynosi natomiast odpowiednio 0,0026, 0,0045 oraz 0,0098
(rozktad dwumianowy).

W pracy pami¢¢ pozorng zbadano symulujac dla kazdego instrumentu 300
razy losowy podzial szeregu stop zwrotu na czgsci (odpowiednio do modelu)
z zachowaniem pierwotnych relacji, badajac za kazdym razem czy wystepuje
pami¢¢ zgodnie z przyjetym modelem. W ponizszej tab. podano $rednig ilo$¢
oraz odchylenie standardowe zaobserwowanych pamig¢ci w badanych instru-
mentach.
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Tabela 5
Statystyki wystgpowania pamigci pozornej — instrumenty notowane na GPW
Statystyki wystepowania pamig¢ci pozornej — instrumenty notowane na GPW
model z dwoma stanami trzema stanami szeScioma stanami
$redni odsetek
. . 0,0019 0,0051 0,0258
pamigci pozornej
odchylenie
standardowe odsetka 0,0026 0,0042 0,0102
pamigci pozornej
Tabela 6

Statystyki wystgpowania pamigci pozornej — instrumenty notowane na Nsdaq

Statystyki wystepowania pamieci pozornej — instrumenty notowane na Nsdaq

model z dwoma stanami trzema stanami szeScioma stanami
$redni odsetek
.. . 0,0020 0,0061 0,0254
pamieci pozornej
odchylenie
standardowe odsetka 0,0028 0,0043 0,0099

pamigci pozornej

Wartosci z tab. 5-6 uzyskane empirycznie sg bardzo bliskie wartosciom teore-
tycznym, co moze sugerowac, ze pami¢é pozorna wynika ze skumulowanych bte-
déw pierwszego rodzaju przeprowadzanych testow. Niemniej jednak nie mozna cat-
kowicie wykluczy¢, ze rozklady te rzeczywiscie mogty istotnie r6zni¢ si¢ od siebie,
pomimo tego, ze stopy zwrotu przydzielano do nich losowo. Podziat ze wzgledu na
znak ostatniej stopy lub przyrostu wolumenu oczywiscie réwniez jest losowy i sta-
nowi dobry przyktad, Ze moga istnie¢ jeszcze inne determinanty wyznaczania wa-
runkowych rozktadéw stop zwrotu wykazujacych istotne réznice pomiedzy soba.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono probe¢ modelowania efektu pamigci za pomoca wie-
lostanowego procesu Markowa. Model ten stanowi takze alternatywe dla modeli
typu Threshold. W pracy przeprowadzono symulacj¢ badajac pamig¢ jednookreso-
wa (na danych minutowych), z ktorej wynika, ze na rynku wystepuje efekt pamigci
w wielu instrumentach (w obecnej pracy w 100% przypadkow). Opisywany model
opiera si¢ wylacznie na empirycznych rozktadach, dostarczajac dodatkowej infor-
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macji o pamieci, co jest jego zaletg. Jedng z jego wad jest ilos¢ danych potrzebna
do prawidlowych wnioskow statystycznych w przypadku wigkszej ilosci stanow.
Osobna kwestig, ktorg nalezy zbada¢ sa wtasnosci prognostyczne modelu.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF POLISH AND AMERICAN CAPITAL
MARKETS IN TERMS OF THE MARKOV PROCESSES

Summary

This paper proposes a memory effect modeling using Markov process where the
state is determined by a recent historical growth rates of return and (or) volume. In every
state variable which is the rate of return may come from a different distribution. If these
distributions are significantly differ among themselves say that the memory effect. Studies
on the effect of storage was performed on instruments traded on the Polish and American
capital market.



