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ZMODYFIKOWANA REGRESJA
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W SZACOWANIU REZERWY SZKODOWEJ *

Wprowadzenie

W pracy jest analizowany proces wyznaczania rezerwy szkodowej na szkody
zaistniale i niezgloszone (oz. rezerwa IBNR). Rezerwe ta definiuje si¢ nastepujaco:
jest to warto$¢ odpowiadajaca wysokosci odszkodowan, ktére zostang wyptacone
dla szkod zasztych w danym okresie sprawozdawczym, ale nie zostaly dotych-
czas zgtoszone ubezpieczycielowi lub wartos¢ szacunkowa ustalona na podstawie
oceny stopnia kataklizmu (huraganu, suszy itp.). Wysokos¢ i liczba odszkodowan
nie jest znana i moze by¢ jedynie szacowana na podstawie danych historycznych,
co daje duze mozliwosci jezeli chodzi o zastosowanie metody do prognozowa-
nia. Przyktadowo mozna stosowa¢ modele oparte na analizie falkowej stosowane
w zagadnieniach aktuarialnych [Dyduch, 2011]. Oba parametry sg istotne w oce-
nie dziatalnosci finansowej w kazdej firmie ubezpieczeniowej [Szkutnik, 2004].
Zgodnie z wytycznymi Solvency II, ktore weszty w zycie 01.11.2012 r., rezerwe
IBNR nalezy wyznacza¢ zgodnie z zasada ,,best estimate”. Zasada ta daje zakta-
dom ubezpieczen mozliwos¢ stosowania modeli stochastycznych w procesie wy-
znaczania rezerwy IBNR, ktore sg szeroko opisywane w literaturze aktuarialnej
[Wiithrich, Merz, 2008; England, Verrall, 2002; Wolny, 2005; Pobtocka, 2011].

W pracy przedstawiono stochastyczng metode¢ kalkulacji rezerwy IBNR,
w ktorej jest stosowana regresja logarytmiczno-normalna do szacowania warto$ci
przysztych odszkodowan (oz. RLN) — [Bradu, Mundlak, 1970]. Zaproponowano
korekte obcigzenia funkcjg g oraz przeprowadzono studium przypadku.

" Praca cze$ciowo finansowana przez grant Narodowego Centrum Nauki (nr NN 111461540).
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1. Analiza rozwoju szkodowosci

Do oszacowania wartosci rezerwy IBNR wykorzystuje si¢ najczesciej dane
W postaci macierzy zwanej trojkatem szkdd. Rozwazmy trojkat szkod, ktory
przedstawia tab. 1

Tabela 1
Nieskumulowany tréjkat szkod
i 1 n—1 n
1 Sl,l Sl,n—l Sl n
2 SZ,I 2n-1
n Srz,]
W powyzszym trojkacie:

i — okres wystapienia szkody (okres wypadkowy), i=0, ... ,n—1,

Jj —opdznienie w wyplacie odszkodowania (okres rozwoju szkody), j =0, ... ,n—1,
n — 1 — okres biezacy,

S, ,— wartos¢ wyplaconych odszkodowan dla szkdd, ktore zaszty w okresie i, wy-
ptaconych z opdznieniem j.

Celem rozwazanej metody RLN jest prognoza wartosci S,-,,- lezacych ponizej
przekatnej trojkata szkod (1), co w literaturze przedmiotu jest nazywane krot-
ko analizg rozwoju szkodowosci [Straub, 1988]. Prognozowana wartos¢ rezerwy
IBNR wyznacza si¢ nastgpujaco:

R=>>S,,. )

Proces kalkulacji w rezerwy IBNR metoda RLN mozna zatem zapisac
w etapach:
6)) zdefiniowanie modelu stochastycznego,
(i1) estymacja parametrow modelu,
(iii) prognozowanie nieznanych wartosci Si,j ,
(iv) prognozowanie rezerwy IBNR,
(v) wyznaczenie przedziatu ufnosci.
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2. Metoda RLN - estymacja parametréow modelu

Zaktadamy, ze elementy trojkata szkod (1) sg niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o rozkladzie logarytmiczno-normalnym [Kelly et. al, 1995]. W pierwszym
etapie kalkulacji rezerwy IBNR definiujemy model stochastyczny, wykorzystujac
regresje logarytmiczno-normalng [Christofides, 1990]:

S, =CP, 3)
gdzie C, oznacza efekt okresu wypadkowego, natomiast P, oznacza efekt okresu
rozwoju szkody. W modelu wystepuje zatem 2n parametréw. Logarytmujac po-
wyzsze rownanie, uzyskujemy postac¢ liniowego modelu ekonometrycznego:

2n-1

n—1
si,j=ZCiXi+ijXj+§i’j, (€))
i=0 Jj=n

gdzie ?’;l.'j jest sktadnikiem losowym oraz In S, =58, InC =c,,In P =p. Zmien-

ne objasniajgce X, sg zmiennymi binarnymi, ktore definiuje si¢ w zaleznosci od

numeru indeksu:

X, = 1dla wszystkich obserwacji w okresie wypadkowym i,

X, = 0 dla wszystkich obserwacji w okresie wypadkowym réznym od okresu i,

gdziei=0,..,n—1,

X, =1 dla wszystkich obserwacji w okresie opdznienia /,

X.=0 dla wszystkich obserwacji w okresie op6znienia j, gdziej =n,...,2n— 1.
W drugim etapie estymujemy parametry modelu (4), stosujac klasyczng me-

tode najmniejszych kwadratow (oz. KMNK). Dla danego trojkata szkod konstruu-

jemy zero-jedynkowa macierz X. Jedynki odpowiadaja obserwacjom dla okresow

wypadkowych oraz opdznien spetniajacych warunek j <n—i— 1. Liczba wierszy

macierzy jest rowna liczbie wszystkich mozliwych par (i, j), dla ktéorych j <n —i

— 1. W dalszych rozwazaniach przez X bedziemy oznacza¢ kolumne macierzy,

ktorej odpowiada para (i, j). Posta¢ macierzowa modelu (4) jest nastepujaca:

S, =Xy et E (5)

Co

n—1

P

gdzie ¢cp jest wektorem postaci ¢p = . Estymator ¢p uzyskany

_pnfl i



222 Alicja Wolny-Dominiak

KMNK dany jest wzorem:
é=XX)'X's, ,i,j=0,..,n—1 (6)

Oszacowane warto$ci ¢, to zatem 7 pierwszych elementéw wektora ¢p, nato-
miast p;ton ostatnich elementéw. Macierz wariancji i kowariancji jest natomiast
dana wzorem:

DX(cp) =o' (X'X)", (7)

gdzie nieobciazonym estymatorem wariancji sktadnika losowego 6 jest warian-
cja resztowa. Korzystajac z macierzy (7), obliczamy $redni btad szacunku dla
parametréw modelu:

D), D*(D;), i,j=0,..,n—1. )

Estymatory (6) parametrow modelu sg liniowe, nieobcigzone oraz najefek-
tywniejsze przy spetnieniu zatozen KMNK.

3. Metoda RLN - prognozowanie rezerwy IBNR

Kolejnymi etapami w procesie wyznaczania warto$ci rezerwy IBNR jest pro-
gnozowanie elementoéw trojkata szkod, a ostatecznie rezerwy. W pierwszej kolej-
nosci prognozujemy logarytmiczne wartosci okresowych wyptat odszkodowan S, ; dla
okresow i, j spelniajacych warunek j >n —i— 1. W tym celu konstruujemy macierz
X" dla okresoéw j > n — i — 1, analogicznie jak w przypadku macierzy X. Stosujac
zasade predykcji nieobcigzonej mamy:

S, =X, cp, )

gdzie btad $redni tej predykcji wyraza si¢ wzorem:

B = s’ (X" (XXX, (10)

Dalej przechodzimy do prognozowania warto$ci wyptaconych odszkodowan
S, ;- W tym celu wykorzystujemy fakt, iz zmienne te posiadaja rozktad logaryt-
miczno-normalny o parametrach [Green, 1993]:
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wartos¢ oczekiwana E(S, ) =exp (S +0,5B; )
wariancja D’ (S, ) = exp [Zs + (B ) ]-[exp (B ) —1].

Stawiamy zatem prognoz¢ na poziomie wartosci oczekiwanej i otrzymujemy po-
sta¢ predykcji:
S,, =exp(5,; +0,5B; ). (11)

ij

Jednakze powyzszy estymator jest estymatorem obcigzonym. Aby zlikwidowaé
obcigzenie, wprowadzamy korekte obcigzenia za pomocg funkcji g (x) [Finney,
1941], dang wzorem:

g, (x) = Y2 (12)
= [ m+202!

1=0
gdzie m jest liczba stopni swobody rozkladu wariancji sktadnika losowego o”.
Funkcja ta koryguje obcigzenie estymatora danego ogdlnym wzorem [Bradu,
Mundlak, 1970]:

é=exp (s, +do), (13)

gdzie d jest dowolna stata. Nieobcigzony estymator ma wigc postac:
~ A * 0T i Ty Ly * Y22
e=exp(s;;)g,l(a-0,5X;;) X X) X;;)e"]. (14)
Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy w dalszych rozwazaniach oznaczenie

x ;= (X)) ' (X'X) "X, Prognozowana okresowa wyptata odszkodowan ma
zatem postac:

R R .
S, =exp(s;;)g,[0,5(1-x,,)6"]. (15)

Sredni btad tej predykcji mozna przedstawi¢ nastepujaco:
D*(S,,~5,,)=D*(S, )+ D*(S, ). (16)

co wynika z niezaleznosci zmiennych S, = oraz S [Verrall 1994]. Widzimy Za-
tem, iz do szacunku tego bledu mezbe;dne jest oszacowanle zmiennych D’ (S )
oraz D’ (S, ) W pierwszym przypadku stosujemy estymator nieobcigzony, dany
wzorem:

D*(S,,) = exp(25, ){g,[0,5(1-x, )6’ — g, [(1-2x, )6’ 1}, (17)
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Do oszacowania drugiej zmiennej stosujemy wzor na wariancje rozktadu logaryt-
miczno-normalnego, skorygowany funkcjg g [ Verrall, 1994]:

D*(S,,)=exp(25, )ig,[2(-x, )6’ - g,[(1-2x,)6°]}.  (18)

Ostatecznie przechodzimy do prognozowania wartosci catkowitej rezerwy
IBNR:

ﬁ:. ZSJ (19)

Estymator ten jest nieobcigzony pod warunkiem nieobcigzonosci estymatoréw
S'l,,j. Sredni blad B powyzszej predykcji nieobcigzonej obliczamy z nastepujacej
rownosci:

D*(R-R)=D*(R)+D*(R). (20)

Korzystajac z niezaleznos$ci zmiennych R i R, analogicznie jak w przypadku
zmiennych S, ;oraz S ;- Przy zalozeniu niezaleznosci zmiennych S, , mamy:

n-1 n-1

D*(R)=). Y D*(S, ). 1)

i=l j=n—i
W przypadku zmiennych S ,nie jest juz spetnione zatozenie o niezaleznosci, gdyz
oddziatujg na nie pararnetry P, , takie same dla kazdego okresu wypadkowego /.
W zwiazku z tym do obhczenla D’(R) niezbedne jest wprowadzenie kowariancji:

n—-1 n-1

(R) = ZZD (S.)+2 > cov(S,,.5,,). (22)

i=l j=n—i i,j,k,l

Druga suma zawiera doktadnie 2 elementow, takich ze (i, j) # (k, 1).
Widzimy ze niezbedna jest zatem znajomo$¢ estymatora kowariancji Cf)V(SI. . S’k )
Aby otrzymac¢ estymator nieobcigzony, ponownie zastosowanie znajduje funkcja
En

cov(S, . 8,,) = exp(S,, +8,,){g,[0.5(1 - x; )67 1g,[0,5(1 - x;,)6” ] (23)
- g, [(1=0,5(X; + X, (X "X) (X[ + X;,) 6’1,

Ostatecznie $redni blad prognozy rezerwy IBNR ma postac:
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B"=\D*(R)+ D*(R) . (24)

Wykorzystujac predykcje R oraz B” przechodzimy do wyznaczania przedzia-
hu ufnosci rezerwy catkowitej, ktéry definiujemy jako przedzial ufnosci dla R.
Aby wyznaczy¢ jednak ten przedzial, niezbedna jest znajomo$¢ rozktadu zmien-
nej R. Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym przy dostatecznie duzej
liczbie obserwacji jest przyjmowany rozklad normalny. W przypadku rezerwy
IBNR rozktad ten nie powinien by¢ jednakze symetryczny, gdyz wartosci rezerwy
IBNR dla okresow wypadkowych sa niskie dla poczatkowych okresow i i dalej
zwigkszaja si¢ znacznie dla okresow koncowych. W zwigzku z tym przyjmuje-
my rozktad logarytmiczno-normalny, w ktorym wykorzystujemy R oraz B’ jako
estymatory parametréw rozkladu: wartosci oczekiwanej oraz wariancji. Przedziat
ufno$ci na poziomie ufnosci 90% ma postaé [Mack, 1994] PZ = [Ra; Rb], gdzie

2 2 b

. B

a = exp(1,28¢ —Z—), gdzie b = exp(—1,28¢ — C?) ,oraz ¢ = In[1 + (—
R

Widzimy, iz przyjmujgc model (4), praktyczna aplikacja jest skomplikowana
poprzez zawit posta¢ funkcji g . Do znalezienia odpowiedniej warto$ci tej funk-
cji niezbedne jest obliczenie nieskonczonej sumy szeregu. Korekta obcigzenia
staje si¢ zatem zasadniczo problemem czysto numerycznym.

)*1-

4. Kalkulacja rezerwy IBNR - studium przypadku

W studium przypadku byt analizowany trojkat szkod zaczerpniety z literatu-
ry w postaci nieskumulowanej (tab. 2).
Tabela 2
Nieskumulowany tréjkat szkod

0 1 2 3 4 5 6 7
1592 | 2256 | 1942 | 1116 | 415 143 43 12
2 664 1527 1551 682 218 58 11 6

1212 ] 2339 | 1664 | 1080 | 420 176 51
3833 | 2000 | 2119 | 569 262 158
1687 | 2503 | 1370 | 859 337
1086 | 3142 | 1306 | 835
2631 | 2328 | 1532
1655 | 8391
8 246

[e-N IR I No Wi RO, T BN SN UST [f \O I I e
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W pierwszej kolejnosci zostata zastosowana metoda RLN z korektg obcigze-
nia funkcjg g . Dalej w celach porownawczych skalkulowano rezerwg IBNR me-
todami: MackChainLadder (MCL) [Mack, 1994], BootChainLadder (BCL) [En-
gland, Verrall, 2002], MultiChainLadder (MultiCL) [Zhang, 2010]. Do obliczen
wykorzystano program R oraz pakiet {ChainLadder} [R Core Team, 2012].

W analizowanym trojkacie szkod, rozwdj szkodowosci graficznie obrazuje rys. 1.

1 2 3
10000 - r
8000 -
6000 r
4000 ﬁ r
2000 o
4 5 6

b 10000

b - 8000
i [~ 6000
— - 4000
b = 2000

10000 -

value

8000 © r

6000 - r
4000 -

2000 r

dev

Rys. 1. Skumulowane wartosci wyptaconych odszkodowan w poszczegélnych latach rozwoju szkody

W pierwszej kolejnosci zostaly oszacowane parametry ¢, oraz P, za pomocg
KMNK oraz réwniez srednie btedy szacunku uzyskanych wartosci estymatoréw:

JD?(¢;) /D*(p,)- Wyniki przedstawia tab. 3.

Tabela 3
Oszacowane parametry modelu
Oszacowanie Sredni blad szacunku
1 2 3
c0 7,63 0,20
cl 7,11 0,20
c2 7,62 0,20
c3 7,55 0,21
c4 7,44 0,22
c5 7,35 0,23
c6 7,56 0,25
c7 8,05 0,29
c8 9,02 0,39
pl 0,34 0,20
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cd. tabeli 3
1 2 3
p2 -0,08 0,21
p3 -0,73 0,22
p4 -1,70 0,23
p5 -2,66 0,25
po -4,09 0,28
p7 -5,28 0,33
P8 -6,51 0,44

Otrzymane wyniki pokazuja, iz §rednie bledy szacunku dla wigkszosci po-
wyzszych parametrow zawieraja si¢ w przedziale od 0,2 do 0,29. Wyjatkiem sa
parametry c,, p, oraz p,, dla ktorych bledy sa wyzsze. Jest to efektem mate;j liczby
obserwacji dla okresow opdznien 7 oraz 8. Wariancja resztowa ksztattuje si¢ na
poziomie 6”= 0,1529. Czesto stosowang praktyka jest pomijanie parametru Dy»
co daje pewnos$¢, iz macierz X jest macierzg nieosobliwg, co rdwniez uczyniono
w tym przyktadzie [Verrall, 1994].

W kolejnym etapie szacowano warto$ci trojkata szkod ponizej przekatne;j,
uzyskujac nastgpujace wyniki:

Tabela 4
Prognozy okresowych wartosci wyptat odszkodowan
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1592 | 2256 | 1942 | 1116 415 143 43 12 3
1 2664 | 1527 | 1551 682 218 58 11 6 1,81 S”w
0,55 |D(S,,)
2 | 12122339 | 1664 | 1080 | 420 176 51 | 1035 | 3,01 |S,
545 | 1,87 | D(S,)
3 3833 | 2000 | 2119 569 262 158 32 9,70 2,83 5‘w
2038 | 493 | 081 |D(S,)
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cd. tabeli 4

4 | 1687 | 2503 | 1370 | 859 | 337 | 120 | 29 | 871 | 2,54 |S§,
81,83 | 17.35 | 423 | 069 |D(S,)

5 | 1086 | 3142 | 1306 | 835 | 286 | 109 | 26 | 7.94 | 231 |S,
195 | 68,88 | 14,73 | 3,62 | 0,59 |D(S,))

6 | 2631|2328 | 1532 | 936 | 353 | 135 | 32 | 981 | 286 |S$,
594 | 213 | 7560 | 1633 | 4,06 | 0,65 |D(S,,)

7 | 1655|8391 | 2898 | 1514 | 571 | 218 | 53 | 1592 | 4,64 |5
1524 | 769 | 277 | 99,60 | 21,73 | 544 | 0,79 | D(S,,)

8 | 8246 | 11661 | 7653 | 4000 | 1509 | 577 | 139 | 42,11 | 12,28 | S,,
3541 [ 2259 | 1142 | 412 | 147,00 | 3147 | 7,09 | 145 | D(S,)

Opierajac si¢ na powyzszych wynikach, uzyskano prognozowang wartos$¢
rezerwy IBNR, ktora wynosi R =32 989,21. Sredni btad predykcji oraz prze-
dzial zmiennosci PZ na poziomie ufnosci 90% wynosi natomiast odpowiednio
B" =11 698,21 oraz PZ = [20 014,1; 48 301,85].

W analizie porownawczej przeprowadzono estymacje punktowa, uzyskujac
nastepujace wyniki.

Tabela 5
Wartosci rezerwy IBNR w analizowanych modelach
Warto$¢ rezerwy IBNR | Sredni blad szacunku
RLN z korekta obcigzenia 32 989,21 11 698,21
MCL 35 551,14 12 566,54
BCL 36 459,93 8 573,84
MultiCL 35 553,24 12 596,51




Zmodyfikowana regresja logarytmiczno-normalna... 229

Wida¢, iz w metodzie RLN z korektg obcigzenia funkcjg g uzyskano naj-
nizsza warto$¢ rezerwy IBNR, co jest korzystne z punktu widzenia zaktadu ubez-
pieczen. Otrzymano rowniez stosunkowo niski btad prognozy. W analizowanym
trojkacie szkdd najnizszy btad uzyskat jednak model bootstrsapowy. Zgodnie
z zasada Solvency Il —,,best estimate”, nalezatoby zatem zawigza¢ rezerwe IBNR
na poziomie uzyskanym w tym modelu.

Podsumowanie

Szacowanie warto$ci rezerwy IBNR za pomoca regresji logarytmiczno-li-
niowej jest alternatywa do klasycznego podejscia chain-ladder. Po zastosowaniu
korekty obcigzenia moze dawac interesujace wyniki. W dobie rozwoju technik
obliczeniowych techniczny problem kalkulacji rezerwy IBNR nie jest obecnie
przeszkoda i pozwala na dalszy rozwoj tego podejscia.
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MODIFIED LOG-NORMAL REGRESSION
IN LOSS RESERVING

Summary

In the paper we consider the problem of loss reserving estimation in non-life in-
surance company. We focus on the log-normal regression as in [Bradu, Mundlak, 1970;
Chrostofieds, 1989]. In order to reduce the bias of IBNR reserve estimator we propose
some modification by introducing function. In the case study we compare few different
methods of loss reserving with modified log-normal regression. It is now typical practice
in insurance business according Solvensy I and “Best Estimate” rule. In all calculation we
apply R software and {ChainLadder} package.



Zmodyfikowana regresja logarytmiczno-normalna... 231

Zalacznik A
Wyniki kalkulacji rezerwy szkodowej uzyskane w pakiecie {ChainLadder}
<MackChainLadder(Triangle, weights = 1, alpha=1, est.sigma="log-linear”,
tail=FALSE, tail.se=NULL, tail.sigma=NULL)

£By0Origin

Latest Dev.To.Date Ulcimate IBNR Mack.5.E CWV(IBNR)
1 7521.727 1.0000000 T7521.727 0.000000 0.000000 Hal
2 &715.970 0.95895935 &718.701 2.730817 2.1865876 0.8008504
3 6942.089 0.9983817 ®953.342 11.252450 4.864551 0.4323104
4 B8941.373 0.9934317 S000.491 59.117897 28.206448 0.4771220
5 &755.411 0.9756945 6£5923.694 168.283564 59.255980 0.35211%88
6 6B6369.8937 0.9311650 &840.782 470.885029 132.933563 0.2823058
T 6480.848 0.8142385 7971.678 1480.8307&9 405.053393 0.2735312
8 10045.833 0.5831075 16837.625 6891.752023 948.520406 0.1376304
3 B245.677 0.2375460 34711.923 26466.246003 12468.263958 0.4711006
STotals

Totals

Latest: 6.802883e+04
Dewv: 6.56775%e-01
Ultimarte: 1.035800e+05
IBNE: 3.555114=+04
Mack 5.E.: 1.256654e+04
CV(IBNER): 3.53477%e=-01

Rys. A.1. Szczegotowe wyniki dla MCL
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Mack Chain Ladder Results Chain ladder developments by origin period
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Rys. A.2. Analiza reszt dla MCL
<BootChainLadder(Triangle, R=999, process.distr="gamma”)
£ Bummary Statistics for Input Triangle”
Latest Dev.To.Date Ultimate IBNR 5.E cv
1 T,522 1.000 T,522 0.00 0.00 0.000
2 6,716 1.000 6,713 2.73 0.83 0.303
3 6,942 0.9398 6,953 11.25 4.40 0.391
4 8,941 0.3983 9,000 59,12 28. 0.475
o 6,735 0.976 6,924 168.28 25.22 0.3352
& 6,370 0.831 6,841 470.89 132.92 0.282
T 6,491 0.814 T,972 1,480.83 405.05 0.274
8 10,046 0.583 16,938 6,891.7% 948.51 0.138
g 8,248 0.237 34,712 26,466.25 12,468.26 0.471
Total 68,029 0.657 103,580 35,551.14 12,566.53 0.353

Rys. A.3. Szczegotowe wyniki dla BCL
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Rys. A.4. Symulacja dla BCL
<MultiChainLadder(list(Triangle), fit. method = ,,SUR”™)
£ 5ummary Statistics for Input Triangle®
Latest Dev.To.Date Ultimate IBNE 5.E cv
T,522 1.000 T,522 0.00 0.00 0.000
6,716 1.000 6,719 2.73 0.83 0.305
6,942 0.89%8 6,953 11.25 4.40 0.391
8,941 0.993 9,000 59.12 28, 0.475
6,755 0.976 6,324 168.28 58,22 0.352
6,370 0.931 6,841 470.89 132.82 0,282
6,491 0.814 7,972 1,480.83 405.05 0.274
10,046 0.593 16,938 6,891.7% 948.51 0.138
8,246 0.237 34,712 26,466.25 12,468.26 0.471
Total 68,029 0.857 103,580 35,551.14 12,566.53 0.353

Rys. A.5. Szczegdtowe wyniki dla MultiCL
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QQ-Plot for Triangle 1
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Rys. A.6. Wykres kwantyli dla MultiCL



