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Wprowadzenie

W szeregu wczesniejszych pracach (por. np. Tatar, 1996a; 1996b; 2000;
2009; Budny, Tatar, 2009; Osiewalski, Tatar, 1999) zostala zaproponowana nowa
koncepcja opisu i analizy wielowymiarowych wektoréw losowych. Jej istota —
moéwiac najogolniej — sprowadza si¢ do tego, ze uzyskiwane charakterystyki sa
rzeczywiscie charakterystykami wektora wielowymiarowego, nie za§ — jak to ma
miejsce w klasycznym podej$ciu do rozktadow wielowymiarowych — charakte-
rystykami odpowiednio skonstruowanych jednowymiarowych funkcji jego
wspotrzednych begdacych jednowymiarowymi zmiennymi losowymi.

W kolejnych pracach, bedacych dalszymi krokami rozwijanej koncepcji,
zaproponowano formalne definicje takich m.in. charakterystyk rozktadow wie-
lowymiarowych, jak: warto$¢ oczekiwana, wariancja, odchylenie standardowe,
miary asymetrii, kurtoza oraz eksces. Z kolei dla par wektoréw losowych (nie-
koniecznie o tych samych wymiarach) zdefiniowano kowariancje, wspotczynnik
korelacji oraz postac ich liniowego zwiazku, czyli regresj¢ liniowa.

W przypadku kazdej z proponowanych nowych (nazywanych takze lgcznymi)
charakterystyk sformutowano i udowodniono twierdzenia dostarczajace ich
waznych (takze z punktu widzenia ewentualnych zastosowan) wiasnosci.

W przedktadanej obecnie pracy pojecia, o ktorych mowa powyzej, zostana wyko-
rzystane do opisu i analizy wybranych (przykladowych) wielkosci wystepujacych na
rynkach finansowych. Warto w tym miejscu uczyni¢ dos¢ oczywista uwagg, ze zdecy-
dowana wigkszo$¢ specyfikowanych i analizowanych wielkosci ekonomicznych
(w szczegolnoscei tych, ktore opisuja rynek finansowy) ma charakter wielowymiaro-
wych wektoréw losowych. Sa to wigc odpowiednio wybrane ,,zestawy” zmiennych lo-
sowych jednowymiarowych, ale przeciez istniejacych i realizujacych si¢ jednoczesnie.
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Przyktadami wielowymiarowych wielkosci, ktore postuza do demonstracji,
analizy oraz interpretacji parametrow, o ktorych byta mowa wczesniej, beda
wektory stop zwrotu na wybranych aktywach notowanych na polskim rynku fi-
nansowym. Doktadniej: wektory (,,zestawy”) jednostek uczestnictwa w wybra-
nych funduszach inwestycyjnych notowanych na rynku regulowanym.

1. Przypomnienia

Niech (R", R, +, ¢) bedzie przestrzenia wektorowa, w ktorej okreslono kla-
syczny (euklidesowy) iloczyn skalarny postaci:

Vv=(,v,, . ,v,),w=(W,w,, ... ,w,)€ R": (v| w):zn:vl.wl. .M
i=1

Dla dowolnego v € R" oraz dowolnej liczby k € N, = N U {0} definiujemy k-ta
potege wektora v.

Definicja 1
WV=1I1eR
oraz

ok i, dla k-nieparzystych
(vk_] |v) i dla k-parzystych ’

Z powyzszego okreslenia natychmiast wynikaja dwie podstawowe wtasno-
sci zdefiniowanej wielkosci:
(wt. 1) vveR" ke Ny : k-parzysta =k eR.
(wt. 2) vveR" ke N :k-nieparzysta = vk e R™.

Niech ponadto
52(51,52,...,5,,):!2—)Rn (2)
bedzie n-wymiarowym wektorem losowym o warto$ciach w R" o gesto$ci tacznej
=101, ..., x) 3)

oraz gestosciach brzegowych

fi = filxi)= I-}-ff(xz ~~~~~ X Jxpdi_pdiypdy, (=1, .. 0).  (4)
R"
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Definicja 2

Dla dowolnej liczby k£ € Ny tacznym momentem zwyktym rzedu k& wektora
losowego & nazywamy warto$é oczekiwana zmiennej losowej g(&) = &, czyli
my = E(&), jezeli Eka‘)< + oc.

Wobec powyzszej definicji mamy

k
m, = J....J.(xl,...,xn) £y senx, ), ., (5)
M
Na przyktad:
m, = I...jf(xl,...,xn)dxl...dxn =1, (6)
M
m, = I...I(xl,...,xn V(x5 x, ), ...dx,
M
:[J.xl.fl(xl)dxl’“" '[xnfn(xn )dan (7)
= (ml(l)’ml(z)""’ml(n))
m, = '[J-(xl yeees X, )zf(x1 yeees X, )dxl...dxn
et
= I...J-ixff(xl,...,xn )dxl...dxn (8)
R" i=1
= 2 J-xiz.fi(xi )dxi = sz(i) .
i=l _o i=l1
Symbolem m,; (r € N, i =1, ..., n) wystgpujacym w powyzszych formu-

fach oznaczamy moment zwykty rzedu r w rozkladzie brzegowym jednowymia-
rowej zmiennej losowej &.
Latwo zauwazyC, ze momenty laczne zwykle wielowymiarowej zmiennej
losowej wyrazaja si¢ przez jej momenty mieszane tego samego rz¢du. Przy tym:
(wi. 3), jezeli k jest liczba parzysta, to my € R,
(wi. 4), jezeli k jest liczba nieparzysta, to m; € R".
Definicja 3
Momentem centralnym facznym rzedu £, (k € Ny) wektora losowego & nazywa-
my warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej (& — my) czyli 1, = |E (§ —-m, )k ], jezeli

jest spelniona nierownos$¢ J-”(x —m, )" | £ o)dx < + o
e



30 Katarzyna Budny, Jan Tatar

Jest zatem
M, = Ij(xl = () ey X —ml(n))kf(xl,...,xn Yix,..dx, . )
o
Na przyktad:
“, =(I(xl —mgy )y G, [ (e, =y )7, Cx, i, j=OeR”, (10)
M, = jj(xl —Myyens X, —ml(n))zf(xl,...,xn)dxl...dxn = (11)
2
—J- IZ}C - xl, ,)cn)dxl dx,
R" i=l
n +x 2 n
> _[(xi _ml(z’)) [ (xi )dx; :ZﬂZ(i)~
i=l —o i=1

Symbolem s, W powyzszym wzorze oznaczamy moment centralny rzedu
drugiego w rozkladzie jednowymiarowej zmiennej losowej &.

Centralny moment taczny rzedu drugiego nazywamy wariancja taczna wek-
tora losowego & i oznaczamy przez o lub Varé

Jest wiec

= 2 ta() =207 (12)
i=1

i=1
: 2 4. . . . .
gdzie o/ ,(i=1, ..., n) oznacza wariancjg rozktadu zmiennej &

Nietrudno dostrzec, ze — podobnie jak dla rozktadow jednowymiarowych —
zachodzi réwno$¢

cl=m,—m, (13)

Pierwiastek kwadratowy z wariancji tacznej nazywamy tacznym odchyle-
niem standardowym rozktadu wektora losowego & i oznaczamy przez o.
Jest wiec:

o=+o? = Varé = (Zaj . (14)

Komentarz do tak zdefiniowanych wielkosci charakteryzujacych rozpro-
szenie rozktadu wielowymiarowego oraz zestawienie ich z klasycznie rozumiana
wariancjg uogolniong wektora losowego mozna znalez¢ w pracy Tatar (1996b).
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Natomiast w pracy Tatar (2000) zaproponowano — przez analogi¢ do znanej
formuty w teorii zmiennych losowych jednowymiarowych — nast¢pujaca miare
asymetrii rozktadu wielowymiarowego.

Definicja 4

Wspodltczynnikiem asymetrii  rozkladu prawdopodobienstwa wektora
losowego nazywamy wielko$¢:
y=—7FH3. (15)
o
Prosty rachunek prowadzi do nastepujacych postaci wspotczynnika
asymetrii w szczeg6lnych przypadkach:
a) dla rozktadu dwuwymiarowego:

H30+H12 H2 1+ Ho3

y= y y . (16)
(20 +102)72 (20 +192)72
b) dla rozktadu tr6jwymiarowego:
)= H300+H120H102  H210H030THp12 H201+ H021% H003 (17)

3/ 3/ 3
(ﬂ200+ﬂ020+ﬂ002)/2 (ﬂ200+#020+ﬂ002)/2 (ﬂ200+ﬂ020+M02)/2

Wystepujace w (16) i (17) symbole x4 oraz u;; oznaczaja — odpowiednio —
klasycznie rozumiane centralne momenty mieszane rzedu i + j oraz i +j + k (por.
np. Stuart, Ord (1994) ; Shao (2003) ; Fujikoshi, Ulyanov, Shimizu (2010)).

Zaproponowana w definicji 4 charakterystyka y jest — jak wida¢ —
charakterystyka wektorowa. Wskazuje zatem na ,kierunek” oraz ,zwrot”
asymetrii wielowymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa. Wielkos¢ (wartosc)
tej asymetrii otrzymamy natomiast obliczajac norme wektora y, tzn. || }/” .

Warto$¢ oczekiwana wektora losowego (definicja 2) oraz wspotczynnik
asymetrii (definicja 4) sa miarami potozenia jego rozktadu, za$§ wariancja oraz
odchylenie standardowe (definicja 3) opisuja jego rozproszenie. Inne uzyteczne
miary dyspersji przypominamy w kolejnych definicjach.

Definicja 5 (Budny, 2009; Budny, Tatar, 2009)
Kurtozg wektora losowego &= (& & .. &) : £2— R"definiuje sig jako

4
Kuree = ELE ‘Z”) : (18)
Hy
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2. Zastosowania

Zgodnie z wczesniejsza zapowiedzia w tym punkcie zastosujemy zapropo-
nowane w nowej koncepcji, a przywotane powyzej, pojecia do charakteryzacji
wybranych wektorowych wielko$ci z rodzimego rynku finansowego. Rozwazac
réowniez bedziemy wektory tygodniowych stop zwrotu (rentownosci) z inwesty-
cji w jednostki uczestnictwa w funduszach inwestycyjnych. Sposrod pigciu wy-
branych otwartych funduszy inwestycyjnych akcji bgdziemy tworzy¢ wektory
trojwymiarowe, za$ sposrod czterech funduszy rynku pienigznego — wektory
dwuwymiarowe. Do dalszych rozwazan wybrano nastgpujace fundusze:

a) fundusze akcji:

Arka Akcji FIO (przyjmujemy oznaczenie FA1)
PKO Akgji FIO (przyjmujemy oznaczenie FA2)
Skarbiec Akcji FIO (przyjmujemy oznaczenie FA3)
Legg Mason Akcji FIO (przyjmujemy oznaczenie FA4)

PZU Akcji FIO :Krakowiak” (przyjmujemy oznaczenie FAS)
b) fundusze rynku pieni¢znego:

Allianz SFIO (przyjmujemy oznaczenie FP1)
KBC Pienigzny F1O (przyjmujemy oznaczenie FP2)
ING Gotéwkowy SFIO (przyjmujemy oznaczenie FP3)
Uni Korona Pienigzny SFIO (przyjmujemy oznaczenie FP4)

W tabeli 1 zebrano notowania jednostek uczestnictwa w wybranych fundu-
szach na zamknigciu sesji w ostatnim dniu roboczym kazdego tygodnia w okre-
sie od 31 grudnia 2009 r. do 1 kwietnia 2011 r.; dla kazdego funduszu mamy
wiec 66 cen.

Tabela 1

Notowania jednostek uczestnictwa w wybranych funduszach inwestycyjnych (PLN)

Fundusze akcji Fundusze rynku pienigznego
Arka | PKO |SKARBIEC| Legg PZU Allianz KBC ING | UniKorona
Data Mason |[KRAKOWIAK] Parasol
(FAD | (FA2) (FA3) (FA4) (FAS) (FP1) (FP2) (FP3) (FP4)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2009-12-31| 35,82 | 271,59 | 272,98 | 302,64 101,91 119,52 | 141,57 | 214,45 156,89
2010-01-08| 36,73 | 277,43 | 278,45 | 308,71 104,43 119,61 142,10 | 214,87 157,44
2010-01-15| 37,19 | 278,44 | 280,64 | 310,47 104,78 119,65 | 142,45 | 215,34 158,06
2010-01-22| 36,58 | 275,57 | 275,98 | 308,42 103,67 119,75 | 142,88 | 216,06 158,39
2010-01-29| 36,25 | 273,70 | 272,38 | 307,64 102,64 119,87 | 142,88 | 215,96 158,51
2010-02-05] 34,23 | 260,39 | 256,08 | 292,90 96,56 119,79 | 142,89 | 216,10 158,79
2010-02-12] 34,71 | 263,53 | 259,37 | 295,07 97,79 119,98 | 143,20 | 216,33 159,00
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cd. tabeli 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2010-02-19| 35,75 | 267,07 | 266,01 299,70 99,64 120,04 143,41 | 216,59 159,26
2010-02-26| 34,95 | 267,97 | 261,99 | 300,51 99,77 120,09 143,58 | 216,78 159,40
2010-03-05| 36,04 | 276,04 | 273,03 307,13 103,32 120,15 143,69 | 216,85 159,61
2010-03-12| 36,85 | 280,03 | 278,41 311,13 105,41 120,42 143,85 | 217,17 160,04
2010-03-19| 36,93 | 282,69 | 279,68 315,25 106,28 120,62 144,34 | 217,74 160,64
2010-03-26 | 37,57 | 287,21 | 285,42 320,58 108,89 120,74 144,52 | 217,98 160,84
2010-04-01| 38,29 | 291,78 | 292,11 324,62 110,50 120,77 144,65 | 218,14 161,11
2010-04-09| 38,85 | 292,16 | 291,91 325,30 110,77 120,96 14491 | 218,33 161,13
2010-04-16| 39,29 | 295,42 | 295,80 | 328,91 112,31 121,12 145,09 | 218,60 161,69
2010-04-23| 38,72 | 289,97 | 289,36 | 324,43 109,74 121,25 145,28 | 218,79 161,86
2010-04-30| 38,81 | 292,54 | 293,27 | 326,71 111,03 121,34 145,48 | 218,71 161,53
2010-05-07| 35,42 | 273,30 | 267,91 305,07 103,46 121,63 145,41 | 218,83 161,11
2010-05-14| 36,85 | 281,29 | 276,30 | 312,97 106,35 121,84 145,64 | 219,18 161,84
2010-05-21| 35,54 | 272,91 264,27 304,95 102,37 122,19 145,68 | 219,21 161,40
2010-05-28 | 36,61 | 283,38 | 275,83 315,42 106,32 122,33 145,68 | 219,29 161,36
2010-06-04 | 35,54 | 278,49 | 267,60 | 309,79 103,94 122,47 145,82 | 219,36 161,47
2010-06-11| 35,45 | 279,00 | 265,78 310,30 104,42 122,55 145,94 | 219,46 161,11
2010-06-18| 3591 | 279,59 | 265,90 | 311,81 104,44 122,80 145,97 | 219,49 161,66
2010-06-25| 35,53 | 277,36 | 263,20 | 308,90 103,65 122,77 146,03 | 219,56 161,69
2010-07-02 | 34,49 | 274,18 | 258,60 | 305,66 102,39 122,92 146,33 | 219,83 161,64
2010-07-09 | 35,00 | 278,02 | 261,66 | 309,73 103,62 123,00 146,40 | 220,03 162,34
2010-07-16| 35,61 | 281,72 | 267,35 313,33 104,86 123,10 146,77 | 220,25 162,57
2010-07-23 | 36,25 | 287,54 | 273,15 318,78 107,33 123,25 146,90 | 220,31 162,72
2010-07-30| 36,49 | 287,76 | 274,55 319,81 107,43 123,22 146,79 | 220,45 163,02
2010-08-06| 36,90 | 292,62 | 279,14 | 328,56 109,65 123,21 146,84 | 220,43 162,96
2010-08-13| 36,02 | 284,91 | 271,12 | 320,63 106,48 123,32 147,14 | 220,63 163,31
2010-08-20| 36,24 | 285,43 | 270,96 | 320,27 106,49 123,51 147,29 | 220,72 163,45
2010-08-27| 35,98 | 284,24 | 268,20 | 319,39 106,13 123,59 147,50 | 221,00 163,57
2010-09-03 | 36,67 | 289,04 | 273,95 325,04 108,15 123,51 147,55 | 221,04 163,60
2010-09-10| 37,11 | 292,05 | 276,72 329,24 109,52 123,84 147,74 | 221,14 163,85
2010-09-17| 37,63 | 296,19 | 278,67 | 334,63 110,71 123,94 147,84 | 221,34 164,12
2010-09-24 | 38,34 | 302,24 | 283,38 340,08 112,57 123,86 147,94 | 221,44 164,25
2010-10-01 | 38,43 | 303,78 | 283,10 | 341,57 112,59 123,92 148,13 | 221,55 164,62
2010-10-08 | 38,73 | 305,17 | 283,71 343,31 113,28 123,94 148,26 | 221,70 165,11
2010-10-15| 38,85 | 308,68 | 286,38 346,17 114,33 124,04 148,48 | 221,84 165,11
2010-10-22| 39,34 | 307,04 | 286,09 | 345,88 113,96 124,35 148,62 | 221,97 165,01
2010-10-29| 39,51 | 310,84 | 287,70 | 349,63 115,44 124,33 148,83 | 222,13 165,14
2010-11-05| 40,11 | 316,48 | 292,96 356,19 117,54 124,24 14891 | 222,14 165,22
2010-11-12| 40,04 | 318,23 | 293,95 358,23 118,36 124,52 149,09 | 222,33 165,40
2010-11-19| 39,41 | 309,39 | 285,54 | 348,54 114,76 124,42 149,26 | 222,51 165,34
2010-11-26 | 39,23 | 306,55 | 281,32 | 34545 113,86 124,56 149,34 | 222,71 165,04
2010-12-03 | 40,09 | 314,83 | 293,80 | 354,28 116,95 124,70 149,54 | 222,82 165,43
2010-12-10| 40,20 | 318,18 | 295,39 | 360,02 118,71 124,86 149,53 | 222,95 165,53
2010-12-17| 40,21 | 319,17 | 294,48 363,09 118,31 124,95 149,80 | 223,06 165,63
2010-12-23| 40,48 | 319,55 | 295,86 | 362,46 118,89 124,99 149,92 | 223,13 165,73
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cd. tabeli 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2010-12-31| 40,14 | 318,65 | 299,27 358,89 118,78 125,08 149,91 | 223,26 165,78

2011-01-07| 39,91 | 313,70 | 290,42 | 354,76 116,74 125,08 | 150,01 | 223,37 165,84
2011-01-14] 39,87 | 315,10 | 296,41 | 357,70 118,21 125,16 | 149,89 | 223,50 166,12
2011-01-21] 39,51 | 317,39 | 295,73 | 360,23 119,50 125,20 | 150,28 | 223,54 166,37
2011-01-28| 39,54 | 314,95 | 294,62 | 358,17 118,35 125,33 | 150,41 | 223,79 166,70
2011-02-04| 39,74 | 317,23 | 300,37 | 362,36 119,64 125,35 | 150,58 | 223,92 166,97
2011-02-11| 39,80 | 315,31 | 298,22 | 359,69 118,76 125,47 | 150,68 | 224,06 167,07
2011-02-18| 39,26 | 312,19 | 293,29 | 354,71 117,00 125,51 | 150,78 | 224,02 167,26
2011-02-25| 38,87 | 311,40 | 297,29 | 354,28 117,11 125,66 | 150,95 | 224,28 167,58
2011-03-04| 39,55 | 316,91 | 300,09 | 363,55 120,21 125,81 | 151,09 | 224,43 167,84
2011-03-11| 38,98 | 314,27 | 294,80 | 361,18 118,76 126,37 | 151,20 | 224,46 167,99
2011-03-18| 39,16 | 314,89 | 299,14 | 364,53 119,35 126,28 | 151,08 | 224,70 168,17
2011-03-25| 39,81 | 318,78 | 301,93 | 367,92 120,63 126,45 | 151,27 | 224,73 168,40
2011-04-01| 40,44 | 323,00 | 306,82 | 372,89 123,07 126,60 | 151,54 | 224,92 168,81

Zrodlo: Obliczenia wlasne.

Nastepnie, korzystajac z danych w tabeli 1, obliczono tygodniowe stopy
zwrotu na poszczeg6lnych jednostkach wedlug wzoru:

P, -P,_
py ==l (19)
Py-1
gdzie:
r, — rentownos¢ jednostki uczestnictwa w rozwazanym funduszu w tygodniu z-tym,
P, — cena jednostki uczestnictwa w rozwazanym funduszu na zamknigciu

w ostatnim dniu roboczym tygodnia n-tego,
P,; — cena jednostki uczestnictwa w rozwazanym funduszu na zamknigciu
w ostatnim dniu roboczym tygodnia n-/-ego.

Dla kazdego z dziewigciu wybranych funduszy wyznaczono w ten sposob
65 wartosci bedacych w istocie realizacjami (historycznymi) zmiennej losowej
pod nazwa ,,tygodniowa stopa zwrotu na jednostkach uczestnictwa w danym
funduszu”. Na oznaczenie rozwazanych zmiennych losowych przyjmujemy na-
stepujace symbole:
rrg; — tygodniowa rentowno$¢ jednostki uczestnictwa w funduszu akcyjnym

o numerze i-tym (dlai = 1,2,3,4,5),

rrp; — tygodniowa rentowno$¢ jednostki uczestnictwa w funduszu rynku pienigz-

nego o numerze j-tym (dlaj = 1,2,3,4).

Obliczone zgodnie z wzorem (19) kolejne realizacje zmiennych losowych
7'r4; OTaz rpp; zestawiono w tabeli 2.
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Tabela 2
Tygodniowe rentownosci jednostek uczestnictwa w wybranych funduszach
Tydzien VEal VF4a2 VFa3 VFa4 V'FA5 r'FPi Yrp2 Vrp3 VFp4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0,0254 | 0,0215 0,0200 | 0,0201 0,0247 | 10,0008 0,0037 | 0,0020 | 0,0035
2 0,0125 0,0036 | 0,0079 | 0,0057 | 0,0034 | 0,0003 0,0025 | 0,0022 0,0039
3 —-0,0164 | —0,0103 | —0,0166 | —0,0066 | —0,0106 | 0,0008 0,0030 | 0,0033 0,0021
4 —-0,0090 | —0,0068 | —0,0130 | —0,0025 | —0,0099 | 0,0010 | 0,0000 | —0,0005 0,0008
5 —0,0557 | —0,0486 | —0,0598 | —0,0479 | —0,0592 | —0,0007 | 0,0001 0,0006 | 0,0018
6 0,0140 | 0,0121 0,0128 | 0,0074 | 0,0127 | 0,0016 | 0,0022 | 0,0011 0,0013
7 0,0300 | 0,0134 | 0,0256 | 0,0157 | 0,0189 | 0,0005 0,0015 | 0,0012 0,0016
8 —-0,0224 | 0,0034 | —0,0151 0,0027 | 0,0013 0,0004 | 0,0012 | 0,0009 | 0,0009
9 0,0312 | 0,0301 0,0421 0,0220 | 0,0356 | 0,0005 0,0008 | 0,0003 0,0013
10 0,0225 0,0145 0,0197 | 0,0130 | 0,0202 | 0,0022 | 0,0011 0,0015 0,0027
11 0,0022 | 10,0095 0,0046 | 0,0132 | 0,0083 0,0017 | 10,0034 | 0,0026 | 0,0037
12 0,0173 0,0160 | 0,0205 0,0169 | 0,0246 | 0,0010 | 0,0012 | 0,0011 0,0012
13 0,0192 | 0,0159 | 0,0234 | 0,0126 | 0,0148 0,0002 | 0,0009 | 0,0007 0,0017
14 0,0146 | 0,0013 | —0,0007 | 0,0021 0,0024 | 0,0016 | 0,0018 0,0009 | 0,0001
15 0,0113 0,0112 | 0,0133 0,0111 0,0139 | 0,0013 0,0012 | 0,0012 0,0035
16 —-0,0145 | —0,0184 | —0,0218 | —0,0136 | —0,0229 | 0,0011 0,0013 0,0009 | 0,0011
17 0,0023 0,0089 | 0,0135 0,0070 | 0,0118 0,0007 | 0,0014 | —0,0004 | —0,0020
18 —0,0873 | —0,0658 | —0,0865 | —0,0662 | —0,0682 | 0,0024 | —0,0005 | 0,0005 | —0,0026
19 0,0404 | 0,0292 | 0,0313 0,0259 | 0,0279 | 0,0017 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0045
20 —0,0355 | —0,0298 | —0,0435 | —0,0256 | —0,0374 | 0,0029 | 0,0003 0,0001 | —0,0027
21 0,0301 0,0384 | 0,0437 | 0,0343 0,0386 | 0,0011 0,0000 | 0,0004 | —0,0002
22 —-0,0292 | —0,0173 | —0,0298 | —0,0178 | —0,0224 | 0,0011 0,0010 | 10,0003 0,0007
23 —0,0025 0,0018 | —0,0068 | 0,0016 | 0,0046 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0005 | —0,0022
24 0,0130 | 0,0021 0,0005 0,0049 | 0,0002 | 0,0020 | 0,0002 | 0,0001 0,0034
25 —-0,0106 | —0,0080 | —0,0102 | —0,0093 | —0,0076 | —0,0002 | 0,0004 | 0,0003 0,0002
26 -0,0293 | —0,0115 | —0,0175 | —0,0105 | —0,0122 | 0,0012 | 0,0021 0,0012 | —0,0003
27 0,0148 | 0,0140 | 0,0118 | 0,0133 0,0120 | 0,0007 | 0,0005 | 0,0009 | 0,0043
28 0,0174 | 0,0133 0,0217 | 0,0116 | 0,0120 | 0,0008 0,0025 | 0,0010 | 0,0014
29 0,0180 | 0,0207 | 0,0217 | 0,0174 | 0,0236 | 0,0012 0,0009 | 0,0003 0,0009
30 0,0066 | 0,0008 | 0,0051 0,0032 | 0,0009 | —0,0002 | —0,0007 | 0,0006 | 0,0018
31 0,0112 | 0,0169 | 0,0167 | 0,0274 | 0,0207 | —0,0001 0,0003 | —0,0001 | —0,0004
32 —-0,0238 | —0,0263 | —0,0287 | —0,0241 | —0,0289 | 0,0009 | 0,0020 | 0,0009 | 0,0021
33 0,0061 0,0018 | —0,0006 | —0,0011 0,0001 0,0015 0,0010 | 0,0004 | 0,0009
34 —-0,0072 | —0,0042 | —0,0102 | —0,0027 | —0,0034 | 0,0006 | 0,0014 | 0,0013 0,0007
35 0,0192 | 0,0169 | 0,0214 | 0,0177 | 0,0190 | —0,0006 | 0,0003 0,0002 0,0002
36 0,0120 | 0,0104 | 0,0101 0,0129 | 0,0127 | 0,0027 | 0,0013 0,0005 0,0015
37 0,0140 | 0,0142 | 0,0070 | 0,0164 | 0,0109 | 0,0008 0,0007 | 0,0009 | 0,0016
38 0,0189 | 0,0204 | 0,0169 | 0,0163 0,0168 | —0,0006 | 0,0007 | 0,0005 0,0008
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cd. tabeli 2

2 3 4 5 6 7 8 9 10

39 0,0023 | 0,0051 | —0,0010 | 0,0044 | 0,0002 | 0,0005 | 0,0013 | 0,0005 | 0,0023
40 0,0078 | 0,0046 | 0,0022 | 0,0051 | 0,0061 | 0,0002 | 0,0009 | 0,0007 | 0,0030
41 0,0031 | 0,0115 | 0,0094 | 0,0083 | 0,0093 | 0,0008 | 0,0015 | 0,0006 | 0,0000
42 0,0126 | —0,0053 | —0,0010 | —0,0008 | —0,0032 | 0,0025 | 0,0009 | 0,0006 | —0,0006
43 0,0043 | 0,0124 | 0,0056 | 0,0108 | 0,0130 | —0,0002 | 0,0014 | 0,0007 | 0,0008
44 0,0152 | 0,0181 | 0,0183 | 0,0188 | 0,0182 | —0,0007 | 0,0005 | 0,0000 | 0,0005
45 —0,0017 | 0,0055 | 0,0034 | 0,0057 | 0,0070 | 0,0023 | 0,0012 | 0,0009 | 0,0011
46 —0,0157 | —0,0278 | —0,0286 | —0,0270 | —0,0304 | —0,0008 | 0,0011 | 0,0008 | —0,0004
47 —0,0046 | —0,0092 | —0,0148 | —0,0089 | —0,0078 | 0,0011 | 0,0005 | 0,0009 | —0,0018
48 0,0219 | 0,0270 | 0,0444 | 0,0256 | 0,0271 | 0,0011 | 0,0013 | 0,0005 | 0,0024
49 0,0027 | 0,0106 | 0,0054 | 0,0162 | 0,0150 | 0,0013 | —0,0001 | 0,0006 | 0,0006
50 0,0002 | 0,0031 | —0,0031 | 0,0085 | —0,0034 | 0,0007 | 0,0018 | 0,0005 | 0,0006
51 0,0067 | 0,0012 | 0,0047 | —0,0017 | 0,0049 | 0,0003 | 0,0008 | 0,0003 | 0,0006
52 —0,0084 | —0,0028 | 0,0115 | —0,0098 | —0,0009 | 10,0007 | —0,0001 | 10,0006 | 0,0003
53 —0,0057 | —0,0155 | —0,0296 | —0,0115 | —0,0172 | 10,0000 | 0,0007 | 0,0005 | 0,0004
54 —0,0010 | 0,0045 | 0,0206 | 0,0083 | 0,0126 | 0,0006 | —0,0008 | 0,0006 | 0,0017
55 —0,0090 | 0,0073 | —0,0023 | 0,0071 | 0,0109 | 0,0003 | 0,0026 | 0,0002 | 0,0015
56 0,0008 | —0,0077 | —0,0038 | —0,0057 | —0,0096 | 0,0010 | 0,0009 | 0,0011 | 0,0020
57 0,0051 | 0,0072 | 0,0195 | 0,0117 | 0,0109 | 0,0002 | 0,0011 | 0,0006 | 0,0016
58 0,0015 | —0,0061 | —0,0072 | —0,0074 | —0,0074 | 0,0010 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0006
59 —0,0136 | —0,0099 | —0,0165 | —0,0138 | —0,0148 | 0,0003 | 0,0007 | —0,0002 | 0,0011
60 —0,0099 | —0,0025 | 0,0136 | —0,0012 | 0,0009 | 0,0012 | 0,0011 | 0,0012 | 0,0019
61 0,0175 | 0,0177 | 0,0094 | 0,0262 | 0,0265 | 0,0012 | 0,0009 | 0,0007 | 0,0016
62 —0,0144 | —0,0083 | —0,0176 | —0,0065 | —0,0121 | 0,0045 | 0,0007 | 0,0001 | 0,0009
63 0,0046 | 0,0020 | 0,0147 | 0,0093 | 0,0050 | —0,0007 | —0,0008 | 0,0011 | 0,0011
64 0,0166 | 0,0124 | 0,0093 | 0,0093 | 0,0107 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0001 | 0,0014
65 0,0158 | 0,0132 | 0,162 | 00135 | 0,202 | 0,012 | 00018 | 0,0008 | 0,0024

Zrodto: Obliczenia wlasne.

RAI =(rpar.7FA2  7FA3)
RAII =(rpqp . rFA2 » TFAS)

oraz

. RAII=(rpg;.7F42. "FA4)
. RAIV=(rp42.7F43. "Fa4)

Wektorami losowymi, ktorych wybrane charakterystyki taczne wyznaczy-
my korzystajac z definicji 1-4 oraz danych w tabeli 2 sa:

RPI=(rppy, rpp2) 3 RPI=(rpp, rpm) ; RPII=(rpp, repy) ; RPIV=(rpp2, rips).



CHARAKTERYSTYKI WIELOWYMIAROWYCH WIELKOSCI... 37

Wyznaczajac ,,Srednie z proby” jako estymatory wartosci oczekiwanej wektoro-
wych stop zwrotu otrzymujemy:

my(RAT)=(0,2082 ; 0,2824 ; 0,2057) m;(RPI)=(0,0886 ; 0,1048)
mi(RAI)=(0,2082 ; 0,2824 ; 0,3362) m;(RP IT)=(0,0886 ; 0,0734)
m(RAIIT)=(0,2082 ; 0,2824 ; 0,3101) m;(RP 1) = (0,0886 ; 0,1128)
my(RAIV)=(0,2824 ; 0,2057 ; 0,3362) my(RPIV)=(0,1048 ; 0,0734)

Uzyskane powyzej wyniki interpretujemy jako ,,wielowymiarowe oszacowania
z proby historycznej” teoretycznych wartosci oczekiwanych wielowymiarowych
rozktadow stop zwrotu. Innymi stowy: rozktady te (wykresy ich gestosci w od-
powiednich przestrzeniach) sa niejako ,,rozpicte wokot” wyznaczonych powyzej
wektorow. Owo ,,wokot” moze by¢ z kolei scharakteryzowane odpowiednimi
miarami rozproszenia (wariancja; odchylenie standardowe), ktore z kolei moze-
my oszacowac korzystajac z definicji 3, doktadniej za§ z wzorow (12) oraz (14).
Wykonujac konieczne obliczenia otrzymujemy nastgpujace szacunki wariancji
tqcznych oraz tqcznych odchylen standardowych:

s?(RAT)=0,1229 oraz  s(RAI)=0,3506
s2(RAII)=0,1009 oraz  S(RAI)=03176
s?(RAI )=0,1105 oraz  s(RAII)=03324
s2(RAIV ) =0,1096 oraz  S(RAIV)=03311
a takze

s°(RPI1)=01701-10 oraz  s(RPI)=00412
s2(RPI[)=0,290-10"3 oraz  s(RPII)=00359
s?(RPII)=03164-1073 oraz  s(RPIIl)=0,0562
s2(RPI)=01203-107 oraz  s(RPIV)=00347

Dysponujac informacjami o warto$ciach oczekiwanych wektorowych stop
zwrotu oraz o ich ryzyku mierzonym facznym odchyleniem standardowym mo-
zemy w kolejnym etapie zbada¢ asymetri¢ ich rozkladéw. Oszacowanie jej wspot-

czynnika okre$lonego w definicji 4 otrzymamy — w rozwazanym przyktadzie —
stosujac odpowiednio formuty (16) i (17) do danych z tabeli 2. Mamy zatem:

Asym(RAT)=(~0,8312; —0,6554, —0,8291) oraz ||Asym(RAI)|= 13445
Asym(RA 1) =(~0,9630,; —0,7642; —0,7815) oraz |Asym(RA I )| = 14567
Asym(RAIII ) = (~0.8817; —0,7053; —0,7832) oraz |[Asym(RA IIl )| = 1,3741
Asym(RAIV ) = (- 0,6811; —0,8547 ; —0,6970) oraz || Asym(RA IV )| =1,2963
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Takze:

Asym(RP 1)=(0,2680; 0,0193)  oraz |Asym(RPI)|=0,2687
Asym(RP I ) = (04844, 0,1148)  oraz |Asym(RP II )| = 0,4978
Asym(RP IIT ) = (0,2869: —0,2313) oraz |[Asym(RP IIT )| = 0,3685
Asym(RP IV ) =(0,5994; 0.6231)  oraz |[Asym(RP IV )| = 0,8646

Wektorowe wspotczynniki asymetrii badanych rozktadow prawdopodobienstwa
wskazuja — jak juz wczesniej wspominali$my — na kierunek (kierunki) oraz ,,zwrot”
wystepujacej asymetrii, zas ich dlugosci (normy) sa jej ,.laczng” wartoscia.

Na koniec oszacujemy jeszcze kurtozg kazdego z badanych rozktadéw. Sto-
sowne obliczenia prowadza do nastepujacych wynikow:

Kurt(RAI)=6,2950
Kurt(RAIl )=6,6821
Kurt(RAIIl ) =6,2076
Kurt(RAIV )=6,0178
oraz

Kurt(RPI)=2,6145
Kurt(RPII)=3,3200
Kurt(RPIII ) = 2,7098
Kurt(RPIV )=39579

Podsumowanie

W niniejszym artykule autorzy skupili swoja uwage na praktycznym wyko-
rzystaniu zaproponowanych wcze$niej nowych charakterystyk do opisu wielowy-
miarowych wielkos$ci ekonomicznych (finansowych). Otwartym zagadnieniem po-
zostaje mozliwos¢ wykorzystania uzyskanych wynikow w podejmowaniu decyzji
gospodarczych, np. w konstrukcji i zarzadzaniu portfelem inwestycyjnym. Wstep-
ne badania w tym zakresie sktaniaja co najmniej do umiarkowanego optymizmu.
Z koniecznos$ci jednak bardziej poglebiona prezentacje i analiz¢ zagadnien apli-
kacyjnych pozostawiamy do osobnego opracowania.
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CHARACTERISTICS OF MULTIVARIATE FINANCIAL ITEMS BASED
ON DEFINITION OF THE POWER OF A VECTOR

Summary

In the previous articles the authors proposed — different from the well-known in the
probabilistic literature — definitions of such characteristics of multivariate probability
distributions as the expected value, variance, standard deviation, skewness coefficient,
kurtosis and excess kurtosis. The basis of these definitions is the concept of the power of
the vector in an inner product space proposed by J. Tatar, among others things, in Tatar
(1996b). In this paper, the formal forms of those which are mentioned above are used to
describe some random vectors occurring in a typical financial market. In this case these
are two dimensional and three-dimensional vectors of weekly rates of units in selected
investment funds. It is worth noting that the nature of the moments of multivariate distri-
butions shows that parameters such as the expected value and skewness coefficient are
vectors whereas the variance, standard deviation, kurtosis and excess are scalars.
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