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Wprowadzenie

Do najwazniejszych zagadnien rozwazanych w badaniach statystycznych
nalezy analiza zalezno$ci. Dla zmiennych rejestrowanych na mocnych skalach
pomiarowych wykorzystuje si¢ wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona oraz
roznej postaci funkcje regresji. Dla wykluczenia wplywu zmiennych zaklocaja-
cych wyznacza si¢ wspdlczynniki korelacji czastkowej, a dla okreslenia taczne-
go wplywu kilku zmiennych na zmienna zalezng wspoétczynniki korelacji wielo-
rakiej. W przypadku pomiarow dokonanych na skalach stabych nalezy
skorzysta¢ z innych narzedzi. Dla pomiaréw na skali porzadkowej wykorzystuje
si¢ wspotczynniki korelacji rang Spearmana i Kendalla. W przypadku pomiarow
na skali nominalnej najczesciej wykorzystuje si¢ rozne wspdlczynniki oparte na
obliczeniu statystyki chi-kwadrat.

W artykule przedstawiono propozycje¢ wyznaczania wspotczynnikow zalez-
nosci czastkowej dla zmiennych okreslonych na skalach nominalnych. Ze
wzgledu na konstrukcje wspotczynnika korelacji czastkowej dla danych nomi-
nalnych, a w szczeg6lnosci trudnosci w okresleniu rozkladu estymatora tego
wspotczynnika, zastosowano testy permutacyjne do weryfikacji hipotezy o istot-
nosci tych zalezno$ci.
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1. Zalezno$¢ dla zmiennych rejestrowanych
na skalach nominalnych

W przypadku, gdy badaniem objgte sa dwie zmienne X i Y przyjmujace
wartosci na skalach nominalnych, wlasciwym podej$ciem jest zastosowanie ana-
liz zwiazanych z tablicami kontyngencji, okre§lanymi rowniez jako tablice wie-
lodzielcze. Jesli warianty zmiennej X oznaczymy przez x, Xz, ... , X;, @ warianty
zmiennej Y przez yi, ¥a, ... , Ve, gdzie r 1 ¢ sa odpowiednio liczba wariantow
zmiennych X1 Y, to tablicg kontyngencji mozna przedstawi¢ jak w tabeli 1.

Tabela 1
Uktad danych w tablicy kontyngencji
Zmi Y
Zmienna X mienna S.umy
U 2 .. Ve w wierszach

X1 ni N2 e Hle

X2 N1 n e N N2e

Xr [ 2 ... Nye e

Sumy

w kolumnach 11 12 1 1

Wielkosci nj (i=1,2, ... ,rorazj=1,2, ..., c¢) sa zaobserwowanymi li-

czebnos$ciami realizacji jednoczesnie x; oraz y; zmiennej dwuwymiarowe;j (X, Y).

Do analizy zalezno$ci pomigdzy zmiennymi X i ¥ zwykle wykorzystuje sig
rézne mierniki, ktorych konstrukcja opiera si¢ na statystyce chi-kwadrat. Staty-
styka ta dla dwuwymiarowej tablicy wielodzielczej o wymiarach r x & przyjmuje
postac:

r 4 A._A“ 2
12222%’ (1)

=l j=I i
gdzie:
n; — liczebnosci obserwowane,
niu : nuj . ;. .
;= — liczebnosci oczekiwane.

n

Statystyka (1) ma asymptotycznie rozktad chi-kwadrat o (» — 1)(k — 1)
stopniach swobody. Do testowania istotno$ci zalezno$ci pomi¢dzy zmiennymi X
i Y mozna wykorzysta¢ warto$ci krytyczne z rozktadu chi-kwadrat, jesli liczeb-
nosci oczekiwane dla wszystkich komorek tabeli wynosza przynajmniej 5 (por.
np. Domanski, 1990).
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Statystyka (1) przyjmuje nieujemne wartosci. Jest ona wykorzystywana do
konstrukcji réznych wspotczynnikow, ktore przyjmuja warto$ci z przedziatu
ograniczonego, co ulatwia interpretacj¢ poziomu zaleznosci. Wzory (2) — (4)
przedstawiaja wybrane wspolczynniki sity zaleznosci dla danych przedstawio-
nych w tablicy wielodzielczej (Zelia$ et al., 2002).

Wspolezynnik kontyngencji C Pearsona:

2

c= 4 @)
Z'f‘n

Wspolczynnik 7 Cramera:

2
Vz\/ -4 : (3)
n-min(r — 1,k —1)

Wspotczynnik 7' Czuprowa:

T=\/ z 4
n-J(r=0)k-1)

W dalszych rozwazaniach bedzie uwzgledniony wylacznie wspotczynnik
(1), jednak wszystkie analizy moga zosta¢ rozszerzone na pozostale przedsta-

wione wspotczynniki zaleznosci.

2. Pomiar zaleznosci czastkowych dla danych
w wielowymiarowych tablicach wielodzielczych

J.H. Zar (2010) wskazuje na mozliwo$¢ wyznaczania wspotczynnikow ko-
relacji czastkowej dla tablic wielodzielczych. Niech dana bedzie tablica wielo-
dzielcza skonstruowana na podstawie badania zalezno$ci pomigdzy trzema
zmiennymi X, Y i Z przyjmujacymi warto$ci na skalach nominalnych. Jesli wa-
rianty zmiennej X oznaczymy przez xi, Xy, ... , X;, dla zmiennej Y przez yy, y,, ..., Ve,
a dla zmiennej Z przez zi, z, ... , zj, gdzie r, ¢ 1 [ sa odpowiednio liczba wszyst-
kich wystgpujacych wariantow zmiennych X, Y i Z, to warto$¢ statystyki
chi-kwadrat jest obliczana na podstawie wzoru:

I c / g T A., 2
=3y ®

i=l j=1 k=1 ik
gdzie:

n; — liczebnosci obserwowane,

Ry = w— liczebnosci oczekiwane.
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Przy zalozZeniu niezaleznosci zmiennych X, Y'i Z statystyka (5) ma asymptotycz-
nie rozktad chi-kwadrat o rcl-r-c-I+2 stopniach swobody (por. Sheskin, 2004).

Jezeli hipoteza o niezalezno$ci nie jest odrzucona, to w konkluzji stwierdza
sig, ze mozna przyja¢ hipoteze o niezaleznosci zmiennych. W przypadku odrzu-
cenia hipotezy o niezalezno$ci zmiennych test nie informuje o wystgpujacych
rodzajach zalezno$ci. Mozliwe jest wystgpowanie zaleznosci pomigdzy wszyst-
kimi zmiennymi, ale moze wystepowac zalezno$¢ wylacznie np. pomiedzy Xi Y.
W literaturze sa rozwazane roézne mozliwosci odwotujace si¢ do okre$lenia sity
zalezno$ci pomigdzy dwiema zmiennymi lub pomigdzy dwiema zmiennymi
z wylaczeniem wplywu trzeciej zmiennej. Okreslenie sily takich zalezno$ci
mozna zrealizowac poprzez:

— zbadanie sily zalezno$ci pomiedzy x iy, X 1 z oraz pomiedzy y i z.
— obliczenie wspotczynnikow korelacji czastkowej (por. Zar, 2010).

Tradycyjnie warianty zmiennych X i Y okre$la si¢ jako ,,wiersze” i ,,kolum-
ny”, a jest to bezposrednio zwiazane z konstrukcjgq tablicy kontyngencji.
D.J. Sheskin (2004) przyjmuje okreslenia wariantow zmiennej Z jako ,,war-
stwy”. J.H. Zar (2010) proponuje wyznaczanie wspotczynnikow korelacji czast-
kowej z wykorzystaniem modyfikacji obliczania liczebnosci oczekiwanych
w komorkach tablicy wielodzielcze;j:

e Dla hipotezy, ze wiersze sa niezalezne od facznie kolumn i warstw

» _ e Mk dlai=1,2, ... ,r,j=1,2,...,cotazk=1,2, ... L
‘ n
Liczba stopni swobody dla statystyki (5) wynosi:
v=F—-—D—Dk-1D)+@F—D(cD+@E—1)k-1).
e Dla hipotezy, ze kolumny sa niezalezne od tacznie wierszy i warstw

» _ e Mk qlai=1,2, .. ,r,j=1,2,...,corazk=1,2, ...
n

Liczba stopni swobody dla statystyki (5) wynosi:
v=r—Dc—DEk-—1)+(Cc—Dr-D+ (- 1)k-1).
¢ Dla hipotezy, ze warstwy sa niezalezne od tacznie wierszy i kolumn

_ Pk Mo i = L,2,...,rj=1,2,...,corazk=1,2, ... I

n, =
n

ik

Liczba stopni swobody dla statystyki (5) wynosi:
v=F-Dc-Dk-1D)+G-DFr—-1)+k—1)(c—1).



44 Grzegorz Konczak

Wystepujace symbole 72,1, ;,,1,,; oznaczaja odpowiednio:

c
Maw =D ny  dlai=1,2,...,r

j=1 k=1

/% :Zr:inijk ,dlaj=1,2,...,c

i=1 k=1

Mo = iin,jk,dlak= L2, ..., L

i=l j=1

Przedstawione wzory umozliwiaja weryfikacj¢ hipotezy o tfacznym wptywie
dwoch zmiennych na trzecia. Ze wzgledu na wykorzystanie rozkladu chi-
kwadrat jest konieczne spetienie zatozenia dotyczacego minimalnej liczebnosci
oczekiwanej w komoérkach tablicy wielodzielczej. W dalszej czg$ci opracowania
przedstawiono inne mozliwe podej$cie do testowania istotnosci wystepujacych
zalezno$ci czastkowych dla danych w tablicy wielodzielczej. Prezentowane
rozwigzanie odwoluje si¢ do testu permutacyjnego (Good, 2005) i dlatego moze
by¢ stosowane nawet w przypadku, gdy wystepuja liczebnosci oczekiwane sa
mniejsze od 5.

3. Laczny wptyw dwéch zmiennych na trzecia zmienna

Weryfikacja hipotezy o niezalezno$ci 3 zmiennych moze by¢ przeprowadzona
z wykorzystaniem statystyki (5). Takie podejscie rownoprawnie traktuje wszystkie
trzy zmienne. W badaniach statystycznych czesto interesujacy jest taczny wplyw
kilku zmiennych na wyrdzniona zmienng oraz wytaczny wpltyw okres$lonej zmiennej
(zmiennych) z pominigciem wplywu pozostatych zmiennych.

Niech bedzie dana tréjwymiarowa tablica wielodzielcza. Dane takie moga
by¢ przedstawione w formie jak na rysunku 1.

Z
Z:ZI ‘ ‘

Z:Z[

Zmienna ¥ Sumy Zmienna ¥ Sumy

Zmienna X' . N
o 32 . 3. w wierszach 3 32 = 3 w wierszach

u "y My ey ey e "y My ey ey

2 on "o ha hy fd oy Mo el oy

Ty K ey K % by My K K

Sumy

Ny Ny L% Ny
W ach

My Ny o Ny Ny

Rys. 1. Zapis danych w trojwymiarowej tablicy kontyngencji
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Zagadnienie badania tacznego wplywu zmiennych X1 Y na zmienng Z (wspot-
czynnik korelacji wielorakiej) mozna formalnie zapisa¢ za pomoca hipotez:

Hy: Brak tacznego wptywu zmiennych X'i ¥ na zmienna Z (niezaleznosc).
Hz: Wystepuje zaleznos¢ pomigdzy zmienna Z i zmiennymi X i Y.

Dla weryfikacji hipotezy Hy wobec hipotezy alternatywnej Hz nie moze by¢
bezposrednio wykorzystana statystyka (5). Moga w tym przypadku by¢ wyko-
rzystane wczesniej opisane wspotczynniki. Niech obliczona na podstawie wzoru
(5) warto$¢ statystyki bedzie oznaczona przez Ty. W przypadku tablic wielowy-
miarowych, gdzie zmienne moga przyjmowac wiele wariantow, nie jest zazwy-
czaj spelniony warunek nalozony na liczebnosci oczekiwane w komorkach tabli-
cy wielodzielczej. Nie ma w takich przypadkach mozliwosci skorzystania
z wartos$ci krytycznych wyznaczonych z rozktadu chi-kwadrat. Do przyblizenia
rozkladu statystyki przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy Hy mozna wykorzy-
sta¢ permutacje zmiennej Z. Ideg permutacji przedstawia rysunek 2

X Y z X Y 7z
X1 Y1 £y X1 Vi1 Zs5
X2 Y2 Z3 X Vo Z7
X3 ¥3 £3 X3 VE Z3
Xn yl’l ZI'I XI'I yl’l zl

Rys. 2. Schemat permutowania zmiennej Z (po lewej zbior wyjsciowy, po prawej po jedna z moz-
liwych permutacji zmiennej Z)

Jako wspotczynnik okreslajacy site zalezno$ci w dalszych rozwazaniach
moze by¢ dowolny z miernikéw (2) — (4), jak rowniez statystyka (5). Niech
wspotczynnik 7' zalezno$ci wyznaczony dla pierwotnych danych bedzie ozna-
czony przez T,. Dla kazdej permutacji zmiennej Z jest obliczana warto$¢ wspot-
czynnika T; (i = 1, 2, ... , N). Takie postgpowanie prowadzi do uzyskania empi-
rycznego rozktadu statystyki 7 przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hj.

Dla podjecia decyzji wykorzystuje sig¢ wartos¢ ASL (Achieving Significance
Level, empiryczna p-warto$¢, por. Efron, Tibshirani, 1993) zadana wzorem:

ASL=P(T,>T). (6)

Warto$¢ ta jest nieznana, a jej oceng otrzymuje si¢ na podstawie rozkladu
empirycznego statystyki 7-
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ASL =

%,gdﬂei:&l,m,]\]- (7)

Jezeli warto$¢ ASL jest mniejsza od przyjgtego poziomu istotnosci «, to hi-
poteza Hy jest odrzucana na korzys¢ hipotezy alternatywnej Hz. Podobne rozwa-
zania moga by¢ przeprowadzone dla odpowiednio sformulowanej hipotezy Hy
i hipotez alternatywnych Hy i Hy.

Procedure weryfikacji przedstawionej hipotezy na podstawie testu permuta-
cyjnego mozna zapisac¢ nastepujaco:

1. Pobierana jest probka losowa. Na podstawie proby losowej jest konstruowana
tablica wielodzielcza.

2. Dla otrzymanej tablicy wielodzielczej jest obliczana warto$¢ statystyki 7.
Otrzymang warto$¢ oznaczmy przez Ty.

3. Dla pobranej probki zmienna Z jest losowo permutowana. Dla tak otrzymanej
proby jest obliczana warto$¢ statystyki 7.

4. Krok 3 jest wykonywany N razy. Otrzymujemy wartosci statystyki 71, T», ... , Tx.

5. Obliczana jest wartos$¢ ASL.

Jezeli warto$¢ ASL jest mniejsza od przyjetego poziomu istotnosci , to od-
rzucamy hipoteze Hy.

3. Przyktad empiryczny

Ideg zastosowania proponowanej metody przedstawiono na ponizszym przy-
ktadzie. Dane o wspotwystgpowaniu trzech zmiennych X, Y i Z zaprezentowano
na rysunku 3. Testowanie istotno$ci zaleznosci czastkowych z wykorzystaniem
klasycznych metod dla tych danych przedstawia D.J. Sheskin (2004). Wyniki
przeprowadzonych testow permutacyjnych przedstawiono na rysunku 4. Mozna na
nim réwniez znalez¢é empiryczne rozklady statystyki testowej 7' otrzymane na
podstawie przeprowadzonych permutacji, a takze warto$¢ statystyki 7.

Warstwa Z = z, Warstwa Z =z,
Zmienna Zmienna Y Zmienna Zmienna Y
Suma Suma
X Y1 V2 X Vi V2
X 10 15 25 X; 25 15 40
X2 25 45 70 X2 20 5 25
Suma 35 60 95 Suma 45 20 65

Rys. 3. Dane do przyktadu empirycznego

Zrédto: Na podstawie Sheskin (2004).
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Tyz.x Txzy Txy.z

czgstosé
czgstosc
czgstose

100 200 300 400 500
I

100 200 300 400 500
L

100 200 300 400 500
L

a
L
a
L
a
L

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

T T T

Rys. 4. Wyniki testu permutacyjnego

We wszystkich przeprowadzonych testach permutacyjnych przyjgto poziom
istotnosci a = 0,05. Przeprowadzenie testu permutacyjnego dla wszystkich moz-
liwych przypadkow tacznego wplywu dwoch ustalonych zmiennych na trzecia
prowadzi do odrzucenia hipotezy Hy przy przyjetym poziomie istotnosci . War-
tosci ASL dla hipotez o niezalezno$ci zmiennych X oraz Y i Z tacznie, a takze
Z oraz X i Y tacznie wyniosta 0. W przypadku testowania hipotezy o niezalezno-
$ci zmiennej Y i zmiennych X i Z lacznie otrzymano ASL = 0,002. Dla wszyst-
kich rozwazanych przypadkéw =zostal potwierdzony taczny wpltyw dwodch
zmiennych na pozostala zmienna.

Podsumowanie

W analizie zaleznos$ci szczegélne miejsce zajmuje badanie sity wptywu
pomigdzy zmiennymi na skalach nominalnych. Zwyczajowo takie dane przed-
stawiane sa w tablicach wielodzielczych. Klasyczne metody takiej analizy wy-
magaja spehienia zalozenia dotyczacego minimalnej liczebnosci oczekiwanej
w komorkach tablicy.

W opracowaniu przedstawiono propozycj¢ testowania istotnosci wpltywu
ustalonej zmiennej na pozostate w przypadku analizy trojwymiarowych tablic
wielodzielczych. Ze wzgledu na zastosowanie testu permutacyjnego nie jest ko-
nieczna znajomos$¢ rozkladu statystyki testowej, a weryfikacje hipotezy mozna
przeprowadzi¢ nawet wowczas, gdy wystepuja mate liczebnosci oczekiwane
w komorkach tablicy.
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ON TESTING PARTIAL DEPENDENCY FOR DATA
IN CONTINGENCY TABLES

Summary

The chi-square test of independence is used for data presented in contingency ta-
bles. The three dimensional contingency tables are analyzed in the paper. If the indepen-
dence test leads to a significant result, then a researcher should conduct additional analy-
sis to clarify the nature of the relationship between the three variables. The proposal of
the partial independence test for data in contingency tables is presented in the paper. The
proposal is based on the permutation test.



