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OCENA ATRAKCYJNOŚCI INWESTYCYJNEJ  
AKCJI NA PODSTAWIE CZASU PRZEBYWANIA  
W OBSZARACH OGRANICZONYCH  
KRZYWĄ WYKŁADNICZĄ 
 
 

Wprowadzenie 
 

W ciągu ostatniej dekady można było zaobserwować intensywny rozwój 
prac nad konstrukcją oraz analizą zarówno miar atrakcyjności, jak i miar ryzyka 
instrumentów finansowych [1, 4, 5, 6, 12, 13]. Obecnie inwestorzy mają możli-
wość wykorzystania wielu narzędzi porządkujących instrumenty ze względu na 
ich atrakcyjność/ryzyko, opartych zarówno na metodach jakościowych, jak i ilo-
ściowych. W artykule autorzy zaprezentowali konstrukcję oraz analizę miary 
atrakcyjności instrumentów finansowych opartą na czasie przebywania procesu 
ceny (stopy zwrotu) instrumentu w ustalonym obszarze. Jak będzie można za-
uważyć w dalszej części artykułu, wielkość, jaką jest czas przebywania, niesie 
ze sobą duży potencjał, odnoszący się zwłaszcza do możliwych kształtów obsza-
ru, dla którego jest on wyznaczany. Kształt obszaru może być stały, może zmieniać 
w sposób deterministyczny, jak również może być procesem stochastycznym.  
 
 

1. Czas przebywania 
 

Czas przebywania ( )X
AOT t  (occupation time) procesu losowego tX  w obsza-

rze tA  (kształt obszaru może być stały, może zmieniać się w sposób deterministycz-
ny, jak również może być procesem stochastycznym) jest definiowany [2, 3, 8, 11]:  
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( ) ( )
0

1
t

X
A z zOT t X A dz= ∈∫ ,      (1) 

gdzie: 
Xt – proces losowy (cena akcji), 
At – dowolny obszar (indeks t podkreśla potencjalną deterministyczną/losową 

zależność od czasu; autorzy w swoich badaniach ograniczyli się do obszaru 
zdefiniowanego przez krzywą wykładniczą),  

( ) 1
1

0
t t

t t
t t

gdy X A
X A

gdy X A
∈⎧

∈ = ⎨ ∉⎩
 – funkcja charakterystyczna zbioru. 

 

Autorzy przyjęli, iż w przypadku notacji czasu przebywania ( )X
AOT t  (od-

setek czasu przebywania ( )X
AROT t ) będzie pomijany indeks czasu przy sym-

bolu oznaczającym obszar tA , gdyż wielkości te zależą od kształtu obszaru sA  
w każdym momencie czasu s  mniejszym od t . 
 

 
 
Nota:  
Skala po prawej stronie odnosi się do czasu przebywania. 
 

Rys. 1.  Czas przebywania procesu tX  w obszarze zdefiniowanym przez krzywą wykładniczą:

),at
tA e⎡= ∞⎣  

 

 

 

0,5

1

1,5

2

2,5

3

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

proces X  dolna granica obszaru  czas przebywania



Ocena atrakcyjności inwestycyjnej akcji… 17 

Na rysunku 1 przedstawiono poglądowo czas przebywania procesu tX   

w obszarze zdefiniowanym przez krzywą wykładniczą ate : ),at
tA e⎡= + ∞⎣ . 

Odsetek czasu przebywania ( )X
AROT t  (relative occupation time) jako stosu-

nek czasu przebywania ( )X
AOT t  do długości horyzontu czasu t  jest dany wzorem: 

 

( ) ( )1X X
A AROT t OT t

t
= , 

lub alternatywnie: 
 

( ) ( ) ( ) [ ]
1

0 0

1 1 1 0,1
t

X
A z z yt ytROT t X A dz X A dy

t
= ∈ = ∈ ∈∫ ∫ ,   (2) 

gdzie 
zy
t

= .  

 

Ze wzoru (2) wynika, że odsetek czas przebywania procesu tX w obszarze 

tA  jest równoważny czasowi przebywania procesu 't tX  ( t  – rzeczywisty hory-
zont czasu) w obszarze 't tA  w przypadku ustalonego horyzontu czasu (prze-
transformowanego czasu 't ) wynoszącego 1. 

Na rysunku 2 przedstawiono poglądowo odsetek czasu przebywania proce-
su tX  w obszarze zdefiniowanym przez krzywą wykładniczą: ),at

tA e⎡= ∞⎣ . 

Łatwo pokazać, że oczekiwany odsetek czasu przebywania dany jest wzorem: 
 

( ) ( ) ( )
0

1 1 1
t

X X
A A z zE ROT t E OT t E X A dz

t t
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ∈⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ∫ .   (3) 

 

Korzystając z faktu, iż ( ) ( )1 z z z zE X A P X A∈ = ∈⎡ ⎤⎣ ⎦ , formułę (3) można 

zapisać następująco: 
 

( ) ( ) [ ]
0

1 0,1
t

X
A z zE ROT t P X A dz

t
⎡ ⎤ = ∈ ∈⎣ ⎦ ∫ .   (4) 
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Nota: 
Skala po prawej stronie odnosi się do odsetka czasu przebywania. 
 

Rys. 2.  Odsetek czasu przebywania procesu tX  w obszarze ograniczonym krzywą wykładniczą:

),at
tA e⎡= ∞⎣  

 
W pracy rozważony zostanie obszar ),at

tA e⎡= +∞⎣  (oraz prosta jego mo-

dyfikacja, patrz wzór (7)), gdzie a  jest rzeczywistym parametrem, który jak zo-
stanie przedstawione w dalszej części może być utożsamiany z miarą atrakcyj-
ności instrumentu finansowego. 
 
 

2. Geometryczny ruch Browna 
 

Należy rozważyć instrument (akcję), którego cena jest procesem stocha-
stycznym, będącym rozwiązaniem stochastycznego równania różniczkowego  
(w sensie Ito) [9]: 
 

dS Sdt SdWμ σ= + ,      (5) 
gdzie: 
S  – cena akcji, 
μ  – dryf, 
σ  – zmienność, 
W  – proces Wienera. 
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Rozwiązaniem równania  jest geometryczny ruch Browna: 
 

21
2

0

tt W

tS S e
μ σ σ⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠= .      (6) 

 

Oczekiwany odsetek czasu przebywania procesu tS  w obszarze )0 ,atS e⎡ +∞⎣  

można obliczyć ze wzoru (4), który w tym przypadku przyjmie postać: 
 

( ) ( )0
0

1 t
X az

A zE ROT t P S S e dz
t

⎡ ⎤ = ≥⎣ ⎦ ∫ .    (7) 

 

Dalej znajduje się: 
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μ σ

σ

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
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⎛ ⎞
⎡ ⎤ = ≥ =⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ≥ = − − + ≥ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= ≥ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫ ∫

∫

  (8) 

 

Korzystając z własności procesu Wienera wyrażenie z  można zapisać: 
 

( )
2

0

1
1 2t

X
A

a z
E ROT t N dz

t

μ σ

σ

⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ,    (9) 

 

gdzie ( )N x  jest dystrybuantą standardowego rozkładu normalnego. 
 

Wykorzystując własności dystrybuanty standardowego rozkładu normalne-

go oraz oznaczając 21ˆ
2

aμ μ σ= − − , otrzymuje się: 

( )

2

2
ˆ

22

2

ˆ1 1 11 2 1
ˆ2 2ˆ2

t

X
A

eE ROT t N t
tt

μ
σσ σ μ

μ σπ μ

−
⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ = + + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

   (10) 
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lub inaczej: 

( )

2

2
ˆ

2 22

2 2

ˆ1 11
ˆ ˆ2ˆ2

t

X
A

eE ROT t N t
t tt

μ
σσ σ σ μ

μ μ σπ μ

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ = + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.    (11) 

 

Asymptotyczne rozwinięcie oczekiwanego odsetka czasu przebywania dla 
krótkiego horyzontu czasu 1t << , można otrzymać korzystając z rozwinięcia 
funkcji ( )N x  w szereg [10]: 
 

( ) ( )
2 1

0

1 1
2 ! 2 12

i

i

xN x
i iπ

++∞

=

= +
+∑ .     (12) 

 

Stosując wzór (12) znajduje się: 
 

( ) ˆ1 2
2 3 2

X
AE ROT t tμ

πσ
⎡ ⎤ ≈ +⎣ ⎦ .     (13) 

 

Warto zaznaczyć, że ze wzoru (9), w przypadku gdy ˆ 0μ =  
 

( ) 10
2

X
At E ROT t⎡ ⎤∀ > =⎣ ⎦ .      (14) 

 

W przypadku 1t >>  znajduje się: 
 

( )

2

2

2

2

1 ˆ 0
ˆ2
1 ˆ 0
2

1 ˆ1 0
ˆ2

X
A

gdy
t

E ROT t gdy

gdy
t

σ μ
μ

μ

σ μ
μ

⎧
<⎪

⎪
⎪

⎡ ⎤ ≈ =⎨⎣ ⎦
⎪
⎪

− >⎪
⎩

    (15) 

 

Ponadto należy zauważyć, że pochodna z oczekiwanego odsetka czasu 

przebywania ze względu na 

21
2

aμ σ
α

σ

− −
= : 

( ) ( )

( ) ( )
0

0 0

1

1 1 ' 0

t
X

A

t t

E ROT t N z dz
t

N z dz N z zdz
t t α

α
α α

α α
α

⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ∂ ⎣ ⎦
∂= = >

∂

∫

∫ ∫
,   (16) 
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jest większa od zera. Oznacza to, że oczekiwany odsetek czasu przebywania jest 

rosnącą funkcją parametru 

21
2

aμ σ
α

σ

− −
= .  

Jeśli przyjmuje się wartość parametru 0a =  ( [ )1,A = +∞ ), to oczekiwany 

odsetek czasu przebywania jest rosnącą funkcją ilorazu 

21
2

μ σ

σ

−
. Należy zau-

ważyć, że iloraz ten ma ciekawą interpretację: 
 

22 11 ln
22

ln

t t

t

t t

t

SEt S
t SD

S

μ σμ σ

σ σ

+Δ

+Δ

⎛ ⎞⎛ ⎞− Δ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

Δ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,   (17) 

gdzie: 
( )E •  – wartość oczekiwana zmiennej, 
( )D •  – odchylenie standardowe zmiennej, 

 

czyli jest on odwrotnością współczynnika zmienności logarytmicznej stopy 
zwrotu. W pracy [7] przeprowadzono dyskusję własności odwrotności zmodyfi-
kowanego współczynnika zmienności jako miary ryzyka i wykazano, iż ma on 
znacznie lepsze własności niż współczynnik zmienności.  

 Ponadto, przyjmując a r=  ( r  – stopa wolna od ryzyka) znajdujemy: 
 

21
2

rμ σ
α

σ

− −
= .       (18) 

Powyższą wielkość można interpretować jako premię za ryzyko 21
2

rμ σ− − , 

przypadającą na jednostkę ryzyka (oczekiwaną logarytmiczną stopą zwrotu jest 
21

2
μ σ− ). Można zatem stwierdzić, że w tym przypadku oczekiwany odsetek 

czasu przebywania jest rosnącą funkcją premii za ryzyko przypadającej na jed-
nostkę ryzyka (mierzonego odchyleniem standardowym logarytmicznej stopy 
zwrotu). Oznacza to, że porządkowanie instrumentów ze względu na oczekiwa-
ny czas przebywania ich ceny ponad krzywą 0

rtS e  jest równoważne porządko-
waniu ze względu na premię za ryzyko przypadającą na jednostkę ryzyka.  
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Poniżej zaprezentowano jeszcze inne podejście do problemu porządkowa-
nia instrumentów. Dla ustalonej wartości parametru a  (ustalonego obszaru: 

)0 ,at
tA S e⎡= +∞⎣ ) instrumenty będą porządkowane ze względu na rosnącą war-

tość oczekiwanego odsetka czasu przebywania. 
Alternatywnie można ustalić interesujący nas poziom oczekiwanego odset-

ka czasu przebywania ROT . Następnie wyznacza się (na podstawie danych 
empirycznych) taką wartość parametru a  (kształt obszaru A ), dla którego śred-
ni (oczekiwany) odsetek czasu przebywania jest równy ustalonej na początku 
wartości ROT . Im większa wartość w ten sposób wyznaczonego parametru a , 
tym bardziej atrakcyjny instrument. Jeżeli występują dwa instrumenty, dla któ-

rych zachodzi 
1 2X Xa a>  ( )( ) ( )( )1 2

1 2

X XA a A a
X XE ROT E ROT ROT= = , to 

( )( ) ( )( )2 2

1 2

X XA a A a
X XE ROT E ROT> . Oznacza to, że instrument 1X  jest z punktu 

widzenia oczekiwanego odsetka czasu przebywania bardziej atrakcyjny od in-
strumentu 2X . 
 
 
Podsumowanie 
 

W artykule zaprezentowano konstrukcję oraz analizę miary atrakcyjności in-
strumentów finansowych opartą na czasie przebywania procesu ceny instrumentu  
w ustalonym obszarze. W pracy rozważono oczekiwany odsetek czasu przebywania 
procesu cen w obszarze )0 ,at

tA S e⎡= +∞⎣  ograniczonym krzywą wykładniczą  

z parametrem a , który może być utożsamiany z miarą atrakcyjności instrumentu fi-
nansowego. Przedstawione podejście zostało zaprezentowane na przykładzie geo-
metrycznego ruchu Browna. Pozwoliło to na otrzymanie analitycznych wyników 
oraz na porównanie z klasycznymi miarami atrakcyjności.  

Dalszych badań wymaga analiza empiryczna zaproponowanej miary atrakcyjności. 
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THE ANALYSIS OF THE ATTRACTIVENESS MEASURE  
OF FINANCIAL INSTRUMENTS BASED ON THE OCCUPATION TIME  

IN THE AREAS BOUNDED BY THE EXPONENTIAL CURVE 
Summary 

 
Paper presents the construction and analysis of the attractiveness measure of finan-

cial instruments based on the occupation time of the price process. Analysis has been 
conducted under assumption that stock price is a geometric Brownian motion process. 
Asymptotic formulas and relation to classical risk measures has been shown. 


