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OCENA ATRAKCYJNOSCI INWESTYCYJNEJ
AKCJI NA PODSTAWIE CZASU PRZEBYWANIA
W OBSZARACH OGRANICZONYCH

KRZYWA WYKLADNICZA

Wprowadzenie

W ciagu ostatniej dekady mozna bylo zaobserwowac intensywny rozwoj
prac nad konstrukcjg oraz analizg zardbwno miar atrakcyjnosci, jak i miar ryzyka
instrumentow finansowych [1, 4, 5, 6, 12, 13]. Obecnie inwestorzy majg mozli-
wos¢ wykorzystania wielu narzedzi porzadkujacych instrumenty ze wzgledu na
ich atrakcyjnosé¢/ryzyko, opartych zarowno na metodach jakosciowych, jak i ilo-
sciowych. W artykule autorzy zaprezentowali konstrukcje oraz analize miary
atrakcyjno$ci instrumentéw finansowych opartg na czasie przebywania procesu
ceny (stopy zwrotu) instrumentu w ustalonym obszarze. Jak bgdzie mozna za-
uwazy¢ w dalszej czesci artykutlu, wielkos¢, jaka jest czas przebywania, niesie
ze soba duzy potencjal, odnoszacy si¢ zwlaszcza do mozliwych ksztaltow obsza-
ru, dla ktorego jest on wyznaczany. Ksztalt obszaru moze by¢ staly, moze zmienia¢
W sposob deterministyczny, jak réwniez moze by¢ procesem stochastycznym.

1. Czas przebywania

Czas przebywania OT AX (t) (occupation time) procesu losowego X, w obsza-

rze A, (ksztalt obszaru moze by¢ staty, moze zmieniac si¢ w sposob deterministycz-

ny, jak rowniez moze by¢ procesem stochastycznym) jest definiowany [2, 3, 8, 11]:
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or) (1)=[1(X.e 4.)dz, (1)

gdzie:

X, — proces losowy (cena akcji),

A,— dowolny obszar (indeks ¢ podkresla potencjalna deterministyczna/losowa
zaleznos$¢ od czasu; autorzy w swoich badaniach ograniczyli si¢ do obszaru
zdefiniowanego przez krzywa wyktadniczg),

) ?g@&eA

t

I(X eAd — funkcja charakterystyczna zbioru.
Ogdy X, e A,

t

Autorzy przyjeli, iz w przypadku notacji czasu przebywania OT AX (l‘) (od-
setek czasu przebywania ROT;' (t)) bedzie pomijany indeks czasu przy sym-
bolu oznaczajacym obszar A4 , gdyz wielkosci te zaleza od ksztattu obszaru A,

w kazdym momencie czasu s mniejszym od 7.

proces X = = = = dolna granica obszaru == czas przebywania
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Nota:

Skala po prawej stronie odnosi si¢ do czasu przebywania.
Rys. 1. Czas przebywania procesu X, w obszarze zdefiniowanym przez krzywa wykladnicza:

A= [e‘”, 00)

t
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Na rysunku 1 przedstawiono pogladowo czas przebywania procesu X,

w obszarze zdefiniowanym przez krzywa wykladnicza e*': 4, = I:e‘”, + 00) .

Odsetek czasu przebywania ROT AX (t) (relative occupation time) jako stosu-

nek czasu przebywania OT AX (t) do dtugosci horyzontu czasu ¢ jest dany wzorem:

ROT (1) =%0TAX (1),

lub alternatywnie:

t

ROT] (1) :%J.I(XZ € A.)dz :jl(Xyl e A,)dy €[0,1], )

gdzie y =Z
!

Ze wzoru (2) wynika, ze odsetek czas przebywania procesu X, w obszarze
A, jest rownowazny czasowi przebywania procesu X,, (¢ — rzeczywisty hory-
zont czasu) w obszarze A,, w przypadku ustalonego horyzontu czasu (prze-
transformowanego czasu ') wynoszgcego 1.

Na rysunku 2 przedstawiono pogladowo odsetek czasu przebywania proce-
su X, w obszarze zdefiniowanym przez krzywa wyktadnicza: A4, = [e”’ , 00) .

Latwo pokazac, ze oczekiwany odsetek czasu przebywania dany jest wzorem:

E| ROT; (1)] =%E[OTAX ()] :%jE[l(XZ €d,)]dz. 3)

Korzystajac z faktu, iz E[l(XZ €A, )] = P(XZ € AZ) , formute (3) mozna
zapisac nastepujaco:
t

E[ROT; (t)]:%jP(Xze A.)dz €[0,1]. (4)



18 Tadeusz Czernik, Daniel Iskra

proces X = = = granice obszaru odsetek czasu przebywania

3T T 1
- 0,8
- 0,6

- 0,4

- 0,2

Nota:
Skala po prawej stronie odnosi si¢ do odsetka czasu przebywania.

Rys. 2. Odsetek czasu przebywania procesu X, w obszarze ograniczonym krzywa wykfadnicza:
4= [e”’, oo)
W pracy rozwazony zostanie obszar A4, = [e‘”,+oo) (oraz prosta jego mo-

dyfikacja, patrz wzor (7)), gdzie a jest rzeczywistym parametrem, ktory jak zo-
stanie przedstawione w dalszej czg¢éci moze by¢ utozsamiany z miarg atrakcyj-
nosci instrumentu finansowego.

2. Geometryczny ruch Browna

Nalezy rozwazy¢ instrument (akcje), ktorego cena jest procesem stocha-

stycznym, bedacym rozwigzaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego
(w sensie Ito) [9]:

dS = uSdt+oSdw Q)
gdzie:
S — cena akgji,
/’l - dryﬂ

O — zmienno$¢,
W — proces Wienera.
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Rozwigzaniem rownania jest geometryczny ruch Browna:

(ﬂ—%o’zjtJrO'VVt

S =S, (6)

. . at
Oczekiwany odsetek czasu przebywania procesu S, w obszarze [Soe . +0<>)

mozna obliczy¢ ze wzoru (4), ktory w tym przypadku przyjmie postaé:

E[ROT, (1)] j P(S. 258" )dz. 7)

Dalej znajduje sig:

E[ROT} (1)] jp[ e Soe“z]dz:

! —a-t? |z1a t
=1IP e[# : ) " Zlez:%'([P((,u—a—%asz+O'WZ 20}dz= (8)

y (,u—a—;O'zjz
- J'p W, > dz.
o

Korzystajac z wlasnosci procesu Wienera wyrazenie z mozna zapisac:

, (,u—a—;oljx/;

E[ROT (1 j N

dz, 9)
(o}

gdzie N (x) jest dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego.

Wykorzystujac whasnosci dystrybuanty standardowego rozktadu normalne-

N 1 o
go oraz oznaczajac U=l —a —50'2 , otrzymuje si¢:

~n2

E[ROT} (1)]= ; 36_2; ;[1—"—1121%?@—1} (10)
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lub inacze;j:

E[ ROTY oe " A PO (2 j
(RO ()= o e M e (an

Asymptotyczne rozwinigcie oczekiwanego odsetka czasu przebywania dla
krétkiego horyzontu czasu ¢ <<1, mozna otrzymaé korzystajac z rozwinigcia

funkcji N(x) w szereg [10]:

1 1 oo x2i+l
N(x)=—+ . 12
( ) 2 \/Zﬂ;i!(2i+1) (12)
Stosujac wzor (12) znajduje sig:
1 2
E[ ROT (1 STty e V. 13
[ROTT (0] =+ 7= (13)
Warto zaznaczy¢, ze ze wzoru (9), w przypadku gdy &2 =0
1
Vi>0 E[ROTAX(t)]:E. (14)
W przypadku ¢ >>1 znajduje sig:
2
o1
- gd <0
2 1 gay H
Pt 1 .
E[ ROT; ()] = S edv =0 (15)
2
o1 .
1- - gdy 4>0
2 1 gay H
Ponadto nalezy zauwazyC, ze pochodna z oczekiwanego odsetka czasu
1,
—a-—o0
a 2

przebywania ze wzgledu na o = T :
% [ROTf(t)]z%Bj‘N(ax/;)dz}:
0
=2 N {az)d = [, (aF 0
0 0

; (16)

N|>—A
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jest wigksza od zera. Oznacza to, ze oczekiwany odsetek czasu przebywania jest

1,
U—a——0
rosngcag funkcjg parametru o = 2
o
Jesli przyjmuje si¢ warto$¢ parametru a =0 (A= [1,+0<>) ), to oczekiwany
1
U0’
odsetek czasu przebywania jest rosnacg funkcjg ilorazu —2. Nalezy zau-
wazyc¢, ze iloraz ten ma ciekawg interpretacje:
1 S
#_10.2 (lu_o'sz[ E(ln gm]
2 2 _ .
= = , 17)
o O-At D ln St+At
Sl

gdzie:
E(e) — warto$¢ oczekiwana zmiennej,

D(®) — odchylenie standardowe zmienne;j,

czyli jest on odwrotnoscia wspoétczynnika zmiennosci logarytmicznej stopy
zwrotu. W pracy [7] przeprowadzono dyskusje wiasnosci odwrotnosci zmodyfi-
kowanego wspotczynnika zmiennosci jako miary ryzyka i wykazano, iz ma on
znacznie lepsze wtasnosci niz wspolczynnik zmiennosci.

Ponadto, przyjmujac a =r (r — stopa wolna od ryzyka) znajdujemy:

1,
U——0 —r
o=—2 (18)
o
. . 2 . L . |
Powyzsza wielko$¢ mozna interpretowac jako premi¢ za ryzyko u —50' —r,
przypadajaca na jednostke ryzyka (oczekiwang logarytmiczng stopa zwrotu jest
y7i —EG ?). Mozna zatem stwierdzi¢, ze w tym przypadku oczekiwany odsetek
czasu przebywania jest rosnacg funkcjg premii za ryzyko przypadajacej na jed-
nostke ryzyka (mierzonego odchyleniem standardowym logarytmicznej stopy
zwrotu). Oznacza to, ze porzadkowanie instrumentéw ze wzgledu na oczekiwa-
ny czas przebywania ich ceny ponad krzywa Sye” jest rownowazne porzadko-

waniu ze wzgledu na premig za ryzyko przypadajgca na jednostke ryzyka.
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Ponizej zaprezentowano jeszcze inne podej$cie do problemu porzadkowa-
nia instrumentoéw. Dla ustalonej wartosci parametru a (ustalonego obszaru:

A4 = [Soe“t ,+00)) instrumenty beda porzadkowane ze wzgledu na rosngca war-

to$¢ oczekiwanego odsetka czasu przebywania.

Alternatywnie mozna ustali¢ interesujgcy nas poziom oczekiwanego odset-
ka czasu przebywania ROT . Nastepnie wyznacza si¢ (na podstawie danych
empirycznych) taka warto$¢ parametru a (ksztatt obszaru A ), dla ktorego $red-
ni (oczekiwany) odsetek czasu przebywania jest rowny ustalonej na poczatku
warto$ci ROT . Im wieksza warto$¢ w ten sposdb wyznaczonego parametru a,
tym bardziej atrakcyjny instrument. Jezeli wystgpuja dwa instrumenty, dla kto-

rych zachodzi a, >a, E(ROT;I(”XI)): E(ROT;z("Xz)): ROT, to

E(ROT;](%)) > E(ROTXA;(%)) . Oznacza to, ze instrument X, jest z punktu

widzenia oczekiwanego odsetka czasu przebywania bardziej atrakcyjny od in-
strumentu X, .

Podsumowanie

W artykule zaprezentowano konstrukcje oraz analize miary atrakcyjnosci in-
strumentow finansowych oparta na czasie przebywania procesu ceny instrumentu
w ustalonym obszarze. W pracy rozwazono oczekiwany odsetek czasu przebywania

procesu cen w obszarze A = [Soe‘”,+00) ograniczonym krzywg wykladnicza

z parametrem a , ktdry moze by¢ utozsamiany z miarg atrakcyjnosci instrumentu fi-
nansowego. Przedstawione podejscie zostalo zaprezentowane na przykladzie geo-
metrycznego ruchu Browna. Pozwolito to na otrzymanie analitycznych wynikow
oraz na porownanie z klasycznymi miarami atrakcyjnosci.

Dalszych badan wymaga analiza empiryczna zaproponowanej miary atrakcyjnosci.
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THE ANALYSIS OF THE ATTRACTIVENESS MEASURE
OF FINANCIAL INSTRUMENTS BASED ON THE OCCUPATION TIME
IN THE AREAS BOUNDED BY THE EXPONENTIAL CURVE

Summary

Paper presents the construction and analysis of the attractiveness measure of finan-

cial instruments based on the occupation time of the price process. Analysis has been
conducted under assumption that stock price is a geometric Brownian motion process.
Asymptotic formulas and relation to classical risk measures has been shown.



