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ZASTOSOWANIE FUNKCJI HOLDERA DO
MODELOWANIA DANYCH PRZESTRZENNYCH

Wprowadzenie

Celem artykutu jest pokazanie mozliwo$ci modelowania przestrzennego na
podstawie wybranych metod i pojg¢ geometrii fraktalnej. U schylku XX w. uka-
zato si¢ wiele prac na temat modelowania szeregdéw czasowych (w tym ekono-
micznych, finansowych) za pomoca wybranych metod fraktalnych. W ostatnich
latach szybki rozwdj modelowania przestrzennego (ekonometrii i statystyki
przestrzennej) doprowadzil takze do powstania technik opartych na pojeciach
geometrii fraktalnej zastosowanych do opisu danych przestrzennych. W poczat-
kach XXI w. zaczeto uzywaé wlasnosci fraktalnych do modelowania w wyz-
szych wymiarach. Prac o tej tematyce jest jednak nadal niewiele, szczegolnie
w kontekscie modelowania danych ekonomicznych.

W literaturze z zakresu ekonometrii i finansOw powszechnie stosuje si¢
procesy stochastyczne ruchow Browna. Jest to tematyka, jak si¢ wydaje, dobrze
zbadana i opisana przez naukowcdéw, a takze majgca szerokie zastosowanie
w praktyce. Modeluje si¢ finansowe szeregi czasowe jako realizacje multiutam-
kowych proceséw ruchow Browna. Wykres szeregu ma plaszczyznie ma wymiar
topologiczny roéwny 1, za§ wymiar fraktalny z przedzialu (1,2). Zmiennos¢ wy-
kresu mierza punktowe wyktadniki Holdera (zdefiniowane w punkcie 2 niniej-
szego artykutu) zalezne wylgcznie od czasu.

W artykule autorka przybliza nowe podej$cie do modelowania, jeszcze sta-
bo opisane w literaturze, a mianowicie uogolnia si¢ modelowanie za pomocg ru-
chow Browna na przypadek 2- i 3-wymiarowy. Wowczas punktowe wyktadniki
Holdera zaleza od polozenia punktu na ptaszczyznie, co pozwala na przestrzenne
modelowanie zmienno$ci. Mogg takze zaleze¢ od miejsca na plaszczyznie i pa-
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rametru czasowego 1 wtedy modelowanie ma charakter przestrzenno-czasowy.
Takie spojrzenie na przestrzen i charakteryzujace ja wielkosci jest w nauce inte-
resujace z co najmniej dwoch wzgledow. Po pierwsze mozna precyzyjnie mode-
lowaé zmienno$¢ powierzchni w czasie i przestrzeni, po drugie zastosowanie
podejscia fraktalnego umozliwia w interesujacy sposéb zaprezentowac zmiany
badanych charakterystyk.

1. Zmiennos¢ wedtug Holdera i multifraktalne
szeregi czasowe

Modelowanie losowych szeregow czasowych za pomocg procesow stocha-
stycznych jest powszechnie stosowane w analizach ekonomicznych. Jedng z me-
tod wykorzystywanych do opisu szeregow jest zastosowanie ruchu Browna'.

Niech (X,d . )i(Yv,d % ) beda przestrzeniami metrycznymi’.

Funkcje f : X — Y nazywamy funkcja Holdera o wyktadniku o (Oc > 0),
jesli dla kazdych x,ye X takich, ze d y (x, y) <1 funkcja spetnia nierdownos¢
(1) z dodatnig stalg ¢

dy (f(x). f(v)) < c-(dy (x,y))". (1)

Jezeli funkcja Holdera jest klasy C’, to wymiar fraktalny wykresu funkcji
jest rowny jeden. Gdy zalozy sie jedynie ciagtos¢, to wykres moze by¢ frakta-
lem, mie¢ utamkowy wymiar.

Niech bedzie dana funkcja f: D — R (D < R) oraz parametr e (0,1).

Funkcja f: D — R jest funkcja klasy C% Holdera, jezeli istniejg state ¢ >0
oraz hy >0 takie, ze dla kazdego x oraz wszystkich 4 takich, ze 0 <h < h

spetniona jest nier6wno$¢
| flx+h)= f(x)|<ch®. (2)

Niech x(, bedzie dowolnym punktem z dziedziny funkcji f (xo eDc 93)
Funkcja f:D — R jest w punkcie x, funkcja klasy CZ) Holdera, jezeli ist-

! Zastosowanie proceséw stochastycznych do modelowania szeregéw finansowych opisano m.in.
w pracach [1], [2], [10], [11].
2 Definicje zaczerpnigto z prac: [1], [4], [10], [11].
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niejg state £, ¢ >0 takie, ze dla kazdego x € (xo —&,X +€) spetniona jest
nierdwnos¢é
o
| /()= f(xo)| S el x=xo [ 3)
Punktowym wyktadnikiem Hoéldera funkcji /' w punkcie X, nazywa si¢

liczbe o (xo) dang wzorem o (xo ) = Sup{a :fe Cj; } Funkcja Holdera

dla funkcji f nazywa si¢ funkcje, ktora kazdemu punktowi x € D przyporzad-
kowuje liczbe & ¢ (x)

Niech H, :[0,00) - (O,l) bedzie funkcja Holdera o wyktadniku a > 0.
Uogolnionym multiutamkowym procesem ruchu Browna z parametrem funkcyj-
nym H, i A — liczbg rzeczywista nazywa si¢ proces {B HA (t)}teﬁt taki, ze dla
kazdego t€ R

oo it§ -1
By ()= ;0 ] WM?): 4)

gdzie:
B — standardowy proces ruchu Browna,
Dy = {{f : |§| < 1} oraz dla wszystkich n=>1 D, = {f . A< |§| <A }

Punktowe wyktadniki Holdera determinuja wlasno$ci procesu’. Mozna
wymieni¢ kilka z nich:
e im warto$ci funkcji Holdera sa blizsze zera, tym wigksza zmienno$¢ wykre-
su, dla warto$ci funkcji bliskich jedynki proces jest gtadszy,
e lokalny wymiar trajektorii procesu B, ; (l) dla kazdego #, =0 wynosi
2-H(ty),
e regularno$¢ procesu mierzona punktowymi wyktadnikami Holdera zmienia
si¢ w przedziale (0,1).
Multiutamkowy proces ruchu Browna moze by¢ generowany za
pomoca metody losowego przemieszczaniu $rodka odcinka®. Odcinek [0,1]
zostaje  podzielony w polowie 1 przypisuje sie¢ mu  warto$¢

[1_ ~2H(1/2)2 . L.
By (1/2)= B(O);FB(I)+G 1 212.11(1/2) dla zadanej wartosci H(1/2).

? Szczegdtowe wlasnoéci proceséw wymieniono w pracach [1], [11].
4 Metode opisano m.in. w pracach [10], [11].
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Ogolnie w i-tym kroku stosuje si¢ wzor

B(t—d)+B(t+d) _N1-2*10"
2 +G 2[»11(;)

By((1)= : (5)

gdzie:
t—doraz t + d sa poprzednimi punktami podzialu odcinka czasu [0,1].

1 2
H(®) =
I
o
t
0 - ;
1 500 || g t

Rys. 1. Funkcja Holdera H(z) = 0,98 [sin *(127) + 0,01] i multiutamkowy proces ruchu Browna

Dla danego (wcze$niej wygenerowanego czy tez rzeczywistego) szeregu
czasowego istnieje takze w literaturze metoda estymacji punktowych wyktadni-
kow Holdera®. Estymator przyjmuje postac:

- _ loglz/2 Siali )

. = 6
i/(n-1) log(n _1) (6)
dla
) m itk/2
Sk,n(l): n—1 - ‘Bj+l,n _Bj,n (7)
Jj=i-

2. Zastosowanie funkcji Holdera do generowania
zmiennosci danych przestrzennych

Sposrod literatury z zakresu ekonometrii przestrzennej mozna wymienié
prace [7], [13]. Nie wykorzystuje si¢ jednak w nich poje¢ zaczerpnigtych z geo-
metrii fraktalnej. W niniejszym artykule zaprezentowano nowe podejscie, korzy-
stano m.in. z prac [3], [5], [6], [8], [9], [12].

5 Metode estymacji opisano m.in. w pracach [10], [11]. Rozwazania na temat metody estymacji na sze-
regach wygenerowanych komputerowo oraz na danych rzeczywistych mozna znalez¢ w pracy [10].
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W punkcie 1 opisano zachowanie si¢ losowych szeregow czasowych. Natural-
ne wydaje si¢ przeniesienie metodologii na przypadek ptaszczyzny 2-wymiarowej
1 przestrzeni 3-wymiarowej. Multifraktalne ruchy Browna w ujeciu przestrzennym
mozna wykorzysta¢ jako narzgdzie umozliwiajace wielokierunkowe badania na-
ukowe, w tym takze spoteczno-ekonomiczne. Mozna np. analizowaé rozwoj prze-
strzenny miast, rozktad populacji na obszarze miast, warto$ci dowolnej cechy prze-
strzennej na danym obszarze. Interesujace jest takze badanie intensywnosci
badanego zjawiska zaleznie od miejsca i czasu, na przyklad zanieczyszczenia $ro-
dowiska, opadow deszczu, zmian temperatury. Za pomocg wartosci funkcji Holdera
mozna takze opisa¢ skutki wybuchu czy tez wystgpowanie z6z surowcow natural-
nych na danej glgboko$ci wewnatrz Ziemi.

Dwuwymiarowy ruch Browna ze stalym wykladnikiem Holdera H na calej po-
wierzchni to proces dla kazdego (x, y) € R* o funkcji kowariancji danej wzorem®:

E(By () By (7)) = ™ + o™ = o™ ®)

Niech H bedzie ciagly funkcja z R? wR. W sensie topologicznym, dwuwymia-
rowy multintamkowy proces ruchu Browna ma funkcje kowariancji dang wzorem:

E(Byy(y(x), Brygy ()= [ I ) Ay HOHHLT )

Tak jak w przypadku jednowymiarowym, wyktadnik Holdera determinuje wta-

snosci powierzchni m.in.:

e mierzy regularno$¢ powierzchni; jest ona w kazdym punkcie deterministycz-
ng funkcja amplitudy (wysokosci),

o jezeli zalozy si¢, ze H jest funkcja rézniczkowalng, to z prawdopodobien-
stwem 1 zachodzi rowno$¢ & Bii(x.y) (x,y)=H(x,y).

Kolejny krok polega na rozwazaniu generowania za pomocg funkcji Hold-
era przestrzeni 3-wymiarowej (W sensie topologicznym!). Jest to najciekawszy
z przypadkow, trzeci wymiar (parametr) moze by¢ bowiem traktowany jako
warto$¢ cechy dla punktu ptaszczyzny (x,y). Dokladajac parametr czasowy
otrzymuje si¢ modelowanie czasowo-przestrzenne dla dowolnego argumentu
(x,,0), trudne do pokazania w artykule, znacznie bardziej efektowne np. w pre-
zentacji multimedialne;j.

Na bazie metody generowania losowego przemieszczania $rodka odcinka
mozna takze skonstruowa¢ metodg generowania powierzchni multifraktalnych [12].

® Prace na temat zastosowania wyktadnikow w przestrzeni to: [2], [3], [5], [6], [8]-
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Algorytmy majg zblizong metodologie, r6znicg jest liczba wymiaréw. Na rysun-
ku 2 pokazano wizualizacj¢ komputerowa losowej powierzchni 2 i 3 wymiaro-
wej dla zadanej warto$ci parametru H.

N i
TR

Nota:
Im wyzsza warto§¢ H, tym ,,gladsza” powierzchnia, majaca mniejszy wymiar fraktalny.

Rys. 2. Powierzchnia dla statego H réwnego kolejno 0,3; 0,9
Zrodto: [12].

W pierwszym kroku iteracji np. kwadrat jednostkowy jest dzielony na b*
kwadratow, gdzie b to dowolna liczba naturalna wigksza od 1. W i-tym kroku
iteracji liczba tych kwadratow wynosi juz (b*)?. Kazdemu z powstajacych kwa-
dratow jest przypisywana miara (intensywnosc¢), ktorej definicja opiera si¢ na
zadanym parametrze 4 (0 < A < 1) oraz dwumianie Newtona. Po wyznaczeniu
wartoséci miar, ich rozlozenie w polu powstaltym w wyniku podziatu kwadratu
jest losowe na kazdym kroku iteracji.

Algorytm jest rekurencyjny, polega na podziale obszaru na mniejsze obsza-
ry o tym samym ksztalcie. Tymi obszarami moga by¢ dowolne figury, np. kwa-
draty, tréjkaty lub sze$ciokaty. Losowo przypisuje si¢ wysokosci, na jakich bgda
si¢ znajdowac wierzchotki figury, a nastgpnie nalezy obliczy¢ wysokosci punk-
tow potrzebnych do kolejnego podziatu. Oblicza si¢ $rednig wysokos¢ sgsied-
nich punktow i modyfikuje si¢ ja o warto$¢ losowa. W kolejnym kroku, majac
obliczone nowe wysokosci, nalezy uzy¢ ich jako wierzchotkow dla nowej figu-
ry, ktorg ponownie si¢ dzieli.
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Dla wyzszych wymiar6w przestrzeni istnieje metoda estymacji punktowych
wyktadnikéw Holdera. Jest ona jednak do$¢ skomplikowana matematycznie, zo-
stata opisana w pracach [5], [8]. Dla tamanej wystarczyt przedzial na osi czasu,
w wyzszych wymiarach to koto, kula.

Podsumowanie

Wykorzystanie metodologii geometrii multifraktalnej do modelowania pro-
cesOw zachodzacych w otaczajacym nas $wiecie jest obecnie w literaturze
przedmiotem zaréwno teoretycznych rozwazan naukowcow, jak i eksperymen-
talnych doswiadczen praktykow, takze w dziedzinie finanséw i ekonomii. Anali-
za fraktalna pozwala okresla¢ w sposob ilosciowy stopien nieregularnosci po-
wierzchni. Potgczenie wybranych metod geometrii fraktalnej z elementami
modelowania przestrzennego jest interesujgce z graficznego punktu widzenia,
ale takze uzyteczne z uwagi na mozliwo$¢ wykorzystania metodologii do mode-
lowania ekonomicznego oraz do analizy zmiennosci w czasie i przestrzeni.
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APPLICATION OF HOLDER FUNCTION
TO DESCRIPTION SPATIAL DATA

Summary

The aim of his article is to use the Holder function to analysis spatial data. We

show the method of generate spatial data with Holder exponents. The article consists of
two parts: the first one presents elements of analysis the Holder function, and the second
consist results of analysis in spatial dimension.



