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ZASTOSOWANIE FUNKCJI HÖLDERA DO 
MODELOWANIA DANYCH PRZESTRZENNYCH 
 
 

Wprowadzenie 
 

Celem artykułu jest pokazanie możliwości modelowania przestrzennego na 
podstawie wybranych metod i pojęć geometrii fraktalnej. U schyłku XX w. uka-
zało się wiele prac na temat modelowania szeregów czasowych (w tym ekono-
micznych, finansowych) za pomocą wybranych metod fraktalnych. W ostatnich 
latach szybki rozwój modelowania przestrzennego (ekonometrii i statystyki 
przestrzennej) doprowadził także do powstania technik opartych na pojęciach 
geometrii fraktalnej zastosowanych do opisu danych przestrzennych. W począt-
kach XXI w. zaczęto używać własności fraktalnych do modelowania w wyż-
szych wymiarach. Prac o tej tematyce jest jednak nadal niewiele, szczególnie  
w kontekście modelowania danych ekonomicznych.  

W literaturze z zakresu ekonometrii i finansów powszechnie stosuje się 
procesy stochastyczne ruchów Browna. Jest to tematyka, jak się wydaje, dobrze 
zbadana i opisana przez naukowców, a także mająca szerokie zastosowanie  
w praktyce. Modeluje się finansowe szeregi czasowe jako realizacje multiułam-
kowych procesów ruchów Browna. Wykres szeregu ma płaszczyźnie ma wymiar 
topologiczny równy 1, zaś wymiar fraktalny z przedziału (1,2). Zmienność wy-
kresu mierzą punktowe wykładniki Höldera (zdefiniowane w punkcie 2 niniej-
szego artykułu) zależne wyłącznie od czasu.  

W artykule autorka przybliża nowe podejście do modelowania, jeszcze sła-
bo opisane w literaturze, a mianowicie uogólnia się modelowanie za pomocą ru-
chów Browna na przypadek 2- i 3-wymiarowy. Wówczas punktowe wykładniki 
Höldera zależą od położenia punktu na płaszczyźnie, co pozwala na przestrzenne 
modelowanie zmienności. Mogą także zależeć od miejsca na płaszczyźnie i pa-
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rametru czasowego i wtedy modelowanie ma charakter przestrzenno-czasowy. 
Takie spojrzenie na przestrzeń i charakteryzujące ją wielkości jest w nauce inte-
resujące z co najmniej dwóch względów. Po pierwsze można precyzyjnie mode-
lować zmienność powierzchni w czasie i przestrzeni, po drugie zastosowanie 
podejścia fraktalnego umożliwia w interesujący sposób zaprezentować zmiany 
badanych charakterystyk. 
 
 
1. Zmienność według Höldera i multifraktalne  

szeregi czasowe 
 

Modelowanie losowych szeregów czasowych za pomocą procesów stocha-
stycznych jest powszechnie stosowane w analizach ekonomicznych. Jedną z me-
tod wykorzystywanych do opisu szeregów jest zastosowanie ruchu Browna1. 

Niech ( )xdX ,  i ( )YdY ,  będą przestrzeniami metrycznymi2. 
Funkcję YXf →:  nazywamy funkcją Höldera o wykładniku α ( )0>α , 

jeśli dla każdych Xyx ∈,  takich, że ( ) 1, <yxd X  funkcja spełnia nierówność 
(1) z dodatnią stałą c 
 

( ) ( )( ) ≤yfxfdY , ( )( )αyxdc X ,⋅ .    (1) 
 

Jeżeli funkcja Höldera jest klasy C1, to wymiar fraktalny wykresu funkcji 
jest równy jeden. Gdy założy się jedynie ciągłość, to wykres może być frakta-
lem, mieć ułamkowy wymiar.  

Niech będzie dana funkcja ℜ→Df :  ( )ℜ⊂D  oraz parametr ( )1,0∈α . 

Funkcja ℜ→Df :  jest funkcją klasy αC  Höldera, jeżeli istnieją stałe 0>c  
oraz 00 >h  takie, że dla każdego x oraz wszystkich h takich, że 00 hh ≤<  

spełniona jest nierówność 
 

( ) ( ) αhcxfhxf ≤−+ .      (2) 
 

Niech 0x  będzie dowolnym punktem z dziedziny funkcji f ( )ℜ⊂∈ Dx0 . 

Funkcja ℜ→Df :  jest w punkcie 0x  funkcją klasy α
0xC  Höldera, jeżeli ist-

                                                 
1  Zastosowanie procesów stochastycznych do modelowania szeregów finansowych opisano m.in. 

w pracach [1], [2], [10], [11]. 
2  Definicje zaczerpnięto z prac: [1], [4], [10], [11]. 
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nieją stałe 0, >cε  takie, że dla każdego ( )εε +−∈ 00 , xxx  spełniona jest 

nierówność  
 

( ) ( ) α
00 xxcxfxf −≤− .     (3) 

 

Punktowym wykładnikiem Höldera funkcji f w punkcie 0x  nazywa się 

liczbę ( )0xfα  daną wzorem ( ) { }ααα
0

:sup0 xf Cfx ∈= . Funkcją Höldera 

dla funkcji f nazywa się funkcję, która każdemu punktowi Dx ∈  przyporząd-
kowuje liczbę ( )xfα . 

Niech )[ ( )1,0,0: →∞tH  będzie funkcją Höldera o wykładniku 0>α . 

Uogólnionym multiułamkowym procesem ruchu Browna z parametrem funkcyj-
nym tH  i λ  – liczbą rzeczywistą nazywa się proces ( ){ } ℜ∈tH tB λ, taki, że dla 

każdego ℜ∈t  
 

( ) ( ) ( )ξ
ξ

ξ

λ dBetB
n D

tH

it

H
n

n
∑ ∫

−=
∞

= +0 5,0,
1

,     (4) 

gdzie: 
B – standardowy proces ruchu Browna, 

{ }1:0 <= ξξD  oraz dla wszystkich 1≥n  { }nn
nD λξλξ <≤= −1: . 

 

Punktowe wykładniki Höldera determinują własności procesu3. Można 
wymienić kilka z nich: 
• im wartości funkcji Höldera są bliższe zera, tym większa zmienność wykre-

su, dla wartości funkcji bliskich jedynki proces jest gładszy,  
• lokalny wymiar trajektorii procesu ( )tBH λ,  dla każdego 00 ≥t  wynosi 

( )02 tH− , 

• regularność procesu mierzona punktowymi wykładnikami Höldera zmienia 
się w przedziale (0,1). 

Multiułamkowy proces ruchu Browna może być generowany za  
pomocą metody losowego przemieszczaniu środka odcinka4. Odcinek [0,1]  
zostaje podzielony w połowie i przypisuje się mu wartość 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2/11

22/12

2/1 2
21

2
102/1 H

H

H GBBB ⋅

−⋅−++=  dla zadanej wartości H(1/2). 

                                                 
3  Szczegółowe własności procesów wymieniono w pracach [1], [11]. 
4  Metodę opisano m.in. w pracach [10], [11].  
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Ĥ

kS

e f
dan

atur
e w

W n
[3],

    
isano

nych 

u st

( )t

prze

H(t) =

ześ
kże
ator

(ˆ
/Hi

,nk

fun
nyc

ry z
wyko

inie
 [5]

     
o m.
kom

tosu

= B

edni

= 0,9

niej
e w 
r pr

( 1−n

( )i

kcj
ch p

z z
orzy
ejsz
], [6

    
.in. w

mput

Adr

uje 

(tB

imi 

98 [

j w
lite

rzyj

)1 =

=
n

ji H
prz

zakr
ystu

zym
6], 

     
w pr
terow

rian

się 

− d

pun

sin 2

wyg
erat
mu

−=

−n
m

Höl
zes

resu
uje 

m ar
[8],

   
racac
wo o

nna 

wz

)+
2

d

nkt

2 (12

gene
turz
uje p

log

=1
i

j

lde
strz

u ek
się

rtyk
, [9

ch [1
oraz 

5

Mas

zór

+
2

B

tam

2t) +

erow
ze m
pos

(
lo

g π

∑
+

−=

/ki

ki

era 
zen

kon
ę jed
kule
], [

10], 
na d

500

t

stal

( +tB

mi po

+ 0,0

wan
met
tać

(og
/π

∑
2/

2/k

do
nny

nom
dna
e zap
12]

[11]
dany

t

erz-

+ d

odz

01] i

neg
oda
: 

2/
−n
S

B

o ge
ych

metr
ak w
apre
.  

]. Ro
ych r

-Ko

) +

ziału

i mu

o c
a es

)1
,

−
S nk

+1jB

ene
h 

rii p
w ni
ezen

ozwa
rzecz

dzis

+ G

u od

ultiuł

czy 
stym

( )in

−,1 n

ero

prze
ich 
ntow

ażan
zywi

s 

1

dcin

łamk

też
mac

))

− B

owa

estr
poj

wan

nia n
istyc

i

−
2

21

nka

kow

ż rz
cji p

d

,njB

ani

rzen
ojęć 
no n

a tem
ch m

(tHi

H

⋅

⋅22

a cz

wy pr

zecz
pun

dla

.

ia 

nnej
zac

now

mat m
możn

( )

)t

tH −

asu

roce

zyw
nkto

j m
cze

we p

meto
na zn

−2

,

u [0

es ru

wist
owy

moż
erpn
pod

ody 
naleź

,  

,1].

uchu

tego
ych 

  

  

żna 
nięty
dejśc

esty
źć w 

 

.  

u Bro

o) s
wy

 

  

 

wy
ych
cie,

ymac
prac

own

szer
ykła

ymi
h z 
, ko

cji n
cy [1

(5

na 

reg
adni

(6

 

 (7

ieni
geo

orzy

a sze
10]. 

5) 

gu 
i-

6) 

7) 

ić 
o-
y-

e-
 



Zastosowanie funkcji Höldera do modelowania… 41 

W punkcie 1 opisano zachowanie się losowych szeregów czasowych. Natural-
ne wydaje się przeniesienie metodologii na przypadek płaszczyzny 2-wymiarowej  
i przestrzeni 3-wymiarowej. Multifraktalne ruchy Browna w ujęciu przestrzennym 
można wykorzystać jako narzędzie umożliwiające wielokierunkowe badania na-
ukowe, w tym także społeczno-ekonomiczne. Można np. analizować rozwój prze-
strzenny miast, rozkład populacji na obszarze miast, wartości dowolnej cechy prze-
strzennej na danym obszarze. Interesujące jest także badanie intensywności 
badanego zjawiska zależnie od miejsca i czasu, na przykład zanieczyszczenia śro-
dowiska, opadów deszczu, zmian temperatury. Za pomocą wartości funkcji Höldera 
można także opisać skutki wybuchu czy też występowanie złóż surowców natural-
nych na danej głębokości wewnątrz Ziemi.  

Dwuwymiarowy ruch Browna ze stałym wykładnikiem Höldera H na całej po-
wierzchni to proces dla każdego ( ) 2, Ryx ∈ o funkcji kowariancji danej wzorem6: 
 

( ) ( )( ) HHH
HH yxyxyBxBE 222, −−+=    (8) 

 

Niech H będzie ciągłą funkcją z 2R  w R. W sensie topologicznym, dwuwymia-
rowy multiułamkowy proces ruchu Browna ma funkcję kowariancji daną wzorem: 
 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yHxHyHxHyHxH
HH yxyxyBxBE +++ −−+=.. ,     (9) 

 

Tak jak w przypadku jednowymiarowym, wykładnik Höldera determinuje wła-
sności powierzchni m.in.: 
• mierzy regularność powierzchni; jest ona w każdym punkcie deterministycz-

ną funkcją amplitudy (wysokości), 
• jeżeli założy się, że H jest funkcją różniczkowalną, to z prawdopodobień-

stwem 1 zachodzi równość ( ) ( ) ( )yxHyx
yxHB ,,, =α . 

Kolejny krok polega na rozważaniu generowania za pomocą funkcji Höld-
era przestrzeni 3-wymiarowej (w sensie topologicznym!). Jest to najciekawszy  
z przypadków, trzeci wymiar (parametr) może być bowiem traktowany jako 
wartość cechy dla punktu płaszczyzny (x,y). Dokładając parametr czasowy 
otrzymuje się modelowanie czasowo-przestrzenne dla dowolnego argumentu 
(x,y,t), trudne do pokazania w artykule, znacznie bardziej efektowne np. w pre-
zentacji multimedialnej. 

Na bazie metody generowania losowego przemieszczania środka odcinka 
można także skonstruować metodę generowania powierzchni multifraktalnych [12]. 

                                                 
6  Prace na temat zastosowania wykładników w przestrzeni to: [2], [3], [5], [6], [8]. 
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Dla wyższych wymiarów przestrzeni istnieje metoda estymacji punktowych 
wykładników Höldera. Jest ona jednak dość skomplikowana matematycznie, zo-
stała opisana w pracach [5], [8]. Dla łamanej wystarczył przedział na osi czasu, 
w wyższych wymiarach to koło, kula. 
 
 
Podsumowanie 
 

Wykorzystanie metodologii geometrii multifraktalnej do modelowania pro-
cesów zachodzących w otaczającym nas świecie jest obecnie w literaturze 
przedmiotem zarówno teoretycznych rozważań naukowców, jak i eksperymen-
talnych doświadczeń praktyków, także w dziedzinie finansów i ekonomii. Anali-
za fraktalna pozwala określać w sposób ilościowy stopień nieregularności po-
wierzchni. Połączenie wybranych metod geometrii fraktalnej z elementami 
modelowania przestrzennego jest interesujące z graficznego punktu widzenia, 
ale także użyteczne z uwagi na możliwość wykorzystania metodologii do mode-
lowania ekonomicznego oraz do analizy zmienności w czasie i przestrzeni. 
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APPLICATION OF HÖLDER FUNCTION  
TO DESCRIPTION SPATIAL DATA 

Summary 
 

The aim of his article is to use the Hölder function to analysis spatial data. We 
show the method of generate spatial data with Hölder exponents. The article consists of 
two parts: the first one presents elements of analysis the Hölder function, and the second 
consist results of analysis in spatial dimension.  


