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Z a s a d y  k i n e m a t y k i  i s t a t y k i .

§■ i-
Spółrzędne jednorodne ruchu  i siły.

1 . Między ruchem chwilowym ciała sztywnego a siła, działająca 
na takie ciało, zachodzą pewne związki, z których drogą indukcyjna 
dochodzi się do ustanowienia pewnego rodzaju dwoistości między tern i 
dwoma pojęciami zasadniczemi mechaniki. Ruch chwilowy ciała szty
wnego, w jakikolwiek sposób wywołany; można jednym tylko sposobem 
sprowadzić do tak zwanćgo skrętu, to znaczy, do obrotu chwilowego 
około pewnej osi razem z chwilowym ruchem postępowym w kierunku 
tejże osi; a jeżeli ruch chwilowy ciała przedstawia się jako wynik ilu- 
kolwielt ruchów chwilowych, w których ciało jednocześnie bierze udział, 
czyli jako wynik układu ruchów chwilowych, natenczas skręt jest naj
ogólniejszą postacią typową, w której ruch wypadkowy daje się przed
stawić. Chwilowy ruch postępowy ciała możemy, jak  wiadomo, zastąpić
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tak zwaną parą obrotów, t. j. dwoma obrotami chwilowemi około osi 
równoległych a o prędkościach kątowych równych, lecz mających kie
runki wprost sobie przeciwne; płaszczyzna, przechodząca przez osi tych 
obrotów, jest prostopadła do kierunku ruchu postępowego, a moment 
pary obrotów jest równy prędkości tego ruchu. Na tej podstawie mo
żemy powiedzieć, że każdy układ ruchów chwilowych ciała sztywnego 
można jednym tylko sposobem sprowadzić do ruchu obrotowego w po
łączeniu z parą obrotów, której płaszczyzna jest prostopadła do osi tego 
obrotu.

Jeżeli na ciało sztywne działa jakikolwiek układ sił, natenczas 
ten układ możemy jednym tylko sposobem sprowadzić do tak zwanego 
skrętnika, t. j. do siły, działającej w pewnej linii prostej, w połączeniu 
z parą sił, której płaszczyzna jest prostopadła do tej prostej.

Pojęcie skrętu jako postaci typowej układu ruchów chwilowych, 
i pojęcie skrętnika jako postaci typowej układu sił, ustanawia ścisły 
związek między ruchem ciała sztywnego a siłą, do niego przyłożoną. 
Ten związek uwydatniamy geometrycznie tym sposobem, że ruch chwi
lowy i siłę przedstawiamy za pomocą odcinków prostoliniowych. Dłu
gość, proporcyjonalna względem prędkości kątowej w obrotu chwilowego 
i odcięta na osi skrętu w pewnym kierunku umówionym, przedstawia 
geometrycznie obrót chwilowy; a inna długość, proporcyjonalna wzglę
dem prędkości v ruchu postępowego, lub — co na jedno wychodzi — 
względem momentu v pary obrotów, a odcięta również na osi skrętu 
według pewnej umowy, przedstawia ruch postępowy skrętu. Z tego się 
okazuje, że skręt chwilowy można przedstawić geometrycznie za pomocą 
dwu odcinków na jego osi. Przedstawiwszy podobnie siłę P  za pomocą 
odcinka, tudzież parę sił za pomocą drugiego odcinka, proporcyjonal- 
nego względem jej momentu u. i prostopadłego do jej płaszczyzny, otrzy
mamy dwa odcinki na osi skrętnika, które przedstawiają geometrycznie 
ten skrętnik.

Stosunek 1 = - będziemy nazywali p a r a m e t r e m  s k r ę t u ,  a sto

sunek X =  — nazwiemy podobnie p a r a m e t r e m  s k r ę t n i k a .  Jeżeli

zważymy, że w jest równe stosunkowi prędkości dowolnego punktu obra
cającego się ciała do odległości tego punktu od osi obrotu, a p. jest 
iloczynem siły i długości, to okaże się, że parametr skrętu i parametr 
skrętnika należy pojmować jako pewną długość. Niech ciało obraca się 
jednostajnie z prędkością kątową w; wtedy jeden obrót zostaide doko-

liany w czasie -  , a ciało posunie się jednocześnie o długość, ró
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wną 2~X w kierunku osi skrętu. Z tego widzimy, źe parametr skrętu 
jest proporcyjonalny względem długości, o która ciało posunęło się w kie
runku osi skrętu po jednym obrocie około tejże osi.

2. /  określenia parametru okazuje się, że skręt możemy określić 
przez jego oś, parametr X i prędkość kątową w, a skrętnik przez jego 
oś (oś centralna układu sił), parametr X i siłę P. Z tych sposobów 
określenia możemy skorzystać, aby dla skrętu i dla skrętnika utworzyć 
nowe pojęcie spoinę, którego elementami są: pewna prosta, przedstawia
jąca bądź oś skrętu, bądź oś skrętnika, i pewna długość, na tej prostej 
odcięta, i przedstawiająca parametr X. Tak utworzonemu pojęciu dajemy 
nazwo ś r u b y  e l e m e n t a r n e j  lub krócej ś r u b y ;  owa prosta przed
stawiać będzie oś ś r u b y ,  a długość X, na tej osi odcięta, p a r a m e t r  
ś r ub y.

Znaczenie kinematyczne śruby, pojmowanej w powyższy sposób, 
jest bezpośrednio widoczne. Przedstawmy sobie śrubę materyjalną z od
powiednią m utrą; natenczas ruch ciała sztywnego możemy przyrównać 
do ruchu śruby w mutrze. Tak samo jak  śrubie w mutrze możemy na
dawać rozmaite ruchy, lecz wszystkie o tymże samym kroku, tak około 
śruby elementarnej możemy ciału sztywnemu udzielać dowolnych skrę
tów chwilowych, lecz wszystkie o tymże samym parametrze, a do okre
ślenia pewnego skrętu żądanego potrzeba znać tylko odpowiednią pręd
kość kątową obrotu. Podobnie określimy skrętnik około śruby elemen
tarnej przez wielkość odpowiedniej siły tego skrętnika.

Śruba elementarna może odpowiadać śrubie materyjalnej bądź pra
wej, bądź lewej, a według tego możemy ustanowić regułę znaków. W tym 
celu przedstawmy sobie śrubę prawą (materyjalną) w położeniu piono- 
wem, natenczas obrotowi w prawo towarzyszy posuwanie się w górę, 
a obrotowi w lewo posuwanie się na dół; gdyby śruba była lewą, na
tenczas obrotowi w prawo towarzyszyłoby posuwanie się na d ó ł, a obro
towi w lewo posuwanie się w górę. Według tego przyjmijmy, że śrubie 
elementarnej prawej odpowiada parametr dodatny, a śrubie lewej para
metr ujemny; natenczas przy X >  0 obadwa odcinki, przedstawiające w 
i v , lub P  i u. będą miały tenże sam kierunek na osi śruby, a przy 
X <  0 będą miały dwa kierunki, wprost sobie przeciwne.

Parametr śruby może przybierać wszelkie wartości rzeczywiste 
od — oo do +  oo. Około śruby o parametrze X =  0 można ciału udzielić 
tylko samego ruchu obrotowego, a taka śruba może być tylko podstawą 
czystej siły o dowolnej wielkości, działającej w kierunku osi. Około 
śruby o parametrze X =  ±  oo może zachodzić tylko para obrotów, lub 
odpowiednio może działać tylko para sił o dowolnym momencie, mają
cym kierunek osi tej śruby.
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Parametr śruby będziemy oznaczali przez X, a w razie potrzeby 
przez l. Śrubę o parametrze X, której osią, jest prosta S , będziemy 
oznaczali symbolem (X) lub także krócej przez X.

3. Obierzmy w przestrzeni nieruchomy układ prostokątny osi spół- 
rzędnych i oznaczmy przez ra, ó, o dostawy katów, które oś S  śruby X, 
wzięta w kierunku odciętego na niej parametru, tworzy z osiami spół- 
rzędnych, a przez ot, (3, y momenty prostej S  względem tychże osi, to 
jest wielkości, określone przez równania następujące-

ot == cy—hz , ß == as—c x , y =  bx—ay, (1)

w których x , y , 3  oznaczają spółrzędne prostokątne dowolnego punktu 
tej prostej. Między spółrzędnemi o, b, c, ot, ß, y prostej S  zachodzą 
dwa związki:

®2 +  ó2 +  c2 =  1 , aot +  iß + cy =  0 . (2)

Niech około śruby X zachodzi skręt z prędkością kątową w, a E,
11, Z, A., M, N niech oznaczają spółrzędne prostokątne tego skrętu, 
natenczas

2  =  a Ci) , 11= ów, Z =  cw,

A =  (a +  Xa)w , M — (ß + Xó)w, N — (y +  Xc)w ’j.

Jeżeli przyjmiemy

A  — ot +  X«, J9 =  ß + Xó, C =  y +  Xc, (3)
natenczas otrzymamy:

3  =  aw, U =  ów, Z =  cw , A =  A u , M =  Sw, N =  Cw. (4)

Jeżeli około śruby działa skrętnik z siłą natenczas spółrzędne 
prostokątne X ,  Y, Y , Z, J f ,  A  tego skrętnika wyrażają się przez ró
wnania następujące :

X  =  a P, F = Ó P . Źf =c / b  L = A P ,M = B P ,N = C P .  (5)

Wielkości a, b, c, A , B , O mogą służyć do określenia śruby X 
za pomocą danego układu prostokątnych osi spółrzędnych, i z tego po
wodu będziemy je uważali jako s p ó ł r z ę d n e  p r o s t o k ą t n e  ś r u b y .

Jakoż z równań (3) w ynika:

a =  A  — Xa , ß == B  — Xó , y =  G — Xc , (6)

') Ob. J . N. F r a n k e ,  M e c h a n i k a  t e o r e t y c z n a ,  W ąrszawa 1889, str. 83,
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ti stąd na podstawie drugiego równania (2):

(7) X =  Aa -f Bb -f Cc.

Równania (6) i (7) pozwalają obliczyć momenty osi śruby i jej 
parametr, a ponieważ a , b, c określają kierunek osi, przeto śruba jest 
określona przez powyższe sześć wielkości, między któremi zachodzi tylko 
jeden związek, wyrażony przez pierwsze równanie (1). Śruba jest okre
ślona przez pięć wielkości niezależnych, a jej oś przez cztery wielkości 
niezależne. Z równań (4) i (5) okazuje się, że skręt, a tern samem od
powiednio i skrętnik, określa się przez sześć wielkości niezależnych.

Gdy w równaniach (4) przyjmiemy w =  1, a w równaniach (5) 
P  — 1, natenczas otrzymamy spółrzędne prostokątne odpowiedniej śruby. 
Możemy także powiedzieć, że śruba skrętu lub skrętnika jest określona 
przez stosunki między spółrzędnemi prostokątnemi tego skrętu lub skręt
nika , podczas gdy wartości bezwzględne tych spółrzędnych określają 
sam skręt lub skrętnik. Mnożąc spółrzędne śruby przez prędkość kątową 
skrętu lub wielkość siły skrętnika, otrzymamy odpowiednie spółrzędne 
skrętu lub skrętnika.

4. Obierzmy w przestrzeni sześć śrub X,, określonych przez spół
rzędne prostokątne an b,, c, , A,, B , , Ct ■ i  =  7, 2, 3, 4 , 5, 6 ; naten
czas skręt o prędkości kątowej w około śruby X [a, 6, c, A , B , C), 
czyli — jak krócej wyrazić się można — skręt w około śruby X, można 
w ogólności rozłożyć na sześć skrętów w, około powyższych śrub X,. 
Rozkład żądany polega na rozwiązaniu następującego układu równań 
linijowch względem niewiadomych to,-:

S,
iu  C; (O; == C(f) J

^ C'[ 10f =  GiO.

K

c6

A
A
A

( i )

(2)

ii a i w, = <M , i 0), = ó w ' ,

± A; CO; = AcOj i  b W,- —

wyznacznik

(Jl > > a, . « 4  >

, 6, ■ K -

li =
C, • , C5 ,
A, A,,j A, A ,

B" A, Ą-
A, A, A, ą ,
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utworzony ze, spółrzędnych prostokątnych danych śrub , nie jest ró
wny zeru, natenczas każdemu układowi wartości skończonych po pra 
wych stronach równań (1) odpowiada układ wartości skończonych co, po 
lewy cli stronach tychże równań.

Wielkości co, (i — -Z, 2 , 3 , 4, 5, 6), dające sie obliczyć z ró 
w nań (1), a przedstawiające prędkości kątowe sześciu skrętów około 
śrub danych, na które dany skręt można rozłożyć, będziemy nazywali 
s p ó ł r z ę d n e m i  j c d n o r  o d n cm i skrętu danego względem układu 
owych sześciu śrub danych. Śruby dane, dla których wyznacznik Ii 
nic jest równy zeru, stanowią układ sześciu ś r u b  s p ó ł r z ę d n y c h .  
Gdyby około śruby /. działał skrętnik P  (t. j. skrętnik z siłą P), naten
czas sześć sił P odpowiadających sześciu skrętnikom składowym około 
śrub spółrzędnych, będzie przedstawiało spółrzędne jednorodne skręt
nika P.

Wielkości

ędziemy nazywali s p ó ł r z ę d n e m i  j e d n o r o d n e m i  ś r u b y  1 wzglę
dem układu sześciu śrub spółrzędnych. Każda ze spółrzędnych jedno
rodnych śruby przedstawia odpowiednią spółrzędną skrętu z prędkością 
kątową równą jedności, lub także odpowiednią spółrzędną skrętnika 
z siłą równą jedności około tej śruby. Między sześcioma spółrzędnemi p,- 
śruby 1 a spółrzędnemi co,. skrętu z prędkością kątową co lub spółrzędne
mi Pi skrętnika z siłą P  około tej śruby zachodzą związki następujące:

w, P, p, P ; [i =  1, 2, 3, 4, 5, 6), (4

z których okazuje się, źe spółrzędne co,, lub P, otrzymujemy ze spół
rzędnych śruby, mnożąc te ostatnie przez prędkość kątową skrętu, a od
powiednio przez wielkość siły skrętnika.

Spółrzędne jednorodne śruby będziemy oznaczali przez p:, a w razie 
potrzeby przez

Między sześcioma spółrzędnemi jednorodnemi śruby zachodzi zwią
zek, który je sprowadza do pięciu wielkości niezależnych. Jakoż z pierw 
szych trzech równań (1) wynikają równania następujące:

£ a(p , =  a , £ó ,p , — b , £  c4p ( =  c , (5)
1 1 1

a stąd związek szukany :

£ p ? d  2 £ £ p ,  p k cos (k, , X„) =  1 , (6)
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w którym (X,, X,c) oznacza k ą t , który oś śruby X,, wzięta w kierunku 
parametru X,., tworzy z osią śruby X,( (i, k = 1. 2, 3, 4 , 5 , 5), wziętą 
w kierunku parametru X,.. Z ostatniego związku okazuje się, że śruba 
jest określona przez stosunki między jej spółrzędnemi jednorodnemu

Ponieważ skrętu około śruby spółrzędnej X, nie można rozłożyć na 
skręty około pozostałych pięciu śrub spółrzędnych, przeto spółrzędne 
jednorodne śruby spółrzędnej X, są: p, = l ,  a każda z pozostałych pięciu 
spółrzędnych jest równa zeru.

Podzielmy równania (1) przez w i wprowadźmy spółrzędne pn na
tenczas otrzymamy :

V  V  1. A V
^  Pi    ^  J ^  V '<   1 Ci p,-   G y1 1 1

(?)
2  A , p t =  A ,  -  B<pi  =  B ,  -  Ct pi — G.
1 1 1

Te równania pozwalają obliczyć spółrzędne prostokątne, śruby za
pomocą jej spółrzędnych jednorodnych, jeżeli znamy spółrzędne prosto
kątne śrub spółrzędnych.

§. 2-

Wyznaczenie śruby za pomocą spółrzędnych jednorodnych.

5. Niech około śruby X' o spółrzędnych prostokątnych b' , c', 
.A', S ', 6" zachodzi skręt w, i niech będzie dana prosta (a", , o",
A", B", G”) : obliczmy moment y. skrętu danego względem tej prostej,
t. j. sumę algebraiczną momentów trzech obrotów, stanowiących skręt,
względem danej prostej. Moment obrotu w względem tej prostej jest
równy

w (a'%" +  6'ß" +  o'?" -t- 4- 5"ß' +  c "? ') ,

gdzie a', c , a', ß', y' oznaczają spółrzędne prostokątne osi śruby X'; 
moment pary obrotów X'w względem tej prostej jest równy rzutowi mo
mentu X'm tej pary na tę prostą, wyraża się więc przez iloczyn

X'w (o'a" +

Stąd wynika

(1) [a = o) [a'«." I Z/ß" + c'Y' + a"* +  6"ß' +  c’Y  + X'(a'o"+&'ó" +  c'e") j.
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Oznaczmy przez A najkrótszą wzajemna odległość osi śruby X' 
i danej prostej, a przez <p kąt między temi prostemi, i przyjmijmy

m' =  A sin <p =  aa." +  Ä'ß" +  c'y" +  a”oc' +  b"$  +  c " f  , 

gdzie w' oznacza tak zwany moment tych dwu prostych, natenczas

p. =  co (m' +  X' cos <p). (2)

6. Niecli będą dane dwie śruby X i X', których osi mają spółrzędne 
prostokątne a , 5, c, oc, ß, y i a', 5', c', a', ß', y '; niech nadto będzie 
dany układ sześciu śrub spółrzędnych X,., których osi są określone przez 
spółrzędne prostokątne ait b,, c ,, a ,, ß ,, y ,, gdzie i  =  2, 3, 3, 4, 5, 6". 
Około śruby X niech zachodzi skręt co, którego spółrzędne jednorodne 
względem układu śrub X, są co,., natenczas według (2) art. 5 go możemy 
obliczyć moment tego skrętu względem osi śruby X'. Oznaczmy w tym 
celu przez m moment osi śruby X względem osi śruby X', a przez (X, X') 
kąt, który tworzą te osi, wzięte w kierunkach odciętych na nich para
metrów, natenczas moment szukany wyrazi się przez iloczyn

co [ X cos (X, X') + m ].

Obliczmy podobnie moment każdego ze skrętów składowych co 
względem osi śruby X', natenczas

CO; [X( cos (X,, X') +  m't ]

przedstawiać będzie moment %-go skrętu składowego względem osi 
śruby X', jeżeli przez m] rozumieć będziemy moment tej osi względem 
osi i-tej śruby spółrzędne) X , a przez (X,, X') kąt, który tworzą te 
dwie proste. Ponieważ moment skrętu co względem prostej dowolnej jest 
równy sumie algebraicznej momentów jego skrętów składowych wzglę
dem tejże samej prostej, przeto otrzymujemy równanie

co[Xcos(X, X') +  m] =  Ś co, [ X, cos (X,, X') +  w’]. (1)

Wiemy nadto, że rzut prostokątny prędkości kątowej co skrętu 
okuło śruby X na prostą dowolną jest równy sumie algebraicznej rzutów 
prostokątnych prędkości kątowych jego skrętów składowych na też samą 
prostą, co się wyraża przez równanie

co cos (X, X') =  A co, cos (X,, X'). (2)
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Pomnóżmy to równanie przez parametr X' śruby X' i dodajmy je 
następnie do (1), to otrzymamy:

(3) co [ (X+ X') cos (X, X')-p m ] =  £ w; [ (X, + X') cos (X,, X'] +  to,'].

Podzielmy to równanie przez w i wprowadźmy spółrzędne jedno
rodne p, śruby X względem przyjętego układu śrub Spółrzędnycli X,, na
tenczas wyniknie równanie następujące :

(4) (X + X') cos (X, X') +  m =  S p, [ (X, + X') cos (X<, X') +  m] ].

7. Wielkość (X + X') cos (X, X') +  m jest zbudowana symetrycznie 
z elementów dwu śrub X i X', a znaczenie kinematyczne tej wielkości 
zostało dostatecznie wyjaśnione przez postępowanie rachunkowe, z któ
rego ona wynikła. Z dalszych dochodzeń okaże się, że ta wielkość ma 
również ważne znaczenie dynamiczne i że ona nadaje się znakomicie do 
rozwiązywania tych zagadnień, w których ruch chwilowy i siłę przed
stawiamy za pomocą spółrzędnych jednorodnych. Z tego powodu ozna
czymy wielkość powyższą osobnym symbolem, przyjmując w dalszym 
rachunku

(1) 2txX- =  (X +  X') cos (X, X') +  m ,
a odpowiednio do tego znakowania :

(2) 2ä\ =  (X, +  X ) cos (X;, X') + m, .

Gdybyśmy postępowanie powyższe zastosowali do śruby X', otrzy
malibyśmy następujące równanie :

(3) (X +  X') cos (X, X'j -t-m  — Ź  p\ [(X, +  X) Cos (X,, X) +  mt ],

w którem p\ oznaczą i - tą  spółrzędną jednorodną śruby X', a m, moment 
osi śruby X względem osi śruby spółrzędnej X,. Przyjmijmy

(4) Sc, =  (X, 4- X) cos (X,, X) +  ą  ,

natenczas równanie (4) art. 6-go napiszemy krócej

(5) oxx- =  "  Gi P‘ ’

a poprzedzające równanie (3):

(6) oxx' =  -  c, p \ ,

2
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skąd wynika związek następujący między spółczynnikami u ,, a', i spół- 
rzędnemi jednorodnemi pit p\ jakichkolwiek dwu śrub X i X' względem 
sześciu śrub spółrzędnych :

£ ff; p . =  ś  u,- . (7)

Niech śruby X i X' będą identyczne, natenczas X =  X', cos (X, X')=i, 
m — 0. Jeżeli w tym przypadku spółczynnik oznaczymy przez 7-, , 
natenczas z (1) otrzymamy

ffxx =  > ;  (8)
ten spółczynnik jest wtedy równy parametrowi śruby. Wprowadźmy to 
założenie w równanie (5), a wyniknie

X =  E u, p , . (9)

To równanie pozwala obliczyć parametr danej śruby jako funkcyją 
dwulinijową i jednorodna jej spółrzędnych jednorodnych p, i spółczyn- 
ników ff, względem sześciu śrub spółrzędnych.

8. Podzielmy równanie (2) art. 6-go przez w i wprowadźmy spół-
rzędne jednorodne p ‘ śruby X, to wyniknie :

cos (X, X') =  E p, cos (Xj, X').

Postępując podobnie ze śrubą X', otrzymamy nowe równanie 

cos (X', X) =  E p\ cos (X , X), 

a stąd związek następujący między dwiema śrubami X i X' :

E pt cos (X; , X') — E p\ cos (X,, X). (1)

Według wzorów powyższych mieć będziemy : 

cos (X;, X') =  pj cos (X,, X,) +  pi cos (X,., X2) +  .... +  pl cos (X,, X0) ;

a gdy tę wartość dla każdego wskaźnika i  wstawimy w wyrażenie na
cos (X, X'), natenczas otrzymamy następujące dwa nowe wyrażenia do
stawy kąta między osiami dwu śrub :

cos (X j X') =  (2)

=  P, [pi cos (X,, X,) +  p[ cos (X,, X2) + -------4- p[ cos (X,, XJ] +

+  P, [pi cos (X2, X,) +  pi cos (X2, X2) +  . . . .  f  pi cos (X2, XJ j +  ...

+  pa [pi cos (X„, X,) + pi cos (Xa, XJ + ------ + pi cos (X„, \ )  J ,
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(3) cos (X, X') =

=  p, [pl cos (Xj, X,) + p2 cos (Xa, X,) + -+ p a cos (Xa, X,)] +

+  p', [Pi eos (X,, X,) + p , cos (X2, X2) + -+ p6 cos (X6, XJ] +  ...

+  p; [p, cos ( \ ,  XJ +  p, cos (X,, X„) + --+  j,, cos (X„ XJ ].

9. Ważne równanie (9) art. 7-go możemy wyprowadzić także innym 
sposobem. W tym celu rozłóżmy skręt w około śruby X na sześć skrę
tów w, około śrub X,, i obliczmy moment tego skrętu względem jego 
własnej osi. Ponieważ moment samego obrotu jest równy zeru, a mo
ment pary obrotów jest równy Xu, przeto Xw przedstawia wartość mo
mentu szukanego. Ten moment jest także równy sumie momentów skrę
tów składowych to, względem osi śruby X, a ponieważ moment skrę
tu u,, jest równy

w, [ X, cos (X,, X) +  ot, ] ,
przeto

Xw =  ii w, [ X, cos (X,, X) + m, ] .

Rzucając prędkość kątowa o> na oś śruby X i czyniąc tożsamo
z każdą prędkością składową w,, otrzymamy równanie

to ■■■■ W to; COS (X; , X) ■

Pomnóżmy to równanie przez X i dodajmy je następnie do po
przedzającego, to wyniknie

2X<>) — Ż u, | (X; + X) cos (X;, X) +  '/», ].
i

Dzieląc to równanie przez w i wprowadzając spółrzędno p, śruby X, 
tudzież spółczynniki otrzymamy równanie szukane.

10. Niecli na ciało sztywne działa skrętnik P  około śruby (a, ó, c, 
vł, />’, C1), a ciało niech skręca się chwilowo o kąt nieskończenie mały 
około śruby X ': (V , //, c , ^4', B ' , O '); mamy obliczyć odpowiednią 
pracę przygotowaną óT  skrętnika, czyli— jak  możemy się wyrazić — 
pracę przygotowaną skrętnika P  około śruby X względem skrętu <kp 
około śruby X'. Rozłóżmy w tym celu skrętnik i skręt na elementy, 
odpowiadające układowi prostokątnemu osi spółrzędnych, i niech X , F, Z,
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L y M , N  oznaczają spółrzędne prostokątne skrętnika P, a SĘ, S"/j, Sjj, 
SX, Sy., Sv nieskończenie małe spółrzędne skrętu &p. Natenczas

SP=z.Sx + r.Sp + z.Sv + Ł.% + 
a ponieważ

X  = aP, Y  -= bP, Z  =  cP, L =  AP, M =  BP ; ^  =  CP,

Sc — «'.Sęp, St) =  ó'.S®, S‘(  =  c'.Sy, Sx — .d'.S'p, Sy. =  P  .Sy, Sv =  C'.fiip, 
przeto

S2' =  4- ÓP' 4- cC  + Mm' 4- P&' 4- Cc') P . &p. (1)

Wyraziwszy M, B , G przez parametr i spółrzędne osi śruby X'
zaś /! ',  B ' , C  przez parametr i spółrzędne osi śruby X', i używszy
znakowania art. 7-go, otrzymamy

S r  == [ (X 4- X') cos (X, X') 4- ni ] P. Sep ,
czyli

& T = a , X X , . P . & p -  (2)

Z tego równania okazuje się znaczenie dynamiczne spółczynni- 
ka , utworzonego z elementów dwu śrub i symetrycznego wzglę
dom tychże elementów. Jeżeli około jednej z dwu śrub danych X i X, 
działa skręt na ciało sztywne, skręcające się chwilowo około drugiej 
śruby, natenczas iloczyn tego spółczynnika, siły skrętnika i odchylenia 
skrętu jest równy pracy przygotowanej skrętnika względem skrętu. Z po
wyższego zaś wywodu okazuje się, źe praca pozostaje taż sama bez 
względu na to, czy śruba X jest podstawą skrętnika P , a X' podstawą 
skrętu Sm, czy też X jest podstawą skrętu Sep, a X' podstawą skrętnika P.

Z tego powodu wielkość nazywamy według Balia spół-
c z y n n i k i e m  p r z y g o t o w a n y m  dwu śrub X i X'. Mnożąc spółczyn- 
nik przygotowany dwu śrub przez iloczyn PS<p, otrzymamy odpowiednią 
pracę przygotowaną SP.

W równaniach art. 7-go wielkości oznaczają spółczynniki przy
gotowane śruby X względem śrub spółrzędnych X,:, przy i  =  7 ,2 ,3 ,4 ,5,6‘i 
równania (5) i (6) art. 7-go pozwalają wyrazić spółczynnik przygoto
wany dwu śrub przez spółczynniki przygotowane tychże śrub i ich spół
rzędne jednorodne względem sześciu śrub spółrzędnych, a równanie (9) 
pozwala obliczyć parametr śruby, jeżeli znamy jej spółczynniki przygo
towane i jej spółrzędne jednorodne względem sześciu śrub.

11. Zastosujmy równanie (5) art. 7-go w ten sposób, że daną śrubę X 
łączymy kolejno z każdą z sześciu śrub spółrzędnych X,, aby obliczyć 
jej spółczynnik przygotowany 2n, względem tejże śruby.
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W celu otrzymania równań odpowiednich oznaczmy przez 2<r,-4 spół- 
ezynnik przygotowany śruby spółrzędnej X,. względem śruby spółrzęd- 
nej X,t , przyczem a według art. 7-go <r,,=  X; , natenczas wy
niknie następujący układ równań :

% =  G,, P, +  G,, P, +  P, +  P4 +  T„, P« +  _P,
S  =  g,. P, + P, + *3 ., P3 + ^ 4 2 p 4 -+ <r5 8  p 5 + pu

G, = h o P ,  +  G„ P, +  G„ P» +  G» P. +  G„ P, 4- P»

G., =  G, 4 Pl + G24 jp, +  U84 P ;| + a44 p4 + ?,4 p,  +  G64 p,

G5 =  G, s ?1 + s25 p, + aS6 p,  +  c45 p4 +G55p5 +  G65 p,

G, =  G, . P, +  G„ P, +  G„ p , +  p 4 +  p, + p, .

Te równania okazują, źe, znając spółczynniki przygotowane śrub 
spółrzędnych względem siebie, można ze spółrzędnych jednorodnych pt da
nej śruby oblieżyć jej spółczynniki przygotowane względem tychże śrub; 
gdybyśmy w tych równaniach przyjęli spółczynniki przygotowane 2ai jako 
wiadome, moglibyśmy z nich obliczyć spółrzędne jednorodne p, śruby 
odpowiedniej. Okazuje się zatem, że względem sześciu śrub spółrzędnych 
każda śruba może być określona bądź przez wielkości p,, które przyj
mowaliśmy dotąd jako jej spółrzędne, bądź też przez wielkości a, , które 
również możnaby przyjąć za spółrzędne tej śruby.

Równania (1) uproszczą się znacznie, jeżeli przyjmiemy szczegól
nego rodzaju układ śrub spółrzędnych, który Bali wprowadził do me
chaniki.

Dwie śruby chwilowe, których spółczynnik przygotowany jest ró
wny zeru, nazywamy ś r u b a m i  o d wr o t n e r n i .  Wyraźmy spółczynnik 
przygotowany dwu śrub według równania (1) art. 7-go, natenczas od
wrotność wyrazi się przez następujące równanie warunkowe:

(2) (X 4- X') cos (X, X') +  m — 0.
Ponieważ to równanie ustanawia tylko jeden związek między spół- 

rzędnemi śruby, przeto można wyznaczyć nieskończenie wiele śrub od
wrotnych względem śruby danej. Owóż obierzmy tak sześć śrub spół
rzędnych , aby każda z nich była odwrotna względem każdej z pięciu 
śrub pozostałych; wówczas otrzymamy układ szczególny śrub spółrzęd
nych,  który nazwiemy u k ł a d e m  ś r u b  w z a j e m n i e  o d w r o t n y c h  
(krócej : układem wzajemnie odwrotnym). Dla takiego układu zacho
dzi 15 warunków nik =  0 ,  a ponieważ układ jest określony przez 30 
wielkości niezależnych, przeto możemy nieskończenie wielu sposobami 
obrać tak sześć śrub, aby one stanowiły układ wzajemnie odwrotny,
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Względem takiego układu śrub spółrzędnych równania (1) przy
biorą postać następującą :

Gi ~  \  P l I ai ~  \  Pt > GS =  \  v$) a6 — \  Pe ; ( 3 )

z której okazuje się, źe każda z sześciu spółrzędnych p ( śruby X jest 
równa ilorazowi z podzielenia połowy jej spółczynnika przygotowanego 
względem śruby spółrzędnej przez parametr tejże śruby spółrzędaej.

Wyraźmy w równaniu (5) art. 7-go spółczynniki oj śruby X' przez
spółrzędne p\ tejże śruby według (3); natenczas otrzymamy następujące 
wyrażenie spółczynnika przygotowanego 2n\\, dwu śrub :

6

G\ \ '  =  s  >• P< Pi ■ ( 4 )

Wstawmy wartości (3) w równanie (9) art. 7-go, wówczas wy
niknie parametr śruby :

X =  E X; p ] . (5)
1

Ostatnie dwa równania stosują się do przypadku, gdy śruby spół- 
rzędne stanowią układ wzajemnie odwrotny.

Jeżeli osi dwu śrub X i X' są równoległe, natenczas =1+1'.
Wyraźmy o%%, według (4), a parametry X i X' według (5), natenczas 
między tak i cml dwiema śrubami otrzymamy związek

^  X- (P i-p 'iY  =  0 ,  (6)

który zachodzić będzie także w tym przypadku, gdy obie śruby mają 
oś spólną.

Według (4) warunek odwrotności dwu śrub X i X' dla sześciu śrub 
spółrzędnych, wzajemnie odwrotnych, wyrazi sic przez równanie

E X,_p,p; =  0 ,  (7)

a gdy wprowadzimy spółczynniki przygotowane i 2a] tych śrub 
względem śrub spółrzędnych, to będziemy mogli odwrotność wyrazić 
przez jedno z dwu równań następujących:

E o, p'i = 0 lub E oj pi =  0  , (8)
i i

lub także przez równanie

E ' \ ' 7; =  0. (9)
1 A;
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Niech śruba 1 będzie podstawa nieskończenie małego skrętu z od. 
chyleniem , natenczas ten skręt możemy rozłożyć na sześć skrę
tów §<p„. około sześciu śrub spółrzędnyeli, wzajemnie odwrotnych, przy- 
czem =  pi Sep. Jeżeli śruba V jest podstawa skrętnika o sile P, na
tenczas praca przygotowana t T  tego skrętnika względem skrętu powyż
szego będzie

rlT7 =  P. 8<p =  2P<)y . £  X  pi p \ ,

a gdy wprowadzimy otrzymamy

S r  =  g f . i

Ponieważ Pp] przedstawia spółrzędna jednorodna P, skrętnika P 
względem śruby spółrzędnej \ , przeto

(io) &T
co wyraża prace przygotowana w funkcyi spółrzędnyeli skrętnika i spół- 
rzednych skrętu nieskończenie małych.

Z rachunku powyższego okazuje się, że sześć śrub wzajemnie od
wrotnych nadaje się najdogodniej do wszelkiej rachuby, w której roz
ważamy spółrzędne jednorodne danej śruby a tern samem spółrzędne 
jednorodne skrętu lub skrętnika. Z tego powodu będziemy takich ukła
dów używali jako podstawy rachunku, jeżeliby odmienne założenie nie 
było wyraźnie podane.

12. Zanim jednak powyższego układu szczególnego śrub spół- 
rzędnych użyjemy jako podstawy dalszych badań, należy odpowiedzieć 
na pytanie, czy sześć śrub wzajemnie odwrotnych ma zawsze takie pa
rametry i takie położenie wzajemne, źe każdy skręt dany można roz
łożyć na skręty około tych śrub.

W tym celu obierzmy jakikolwiek układ sześciu śrub spółrzędnyeli 
i oznaczmy przez p wyznacznik, utworzony ze spółczynników przygo
towanych tychże śrub, branych po dwie, a zatem wyznacznik
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Jeżeli a(, 5,, cf , A : , I I , C, (i — 1, 3, 3, 3, 5, 3) oznaczają spół- 
rzędne prostokątne tych śrub, natenczas według (1) art. 10-go:

4;, +  5; Ą £ +  c, ą  +  A, ak +  B ( bk + O,- ck. (2)

Wstawmy te wartości w wyrażenie wyznacznika p, to otrzymamy

®1 1 1 as «4 . «S » as A, A , Ci, C,

1̂ 1 2̂ ’ h 1 A, A , A ,

1 1 C3 » C4 , C6 > Cq A , A , 0„ as, c3
A j ,  Aę , A, A , A , A A> A - A , «4,
A ,  A , A , Ą , A . A A , A , 0., K Cs
A ,  A , A , A , A , A -A > A - A - «0, K, Ca

czyli

at, C, , A , A , o, 2

^2 1 K Cg i A , A , A

W8 1 K C3 , A , A , A
=  — R'1r «4, K*. C4 , A , A i A

K Cs, A , A i A

Cs, A , A , A

gdzie iZ'jest wyznacznikiem, określonym przez równanie (2) art. 4-go.

Przyjmijmy teraz, że sześć śrub \  stanowi układ wzajemnie od
wrotny, natenczas aik = 0 , nu — \ , skąd wyniknie w tym przypadku

P =  2". \  \  \  \  X, \  . (8)

Jeżeli iloczyn parametrów tych sześciu śrub nie jest równy zeru, 
to z równania (2) okazuje się, że wyznacznik iZ, utworzony ze spół- 
rzędnych prostokątnych tych śrub, nie będzie również posiadał wartości 
zera. A ponieważ ten warunek według art. 4-go jest konieczny i wy
starczający , aby sześć śrub mogło stanowić układ śrub spółrzędnych, 
przeto dochodzimy do wniosku ogólnego, że sześć śrub wzajemnie od
wrotnych może stanowić układ śrub spółrzędnych, jeżeli iloczyn para
metrów tych śrub nie jest równy zeru. Około takich śrub nie można 
mieć ani sześciu skrętów, ani sześciu skrętników, któreby się nawzajem 
znosiły, a przeto każdy skręt lub skrętnik można rozłożyć na sześć 
skrętów lub skrętników około takich śrub.
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§. 3.

Skład skrętów i skład skrętników.

13. Niech będzie danych n śrubo parametrach X', X", .... Xrt), ...X1”’, 
których spółrzędne jednorodne są odpowiednio p't , p \ ' , . . . y>,Cł), ... ;
7 = 7 ,  2 , 3, 4, 5, 3. Około tych śrub niech zachodzą skręty z pręd
kościami kątowemi odpowiednio to', w", . . .  w™, . . .  to(n); mamy wyzna
czyć spółrzędne p, śruby skrętu wypadkowego, tudzież prędkość ką
tową to tego skrętu.

W tym celu rozłóżmy każdy ze skrętów składowych, tudzież skręt 
wypadkowy na skręty około śrub spółrzędnych, i wyraźmy warunki 
równoważności skrętu wypadkowego ze skrętami składowemi względem 
układu prostokątnego trzech osi spółrzędnych. Jeżeli przez a{, h, , c, , 
A ,, B.. G: oznaczymy spółrzędne prostokątne śruby spółrzędncj X, i przyj
miemy

12, •= to' p t -+- m" p, +  . . . .  +  to« p ^

12, =  to'p: +  to" p:' +  . . . . +  wW pW

12,, =  to' p,. +  to" p„ +  . . . .  + to« p«”'1,

natenczas warunki równoważności wyrażą się przez sześć równań na
stępujących :

o, 12, +  u, 12„ +  . . .  4- «„ 12,. =  to S  a, p f 

ó, 12, +  J, 12, +  . . .  +  ó0 12g — to Ń b t p ;

c, 12, -f- u, 122 -f- . . .  4- cCi 12g — to N u,- p,

A, 12, +  A 2 12, 4- . . .  4- A G 12g — to Ń A, p,.

B, 12, +  B, O , +  . . .  +  B 6 12,, =  to i  B , p,

(7, 12, +  6 , 12, +  . . .  +  17, 12,, =  to N t-, p »>
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które możemy także tak napisać :

% a, (£2, — w p <) =  O, 1 5, (U; — w p,) =  O, S c; (£2, — (Oj), )=  O ,
i i i

(2 )

Ś A, (£2, — w p( ) =  Ö, S Ą  (£2, — <o p,.) =  0, Ś C,(£2, — ci p, )=  O.
i i i

14. Ponieważ z założenia wyznacznik i? nie jest równy zeru, przeto 
tylko wartości równe zeru niewiadomych czynią zadość tym równaniom ; 
otrzymamy więc:

P ,  =  , P ,  =  , ------------- , P .  =  . ( 1 )

Wstawmy te wartości w wiadome równanie warunkowe (6) arty
kułu 4-go, natenczas wyniknie:

w2 =  S £2; +  2 S S £2, £2,t cos (X,, X„). (2)

Jeżeli wartość w, obliczona z tego równania, wstawimy w równa
nia (1), to otrzymamy spółrzedne jednorodne śruby skrętu wypadkowego.

Niech X oznacza parametr śruby skrętu wypadkowego i przyjmij
my, że śruby spółrzedne stanowią układ wzajemnie odwrotny, natenczas 
otrzymamy według (1):

Xci2 =  £ X, £2;. (3)
i

Wstawmy w to równanie wartości za £h, tudzież parametry śrub
skrętów składowych, wreszcie spółczynniki przygotowane tychże śrub,
po dwie branych, według wzoru

X" "  ^  P«* P'* + -------+ \  P^P™  ,

rozumiejąc przez 2a (̂ł) (0 spółczynnik przygotowany śruby X(t) wzglę

dem śruby Xm , natenczas otrzymamy równanie następujące :

(4)

które w związku z (2) pozwala także obliczyć parametr X.

Pisząc równania (1) w postaci

uPi =■ > wp, =  £2, , . . .  . , up0 =  £26 , (5)
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pomnóżmy jo odpowiednio przez X, p l , \  p2, . . . .  p,, i dodajmy ilo
czyny, to wyniknie równanie

(6 )  Xw =  !7xx- « '  +  <7xx--u "  +  . . . .  +  f fxXw  j 

które możemy także tak napisać :

( 7)  w  =  w '  +  „  w "  +  , . . .  +  w «  .

Niech 2n], 2<j," , . . . 2<jj”3 oznaczaj a spółczynniki przygotowane 
śrub skrętów składowych, a 2er, spółczynniki przygotowane śruby skrętu 
wypadkowego względem śrub spółrzędnych, i połóżmy

12] — co' n\ +  co" <j]’ +  . . . .  +  ww 

/ß\ 12] — co' er’ + co" er" +  . . . .  +  coW (jW

£2] =  co' d’ +  co" <y” + -----+  ,
natenczas z równań (5) wyniknie:

(9) co?, — 12], cod2 =  12], . . . .  cod, — 12].

Z równań (5) okazuje się, źe każda spółrzędna śruby skrętu wy
padkowego wyraża się jako funkcyja linijowa spółrzędnych odpowied
nich śrub składowych, a według (9) podobny związek zachodzi między 
spółczynniltami przy gotowa nemi śruby wypadkowej a spółczynnikami 
przygotowanemi śrub składowych względem śrub spółrzędnych. Nako- 
niec wynika z (7), że parametr śruby skrętu wypadkowego można wy
razić jako funkcyja linijowa spółczynników przygotowanych tej śruby 
względem śrub skrętów składowych.

Jeżeli skręty dane znoszą się, natenczas

(10) 12, =  0 , i l t — 0 , . , 12,. =  0 ,

a tc równania wyrażają warunki znoszenia się danych skrętów, jakich
kolwiek użylibyśmy śrub spółrzędnych.

Rozumie sic samo przez się, że wzory podane mogą być odpo
wiednio zastosowane do składu skrętników około śrub danych.

§. 4.

Komplexy śrub.

15. Sześć śrub, dla których wyznacznik 11, określony równa
niem (2) art. 4go, nie jest równy zeru, ma takie położenie i takie pa-
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rametry, że każdy skręt około jakiejkolwiek siódmej śruby można roz
łożyć na skręty około tycli sześciu śrub danych. Nawzajem przez odpo
wiedni dobór prędkości kątowych można za pomocą sześciu śrub spół- 
rzędnych utworzyć skręt około jakiejkolwiek śruby danej. Jakoż, aby 
za pomocą tych sześciu śrub utworzyć skręt około śruby X, której spół- 
rzędne mają wartości p x , p 2 , . . .  p6, złóżmy około śrub spółrzędnych 
o parametrach X,, X, , . . .  \  skręty z prędkościami kątowemi odpo
wiednio Pi , p2, ■ ■ ■ pti; wtedy otrzymamy skręt z prędkością kątową 
równą jedności około śruby X, który właśnie określa tę śrubę. To po
stępowanie możemy także tak wyrazić , że za pomocą skrętów, których 
prędkości kątowe są odpowiednio równe wielkościom p,, p ,, utwa-
rzamy śrubę o spółrzędnych p R . Dając tym spółrzędnym wszel
kie wartości rzeczywiste, zgodne z wiadomem równaniem warunkowem, 
możemy sposobem opisanym utworzyć każdą śrubę w przestrzeni.

Gdyby było danych n śrub, przyCzem n <  6 . około których nie 
można mieć ani n skrętów ani n skrętników, znoszących się nawzajem, 
natenczas przez odpowiedni dobór prędkości kątowych można sposobem 
opisanym utworzyć z nich w ogólności nieskończenie wiele śrub innych. 
Atoli nie każda śruba w przestrzeni może być z nich utworzona, lecz 
tylko taka, około której skręt daje się rozłożyć na n skrętów około 
śrub danych.

Ś r u b a m i  n i e z a l e ź n e m i  będziemy nazywali takich n śrub, 
przyczem n "  6 , około których nie można podać ani n skrętów ani n 
skrętników, któreby znosiły się nawzajem. K o m p l e x e m  ś r u b  r z ę 
du  w-go nazywamy zbiór tych wszystkich śrub, które mogą być utwo
rzone przez skład skrętów lub skrętników około n śrub niezależnych.

Według tego określenia wszystkie śruby w przestrzeni stanowią 
komplex rzędu 6-go; a ponieważ śruba jest określona przez stosunki 
między jej spółrzędnemi, przeto komplex śrub rzędu 6-go stanowi roz
maitość pięciokrotną, czyli w tym komplexie znajduje się ilość śrub nie
skończenie wielka rzędu 5-go. Komplex śrub rządu n-go stanowi roz
maitość rzędu (n — Zj-go; ilość tych śrub jest nieskończenie wielka rzę
du (n — 1)-go.

Dwie śruby określają komplex rzędu 2-go ; ponieważ śruby tego 
komplexu stanowią rozmaitość rzędu 1 - go , przeto ich osi tworzą po
wierzchnię prostolinijowa. Ta powierzchnia jest znana pod nazwą cy- 
lindroidy.

16. Komplexy śrub rozmaitych rzędów, powstające za pomocą skła
dania skrętów około pewnych śrub niezależnych, mogą być utwarzane 
jeszcze innym sposobem, a mianowicie przez rozważanie śrub odwrotnych 
względem pewnych śrub niezależnych.
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Ten nowy sposób utwarzania komplexöw śrub polega przed ewszyst- 
kiem na twierdzeniu następującem: Ś r u b y  o d w r o t n e  w z g l ę d e m
j e d n e j  i t e j ż e  s a me j  ś r u b y  — c z y l i  wz g l ę d e m k o m p l e x u  
ś r ub  r z ę d u  p i e r w s z e g o — t w o r z ą  k o m p l e x  r z ę d u  p i ą t e go .  
Jakoż nieci i będzie dana śruba X o spółrzędnych p,:, której spółczyn- 
n i ki przygotowane względem sześciu śrub spółrzędnych, wzajemnie od
wrotnych, niech będą równe natenczas można wyznaczyć nieskoń
czenie wiele śrub odwrotnych względem X. Niech V , l" , l '" , l " , lv, l 
będzie sześć śrub, odwrotnych względem X, których spółrzędnc są od
powiednio Tuj, TT-' , tu" ' ,  ~ i v , tu7 , tu; ,  wtedy według ( 8 )  art. l i  go te spół- 
rzędne czynią zadość następującym równaniom warunkowym :

<  + 4 - . . . .  + »6 TU —  0

'h tu/  + +  . . . . + TU a = 0

-h + < " +  . • • • + < "  =  0

TT,lV + tu r + ■ . . .  + *6 T u r  =  o

~ y  + < + • . • • 4" tu7  =  0

s, TU, + + . . . .  + tu6 =  0.

Rugując z tych równań spółiczynniki C |

( 1 )

<  > < -  , <  , TU= ? <

<  , <  , , < ’ ? <

T U ,”  , < '  , T U ," ?

TU^V  , , TU]V ;

T U J , <  ; T U : ;

i 5 * 4  , '™ 8 ? ^ 6

=  0

jako związek, zachodzący między sześcioma śrubami, z których każda 
jest odwrotną względem jednej i tejże samej śruby. Ten związek wy
raża jednak także, że około powyższych sześciu śrub można mieć sześć 
skrętów lub skrętników, znoszących się nawzajem. Jakoż wiadomo 
z art. 14-go, że skręty z prędkościami kątowemi w', co", to'", toIV, <ov, to 
około śrub odpowiednio l", 11V, ly, l znoszą się nawzajem, jeżeli
między temi prędkościami a spółrzędnemi śrub zachodzą związki nastę
pujące :
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(')' tt] + w" 4 - w'" +  to

to' 7v' + 

to +

ry +  to Tr, =  0

+  <0 7T2 — 0

. +  WTTg =  0

to' <  +  to" < ’ f  to'" < "  +  wIV —IV

Rugująe z tych równań prędkości kątowe, otrzymamy wyznacz
nik (1), w którym wiersze zamieniono na kolumny, skąd w ynika, że 
około powyższych sześciu śrub można mieć tyleż skrętów, znoszących 
się nawzajem. Z tego wynika wniosek dalszy, że skręt około śruby Z 
można rozłożyć na skręty około śrub Z', Z", Z"', Z1V, Zv, że zatem śruby, 
odwrotne względem A, tworzą komplex rzędu piątego.

17. Możemy teraz dowieść następującego twierdzenia ogólnego: 
Ś r u b y ,  odwr o t ne  w z g l ę d e m  n ś r u b  n i e z a l e ż n y c h ,  p r z y -  
c z e m  n < 5 , t wor zą  k o mp l e x  r z ę d u  (ć? — w)-go. Tego twierdzenia 
dowiedziemy tym sposobem, że, przyjmując prawdziwość jego dla n — 1 
śrub niezależnych, okażemy, iż ta prawdziwość zachodzić będzie dla n 
śrub niezależnych.

Przyjmijmy zatem n — 1 śrub niezależnych X', Y ', . . .  Xl>~ '), na
tenczas śruby, które są oddzielnie odwrotne względem nich, tworzyć 
będą komplexy rzędu piątego, które oznaczmy odpowiednio przez J ' , 
J" ,  . . . .  , a śruby szukane, odwrotne względem każdej z tych
śrub, będą spólne powyższym n—1 komplexem. Według założenia mię
dzy śrubami, spólnemi tym komplexem, znajduje się 6  — (n — 1) śrub 
niezależnych, które oznaczmy przez l, , l3, . . .  4-c»-o • Przydajmy do 
(n—1) śrub danych Y, . . . Xc”-,) jeszcze n-tą śrubę Xw, całkiem dowolną 
i od nich niezależną, i niech •/(,,) oznacza odpowiadający tej śrubie kom
plex rzędu piątego śrub odwrotnych. Przypuśćmy teraz, że śruby 
ln  . . .  4 -(»_o należą także do komplexu J w . Śruby Y ..  . . Y ’0 razem 
z £ , , . . .  4 -c-o  stanowią ra +  6‘ — (w—7) =  7 śrub, a zatem skrętnik 
o sile dowolnej /■’, działający około śruby L - m o ż n a  rozłożyć na 6 
skrętników około śrub pozostałych. Ponieważ z założenia śruba Z6_(„ 1} 
jest odwrotna względem Y "}, przeto praca przygotowana skrętnika P  
względem skrętu około Y “'1 jest równa zeru. Gdy P  rozłożymy na skręt
niki F ,  P " ,  . . . P'"} odpowiednio około śrub Y , X " , . . . X(n), tudzież 
na skrętniki P 1} P2. . . . Pc_(, =  Pc_„ odpowiednio około śrub Z, ,
7 , , . . .  — 4-n, natenczas suma prac przygotowanych tych
skrętników składowych względem skrętu około X(n) będzie równa zeru. 
Otrzymamy zatem równanie następujące:
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+  ••••+" ^ >(" "+ -̂ >C”)'7 0̂0 +

Ponieważ jednak z założenia śruby 4-,. są odwrotne
względem X('° , przeto

Jeżeli zatem wszystkie 6—{n—l) śrub niezależnych , l2 ... 4-c»-o 
spólnych komplexom -/, . . .  , maja być także śrubami kom-
plexu natenczas między spółczynnikami przygotowanemi śrub X',
a", . . . X(,,-,), l (’u względem śruby X(,,) bodzie zachodził związek, wy
rażony przez ostatnie równanie. Według równania (7) art. 14-go ten 
związek wyraża, źe śruba X(n) jest zależna od śrub X', . . . X("-,), t. j., że 
skrętnik około Xw można rozłożyć na skrętniki około X', . . .  Xc“- 0 , co 
się sprzeciwia założeniu. Z tego wynika, że śruba le_ n i e  może na
leżeć do komplexu J  "'>, jeżeli ma być niezależną od śrub lt , . . .  lc_n, 
że zatem komplexy J \  . . . mają tylko 6—n śrub spólnych
niezależnych. Przyj a wszy zatem prawdziwość twierdzenia dla (n — 1) 
śrub, przekonywamy się o jego prawdziwości dla. n śrub; a ponieważ 
dowiedliśmy go bezpośrednio dla n =  1. przeto twierdzenie jest praw
dziwe dla każdego n ^  5.

18. Twierdzenie, podane w art. poprzedzającym, pozwala właśnie 
utwarzać komplexy śrub nie na podstawie składu skrętów, lecz na pod
stawie rozważania odwrotności śrub. Między te mi dwoma sposobami two
rzenia komplexow zachodzi ta różnica, że według sposobu pierwszego 
komplex rzędu n-go jest określony przez n śrub niezależnych, według 
zaś drugiego przez 6—n śrub niezależnych. Gdyby n =7, a użylibyśmy 
sposobu drugiego, otrzymalibyśmy jedyną śrubę, odwrotną względem 
pięciu śrub niezależnych.

Niech n'(, c\' ,. . . .  a]’0 oznaczają spółczynniki przygotowane n śrub 
niezależnych X', . . . .  Xf,,) względem śrub spółrzędnych, stanowiących 
układ wzajemnie odwrotny, a tt, niech oznaczają spółrzędne śruby l , 
odwrotnej względem tych śrub, natenczas

a zatem
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G( TT, 4“ Tg TV2 4“ • . . . 4“ TV6 —— ^

<ü TV, 4" <7e TUj +  . . . . 4" Gc We =  ö

c?° TV, 4- cSn) 7T2 4- . . . . 4- ^ n) 7V6 =  0 .

Pomnóżmy te równania odpowiednio przez spółczynniki nieozna
czone u.', p.", . . . tx(n) i dodajmy iloczyny, to wyniknie

[ [J. o, 4- . . .  +  (aw ] TC, 4- . . .  +  [ p. 4- p.1 ’ nü 4- ■■■ 4- p-w ffę”5 ] — 0.

/  tego równania okazuje się, że śruba l jest odwrotną względem 
każdej śruby, której spółczynniki przygotowane względem śrub spół- 
rzędnych wyrażają się przez funkcyje linijowe spółczynników przygoto
wanych śrub X', . . . Xw. A źe według art. 14-go skręt około każdej 
takiej śruby można rozłożyć na skręty około śrub danych X’, . . .  X(n), 
czyli, że każda taka śruba należy do komplexu, który można utworzyć 
z tych n śrub przez składanie skrętów, przeto okazuje się, źe śruba l 
jest odwrotna względem każdej śruby komplexu, określonego przez 
śruby X', . . .  Xw. Śruby l tworzą komplex rzędu {6 — n)-go, a każda 
śruba tego komplexu jest odwrotna względem każdej śruby X komplexu 
rzędu «-go, określonego przez śruby dane. Jeżeli takie dwa komplexy 
śrub nazwiemy k o m p l e x a m i  w z a j e m n i e  o d w r o t n e  mi ,  to otrzy
mamy następujące twierdzenie nowe: Do k a ż d e g o  k o m p l e x u  śrub 
r z ę d u  «-go, n 5 , n a l e ż y  k o m p l e x  o d w r o t n y  r zędu  [6—«)-go.

Z danych n śrub, n < 5 , X’, . . .  XCn) można zatem utworzyć je
dnocześnie dwa komplexy śrub, wykluczających się nawzajem. Jeden 
z tych komplexów otrzymamy przez skład skrętów około śrub danych, 
drugi zaś przez rozważanie śrub odwrotnych; komplex pierwszy będzie 
rzędu «-go, drugi rzędu (6 — w)-go, a każda śruba jednego komplexu 
będzie odwrotna względem każdej śruby komplexu drugiego.

19. Niech komplex śrub rzędu « - go będzie określony (sposobem 
pierwszym) przez w śrub X1, . . .  X("} . Składając skręty około tych śrub 
z dowolnemi prędkościami kątowerni odpowiednio w1,, w,",... wjn), otrzy
mamy pewną śrubę X, komplexu; wyznaczmy dalej taką śrubę X2, która 
jest zależną od n śrub danych i zarazem odwrotną względem X, , na
tenczas między n odpowiedniemi prędkościami kątowerni oV2, ... cd^ 
otrzymamy jeden związek linijowy i jednorodny, wynikający z odwro
tności śruby \  względem X,, a zresztą te prędkości będą dowolne; wy
znaczmy dalej śrubę X3 , zależną od n śrub danych i zarazem odwrotna 
względem X, i X, , wtedy między prędkościami kątowerni co'3, ... w'"5 za-
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chodzić będą dwa związki, i t. d. aż wyznaczymy śrubę X„, zależną 
od n śrub danych i zarazem odwrotną względem śrub X,, X2, . . .  X„_,. 
Między prędkościami kątowemi w' , . . . .  zachodzić będzie n — 1
związków linijowych i jednorodnych, wynikających z odwrotności śru
by X„ względem X,, . . .  X„_,, skąd wynika, źe śruba X„ będzie dokła
dnie oznaczona. Tym sposobem w koinplexie śrub rzędu n-go, określo
nym przez śruby X', . . .  X(,,), otrzymamy n śrub X,. . .  . X„, wzajemnie 
odwrotnych, a ponieważ te śruby są niezależne, przeto każdą śrubę 
komplex u możemy otrzymać przez skład skrętów, bądź około n śrub 
pierwotnych X', . . .  X(n) , bądź około n śrub nowych X,, . . .  X„, stano
wiących układ wzajemnie odwrotny.

Niech komplex rzędu ra-go będzie określony (sposobem drugim) 
przez G~n śrub X, , . . .  X,_., względem których szukamy śrub odwro
tnych. Wyznaczmy dowolną śrubę odwrotną względem danych; na
stępnie wyznaczmy śrubę l2 , odwrotną względem Z,. X,, . . .  Xc dalej 
śrubę l3 , odwrotną względem , l2 , \  , . . .  XE_„ i t. d. aż w końcu 
wypadnie wyznaczyć śrubę I„, odwrotną względem śrub lt , l2, ... ln ,, 
X,, X*, . . .  X£_„. Śruba l„ ma być odwrotna względem n—l  + 6 —n —5 
śrub niezależnych, będzie zatem dokładnie oznaczona. Tym sposobem 
otrzymamy n śrub niezależnych Z, , l2 , . . . /„, które mogą służyć do 
określenia komplexu rzędu ra-go sposobem pierwszym, zamiast 6 — n 
śrub pierwotnych, które go określały sposobem drugim.

Okazuje się zatem, że k o m p l e x  ś r u b  r z ę d u  n - go mo ż n a  
z a ws z e  ok r e ś l i ć  p r z e z  n ś r u b  n i e z a l e ż n y c h ,  w z a j e m n i e  
o d w r o t n y c h  i że takie określenie komplexu jest możliwe nieskoń
czenie wielu sposobami. Podobnie, jak  sześć śrub niezależnych i wza
jemnie odwrotnych, uważanych za śruby spółrzędne, służy do określenia 
każdej śruby w przestrzeni, tak n śrub niezależnych i wzajemnie od
wrotnych służy do określenia tych śrub, które stanowią komplex rzę
du M-gO.

20. Przyjmijmy zatem, że komplex śrub rzędu «-go jest okre
ślony przez n śrub X', . . . .  Xc’° wzajemnie odwrotnych, których spół
rzędne względem sześciu śrub wzajemnie odwrotnych niech będą p.  , 
p / ' , . . .  p,w . Niech X będzie dowolną śrubą komplexu, natenczas jej 
spółrzędne będą funkcyjami linijowemi i jednorodnemi spółrzędnycli śrub 
określających, a zatem

P i  = =  v'p'i + [J- " f i " f -  .  • .  .  - f

=  y - '  + p y , - t -  • . .  .  f p . ( " )

3
ii + +  .  • .  .  - j -

4



JAN NBP. FRANKE. [183]

Niech 2c. , 2g. .. , • ••• 2cxx(„, oznaczaj a spółczynniki przygo

towane śruby X względem śrub odpowiednio X', . . .  Xw , natenczas

^, 'A' ~~ Pi p  i d* X2 p  j  +  . . .  +  Pe P e 

i podobne wyrażenia otrzymamy dla spółczynników pozostałych. Wsta
wiwszy w to równanie wartości p, według (1) i uwzględniwszy wyra
żenia wiadome parametrów śrub określających, tudzież ich odwrotność, 
mieć będziemy

G-k) I =  [Z X' , G^l> =  p." X" , . . . . , ?XX(.) =  p-00 X00 . (2)

Ponieważ żaden ze spółczynników p.', . . .  p.c,,) nie jest równy zeru, 
przeto spółczynniki przygotowane śruby X względem śrub X', . . . X(,,) nie 
będą w ogólności także równe zeru, z czego wynika przedewszystkiem, 
że w k o m p l e x i e  ś r u b  r z ę d u  n-go n i e  z n a j d u j e  s i ę w ogól 
n o ś c i  w i ę c e j ,  j a k  n ś r ub  wz a j e mn i e  o d w r o t n y c h .  Komplex 
śrub rzędu n-go zawiera w ogólności nieskończenie wiele układów po n 
śrub wzajemnie odwrotnych, atoli nie ma w nim (n + 1) śrub , które 
byłyby wzajemnie odwrotne.

21. Niech X,, i X12 oznaczają parametry dwu śrub komplexu 
rzędu n-go, określonego przez śruby X', . . .  X(n), wzajemnie odwrotne; 
spółrzędne jednorodne tych śrub oznaczmy przez p„ i p,-„ 2, u, 4; 5, 6),
obliczając je według wzorów

Pu  =  P -,i p l  +  P-3, p'i +  ■■■ +  p .„ ,_p[n) 

Pu =  P-12 Pi +  p . , ;  p"  +  . - . +  P-„2 P ( ! )

Śrubie X,, odpowiadają według tego znakowania spółczynniki 
Pin Pi i , • • • [■>■»>, a śrubie \  spółczynniki p .l 2 , p-82 , . . .  p.„2, za pomocą 
których ze spółrzędnycli n śrub określających można obliczyć spółrzędne 
tych dwu śrub.

Oznaczmy przez 2g12 spółczynnik przygotowany śruby X,, wzglę
dem X22, natenczas

'h t \  Pu Pi 2 d~ X2 p^ , ?̂22 -p . . . .  -p X6 p6, p62 .

Wstawmy w to wyrażenie wartości spółrzędnych i p i2, mrzglę-
dnijmy wyrażenia parametrów śrub określających i ich wzajemną od
wrotność , wtedy otrzymamy :

b  2 d- p*l , p.j 2  “P X P'2  j O-, o “P • ■ * ■ d  X' p.ni p. „ 2  - (2)
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Gdyby śruby X,, i X22 były identyczne, natenczas, jak  wiadomo,

Z porównania dwu ostatnich równań z równaniami (4) i (5) art. 11-go 
okazuje się, że parametr śruby dowolnej, tudzież spółczynnik przygo
towany dwu śrub dowolnych komplexu rzędu n-go , określonego przez n 
śrub wzajemnie odwrotnych, można obliczyć z parametrów tych n śrub 
za pomocą wyrażeń, podobnych do tych , które służyły do obliczenia 
wielkości powyższych dla jednej lub dla dwu śrub w tym przypadku, 
gdy sześć śrub spółrzędnych stanowiło układ odwrotny. Z równań (1) 
okazuje się, że spółczynnik! p.1J} p..2 p.,„, które służą do obliczenia 
spółrzędnych jednorodnych śruby X,, ze spółrzędnych śrub X', . . .  Xw , 
przedstawiają prędkości kątowe skrętów odpowiednio około tych n śrub, 
których wypadkowa jest skręt z prędkością kątową równą jedności 
około śruby X,,. Ponieważ sześć spółrzędnych jednorodnych p,, śruby X,, 
ma podobne znaczenie względem sześciu śrub wzajemnie odwrotnych, 
przeto możemy n spółczynników p.n , \i.„, uważać za spół -
r z ę d n e  j e d n o r o d n e  ś r u b y  w k o m p l e x i e  r z ę d u  n-go, one bo
wiem określają dokładnie tę śrubę, jeżeli znamy parametry śrub, kom
plex określających. Wprowadziwszy pojęcie n spółrzędnych śruby w kom
plexie rzędu n-go, widzimy, że równania (2) i (3) odpowiadają zupełnie 
równaniom (4) i (5) art. 11-go tak pod względem budowy, jakoteź pod 
względem znaczenia wyrazów, w nie wchodzących.

Miedzy sześcioma spółrzędnemi p u śruby Xn zachodzi związek 
wiadomy

Wstawmy w to równanie wartości (1) i uwzględnijmy wzór ną 
dostawę kąta między osiami dwu śrub, podany w art. 3-ym, a otrzymamy

To równanie wyraża jedyny związek, zachodzący między n spół
rzędnemi śruby w komplexie rzędu «-go, z którego okazuje się, że mię
dzy temi spółrzędnemi jest n—1 wielkości niezależnych.

Z wywodu powyższego wypływa, że przez wprowadzenie śrub 
wzajemnie odwrotnych wszelkie badania, odnoszące się do komplexu 
śrub, sprowadzają się do rachuby jednolitej a co do formy niezależnej 
od rzędu komplexu.

1 p l  + 2 1 1  p u pkt cos (X,., X*) =  1.

(4) 1 1jJ}, +  2 1 1  [j.k, cos (Xf0, X(t)) =  1.
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§ . 5 .

Równowaga ciała sztywnego.

22. Ruch chwilowy ciała sztywnego jest dokładnie określony, je
żeli znamy śrubę A, około której ciało skręca się w chwili rozważanej, 
tudzież odchylenie Ó tp tego skrętu. Obrawszy sześć śrub spółrzędnycli, 
rozłóżmy skręt Sep na sześć skrętów z odchyleniami odpowiednio 8<p, około 
tych śrub, natenczas §<p; przedstawiają nieskończenie małe spółrzędne 
jednorodne ruchu chwilowego, a gdy p , oznacza jedne ze spółrzędnycli 
śruby X, natenczas odpowiednia spółrzędna ruchu Sep =  p &p.

Jeżeli między sześcioma spółrzędnemi ruchu chwilowego, czyli — 
co na jedno wychodzi — między sześcioma spółrzędnemi odpowiedniej 
śruby chwilowej nie zachodzi żaden związek, wtedy ciało jest zupełnie 
swobodne, czyli — jak się wyrazić możemy — posiada swobodę rzędu 
szóstego. Jeżeli zaś między tern i spółrzędnemi (ruchu lub śruby) zacho
dzą pewne związki, niezależne od sił, wtedy swoboda ciała jest ograni
czona. Aby to ograniczenie swobody, a zatem także rząd swobody po
zostałej dokładnie określić, zważmy, że przy stosowaniu zasady prac 
przygotowanych należy w ogólności uwzględniać tylko nieskończenie 
małe przesunięcia punktów rzędu pierwszego, odrzucając potęgi wyższe 
tychże przesunięć. Z tego wynika, że związki między spółrzędnemi śruby 
chwilowej, ograniczające swobodę ciała, będą wyrażone przez równania 
Iinijowe i jednorodne względem tych spółrzędnych, że zatem rząd swo
body zależeć będzie tylko .od ilości tych równań.

Jeżeli między spółrzędnemi p, śruby zachodzi n związków linijo- 
wych i jednorodnych

f t  Vx +  W  + • • • ■  +  y-6 =  0  >

przyczcm n ^  5 . natenczas swobodę ciała sztywnego określamy jako 
s w o b o d ę  r z ę d u  [6—re)-go. Na podstawie takiego określenia swoboda 
ciała będzie tern większa, im mniej równań warunkowych zachodzi mię
dzy powyźszemi spółrzędnemi. Uważajmy spółczynniki u. jako propor- 
cyjonalne względem spółrzędnycli pewnej śruby, natenczas każde ró
wnanie warunkowe z osobna wyraża, że śriiby chwilowe, około których 
ciało może się skręcać, są odwrotne względem pewnej śruby, a układ n 
równań warunkowych wyraża, że śruby chwilowe są odwrotne wzglę
dem n śrub, czyli, że stanowią komplex rzędu [6 — n)-go. Z tego się 
okazuje, że r z ą d  s w o b o d y  c i a ł a  s z t y w n e g o  j e s t  r ó wn y  r z ę 
dowi  k o m p l e x  u ś r u b ,  o k o ł o  k t ó r y c h  c i a ł o  moż e  w y k o n y 
wa ć  s k r ę t y  c hwi l owe .
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Gdy ciało posiada nieograniczona swobodę ruchu, natenczas kom
plex śrub, około których może się skręcać, jest rzędu szóstego. Gdy 
ciało sztywne kręci się około punktu stałego lub posuwa się równolegle 
do płaszczyzny stałej, natenczas komplex śrub, około których może się 
skręcać, jest rzędu trzeciego, a ciało posiada w skutek tego swobodę 
rzędu 3-go.

23. Na podstawie podanego określenia swobody ciała sztywnego 
możemy zasadę równowagi takiego ciała przy działaniu jakichkolwiek 
sił wyrazie w następujacem twierdzeniu ogólnem :

J e ż e l i  c i a ł o  s z t y w n e  p o s i a d a  s wo b o d ę  j a k i e g o k o l w i e k  
r z ę d u ,  to d l a  r ó w n o w a g i  si ł  p r z y ł o ż o n y c h  p o t r z e b a  i wy 
s t a r c z a ,  ż e by  ś r u b a  s k r ę t n i k a ,  r ó w n o w a ż n e g o  u k ł a d o w i  
t yc h  s i ł ,  n a l e ż a ł a  do k o m p l e x u ,  o d w r o t n e g o  w z g l ę d e m  
k o m p l e x  u t y c h  ś r ub ,  k t ó r e  o k r e ś l a j ą  s wo b o d ę  c ia ła .

Prawdziwość tego twierdzenia, streszczającego całą statykę ukła
dów sztywnych, wynika bezpośrednio z pojęcia swobody takich układów 
i z pojęcia odwrotności dwu śrub.

Niech komplex śrub rzędu [6 — w)-go J e_n określa kinematycznie 
swobodę ciała sztywnego, a J n niech będzie odpowiednim komplexem 
odwrotnym rzędu n-go, natenczas skrętnik o sile dowolnej, którego śruba 
należy do komplexu J „, nie wywrze żadnego wpływu na ruch ciała. 
Gdyby komplex J„ określał swobodę ciała, toby skrętnik o sile dowol
nej, którego śruba należy do komplexu nie wywarł żadnego wpływu
na ruch ciała.

Wszelkie poszukiwania, odnoszące się do równowagi sił, mają na 
celu wyznaczenie komplexu śrub, odwrotnego względem pewnego kom
plexu danego. W paragrafie poprzedzającym sprowadziliśmy te poszuki
wania do postaci najprostszej w skutek określenia komplexu przez śruby 
wzajemnie odwrotne. Na podstawie metody podanej można każde za
gadnienie statyczne rozwiązać sposobem najprostszym. W  zagadnieniach, 
rozwiązywanych w elementach statyki, komplexy odpowiednie mają po
staci najprostsze, a parametry śrub mają najczęściej wartość zero lub 
wartość nieskończenie wielką, w skutek czego można te zagadnienia 
rozwiązywać bez znajomości powyższego twierdzenia ogólnego.








