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mechaniki cial sztywnych

na podstawie spoéirzednych jednorodnych ruchu i sity.
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JAN NEP. FRANKE.

Rzecz przedstawiona 20. Marca 1891 r.

CZESC PIERWSZA.

Lasady kinematyki i statyki.

Wi

Spétrzedne jednorodne ruchu i sity.

1. Migdzy ruchem chwilowym ciata sztywnego a sita, dzialajaca
na takie ciato, zachodza pewne zwiazki, z ktéorych droga indukcyjna
dochodzi si¢ do ustanowienia pewnego rodzaju dwoistosci migdzy terni
dwoma poj¢ciami zasadniczemi mechaniki. Ruch chwilowy ciata szty-
wnego, w jakikolwiek sposob wywotany; mozna jednym tylko sposobem
sprowadzi¢ do tak zwanégo skretu, to znaczy, do obrotu chwilowego
okoto pewnej osi razem z chwilowym ruchem postepowym w kierunku
tejze osi; a jezeli ruch chwilowy ciata przedstawia si¢ jako wynik ilu-
kolwielt ruchéw chwilowych, w ktorych ciato jednoczesnie bierze udzial,
czyli jako wynik uktadu ruchéw chwilowych, natenczas skret jest naj-
ogoblniejsza postacig typowa, w ktorej ruch wypadkowy daje si¢ przed-
stawi¢. Chwilowy ruch postepowy ciata mozemy, jak wiadomo, zastgpic¢
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2 JAN NBP. NRANKB. [159]

tak zwana parg obrotow, t. j. dwoma obrotami chwilowemi okoto osi
rownoleglych a o predkosciach katowych réownych, lecz majacych kie-
runki wprost sobie przeciwne; plaszczyzna, przechodzaca przez osi tych
obrotow, jest prostopadta do kierunku ruchu postgpowego, a moment
pary obrotow jest rowny predkosci tego ruchu. Na tej podstawie mo-
zemy powiedzie¢, ze kazdy uktad ruchow chwilowych ciata sztywnego
mozna jednym tylko sposobem sprowadzi¢ do ruchu obrotowego w po-
taczeniu z parg obrotow, ktorej plaszczyzna jest prostopadia do osi tego
obrotu.

Jezeli na cialo sztywne dziala jakikolwiek uktad sil, natenczas
ten uktad mozemy jednym tylko sposobem sprowadzi¢ do tak zwanego
skretnika, t. j. do sily, dziatajacej w pewnej linii prostej, w potaczeniu
z parg sit, ktorej plaszczyzna jest prostopadla do tej proste;j.

Pojecie skretu jako postaci typowej uktadu ruchéw chwilowych,
i pojecie skretnika jako postaci typowej uktadu sil, ustanawia S$cisty
zwigzek migdzy ruchem ciata sztywnego a sila, do niego przytozona.
Ten zwiazek uwydatniamy geometrycznie tym sposobem, ze ruch chwi-
lowy 1 sile¢ przedstawiamy za pomoca odcinkéw prostoliniowych. Dlu-
gos¢, proporcyjonalna wzgledem predkosci katowej w obrotu chwilowego
i odcigta na osi skretu w pewnym kierunku umoéwionym, przedstawia
geometrycznie obrét chwilowy; a inna dtugos$é, proporcyjonalna wzgle-
dem predkosci v ruchu postgpowego, lub — co na jedno wychodzi —
wzglgdem momentu v pary obrotow, a odcigta réwniez na osi skretu
wedtug pewnej umowy, przedstawia ruch postepowy skretu. Z tego si¢
okazuje, ze skrgt chwilowy mozna przedstawi¢ geometrycznie za pomoca
dwu odcinkéw na jego osi. Przedstawiwszy podobnie sitg P za pomoca
odcinka, tudziez par¢ sit za pomoca drugiego odcinka, proporcyjonal-
nego wzgledem jej momentu u i prostopadlego do jej plaszczyzny, otrzy-
mamy dwa odcinki na osi skretnika, ktore przedstawiaja geometrycznie
ten skretnik.

Stosunek / = - bedziemy nazywali parametrem skregtu, a sto-

sunek X= — nazwiemy podobnie parametrem skr¢tnika. Jezeli

zwazymy, ze w jest rowne stosunkowi predkosci dowolnego punktu obra-
cajacego si¢ ciala do odleglosci tego punktu od osi obrotu, a p jest
iloczynem sily i dlugos$ci, to okaze si¢, ze parametr skretu i parametr
skretnika nalezy pojmowac jako pewna diugo$¢. Niech ciatlo obraca si¢
jednostajnie z predkoscia katowa w; wtedy jeden obrdt zostaide doko-

liany w czasie - , a cialo posunie si¢ jednoczesnie o dlugosé, ro-
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wna 2~X w kierunku osi skr¢tu. Z tego widzimy, Zze parametr skrgtu
jest proporcyjonalny wzgledem dtugosci, o ktéra ciato posungto si¢ w kie-
runku osi skretu po jednym obrocie okolo tejze osi.

2. / okre$lenia parametru okazuje si¢, ze skret mozemy okresli¢
przez jego o8, parametr X i predkos¢ katowa w, a skretnik przez jego
o$ (0§ centralna uktadu sil), parametr X i sile P. Z tych sposobow
okreslenia mozemy skorzysta¢, aby dla skretu i dla skretnika utworzy¢
nowe pojecie spoing, ktorego elementami s3: pewna prosta, przedstawia-
jaca badz o$ skretu, badz o§ skretnika, i pewna dlugosé, na tej prostej
odcigta, i przedstawiajagca parametr X Tak utworzonemu pojeciu dajemy
nazwo §ruby elementarnej lub krocej §ruby; owa prosta przed-
stawia¢ bedzie o$ §ruby, a dlugo$¢ X, na tej osi odcigta, parametr
Sruby.

Znaczenie kinematyczne S$ruby, pojmowanej W poOwyzszy Sposob,
jest bezposrednio widoczne. Przedstawmy sobie §rub¢ materyjalng z od-
powiednia mutrg; natenczas ruch ciatla sztywnego mozemy przyrownac
do ruchu $ruby w mutrze. Tak samo jak $rubie w mutrze mozemy na-
dawaé rozmaite ruchy, lecz wszystkie o tymze samym kroku, tak okoto
$ruby elementarnej mozemy cialu sztywnemu udziela¢ dowolnych skre-
tow chwilowych, lecz wszystkie o tymze samym parametrze, a do okre-
$lenia pewnego skretu zadanego potrzeba znaé¢ tylko odpowiednia pred-
ko$¢ katowa obrotu. Podobnie okre§limy skre¢tnik okolo §ruby elemen-
tarnej przez wielko$¢ odpowiedniej sity tego skretnika.

Sruba elementarna moze odpowiadaé $rubie materyjalnej badz pra-
wej, badz lewej, a wedlug tego mozemy ustanowi¢ regute znakow. W tym
celu przedstawmy sobie $rub¢ prawa (materyjalna) w potozeniu piono-
wem, natenczas obrotowi w prawo towarzyszy posuwanie si¢ w gore,
a obrotowi w lewo posuwanie si¢ na dot; gdyby $ruba byta lewa, na-
tenczas obrotowi w prawo towarzyszyloby posuwanie si¢ na do6t, a obro-
towi w lewo posuwanie si¢c w gorg. Wedlug tego przyjmijmy, ze S$rubie
elementarnej prawej odpowiada parametr dodatny, a $rubie lewej para-
metr ujemny; natenczas przy X> 0 obadwa odcinki, przedstawiajace w
iv, lub Piu. beda mialy tenze sam kierunek na osi $ruby, a przy
X< 0 beda miaty dwa kierunki, wprost sobie przeciwne.

Parametr $ruby moze przybiera¢ wszelkie warto$ci rzeczywiste
od — oo do + o0o. Okoto $ruby o parametrze X= (0 mozna ciatu udzieli¢
tylko samego ruchu obrotowego, a taka $ruba moze by¢ tylko podstawa
czystej sily o dowolnej wielko$ci, dziatajacej w kierunku osi. Okoto
$ruby o parametrze X= + oo moze zachodzi¢ tylko para obrotow, lub
odpowiednio moze dziata¢ tylko para sit o dowolnym momencie, maja-
cym kierunek osi tej $ruby.
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Parametr $ruby bedziemy oznaczali przez X, a w razie potrzeby
przez I Srube o parametrze X, ktérej osig, jest prosta S, bedziemy
oznaczali symbolem (X) lub takze krocej przez X

3. Obierzmy w przestrzeni nieruchomy uklad prostokatny osi spol-
rz¢dnych i oznaczmy przez r, 0, o dostawy katow, ktore o§ S Sruby X
wzigta w kierunku odcigtego na niej parametru, tworzy z osiami spot-
rzednych, a przez o, (3, y momenty prostej S wzgledem tychze osi, to
jest wielkosci, okreslone przez réwnania nast¢pujace-

a=cy—hz, B=as—cx, y= bx—ay, D

w ktorych x, y, 3 oznaczajg spotrzgdne prostokatne dowolnego punktu
tej prostej. Miedzy spotrzgdnemi o, b, ¢, o, B, y prostej S zachodza
dwa zwiazki:

R+ 02+ c2= 1, aot+ il +cy= 0. 2

Niech okoto $ruby X zachodzi skr¢t z predkoscia katowa w, a E,
11, Z, A, M, N niech oznaczaja spotrzedne prostokatne tego skretu,
natenczas

2 = a@, ll1=ow, Z= cw,
A= (a+ Xaw, M— B+ Xo)w, N— (y+ Xcow J.

Jezeli przyjmiemy
A4 —a+Xeo 19=Br x5 Cc=y+Xe 3)

natenczas otrzymamy:

3=aw, U=06w, Z=cw, A= Au, M= Sw, N= Cw. 4

Jezeli okoto Sruby dziata skretnik z sita natenczas spotrzedne
prostokatne X, Y, Y, Z, Jf, A tego skretnika wyrazaja si¢ przez ro-
wnania nastgpujace :

X =aP, F=OP. Zf=¢c/b L=AP M=BP N=CP. ®)

Wielkosci a, b, ¢, A, B, O moga shizy¢ do okreslenia $ruby X
za pomocg danego ukladu prostokatnych osi spotrzednych, i z tego po-
wodu bedziemy je uwazali jako spdlrzedne prostokatne Sruby.

Jakoz z réwnan (3) wynika:

a=Ad—Xa, B=B X5, y= G—X, 6)

') Ob. J. N. Franke, Mechanika teoretyczna, Warszawa 1889, str. 83,
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ti stad na podstawie drugiego rownania (2):

7) X = Aa -f Bb -f Cc.

Roéwnania (6) i (7) pozwalaja obliczy¢ momenty osi S$ruby i jej
parametr, a poniewaz a, b, c¢ okres§laja kierunek osi, przeto $ruba jest
okreslona przez powyzsze szes¢ wielkosci, migdzy ktoremi zachodzi tylko
jeden zwiazek, wyrazony przez pierwsze rownanie (1). Sruba jest okre-
Slona przez pie¢ wielkosci niezaleznych, a jej o przez cztery wielkosci
niezalezne. Z rownan (4) i (5) okazuje si¢, ze skret, a tern samem od-
powiednio i skretnik, okres$la si¢ przez sze§¢ wielkosci niezaleznych.

Gdy w rownaniach (4) przyjmiemy w= [, a w rownaniach (5)
P — I, natenczas otrzymamy spélrzedne prostokatne odpowiedniej $ruby.
Mozemy takze powiedzie¢, ze Sruba skretu lub skretnika jest okre§lona
przez stosunki migdzy spotrzednemi prostokatnemi tego skretu lub skret-
nika, podczas gdy wartoSci bezwzgledne tych spotrzednych okreslaja
sam skret lub skretnik. Mnozac spotrzgdne Sruby przez predkosé katowa
skretu lub wielko$¢ sity skretnika, otrzymamy odpowiednie spotrzedne
skretu lub skretnika.

4. Obierzmy w przestrzeni sze$¢ §rub X, okreSlonych przez spot-
rzedne prostokatne an b,, ¢,, A,, B,, Ctmi= 7, 2, 3, 4, 5, 6; naten-
czas skret o predkosci katowej w okoto $ruby X [fa, 6, ¢, 4, B, CO),
czyli — jak krocej wyrazi¢ si¢ mozna — skret w okolo $ruby X, mozna
w og6lnosci roztozy¢ na sze$¢ skrgtow w, okolo powyzszych Srub X,
Rozktad Zadany polega na rozwigzaniu nast¢pujacego uktadu rownan
linjjowch wzgledem niewiadomych to-

ii aw=<M ;| 0= ... i%C;(O;== i I

(i)

ﬂ:x‘l;co;:z‘tq i B N CIIf= Go
wyznacznik
a> >a . @ -
, 6m K- K
i — G- , G, 6
@ T4, 4J 4, A, 4
B" A, A- A
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utworzony z, spotrzednych prostokatnych danych $§rub , nie jest ro-
wny zeru, natenczas kazdemu uktadowi wartosci skonczonych po pra
wych stronach réownan (1) odpowiada uktad wartosci skonczonych o« po
lewycli stronach tychze rownan.

Wielkoéci oo (i —-Z 2, 3, 4, 5, 6), dajace sie obliczy¢ z 16
wnan (1), a przedstawiajace predkosci katowe szeSciu skretow okoto
srub danych, na ktéore dany skret mozna roztozy¢, bedziemy nazywali
spotrz¢gdnemi jcdnorodncmi skretu danego wzgledem ukladu
owych szeéciu $rub danych. Sruby dane, dla ktorych wyznacznik Ii
nic jest rowny zeru, stanowig uklad sze$ciu Srub spoéirzednych.
Gdyby okoto $ruby /. dziatat skretnik P (t.j. skretnik z sita P), naten-
czas sze$¢ sit P odpowiadajacych szeéciu skrgtnikom sktadowym okoto
srub spotrzednych, bedzie przedstawialo spotrzgdne jednorodne skret-
nika P.

Wielko$ci

¢dziemy nazywali spdtrzednemi jednorodnemi $ruby [ wzgle-
dem uktadu szeSciu $rub spoilrzednych. Kazda ze spoirzednych jedno-
rodnych $ruby przedstawia odpowiednia spotrzgdna skretu z predkoscia
katowa rowna jednosci, lub takze odpowiednia spolrzedng skretnika
z sita rowna jedno$ci okoto tej Sruby. Miedzy szeScioma spotrzednemi p-
sruby / a spolrzgdnemi a. skretu z predkoscia katowa  lub spotrzedne-
mi Pi skretnika z sita P okoto tej $ruby zachodza zwiazki nastgpujace:

W, P, p P, [i=1 2,3 4, 5 6), 4

z ktorych okazuje si¢, ze spotrzedne a, lub P, otrzymujemy ze spot-
rzednych $ruby, mnozac te ostatnie przez predkos¢ katowa skretu, a od-
powiednio przez wielkos¢ sily skretnika.

Spotrzedne jednorodne $ruby bedziemy oznaczali przez p:, a w razie
potrzeby przez

Migdzy szescioma spéirzednemi jednorodnemi S$ruby zachodzi zwia-
zek, ktory je sprowadza do pigciu wielkosci niezaleznych. Jakoz z pierw -
szych trzech rownan (1) wynikaja rownania nastgpujace:

£1a(p’ = a, £‘l()9p7_b: £’1C4p(: c, (5)

a stad zwigzek szukany :

£p?d 2 ££p, pkcos (k, X)y= 1, (6)
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w ktorym (X,, X9 oznacza kat, ktory o$ sruby X,, wzigta w kierunku
parametru X., tworzy z osig Sruby X( (i, k = 1. 2, 3, 4, 5, 5), wzigta
w kierunku parametru X. Z ostatniego zwigzku okazuje si¢, ze S$ruba
jest okre$lona przez stosunki migdzy jej spoOtrzednemi jednorodnemu

Poniewaz skre¢tu okoto $ruby spotrzednej X nie mozna roztozy¢ na
skrety okoto pozostatych pigciu Srub spotrzednych, przeto spotrzedne
jednorodne s$ruby spoéhrzednej X sa: p, = I, akazda z pozostatych pigciu
spolrzednych jest rowna zeru.

Podzielmy réwnania (1) przez w i wprowadzmy spéirzedne pn na-
tenczas otrzymamy :

A v

Pi AJf'Vk 17, Gp- Gy

21A,pt: A, -lB<pt': B, 1Ctpi— G.

Te rownaniapozwalajg obliczy¢spotrzedne  prostokatne, Sruby za
pomoca jej spotrzednych jednorodnych, jezeli znamy spoétrzedne prosto-
katne $rub spotrzednych.

§. 2-

Wyznaczenie $ruby za pomoca spoétrzednych jednorodnych.

5. Niech okoto §ruby X o spdlrzednych prostokatnych b', ¢,
A S', 6" zachodzi skret w, 1 niech bedzie dana prosta (a", , o,
A", B", G”): obliczmy moment y. skr¢tu danego wzgledem tej prostej,
t. j. sumg algebraiczng momentowtrzech  obrotow, stanowigcych skret,

wzgledem danej prostej. Moment obrotu w wzglgdem tej prostej jest
rowny

W(a’%" + 6']3" + OV?H _t_ 4_ SHBI + C"?')’
gdzie a', c, a', B', y' oznaczaja spoélrzedne prostokatne osi $ruby X;

moment pary obrotow Xw wzgledem tej prostej jest rowny rzutowi mo-
mentu XM tej pary na t¢ prosta, wyraza si¢ wigc przez iloczyn

Xw(o'a" +

Stad wynika
() [a=9gfla'«”" 1ZB" + 'Y +a"* + 6"B'+ 'Y + X'(a'0"+&'6" +c'e")j.
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Oznaczmy przez A najkrotsza wzajemna odleglto$¢ osi Sruby X
i danej prostej, a przez ¥ kat migdzy temi prostemi, i przyjmijmy

m'= Asin 9= aa.”" + AB"+ c'y" +a’ad + b"$ + c"f,
gdzie w' oznacza tak zwany moment tych dwu prostych, natenczas
p. = o(m + X cos 9. 2

6. Niecli bgda dane dwie $ruby Xi X, ktorych osi maja spotrzedne

prostokatne a, 5, ¢, o B, y i a', 5, ¢, a', B, y'; niech nadto bedzie
dany uktad sze$ciu S$rub spotrzednych X., ktorych osi sa okreslone przez
spotrzedne prostokatne ait b,, c,, a,, B,,y,, gdzie i = 2, 3,3, 4,5, 6.
Okoto $ruby X niech zachodzi skre¢t co, ktorego spotrzedne jednorodne
wzgledem uktadu $rub X sa co,., natenczas wedtug (2) art. 5 go mozemy
obliczy¢ moment tego skr¢tu wzgledem osi $ruby X. Oznaczmy w tym
celu przez m moment osi §ruby X wzgledem osi sruby X', a przez (X X)
kat, ktory tworza te osi, wzigte w kierunkach odcigtych na nich para-
metrow, natenczas moment szukany wyrazi si¢ przez iloczyn

o [Xcos (X, X)+m].

Obliczmy podobnie moment kazdego ze skretow skladowych
wzgledem osi $ruby X', natenczas

©[X(cos (X,, X)+ mit]

przedstawia¢ bedzie moment %go skretu skladowego wzgledem osi
sruby X', jezeli przez m/ rozumie¢ bedziemy moment tej osi wzgledem
osi i-tej Sruby spotrzedne) X, a przez (X, X) kat, ktory tworza te
dwie proste. Poniewaz moment skr¢tu @ wzgledem prostej dowolnej jest
rowny sumie algebraicznej momentow jego skretow sktadowych wzgle-
dem tejze samej prostej, przeto otrzymujemy rownanie

co[Xcos(X, X)+ m] = Sa[Xcos (X, X)+ w’]. 0]

Wiemy nadto, ze rzut prostokatny predkosci katowej @ skretu
okulo $ruby X na prosta dowolng jest rowny sumie algebraicznej rzutow
prostokatnych predkosci katowych jego skretow sktadowych na tez samag
prosta, co si¢ wyraza przez réwnanie

ocos (X, X) = A cos (X, X). )
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Pomnézmy to réwnanie przez parametr X Sruby X i dodajmy je
nastgpnie do (1), to otrzymamy:

3) o[ X+X)cos X X)pm]=£w[X+ X)cos (X,, X]+ to,].

Podzielmy to réwnanie przez w i wprowadzmy spélrzedne jedno-
rodne p, $ruby X wzgledem przyjetego uktadu Srub Spédlrzednycli X,, na-
tenczas wyniknie réwnanie nast¢pujace :

4 X+ X)cos(X, X)+ m=Sp, [(X+ X)cos (X5 X)+ m]].

7. Wielkos¢ X+ X) cos (X, X)+ m jest zbudowana symetrycznie

z elementow dwu $rub X i X', a znaczenie kinematyczne tej wielkoSci
zostalo dostatecznie wyjasnione przez postgpowanie rachunkowe, z kto-
rego ona wynikta. Z dalszych dochodzen okaze si¢, ze ta wielkos¢ ma
roOwniez wazne znaczenie dynamiczne i ze ona nadaje si¢ znakomicie do
rozwigzywania tych zagadnien, w ktorych ruch chwilowy i sile przed-
stawiamy za pomocg spotrzednych jednorodnych. Z tego powodu ozna-
czymy wielko$¢ powyzsza osobnym symbolem, przyjmujac w dalszym
rachunku

(1) 2txX- = X+ X)cos (X, X) + m,
a odpowiednio do tego znakowania :
2) 2d\ = X+ X)cos (X, X)+m,.

Gdyby$smy postepowanie powyzsze zastosowali do Sruby X', otrzy-
maliby$Smy nastgpujace réwnanie :
() X+ X)cos (X, Xj+m — Lpl[X+ X Cos (X, X+ m],

w ktorem p| oznaczg i-tg spotrzgdng jednorodng $ruby X, a m, moment
osi $ruby X wzgledem osi $ruby spotrzednej X,. Przyjmijmy

4) Se, = X4Xcos (X, X+ 3,

natenczas rownanie (4) art. 6-go napiszemy krocej

5) oxx-=" GP"

a poprzedzajace réwnanie (3):

6) oxx'= - ¢, p\,
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skad wynika zwiazek nastepujacy miedzy spotczynnikami u,, a, i spot-
rzednemi jednorodnemi pit p\ jakichkolwiek dwu $rub X i X wzgledem
szesciu S$rub spoétrzednych :

£ f£p.= § w . (M

Niech $ruby X i X beda identyczne, natenczas X= X, cos (X X")=i,
m—0. Jezeli w tym przypadku spotczynnik oznaczymy przez -,
natenczas z (1) otrzymamy

B

fixx = >; 8)

ten spotczynnik jest wtedy réwny parametrowi S$ruby. Wprowadzmy to
zatozenie w rownanie (5), a wyniknie

X= Eup,. ©

To réwnanie pozwala obliczy¢ parametr danej §ruby jako funkcyja
dwulinijowa i jednorodna jej spéirzednych jednorodnych p, i spdtczyn-
nikow ff wzgledem szeSciu $rub spotrzednych.

8. Podzielmy réwnanie (2) art. 6-goprzez w i wprowadzmy spol-
rzgdne jednorodne p “ Sruby X, to wyniknie :

cos (X, X) = E p, cos (Xj, X).
Postgpujac podobnie ze $rubg X, otrzymamy nowe rownanie
cos X, X) = E plcos X, X),
a stad zwiazek nastgpujacy migdzy dwiema Srubami X i X :
E ptcos X, X) — E plcos (X,, X). (D
Wedlug wzoréw powyzszych mie¢ bedziemy :

cos (X, X)=pj cos (X, X)+ picosX,X)+ ...+ plcos (X, XN);
a gdy tewarto$¢ dla kazdego wskaznika i wstawimy wwyrazenie na

cos (X, X'), natenczas otrzymamy nast¢pujace dwa nowe wyrazenia do-
stawy kata migdzy osiami dwu S$rub :

cos Xj X) = )
= P, [pi cos (X, X.) +p[  cos (X, X) R 4
+ P, [picos (X, X)) + pi cos (X2, X2) +.... f
+ pa [picos (X, X)) +pi cos (a, XJ S — +

plcos(X,, X
picos(X2,X]
picos(X,\)
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3) cos XX) =
= p[p! cos (Xj, X))+ p2cos X, X) + -tpaos X, X)] +
+ p[Pi eos (X,, X)) +p,cos R, X)) + —+pccos 6, XJ] + ...
+ p; [p’ Ccos (\3 XJ+ p, cos (X” X,)J,_ _+j,;COS(X,XJ ]
9. Wazne rownanie (9) art. 7-go mozemy wyprowadzi¢ takze innym

sposobem. W tym celu roztézmy skret w okoto Sruby X na sze$¢ skrg-
tow w, okoto $rub X,, i obliczmy moment tego skretu wzgledem jego
wlasnej osi. Poniewaz moment samego obrotu jest roOwny zeru, a mo-
ment pary obrotow jest rowny Xu, przeto Xw przedstawia warto§¢ mo-
mentu szukanego. Ten moment jest takze réwny sumie momentow skre-
tow sktadowych to, wzgledem osi $ruby X, a poniewaz moment skre-
tu u, jest rowny

w, [X cos (X, X) + or],

przeto
Xw = iiw[Xcos (X, X) + m,].

Rzucajac predkos¢ katowa o> na o$§ $ruby X i czynigctozsamo
z kazda predkoscia sktadowa w, otrzymamy réwnanie

to mWio (B X, X)m

Pomnézmy to réwnanie przez X i dodajmy je nastgpniedo po-
przedzajacego, to wyniknie

2 — Zu,|(X+X) cos (X;, X) + ', 1.
1

Dzielac to rdwnanie przez w i wprowadzajac spotrzedno p, Sruby X
tudziez spotczynniki otrzymamy rownanie szukane.

10. Niecli na cialo sztywne dziala skretnik P okolo $ruby (4, 6,c,
vl, B, (), a ciatlo niech skrgca si¢ chwilowo o kat nieskonczenie maty
okoto $ruby X" (V,//, ¢, ™, B', O'); mamy obliczy¢ odpowiednia
prace przygotowana o7 skretnika, czyli— jak mozemy si¢ wyrazic —
prace przygotowana skregtnika P okoto Sruby X wzgledem skretu <p
okolo $ruby X. Roztézmy w tym celu skretnik i skret na elementy,
odpowiadajace uktadowi prostokatnemu osi spétrzgdnych, i niech X, F, Z,
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Ly M, N oznaczaja spotrzgdne prostokatne skretnika P, a SE, S%, Sjj,
SX, Sy., Sv nieskonczenie male spolrzedne skretu &p. Natenczas

SP=z.Sx + r.Sp + z.Sv + L.% +
a poniewaz

X =aP, Y =bP, Z =cP, L =A4AP, M = BP; ~ = CP,
Sc — «Sep, St) = 0'.S®, 8( = ¢'.Sy, Sx —.d'S'p, §. = P Sy, &v = Cfip

przeto ,
S2' = 4 OP' 4 cC + M 4 P&' 4 Cc') P. &p. )

Wyraziwszy M,B, G przez parametr i spotrzedne osi $ruby X'
zas /!'\B', C przez parametr i spotrzedne osi sruby X', i uzywszy
znakowania art. 7-go, otrzymamy

St = [X4X) cos (X, X) 4 ni]P. Sp,
czyli
&T=a,XX,.P.&p- 2

Z tego rownania okazuje si¢ znaczenie dynamiczne spolczynni-
ka , utworzonego z elementdow dwu $rub i symetrycznego wzgle-
dom tychze elementéow. Jezeli okolo jednej z dwu $rub danych X i X
dziata skret na ciato sztywne, skregcajace si¢ chwilowo okoto drugiej
$ruby, natenczas iloczyn tego spoOtczynnika, sity skretnika i odchylenia
skretu jest rowny pracy przygotowanej skretnika wzgledem skretu. Z po-
wyzszego za$ wywodu okazuje si¢, Ze praca pozostaje taz sama bez
wzgledu na to, czy s$ruba Xjest podstawa skregtnika P, a X podstawa
skretu Sm, czy tez Xjest podstawa skretu Sep, a X podstawa skretnika P.

Z tego powodu wielko$é nazywamy wedlug Balia spoét-
czynnikiem przygotowanym dwu $rub Xi X. Mnozac spotczyn-
nik przygotowany dwu $rub przez iloczyn PS<p, otrzymamy odpowiednig
prace przygotowang SP.

W rdéwnaniach art. 7-go wielkosci oznaczaja spotczynniki przy-
gotowane $ruby X wzgledem $rub spotrzednych X, przy i= 7,2,3,4,5,69
rownania (5) i (6) art. 7-go pozwalaja wyrazi¢ spotczynnik przygoto-
wany dwu S$rub przez spélczynniki przygotowane tychze $rub i ich spot-
rzgdne jednorodne wzglgdem szeSciu $rub spdtrzednych, a réwnanie (9)
pozwala obliczy¢ parametr $ruby, jezeli znamy jej spotczynniki przygo-
towane i jej spotrzedne jednorodne wzgledem szeSciu Srub.

11. Zastosujmy rownanie (5) art. 7-go w ten sposob, ze dang Srubg X
taczymy kolejno z kazda z sze$ciu Srub spotrzednych X,, aby obliczyc
jej spélczynnik przygotowany 2n, wzglgdem tejze Sruby.
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W celu otrzymania rownan odpowiednich oznaczmy przez Xi. spot-
ezynnik przygotowany S$ruby spotrzednej X wzgledem S$ruby spotrzed-
nej Xt, przyczem a wedlug art. 7-go <t,= X, natenczas wy-
niknie nastgpujacy uktad réwnan :

%=G, P,+G, P+ P, + P, + T, P« + P,
S=g, P+ P, +*%_ Ps+"s2pat+<Bsps+ pu

G =hoP, +G,P, +G,P»+ GyP. + G,P, 4 P»

G=G:s P+ A4 jp+ W4 PJ + a¥dp4 + 2,4p, +®Hp,
G=Gs 7+ s> p.+ adp, + cHp4 +G55p5 +@p,
G = G~ P’+ G” P>+ G”pa + p4 + p7 +p5 .

Te réwnania okazuja, ze, znajac spoéiczynniki przygotowane $rub
spotrzednych wzglgdem siebie, mozna ze spotrzednych jednorodnych pfda-
nej $Sruby obliezy¢ jej spotczynniki przygotowane wzgledem tychze $rub;
gdybysmy w tych rownaniach przyjeli spotczynniki przygotowane 2aijako
wiadome, moglibySmy z nich obliczy¢ spétrzedne jednorodne P, Sruby
odpowiedniej. Okazuje si¢ zatem, ze wzglgdem szeSciu $rub spotrzednych
kazda $ruba moze by¢ okreslona badz przez wielkosci p,, ktore przyj-
mowali§my dotad jako jej spotrzedne, badz tez przez wielkosci a,, ktore
rowniez moznaby przyja¢ za spotrzedne tej Sruby.

Réwnania (1) uproszcza si¢ znacznie, jezeli przyjmiemy szczegol-
nego rodzaju uktad $rub spotrzednych, ktéory Bali wprowadzil do me-
chaniki.

Dwie $ruby chwilowe, ktérych spotczynnik przygotowany jest ro-
wny zeru, nazywamy S$rubami odwrotnerni. Wyrazmy spotczynnik
przygotowany dwu $rub wedlug réwnania (1) art. 7-go, natenczas od-
wrotno$¢ wyrazi si¢ przez nast¢pujace rownanie warunkowe:

) X4 X) cosX, X) + m— 0.

Poniewaz to rownanie ustanawia tylko jeden zwiazek miedzy spot-
rzgdnemi $ruby, przeto mozna wyznaczy¢ nieskonczenie wiele $rub od-
wrotnych wzgledem $ruby danej. Owoz obierzmy tak sze$¢ $rub spol-
rz¢dnych, aby kazda z nich byla odwrotna wzgledem kazdej z pigciu
srub pozostatych; wowczas otrzymamy uktad szczegoélny Srub spoétrzed-
nych, ktory nazwiemy uktadem $rub wzajemnie odwrotnych
(krocej : ukladem wzajemnie odwrotnym). Dla takiego uktadu zacho-
dzi 15 warunkoéw nmik= 0, a poniewaz uktad jest okreslony przez 30
wielkosci niezaleznych, przeto mozemy nieskonczenie wielu sposobami
obra¢ tak sze$¢ Srub, aby one stanowily uklad wzajemnie odwrotny,
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Wzgledem takiego uktadu $rub spotrzednych rownania (1) przy-
biora posta¢ nast¢pujaca :

G~ )\ PlI ai ~\ Pt> S=1 v§) a6—\ Pe; (3)
z ktérej okazuje si¢, ze kazda z szeSciu spoétrzednych p ( Sruby X jest
rowna ilorazowi z podzielenia polowy jej spdélczynnika przygotowanego
wzgledemsruby spotrzednej przez parametr tejze Sruby spotrzedae;j.
Wyrazmy w rownaniu (5) art. 7-go spolczynniki g sruby X przez
spotrzedne p\| tejze $ruby wedlug (3); natenczas otrzymamy nastepujace
wyrazenie spolczynnika przygotowanego 2nll, dwu S$rub :

6

Gl'= s > P<Pim (4)

Wstawmy wartosci (3) w réwnanie (9) art. 7-go, wowczas wy-
niknie parametr Sruby :

X = Elxp]. ®)

Ostatnie dwa roéwnania stosujg si¢ do przypadku, gdy $ruby spol-
rzgdne stanowig uktad wzajemnie odwrotny.

Jezeli osi dwu S$rub X i X sa rownolegle, natenczas =1+1"
Wyrazmy &84 wedlug (4), a parametry Xi X wedlug (5), natenczas
migdzy takicml dwiema $rubami otrzymamy zwiazek

A X (Pi-p'iY = 0, (6)

ktory zachodzi¢ bedzie takze w tym przypadku, gdy obie $ruby maja
o$ spélna.

Wedtug (4) warunek odwrotnosci dwu §rub X i X dla szesciu $rub
spotrzednych, wzajemnie odwrotnych, wyrazi sic przez réwnanie

E X, pp; = 0, @)

a gdy wprowadzimy spotczynniki przygotowane i 2af tych $rub
wzgledem $rub spoéirzednych, to bedziemy mogli odwrotno$¢ wyrazié
przez jedno z dwu roéwnan nastg¢pujacych:

Eopi= 0 lub E qpi =10, (8)
i i
lub takze przez rownanie

E \A7 = 0. ©)
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Niech $ruba / bedzie podstawa nieskonczenie matego skretu z od.
chyleniem , natenczas ten skret mozemy rozlozyé na sze$¢ skre-
tow §&p, okolo sze$ciu $rub spodtrzednyeli, wzajemnie odwrotnych, przy-
czem = pi Sp Jezeli $ruba V jest podstawa skretnika o sile P, na-

tenczas praca przygotowana t7 tego skretnika wzgledem skretu powyz-
szego bedzie

lT7 = P. 8p= 2P<y. £ X pip\,
a gdy wprowadzimy otrzymamy
Sr=gf.i

Poniewaz Pp] przedstawia spolrzedna jednorodna P, skre¢tnika P
wzgledem Sruby spotrzednej \ , przeto

(io) &

co wyraza prace przygotowana w funkcyi spotrzednyeli skretnika i spol-
rzednych skretu nieskonczenie matych.

Z rachunku powyzszego okazuje si¢, ze szes¢ $rub wzajemnie od-
wrotnych nadaje si¢ najdogodniej do wszelkiej rachuby, w ktoérej roz-
wazamy spolrzedne jednorodne danej S$ruby a tern samem spoilrzedne
jednorodne skretu lub skrgtnika. Z tego powodu bedziemy takich ukla-
dow uzywali jako podstawy rachunku, jezeliby odmienne zalozenie nie
byto wyraznie podane.

12. Zanim jednak powyzszego uktadu szczegodlnego Srub
rzednych uzyjemy jako podstawy dalszych badan, nalezy odpowiedzie¢
na pytanie, czy sze$¢ $rub wzajemnie odwrotnych ma zawsze takie pa-
rametry i takie potozenie wzajemne, ze kazdy skr¢t dany mozna roz-
tozy¢ na skrety okoto tych Srub.

W tym celu obierzmy jakikolwiek uktad szesciu $rub spotrzednyeli
i oznaczmy przez p wyznacznik, utworzony ze spoélczynnikow przygo-
towanych tychze $rub, branych po dwie, a zatem wyznacznik

spot-
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Jezeli a(, 5,, ¢f, A:, I1, C, (i—1, 3, 3, 3, 5, 3) oznaczaja spol-
rzgdne prostokatne tych $rub, natenczas wedtug (1) art. 10-go:

4;,,+ 5Af+ c,a + A ak+ B(bk+ Q-ck. (#)

Wstawmy te warto$ci w wyrazenie wyznacznika p, to otrzymamy

®/I las «@.S»as A, A, G G
N12°h 1 A, A, a,
1 18»@E, GB>@ A,a, 0, as c3
Al Ae. A, A, A, A A A- A, @
A, A, A, A, A. A A, A, O, K G
A, A, A, A, A, A SA>A - A- «0, K, @
czyli
a G, A, A o, °
1t K @i A, A
wi K o, a, A _ PRI
! «, K* o, A, Ai A
K Cs, A, i A
Cs, A, A

gdzie iZ'jest wyznacznikiem, okre§lonym przez réwnanie (2) art. 4-go.

Przyjmijmy teraz, ze sze$¢ $rub | stanowi uktad wzajemnie od-
wrotny, natenczas ak = 0, nu—)\ , skad wyniknie w tym przypadku

P=2"\\\\ X\ . (8)

Jezeli iloczyn parametrow tych szeSciu $rub nie jest rowny zeru,
to z rownania (2) okazuje si¢, ze wyznacznik iZ, utworzony ze spol-
rzednych prostokatnych tych $rub, nie bedzie réwniez posiadal warto$ci
zera. A poniewaz ten warunek wedlug art. 4-go jest konieczny i wy-
starczajacy , aby sze$¢ $rub moglo stanowi¢ uktad Srub spolrzednych,
przeto dochodzimy do wniosku ogoélnego, ze sze$¢ $rub wzajemnie od-
wrotnych moze stanowi¢ uktad $rub spoéirzgdnych, jezeli iloczyn para-
metrow tych $rub nie jest rowny zeru. Okoto takich $rub nie mozna
mie¢ ani sze$ciu skretow, ani szeSciu skretnikow, ktoreby sie nawzajem
znosity, a przeto kazdy skret lub skretnik mozna roztozyé na szes$¢
skretow lub skretnikow okoto takich $rub.
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Sktad skretow i sktad skretnikow.

13. Niech bedzie danych n $rubo parametrach X, X", .... Xit),
ktorychspotrzgdne jednorodne sa odpowiednio p't, p\’, . .. Q) .. ;
7=7, 2, 3,4, 5,3. Okototych $rub niech zachodzaskretyz pred-
kosciami katowemi odpowiednio to', w", ... W™ ... to(n); mamy wyzna-
czy¢ spotrzgdne p, Sruby skretu wypadkowego, tudziez predkosé ka-
towa to tego skretu.

>

W tym celu rozté6zmy kazdy ze skretow skladowych, tudziez skret
wypadkowy na skrety okoto $rub spoirzednych, i wyrazmy warunki
rownowaznosci skretu wypadkowego ze skretami skladowemi wzgledem
uktadu prostokatnego trzech osi spoirzednych. Jezeli przez af, h,, c,,
A,, B.. G: oznaczymy spotrzedne prostokatne $sruby spotrzedncj X i przyj-
miemy

12, = to'pt +M"p, + .... + to«p”
12, = to'p: +to"p:!" + .... + wWpW
2,= to'p.+t"p, + .... + to«p«l,

natenczas warunki réwnowazno$ci wyraza si¢ przez szes¢ roéwnan na-
stepujacych :

o, 12, + u, 12, + ... 4 «, 12. = toS a, pf
6, 12, +J, 12, + ... + 60 12¢ — toN bt p;

c, 12, fu, 122 £ ... 4- ¢€ 12g —to N u- p,

A, 12, +A212, 4 ... 4 AG12¢ —to N A, p.
B, 12, +B, O, + ... + B6 12, = toi B, p,
(7, 12, +6, 12, + ... + 17, 12, = to N t-, py>

XD
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ktore mozemy takze tak napisac :

OiA’ a, (£29 _WP<) 1: Q 1 5: (Ua I_Wpr) = O: S C; (£29 —(O)), )= O,
)

14. Poniewaz z zatozenia wyznacznik i? nie jest rowny zeru, przeto
tylko wartosci rowne zeru niewiadomych czynig zado$¢ tym réwnaniom ;
otrzymamy wigc:

P, = , P, = , e , Poo= : (1)

Wstawmy te warto§ci w wiadome réwnanie warunkowe (6) arty-
kutu 4-go, natenczas wyniknie:

w2= S £ + 2SS £ £t cos (X,, X,). )

Jezeli warto$¢ w, obliczona z tego réwnania, wstawimy w rowna-
nia (1), to otrzymamy spoétrzedne jednorodne $ruby skretu wypadkowego.

Niech X oznacza parametr $ruby skretu wypadkowego i przyjmij-
my, ze $ruby spolrzedne stanowia uklad wzajemnie odwrotny, natenczas
otrzymamy wedtug (1):

Xcei2= £ X £2;. 3
1

Wstawmy w tordwnanie warto$ci za £h, tudziez parametry Srub
skretow sktadowych, wreszcie spotczynnikiprzygotowanetychze S$rub,
po dwie branych, wedlug wzoru

X" AR Xl L — +\ PAP™

rozumiejac  przez 2a’t) (0 spotczynnik przygotowany $ruby Xt) wzgle-

dem $ruby Xm, natenczas otrzymamy roéwnanie nast¢pujace :

Q)
ktore w zwiazku z (2) pozwala takze obliczy¢ parametr X

Piszac rownania (1) w postaci

uPi == > wp, = £2,, ... .,up0= £6, 5)
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pomnézmy jo odpowiednio przez Xpl, | p2, .... p, 1 dodajmy ilo-
czyny, to wyniknie réwnanie

(6) Xw = 17xx- «' + <Ixx--u" + .... + ffxXw j

ktore mozemy takze tak napisac :

(7) w = w' o+ , w' o+ L.+ WK .

Niech 2n/, 25", . . . 2Xj’3 oznaczaja spOiczynniki przygotowane
srub skretow skladowych, a 2er, spotczynniki przygotowane $ruby skretu
wypadkowego wzgledem S$rub spoétrzednych, i potéozmy

2] —odnl + co"g[ + .... + ww

/B\ 2] —oda + co'a" + .... + ooW(GW

2= 0od + 'Y + -—- +
natenczas z rownan (5) wyniknie:

) o, —12], @ = 12], .... cod —12].

Z réwnan (5) okazuje si¢, ze kazda spotrzgdna $ruby skretu wy-
padkowego wyraza si¢ jako funkcyja linijjowa spolrzednych odpowied-
nich $rub sktadowych, a wedlug (9) podobny zwigzek zachodzi migdzy
spolczynniltami przygotowanemi S$ruby wypadkowej a spoélczynnikami
przygotowanemi $rub skladowych wzgledem $rub spoirzednych. Nako-
niec wynika z (7), ze parametr $ruby skretu wypadkowego mozna wy-
razi¢ jako funkcyja linijowa spolczynnikow przygotowanych tej sSruby
wzgledem $rub skretéw sktadowych.

Jezeli skrety dane znosza sig¢, natenczas
(10) 12,=0, ilt—0, . , 12.=0,

a tc rownania wyrazaja warunki znoszenia si¢ danych skretow, jakich-
kolwiek uzylibysmy S$rub spoirzednych.

Rozumie sic samo przez si¢, ze wzory podane moga by¢ odpo-
wiednio zastosowane do sktadu skretnikéw okoto $rub danych.

§.4.
Komplexy $rub.

15. Szes¢ $rub, dla ktoérych wyznacznik 7/, okre$lony roéwna-
niem (2) art. 4go, nie jest rowny zeru, ma takie potozenie i takie pa-
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rametry, ze kazdy skret okoto jakiejkolwiek siddmej $ruby mozna roz-
lozy¢ na skrety okoto tycli szeSciu $rub danych. Nawzajem przez odpo-
wiedni dobor predkosci katowych mozna za pomocg szeSciu $rub spot-
rz¢dnych utworzy¢ skret okoto jakiejkolwiek $ruby danej. Jakoz, aby
za pomocg tych szeSciu $rub utworzy¢ skret okolo sruby X, ktorej spot-
rzgdne maja wartosci px, p2,... p6, zl6zmy okolo $rub spotrzednych
o parametrach X,, X, ... | skrety z predkosciami katowemi odpo-
wiednio Pi, p2, mmmpti; wtedy otrzymamy skret z predkoscia katowa
rowng jednosci okoto $ruby X, ktoéry wiasnie okresla t¢ §rubg. To po-
stgpowanie mozemy takze tak wyrazi¢ , ze za pomoca skretow, ktoérych
predkosci katowe sa odpowiednio rowne wielko$ciom p,, p,, utwa-
rzamy S$rube o spoirzednych pR. Dajac tym spoétrzednym wszel-
kie wartosci rzeczywiste, zgodne z wiadomem réwnaniem warunkowem,
mozemy sposobem opisanym utworzy¢ kazda $Srub¢ w przestrzeni.

Gdyby byto danych n $rub, przyCzem n < 6. okoto ktérych nie
mozna mie¢ ani n skr¢tow ani n skretnikoOw, znoszacych si¢ nawzajem,
natenczas przez odpowiedni dobdr predkosci katowych mozna sposobem
opisanym utworzy¢ z nich w ogolnosci nieskonczenie wiele $rub innych.
Atoli nie kazda $ruba w przestrzeni moze by¢ z nich utworzona, lecz
tylko taka, okoto ktorej skret daje si¢ roztozy¢ na n skretow okoto
$rub danych.

Srubami niezaleznemi bedziemy nazywali takich n $rub,
przyczem n " 6, okoto ktérych nie mozna poda¢ ani n skr¢tow ani n
skretnikow, ktoreby znosity si¢ nawzajem. Komplexem $rub rze-
du w-go nazywamy zbior tych wszystkich $rub, ktéore moga by¢ utwo-
rzone przez sktad skretow lub skretnikow okoto n $rub niezaleznych.

Wedlug tego okreslenia wszystkie Sruby w przestrzeni stanowia
komplex rzgdu 6-go; a poniewaz S$ruba jest okreslona przez stosunki
migdzy jej spoOtrzednemi, przeto komplex $rub rzedu 6-go stanowi roz-
maito§¢ pieciokrotng, czyli w tym komplexie znajduje si¢ ilo$¢ $rub nie-
skonczenie wielka rzedu 5-go. Komplex S$rub rzadu n-go stanowi roz-
maito$¢ rzedu (n—7Zj-go; ilos¢ tych $rub jest nieskonczenie wielka rze-
du (n—I)-go.

Dwie s$ruby okreslaja komplex rzedu 2-go ; poniewaz S$ruby tego
komplexu stanowig rozmaito$¢ rz¢du 1-go, przeto ich osi tworzg po-
wierzchni¢ prostolinijowa. Ta powierzchnia jest znana pod nazwa cy-
lindroidy.

16. Komplexy $rub rozmaitych rzedow, powstajace za pomoca skta-
dania skretow okoto pewnych S$rub niezaleznych, moga by¢ utwarzane
jeszcze innym sposobem, a mianowicie przez rozwazanie $rub odwrotnych
wzgledem pewnych $rub niezaleznych.
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Ten nowy sposob utwarzania komplexdw $rub polega przed ewszyst-
kiem na twierdzeniu nastepujgcem: Sruby odwrotne wzgledem
jednej i tejze samej Sruby — czyli wzglgdem komplexu
$Srub rz¢du pierwszego— tworzag komplex rzg¢du piatego.
Jakoz niecii begdzie dana $ruba X o spotrzednych p,:, ktorej spotczyn-
niki przygotowane wzglgdem szeSciu $rub spotrzednych, wzajemnie od-
wrotnych, niech beda réwne natenczas mozna wyznaczy¢ nieskon-
czenie wiele $rub odwrotnych wzglgdem X. Niech V, [", I'", I", Iv, ]
bedzie sze$¢ $rub, odwrotnych wzgledem X, ktérych spoétrzednc sa od-
powiednio Tuj, Tr*, W, ~iv, w7, v;, wtedy wedlug (s) art. 1i go te spot-
rz¢gdne czynia zado$¢ nastgpujacym rownaniom warunkowym :

<+ - ...+ o — 0
LU + + wm = 0
h + <n + + < = 0

mv - o + . T Tur = o

~y + < L w = 0
s, U * + ...+ w = 0.

Rugujac z tych réwnan spdliczynniki o

TU < TU," 4

(1 - 0

TUV N A TUIV .
s < ; TU:
5 *4 R ™y "6

jako zwiazek, zachodzacy migdzy szescioma $rubami, z ktorych kazda
jest odwrotng wzgledem jednej i tejze samej Sruby. Ten zwiazek wy-
raza jednak takze, ze okolo powyzszych szeiciu $rub mozna mie¢ sze$¢
skregtow lub skretnikow, znoszacych si¢ nawzajem. Jakoz wiadomo
z art. 14-go, ze skrety z predkosciami katowemi w', co", to", tolV, <, to
okolo $rub odpowiednio 1" 1V, Iy, | znosza si¢ nawzajem, jezeli
miedzy temi predkosciami a spotrzednemi S$rub zachodza zwiazki naste-
pujace :
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Ot + w" - W + to ry + toT =0
to N + + om — 0
to + .+ WITg = 0

t0'< + tO" < b f tom <n + WIV —V

Rugujae z tych réwnan predkosci katowe, otrzymamy wyznacz-
nik (1), w ktorym wiersze zamieniono na kolumny, skad wynika, ze
okolo powyzszych szesciu $rub mozna mie¢ tylez skretow, znoszacych
si¢ nawzajem. Z tego wynika wniosek dalszy, ze skr¢t okoto $ruby Z
mozna roztozy¢ na skrety okoto $rub Z, 7', Z", 2N A, ze zatem S$ruby,
odwrotne wzgledem A, tworza komplex rzedu piatego.

17. Mozemy teraz dowie$¢ nast¢pujacego twierdzenia ogdlnego:
Sruby, odwrotne wzgledem »n $rub niezaleznych, przy-
czem n < 5, tworzg komplex rzedu (&?—w)-go. Tego twierdzenia
dowiedziemy tym sposobem, ze, przyjmujac prawdziwos¢ jego dla n —1
srub niezaleznych, okazemy, iz ta prawdziwo$¢ zachodzi¢ bedzie dla n
$rub niezaleznych.

Przyjmijmy zatem n — [/ §rub niezaleznych X, Y’, ... X>'"), na-
tenczas §ruby, ktére s3 oddzielnie odwrotne wzglgdem nich, tworzy¢
beda komplexy rzedu piatego, ktore oznaczmy odpowiednio przez J',
J" o , a $ruby szukane, odwrotne wzgledem kazdej z tych
srub, beda spoélne powyzszym n—I komplexem. Wedlug zalozenia mie-
dzy $rubami, spolnemi tym komplexem, znajduje si¢ 6 —(n —1) $rub
niezaleznych, ktére oznaczmy przez [ , [3, ... 4-c»-0°+ Przydajmy do
(n—I) $rub danych Y, ... Xé-)) jeszcze n-ta Srub¢ Xw, catkiem dowolna
i od nich niezalezna, i niech ¢/(,) oznacza odpowiadajacy tej srubie kom-
plex rzedu piatego $rub odwrotnych. Przypusémy teraz, ze Sruby
In ... 4-( o naleza takze do komplexu Jw. Sruby Y....Y D razem
z£,,... 4-c-o stanowig m+ 6‘'—(W—7) = 7 $rub, a zatem skretnik
o sile dowolnej /M, dziatajacy okolo $ruby L -m o zn a roztozy¢ na 6
skretnikow okoto $rub pozostalych. Poniewaz z zatozenia Sruba %4 (, I}
jest odwrotna wzgledem Y "}, przeto praca przygotowana skretnika P
wzgledem skretu okolo Y ‘7jest réwna zeru. Gdy P roztozymy na skret-

niki F, P, ... P} odpowiednio okoto §rub Y, xv, . . . Xn), tudziez
na skretniki P} P2 .. . Pc(, = Pc,, odpowiednio okoto $rub Z,
T,,... — 4-n, natenczas suma prac przygotowanych tych

skretnikow sktadowych wzgledem skre¢tu okoto Xn) bedzie roéwna zeru.
Otrzymamy zatem rdéwnanie nastgpujace:



1180] ZASADY OGOLNE MECHANIKI CIAL SZTYWNYCH.

+ eeeet" A)(" "w _/\:€)l7/m +

Poniewaz jednak z zalozenia $ruby 4-,. s3 odwrotne
wzgledem X(°, przeto

a zatem

Jezeli zatem wszystkie 6—{n—I) $rub niezaleznych , I2 .. 4-c»-0
spolnych komplexom -/, , maja by¢ takze Srubami kom-
plexu natenczas migdzy spofczynnikami przygotowanemi $rub X,
a", . .. X,,-,), [ (u wzglgdem Sruby X() bodzie zachodzit zwigzek, wy-
razony przez ostatnie roéwnanie. Wedlug rownania (7) art. 14-go ten
zwigzek wyraza, ze Sruba Xp) jest zalezna od $rub X, ...X(-,), t. j., ze
skretnik okolo Xw mozna roztozy¢ na skretniki okoto X, ... X0, co
si¢ sprzeciwia zatozeniu. Z tego wynika, ze §ruba /e n i e moze na-
leze¢ do komplexu J "™, jezeli ma by¢ niezalezng od $rub If, ... Ic n,
ze zatem komplexy J | . .. maja tylko 6—n $rub spélnych
niezaleznych. Przyjawszy zatem prawdziwos¢ twierdzenia dla (n — 1)
$rub, przekonywamy si¢ o jego prawdziwosci dla. n $rub; a poniewaz
dowiedliSmy go bezposrednio dla n = [. przeto twierdzenie jest praw-
dziwe dla kazdego n ™ 3.

18. Twierdzenie, podane w art. poprzedzajacym, pozwala wlasnie
utwarzaé komplexy $rub nie na podstawie sktadu skretow, lecz na pod-
stawie rozwazania odwrotnos$ci $rub. Miedzy temi dwoma sposobami two-
rzenia komplexow zachodzi ta réznica, ze wedlug sposobu pierwszego
komplex rzgdu n-go jest okresSlony przez n $rub niezaleznych, wedlug
za$§ drugiego przez 6—n $rub niezaleznych. Gdyby n=7, a uzylibySmy
sposobu drugiego, otrzymalibySmy jedyng S$rubg, odwrotng wzglgdem
pigciu $rub niezaleznych.

Niech #(, c\",. ... a]0 oznaczaja spolczynniki przygotowane 7 $rub
niezaleznych X', .... Xf) wzgledem $rub spoétrzednych, stanowiacych
uktad wzajemnie odwrotny, a tt, niech oznaczaja spoélrzedne Sruby [/,
odwrotnej wzgledem tych $rub, natenczas
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q T g T4 ... .4 6 —N
4 N 4% T+ ... . 4G W= b

® N 48T ... . 4" M= 0.

Pomnozmy te réwnania odpowiednio przez spélczynniki nieozna-
czone u', p.", ... @ i dodajmy iloczyny, to wyniknie

[Ho4 .. +@v ]C4..+ [p 4 plmid wms pw f&5]—0.

/ tego rownania okazuje sig¢, ze $ruba / jest odwrotna wzgledem
kazdej $ruby, ktérej spdlczynniki przygotowane wzglgdem S$rub spot-
rzednych wyrazaja si¢ przez funkcyje linijowe spotczynnikdéw przygoto-
wanych $rub X, . . . Xw. A Zze wedlug art. 14-go skre¢t okoto kazdej
takiej $ruby mozna roztozy¢ na skrety okoto srub danych X, ... Xn),
czyli, ze kazda taka $ruba nalezy do komplexu, ktéory mozna utworzyé
z tych n $rub przez skladanie skr¢tow, przeto okazuje si¢, ze Sruba /
jest odwrotna wzgledem kazdej $ruby komplexu, okreslonego przez
sruby X, ... Xw. Sruby [ tworza komplex rzedu {6—n)-go, a kazda
sruba tego komplexu jest odwrotna wzglgdem kazdej sruby X komplexu
rzedu «-go, okreslonego przez $ruby dane. Jezeli takie dwa komplexy
$rub nazwiemy komplexami wzajemnie odwrotne mi, to otrzy-
mamy nastgpujace twierdzenie nowe: Do kazdego komplexu S$rub
rz¢gdu «go, n 5, nalezy komplex odwrotny rze¢du [6—«)-go.

Z danych n $rub, n < 5, X, ... X@ mozna zatem utworzy¢ je-
dnoczesnie dwa komplexy $rub, wykluczajacych si¢ nawzajem. Jeden
z tych komplexoéw otrzymamy przez sktad skretow okoto s$rub danych,
drugi za$ przez rozwazanie S$rub odwrotnych; komplex pierwszy bedzie
rzedu «-go, drugi rzgdu (6 —w)-go, a kazda $ruba jednego komplexu
bedzie odwrotna wzgledem kazdej sruby komplexu drugiego.

19. Niech komplex §rub rzgdu «-go bedzie okreslony (sposobem
pierwszym) przez w Srub Xl ... X"}. Skladajac skrety okoto tych §rub
z dowolnemi predkosciami katowerni odpowiednio wl, w,",... wjn), otrzy-
mamy pewng S$rube X komplexu; wyznaczmy dalej taka §rube X2, ktéra
jest zaleznag od n $rub danych i zarazem odwrotng wzgledem X, na-
tenczas mi¢dzy n odpowiedniemi predkosciami katowerni o\2, o cd?
otrzymamy jeden zwigzek linijjowy i jednorodny, wynikajacy z odwro-
tno$ci Sruby | wzgledem X,, a zreszta te predkosci beda dowolne; wy-
znaczmy dalej $rube¢ X3, zalezng od n $rub danych i zarazem odwrotna
wzgledem X 1 X, wtedy migdzy predkosciami katowerni od3, ... w"5za-
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chodzi¢ bgda dwa zwiazki, i t. d. az wyznaczymy S$rube X, zalezng
od n $rub danych i zarazem odwrotng wzglgdem $rub X, X2, ... X, ..
Migdzy predkosciami katowemi w', .... zachodzi¢ bedzie n — 1
zwigzkéw linijowych i jednorodnych, wynikajacych z odwrotnosci Sru-
by X, wzgledem X,, ... X, ,, skad wynika, zZe $ruba X, bedzie dokla-
dnie oznaczona. Tym sposobem w koinplexie $rub rz¢du n-go, okreslo-
nym przez $ruby X, ... X(,), otrzymamy »n $rub X.... . X,,, wzajemnie
odwrotnych, a poniewaz te $ruby s3 niezalezne, przeto kazda S$rube
komplexu mozemy otrzymac¢ przez sktad skr¢tow, badz okoto n $rub
pierwotnych X', ... X@®, badz okoto »n $§rub nowych X,, ... X, stano-
wiacych uklad wzajemnie odwrotny.

Niech komplex rzedu ra-go bedzie okreslony (sposobem drugim)
przez G~n $rub X, ... X, ., wzgledem ktorych szukamy $rub odwro-
tnych. Wyznaczmy dowolng $rubg odwrotng wzgledem danych; na-
stepnie wyznaczmy S$rubg /2, odwrotng wzgledem Z. X,, ... X  dalej
srubg¢ /3, odwrotng wzglgdem , /2, \ , ... XE,, i t. d az w koncu
wypadnie wyznaczy¢ Srube I,, odwrotng wzgledem $rub /¢, 12, ... In ,,
X, X ... X,. Sruba [, ma by¢ odwrotna wzgledem n— + 6 —n —5
srub niezaleznych, bedzie zatem doktadnie oznaczona. Tym sposobem
otrzymamy n $rub niezaleznych z , 2, ... /,, ktore moga shuizy¢ do
okreslenia komplexu rzedu ra-go sposobem pierwszym, zamiast 6 — n
srub pierwotnych, ktore go okreslaty sposobem drugim.

Okazuje si¢ zatem, ze komplex $rub rzedu n-go mozna
zawsze okres§li¢ przez n $rub niezaleznych, wzajemnie
odwrotnych 1 ze takie okreslenie komplexu jest mozliwe nieskon-
czenie wielu sposobami. Podobnie, jak sze$¢ $rub niezaleznych i wza-
jemnie odwrotnych, uwazanych za §ruby spétrzedne, stuzy do okreslenia
kazdej Sruby w przestrzeni, tak n $rub niezaleznych i wzajemnie od-
wrotnych shuzy do okre$lenia tych $rub, ktére stanowig komplex rze-
du MgO

20. Przyjmijmy zatem, ze komplex $rub rzedu «-go jest
Slony przez n $rub X, .... X wzajemnie odwrotnych, ktorych spot-
rzedne wzgledem szesciu $rub wzajemnie odwrotnych niech beda p. ,
p/', ... pw . Niech X bedzie dowolng $ruba komplexu, natenczas jej
spotrzedne beda funkcyjami linijowemi i jednorodnemi spotrzednycli $rub
okreslajacych, a zatem

pi VPt A FUfi
Y oy T

okre-
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Niech 2¢. , 2g. . , s+ 2cxx(,, 0znaczaja spotczynniki przygo-
towane $ruby X wzgledem S$rub odpowiednio X, ... Xw , natenczas
NA ~ Pipidx2 pj o+ ... 0+ Pe Pe

i podobne wyrazenia otrzymamy dla spélczynnikow pozostatych. Wsta-
wiwszy w to rOwnanie wartosci p, wedtug (1) i uwzgledniwszy wyra-
zenia wiadome parametrow $rub okreslajacych, tudziez ich odwrotno$é,
mie¢ bedziemy

G)l= ZX, G>= p"X', ....,72X{)= p00X0. @)

Poniewaz zaden ze spoéiczynnikow p., ... pc)niejest rOwny zeru,
przeto spotczynniki przygotowane $ruby X wzgledem $rub X, ... X()nie
beda w ogodlnosci takze rowne zeru, z czego wynika przedewszystkiem,
ze w komplexie S$rub rzedu n-go nie znajduje si¢ w ogol-
nos§ci wigcej, jak n §rub wzajemnie odwrotnych. Komplex
srub rzedu n-go zawiera w ogolnosci nieskonczenie wiele uktadow po n
$rub wzajemnie odwrotnych, atoli nie ma w nim (n + /) $rub, ktore
bylyby wzajemnie odwrotne.

21. Niech X,, 1 X2 oznaczaja parametry dwu S$rub komplexu
rzgdu n-go, okreslonego przez $ruby X, ... X(n), wzajemnie odwrotne;
spotrzedne jednorodne tych $rub oznaczmy przez p,, ip-, 2,u,4,5, 6),
obliczajac je wedlug wzorow

Pu = p-ipl + P33 pli + mwmm+ p. pln
Pu = p2Pi + p.;p" + .-+ P2P (')

Srubie X, odpowiadaja wedlug tego znakowania spotczynniki
Pin Pii,*e > a Srubie | spotczynniki p12, ps82, ... p,2, za pomoca
ktorych ze spotrzednycli n Srub okreélajacych mozna obliczy¢ spotrzgdne
tych dwu $rub.

Oznaczmy przez 2GI2 spoétczynnik przygotowany Sruby X, wzgle-
dem X22, natenczas

'ht \ Pu Pi: &Xpr","M2 p .... p X pb6 p&.
Wstawmy wto wyrazenie wartos$ci spotrzednych i pi2mrzgle-

dnijmy wyrazenia parametréw Srub okreslajacych i ichwzajemna od-
wrotno$¢ , wtedy otrzymamy :

b 2 d—p’i, pjz “P )G"zj O,0 “P +m*md X p.ni p..2 - (2)
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Gdyby s$ruby X,, i X2 byly identyczne, natenczas, jak wiadomo,

Z porownania dwu ostatnich rownan z rébwnaniami (4) i (5) art. 11-go
okazuje si¢, ze parametr $ruby dowolnej, tudziez spdlczynnik przygo-
towany dwu $rub dowolnych komplexu rzg¢du n-go, okre$lonego przez n
$rub wzajemnie odwrotnych, mozna obliczy¢ z parametrow tych n $rub
za pomoca wyrazen, podobnych do tych, ktére sluzyly do obliczenia
wielkosci powyzszych dla jednej lub dla dwu $rub w tym przypadku,
gdy sze$¢ srub spotrzednych stanowilo uklad odwrotny. Z réwnan (1)
okazuje sig¢, ze spotczynnik! p.1J} p2 P-»» ktore stluza do obliczenia
spotrzednych jednorodnych $ruby X,, ze spoétrzednych srub X, ... Xw,
przedstawiaja predkosci katowe skretow odpowiednio okolo tych n S$rub,
ktorych wypadkowa jest skret z predkoscia katowa réwnag jednosci
okoto $ruby X,,. Poniewaz sze$¢ spotrzednych jednorodnych p,, $ruby X,
ma podobne znaczenie wzglgdem szesciu S$rub wzajemnie odwrotnych,
przeto mozemy n spotczynnikow pn , i,, uwaza¢ za spot-
rz¢dne jednorodne $ruby w komplexie rz¢du n-go, one bo-
wiem okre$laja doktadnie t¢ $Srube, jezeli znamy parametry $rub, kom-
plex okreslajacych. Wprowadziwszy pojecie n spoitrzednych $ruby w kom-
plexie rzedu n-go, widzimy, ze rownania (2) i (3) odpowiadaja zupetnie
rownaniom (4) i (5) art. 11l-go tak pod wzglegdem budowy, jakotez pod
wzgledem znaczenia wyrazow, w nie wchodzacych.

Miedzy szeScioma spoitrzednemi pu Sruby Xn zachodzi zwiazek
wiadomy

1pl +211 puphktcos X, X)= 1

Wstawmy w to réwnanie wartosci (1) 1 uwzglednijmy wzor na
dostawe kata migdzy osiami dwu $rub, podany w art. 3-ym, a otrzymamy

(C] L + 211 [k cos (X0, X(t) = 1.

To réwnanie wyraza jedyny zwiazek, zachodzacy migdzy n spoi-
rzednemi $ruby w komplexie rzedu «-go, z ktérego okazuje sie, ze mig-
dzy temi spotrzednemi jest n—/ wielkosci niezaleznych.

Z wywodu powyzszego wyplywa, ze przez wprowadzenie S$rub
wzajemnie odwrotnych wszelkie badania, odnoszace si¢ do komplexu
$rub, sprowadzaja si¢ do rachuby jednolitej a co do formy niezaleznej
od rzedu komplexu.
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§.5.

Rownowaga ciata sztywnego.

22. Ruch chwilowy ciata sztywnego jest doktadnie okreslony, je-
zeli znamy S$rubg A, okoto ktoérej ciato skreca si¢ w chwili rozwazanej,
tudziez odchylenie Otp tego skretu. Obrawszy sze$é $rub spotrzednycli,
rozlozmy skret Sp na szes¢ skretow z odchyleniami odpowiednio &p okoto
tych $rub, natenczas §py przedstawiaja nieskoficzenie mate spohrzedne
jednorodne ruchu chwilowego, a gdy p, oznacza jedne ze spotrzednycli
sruby X, natenczas odpowiednia spoétrzedna ruchu Sp = p &

Jezeli migdzy szescioma spoirzgdnemi ruchu chwilowego, czyli —

co na jedno wychodzi — migdzy szeScioma spotrzednemi odpowiedniej
sruby chwilowej nie zachodzi zaden zwiazek, wtedy cialo jest zupelnie
swobodne, czyli — jak si¢ wyrazi¢ mozemy — posiada swobodg¢ rzedu

szostego. Jezeli za§ migdzy terni spotrzednemi (ruchu lub $ruby) zacho-
dza pewne zwiazki, niezalezne od sit, wtedy swoboda ciata jest ograni-
czona. Aby to ograniczenie swobody, a zatem takze rzad swobody po-
zostatej dokladnie okresli¢, zwazmy, ze przy stosowaniu zasady prac
przygotowanych nalezy w ogodlnosci uwzglednia¢ tylko nieskonczenie
mate przesuni¢cia punktow rzedu pierwszego, odrzucajac potegi wyzsze
tychze przesuni¢¢. Z tego wynika, ze zwiazki mig¢dzy spotrzednemi Sruby
chwilowej, ograniczajace swobode ciata, bg¢da wyrazone przez réwnania
linijjowe i jednorodne wzgledem tych spolrzednych, ze zatem rzad swo-
body zaleze¢ bedzie tylko .od ilosci tych réwnan.

Jezeli miedzy spolrzgdnemi p, Sruby zachodzi n zwiazkow linijo-
wych 1 jednorodnych

ft x + W + e e e m + y6 = 0 >

przyczecm n ~ 5. natenczas swobode ciata sztywnego okreslamy jako
swobode rz¢du [6—re)-go. Na podstawie takiego okreslenia swoboda
ciala bedzie tern wigksza, im mniej rownan warunkowych zachodzi mig-
dzy powyzszemi spotrzgdnemi. Uwazajmy spotczynniki u jako propor-
cyjonalne wzgledem spotrzednycli pewnej S$ruby, natenczas kazde ro-
wnanie warunkowe z osobna wyraza, ze Sriiby chwilowe, okolo ktoérych
ciatlo moze si¢ skrecaé, sg odwrotne wzgledem pewnej Sruby, a uktad n
rownan warunkowych wyraza, ze $ruby chwilowe sa odwrotne wzgleg-
dem n $rub, czyli, ze stanowia komplex rzedu /6 — n)-go. Z tego sig
okazuje, ze rzad swobody ciata sztywnego jest rowny rze-
dowi komplexu $rub, okolo ktéorych ciato moze wykony-
waé skrety chwilowe.



ZASADY OGOLNE MECHANIKI CIAL SZTYWNYCH. 29

Gdy ciato posiada nieograniczona swobod¢ ruchu, natenczas kom-
plex $rub, okoto ktéorych moze si¢ skrgcaé, jest rzedu szostego. Gdy
ciato sztywne kreci si¢ okoto punktu stalego lub posuwa si¢ rownolegle
do ptaszczyzny stalej, natenczas komplex $rub, okoto ktoérych moze si¢
skrecaé, jest rzgdu trzeciego, a cialo posiada w skutek tego swobode
rzedu 3-go.

23. Na podstawie podanego okreslenia swobody ciala sztywnego
mozemy zasad¢ rownowagi takiego ciala przy dziataniu jakichkolwiek
sit wyrazie w nastgpujacem twierdzeniu ogdédlnem :

Jezeli cialo sztywne posiada swobodg¢ jakiegokolwiek
rzedu, to dla rownowagi sit przytozonych potrzeba i wy-
starcza, zeby S$ruba skretnika, réwnowaznego uktadowi
tych sit, nalezata do komplexu, odwrotnego wzgl¢dem
komplexu tych §rub, ktore okreslaja swobodg ciata.

Prawdziwos$¢ tego twierdzenia, streszczajacego cata statyke ukta-
doéw sztywnych, wynika bezposrednio z poje¢cia swobody takich uktadow
i z pojecia odwrotnosci dwu S$rub.

Niech komplex $rub rzedu /6 — w)-go Je n okresla kinematycznie
swobod¢ ciala sztywnego, a Jn niech bedzie odpowiednim komplexem
odwrotnym rzedu n-go, natenczas skretnik o sile dowolnej, ktérego Sruba
nalezy do komplexu J,,, nie wywrze zadnego wplywu na ruch ciata.
Gdyby komplex J, okreslat swobode¢ ciata, toby skretnik o sile dowol-
nej, ktorego $ruba nalezy do komplexu nie wywart zadnego wptywu
na ruch ciata.

Wszelkie poszukiwania, odnoszace si¢ do rownowagi sil, maja na
celu wyznaczenie komplexu §rub, odwrotnego wzgledem pewnego kom-
plexu danego. W paragrafie poprzedzajacym sprowadziliSmy te poszuki-
wania do postaci najprostszej w skutek okreslenia komplexu przez §ruby
wzajemnic odwrotne. Na podstawie metody podanej mozna kazde za-
gadnienie statyczne rozwigza¢ sposobem najprostszym. W zagadnieniach,
rozwigzywanych w elementach statyki, komplexy odpowiednie maja po-
staci najprostsze, a parametry S$rub maja najczgSciej warto$¢ zero lub
warto$¢ nieskonczenie wielkg, w skutek czego mozna te zagadnienia
rozwigzywaé bez znajomo$ci powyzszego twierdzenia ogdlnego.












