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ZASTOSOWANIE ESTYMACJI JADROWEJ
DO MONITOROWANIA PROCESU
O NIEZNANYM ROZKLADZIE

Wprowadzenie

Karta kontrolna jest prostym i efektywnym narzgdziem statystycznej kon-
troli jakosci. Pozwala ona dokona¢ oceny poprawnosci procesu, ale pod warun-
kiem spetnienia podstawowych jej zalozen. W przypadku naruszenia zalozen
klasyczne karty kontrolne moga dawac falszywe sygnaly, dla procesu uregulo-
wanego, badz nie zasygnalizowa¢ lub zasygnalizowaé z pewnym opdznieniem
fakt rozregulowania procesu.

W opracowaniu przedstawiono metod¢ wyznaczania linii kontrolnych na
podstawie oszacowanej w drodze estymacji jadrowej gestosci zmiennej losowe;.
Metoda ta jako metoda nieparametryczna nie wymaga spelnienia zalozen odno-
$nie do rozktadu badanej charakterystyki, wigc moze by¢ stosowana dla danych
o dowolnym, nieznanym rozktadzie.

1. Karta kontrolna

Karta kontrolna jest instrumentem umozliwiajacym statystyczne monitoro-
wanie procesu wytworczego. Dostarcza ona informacji o jego przebiegu, jak
rowniez przyczynia si¢ do podnoszenia jakosci produkcji. Jej cechami charakte-
rystycznymi sg prostota konstrukcji i skutecznos¢.

Klasyczne karty kontrolne opieraja si¢ na zatozeniu, iz zmienna diagno-
styczna obserwowana podczas monitorowania procesu ma rozktad normalny
z wartoscig oczekiwang u i odchyleniem standardowym o (Konczak, 2007).
Zakladaja one rowniez, iz pomiary w kolejnych okresach czasowych sa nieza-
lezne. Karta kontrolna jest wykresem stuzacym do rejestracji wynikow biezacej
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kontroli jakosci produktow. Wykresla sie na niej lini¢ centralng — wyznaczajaca
warto$¢ oczekiwang monitorowanej charakterystyki, linie kontrolne (goérng
i dolng) oraz linie ostrzegawcze (gorna i dolna).

Linie kontrolne sg ustawione na takim poziomie, aby prawdopodobienstwo po-
jawienia si¢ wartosci ponizej dolnej lub powyzej gornej linii kontrolnej, przy proce-
sie uregulowanym statystycznie, bylo odpowiednio mate. Klasycznie, przy zatoze-
niu normalno$ci rozktadu badanej cechy, linie te s3 oddalone od linii centralnej
o trzy odchylenia standardowe monitorowanego procesu wytworczego. Linie ostrze-
gawcze sg umieszczane z reguly na poziomie linii centralnej plus lub minus 2o
(Grant, 1972). Ze wzgledu na naruszenie zatozenia o normalnosci rozktadu badanej
charakterystyki coraz cz¢Sciej wyznacza si¢ polozenie linii kontrolnych na podsta-
wie warto$ci odpowiednich kwantyli znanych rozkladow teoretycznych, ktére mo-
ga by¢ wykorzystywane do modelowania danych rzeczywistych.

Uktad punktéow na karcie kontrolnej w relacji do poziomu linii kontrolnych
1 ostrzegawczych stanowi podstawe do wnioskowania o poprawnos$ci przebiegu
badanego procesu produkcyjnego. W literaturze jest rozwazanych wiele sygna-
tow $wiadczacych o rozregulowaniu procesu, natomiast w opracowaniu jako
sygnat rozregulowania procesu uznaje si¢ tylko punkt ponad goérng badz pod
dolna linig kontrolna.

Karty kontrolne sg charakteryzowane przez ARL (przeci¢tna dtugos¢ serii
do wystapienia sygnatu). Dla procesu uregulowanego statystycznie oznacza si¢
ja jako ARL,, a dla procesu rozregulowanego jako ARL,. ARL, powinna przyj-
mowa¢ wysokie wartosci. Stanowi ona odwrotnos¢ prawdopodobienstwa wysta-
pienia bledu I. rodzaju, tzn. odwrotnos¢ prawdopodobienstwa wystapienia sy-
gnatu (p,) dla pojedynczej obserwacji (proby):

1 1
ARLy ==~ (1)

Przecigtna dlugos¢ serii do wystgpienia sygnatu dla procesu rozregulowa-
nego statystycznie wyraza si¢ wzorem:

ARL, ZIL @)

gdzie:
[ — prawdopodobienstwo niewykrycia rozregulowania w pierwszej probce po

wystapieniu rozregulowania.
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2. Estymacja jadrowa

Estymacja jadrowa jest metoda szacowania funkcji ggstosci, ktéra wymaga zde-
finiowania. Niech f{x) bedzie gestoscig rozktadu zmiennej X w populacji, taka, ze:

J-|f(x12dx<oo 3)

oraz niech X,,..., X, bedzie proba prosta wylosowang z tej populacji. Estyma-

torem jadrowym gestosci f{x) nazywamy funkcje w postaci:
aﬂ c
f;l(x;an):7zK[an(x_Xi)]’ (4)
i=1
gdzie (an )nex to cigg liczb dodatnich rozbieznych do nieskonczonosci i taki, ze
..a . .. .
a, = O(n) ,tzn. lim—= = 0, oraz K(x) — funkcja spetniajgca warunki:

n—0 n

0

I|K(x)|2dx <o, (5)
}((x) = K(~x) dla x  (—o0;0), (6)
TK(x)dx: , (7
sup |K(x)|£ A<, (®)
TxiK(x)dx:Odla i=1,...,s-1, ©)
szK(x)dx =0, (10)
]ExSK(x)dx <o, (11)

—00

gdzie s jest ustalong liczbg naturalng (Domanski, Pruska, 2000). Estymator ja-
drowy gestosci zalezy od wyboru postaci jadra i od wyboru ciagu a,, .
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3. Opis danych

Prezentowane w artykule rozwazania prowadzono z wykorzystaniem udostep-
nionych danych gromadzonych przez pewien zaklad produkcyjny reprezentujacy
branzg¢ motoryzacyjng prowadzacy swa dziatalno$¢ na terenie wojewodztwa $laskiego.
Analizowane dane pochodza z kontroli migdzyoperacyjnej pewnej charakterystyki
produkowanego tam elementu. Udostgpnione dane charakteryzuja si¢ tygodniowym
horyzontem czasowym. Obejmujg one informacje o prowadzonych kontrolach
w okresie od 10.09.2012 do 15.09.2012. Lacznie stanowi to 10969 rekordow.

W omawianym okresie nie stwierdzono rozregulowania procesu produkcyj-
nego, gdyz wszystkie uzyskane podczas przeprowadzonej kontroli warto$ci mie-
$cily sig w wyznaczonych dla tej badanej charakterystyki normach. Analizowane
dane mozna wigc traktowa¢ jako dane pochodzace z procesu o prawidlowym
przebiegu. Z tego wzgledu dane te mogg postuzyé do wyznaczenia granic kon-
trolnych badanej charakterystyki.

4. Analiza poprawnosci procesu produkcyjnego

Analize procesu produkcyjnego nalezy rozpocza¢ od sprawdzenia (najczesciej
na podstawie danych historycznych) zatozen karty kontrolnej. W omawianym
przypadku zgodno$¢ rozktadu empirycznego danych z rozktadem normalnym zo-
stata zweryfikowana za pomoca testu Kotmogorowa-Smirnowa z poprawka Lillie-
forsa oraz testu Shapiro-Wilka. Na ich podstawie nalezy odrzuci¢ weryfikowana
hipotezg o normalnosci rozktadu badanej cechy.

xbar.one Chart
ford

Group summary statistics

1 638 1552 2558 3564 4570 5576 6582 7588 8594 9600 10698
Group
Number of groups = 10969

Center = 13.08951 LCL=264453 Number beyond limits = 138
StdDev = 3481661 UCL =2353449 Number violating runs = 391

Rys. 1. Klasyczna karta kontrolna wykreslona dla analizowanych danych
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Ze wzgledu na brak normalnosci rozktadu badanej cechy klasyczne karty
kontrolne, wymagajace zgodnosci empirycznego rozktadu danych z rozktadem
normalnym, moga prowadzi¢ do btednej oceny poprawnosci przebiegu procesu
produkcyjnego. Rysunek 1 przedstawia klasyczng karte kontrolng wykreslong
dla analizowanych danych (potozenie linii centralnej i kontrolnych ustalono na
podstawie wartosci $redniej i odchylenia standardowego wyliczonych dla do-
stepnych danych). Uklad punktow na tej karcie wskazuje, iz proces nie przebie-
ga w sposob prawidtowy, gdyz 138 sposrod zarejestrowanych pomiarow osiaga
wartos$ci przekraczajace warto$¢ gornej linii kontrolnej. Prawdopodobienstwo
sygnatu wynosi wigc p; = 0,0128, a ARL, = 79. Dla poréwnania nalezy tutaj
podaé¢, iz dla klasycznej karty kontrolnej, przy spehieniu jej zatozen, wynosi
ARL, = 370. Oznacza to, iz ze wzgledu na brak normalnos$ci rozktadu badane;j
cechy klasyczne karty kontrolne, wymagajace zgodnosci rozkladu danych
z rozkladem normalnym, mogg prowadzi¢ do blednej oceny poprawnosci prze-
biegu procesu produkcyjnego.

4.1. Nieklasyczne metody wyznaczania granic kontrolnych

Ze wzgledu na niebezpieczenstwo blgdnej oceny prawidlowosci przebiegu proce-
su produkcyjnego dla danych o rozktadzie empirycznym istotnie r6znym od rozktadu
normalnego granice kontrolne na karcie powinny zosta¢ wyznaczone w inny sposob.

W opracowaniu rozwazano dwa mozliwe nieklasycznie sposoby wyznaczania
linii kontrolnych. Pierwszy bazuje na kwantylach teoretycznego rozktadu zblizone-
go ksztaltem do rozktadu empirycznego. Drugi opiera si¢ natomiast na kwantylach
oszacowanej w drodze estymacji jadrowej funkcji gestosci danych empirycznych.

W przypadku analizowanej cechy jest mozliwe zastosowanie wielu zna-
nych, teoretycznych rozktadow aproksymujacych empiryczny rozktad danych.
Jako przyktad zostat wybrany rozktad gamma. Rozktad o parametrach o= 15,201,
p=0,861 najlepiej sposrod rozktadéw z rodziny gamma przybliza rozktad mo-
nitorowanej charakterystyki. Przeprowadzony test zgodnosci Kologomorowa-
Lillieforsa odrzuca jednak hipotezg o zgodnos$ci obu rozktadow.

Karta kontrolna oparta na kwantylach rozktadu gamma o zadanych parame-
trach, prezentowana na rysunku 2, zostala wykre$lona w celu zobrazowania
konsekwencji braku zgodnosci obu rozktadow. Jej analiza sktania do wniosku, iz
przyblizenie rozktadu empirycznego badanej charakterystyki rozktadem gamma
i wnioskowanie o prawidlowosci przebiegu tego procesu na podstawie tego teo-
retycznego rozktadu, prowadzi réwniez do blednej oceny procesu wytworczego.
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Karta ta wskazuje, iz analizowany proces jest rozregulowany statystycznie,
o czym wskazuja liczne (173) przekroczenia linii kontrolnych.

xbar.one Chart
ford

Group summary statistics

1 638 1552 2558 3564 4570 5576 6582 7588 8594 9600 10698

Group

Number of groups = 10969
Center = 13.08951 LCL = 5808366 Number beyond limits = 173
StdDev = 3.246222 UCL =23.40058 Number violating runs = 391

Rys. 2. Karta kontrolna wykreslona dla analizowanych danych, gdzie linie kontrolne wyznaczano
na podstawie kwantyli funkcji gestosci rozktadu gamma

Ze wzgledu na nieuzasadnione wnioskowanie o prawidlowosci przebiegu pro-
cesu produkcyjnego na podstawie znanych rozkltadéw teoretycznych (rozktad nor-
malny, gamma) uzasadnione jest stosowanie kart nieparametrycznych czy kart
nieograniczonych postacia rozktadu (distribution — free charts) (Chakraborti, van
der Laan, van de Wiel, 2004, s. 443-462). Proponowana metoda nie musi zakta-
da¢ zadnego szczegdlnego rozktadu. Opiera si¢ ona na oszacowaniu nieznanej
funkcji gestosci empirycznego rozktadu danych metoda estymacji jadrowej
(Wegman, 1972, s. 533-546).

Rysunek 3 przedstawia karte kontrolng, gdzie granice kontrolne wyznaczo-
no na podstawie wartosci odpowiednich kwantyli oszacowanej metoda estymacji
jadrowej zmiennej losowej. Na jej podstawie mozna wysnu¢ wniosek, iz propo-
nowana metoda dobrze sprawdza si¢ przy wyznaczaniu granic kontrolnych dla
danych o innym niz normalny rozktadzie prawdopodobienstwa, gdyz ustala je na
takim poziomie, iz prawdopodobienstwo uzyskania sygnatu o rozregulowaniu
w przypadku procesu uregulowanego statystycznie jest rzedu p, = 0,001 (do-
ktadna warto$¢ to p; = 0,00087). ARL, wynosi wigc ARLy = 577.
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xbar.one Chart
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Group summary statistics

1 638 1552 2558 3564 4570 5576 6582 7588 8594 9600 10698

Group

Number of groups = 10969

Center = 13.08951
StdDev = 3.246222

LCL =4903162
UCL =307748

Number beyond limits = 19
Number violating runs = 391

Rys. 3. Karta kontrolna wykre§lona dla analizowanych danych, gdzie linie kontrolne wyznaczano
na podstawie kwantyli funkcji gestoéci rozktadu oszacowanej metoda estymacji jadrowej

Tabela 1 przedstawia podstawowe informacje o analizowanych metodach
wykorzystanych do monitorowania procesu produkcyjnego na podstawie do-
stepnych danych. Proponowana metoda oparta na kwantylach funkcji gestosci
rozktadu oszacowanej metoda estymacji jadrowej cechuje si¢ najdtuzsza sposrod
analizowanych metod przecietng dtugoscia serii do wystapienia sygnatu. Naj-
wigksza warto$¢ ARL, i najmniejsza liczba przekroczen granic kontrolnych wy-
nika bezposrednio z potozenia linii kontrolnych. Nalezy zauwazy¢, iz w tym
przypadku rozstep pomiedzy granicami kontrolnymi jest najwigkszy.

Tabela 1

Wartosci granic kontrolnych i liczba ich przekroczen dla analizowanych danych
w zaleznosci od zastosowanej metody wyznaczania poziomu linii kontrolnych

Karta oparta na kwantylach funkcji

Metoda wyznaczania Klasyczna | Karta oparta na kwanty- o .
- gestosci rozktadu oszacowanej
granic kontrolnych karta x lach rozktadu gamma o .
metodg estymacji jadrowej
Liczba przekroczen granic
kontrolnych 138 179 19
ARL, 79,49 63,40 577,32
LCL 2,64 5,81 4,9
UCL 23,53 234 30,77

Nalezy ponadto podkresli¢, iz poziom, na jakim sg ustalone linie kontrolne,
wynika z przyjetego rozkladu stanowigcego podstawe karty kontrolnej. I tutaj
ogromne znaczenie ma dobre dopasowanie oszacowanej funkcji ggstoSci zmiennej
losowej do empirycznego rozktadu danych, otrzymane metoda estymacji jadrowe;.
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4.2. Weryfikacja poprawnosci proponowanej metody wyznaczania
granic kontrolnych na podstawie kwantyli rozkltadu oszacowane;j
metoda estymac;ji jadrowej zmiennej losowej

W celu weryfikacji poprawno$ci proponowanej metody wyznaczania linii
kontrolnych na podstawie kwantyli funkcji gestosci rozktadu empirycznego
oszacowanej w drodze estymacji jadrowej przeprowadzono symulacje kompute-
rowe. Procedura symulacyjna obejmujgca dwa warianty przebiegata etapowo.
Wariant pierwszy zaktadal proces przebiegajacy prawidlowo. W pierwszym
kroku z udostepnionych danych losowano n-elementowa probke, na podstawie
ktoérej wyznaczano poziomy linii kontrolnych. Rozwazano oméwione trzy meto-
dy wyznaczania granic kontrolnych, tzn. metod¢ klasyczng i metody oparte na
warto$ciach kwantyli rozkladu gamma o zadanych parametrach i rozktadu uzy-
skanego w wyniku estymacji jadrowej. Nastgpnie wykreslano karty kontrolne
z zadanymi granicami kontrolnymi i dla dostepnych danych rzeczywistych zli-
czano liczbe przekroczen linii kontrolnych, prawdopodobienstwo sygnalu oraz
ARLy. Procedur¢ powtarzano 10000-krotnie, usredniajac wyniki. Linie kontrolne
wyznaczano dla probek liczacych 100, 500, 1000, 2000, 4000 i 5000 elementow.

W wariancie drugim, zakladajacym rozregulowanie procesu, podobnie jak
w wariancie pierwszym, postuzono si¢ n-elementowymi prébkami do wyzna-
czania poziomu linii kontrolnych zgodnie z algorytmami analizowanych metod.
Nastegpnie generowano N = 10969 wartosci z rozktadu normalnego o parame-
trach =11 1 o= 2,9. Warto$ci te nanoszono na przygotowane karty kontrolne,
nastepnie zliczano liczbe przekroczen linii kontrolnych, obliczano prawdopodo-
bienstwo wystapienia sygnatu i ARL;. Procedurg¢ powtarzano 10000-krotnie,
usredniajgc wyniki.

Tabela 2

ARL dla analizowanych danych w zaleznosci od zastosowanej metody wyznaczania
poziomu linii kontrolnych i liczebno$ci probki wstepnej (proces uregulowany)

Liczebnos¢ Klasyczna | Karta oparta na kwan- Karta oparta na kwantylach funkcji gestosci
probki n karta x tylach rozktadu gamma | rozkladu oszacowanej metoda estymacji jadrowej

10969 79,49 63,40 577,32
100 69,54 24,52 45,05

500 76,86 53,01 181,34
1000 78,68 62,41 260,36
2000 79,31 70,66 350,67
4000 79,45 78,48 422,21
5000 79,47 81,58 438,41

Tabela 2 przedstawia przecigtng dlugos¢ serii do wystapienia sygnatu dla
analizowanych danych w zaleznos$ci od sposobu wyznaczania linii kontrolnych
1 liczebnosci probki wstepnej. Na jej podstawie mozna wysnu¢ wniosek, iz nie-
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zaleznie od zastosowanej metody, wraz ze wzrostem liczebnosci probki wstep-
nej ARLg ros$nie. Przy zalozeniu prawidtowego przebiegu procesu produkcyjnego
oznacza to, iz wraz ze wzrostem liczebno$ci probki wzrasta doktadnos¢ anali-
zowanych metod wyznaczania linii kontrolnych.

Tabela 3

ARL; dla analizowanych danych w zaleznosci od zastosowanej metody wyznaczania
poziomu linii kontrolnych i liczebnosci probki wstepnej (proces rozregulowany)

Liczebnosé¢ Klasyczna | Karta oparta na kwan- Karta oparta na kwantylach funkcji gestosci
probki n karta x tylach rozktadu gamma | rozktadu oszacowanej metoda estymacji jadrowej

100 318,77 12,53 18,09

500 454,58 22,74 36,52
1000 474,56 25,57 41,39
2000 487,34 28,27 46,45
4000 494,23 30,14 50,06
5000 498,00 30,40 50,70

Na podstawie tabeli 2 mozna rowniez wysnu¢ wniosek, iz probka wstepna
liczaca 2000 elementow zapewnia ARL, dla proponowanej metody na poziomie
350, co jest wynikiem poréwnywalnym z ARL, dla klasycznej karty kontrolnej
przy spehieniu jej zalozen. Ponadto z tabeli tej wyplywa wniosek, iz dalszy
wzrost wielkosci probki wstepnej powoduje coraz to mniejszy przyrost ARLy.
Z tego wzgledu mozna uznaé, iz w przypadku proponowanej metody probka
wstepna powinna liczy¢ minimum 2000 elementow.

Tabela 3 przedstawia warto$¢ ARL, dla danych pochodzacych z rozktadu
normalnego o parametrach =111 o= 2,9 w zaleznosci od sposobu wyznacza-
nia linii kontrolnych i liczebno$ci probki wstepnej. Jej analiza sktania do wnio-
sku, iz klasyczna karta kontrolna, w ktorej polozenie linii centralnej, kontrolnych
i ostrzegawczych determinuje warto$¢ §rednia i odchylenie standardowe uzyska-
ne z probki wstepnej (w przypadku analizowanych danych ksztaltuja si¢ one na
poziomie X =13,09 is=3,48), niezaleznie od wielkosci probki wstepnej, jest
nieczuta na wprowadzone zaburzenie procesu (duze warto$ci ARL,). Pozostate
dwie metody zareagowaly prawidtowo na to rozregulowanie, przy czym prze-
cietna dtugos¢ serii do wystapienia sygnatu dla karty opartej na kwantylach roz-
ktadu gamma jest nizsza, niezaleznie od wielko$ci probki wstepnej, niz dla karty
opartej na kwantylach funkcji gestosci rozktadu oszacowanej metoda estymacji
jadrowej. Niskie wartosci ARL; w przypadku procesu rozregulowanego staty-
styczne $wiadcza o wrazliwosci karty kontrolnej na rozregulowanie procesu
i tym samym o jej skutecznosci.
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Podsumowanie

Prezentowane w artykule rozwazania na temat monitorowania procesow
produkcyjnych cechujacych si¢ innym niz normalny rozktadem badanej charak-
terystyki sktaniaja do wniosku, iz stosowanie klasycznego podej$cia opartego na
czesto naruszanym zatozeniu o normalno$ci rozktadu badanej charakterystyki
prowadzi do btednej oceny poprawno$ci monitorowanego procesu.

Dla danych o rozktadzie empirycznym istotnie roznym od znanych teore-
tycznych rozkladow istnieje jednak metoda wyznaczania granic kontrolnych,
ktora zapewnia, iz sygnaly swiadczace o rozregulowaniu procesu w przypadku
procesu uregulowanego statystycznie pojawiaja si¢ na karcie kontrolnej z zato-
zonym niskim prawdopodobienstwem.

Metoda ta opiera si¢ na warto$ciach odpowiednich kwantyli wyznaczonej
w drodze estymacji jadrowej funkcji gestosci rozktadu empirycznego. Propono-
wany sposob monitorowania poprawnosci przebiegu procesu produkcyjnego
o nieznanym rozktadzie badanej charakterystyki posiada pozadane cechy do-
brych kart kontrolnych. Proponowana karta szybko reaguje na wzrost wadliwo-
$ci procesu produkcyjnego, jak rowniez nie sygnalizuje zbyt czgsto jego rozre-
gulowania dla procesu przebiegajgcego prawidtowo.
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THE USE OF THE KERNEL ESTIMATION FOR MONITORING
PROCESSES WITH UNKNOWN DISTRIBUTIONS

Summary

The control chart is a tool of statistical quality control, which is widely used in fac-
tories. The fulfillment of its basic assumptions ensures faultless assessing the monitored
process. Infringements the assumptions of classical control charts can cause false signals
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in the case of a regulated process, ecither lack of signal or the signal delayed in time,
when process is out-of-control. Incorrect assessment of the accuracy of the manufactur-
ing process is of course the economic impact.

In this paper, based on actual data an attempt to determine control limits for the
manufacturing process of the distribution of the controlled characteristics, which is sig-
nificantly different from a normal distribution, was taken. The result of this work is the
method of determining the control limits based on the quantile of a random variable
estimated by the kernel estimation. The article pays attention to the economic conse-
quences of infringements the assumptions of classical control charts.



