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Wprowadzenie

Wykorzystanie kart kontrolnych w problematyce statystycznego sterowania
procesem odbywa si¢ zwykle przy zatozeniu normalno$ci rozktadu badanych
cech. Tymczasem w rzeczywistosci zatozenie to jest bardzo czesto niespelnione.
Janacek i Meikle (1997, s. 19-31) wskazali, ze na 10 badanych przez nich cech,
zwigzanych z realizowanym projektem w przemysle lotniczym, az 7 byto dale-
kich od rozktadu normalnego. Podobny wynik uzyskali Alloway i Raghavachari
(1991, s. 336-347). Konstruowanie i zastosowanie metod statystycznego stero-
wania procesem nie odbywa si¢ jednak bez zwracania uwagi na zalozenia, stosuje
si¢ bowiem ,,zabiegi” majace na celu zapewnienie rozktadu normalnego badanych
cech. Najczesciej (powszechnie) wykorzystywanym sposobem gwarantujgcym
zblizenie si¢ do rozktadu normalnego jest pobieranie prob wieloelementowych.
Schiling i Nelson (1976, s. 183-188) wykazali, ze wystarczy pobiera¢ proby
4-elementowe, by zapewni¢ rozktad normalny badanych cech. Sg jednak takie
sytuacje, w ktorych nie mozna pobiera¢ probek kilkuelementowych i pobierane
proby sa jednoelementowe (indywidualne). Z taka sytuacjg ma si¢ do czynienia
np. wtedy, gdy rozpatruje si¢ produkcje indywidualng (na zamowienie) czy tez
w przypadku badan niszczacych. Wtedy tez jednym ze sposobdw na uzyskanie
zatozonego rozkladu jest dokonywanie matematycznych przeksztatcen badanych
cech. Innym sposobem jest stosowanie kart kontrolnych specyfikowanych do
danego rozktadu. Do technik nalezacych do grupy matematycznych przeksztat-
cen nalezy zaliczy¢ wykorzystanie krzywych Johnsona. W przypadku korzysta-
nia z krzywych Johnsona poszukuje si¢ takiej funkcji transformujacej, w wyniku
ktorej dane ulegng przeksztalceniu na rozktad normalny w ten sposob, ze beda si¢
zgadza¢ skumulowane prawdopodobienstwa dla poszczegolnych kwantyli w roz-
ktadzie empirycznym oraz rozktadzie normalnym.
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Celem artykutu jest zaprezentowanie mozliwo$ci wykorzystania ulepszone;j
procedury Slifkera i Shapiro estymacji krzywych Johnsona. Ulepszenie tej pro-
cedury zostanie dokonane poprzez konstrukcje modelu optymalizacyjnego.
Oprocz opisu modelu zostang przedstawione symulacje przeprowadzone z wy-
korzystaniem dwoch rodzajow rozktadow: normalnego oraz chi-kwadrat.

1. Krzywe Johnsona - podstawy teoretyczne

Problem transformacji zmiennych, tak by miaty one rozktad normalny, jest
dyskutowany w literaturze od XIX w. W 1947 r. Johnson opublikowatl prace,
ktoéra stata sie fundamentem dla koncepcji krzywych Johnsona. Jego podejscie
bazowalo na transformacji w postaci:

z=y+nk(x;4;¢) (1)

gdzie z jest zmienng o standaryzowanym rozktadzie normalnym, y i 77sg para-
metrami, natomiast funkcja k; wystepuje w trzech alternatywnych postaciach
zwanych:

— rozkladem Sy:

k,(x;A;¢) = arcsinh il ; d , ()
— rozkladem Sj:
k(i Aye) =In—~—% (3)
A+e—x
— rozkladem S;:
ky(x; Aze)=In>2—% (4)

Przeksztatcenie S, jest nazywane rozktadem lognormalnym, Sp jest rozkta-
dem ograniczonym na (&;A+ &), natomiast Sy jest rozktadem nieograniczo-
nym. Procedure estymacji parametréw transformacji nalezy poprzedzi¢ wybo-
rem odpowiedniego przeksztatcenia ;. Johnson (1949, s. 149-176) w swej pracy
opisuje sposoby wyboru transformacji bazujgce na trzecim i czwartym momen-
cie oraz odpowiednie metody estymacji. Sugerowane w pracy Johnsona metody
sg rozwijane w pozniejszych latach. Wyboér rodzaju krzywej, metody estymacji
czy tez tabele parametrow krzywych mozna znalez¢ w pracach miedzy innymi
Wheeler (1980, s. 725-728); Bukac (1972, s. 688-690); Johnson, Kitchen (1971,
s. 657-663). W 1980 r. Slifker oraz Shapiro (1980, s. 239-246) w swej pracy
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zaproponowali prosta procedurg¢ wyboru krzywej oraz przygotowali wzory
umozliwiajace estymacje parametrow transformacji. Proponowana przez Slifke-
ra i Shapiro procedura bazuje na poréwnaniu prawdopodobienstw skumulowa-
nych dla ustalonych wartosci pochodzacych z rozktadu normalnego z prawdo-
podobienstwami empirycznymi uzyskanymi dla badanych danych. Proponowana
procedura polega na wyborze takiej dodatniej wartosci z pochodzacej z rozktadu
normalnego standaryzowanego, aby mozliwe bylo ustalenie wartosci (-3z, -z, z, 3z)
i skonstruowanie 3 rownych przedzialdéw pokrywajacych znaczny ,,obszar” stan-
daryzowanego rozktadu normalnego. Odpowiadajace wartosciom (-3z, -z, z, 3z)
warto$ci X_;_;X__;X_;X;. w rozkladzie sprzed transformacji s3 podstawg do

wyboru odpowiedniej krzywej k.. Autorzy pracy wykazuja bowiem (por. Slifker,
Shapiro, 1980), ze wyboru krzywej k; mozna dokona¢ za pomoca wyrazenia:

mn
T (5)
p

gdzie m=x,, —x_;n=2x_

Z

. .. mn
—X_3,; P=X,—Xx_,, poniewaz: —- <1 dla prze-

ksztatcenia Sp; m_721 > 1 dla przeksztatcenia Sy, oraz m—? =1 dla transformacji S;.
p

Kontynuujac procedure wyboru adekwatnej transformacji, nalezy przedstawic
teraz sposOb uzyskiwania wartoSci x_; ;Xx__;Xx_;X;. odpowiadajacych warto-

$ciom (-3z, -z, z, 3z). Dla kazdej wartoéci Z = {— 3z;— Z;Z;3Z} liczy sie warto$¢
dystrybuanty rozktadu normalnego standaryzowanego P,. Prawdopodobienstwa te

staja si¢ podstawa do obliczenia kwantyli dla danych empirycznych, korzysta sie
1
=5 1
2 =P, & i=N-P,+—. Warto$¢ i zwykle
2

przy tym ze znanego wzoru:

okazuje si¢ by¢ warto$cia niecatkowita, stad zazwyczaj dokonuje si¢ interpolacji
odpowiedniego kwantyla. Tak wyliczone kwantyle stajg si¢ podstawg do wyzna-
czenia wartos$ci m, n oraz p, a w konsekwencji wyboru rodzaju transformacji.
Jak zasygnalizowano wcze$niej, w pracy Slifkera i Shapiro zaprezentowano
estymatory parametrow poszczegolnych transformacji. Estymatory te przedsta-
wiono w odniesieniu do wartosci m, n i p. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze wartosci te
sa w rzeczywistosci funkcjami kwantyli x_,_;x__;Xx_;x,_ . Ponizej przedstawio-
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no estymatory jedynie dla transformacji Sg; pozostate szacunki mozna znalez¢
w oryginalnej pracy Slifkera i Shapiro:
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2. Modyfikacja podejscia Slifkera i Shapiro

W przedstawionej w punkcie 1 procedurze postgpowania pewng kontrower-
sj¢ moze wzbudzi¢ arbitralny wybor wartos$ci z. Autorzy sugerujg przyjmowanie z
w okolicach liczby 0,5 (sami przyjmujg z = 0,524 Iub 0,5348) i wskazuja, ze im
wieksza probka, tym z moze by¢ blizej wartosci 1. Sugeruja takze, ze wybor z
blisko wartosci 1 moze skutkowac problemami z odnalezieniem punktow (kwantyli)
odpowiadajacych wartosciom -3z oraz +3z szczeg6lnie wtedy, gdy proba nie jest licz-
na. Zwré¢my bowiem uwage, ze w probie przykladowo 100-elementowej nie moz-
na wyznaczy¢ kwantyli rzedu ponizej 0,5% i1 powyzej 99,5%, co oznacza, ze
przyjecie wartosci z > 0,86 uniemozliwia skorzystanie z proponowanej procedury.
W trakcie prac symulacyjnych okazato si¢ rowniez, ze w przypadku wykorzy-
stania krzywej Sp, a zatem rozkladu ograniczonego, dochodzilo do sytuacji,
w ktorej wartosci empiryczne znajdowaly si¢ poza ustalonym obszarem. Z czeg-
$cig z tych probleméw mozna sobie poradzié, przyjmujac np. inny sposob wyli-
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czania kwantyli, podstawowym problemem pozostaje jednak arbitralny wybor
odpowiedniej wartosci z.

W artykule proponuje si¢ skorzystanie z modelu optymalizacyjnego, w ktorym
poszukuje si¢ takiego z*, ktore ma zapewni¢ jak najlepsze dopasowanie transfor-
mowanych danych do warto$ci empirycznych. W tym celu zdecydowano si¢ sko-
rzysta¢ ze znanej statystyki chi-kwadrat. Wykorzystanie tej statystyki musi poprze-
dzi¢ zamiana danych empirycznych przedstawionych w postaci uporzadkowanego
szeregu szczegotowego do odpowiedniego szeregu przedziatlowego. Sama funkcja
celu modelu bazujgca na statystyce chi-kwadrat przyjmuje postac:

FC=y’ Z(n " )2 — min
Jj=1 n' j
gdzie:
z * — szukana wartos¢ z,
n',=p,;-N —liczebnosci teoretyczne,

p,=F (ngf )—F (Zf) — prawdopodobienstwa teoretyczne znalezienia si¢ warto-

- . . . d g
Sci zmiennej w przedziale \z;,z; ),

z¢ I z$ 7 —dolna i gorna granica przedziatu w rozktadzie N(0;1),

F — dystrybuanta rozktadu N(0;1),

z; = 7+77ki(x‘;;ﬂ;5) )

y;n A, & —funkcje z* poprzez odpowiednie kwantyle (por. np. 6, 7, 8, 9).
Ograniczenia w tym modelu s3 dwojakiego rodzaju. Pierwsze wynikaja

z ograniczen natozonych na estymatory parametrow ;7 ;A; &, a drugie z cha-

rakteru przeksztatcenia i dotycza np. ograniczen dla rozktadu Sy gwarantujacych

znajdowanie si¢ obserwacji empirycznych w obowigzujacym dla danego prze-

ksztalcenia przedziale. Tak wiec np. dla krzywej Sz mamy ograniczenia w postaci:

n>0;4>0
x <e+A

max

X . >&

min

Taka specyfikacja modelu wymaga jeszcze jednego doprecyzowania. System John-
sona sktada si¢ bowiem z trzech rodzin rozktadoéw, a zatem warto$ci transformo-
wanych zmiennych sg liczone zgodnie z jednym z trzech podej$¢, zaleznym od
wartosci kryterium wyboru (5). Model wymagatby zatem takiego rozbudowania,
w ktorym zmiana warto$ci z majaca wpltyw na zmiane wartosci kryterium (5)
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skutkowataby zmiang rodziny rozktadéw. Takie rozbudowanie modelu nie zo-
stato wprowadzone, poniewaz w trakcie przeprowadzanych symulacji nigdy nie
zdarzylta si¢ taka sytuacja, w ktorej zmiana wartosci z na z* skutkowataby zmia-
ng rodzaju krzywej. Przyjgto zatem taki sposdb postepowania, w ktorym naste-
puje wstepna kwalifikacja (weryfikacja) kryterium wyboru krzywej dla postulo-
wanej przez Slifkera i Shapiro wartosci z = 0,5438 1 dla tak ustalonej krzywej
przeprowadzano procedure optymalizacyjna.

3. Optymalizacja procedury — przeprowadzone symulacje

Proponowane modyfikacje procedury Slifkera i Shapiro postanowiono zwe-
ryfikowa¢ metodami symulacyjnymi. W tym celu skorzystano z danych genero-
wanych z rozktadu N(10;2) oraz z rozktadu chi-kwadrat o 10 stopniach swobody.
Z rozkladow tych generowano probki 40-elementowe, a nastgpnie dopasowywano
do nich krzywe Johnsona z pomoca oryginalnej, a nast¢pnie zmodyfikowanej pro-
cedury Slifkera i Shapiro. Wybor rozktadéw byt arbitralny, podobnie jak wybor
wielko$ci proby, przy czym wybor proby byt dyktowany aspektami praktycznymi.
W praktycznych zastosowaniach statystycznego sterowania procesem czgsto nie
nalezy si¢ spodziewa¢ prob o znacznej licznosci — wynika to z charakteru danych.

Tabela 1
Pozycje kwantyla i kwantyl dla danych z rozktadu N(10; 2)
Pozycja kwantyla Oznaczenie kwantyla Kwantyl
38,5 X3, 14,21152
28,828 X 12,21275
12,172 X, 8,822107
2,5 X3, 6,778145

Jako pierwszy analizie poddano rozktad N(10;2). Zgodnie z procedurg Slifkera
i Shapiro przyjeto arbitralnie z = 0,5438, zatem odpowiednie prawdopodobienstwa
przyjmuja wartosci P ;. = 0,05; P _ =0,2918; P. =0,7082; P, =0,95. Dla tak

. . . . . 1 .
obliczonych wartosci prawdopodobienstw zgodnie ze wzorem i = N - P, + 5 obli-

czono pozycje kwantyli i odpowiadajace tej pozycji kwantyle (zob. tabela 1). Na pod-
stawie tych kwantyli obliczono kryterium wyboru krzywe;j (5), ktore wyniosto:
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mn_ 2,04-1,2999 03541,
» 3,39

co oznacza, ze jako krzywa wybrano rozklad Sp. Zatem zgodnie z (6), (7), (8) 1 (9)
obliczono wartosci 7 = 0,684; 4 =8,909; ¢ = 6,027,y =—0,013,a nastepnie
krzywa Johnsona w postaci:

x—6,027
8,909+ 6,027 —x

z=-0,013+0,6841n

W tabeli 2 przedstawiono obliczenia warto$ci statystyki chi-kwadrat dopasowa-
nia krzywej do danych empirycznych.

Tabela 2

Obliczenia wartosci statystyki chi-kwadrat dla danych generowanych z rozktadu N(10;2)

Klasy Obserwowane #; n; Krzywe Johnsona
Do 8,5 8 10,09294
8,5-10,5 11 9,792559
10,5-12,5 12 9,872583
Powyzej 12,5 9 10,24192
40 40
Warto$¢ statystyki chi-kwadrat 1,1919

W sposéb analogiczny postapiono z danymi generowanymi z rozktadu chi-
kwadrat. Dla z = 0,5438 obliczono kwantyle (zob. tabela 3), na podstawie kto-

rych wyliczono kryterium wyboru krzywej m_121 =0,534 <1 iwybrano krzywa Sz,
p

Nastepnie obliczono 77 =0,908; 4 =19,1076; ¢ =1,2357;y = 0,2897 i na tej

podstawie krzywa:

x—1,2357
19,1076 +1,2357 —x

z=0,2897+0,9081n

Weryfikacje dopasowania danych za pomoca statystyki chi-kwadrat przedsta-
wiono w tabeli 4.
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Tabela 3
Pozycje kwantyla i kwantyl dla danych z rozktadu chi-kwadrat (10)
Pozycja kwantyla Oznaczenie kwantyla Kwantyl
38,5 X3, 16,83469
28,828 Xz 12,14031
12,172 X, 6,670417
2,5 X3z 3,265393
Tabela 4
Obliczenia wartosci statystyki chi-kwadrat
dla danych generowanych z rozktadu chi-kwadrat (10)
Klasy Obserwowane n; n; Krzywe Johnsona
Do 5 7 6,477074
5-8 10 9,472782
8-11 7 9,218327
11-14 11 7,730981
Powyzej 14 5 7,100837
40 40
Wartos¢ statystyki chi-kwadrat 2,609229

Wyliczone wartosci statystyki chi-kwadrat staly si¢ bazg poréwnawcza dla
przeprowadzenia procedury optymalizacyjnej. Przedstawiony w punkcie 2 model
zostal wykorzystany do znalezienia warto$ci z*. Do rozwigzania zagadnienia
minimalizacji wykorzystano procedurg¢ ewolucyjnga modul Solver zawarta
w pakiecie Excel. Dla danych generowanych z rozktadu normalnego wartos¢ z
ulegla znacznej zmianie, gdyz z wartosci z = 0,5438 zmienita si¢ na wartos§¢
z* = 0,7144, dla ktorej statystyka chi-kwadrat wyniosta 0,27 (w poréwnaniu do
1,19 w oryginalnej procedurze). Dla rozktadu chi-kwadrat zmiana byla nie-
znaczna. Warto$¢ z = 0,5438 zmienita si¢ na z* = 0,5369, a warto$¢ statystyki
chi-kwadrat wyniosta 2,60920 (w poréwnaniu do 2,60923). Przeprowadzono
dodatkowo kilkadziesigt symulacji, a wyniki czgéci z nich przedstawiono w ta-
beli 5 dla danych generowanych z rozkladu normlanego i w tabeli 6 dla danych
generowanych z rozktadu chi-kwadrat. Mozna zauwazy¢, ze zawsze w wyniku
przeprowadzenia optymalizacji uzyskiwano poprawe wynikow dopasowania
krzywej do danych empirycznych.
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Tabela 5
Wyniki optymalizacji dla danych generowanych z rozktadu normalnego
Rozktad chi-kwadrat Przed optymalizacja Po optymalizacji
. . . statystyka ‘s statystyka
rodzaj krzywej wartos¢ z chi-kwadrat warto$¢ z chi-kwadrat
Sb 0,544 0,95 0,419 0,94
Su 0,544 6,25 0,128 0,34
Sb 0,544 5,36 0,650 1,54
Su 0,544 14,51 0,308 2,52
Sb 0,544 0,95 0,624 0,83
Sb 0,544 4,46 0,625 3,40
Tabela 6
Wyniki optymalizacji dla danych generowanych z rozktadu chi-kwadrat
Rozktad chi-kwadrat Przed optymalizacja Po optymalizacji
. . s statystyka . statystyka
rodzaj krzywej wartosé z chi-kwadrat wartos¢ z chi-kwadrat
Sb 0,544 1,16 0,672 0,53
Su 0,544 4,56 0,340 0,44
Su 0,544 87,22 0,117 0,98
Su 0,544 3,58 0,306 0,08
Sb 0,544 0,76 0,496 0,19
Sb 0,544 1,16 0,672 0,53
Podsumowanie

Wykorzystanie algorytmu optymalizacyjnego w procedurze Slifkera i Sha-

piro zawsze poprawia wyniki dopasowania danych, co oznacza, ze konstrukcja

kart kontrolnych wykorzystujacych tak uzyskane krzywe powinna by¢ doktad-

niejsza. Przedstawiona procedura, ktorej wyniki wydaja si¢ by¢ zachecajace,

wymaga jeszcze dalszych badan. Przede wszystkim nalezy zwroci¢ uwage na

zbyt niskie, zdaniem autora, warto$ci uzyskiwanych z* w niektorych symula-

cjach. Na przyktad wartos$¢ z* = 0,12 oznacza, ze konstruuje si¢ krzywe w wa-

skim obszarze, na kwantylach maksymalne rzedu 36% i 64%, co oznacza, ze

znaczaca cz¢$¢ obserwacji (okoto 70%) nie jest szczegdtowo analizowana. Przy-

czyng takich wynikow moze by¢ mata proba, specyficzne dane lub tez konstruk-

cja przedzialow klasowych. Wydaje sie, ze nalezaloby powtorzy¢ badanie,
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sprawdzajac wrazliwo$¢ rozwigzan na zmian¢ przedziatdow i1 wielkosci proby.
Wazne wydaje si¢ tez sprawdzenie dziatania procedury dla innych rozktadow,
np. dla rozktadu Cauchy’ego.

Mimo wystepowania jeszcze pewnych watpliwosci co do przedstawionego
postepowania wydaje si¢, ze warto skorzysta¢ z tak ulepszonej procedury Slifke-
ra i Shapiro konstrukcji krzywych Johnsona. Niezaleznie od tego, czy krzywe
Johnsona zostang wykorzystane w problematyce sterowania jakoscig, czy
w innych zagadnieniach wykorzystujacych transformacje danych do rozktadu
normalnego, poprawa dopasowania mierzona wartoscig statystyki chi-kwadrat
dla niezbyt licznych préb byla znaczaca.
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OPTIMIZATION OF PROCEDURE SLIFKER
AND SHAPIRO FOR JOHNSON CURVES ESTIMATION

Summary

In the statistical process control the assumption of normal distribution is widely
used. But in practical this assumption is often unfulfilled. In this situation appropriate
transformation or nonclassical method should be used. The most commonly used methods
of transformation are the curves Johnson. The most important problem with the use of
Johnson curves is estimation of parameter and form of curves. This paper presents
improvement of Slifker and Shapiro procedure (1980) by construction of optimization
model based on chi-square statistic.



