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Wprowadzenie

Wiele zjawisk bedacych przedmiotem analiz, w tym réwniez te odnoszace
si¢ do dziedziny finansow, cechuje si¢ stochastyczng naturg. Charakterystyka ta
oznacza, ze jednoznaczne wskazanie ostatecznego wyniku rozpatrywanego za-
gadnienie jest niemozliwe. Znany jest tylko rozktad prawdopodobienstwa moz-
liwych stanow koncowych, co w konsekwencji powoduje, ze kazdemu wynikowi
towarzyszy odpowiednia szansa jego realizacji. W tym kontekscie, by odpowie-
dzie¢ na pytanie o mozliwy rezultat zjawiska, konieczne staje si¢ poszukiwanie
najbardziej prawdopodobnego rezultatu.

Jedng z metod pozwalajacych na cze$ciowe skwantyfikowanie inkorporo-
wanej w istot¢ zjawisk ekonomicznych stochastyczno$ci jest symulacja Monte
Carlo, ktoéra stanowi przedmiot rozwazan w niniejszym artykule. W literaturze
przedmiotu wystepuje wiele definicji tej metody, a wybrane ujecia zostaty
przedstawione w ponizszej tabeli.

Tabela 1

Definicje symulacji stochastycznej Monte Carlo wystepujace w wybranych pozycjach literatury

Autor Definicja symulacji Monte Carlo

Metoda, ktora przedstawia rozwigzanie problemu jako parametr hipotetycznej

J. Halton populacji. Stosujac sekwencjg liczb losowych, tworzy probke populacji, na podstawie
ktorej mozna uzyskaé szacunkowe wartosci szukanych parametrow

Metoda polegajaca na wielokrotnym powtarzaniu pewnych procedur oraz sumowaniu

P. Jackel . . o, . o . .
indywidualnych wynikoéw, w celu uzyskania przyblizonego rozwigzania problemu

N. Metropolis, Metoda ta jest w istocie statystycznym podejsciem do badania rownan rézniczkowych

S. Ulam [...], wystepujacych w réznych gateziach nauk przyrodniczych

L Sobol Numeryczna metoda rozwiazywania probleméw matematycznych za pomoca

losowego pobierania probek

Zrédlo: Opracowanie whasne na podstawie: J. Halton, A Retrospective and Prospective Survey of the Monte
Carlo Method, ,,SIAM Review” 1970, Vol. 12, No. 1, s. 2; P. Jickel, Monte Carlo Methods in Finance,
John Wiley & Sons, West Sussex 2002; N. Metropolis, S. Ulam, The Monte Carlo Method, ,,Journal of the
American Statistical Association” 1949, Vol. 44, No. 247, s. 335; 1. Sobol, The Monte Carlo Method,
Mir Publisher, Moskwa 1975, s. 8.
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W przytoczonych definicjach symulacja stochastyczna Monte Carlo posiada
dwie istotne cechy. Po pierwsze, pozwala na kwantyfikowanie wyptywu na ana-
lizowane zagadnienie wybranej grupy czynnikow, cechujacych si¢ okre§lonym
rozkladem prawdopodobienstwa. Cecha ta zostala w sposob szczegdlny zaak-
centowana w artykule Metropolisa i Ulama, uznawanym za pierwsza prac¢ kon-
stytuujaca omawiang symulacje, w ktorym podkresla si¢ jej zastosowanie do
obliczania réwnan rézniczkowych (funkcji zaleznych od wielu zmiennych pa-
rametrow). Po drugie, oszacowanie wplywu poszczegoélnych zmiennych na roz-
patrywane zjawisko, a w konsekwencji uzyskanie jego wartosci oczekiwanej,
mozliwe jest dzieki wielokrotnemu probkowaniu liczb losowych'. Innymi sto-
wy, dokonuje si¢ ciggnien warto$ci zmiennych z przyporzadkowanych im roz-
ktadow, by tym sposobem uzyska¢ szereg wynikow koncowych, ktére po agre-
gacji uznaje si¢ za przyblizony zbior rozwigzan analizowanego problemu.

W konsekwencji czgsto stwierdza sig, ze zastosowanie symulacji stochastycznej
Monte Carlo prowadzi do odejscia od postrzegania zmiennych w kategoriach deter-
ministycznych, na rzecz indeterminizmu. Okazuje si¢ jednak, Ze ujecie to nie jest do
konca wlasciwe, bowiem pojecia te nie sg calkowicie rozbiezne. W celu wyjasnienia
tej kwestii nalezy blizej zapoznac si¢ z typologia powyzszych termindw.

1. Relacja koncepcji determinizmu i indeterminizmu

U podstaw koncepcji determinizmu lezy zatozenie, ze ,,fakt, moment i miejsce
zajScia kazdego zdarzenia oraz jego przebieg okreslone sg jednoznacznie przez zda-
rzenia, ktore je poprzedzity w czasie i ktore z nimi wspotwystepuja’™. Jak tatwo
zauwazy¢, poglad ten uzaleznia przyszty przebieg zdarzen od ich stanu poczat-
kowego. W konsekwencji uwidacznia si¢ w nim powigzanie przyczynowo-
-skutkowe, prowadzace finalnie do mozliwosci jednoznacznego i precyzyjnego
przewidywania stanu koncowego analizowanego procesu. W swojej najbardziej
rygorystycznej postaci, koncepcja determinizmu jest zbiorem trzech postulatow:

Komputerowe generowanie liczb zawsze musi zosta¢ opisane pewnym algorytmem, nie mozna
mowi¢ wige o liczbach catkowicie losowych, bowiem da si¢ w nich wyr6zni¢ pewne regularno-
$ci. W przypadku dobrych generatorow regularnosci te sg jednak tak mate, ze wylosowane licz-
by dostatecznie imituja zachowanie prawdziwych liczb losowych i z powodzeniem mozna je
wykorzysta¢ na potrzeby symulacji. Formalnie jednak wielko$ci uzyskane za pomoca tych ge-
neratoréw nazywa si¢ pseudolosowymi.

Powszechna Encyklopedia Filozofii, t. 2, red. A. Maryniarczyk, Polskie Towarzystwo Tomasza
z Akwinu, Lublin 2001, s. 511. Uznaje sig, ze za przyjgciem naukowego determinizmu po raz
pierwszy opowiedzial si¢ Pierre Simon de Laplace, ktory stwierdzil, ze w danym stanie
Wszech$wiata kompletny zbior praw okreéla jego przesztosé i przysztosc. Wigeej w: S. Haw-
king, L. Mlodinow, Wielki projekt, Wyd. Albatros, Warszawa 2011, s. 37-38.
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1. Prawidlowosci.
2. Przyczynowosci.
3. Jednoznaczno$ci.

Pierwsza z wymienionych zasad zaktada istnienie obiektywnych praw, rza-
dzacych zachodzacymi procesami. Druga postuluje wystepowanie pierwotnej
przyczyny, lezacej u podstaw kazdego zjawiska. Ostatni punkt implikuje jasng
1 precyzyjng Sciezke ewolucji, od stanu poczatkowego do koncowego.

Okazuje si¢ jednak, ze tak rozumiany determinizm to tylko jeden z kilku
typow tego pojecia (determinizm jednoznaczny). Stanowisko to mozna uznaé za
bardzo rygorystyczne i stojace w opozycji do stochastycznosci zjawisk. Jesli
jednak odrzuci si¢ zasade jednoznaczno$ci, wowczas uzyska si¢ typ determini-
zmu, nazywany statystycznym’. W tym ujeciu zaktada si¢ probabilistyczny cha-
rakter rozpatrywanych praw, co w konsekwencji powoduje, ze w determinizmie
statystycznym nie mozna precyzyjnie przewidzie¢ standw koncowych rozpatry-
wanych uktadow, a jedynie ich prawdopodobienstwa. W konsekwencji powyz-
sze rozumienie omawianego pojecia nie stoi juz w tak silnej opozycji do stocha-
stycznosci zjawisk, jak determinizm jednoznaczny.

Indeterminizm z kolei neguje jednoznaczng przewidywalno$¢ zjawisk, bo-
wiem jak zauwazyt Hans Reichenbach, pelna przyczynowos$¢ jest tylko ideali-
stycznym postulatem, a kompletne okreslenie wszystkich czynnikéw determinu-
jacych dane zjawisko jest niemozliwe'. W tym miejscu uwidacznia si¢ ostra
granica pomigdzy indeterminizmem a determinizmem jednoznacznym, jednak
wzajemna sprzecznos$¢ ze statystyczng wersja drugiej koncepcji nie jest juz tak
oczywista. W celu doktadniejszego poznania relacji tych poje¢ nalezy przyto-
czyé dwa rozumienia indeterminizmu: absolutystyczne oraz umiarkowane’.

W konwencji absolutystycznej indeterminizm odrzuca przyczynowos¢ zja-
wisk — zadne zdarzenie nie jest konieczno$ciowo uwarunkowane, a czynnikiem
zmian jest przypadek, rozumiany jako zdarzenie bez przyczyny®. W konsekwencji
nie istnieja zadne umocowania, by moc stawia¢ jakiekolwiek prognozy odno$nie
przysztosci. Umiarkowana wersja indeterminizmu dopuszcza z kolei w ograniczo-
nym stopniu zdeterminowanie okre§lonych zjawisk — u podstaw otrzymanego efek-
tu mogg leze¢ obiektywne prawa.

Powszechna Encyklopedia Filozofii, t. 2, op. cit., s. 515-516.

H. Reichenbach, The Direction of Time, University of California Press, Berkeley 1999, s. 157 i n.
Powszechna Encyklopedia Filozofii, t. 4, op. cit., s. 792.

Warto zauwazy¢, jak bardzo zmienito si¢ w przeciggu wiekéw naukowe podejscie do kategorii
przypadku. Obecnie pojecie to lezy u podstaw filozoficznej koncepcji indeterminizmu, a po-
czatkowo w starozytnosci sagdzono, ze nie moze stanowic¢ punktu wyjscia dla jakichkolwiek ba-
dan. Zdaniem Arystotelesa ,,wszelka wiedza naukowa dotyczy tego, co istnieje zawsze albo
najczgécie], a przypadek nie jest ani jednym, ani drugim”. Wigcej w: Arystoteles, Metafizyka,
Wyd. Naukowe PWN, Warszawa 2009, s. 201.

[ T N Nt}
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Rozpatrujac wzajemng relacj¢ przytoczonych pojgé, nie mozna bezkrytycznie
zaakceptowaé stanowiska, gloszacego wzajemne wykluczanie si¢ determinizmu
i indeterminizmu. Taka zalezno$¢ zachodzi tylko i wylacznie w przypadku skraj-
nych wersji tych koncepcji, czyli determinizmu jednoznacznego oraz indetermini-
zmu absolutystycznego. Statystyczny typ determinizmu i umiarkowany indetermi-
nizm wykazuja okreslone cechy wspélne — oba ujgcia dopuszczajg probabilistyczny
charakter rozpatrywanych praw. Réznica miedzy tymi koncepcjami tkwi w mozli-
wosci okreslenia obiektywnych prawidlowosci, rzadzacych rozpatrywanymi proce-
sami. W pierwszym przypadku zaktada si¢ kazdorazowa mozliwo$¢ poznania tych
zaleznosci, a w drugim zdobycie tej wiedzy zostaje tylko czeSciowo dopuszczone,
bowiem niektore skutki mogg zachodzi¢ bez wyraznej przyczyny.

Konkludujac, nalezy stwierdzi¢, ze stochastyczno$¢ zjawisk nie musi od ra-
zu oznacza¢ koniecznos$ci odrzucenia koncepcji determinizmu. Zaktadajac po-
siadanie pelnej wiedzy o przebiegu rozpatrywanych procesow, stochastycznosé
mozna uzna¢ za przejaw determinizmu statystycznego. Z drugiej strony, jesli
zaneguje si¢ znajomos$¢ wszystkich praw rzadzacych danym zjawiskiem, co
w konsekwencji zwigzane jest z dopuszczeniem pewnej nieokre§lonosci ewolu-
cji zdarzen, mozna uzna¢ ja za przyklad umiarkowanego indeterminizmu. Nie
nalezy wiec przyjmowac za jednoznacznie poprawne stwierdzenie, jakoby zasto-
sowanie symulacji Monte Carlo pozwalato na odejscie od deterministycznego
postrzegania zmiennych, poniewaz oznaczaloby to automatyczne zaakceptowa-
nie zatozenia o braku wiedzy na temat prawidtowosci rzadzacych analizowanym
zagadnieniem i jego catkowita przypadkowo$¢. Precyzyjne umiejscowienie tej
techniki w ramach omawianych koncepcji nie jest mozliwe, poniewaz w zalez-
nosci od subiektywnej oceny zakresu posiadanej wiedzy oraz przejawianego
podejscia do losowosci zdarzen, mozna ja przyporzadkowaé do determinizmu
statystycznego lub umiarkowanego indeterminizmu.

2. Geneza symulacji Monte Carlo

Omowiwszy kwestie wzajemnego powigzania symulacji Monte Carlo i opisa-
nych powyzej koncepcji filozoficznych, warto w tym miejscu okreslic geneze tej
techniki. Jak wspomniano wcze$niej, za pierwsza prace dotyczaca symulacji stocha-
stycznej Monte Carlo uznaje si¢ artykut Metropolisa i Ulama z 1949 r. Koncepcyjne
podstawy tej metody si¢gaja jednak znacznie wezesniej, bowiem az do X VIII w.
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Za ich tworce uznaje si¢ Louisa Leclerca, hrabi¢ z Buffon, ktory w wydanej
w 1777 r. pracy’ rozwazal kwestie wnioskowania w warunkach ograniczonej
wiedzy o zachodzacych zjawiskach. Zdaniem tego autora, jesli istnieje fizyczna
pewno$¢ odnosnie do analizowanych procesow, tzn. ich przyczyny sa jasne
i zrozumiate, wowczas w celu stawiania wnioskow mozna postuzy¢ si¢ analogia
lub powtarzalnoscig zjawisk.

W kontekscie symulacji Monte Carlo szczegdlnie istotny jest drugi z wy-
mienionych aspektow, bowiem niewiedza moze w nim zosta¢ zredukowana
poprzez wielokrotng powtarzalnos¢ wyniku w drodze eksperymentu — dokonuje
si¢ zalozenia, ze jesli co$ zdarza si¢ regularnie, to z duzym prawdopodobien-
stwem bedzie zachodzi¢ zawsze. Warto w tym miejscu rowniez wspomniec, ze
Leclerca uznaje si¢ za autora pierwszego eksperymentu, podobnego do wspot-
czes$nie rozumianej symulacji Monte Carlo.

Wspomniane do$wiadczenie nosi nazwe ,,iglty Buffona” i ma na celu osza-
cowanie liczby n. Dokonuje si¢ w nim wielokrotnych rzutéw igly na pozioma
powierzchnie, z zaznaczong siatka rownolegtych linii o rownych odstepach. Jesli
dtugo$¢ igly jest mniejsza niz odleglo$¢ migdzy liniami, woéwczas powyzsze
oszacowanie moze zosta¢ dokonane na podstawie nastepujacej zaleznosci®:

_2
ap

T

gdzie:

p —ilo$¢ rzutdéw, w ktorych igha przecieta jednag z linii,
1 — dlugos¢ igly,

a — odlegltos¢ migdzy liniami.

Doswiadczenie to bylo wielokrotnie powtarzane przez wielu autorow, a uzy-
skane wyniki cechowaly si¢ r6zna doktadnoscia, jednak najwicksza jego zaleta byto
udowodnienie, ze przyblizone rozwigzania niektérych probleméw analitycznych
mozna osiagnac poprzez wielokrotne powtarzanie okreslonego doswiadczenia.

Jak wspomniano wczeéniej, formalnie za czas powstania symulacji Monte
Carlo w obecnej formie uznaje si¢ rok 1949, w ktérym zostat opublikowany artykut
Metropolisa i Ulama The Monte Carlo Method. Thumaczac istote tej techniki, auto-
rzy odwotali si¢ do obrazowego przyktadu stawiania pasjansa — wyznaczenie szan-
sy pomyslnego utozenia jest niemozliwe bez rozegrania wielu partii i oszacowania
na tej podstawie prawdopodobienstwa sukcesu. Pierwotnie symulacje t¢ wykorzy-

7 G.L. Leclerc, Essays on Moral Arithmetic, LSF Research Working Paper Series No. 10-06,
Luksemburg 2010, s. 18 i n.
¥ Ibid.
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stano po raz pierwszy do szacowania tempa dyfuzji neutronow, w procesie kon-
strukcji bomby atomowej’.

Wspomniana powyzej data ma oczywiscie charakter umowny, poniewaz za
formalny pierwowzor symulacji mozna uzna¢ probkowanie statystyczne, wykorzy-
stywane juz przed publikacjg wymienionego artykutu. Jest ona jednak istotna z in-
nego punktu widzenia — w tym okresie powstaly pierwsze komputery, ktérych moc
obliczeniowa umozliwiata szybkie przeprowadzenie symulacji. Wczesniej, z powo-
du duzej pracochtonnosci, wykorzystanie tej techniki byto silnie ograniczone'.

3. Formalne podstawy symulacji Monte Carlo

Formalnie symulacja stochastyczna Monte Carlo jest SciSle zwigzana z poje-
ciem catkowania, poniewaz jej istotg jest oszacowanie wielkosci, bedacej funkcja
zmiennych losowych, ktéore mozemy oznaczy¢ jako X, X,, ..., X,. Zaktadajac, ze
zmienne te pochodza z rozktadu jednostajnego od 0 do 1, wynik symulacji mozna
zinterpretowa¢ jako nieobcigzony estymator catki wielowymiarowej'':

I

1 1
[ (XX, ... X, )dX dX, ... dX,
0 0

Uzyskany estymator uznaje si¢ za nieobcigzony, poniewaz u podstaw symula-
cji Monte Carlo lezy prawo wielkich liczb. Wlasno$¢ ta ma zastosowanie w zakresie
badania zbieznosci ciggdw zmiennych losowych i moze by¢ rozpatrywana w dwoch
wersjach — zbiezno$ci wedhug prawdopodobienstwa (stabe prawa wielkich liczb) lub
zbieznosci z prawdopodobienstwem 1 (mocne prawa wielkich liczb).

Za podstawe wszystkich powyzszych koncepcji matematycznych uznaje si¢
nieréwno$é Czebyszewa, ktéra przyjmuje nastepujaca postaé':

2
PQXH < e)21-2
ng

Warto rowniez wspomnieé, ze w artykule tym uzyto po raz pierwszy nazwy ,,Monte Carlo”. Ttu-
maczy si¢ ja odwotaniem do dzielnicy Monako, znanej z duzej ilosci kasyn, bowiem pierwsze
rozwazania teoretyczne zwigzane z aparatura narzedziowa wykorzystywang w tej metodzie maja
swoje zrodto w analizie gier losowych. Koncepcje t¢ potwierdza Metropolis, czyli tworca nazwy,
dla ktdrego inspiracja byly opowiesci Ulama o swoim wujku, zmuszonym do pozyczania pieni¢-
dzy w celu odwiedzenia kasyn w wspomnianej dzielnicy. Wiecej w: N. Metropolis, The Beginning
of the Monte Carlo Method, ,,Los Alamos Science” 1987, Special Issue No. 15, s. 127.

19 Tdem: Monte Carlo and the MANIAC, ,,Los Alamos Science” 1986, No. 14, s. 98-99.

"' F. James, Monte Carlo Theory and Practice, ,,Reports on Progress in Physics” 1980, Vol. 43, s. 1148.
12.S. Jermakow, Metoda Monte Carlo i zagadnienia pokrewne, PWN, Warszawa 1976, s. 19.



170 Damian Mitrenga

gdzie:
- 1
Xn — warto$¢ $rednia zmiennej losowej z proby —Z X ij ,

L — warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej,
¢ — dowolna dodatnia liczba,
o’ — wariancja zmiennej losowej,
n — ilo$¢ zmiennych losowych w probie.
Z powyzszej zaleznosci wynika, ze dla dowolnego, wigkszego od zera €

srednia arytmetyczna zmiennej losowej bedzie z prawdopodobienstwem mniej-
2

szym niz 1 —— roznifa si¢ od warto$ci oczekiwanej W o nie wigcej niz €.
ne

W zbieznosci wedlug prawdopodobienstwa rozpatruje si¢ stabe prawa
wielkich liczb. Dysponujac ciggiem zmiennych losowych (Xn), wlasnos¢ ta

moze zosta¢ przedstawiona w sposob ogélny nastepujaco’:

limP(]X, ~EX, | <¢)=1

W konsekwencji, jesli n rosnie, wowczas prawdopodobienstwo tego, ze
warto$¢ zmiennej losowej bedzie zawarta w ustalonym, dowolnie malym oto-
czeniu jej warto$ci oczekiwanej, rowniez wzrasta.

Szczegbdlnym przypadkiem stabego prawa wielkich liczb jest prawo Chin-
czyna, ktore opiera si¢ na najmniej rygorystycznych zatozeniach — zalezno$¢ ta
dotyczy niezaleznych'* zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie. Zgodnie

z nig ciag $rednich arytmetycznych zmiennej losowej bedzie zbiezny wediug

prawdopodobiefistwa do ., co w sposéb formalny przedstawiono ponizej':

- 1 1 3 1 1
EX, _E(H;Xi]_HE;Xi _H;:Exi =—nep=u

W konsekwencji $rednia arytmetyczna analizowanych zmiennych losowych

bedzie z bardzo duzym prawdopodobienstwem przyjmowata wartosci nier6znig-
ce si¢ istotnie od P (zbiezno$¢ stochastyczna).

3 M. Cieciura, J. Zacharski, Metody probabilistyczne w ujeciu praktycznym, Vizja Press & IT,
Warszawa 2007, s. 221.

' Dla jasnoéci wywodu warto zaznaczy¢, ze niezalezno$é pociaga za sobg brak skorelowania, ale
stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Zerowa warto$¢ najpopularniejszej miary wzajem-
nego powiazania, jakim jest wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona, nie oznacza niezalezno-
$ci, a jedynie brak powiazania liniowego migdzy zmiennymi. Oczywiscie moze mi¢dzy nimi
wystepowaé korelacja nieliniowa, co wyklucza ich niezaleznos¢.

" Ibid., 5. 222.
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W trakcie dalszych badan nad tym zagadnieniem sformutowano mocne
wersje praw wielkich liczb, dotyczace prawie pewnej zbieznosci (z prawdopo-
dobienstwem bliskim jednosci). Przyktadem powyzszej zaleznosci jest prawo
wielkich liczb Kolmogorowa, ktére moze zostaé przedstawione nastepujaco'®:

P[ lim(X, —EX, )= o} =1

Powyzsza wlasnos¢ mozna wyjasni¢ w sposob bardziej intuicyjny, zaktadajac,
ze dysponuje si¢ zbiorem n zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym,
w przedziale od a do b (liczby rzeczywiste). Wowczas, zgodnie z mocnym prawem
wielkich liczb, iloraz sumy wartosci dowolnej funkeji f(X.), gdziei=1, ... n oraz
liczby zmiennych losowych (liczebnos$¢ préby), bedzie zbiezny do wartosci oczeki-
wanej funkji f, czyli'":

0 b
lz fiX,) > b j f(X)dX
n i=1 b_aa

Lewa strona powyzszej zaleznosci to zgodny'® estymator catki znajdujacej
si¢ po stronie prawej — wraz ze wzrostem liczebnos$ci proby uzyskana warto$¢
bedzie zbiezna do wartosci rzeczywistej. Wiasnie ta wlasnos$¢ lezy u podstaw
symulacji Monte Carlo i stanowi jej merytoryczne uzasadnienie, bowiem impli-
kuje, ze dokonujac duzej ilosci ciggnien zmiennej losowej, uzyskane oszacowa-
nie bedzie zbiezne do rzeczywistej wartosci szukanego parametru.

Poza prawem wielkich liczb czesto uznaje sie, ze u podstaw symulacji
Monte Carlo leza réwniez zalezno$ci nazywane ogolnie centralnymi twierdze-
niami granicznymi. Warto jednak zauwazy¢, Zze nie sg one niezbedne z punktu
widzenia samej symulacji, a pozwalajg jedynie na poznanie dodatkowych cha-
rakterystyk potencjalnego wyniku, przy spetieniu okre§lonych zatozen.

Poczatkowa koncepcja centralnego twierdzenia granicznego zostata udowod-
niona przez Laplace’a, a nastgpnie wlasnos¢ ta byta rozwijana i rozszerzana przez
innych autoréw. Najczesciej przytaczana wersja tej zaleznosci, autorstwa Lindeberga
i Levy’ego", zaktada, ze dysponuje si¢ ciagiem niezaleznych zmiennych losowych

' W. Krysicki, J. Bartos, W. Dyczka et al., Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matema-
tyczna w zadaniach, cz¢$¢ I, Wyd. Naukowe PWN, Warszawa 1999, s. 236.

7 F. James, op. cit., s. 1150.

'8 Jak wspomniano wczesniej, zgodnosé estymatora oznacza, ze wraz ze wzrostem liczby obser-
wacji, jego warto$¢ bedzie zmierzata do wartoéci rzeczywistej szacowanego parametru. Wynik
uzyskany dzigki symulacji Monte Carlo jest jeszcze nieobciazony, co oznacza, ze jego warto§é
oczekiwana jest rOwna warto$ci parametru.

1% M. Cieciura, J. Zacharski, op. cit., s. 216.
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o jednakowym rozktadzie i skonczonej wartosci oczekiwanej oraz wariancji. Na-
stepnie tworzy si¢ ciag, bedacy sumg powyzszych zmiennych:

Y, =X, +X, +...+ X,
Warto$¢ oczekiwana powyzszego wyrazenia wynosi npl, a jego wariancja

przyjmuje postaé nc’. Po wystandaryzowaniu otrzymuje sie:

vV = Y, —np
ovn

Zgodnie z twierdzeniem Lindeberga — Levy’ego ciag wystandaryzowanych
zmiennych (Yn ) jest zbiezny do zmiennej losowej o rozktadzie normalnym N(O0,1).

Konkludujac, mozna zauwazy¢, ze zgodnie z powyzszym twierdzeniem, je-
$li wykorzystane w symulacji Monte Carlo zmienne losowe beda spetialy okre-
$lone zalozenia, wowczas zwigkszenie liczby iteracji bedzie skutkowato asymp-
totyczng zbiezno$cig uzyskanych wynikéw do rozktadu normalnego. Wtasnosé
ta, jak juz wspomniano, nie jest niezbedna dla prawidlowosci samej symulacji,
lecz pozwala jedynie na uzyskanie w $cisle okreslonych warunkach dodatko-
wych informacji o potencjalnym wyniku.

4. Okreslenie i redukcja btedu symulac;ji

Stosujac symulacje stochastyczng Monte Carlo, nigdy nie uzyska si¢ pewnoSci
co do otrzymanego wyniku, bowiem dokonujgc nawet bardzo duzej liczby iteracji,
otrzymane wyniki zawsze beda stanowily probe wszystkich mozliwosci. Kazda
przeprowadzong symulacje cechuje w zwiazku z tym okres$lony biad. Co wigcej,
jego wartos¢ nie moze zosta¢ wyliczona ex ante, poniewaz nie mozna z gory obli-
czy¢ odchylenia standardowego otrzymanych liczb losowych, ktore zostana wyko-
rzystane w symulacji. Oszacowanie to obywa si¢ w zwigzku z tym ex post, juz po
przeprowadzeniu calej kalkulacji. Tym samym zaktada si¢ automatycznie, ze przy-
blizony blad mozna obliczy¢ na podstawie uzyskanych rezultatow symulacji.

W takim ujeciu powyzsza kwestia sprowadza si¢ do wyznaczenia wariancji X,
czyli wartosci $redniej zmiennej losowej z proby, bedacej rezultatem n ciggnien
okreslonego do$wiadczenia. Formalnie mozna to zapisa¢ jako”:

jal 2 n n
0=%+n—22 Zcov(Xi,Xj)

i=l j=i+]

2 W. Nadie, D. Drijard, F. James et al., Metody statystyczne w fizyce doswiadczalnej, PWN,
Warszawa 1989, s. 40-41.
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gdzie:
6 — odchylenie standardowe zmiennej losowej obliczone na podstawie wynikow
symulacji.
Zaktadajac, ze otrzymane w wyniku ciggnien zmienne losowe sa niezalez-
ne, kowariancja miedzy kazda para zmiennych jest rowna zero, a powyzsze wy-
razenie upraszcza si¢ do nastepujacej postaci’':

5
Vn

W konsekwencji btad standardowy symulacji zalezy od dwoch czynnikow: od-

o=

chylenia standardowego zmiennej losowej z proby oraz ilosci dokonanych ciggnien.

Rozwazajac dalej kwestie precyzyjnosci oszacowania uzyskanego w ra-
mach symulacji, mozna zauwazy¢, ze redukcje wielkosci btedu uzyskuje sie
dwojako — albo poprzez zmniejszenie wariancji zmiennej losowej, albo zwick-
szajac liczbg iteracji. Sposoby te nie sg jednak ekwiwalentne, bowiem za jedna
z wytycznych zwigzanych z przeprowadzeniem symulacji mozna uzna¢ ograni-
czenie jej pracochtonnosci, co jest bezposrednio zwigzane z minimalizacja licz-
by koniecznych do wykonania iteracji.

W konsekwencji nic nie stoi na przeszkodzie, by poprawg jakosci oszaco-
wania uzyska¢ poprzez wzrost liczby dokonanych ciagnien zmiennej losowe;j,
jednak w tym przypadku zwickszenie zbieznosci nastepuje w tempie pierwiastka
kwadratowego z tej wielkosci. Zalezno$¢ ta powoduje, ze dopiero znaczne zwie-
lokrotnienie ilosci iteracji skutkuje istotng poprawa zbieznosci symulacji.
W zwigzku z tym ten sposob obnizania btedu standardowego uznaje si¢ za wol-
ny i mato efektywny, a dodatkowo sprzeczny z opisanym powyzej postulatem
zachowania jak najmniejszej pracochtonnosci catej procedury.

Drugim sposobem na obnizenie bledu symulacji jest redukcja odchylenia
standardowego zmiennej losowej. W tym celu mozna poshuzy¢ si¢ szeregiem
metod, ktore modyfikujg sposob probkowania, tym samym przyczyniajac si¢ do
bardziej regularnego pokrycia rozktadu prawdopodobienstwa analizowanego
zjawiska. To z kolei automatycznie skutkuje redukcja wariancji. Do najpopular-
niejszych metod w tym zakresie zalicza si¢ omdwione ponizej probkowanie
obszarowe, wedtug waznosci i metodg zmiennych przeciwstawnych®.

Pierwszy z wymienionych sposobdw redukcji wariancji zmiennej losowej po-
lega na podzieleniu przyjetego rozktadu prawdopodobienstwa na mniejsze obszary

2 p_ Jickel, Monte Carlo Methods in Finance, John Wiley & Sons, West Sussex 2002, s. 20.
22 Przedstawione zestawienie nie ma charakteru wyczerpujacego. Po dokladniejsze opracowanie
tej kwestii warto siggna¢ do F. James, op. cit., s. 1155-1158 i P. Jackel, op. cit., s. 111-120.
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i dokonywanie z nich indywidualnych ciggnien. Matematyczng podstawe tej tech-
niki stanowi pojecie catki Reimanna, ktore moze zostac przedstawione jako:

I=

S — —

a 1
£(X)dX = [F(X)dX + [ f(X)dX, dla 0<a <1
0 a

Probkowanie wartosci losowych z okreslonych podobszarow sprawia, ze
kazda z wyodrebnionych przestrzeni bedzie w wickszym stopniu uwzgledniona
w symulacji, niz w przypadku ciaggnien z jednolitego obszaru. Tym samym zsu-
mowany z wynikéw czastkowych rozktad bedzie rGwnomierniej odwzorowany,
a co z tym zwigzane, wariancja zmiennej losowej powinna by¢ mniejsza.

Gléwnym problemem dotyczacym zastosowania tej metody jest sposob straty-
fikacji rozktadu prawdopodobienstwa analizowanego zjawiska na okreslone pod-
obszary i ustalenie ich dlugo$ci®. Wazng kwestig jest rowniez okreslenie ilosci
dokonywanych z kazdego strefy ciagnien. Badania pokazuja jednak, ze nawet po-
dziat rozktadu na réwne obszary i probkowanie z nich takiej samej ilosci zmien-
nych pozwala na zredukowanie bledu symulacji**. Warto zauwazy¢, ze stosowanie
tej techniki implikuje poprawg doktadnosci oszacowania dzieki doktadniejszej
reprezentacji okreslonego rozktadu zjawiska — zwigkszanie w tym momencie licz-
by iteracji niekoniecznie musi prowadzi¢ do poprawy zbiezno$ci wyniku.

Druga z wymienionych metod, czyli probkowanie wedlug waznosci, row-
niez polega na podziale rozkladu analizowanego zjawiska na obszary, jednak
narzuca pewne ograniczenia na sposoéb dokonywania stratyfikacji. Zaktada ona,
ze probkowanie zmiennych losowych powinno by¢ szczegdlnie intensywne
w obszarach, o ktorych wiadomo, ze majg decydujacy wpltyw na rozpatrywane
zjawisko, a tym samym wynik symulacji. W zwiazku z tym podzial rozkladu
zalezy w tej technice kazdorazowo od charakteru problemu badawczego i nie ma
jednego ogdlnego schematu pozwalajgcego dokonaé jego dekompozycji.

Istotnym mankamentem opisywanej techniki jest wymoég dysponowania
szczegotowa wiedza o analizowanym zagadnieniu — w celu wyodrebnienia okre-
slonych obszaréw konieczna jest znajomos$¢ przedziatdéw wartosci, kluczowych
dla wyniku symulacji. Kwestia ta w znacznym stopniu ogranicza mozliwa apli-
kacyjno$¢ tego sposobu redukcji wariancji zmiennej losowe;j.

Trzecia z wymienionych technik nie implikuje podziatu rozktadu prawdopo-
dobienstwa na mniejsze obszary, a ingeruje w sposob probkowania zmiennych
losowych. Jej punktem wyjscia jest spostrzezenie, ze na wariancj¢ zmiennych nie-

2 Kwestia ta nabiera szczegdlnego znaczenia w momencie sumowania wynikow czastkowych, bowiem
decyduje o przypisanej obszarowi wadze na etapie uzyskiwania ogdlnego rozkladu zjawiska.
24 F. James, op. cit., s. 1156.
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zaleznych wptywa wspotczynnik korelacji pomiedzy nimi. Jesli zaleznosc¢ ta jest
negatywna (ujemny wspotczynnik korelacji), wowczas warto$¢ wariancji spada.

Powyzsza kwestie mozna wykorzysta¢ w celu zredukowania btedu w symula-
cji Monte Carlo. W tym celu nalezy podzieli¢ proces probkowania zmiennych na
dwa etapy — w pierwszym dokonuje si¢ standardowych ciggnien zmiennych loso-
wych, a w drugim powigksza si¢ otrzymany zbidr poprzez odpowiednie przeksztal-
cenie wczesniej uzyskanych wielkos$ci. Przykladem moze by¢é wylosowanie
w pierwszym etapie zmiennych X, X,, ... , X,, a nastepnie odjecie ich od jednosci.
W konsekwencji pozostate wielkosci beda postaci 1 — X, 1 — X,, ..., 1 — X,,. Tym
sposobem kazdej malej warto$ci towarzyszy warto$¢ duza i vice versa. Innym
przeksztalceniem, ktore mozna zastosowa¢ na drugim etapie probkowania, jest
przyjecie zmiennych o przeciwnym znaku do wezesniej wylosowanych.

Stosujac t¢ technike, nalezy pamigtac, ze jej skutkiem ubocznym jest brak nie-
zaleznosci zmiennych, co z kolei ma negatywny wplyw na przeprowadzang symu-
lacje — uzyskana redukcja wariancji moze okazac si¢ bezuzyteczna w obliczu braku
wiarygodno$ci wyniku symulacji. Kwestia ta nie oznacza, ze opisana powyzej me-
toda nie powinna by¢ stosowana, bowiem istniejg sposoby pozwalajgce zachowac
niezalezno$¢ zmiennych. Przyktadowo w pierwszym opisanym algorytmie mozna
zastosowac jako wynik probkowania $rednig arytmetyczng dwoch zmiennych lo-
sowych — w ten sposdb uzyskany zbidr wielkosci w dalszym ciggu bedzie posiadat
korzystne wlasnosci, a jego niezalezno$¢ zostanie zachowana.

Opisane powyzej techniki redukcji wariancji zmiennej losowej, a przez to
btedu catej symulacji, nie stanowig zamknigtego katalogu. W literaturze przed-
miotu zawarto wiele innych metod, jednak przedstawione sposoby mozna uznaé
za najbardziej popularne. Techniki te sg bardzo istotne, poniewaz pozwalaja na
zwickszenie precyzji symulacji, bez koniecznosci drastycznego podnoszenia
liczby iteracji, a tym samym jej pracochtonnosci.

5. Zastosowanie symulacji Monte Carlo w finansach

Symulacja stochastyczna Monte Carlo ma zastosowanie m.in. w obliczaniu
uktadéw rownan liniowych, catek oraz czastkowych réwnan rézniczkowych.
W dziedzinie finanséw wykorzystuje si¢ ja w ramach wyceny instrumentow
pochodnych oraz oceny efektywnos$ci projektow inwestycyjnych. Konczac roz-
wazania o podstawach metodycznych wspomnianej techniki, warto poda¢ ogdl-
ny schemat zastosowania symulacji Monte Carlo w analizach finansowych.

Kwestie te, w odniesieniu do oceny efektywno$ci projektow inwestycyj-
nych, podjat Waldemar Rogowski, przedstawiajac nastepujace etapy symulacji:
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1. Konstruowanie modelu finansowego przedsiewzigcia (okreslenie zmiennych
zdeterminowanych i losowych oraz wzajemnych powigzan pomigdzy nimi).
Ustalenie rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych.

Probkowanie wielkosci z rozktadu i szacowanie zmiennej objasniane;j.
Przeprowadzenie okres$lonej liczby powtdrzen powyzszych krokow.
Agregacja wynikow w postaci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej obja-
$nianej”.

Powyzszy schemat dobrze odwzorowuje algorytm przeprowadzania symulacji
w ramach kalkulacji oplacalnosci przedsigwzie¢ inwestycyjnych, jednak jak
wspomniano wczesniej, to nie jedyny obszar finansow, w ktérym technika ta zna-
lazta zastosowanie. W zwigzku z tym warto przedstawi¢ bardziej ogolny algorytm,
ktéry bedzie zawieral wszystkie niezbedne kroki konieczne do przeprowadzenia
symulacji, niezaleznie od tego, czy analiza bedzie dotyczyla oceny projektow in-
westycyjnych, czy generowania $ciezek cenowych przy pomocy odpowiednich
procesow stochastycznych. Taki schemat powinien skladac¢ si¢ z trzech czesSci:

wkhwD

wstepnej analizy problemu badawczego oraz przeprowadzenia operacji czysto
technicznych, zwigzanych z przygotowaniem danych wejsciowych, wielokrotnego
powtarzania symulacji i finalnie — agregacji wynikow czastkowych.

W pierwszym etapie punktem wyjscia jest analiza problemu badawczego w ce-
lu zidentyfikowania kluczowych zmiennych, ktore beda stanowity przedmiot symu-
lacji (ceny produktow lub instrumentow finansowych, koszty jednostkowe, prze-
pltywy finansowe). Nastepnie nalezy ustali¢ ogdlne charakterystyki tych wielkosci,
takie jak warto$¢ $rednia, odchylenie standardowe czy korelacja z innymi zmienny-
mi. Charakterystyki te moga by¢ wyznaczone w sposob subiektywny, z uwzgled-
nieniem opinii ekspertéw oraz przewidywan odnosnie do rozwoju analizowanego
zjawiska lub przy pomocy danych historycznych, co automatycznie pociaga za soba
zalozZenie o stabilnosci oraz powtarzalnosci oszacowanych wielkosci w czasie. Na
koniec tego procesu powinno si¢ otrzymac rozktad prawdopodobienstwa, ktory
bedzie reprezentowany przez probkowane liczby losowe.

Dalszym krokiem jest generowanie liczb losowych. Wielkosci te moga by¢
ciggnione od razu z ustalonego wczesniej rozktadu prawdopodobienstwa lub
poczatkowo z rozkladu jednostajnego w przedziale od 0 do 1, z wylaczeniem
warto$ci skrajnych®. Nastepnie przeksztatca sie je za pomoca funkcji odwrotnej
dystrybuanty w wielkos$ci o zgdanych wlasciwosciach.

2 W. Rogowski, Rachunek efektywnosci przedsigwzieé¢ inwestycyjnych, Oficyna Ekonomiczna,
Krakow 2006, s. 222.

26 Wylaczenie to jest konieczne, poniewaz nie wszystkie rozktady musza posiadaé¢ jednostronne
granice (moga dazy¢ do nieskonczonosci).
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Po tym kroku nalezy uwzgledni¢ w analizie wzajemne powigzania zmien-
nych objasniajgcych, bowiem w przeciwnym wypadku relacje zachodzace po-
miedzy poszczegdlnymi wielko$Sciami zostatyby zaburzone w trakcie symulacji,
prowadzac do znieksztalcenia jej wyniku. Za najefektywniejszy sposob pozwala-
jacy na nadanie liczbom losowym odpowiedniej korelacji uznaje si¢ metode
dekompozycji Choleskiego, omowiona szczegbtowo w literaturze przedmiotu®’.

Przedstawione powyzej kroki nalezy przeprowadzi¢ zawsze, niezaleznie od
rozwazanego problemu. Drugi etap symulacji przybiera z kolei rézng postac,
w zaleznosci od rozpatrywanego zagadnienia. Kazdorazowo konieczne jest usta-
lenie w nim odpowiedniego algorytmu, przetwarzajacego zmienne losowe na
wynik koncowy. Uwzgledniajac mozliwe problemy badawcze w dziedzinie finan-
sOw, moze to by¢ model finansowy, generujacy przeplywy $rodkéw pienigznych
dla analizowanego projektu inwestycyjnego, lub proces stochastyczny, za pomoca
ktérego generowane sg Sciezki cenowe instrumentow finansowych. Otrzymane
wczesniej zmienne losowe sg podstawiane w odpowiednie miejsca takiej konstruk-
cji, co pozwala w konsekwencji na uzyskanie jednego z potencjalnych wynikow.
Caly proces powtarzany jest odpowiednio duzg ilo$¢ razy, tak by zbior rezultatow
stanowit dobre przyblizenie rozktadu poddawanego symulacji problemu.

Ostatnim etapem stosowania tej metody jest zbiorcza analiza otrzymanych
wynikow — tutaj ujawnia si¢ najwigksza zaleta symulacji Monte Carlo, jakg jest
probabilistyczny charakter danych wyj$ciowych. Wynikiem koncowym badania
jest empiryczny rozktad wartos$ci zmiennej obja$nianej, co pozwala na jej wie-
lowymiarowa analize¢ — poza wartoscig $rednig i odchyleniem standardowym,
stanowigcym miar¢ ryzyka, mozna roéwniez wyznaczy¢ prawdopodobienstwa
przyjecia przez zmienng okreslonych wartosci. W konsekwencji uzyskuje si¢ bar-
dzo szeroka probke przysztych mozliwych standw analizowanego zagadnienia.

Podsumowanie

Symulacja stochastyczna Monte Carlo jest jedng z technik, ktore pozwalaja
uwzgledni¢ w analizie stochastyczng natur¢ badanych zjawisk. Jej istota jest
probkowanie zmiennych losowych z okre§lonego rozktadu, ktére nastepnie sto-
sowane s3 w celu uzyskania duzej liczby rozwigzan rozpatrywanego problemu.
Tym sposobem otrzymuje si¢ empiryczny rozktad prawdopodobienstwa, ktory
dostarcza wielu informacji o badanym zjawisku.

2" D. Gatarek, R. Maksymiuk, M. Krysiak, L. Witkowski, Nowoczesne metody zarzadzania ryzy-
kiem finansowym, WIG-Press, Warszawa 2001, s. 41.
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Matematyczng podstawe symulacji stanowig prawa wielkich liczb, ktore
zaktadaja, ze warto$ci otrzymane dzigki liczbom losowym, poprzez wielokrotne
powtarzanie doswiadczenia, beda zbiezne z rzeczywistym poziomem szukanej
zmiennej, co w konsekwencji pozwala uzna¢ estymator uzyskany ta metoda za
nieobcigzony. Poza tym poznanie dodatkowych charakterystyk potencjalnego
wyniku umozliwiajg centralne twierdzenia graniczne, zgodnie z ktoérymi, po
spelnieniu okreslonych zatozen, wraz ze wzrostem iteracji rezultat symulacji
bedzie przybieral posta¢ rozktadu normalnego.

Poczatkowo symulacja Monte Carlo znajdowatla zastosowanie w obliczaniu
uktadéw réownan liniowych, calek oraz czastkowych réwnan rézniczkowych.
Podczas dalszych badan zaczeto ja wykorzystywacé rowniez na gruncie finan-
sow, gtownie w wycenie instrumentOw pochodnych oraz szacowaniu efektyw-
nos$ci projektow inwestycyjnych.

Ogdlny schemat aplikacji tej metody w zakresie finans6w mozna podzieli¢
na trzy etapy: cze$¢ wstepna, zwigzang z analizg problemu badawczego oraz
kwestiami technicznymi, dokonywanie symulacji i agregacj¢ uzyskanych wyni-
kéw. O ile pierwszy 1 koncowy etap nalezy przeprowadzi¢ zawsze, o tyle czes$¢
srodkowa jest zalezna od poddanego analizie zjawisku — mozna w niej wykorzy-
sta¢ model finansowy, generujacy przeptywy pieni¢zne dla analizowanego pro-
jektu inwestycyjnego, lub proces stochastyczny, za pomoca ktérego nastepuje
tworzenie §ciezek cenowych wybranych instrumentéw finansowych.

Zastosowanie w analizie symulacji Monte Carlo czesto jest utozsamiane
z odejéciem od determinizmu, jednak postepowanie to nie jest do konca wiasciwe.
Okazuje sig, ze niemoznos$¢ okreslenia stanu koncowego rozpatrywanego procesu,
przy zatozeniu posiadania petnej wiedzy o jego przebiegu, mozna uznaé za przejaw
determinizmu statystycznego. Wspomniane wczesniej zerwanie z determinizmem
sugerowatoby natomiast przejscie w strong skrajnego indeterminizmu, co automa-
tycznie jest zwigzane z dopuszczeniem calkowitej nieokreslonosci ewolucji zdarzen.

W konsekwencji metod¢ Monte Carlo nie mozna jednoznacznie zaklasyfiko-
wac do skrajnych koncepcji determinizmu i indeterminizmu. Indywidualne przypo-
rzadkowanie zalezy od subiektywnej oceny posiadanej wiedzy w zakresie praw
rzadzacych analizowanym zjawiskiem oraz skali akceptacji losowosci zdarzen.
Kombinacja tych dwoch elementow pozwala uplasowaé symulacje Monte Carlo
albo w ramach determinizmu statystycznego, albo umiarkowanego indeterminizmu.
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METHODOLOGICAL BASIS OF THE MONTE CARLO
STOCHASTIC SIMULATION

Summary

The aim of these paper is to present the genesis and methodical basis of the Monte
Carlo simulation, which allows to incorporate in studies the stochastic nature of econom-
ic variables. Additionally this article considers the connection between the mentioned
method and the concepts of determinism and indeterminism.



