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ZALEŻNOŚĆ – FAKTY I MITY 
 
 
Streszczenie: Artykuł poświęcony jest wybranym zagadnieniom zależności zmiennych 
losowych, które można opisać za pomocą funkcji łączących (kopula). Opisano związek 
dwuwymiarowego rozkładu normalnego z gaussowską funkcją łączącą wraz z najczęściej 
stosowaną miarą zależności: współczynnikiem korelacji Pearsona. Wnioski odniesiono do 
przypadku wielowymiarowych rozkładów eliptycznych, w szczególności rozkładów nor-
malnych. Zbadano także rozkład sumy zmiennych losowych pod względem najczęściej 
stosowanej miary ryzyka, jaką jest VaR. Pokazano, że największe wartości tej miary wcale 
nie muszą zachodzić dla ścisłej zależności ani dla niezależności.  
 
Słowa kluczowe: wielowymiarowe rozkłady normalne, funkcje łączące. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Obecnie coraz częściej w modelach związanych z finansami czy ubezpiecze-
niami rozpatruje się zależne procesy czy zmienne losowe [Denuit, Genest, Marceau, 
1999; Embrechts, McNeil, Straumann, 2001; McNeil, Frey, Embrechts, 2005; 
Wang, 1999]. Praca poświęcona jest wybranym zagadnieniom dotyczącym zależ-
ności zmiennych losowych. Przedstawiono w niej pewne fakty, które w pierw-
szym momencie mogą się kłócić z intuicją, z pewnymi ustalonymi poglądami 
związanymi z wielowymiarowymi rozkładami zmiennych losowych. Fakty te 
dotyczą wielowymiarowego rozkładu normalnego oraz najczęściej stosowanych  
w praktyce miar zależności i ryzyka: współczynnika korelacji Pearsona i wartości 
narażonej na ryzyko VaR. 

Strukturę zależności zmiennych losowych X1, …, Xn można opisać za po-
mocą funkcji łączących (kopula). Funkcja łącząca C jest łącznikiem między 
dystrybuantami brzegowymi Fi(x) zmiennych Xi a dystrybuantą F(x1, …, xn) 
rozkładu łącznego [Heilpern, 2007; Nelsen, 1999]: 
 

F(x1, …, xn) = C(F1(x1), …, Fn(xn)).     (1) 



Stanisław Heilpern 86 

Funkcja łącząca nie zależy od rozkładów brzegowych. Jest ona dystrybuan-
tą rozkładu łącznego na [0, 1]n, którego rozkłady brzegowe mają rozkład jedno-
stajny. Gęstość f rozkładu łącznego określona jest wzorem: 
,ଵݔ)݂  … , (௡ݔ = ܿ൫ܨଵ(ݔଵ), … , ൯(௡ݔ)௡ܨ ଵ݂(ݔଵ)… ௡݂(ݔ௡), 
 

gdzie c jest gęstością funkcji łączącej C, a fi gęstością zmiennej losowej Xi. 
Niezależności odpowiada funkcja łącząca Π(u1, … , un) = u1·… ·un, a ścisłej do-

datniej zależności (współmonotoniczności) funkcja M(u1, … , un) = min(u1,…, un). 
Oznaczmy symbolem ℱ(F1, … , Fn) zbiór wszystkich dystrybuant łącznych o tych 
samych dystrybuantach brzegowych Fi. Jest to tzw. klasa Frecheta−Hoeffdinga. Dla 
każdej dystrybuanty F	∈ ℱ(F1, … , Fn) zachodzą tzw. nierówności Frecheta [Nel-
sen, 1999]: 
 

max{F1(x) + … + Fn(x) – n + 1, 0} ≤ F(x, y) ≤ min{F1(x), … , Fn(x)}. 
 

Funkcja max{F1(x) + … + Fn(x) – n + 1, 0} dla n > 2 nie musi być dystrybuantą.  
W przypadku dwuwymiarowym W(u, v) = max(u + v – 1, 0) jest funkcją łą-

czącą odpowiadającą ścisłej, ujemnej zależności (przeciwmonotoniczności). 
Zmienne losowe X i Y są współmonotoniczne, gdy Y = ܨ௒ି ଵ(ܨ௑(ܺ)) i przeciw-
monotoniczne, gdy Y = ܨ௒ି ଵ(1 −  .((ܺ)௑ܨ

W pracy będziemy wykorzystywać gaussowską funkcję łączącą określoną 
wzorem: 
܀ீܥ  ,ଵݑ) … , (௡ݑ = Φ܀(௡)(Φିଵ(ݑଵ), … ,Φିଵ(ݑ௡)), 
 

gdzie Φ܀(௡) dystrybuanta n-wymiarowego standardowego rozkładu normalnego  
o macierzy korelacji R, a Φ jest dystrybuantą jednowymiarowego, standardowe-
go rozkładu normalnego. 

Punkt 1 poświęcony jest dwuwymiarowemu rozkładowi normalnemu. Po-
każemy, że jest on ściśle związany z gaussowską funkcją łączącą. Następnie 
omówimy najczęściej stosowaną miarę zależności: współczynnik korelacji Pear-
sona. Pokażemy jego wady: zależność od rozkładów brzegowych, brak nie-
zmienniczości względem rosnących przekształceń oraz fakt, że dla ustalonych 
rozkładów brzegowych nie muszą być osiągalne wszystkie możliwe wartości 
tego współczynnika. W przypadku wielowymiarowych rozkładów eliptycznych, 
np. normalnych, współczynnik korelacji Pearsona nie ma tych wad. Na zakoń-
czenie badamy rozkład sumy zmiennych losowych pod względem najczęściej 
stosowanej miary ryzyka, jaką jest VaR. Pokażemy, że największe wartości tej 
miary wcale nie muszą zachodzić dla ścisłej zależności ani dla niezależności. 
Niestety, z takim poglądem można się niekiedy spotkać na wystąpieniach konfe-
rencyjnych czy w publikacjach związanych z analizą portfelową. 
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Niech C(u, v) będzie funkcją łączącą będącą dystrybuantą rozkładu jed-
nostajnego skupionego na brzegu kwadratu utworzonego przez wykresy linii 
v = u + 0,5 i v = –u + 0,5 dla 0 ≤ u ≤ 0,5 oraz v = u – 0,5 i v = –u + 1,5 dla  
0,5 ≤ u ≤ 1 (rys. 3a). Wtedy rozkład łączny z dystrybuantą opisaną wzorem: 
 

F(x, y) = C(Φ(ݔ), Φ(ݕ)) 
 

skupiony jest na krzywych określonych równaniem (rys. 3b):  
 |Φ(ݔ) − 0,5| + |Φ(ݕ) − 0,5| = 0,5. 
 

Z drugiej strony, sama gaussowska funkcja łącząca nie wyznacza nam 
wielowymiarowego rozkładu normalnego. Wstawiając do wzoru (1) gaus-
sowską funkcję łączącą oraz inne niż normalne brzegowe dystrybuanty, nie 
otrzymamy dystrybuanty wielowymiarowego rozkładu normalnego.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                             a)                                            b) 
 
Rys. 3. Krzywe, na których skupiona jest funkcja łącząca (a) oraz rozkład łączny (b) z przykładu 1b 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie [Nelsen, 1999]. 
 
Przykład 2. Rozpatrzmy dwuwymiarowy rozkład o dystrybuancie: 
,ݔ)ܨ  (ݕ = ଴,଺ீܥ ൫(ݔ)ܪ,  ,൯(ݕ)ܪ
 

gdzie H(x) jest dystrybuantą rozkładu jednostajnego na odcinku [−3, 3]. Na rys. 4 
przedstawiona jest gęstość f(x, y) tego rozkładu. Widzimy, że wykres ten istotnie 
różni się od wykresu gęstości dwuwymiarowego rozkładu normalnego (rys. 1). 
W punktach (−3, −3) oraz (3, 3) graniczna wartość gęstości jest równa nieskoń-
czoności.  

Gęstość f(x, y) z przykładu 2 została wyznaczona z następującego wzoru: 
,ݔ)݂  (ݕ = ܿ଴,଺ீ ൫(ݔ)ܪ,  ,(ݕ)ℎ(ݔ)൯ℎ(ݕ)ܪ

0

1

0 1
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0

3

-3 0 3
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Współczynnik korelacji Pearsona jest jedynie niezmienniczy ze względu na 
rosnące przekształcenia liniowe, tzn. dla a, c > 0 zachodzi zależność: 
 

r(aX + b, cY + d) = r(X, Y). 
 

Kowariancję można zapisać w języku funkcji łączących wzorem [Em-
brechts, McNeil, Straumann, 2001]: 
 cov(ܺ, ܻ) = ඵ(ܨ)ܥ௑(ݔ), ∞((ݕ)௒ܨ

ି∞ − Π(ܨ௑(ݔ),  .ݕ݀ݔ݀(((ݕ)௒ܨ
 

Widzimy, że na wielkość kowariancji, jak i współczynnika korelacji Pearsona r 
wpływa nie tylko funkcja łącząca, ale i dystrybuanty rozkładów brzegowych. Nato-
miast inne współczynniki korelacji: Kendalla τ i Spearmana ρ są jednoznacznie wy-
znaczone przez funkcje łączące [Embrechts, McNeil, Straumann, 2001]: 
 ߬(ܺ, ܻ) = 4නනݑ)ܥ, ,ݑ)ܥ݀(ݒ (ݒ − 1,ଵ

଴
ଵ
଴  

,ܺ)ߩ ܻ) = 12නන(ݑ)ܥ, (ݒ − ଵ.ݒ݀ݑ݀(ݒݑ
଴

ଵ
଴  

 

Należy też pamiętać, że gdy wariancje nie istnieją, to nie można wyznaczyć 
współczynnika korelacji Pearsona r. Ponadto dla ustalonych rozkładów brzego-
wych X i Y nie wszystkie wartości współczynnika korelacji Pearsona r są osią-
galne dla wszystkich możliwych rozkładów łącznych, czyli elementów rodziny ℱ(FX, FY). Mówi o tym poniższe twierdzenie pochodzące od Höffdinga i Frecheta. 
 

Twierdzenie 1 [Embrechts, McNeil, Straumann, 2001]. Jeżeli X, Y są zmienny-
mi losowymi o dowolnej strukturze zależności z dystrybuantami FX, FY oraz  
0 < σX < ∞, 0 < σY < ∞, to: 
a.  Zbiór wszystkich możliwych wartości współczynnika korelacji Pearsona jest 

domkniętym przedziałem [rmin, rmax] oraz rmin < 0 < rmax. 
b.  Najmniejszą wartość współczynnika korelacji rmin otrzymujemy wtedy i tylko 

wtedy, gdy zmienne X, Y są przeciwmonotoniczne, a największą rmax dla 
współmonotonicznych. 

c.  rmin = –1 wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne X, –Y mają rozkłady tego samego 
typu. Natomiast rmax = 1, gdy X, Y mają rozkłady tego samego typu. 

d.  Gdy sup{x: FX(x) < 1} = sup{x: FY(x) < 1} = ∞ oraz X, Y ≥ 0, to nigdy nie 
otrzymamy r = –1. 
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Ekstremalne wartości współczynnika korelacji Pearsona występują jedynie, 
gdy zmienne są zależne liniowo, czyli Y = aX + b. Wartość r = 1 otrzymamy, 
gdy a > 0 oraz r = –1 gdy a < 0. 
 

Przykład 3 
a. Niech zmienne losowe X i Y mają rozkład wykładniczy o dystrybuantach 

FX(x) = 1 – e-ax oraz FY(y) = 1 – e-by, gdzie a, b > 0. Największą wartość 
współczynnika korelacji otrzymamy dla współmonotonicznych zmiennych 
losowych. Wtedy Y = ௔௕X oraz r(XY) = 1. Natomiast gdy zmienne te są prze-

ciwmonotoniczne, to Y = − ଵ௕ ݈݊(1 − ݁ି௔௫) oraz: 
(ܻܺ)ܧ  = −න ݔܾܽ ݈݊(1 − ݁ି௔௫)݁ି௔௫∞

଴ ݔ݀ = 12 − ଶ6ܾܽߨ . 
 

Współczynnik korelacji jest wtedy równy: 
,ܺ)ݎ  ܻ) = 12 − ଶ6ܾܽߨ − 1ܾܽ1ܾܽ = 1 − ଶ6ߨ . 
 

Podsumowując, otrzymujemy: 
 

rmin = 1 − గమ଺ ≈ −0,6449, 
rmax = 1. 

 

b. Załóżmy teraz, że zmienne mają rozkład logarytmiczno-normalny: zmienna X 
z parametrami 0 i 1, a Y z parametrami 0 i σ > 0. Wtedy [Embrechts, McNeil, 
Straumann, 2001]: 

 

rmin = r(eZ, e-σZ) = ௘ష഑ିଵට(௘ିଵ)ቀ௘഑మିଵቁ, 
 

gdzie zmienna losowa Z ma rozkład standardowy normalny oraz: 
 

rmax = r(eZ, eσZ) = ௘഑ିଵට(௘ିଵ)ቀ௘഑మିଵቁ. 
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Dystrybuanta sumy zmiennych losowych jest ograniczona z dołu i z góry 
przez dystrybuanty Fmin i Fmax. Ich postać podana jest w twierdzeniu 2. 
 

Twierdzenie 2 [Denuit, Genest, Marceau, 1999]. Niech X1, …, Xn będą dowol-
nymi zmiennymi losowymi o strukturze zależności opisanej funkcją łączącą C. 
Jeżeli FS,C(s) jest dystrybuantą ich sumy SC = X1 + … + Xn, to 
 

Fmin(s) ≤ FS,C(s) ≤ Fmax(s), 
 

gdzie:  
(ݏ)୫୧୬ܨ  = supܠ∈Σ(௦)max ൝෍ܨ௜ି (௜ݔ) − ݊ + 1, 0௡

௜ୀଵ ൡ, 
(ݏ)୫ୟ୶ܨ = infܠ∈Σ(௦)min ൝෍ܨ௜(ݔ௜), 1௡

௜ୀଵ ൡ , 
 

oraz Σ(s) = {(x1, …, xn): x1 + … + xn = s} i ܨ௜ି (ݔ) = ܲ( ௜ܺ <   .(ݔ
Ponadto, nie istnieje też funkcja łącząca C, taka że graniczne dystrybuanty 

Fmin i Fmax są dystrybuantami sumy SC, ale dla każdego x0 istnieje funkcja łącząca 
C0, taka że ܨௌ,஼బ(ݔ଴) =  .Podobnie jest dla ograniczenia Fmax .(଴ݔ)୫୧୬ܨ

Przejdźmy teraz do zbadania podstawowych miar ryzyka dotyczących sumy 
zależnych zmiennych losowych S. Taką miarę ryzyka będziemy oznaczać sym-
bolem γ(S; C), gdzie C jest funkcją łączącą opisującą strukturę zależności 
zmiennych losowych Xi.  

Koherentna miara ryzyka powinna spełniać cztery, pożądane w praktyce 
aksjomaty [McNeil, Frey, Embrechts, 2005]. Powinna być niezmiennicza 
względem transformacji, dodatnio jednorodna, monotoniczna i subaddytywna. 
Ostatnia własność, subaddytywność: γ(X + Y) ≤ γ(X) + γ(Y) zachodzi dla każdej 
zmiennej X i Y, związana jest z dywersyfikacją ryzyka. Najczęściej stosowaną  
w praktyce miarą ryzyka jest wartość narażona na ryzyko (Value-at-Risk)  
VaRα(X). Jest to prosta miara ryzyka będąca kwantylem zmiennej X: 
 

VaRα(X) = inf{x: FX(x) ≤ α}. 
 

Nie jest ona jednak koherentną miarą ryzyka. Nie spełnia warunku subad-
dytywności. Można też pokazać [McNeil, Frey, Embrechts, 2005], że dla 
współmonotonicznych zmiennych losowych jest ona addytywna: 
 

VaRα(S; M) = VaRα(X1) + … + VaRα(Xn). 
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Miara VaRα nie jest subaddytywna. Istnieje więc funkcja łącząca C, taka że 
VaRα(S; C) > VaRα(X1) + … + VaRα(Xn), czyli zachodzi relacja: 
 

VaRα(S; M) < VaRα(S; C). 
 

Współmonotoniczne zmienne losowe wcale nie muszą więc dawać naj-
większej wartości VaRα dla ich sumy.  

W przypadku gdy zmienne X1, ..., Xn mają łączny rozkład eliptyczny, to miara 
VaRα jest koherentna [McNeil, Frey, Embrechts, 2005]. Wtedy VaRα(S; M) ≥  
≥ VaRα(S; C) dla każdej struktury zależności. Podobna sytuacja zachodzi dla innej 
miary ryzyka: średniego niedoboru (expected shortfall) określonego wzorem: 
 ESఈ(ܺ) = 11 − ߙ නVaR௨(ܺ)dݑଵ

ఈ . 
 

Dla ciągłych zmiennych losowych zachodzi zależność: 
 ESα(ܺ) 	= 	E(ܺ|	ܺ	 > 	VaRα(ܺ)). 
 

Średni niedobór jest koherentną miarą ryzyka również addytywną dla 
współmonotonicznych zmiennych losowych [McNeil, Frey, Embrechts, 2005]. 
Tak więc współmonotoniczne zmienne gwarantują nam największą wartość tej 
miary ryzyka: 
 

VaRα(S; C) ≤ VaRα(S; M). 
 

Ponadto, wcale nie jest prawdą, że wartość miary VaRα jest zawsze większa 
dla zmiennych współmonotonicznych niż dla przecimonotonicznych czy nieza-
leżnych. Zagadnienie to poruszają przykłady 4 oraz 5. Przedstawiają one dwie 
przeciwstawne sytuacje. 
 

Przykład 4 [Heilpern, 2011]. Niech zmienne losowe X1 i X2 mają rozkład wy-
kładniczy o dystrybuancie Fi(x) = 1 – e-x. Na rys. 6 przedstawione są wykresy 
dystrybuant sumy przeciwmonotonicznych, niezależnych i współmonotonicz-
nych tych zmiennych losowych oraz dolnego ograniczenia Fmin(x). 
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DEPENDENCE – FACTS AND MYTHS 
 
Summary: The main aim of the article is to show chosen issues of random variables which 
can be described in the form of copula functions. In the first part the relationship between 
two-dimensional normal distribution with Gaussian copula function was shown together 
with the most common measure – Pearson correlation coefficient. Conclusions were referred 
to multivariate elliptical distributions, mainly to normal distributions with major focus on 
generally used risk measure – value at risk (VaR). It was shown that the highest values of 
this measure need not appear for close dependence as well as for independence. 
 
Keywords: multivariate normal distribution, copula functions. 


