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ZALEZNOSC - FAKTY I MITY

Streszczenie: Artykul po$wigcony jest wybranym zagadnieniom zalezno$ci zmiennych
losowych, ktére mozna opisa¢ za pomoca funkcji taczacych (kopula). Opisano zwigzek
dwuwymiarowego rozktadu normalnego z gaussowska funkcja laczaca wraz z najczesciej
stosowang miarg zaleznosci: wspdtczynnikiem korelacji Pearsona. Wnioski odniesiono do
przypadku wielowymiarowych rozktadéw eliptycznych, w szczegdlnosci rozktadéw nor-
malnych. Zbadano takze rozklad sumy zmiennych losowych pod wzgledem najczesciej
stosowanej miary ryzyka, jakg jest VaR. Pokazano, ze najwigksze wartos$ci tej miary wcale
nie musza zachodzi¢ dla $cistej zaleznosci ani dla niezaleznosci.

Stowa kluczowe: wiclowymiarowe rozktady normalne, funkcje faczace.

Wprowadzenie

Obecnie coraz czgsciej w modelach zwigzanych z finansami czy ubezpiecze-
niami rozpatruje si¢ zalezne procesy czy zmienne losowe [Denuit, Genest, Marceau,
1999; Embrechts, McNeil, Straumann, 2001; McNeil, Frey, Embrechts, 2005;
Wang, 1999]. Praca poswigcona jest wybranym zagadnieniom dotyczacym zalez-
nosci zmiennych losowych. Przedstawiono w niej pewne fakty, ktore w pierw-
szym momencie mogg si¢ ktdci¢ z intuicja, z pewnymi ustalonymi pogladami
zwigzanymi z wielowymiarowymi rozkladami zmiennych losowych. Fakty te
dotyczg wielowymiarowego rozktadu normalnego oraz najczesciej stosowanych
w praktyce miar zaleznosci i ryzyka: wspotczynnika korelacji Pearsona i wartosci
narazonej na ryzyko VaR.

Strukture zalezno$ci zmiennych losowych X, ..., X, mozna opisa¢ za po-
mocg funkcji taczacych (kopula). Funkcja laczaca C jest tacznikiem migdzy
dystrybuantami brzegowymi F{x) zmiennych X; a dystrybuantg F(xi, ..., x,)
rozktadu tagcznego [Heilpern, 2007; Nelsen, 1999]:

F(Xl, ...,xn):C(Fl(xl), ...,F,,(X,,)). (1)
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Funkcja taczaca nie zalezy od rozkladéw brzegowych. Jest ona dystrybuan-
ta rozktadu tacznego na [0, 1]", ktorego rozktady brzegowe majg rozktad jedno-
stajny. Gestos¢ frozktadu tacznego okreslona jest wzorem:

Qe s 2n) = ¢(F1 (1), e, B Cen)) 1 01 e frn G,

gdzie c jest gestoscig funkcji taczacej C, a f; gestoscig zmiennej losowej X..

Niezaleznos$ci odpowiada funkcja taczaca If(uy, ... , u,) = u;-... ‘u,, a $cistej do-
datniej zaleznosci (wspotmonotonicznoscei) funkcja M(uy, ... , u,) = min(u,..., u,).
Oznaczmy symbolem F(Fy, ... , F,) zbior wszystkich dystrybuant tacznych o tych
samych dystrybuantach brzegowych F. Jest to tzw. klasa Frecheta—Hoeftdinga. Dla
kazdej dystrybuanty '€ F(F), ... , F},) zachodza tzw. nierownosci Frecheta [Nel-
sen, 1999]:

max{Fi(x)+ ...+ F,(x)—n+1,0} <F(x, y) <min{F(x), ..., F.(x)}.

Funkcja max{F(x) + ... + F,(x)—n+ 1,0} dla n > 2 nie musi by¢ dystrybuanta.

W przypadku dwuwymiarowym W(u, v) = max(u + v — 1, 0) jest funkcja 1a-
czaca odpowiadajaca S$cistej, ujemnej zaleznosci (przeciwmonotonicznosci).
Zmienne losowe X i Y s3 wspotmonotoniczne, gdy Y = Fy 1(Fx(X)) i przeciw-
monotoniczne, gdy ¥ = F; 1(1 — Fx(X)).

W pracy bedziemy wykorzystywaé gaussowska funkcje taczaca okreslona
wzorem:

Clg (ull ey un) = (Dg{n) (q)_l(ul)l ey (D_l(un))a

gdzie CDgl) dystrybuanta n-wymiarowego standardowego rozkladu normalnego

0 macierzy korelacji R, a @ jest dystrybuantg jednowymiarowego, standardowe-
go rozktadu normalnego.

Punkt 1 poswiecony jest dwuwymiarowemu rozktadowi normalnemu. Po-
kazemy, ze jest on $ciSle zwigzany z gaussowska funkcja taczaca. Nastepnie
oméwimy najczesciej stosowang miarg zaleznosci: wspotezynnik korelacji Pear-
sona. Pokazemy jego wady: zalezno$¢ od rozkladow brzegowych, brak nie-
zmienniczo$ci wzgledem rosnacych przeksztalcen oraz fakt, ze dla ustalonych
rozktadow brzegowych nie musza by¢ osiagalne wszystkie mozliwe warto$ci
tego wspotczynnika. W przypadku wielowymiarowych rozktadéw eliptycznych,
np. normalnych, wspotczynnik korelacji Pearsona nie ma tych wad. Na zakon-
czenie badamy rozklad sumy zmiennych losowych pod wzgledem najczesciej
stosowanej miary ryzyka, jakg jest VaR. Pokazemy, ze najwicksze wartosci tej
miary wcale nie muszg zachodzi¢ dla $cistej zalezno$ci ani dla niezaleznosci.
Niestety, z takim pogladem mozna si¢ niekiedy spotkac¢ na wystapieniach konfe-
rencyjnych czy w publikacjach zwigzanych z analizg portfelows.
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1. Rozktad normalny

W dalszych rozwazaniach bedziemy jedynie rozpatrywa¢ dwuwymiarowy,
standardowy rozktad normalny. Jego gesto$¢ okreslona jest wzorem [Wang, 1999]:

1 < x? = 2rxy + yz)
—————exp| - ),
2mV1 — 12 2(1-7)

a macierz korelacji przyjmuje postac:

R=(, 1)

Dwuwymiarowy, standardowy rozktad normalny zalezy wigc jedynie od jednego
parametru . Wykres gestosci tego rozktadu dla » = 0,6 przedstawiony jest na rys. 1.

Brzegowe rozktady wielowymiarowego rozktadu normalnego majg rowniez
rozklad normalny. Niestety, z faktu, ze rozktady brzegowe sa normalne wcale
nie musi wynika¢, ze rozktad taczny jest wielowymiarowym rozktadem normal-
nym. Zachodzi tak jedynie, gdy struktura zalezno$ci migdzy rozktadami brze-
gowymi jest opisana gaussowska funkcja taczaca. W przypadku gdy struktura
zaleznosci zadana jest za pomocg innych funkcji laczacych, otrzymujemy inne
niz normalne wielowymiarowe rozklady. Nawet istotnie rozne od wielowymia-
rowego rozktadu normalnego.

2
r()(x.y) =

Rys. 1. Wykres dwuwymiarowego rozktadu normalnego

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Przyklad 1
a. Niech struktura zaleznos$ci zachodzgcej miedzy dwoma zmiennymi losowymi
o standardowym rozktadzie normalnym opisana jest funkcja taczaca postaci:

4

Crgu,v) =uv + | f(O)dt | g(t)de,
-

0

gdzie funkcje f{(¢) oraz g(¢) zadane sa wzorami [Embrechts, McNeil, Strau-
mann, 2001]:

2
f(®) =1¢3,07 (@) — 51(0,3;0,7)0(15).
2
g@t) = —1(g3,07)(t) + 3 1(0,3;0,7)c(t),

a 1,4(?) jest indykatorem zbioru 4. Wtedy dystrybuanta otrzymanego rozktadu
facznego opisana jest wzorem:

F(x9 y) = Cﬁg(q)(x)ﬁ q)(y))

Rysunek 2 przedstawia gestos$¢ tego rozktadu.

Rys. 2. Ggstos¢ rozktadu tacznego z przyktadu la

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie [Embrechts, McNeil, Straumann].

b. Przyktad syngularnego rozktadu tacznego o brzegowych rozktadach normal-
nych [Nelsen, 1999].
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Niech C(u, v) bedzie funkcja taczaca bedaca dystrybuanta rozktadu jed-
nostajnego skupionego na brzegu kwadratu utworzonego przez wykresy linii
v=u+051iv=-u+05dla0<u<05orazv=u-051iv=-u+1,5dla
0,5 <u <1 (rys. 3a). Wtedy rozktad taczny z dystrybuantg opisang wzorem:

F(x, y) = C(@(x), ®(¥))
skupiony jest na krzywych okreslonych rownaniem (rys. 3b):
|®(x) = 0,5] + |P(y) — 0,5] = 0,5.

Z drugiej strony, sama gaussowska funkcja tgczaca nie wyznacza nam
wielowymiarowego rozktadu normalnego. Wstawiajac do wzoru (1) gaus-
sowska funkcje taczaca oraz inne niz normalne brzegowe dystrybuanty, nie
otrzymamy dystrybuanty wielowymiarowego rozktadu normalnego.

b

a) b)

1

Rys. 3. Krzywe, na ktorych skupiona jest funkcja taczaca (a) oraz rozktad taczny (b) z przyktadu 1b

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie [Nelsen, 1999].

Przyklad 2. Rozpatrzmy dwuwymiarowy rozktad o dystrybuancie:
F(x,y) = C§e(H(), HD)),

gdzie H(x) jest dystrybuantg rozktadu jednostajnego na odcinku [-3, 3]. Na rys. 4
przedstawiona jest gestos$¢ f(x, y) tego rozkladu. Widzimy, ze wykres ten istotnie
ro6zni si¢ od wykresu gestosci dwuwymiarowego rozktadu normalnego (rys. 1).
W punktach (=3, —3) oraz (3, 3) graniczna warto$¢ gestosci jest rowna nieskon-
czonosci.

Gestos¢ fix, y) z przyktadu 2 zostata wyznaczona z nastgpujacego wzoru:

G, y) = c§e(H), H))R()R(),
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gdzie h(x) gestoscig rozktadu jednostajnego na [-3, 3]. Natomiast gestos¢ gaus-
sowskiej funkcji taczacej ¢ mozemy obliczyé korzystajac z zaleznoscei:

@)
cf(000, 0) = 270

Rys. 4. Wykres gestosci rozkladu tacznego dwoch rozktadoéw jednostajnych o strukturze zaleznosci
wyznaczonej przez gaussowska funkcje taczaca

Zrodto: Opracowanie whasne.

2. Miary zaleznosci

Najczesciej stosowang miarg zaleznosci jest wspolczynnik korelacji Pear-
sona 7 okreslony wzorem:

cov(X,Y)
r(X,Y) =——F5
SxSy
gdzie cov(X, Y) = E(XY) — EXEY jest kowariancja zmiennych X1 Y, a sy jest odchyle-
niem standardowym zmiennej X. Nalezy jednak pamigtac, ze jest on jedynie miarg
zaleznos$ci liniowej. Nie jest on niezmienniczy ze wzgledu na rosngce przeksztalcenia.
Przyktadowo zachodzi zalezno$¢ [Embrechts, McNeil, Straumann, 2001]:

r(DX), d(Y)) = %arcsin (r(};’y)).
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Wspotczynnik korelacji Pearsona jest jedynie niezmienniczy ze wzgledu na
rosnace przeksztalcenia liniowe, tzn. dla a, ¢ > 0 zachodzi zalezno$¢:

raX+b,cY+d)y=rX7Y).

Kowariancje mozna zapisa¢ w jezyku funkcji laczacych wzorem [Em-
brechts, McNeil, Straumann, 2001]:

cov(X, ¥) = j f (CCFx (), Fy () = TI(Fy (), Fy () dxdly.

Widzimy, ze na wielko$¢ kowariancii, jak 1 wspotczynnika korelacji Pearsona r
wplywa nie tylko funkcja taczaca, ale i dystrybuanty rozktadow brzegowych. Nato-
miast inne wspotczynniki korelacji: Kendalla 7 1 Spearmana p sg jednoznacznie wy-
znaczone przez funkcje faczace [Embrechts, McNeil, Straumann, 2001]:

1 1
(X,Y) = 4 f f C(u, v)dC(u, v) — 1,
00
11

p(X,Y) =12 f f(C(u, v) — uv)dudv.
0

0

Nalezy tez pamigtac, ze gdy wariancje nie istniejg, to nie mozna wyznaczy¢
wspotczynnika korelacji Pearsona ». Ponadto dla ustalonych rozktadéow brzego-
wych X 1 Y nie wszystkie warto$ci wspotczynnika korelacji Pearsona r sg osig-
galne dla wszystkich mozliwych rozktadéw tacznych, czyli elementéw rodziny
F(Fy, Fy). Mowi o tym ponizsze twierdzenie pochodzace od Hoffdinga i Frecheta.

Twierdzenie 1 [Embrechts, McNeil, Straumann, 2001]. Jezeli X, ¥ sa zmienny-
mi losowymi o dowolnej strukturze zalezno$ci z dystrybuantami Fy, Fy oraz
0<oy<w, < oy<wm, to:

a. Zbior wszystkich mozliwych warto$ci wspolczynnika korelacji Pearsona jest
domknietym przedziatem [#in, #imax] 0TaZ Fimin < 0 < Fipax.

b. Najmniejsza warto§¢ wspotczynnika korelacji 7., otrzymujemy wtedy i tylko
wtedy, gdy zmienne X, Y sa przeciwmonotoniczne, a najwiekszg 7y dla
wspotmonotonicznych.

c. 7min =—1 wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne X, —Y maja rozklady tego samego
typu. Natomiast 7., = 1, gdy X, ¥ maja rozklady tego samego typu.

d. Gdy sup{x: Fx(x) < 1} = sup{x: Fy(x) <1} = oraz X, ¥ > 0, to nigdy nie
otrzymamy r =—1.
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Ekstremalne warto$ci wspotczynnika korelacji Pearsona wystepuja jedynie,

gdy zmienne sg zalezne liniowo, czyli ¥ = aX + b. Warto$¢ » = 1 otrzymamy,
gdy a>0orazr=-1gdy a <0.

Przyklad 3

a.

Niech zmienne losowe X i Y maja rozktad wykladniczy o dystrybuantach
Fy(x) = 1 — ™ oraz Fy(y) = 1 — €™, gdzie a, b > 0. Najwicksza warto§é
wspotczynnika korelacji otrzymamy dla wspdtmonotonicznych zmiennych
losowych. Wtedy Y = %X oraz (XY) = 1. Natomiast gdy zmienne te sg prze-

. . 1 _
ciwmonotoniczne, to Y= — > In(1 —e™%) oraz:

E(XY) = faxl (1 — e-a¥yg-ar gy = 27T
= i e e Xx=—c
0
Wspotczynnik korelacji jest wtedy rowny:
12—-7m? 1 5
__6ab _ab _, T
r(X,Y) = T =1 -
ab

Podsumowujac, otrzymujemy:

2
Fonin = 1 — ’% ~ —0,6449,

Pmax = 1.

. Zalézmy teraz, ze zmienne maja rozktad logarytmiczno-normalny: zmienna X

z parametrami 0 i 1, a ¥ z parametrami 0 i ¢ > 0. Wtedy [Embrechts, McNeil,
Straumann, 2001]:

—o‘Z) _ e 7-1

Pmin = r(eZ, e
(e—l)(e"z—l)

gdzie zmienna losowa Z ma rozklad standardowy normalny oraz:

ch) _ e?-1

Pmax = r(eZ, e
(e—1)(e‘72—1)
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Rys. 5. Wartosci 7y, 1 7max dla 16znych wartosci parametru o

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie [Embrechts, McNeil, Straumann, 2001].

Z twierdzenia 1d wynika, ze w obydwu przypadkach nie mozna otrzymac
wartos$ci wspotczynnika korelacji » = —1. Dla zmiennych o rozktadzie wyktadni-
czym warto$¢ dolnej granicy 7y, nie zalezy od warto$ci wspotczynnikoéw a i b.
Natomiast w przypadku rozkladu logarytmiczno-normalnego sytuacja istotnie
zalezy od wartosci parametru o. Maksymalng warto$¢ otrzymamy jedynie, gdy
o =1, adla g > 3,5 wspolczynnik korelacji jest zawsze rowny w przyblizeniu 0.
Wykresy wartosci tych granic: #mi, 1 7max Z0ostaty przedstawione na rys. 5.

Rozktad logarytmiczno-normalny wykorzystywany jest czesto w finansach,
w analizie portfelowej. Nalezy wiec w tym przypadku ostroznie stosowac
wspotezynnik korelacji Pearsona.

3. Sumy zmiennych losowych, wyznaczanie VaR
Zbadamy teraz rozktad sumy zmiennych losowych X, ..., X,, gdy struktura
zaleznosci zadana jest funkcja taczacg C. Niech:
SC:Xl + ... +Xn,

wtedy dystrybuanta sumy Sc¢ okreslona jest wzorem [Heilpern, 2011]:

Fyo(s) = f AC(Fy (1), o, Fa () = f dCQuy, ..., y),
K(s) A(s)

gdzie:

K(s) = {(x1, ooos X)) X1 + .0+ X, <5,
A(S) = {(ury ooy ) F{ N (uwg) + oo+ B M (uy) <)
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Dystrybuanta sumy zmiennych losowych jest ograniczona z dotu i z gory
przez dystrybuanty Fi, 1 Fnax. Ich postaé podana jest w twierdzeniu 2.

Twierdzenie 2 [Denuit, Genest, Marceau, 1999]. Niech X, ..., X, beda dowol-
nymi zmiennymi losowymi o strukturze zaleznos$ci opisanej funkcja taczaca C.
Jezeli Fs () jest dystrybuantg ich sumy Sc=X; + ... + X, to

me(S) < FS,C(S) < Fmax(s)>

gdzie:

n
Fpin(s) = sup max {Z Fr(x)—n+1, 0},
i=1

XEX(S)

n
Fmax(s) = xElg(f:s‘) min {Z Fi(xi)l 1}1
i=1

oraz 2(s) = {(x1, ..., X,): x1 + ... +x,=s} i F (x) = P(X; < x).

Ponadto, nie istnieje tez funkcja taczaca C, taka ze graniczne dystrybuanty
Fin 1 Finax 83 dystrybuantami sumy S, ale dla kazdego x, istnieje funkcja taczaca
Co, taka ze Fs ¢ (xg) = Fpin(%o). Podobnie jest dla ograniczenia Fiay.

Przejdzmy teraz do zbadania podstawowych miar ryzyka dotyczacych sumy
zaleznych zmiennych losowych S. Takg miar¢ ryzyka bgdziemy oznacza¢ sym-
bolem y(S; C), gdzie C jest funkcja laczaca opisujaca strukture zalezno$ci
zmiennych losowych X..

Koherentna miara ryzyka powinna spetniaé¢ cztery, pozadane w praktyce
aksjomaty [McNeil, Frey, Embrechts, 2005]. Powinna by¢ niezmiennicza
wzgledem transformacji, dodatnio jednorodna, monotoniczna i subaddytywna.
Ostatnia wlasnos¢, subaddytywnosc: (X + ¥) < »(X) + y(Y) zachodzi dla kazdej
zmiennej X 1 Y, zwigzana jest z dywersyfikacja ryzyka. Najczesciej stosowang
w praktyce miarg ryzyka jest warto$¢ narazona na ryzyko (Value-at-Risk)
VaR,(X). Jest to prosta miara ryzyka bedaca kwantylem zmiennej X:

VaR(X) = inf{x: Fx(x) <a}.
Nie jest ona jednak koherentng miarg ryzyka. Nie spetnia warunku subad-

dytywnoséci. Mozna tez pokaza¢ [McNeil, Frey, Embrechts, 2005], Zze dla
wspotmonotonicznych zmiennych losowych jest ona addytywna:

VaR,(S; M) =VaR, (X)) + ... + VaR,(X)).
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Miara VaR, nie jest subaddytywna. Istnieje wigc funkcja taczaca C, taka ze
VaR,(S; C) > VaR, (X)) + ... + VaR(X,), czyli zachodzi relacja:

VaR(S; M) < VaR,(S; C).

Wspoétmonotoniczne zmienne losowe wcale nie muszg wigc dawac naj-
wiekszej wartosci VaR,, dla ich sumy.

W przypadku gdy zmienne X, ..., X, majg taczny rozktad eliptyczny, to miara
VaR, jest koherentna [McNeil, Frey, Embrechts, 2005]. Wtedy VaR,(S; M) >
> VaR,(S; C) dla kazdej struktury zalezno$ci. Podobna sytuacja zachodzi dla innej
miary ryzyka: sredniego niedoboru (expected shortfall) okre§lonego wzorem:

1
1
ESa(X) = m f VaRu(X)du
a

Dla ciaglych zmiennych losowych zachodzi zaleznos¢:
ES,(X) = E(X| X > VaR,(X)).

Sredni niedobor jest koherentng miara ryzyka réwniez addytywna dla
wspotmonotonicznych zmiennych losowych [McNeil, Frey, Embrechts, 2005].
Tak wigc wspotmonotoniczne zmienne gwarantujg nam najwigksza wartos¢ tej
miary ryzyka:

VaR,(S; C) < VaR,(S; M).

Ponadto, wcale nie jest prawda, ze warto$¢ miary VaR, jest zawsze wigksza
dla zmiennych wspotmonotonicznych niz dla przecimonotonicznych czy nieza-
leznych. Zagadnienie to poruszajg przyktady 4 oraz 5. Przedstawiaja one dwie
przeciwstawne sytuacje.

Przyklad 4 [Heilpern, 2011]. Niech zmienne losowe X; i X; maja rozktad wy-
ktadniczy o dystrybuancie Fi(x) = 1 — e™. Na rys. 6 przedstawione sg wykresy
dystrybuant sumy przeciwmonotonicznych, niezaleznych i wspdétmonotonicz-
nych tych zmiennych losowych oraz dolnego ograniczenia F ().
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Rys. 6. Wykresy dystrybuant sumy zmiennych losowych o rozktadzie wyktadniczych

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie [Heilpern, 2011].

Widzimy, ze dla matych wartosci x najwicksza wartos¢ dystrybuanty
otrzymujemy dla zmiennych wspélmonotonicznych, a najmniejsza dla przeciw-
monotonicznych. Natomiast dla duzych warto$ci x relacje sg odwrotne. Oznacza
to, ze dla wartosci a bliskich 1 otrzymujemy zalezno$ci:

VaR,(S, W) < VaR,(S, IT) < VaR (S, M) < VaR,(S, C,),

gdzie C, jest funkcjg laczacy, dla ktorej istnieje x,, takie Ze Fgc (xq) =
= Imin (xa) =a.

Odmienng sytuacj¢ otrzymujemy dla rozkltadéw gruboogonowych, np. dla
rozktadu Pareto.

Przyklad 5 [Heilpern, 2011]. Niech zmienne losowe X; i X, maja rozktad Pareto

o dystrybuancie Fi(x) =1 — \/—1; Wykresy dystrybuant przedstawione sg na rys. 7a.

Natomiast rys. 7b przedstawia te same dystrybuanty dla wartosci prawdopodo-
bienstw bliskich 1.
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Rys. 7. Wykresy dystrybuant sumy zmiennych losowych o rozktadzie Pareto

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie [Heilpern, 2011].

W przypadku gdy zmienne X; maja rozktad Pareto, to dla kazdego x naj-

wigksze wartosci dystrybuanty otrzymujemy dla wspotmonotonicznych zmien-
nych, a najmniejsze dla przeciwmonotonicznych. Dla x wiekszych od 60 dystry-

buanty niezaleznych i przeciwmonotonicznych zmiennych losowych sg juz
prawie rowne. Wartosci VaR, dla przeciwmonotonicznych zmiennych sg znacz-
nie wigksze niz dla wspotmonotonicznych, jednak az ponad dwukrotnie mniej-
sze dla a = 0,97 od dolnej granicy Fp,(x) (patrz rys. 7b). Jest to sytuacja od-
wrotna jak w przypadku rozktadu wyktadniczego, gdzie wartos¢ VaR, jest

wicksza dla wspotmonotonicznych zmiennych losowych.
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DEPENDENCE - FACTS AND MYTHS

Summary: The main aim of the article is to show chosen issues of random variables which
can be described in the form of copula functions. In the first part the relationship between
two-dimensional normal distribution with Gaussian copula function was shown together
with the most common measure — Pearson correlation coefficient. Conclusions were referred
to multivariate elliptical distributions, mainly to normal distributions with major focus on
generally used risk measure — value at risk (VaR). It was shown that the highest values of
this measure need not appear for close dependence as well as for independence.

Keywords: multivariate normal distribution, copula functions.



