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Optymalizacja portfela z wykorzystaniem
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Streszczenie: Celem artykutu jest wykorzystanie metod optymalizacji liniowej w anali-
zie portfelowej. Poszerzymy problem wyboru optymalnego portfela z kryterium ograni-
czajacym dla kwantylowej miary ryzyka, jakim jest minimalizacja CVaR (conditional
value-at-risk) do klasy zadan z koherentnymi transformujacymi miarami ryzyka. Omo-
wimy niezaleznie koherentne miary ryzyka (KMR) oraz transformujace miary ryzyka
(TMR) podajac wlasnosci i wzajemne zalezno$ci. Przejdziemy nastgpnie do klasy miar
taczacych te podejscia. Koherentne transformujace miary ryzyka (KTMR) obejmuja
wiele znanych miar ryzyka.

Stowa kluczowe: koherentne miary ryzyka, transformujace miary ryzyka, analiza portfelowa.

1. Wprowadzenie

Problem wyboru sktadu optymalnego portfela jest istotny zaréwno dla zarza-
dzajacych funduszami inwestycyjnymi czy emerytalnymi, jak i rowniez dla indywi-
dualnych inwestorow. Od seminaryjnej pracy Markowitza [1952, s. 77-91] obserwu-
jemy intensywny rozwoj metod wyznaczania optymalnego portfela. Poszukujemy
nowych lepszych oraz bardziej sprawnych miar ryzyka, a wraz z nimi metod
doboru optymalnego portfela.

Model Markowitza wykorzystuje wariancj¢ jako benchmark dla pomiaru
ryzyka ale jest to niezrozumiate, poniewaz rozwazamy w sposob rownowazny
straty oraz zyski. W konsekwencji, zaproponowano inne miary ryzyka w powia-
zaniu z analiza portfelowa takie jak przykladowo semi-wariancja [Markowitz,
1959; Trzpiot, 2006], momenty czastkowe [Bawa, Lindenberg, 1977, s. 189-200;
Trzpiot, 2005, s. 181-188], zasadg safety first [Roy, 1952, s. 431-449], skosnos¢
i kurtozg [Harvey i in., 2010, s. 469-485] czy wreszcie Value-at-risk (VaR) oraz
Conditional Value-at-risk (CVaR) [Rockafellar, Uryasev, 2000, s. 21-42].
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Przyjmiemy nastgpujaca notacjg: funkcje, ktora mierzy ryzyko portfela x
zapiszemy jako p(x). Wowczas, zapisujac zadanie ogoélnie, problem wyboru
portfela to problem wyznaczenia rozwigzania nastgpujacego zadania:

min p (X)
xeS,

gdzie zbiorem ograniczajacym jest zbior wszystkich mozliwych portfeli S.

Jezeli p odpowiada wariancji stopy zwrotu portfela x, wowczas powyzsze zada-
nie mozna zredukowa¢ do modelu Markowitza.

Rozpatrzymy problem wyboru portfela rozwazajac klasg szczego6lnych miar
ryzyka — koherentne transformujace miary ryzyka (KTMR). Zapiszemy zdefi-
niowany problem nastgpnie rownowaznie jako zadanie programowania liniowe-
go. Koherentne transformujace miary ryzyka (KTMR) to czg¢$¢ wspdlna dwoch
waznych klas miar ryzyka: koherentnych miary ryzyka (KMR) [Artzner i in., 1999,
s. 203-228] oraz transformujacych miar ryzyka (TMR) [Wang, 2000, s. 15-36].
Z prowadzonych analiz wiadomo, ze CVaR jest przyktadem KTRM, podczas gdy
VaR nie jest ani KRM ani TRM, zatem nie jest KTRM [Trzpiot, 2012, s. 21-36].

2. Model optymalnego portfela z wykorzystaniem CVaR

Zapiszemy strate wartosci portfela jako funkcje L = f(x,y) wektora decyzyj-
nego x, ktory jest wybierany ze zbioru S < R”, oraz wektora losowego y eR". Wek-
tor X reprezentuje zapisany w sposob ogolny portfel, a S pokrywa zbidr wszystkich
mozliwych portfeli wyznaczanych przy przyjetych subiektywnie, szczegdtowo zapi-
sanych ograniczeniach. Dla kazdego x, strata L = f{x,y) jest zmienna losowa posia-
dajaca rozktad z dystrybuanta indukowang przez rozktad y € R™
Przyjmujemy, ze rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej y jest rozkladem
dyskretnym z masg prawdopodobienstwa p, tzn., P [L = L(x, y;)] =p;dlai=1, ... , m.

Zauwazmy, ze w wielu przypadkach zaktada sig, ze X, czyli strata portfela,
jest jednowymiarowym rozkladem dyskretnym. Dodajmy, ze otrzymujemy dyskret-
ny rozklad strat, w przypadku generowania scenariuszy lub dla danych historycz-
nych. Dodatkowo, majac arbitralnie ustalona dyskretna zmienna losowa majaca jako
warto$ci liczby rzeczywiste, mozemy zawsze przekonwertowaé ja w dyskretna
jednowymiarowa dystrybuantg dla dostatecznie duzego m.

Dla kazdego portfela x oraz dla funkcji straty warto$ci portfela L = f(x.y)
zapiszemy funkcje dystrybuanty tego portfela nastepujaco:
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W(x.)= Y pIl <), m

Woweczas VaR, oraz, CVaR, mozemy zapisa¢ nastgpujaco [Rockafellar, Ury-
asev, 2002, 1443-1471]:

Definicja 2.1 Zat6zmy, ze dla kazdego x €8S, rozklad strat portfela L = f{x.y) jest
skoncentrowany w m < oo punktach, oraz W(x,-) jest funkcja schodkowa ze skokami
w tych punktach. Dla ustalonego x dodatkowo zapiszemy jako /) < ... < [, odpo-
wiednio porzadek w zbiorze strat, a wartosci p;, > 0, i =1, ... , m, reprezentujq
prawdopodobienstwa zrealizowanych strat /).

Jezeli min p(x) jest jedyne dla ustalonego o woéwczas VaR, oraz CVaR,

xeS

dla portfela jest dane odpowiednio jako {u(x) = /(o) Oraz

P, (x) = ﬁ[(;pm - a)lm + i=zi:a p(i)l(i)} . (2)

Jezeli miara pto VaR, wowczas problem wyznaczenia portfela (1) jest
zadaniem numerycznym. Dla zadania z CVaR jako kryterium problem optyma-
lizacyjny dla portfela (1) jest programowaniem wypuklym i mozna wyznaczy¢
rozwiazanie analitycznie.

Zatem CVaR jest wykorzystywane w modelowaniu portfelowym, ponie-
waz moze by¢ zapisane jako zadania programowania liniowego. Programowanie
wypukte, moze by¢ zapisane jako programowanie liniowe. Rockafellar i Ury-
asev zaproponowali wyznaczenie modelu linowego dla portfela wykorzystujace-
go CVaR jako kryterium selekcji aktywow do portfela wykorzystujace ¢,(x) oraz
C.(x) jako argumenty nastepujacej funkcji':

Fng)=¢ o Eliley)-¢V [ =S pl-¢). 0
- 1—0{::1

Jezeli f (x,y) jest wypukta (convex) wzgledem x, wowczas ¢,(x) jest wypukla
wzgledem x. W takim przypadku, F,(x,) jest rowniez wypukla (jointly convex)
w (x, §). Udowodniono nastgpujace twierdzenie podajace rownowazne sformu-
lowanie problemu [Rockafellar, Uryasev, 2002, s. 1443-1471]:

U [x]" = max(x; 0).
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Twierdzenie. 2. 1. Minimalizacja ¢,(x) wzglgdem x €8 jest rownowazna mini-
malizacji F, (x,8) wzgledem wszystkich (x, £) €S x R w tym znaczeniu, ze

mind,(x)= min F,(x.). (4)
xeS§ (x,¢)eSxR

ponadto

(x*,g"*)e min Fa(x,g”)<:> x e argmin(/ﬁa(x), S e min Fa(x*,é') Q)
(x.¢)esxR xeS (x.&)eSxR

Powyzsze twierdzenie laczy réwnanie reprezentacyjne (3) zardowno z VaR
jak 1 z CVaR. Twierdzenie pozwala, w celu wyznaczenia optymalnego portfela
z przyjetym kryterium z miarag CVaR, zastapi¢ funkcje @.,(x) przez Fo(x,C) przy
formulowaniu i rozwigzywaniu zadania selekcji portfela.

Najwazniejszy w rozwini¢ciu réwnania (3) w ogolnie rozumianym progra-
mowaniu wypukltym jest fakt, ze w celu wyznaczenia optymalnego portfela,
z przyjetym kryterium z miarg CVaR w celu wyznaczenia optymalnego portfela,
mozemy wykorzysta¢ linearyzacj¢ poprzez wprowadzenie liniowej funkcji celu
oraz liniowych ograniczefn. Z wykorzystaniem takiej liniowej reprezentacji mo-
zemy traktowaé dowolny problem selekcji portfela z CVaR jako zadanie pro-
gramowania liniowego.

3. Koherentne miary ryzyka i transformujace miary ryzyka

Niepewna przyszla wartos¢ pozycji inwestycyjnej jest zazwyczaj zapisywa-
na jako funkcja X: Q —R, gdzie Q jest ustalonym zbiorem scenariuszy w prze-
strzeni probabilistycznej (QQ, F, P). Zapiszemy jako X przestrzen liniowa zmien-
nych losowych na Q, czyli zbior funkcji X : Q—R. Zauwazmy, ze X moze by¢
rozpatrywana jako funkcja straty niepewnej pozycji inwestycyjne;.

Zbior wlasnosci definiowanych miar ryzyka mozna zapisa¢ nastgpujaco:
1. Subaddytywnos$¢:
dla dowolnych X, ¥ € X zachodzi p(X + Y) < p(X) + p(Y).
2. Dodatnia homogeniczno$¢:
dla dowolnych X € X oraz A > 0, zachodzi p(4 X) = Ip(X).
3. Translacja inwariantna:
dla ustalonego X € X oraz dowolnych a € R, zachodzi
pX+a)=pX)+a.
4. Monotonicznos¢:
dla X, Y e Xtakich, ze X <7, zachodzi p(X) < p(Y).
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5. Prawo niezmienniczo$ci’:
dla kazdego X, ¥ € X jezeli P(X < x) = P(Y <x) dla wszystkich xe R za-
chodzi p(X) = p(Y).
6. Wypuklosé:
dlaX, Y e Xil e (0, 1], zachodzi
pAX+ (1= AY]<ipX) + (1= 2) p().
7. Co-monotoniczna addytywnos¢:
dla kazdego dla X, Y € X, ktore sa co-monotoniczne,

pX + Y] = p(X) + p(Y).

Koherentne miary ryzyka (KMR) spelniaja nastepujace wlasnosci: subaddy-
tywnos¢, translacja inwariantna, dodatnia homogeniczno$¢ i monotonicznos$eé.

Transformujace miary ryzyka (TMR) spetniaja nastgpujace wtasnosci trans-
lacji inwariantnej, ktora jest dodatnio homogeniczna, monotoniczna oraz co-
monotoniczno addytywna [Trzpiot, 2012, s. 21-36]. Dodatkowo, mozna pokazac, ze
dla dodatnich strat transformujaca miara ryzyka jest koherentna wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest wypukta.

Pojgcie co-monotonicznos$ci jest najwazniejsze w odniesieniu do miar ryzy-
ka [Dhaene i in., 2000, s. 99-113]. Wplywa na aksjomat addytywnej co-
monotonicznosci bazujac na pojeciu co-monotonicznosci zmiennych losowych,
ktore nie sa dla siebie konkurencja, wplywajac na addytywnos$¢ ryzyka.

Stochastyczna nieréwno$¢ dla dwoch zmiennych losowych X < Y jest ro-
zumiana jako X(w) < Y(w) w € Q. To oznacza, ze prawie na pewno zachodzi
taka nierownos$¢ dla wszystkich miar probabilistycznych w przestrzeni probabi-
listycznej. Dla pary zmiennych losowych (X, Y) méwimy, ze jest co-
monotoniczna, jezeli nie istnieje para w,, w, € Q, taka, ze X(w;) < X(w,) pod-
czas gdy Y(w) > Y(w,) [Denberg, 1994]. Rownowaznie, co-monotoniczne
zmienne losowe mozna scharakteryzowac¢ jako niemalejace funkcje zmiennych
losowych. Co-monotoniczno$¢ jest silng zalezno$cia dodatnia i czgsto redukuje
zmienne wielowymiarowe do jednowymiarowych. Miara VaR nie spetnia wa-
runku subbaddytywnosci, nie jest koherentna, w przeciwienstwie do CVaR. Co
wigcej, VaR nie jest miara wypukla, co oznacza, ze dla inwestorow by¢ moze
korzystniej inwestowac¢ w pojedyncze papiery wartosciowe.

Udowodniono [Wang, 2000], ze jezeli X zawiera wszystkie rozktady Bernoul-
liego(p), z prawdopodobienstwem sukcesu p, 0 < p <1, wowczas TMR p spehia
warunki: p(1) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p ma catke Choqueta w powiazaniu
z transformujacym prawdopodobienstwem:

> Law invariance: rozktady maja takie same dystrybuanty i ten sam poziom akceptowalnosci.
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0 o0
pe(X)=[ Xd(goP)= [[g(P(X > X))~ DJdx + [[g(P(X > x)dx,  (6)
—0 0

gdzie g(.) jest funkcja transformujaca, taka ze g:[0, 1] — [0, 1] jest funkcja nie-
malejaca oraz taka, ze g(0) = 0 oraz g(1) = 1 dodatkowo (go P)(A4):= g(P(A4)) jest
nazwana transformujacym prawdopodobienstwa. Reprezentacja z wykorzysta-
niem catki Choqueta dla TMR jest przydatna do wykazania wlasno$ci matema-
tycznych. Dodatkowo obliczanie TMR jest tatwe z wykorzystaniem wartosci
oczekiwanej X wzgledem rozktadu prawdopodobienstwa P*:= g oP *.

Przyktadowo dla g(x) = x, otrzymujemy p,(X) = E[X], jezeli nadzieja matema-
tyczna istnieje. Przytoczone VaR odpowiada funkcji transformujace;j:

) 0, x<l-«
X)=
& , x2l-«

Rys. 1. Funkcja transformujaca dla VaR

Funkcja transformujaca jest ciagta w tym przypadku, a poniewaz wystepuje
skok wx =1 — a (rys. 1). To determinuje fakt, Zze VaR nie jest miara koherentna.
W rezultacie, VaR nie jest dobrym przyktadem funkcji transformujace;j.

* Rozpatrzymy szczegblny przypadek u(4) = g[P(X e A)]:= P"(4), gdzie g jest funkcja transfor-
mujaca, P jest miara probabilistyczng na o-algebrze zbiorow Borelowskich B, oraz X jest
zmienna losowa. Tak okre$lona funkcja u jest funkcja transformujaca prawdopodobienstwo P .
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Rys. 2. Funkcja transformujaca dla CVaR.
Zapiszemy najczesciej wykorzystywane funkcje transformujace:
transformacja CVaR (rys. 2):
gevar (¥, @) =min{x/(1), 1} dla & €[0,1) (7)
transformacja Wanga (WT):
gm(x, f) = O[O (x) - D'(P] dla g €[0,1) (8)

Inne przyktady funkcji transformujacych sa nastgpujace: gpp, funkcja dualnej
mocy (the dual-power) gpp oraz proporcjonalna funkcja hazardu gpy zapisane
nastepujaco [Wirch, Hardy, 2001; Trzpiot, 2004, 2006]:

1
gppx,v)=1-(1-x)V ,x [0, 1], v< 1 )
gpr(xy)=x" x [0, 1] y< 1. (10)

Powyzsze miary sa okre§lone zgodnie z asymetryczna percepcja ryzyka inwesto-
row. Wykorzystano ideg asymetrii do standardowej konstrukcji TMR.

Dla portfela z dyskretnym rozktadem strat zmienna losowa L = ([, ..., [,,) z masa
prawdopodobienstwa Pr[L = [;]] = p, dla i = 1, ... , m, ma dystrybuanta

m
F)=2% pil{ll-él} 1 dodatkowo zapisujemy funkcje przezycia Si/) = 1 — Fi(l).
i=1

Funkcje przezycia nazywamy tez odwrotna dystrybuanta.
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4. Model optymalnego portfela z wykorzystaniem koherentnych
transformujacych miar ryzyka

Koherentne transformujace miary ryzyka (KTMR) sa miarami laczacymi wta-
snosci koherentnych miar ryzyka (KMR) oraz transformujacych miary ryzyka
(TMR). Mozemy zdefiniowa¢ taka klas¢ miar nastepujaco:

Definicja 4.1 Powiemy, ze p jest koherentna transformujaca miara ryzyka

(KTMR) jezeli

—  pgjest transformujaca miara ryzyka (TMR) z wypukta funkcjq transformujaca g,

albo réwnowaznie

— p jest koherentna miara ryzyka (KMR), ktéra spelnia dodatkowo dwie wia-
sno$ci: co-monotonicznio$¢ i translacja inwariantna.

Nastepujace twierdzenie dla klasy zdefiniowanych miar KTMR jest funda-
mentalne w przystosowaniu optymalizacji wypuklej w selekcji portfela.

Twierdzenie 4.1 [Kusuoka, 2001, s. 83-95]. Dla dowolnej zmiennej losowej X oraz

wypuktej funkeji transformujacej g, miara ryzyka p, jest KTMR wtedy i tylko wte-
1

dy, gdy istnieje funkcja w:[0,1] — [0,1],spetniajaca warunek jw(a)d a =1, oraz

p.(X)= [wa,(X)ia. an

gdzie @,(X) jest CVaR, dla zmiennej losowej X.

Powyzsze twierdzenie mowi o tym, ze dowolna KTMR moze by¢ wypukla
kombinacja CVaRy(X), a.€[0, 1] 1 mozemy skonstruowaé¢ dowolnag KTMR bazu-
jac na wypuktej kombinacji CVaR,(X).

To twierdzenie zostato udowodnione dla ciaglych funkcji straty portfela [Ku-
suoka, 2001]. Zapisano rowniez silniejsze twierdzenie méwiace o tym, ze KTMR
moze by¢ reprezentowana przez wypukla kombinacjg¢ skonczonej liczby CVaR,(X)
przy zalozeniu, ze funkcja straty portfela ma rozklad dyskretny [Bertsimas, Brown,
2009, s. 1483-1495]. Celem sformulowania zadania programowania wypuklego
przy selekcji portfela zapiszemy uogodlnione twierdzenie dla klasy KTMR z ogolna
dyskretna funkcja straty. Zapiszemy nastepujaca definicj¢ [Feng, Tan, 2012]:

Definicja 4.2 Dla ustalonej obserwacji funkcji straty L = (/y, ... , /,) oraz upo-
rzadkowanych warto$ci strat /) < /) < ... <[, prawdopodobienstwa p;, odpo-
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wiadaja realizacjom (i), i =1, ... ,m oraz S, (l([)) =1- i Dy, - Definijemy CVaR,
j=1

jako macierz QeR" x R”, o kolumnach Q;e R", i=1, ..., m.
() 0 0 0 ]
PQ2)
P2 0 0
) 1-§; Z(l)
Q=[Q,Qz....Q)] = P(3) P) PG) 0

p(};a)

=sily) 1=51U)) 7 1=l

Poniewaz straty portfela maja rozktad dyskretny o m punktach skokowych, ob-
serwujemy m skokow funkcji dystrybuanty zmiennej L.

Definiujemy

a, =1 - (12)

w zapisanych m skokach, woéwczas m warto§ci CVaR przy tych poziomach
prawdopodobienstw otrzymujemy jako

1 m m D(i m
o)== PO 2T Zfr)n_l) R

dlai =1, ..., m oraz Oy jest elementem macierzy Q. Wartosci zapisane w ko-
lumnie Q; sa istotne przy wyznaczaniu warto$ci CVaR ;.1ym(L).

1
Zapiszemy dla zbioru wag: w(«) > 0 oraz fw(a)da =1, funkcje
a=0
1
Mg(x,0)= [Wa)F(x.¢g)da. (14)

a=0

Twierdzenie 4.1 dopuszcza istnienie w(a), & € [0, 1] oraz okresla KTMR dla zbioru
wag. Dla kazdego « istnieje odpowiednia zmienna losowa &, wyznaczajac pochod-
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ne czastkowe, nastgpnie przyrownujac do zera uzyskujemy punkt stacjonarny funk-
cji M ¢(x,¢) . Zatem mozemy zapisa¢ powiazanie pomi¢dzy KTMR (zapisana jako

Pe(x)) oraz wypukla funkcja reprezentacja M g (x,¢) [Feng, Tan, 2012].

Twierdzenie 4.2. Dla miary p,(x), ktora jest KTRM z funkcja transformujaca g
wyznaczenie minimum dla p,(x) wzgledem xeS jest rownowazne wyznaczeniu
minimum M g (x,¢) dla wszystkich (x, §) € S x R® w tym znaczeniu, ze:

minpg(x)Z min Mg(X,f), (15)
xeS (x,£)eSxR®

ponadto

(x*,é’*)e arg min Mg(x,é')@ X e argminpg(x), §* € argminMg(x*,é’) (16)
(x,¢ )eSxRS xes CeR®

Dla portfela x, chcemy znalez¢ ¢*, ktore minimalizuje M,(x,{). Poniewaz
My(x,C) jest wypukla funkcja ¢, wyznaczamy gradient My(x,5) wzgledem (i przy-
roéwnujemy do zera. W konkluzji, koherentne transformujace miary ryzyka sa war-
tosciami oczekiwanymi dla nowego rozktadu z mniej cigzkim ogonem niz poczat-
kowy rozktad.

Zgodnie z twierdzeniem 4.2, mozemy zastapi¢ p (X) przez M,(x,§) przy
wyborze portfela. Poniewaz Mg(x,{) jest funkcja wypukta (x,£), problem wyboru
portfela jest zadaniem programowania wypuktego dla wypuklego zbioru S. Za-
pisane wyniki sa podobne do uzyskanych przez Rockafellar-Uryasev [Rockafel-
lar, Uryaser, 2002] przy wyborze CVaR jako kryterium optymalizacji portfela.
Mozemy zatem zapisa¢ takie zadanie z KTMR jako funkcja celu lub jako kryte-
rium ograniczajace (zadanie dualne) w sposdb analogiczny do zadania z CVaR
jako funkcja celu lub jako kryterium ograniczajace.

Mozemy zanotowac nastepujace uwagi. Portfel z kryterium PH jest prawie
rownowazny portfelowi z kryterium CVaR, z ekstremalnymi warto$ciami o
przyjetymi dla wyznaczenia CVaR, czyli dla o = 0,99 lub o = 0. Minimalizacja
wzgledem CVaR z wysokimi warto§ciami qimplikuje wysoka awersje do ryzy-
ka, to jest ograniczanie poziomu ryzyka. Odnoszac sig¢ do klasycznej teorii decy-
zji, w ktorej miesci si¢ teoria portfela (pomiaru ryzyka oraz oceny sukcesu),
inwestorzy z awersja do ryzyka poszukuja portfeli z ograniczonym poziomem
ryzyka lub jak najmniejszym, mozliwym do wyznaczenia przez odpowiednia
KTMR, ale przy zysku przekraczajacym najnizszy oczekiwany dochod. Ocze-
kiwany dochod z inwestycji, co wynika z definicji funkcji transformujacych,
przyktadowo maleje wraz z rosnaca wartoscig a dla CVaR analogicznie maleje
wraz z rosnaca wartoscia 3 dla WT.
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Podsumowanie

Przedstawiliémy zadanie znane liniowej optymalizacji dla CVaR w odnie-
sieniu do ogodlnej klasy miar ryzyka. W pierwszym kroku przypomnielismy de-
finicje KMR oraz TMR, a nastgpnie zapisalismy klase¢ KTMR. Przy przyjetych
do analiz zalozeniach o typach rozktadéw zapisaliSmy zadanie optymalizacji
wykorzystujac programowanie liniowe. Powiazanie klasy zdefiniowanych miar
z awersja do ryzyka, funkcjami uzyteczno$ci, a rowniez teoria dominacji stocha-
stycznych oraz regresja kwantylowa zostato oméwione w innej pracy dotyczacej
ewaluacji portfela [Trzpiot, 2010].
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OPTIMAL PORTFOLIO SELECTIONS BASED ON COHERENT
DISTORTION RISK MEASURES

Summary: The aim of this paper is application linear programming methodology to solving
portfolio selection problems. We enlarge linear optimization problem for quantile risk mea-
sures that means for Conditional Value-at-Risk (CVaR) based portfolio selection problems to
class of risk measure known as the class of coherent distortion risk measures. We describe
independently coherent distortion risk measure and distortion risk measure by a list of proper-
ties. At the end we goes to the class of risk measures witch put both approaches together.
coherent distortion risk measures include a range of well-known risk measures as CVaR,
Wang Transform measure, Proportional Hazard measure.

Keywords: coherent risk measure, distortion risk measure, portfolio selection.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




