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SYMULACYJNA ANALIZA WYKORZYSTANIA
TESTOW PERMUTACYJNYCH ]
W PROCESACH STEROWANIA JAKOSCIA

Streszczenie: Klasyczne karty kontrolne wykorzystuja sekwencje parametrycznych te-
stow statystycznych. Zwykle wymagaja spetnienia zatozen dotyczacych postaci rozktadu.
W przypadku, gdy zatozenia takie nie sg spetnione, nie jest uzasadnione ich stosowanie.
W artykule przedstawiono propozycj¢ wykorzystania karty kontrolnej opartej na sekwencji
testow permutacyjnych. Testy permutacyjne nie wymagaja spelnienia zalozenia o postaci
rozktadu porownywanych zmiennych. Wiasnosci proponowanej karty zostaty porownane
z wlasnosciami klasycznych kart kontrolnych z wykorzystaniem symulacji komputero-
wych. W symulacjach wykorzystano wartosci losowe generowane z uogélnionego rozkta-
du lambda.

Slowa kluczowe: sterowanie jako$cia, karty kontrolne, testy permutacyjne, symulacje
komputerowe.

Wprowadzenie

Do najczgsciej wykorzystywanych narzedzi statystycznego monitorowania
procesow produkcyjnych nalezy zaliczy¢ karty kontrolne. Zostalty one zapropo-
nowane przez W.A. Shewharta w 1924 roku. Karta kontrolna jest graficzna re-
prezentacja przebiegu procesu. Pozwala na wykrycie ewentualnych nieprawi-
dlowosci, co umozliwia przeprowadzenie dziatan korygujacych. Karta kontrolna
jest oparta na wykorzystaniu sekwencji testow parametrycznych. W przypadku
karty kontrolnej X sato testy dla wartosci oczekiwanej. Testy parametryczne
odwotuja si¢ do zatozen dotyczacych postaci rozktadu monitorowanej charakte-
rystyki. W przypadku, gdy brak informacji o takim rozktadzie, nie jest uzasad-
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nione stosowanie klasycznych kart kontrolnych. W literaturze rozwazane sa mo-
dyfikacje klasycznych kart kontrolnych pozwalajace na ostabienie zatozen. Do
takich kart mozna zaliczy¢ np. karty nieparametryczne.

W artykule przedstawiono symulacyjne poréwnania wiasnosci klasycznych
kart kontrolnych i kart zbudowanych na sekwencji testow permutacyjnych. W ana-
lizach symulacyjnych uwzgledniono charakterystyki o roznych rozktadach.

1. Klasyczna karta kontrolna

Celem stosowania karty kontrolnej jest wykrycie pojawiajacych si¢ rozre-
gulowan procesu. Na karcie kontrolnej wyréznione sa linie kontrolne i linie
ostrzegawcze. Typowymi sygnalami wskazujacymi na mozliwo$¢ wystapienia
rozregulowania sa:

— punkt powyzej gérnej linii kontrolnej (GLO),

— dwa z kolejnych trzech punktéw lezace powyzej gérnej (lub ponizej dolnej)
linii ostrzegawczej (GLO) umieszczonej na poziomie $rednia plus dwa od-
chylenia standardowe (minus dwa odchylenia standardowe),

— cztery z pieciu kolejnych punktow lezace powyzej gornej (lub ponizej dolnej)
linii umieszczonej na poziomie $rednia plus odchylenie standardowe (minus
odchylenie standardowe),

— osiem kolejnych punktow lezacych po jednej stronie linii centralnej,

— osiem punktéw w trendzie rosnacym (malejacym).

Podane reguly sa tylko nielicznymi wyjatkami spos$rod zamieszczonych w [We-
stern Electric, 1956]. Szereg tego typu sekwencji przedstawiono np. w [Montgome-
ry, 2009], [Grant, 1972], [Konczak, 2000].

Podstawowa charakterystyka informujaca o skutecznos$ci karty kontrolnej
jest ARL (Average Run Length). Charakterystyka ta informuje o przecigtnej licz-
bie pomiaréw koniecznych do wystapienia sygnatu na karcie kontrolnej. Charak-
terystyka ta powinna przyjmowa¢ mozliwie najwigksze wartosci dla procesow
uregulowanych statystycznie (4RL,) oraz mozliwie mate wartosci dla procesow
rozregulowanych (ARL,).

2. Wykrywanie rozregulowania procesu z wykorzystaniem testow
permutacyjnych

Testy permutacyjne zostaly zaproponowane w latach 30. XX wieku przez
R.A. Fishera oraz E.J.G. Pitmana (por. [Welch, 1990]). Jednak ze wzgledu na brak
mozliwosci wykorzystania komputerow w dwczesnym czasie dopiero w ostatnich



Symulacyjna analiza wykorzystania testow permutacyjnych... 19

latach testy te spotkaly si¢ z wigkszym zainteresowaniem statystykow, zwlasz-
cza w zastosowaniach praktycznych [Sheskin, 2004]. W dalszej czgsci wykorzy-
stany zostanie test permutacyjny dla porownania dwoch prob [Konczak, 2012].

Niech S; i S, beda probami pobranymi z dwoch populacji o ciaglych dys-
trybuantach F' i G o liczebno$ciach odpowiednio 7, 1 n,. Proby te moga zosta¢
zapisane nastgpujaco:

Sy =X X050 Xy, }

oraz

Weryfikacji zostanie poddana hipoteza, ze proby pochodza z populacji o jed-
nakowych rozktadach. Tak postawiona hipoteze mozna zapisa¢ nastepujaco:

H,:F=G (1)

wobec hipotezy alternatywnej:
H F#G.

Niech X, oraz X, oznaczaja odpowiednio $rednie arytmetyczne obliczone na

podstawie tych dwoch prob. W testach permutacyjnych postac statystyki jest okre-
$lana przez prowadzacego badanie. Istotnym wymaganiem jest jedynie przyjmowa-
nie okres$lonych warto$ci (np. duzych) w przypadkach, gdy nie jest prawdziwa hi-
poteza Hy. Niech dana bedzie statystyka postaci:

T=X -X,. 2)

Obliczona warto$¢ statystyki 7" dla wylosowanych préb niech bedzie ozna-
czona przez T,. Bardzo duze lub bardzo mate wartosci statystyki 7' (duze roznice
pomigdzy $rednimi) beda swiadczyly przeciw hipotezie Hy. Poniewaz rozktad
statystyki 7w ogdlnym przypadku nie jest znany, wyznacza si¢ empiryczny roz-
ktad statystyki T przy zatozeniu hipotezy H,.

Dla potaczonego zbioru prob S =S5, US, nalezy rozwazy¢ wszystkie
mozliwe podzialy na dwa roztaczne zbiory Sl* 1 S; o liczebno$ciach n; 1 n,.

Niech N, oznacza liczb¢ mozliwych takich podzialow zbioru S. Jak tatwo za-

n +n
. . . 1 2
uwazy¢, Ny wyznaczane jest na podstawie wzoru N, = ( J .
n
1
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Dla kazdego z dokonanych podziatlow obliczana jest warto$¢ statystyki 7.
Tak otrzymane wartosci statystyki 7" tworza zbior {7},7,,...,T}, }. Dla podj¢cia

decyzji odnosnie do hipotezy H, nalezy wyznaczy¢ warto$¢ ASL (Achieving Si-
gnificance Level) i pordbwnacé ja z przyjetym poziomem istotnosci. Wartos¢ 4SL
(stosuje si¢ rowniez okreSlenie empiryczna p-wartos¢) zadana jest nastgpujaco
(por. [Efron, Tibshirani, 1993]):
ASL = P(|T|2|T; ). 3)
Zazwyczaj liczba mozliwych podziatdéw zbioru S jest tak duza, ze nawet
obecnie nie ma mozliwosci obliczenia wartosci statystyki 7 dla kazdego
z mozliwych podziatow. W takich przypadkach rozwazane sa nie wszystkie
mozliwe podziaty, ale dostatecznie duza liczba podziatow N,, gdzie N; powinno
wynosi¢ przynajmniej 1000. Wowczas przyblizona warto$¢ ASL mozemy osza-
cowac na podstawie wzoru:

T 1>
5 < AT AT 2T, 1)

4)

1

Jezeli warto$¢ ASL jest mniejsza od przyjetego poziomu istotnosci o lub mu
rowna, to nalezy odrzuci¢ hipoteze Hy. W przeciwnym przypadku nalezy stwier-
dzi¢ brak podstaw do odrzucenia hipotezy Hp.

Karta kontrolna Shewharta jest faktycznie graficzng prezentacja sekwencji
testow parametrycznych. Linie kontrole sa wyznaczane na poziomie wartosci
krytycznej testu. W przypadku wystapienia zmiany typu rozktadu nie jest uza-
sadnione stosowanie klasycznej karty kontrolnej. Montgomery [2009] w przy-
padku wystapienia asymetrii monitorowanej charakterystyki zaleca wykreslanie
linii centralnej na poziomie mediany, a nie warto$ci oczekiwanej. Karta kontrol-
na mediany jest stosunkowo prosta w zastosowaniach, charakteryzuje si¢ jednak
znacznie mniejsza zdolnoscia wykrywania rozregulowania procesu. Testy per-
mutacyjne charakteryzuja si¢ moca poréwnywalna do testow parametrycznych
(por. [Konczak, 2014]). W dalszej czegsci klasyczne karty kontrolne zostang po-
rownane z kartami, w ktorych w miejsce testow parametrycznych wprowadzono
testy permutacyjne.

3. Analizy symulacyjne

Celem przeprowadzonych analiz symulacyjnych bylo poréwnanie wtasno-
$ci klasycznych kart kontrolnych i karty kontrolnej opartej na testach permutacyj-
nych. Rozwazany bedzie przypadek zmiany poziomu przecigtnego monitorowane;j
charakterystyki z jednoczesna zmiang typu rozkladu zmiennej diagnostyczne;.
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W przypadku karty kontrolnej X po pobraniu probki weryfikowana jest hipote-
za, ze warto$¢ oczekiwana jest zgodna z zalozeniami. W przypadku testu permu-
tacyjnego bedzie sprawdzana zgodno$¢ rozktadow pobranej probki z proba po-
brana z rozktadu ustabilizowanego.

3.1. Rozwazane rozklady

W analizach symulacyjnych badano czgsto$¢ wystgpowania sygnatu rozre-
gulowania procesu (w) oraz przecigtna liczbg obserwacji potrzebng do wykrycia
r6znego typu rozregulowan (4RL). Dla zapewnienia poréwnywalnosci metod dla
karty opartej na testach permutacyjnych przyjmowano poziom istotnosci o =
0,0013 oraz a = 0,02275. Podane poziomy istotnosci odpowiadaja prawdopodo-
bienstwom przekroczenia odpowiednio linii GLK oraz GLO przy prawidlowym
przebiegu procesu (Hy prawdziwa).

W symulacjach generowano wartosci losowe z uogdlnionego rozkladu
lambda (GLD) [Ramberg i in., 1979]. Rodzina tych zmiennych jest zapisywana
z wykorzystaniem czterech parametrow A;, A,, A3 i A4. Ggstos¢ zmiennej losowe;j
0 uogo6lnionym rozktadzie lambda przyjmuje postac:

2’2

F=FQN =

gdzie

B 1y
o) =4 +2— "2 (;1 N7 o<y<l

jest funkcja percentyli uogoélnionego rozktadu lambda, a
A — parametrem potozenia,

A\, — parametrem skali,

A3 1 A4 — parametrami ksztattu.

W literaturze rozwazane sa roézne sposoby parametryzacji dla uogolnionego
rozkladu lambda. Najczgsciej wykorzystywane metody parametryzacji to RS
[Ramberg i Schmeiser, 1974] oraz FMKL [Freimer i in., 1988]. W dalszej czesci
zostanie wykorzystana parametryzacja RS.

Rozktad GLD jest bardzo pomocny w przeprowadzaniu symulacji, ponie-
waz pozwala uzyska¢ wartosci losowe z zadanymi charakterystykami: potozenia
(o), skali (o), asymetrii (a3) 1 splaszczenia (a4). Parametry o i o, to odpo-
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wiednio warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe zmiennej, a a3 i oy moz-
na zapisaC nastgpujaco [Ramberg i in., 1979]:

E(X - p1)
o= EEH) i34

: o

Przy wyznaczaniu parametréw A, A, A3 A4 rozkltadu GLD wykorzystano
tablice zamieszczone w [Ramberg i Schmeiser, 1979]. Tablice podaja wartosci pa-
rametrow dla zadanych oy 1 o4. Przyjmujac odpowiednie wartosci tych parame-
trow, otrzymuje si¢ wartosci losowe x z rozktadu o wartosci oczekiwanej EX = 0
oraz wariancji D’X = 1 i zadanych parametrach asymetrii i splaszczenia. Dla
otrzymania wartosci losowych x’ z rozktadu o wartosci oczekiwanej 11 odchyle-
niu standardowym o nalezy wykona¢ nastepujace przeksztalcenie: x'= y+ox.

Przyjgte w symulacjach rozklady charakteryzuja si¢ rézna asymetrig
i splaszczeniem. W symulacjach uwzgledniono rozktady symetryczne, prawostron-
nie asymetryczne oraz lewostronnie asymetryczne. Warto$ci parametrow w rozkta-
dach przyjetych w symulacjach przedstawia tabela 1.

W przeprowadzonych symulacjach przyjeto, ze rozktad odniesienia jest
rozkladem normalnym z warto$cia oczekiwang 4 = 10 oraz odchyleniem stan-
dardowym o= 1. Jako rozktady rozregulowane rozwazano 9 rozktadow o warto-
$ci oczekiwanej g = u+1=11.

Tabela 1. Charakterystyka rozktadow analizowanych w symulacjach

Charakterystyki rozktadu Parametry GLD
Rozklad ™53 T D% | o = M » > »
D, 11 1 0 3 0,000 0,1974 0,1349 0,1349
D, 11 1 0 2 0,000 0,4952 0,5843 0,5843
Ds 11 1 0 5 0,000 -0,0870 -0,0443 -0,0443
Dy 11 1 0.5 4 -0,290 0,0604 0,0259 0,0447
Ds 11 1 1 4 -0,579 -0,1423 -0,0273 -0,0995
Dy 11 1 1 8 -0,248 -0,1878 -0,067 -0,1058
D; 11 1 -0.5 4 -0,290 0,0604 0,0259 0,0447
Dy 11 1 -1 4 -0,579 -0,1423 -0,0273 -0,0995
Dy 11 1 -1 8 -0,248 -0,1878 -0,067 -0,1058
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Gestosei rozktadu normalnego oraz symetrycznych rozktadow GLD (D,, D, i D;) wyko-
rzystywanych w symulacjach komputerowych

Dla zmiennych o rozktadzie symetrycznym D, D,, D; (rys. 1) po wygene-
rowaniu wartosci losowych x z parametrami rozktadu GLD podanymi w tabeli 1
dokonano trasformacji x* = g + x.
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Gestoscei rozktadu normalnego oraz rozktadow GLD (D, Ds i Dg) o prawostronnej asyme-
trii wykorzystywanych w symulacjach komputerowych
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Rys. 3. Ggstosei rozktadu normalnego oraz rozktadéw GLD (D, Dg i Dy) o lewostronnej asymetrii
wykorzystywanych w symulacjach komputerowych

Dla zmiennych losowych o asymetrii prawostronnej D4, Ds i Dg (rys. 2)
wykonano transformacj¢ x” = 44 + x, a dla zmiennych o asymetrii lewostronne;j
D7, Dg 1 Dy (rys. 3) transformacje x” = u — x.

Rozwazane w symulacjach rozklady zmiennych charakteryzuja si¢ réznym
stopniem asymetrii i splaszczenia. Sa to wszystko rozklady jednomodalne i w prak-
tyce mozliwe jest, ze przez dluzszy czas zmiana postaci rozktadu podczas monito-
rowania procesu nie zostanie zauwazona. W takim przypadku w sposob nieuza-
sadniony bedzie konsekwentnie wykorzystywana karta kontrolna X.

3.2. Procedura symulacyjna

Kolejne etapy symulacji dla wszystkich analizowanych postaci modelu byty
nastgpujace:

1. Na podstawie probki wstepnej S; o liczebnosci n = 30 pobranej z rozkladu
N(10, 1) oszacowano linie GLK i GLO dla klasycznej karty kontrolne;.

2. Losowano probke S, o liczebnosci n (w symulacjach przyjgto n = 5 oraz n = 10)
elementdw z rozktadu D; (i=1, 2, ..., 9).

3. Sprawdzano, czy na karcie kontrolnej X wystapito przekroczenie GLK lub
GLO oraz przeprowadzano test permutacyjny dla prob S; 1.S,. W tescie per-
mutacyjnym wykonywano N; = 1000 powtorzen.

4. Kroki 1-3 wykonano N =10 000 razy.
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Na podstawie przeprowadzonych symulacji wyznaczono liczbg przekroczen
GLK i GLO na karcie kontrolnej oraz liczbg¢ odrzucen Hy dla testu permutacyj-
nego dla obu rozwazanych poziomoéw istotnosci.

3.3. Wyniki symulacji

Na podstawie przeprowadzonych symulacji oszacowano prawdopodobien-
stwa wystapienia sygnatu dla procesow rozregulowanych oraz wartosci ARL.
Wyniki dla prébek o liczebnosci n = 5 zamieszczono w tabeli 2. Wyniki dla pro-
bek o liczebnosci n = 10 zamieszczono w tabeli 3.

Tabela 2. Oceny prawdopodobienstwa wystapienia sygnatu (w) i ARL dla rozwazanych roz-
ktadéw dla karty kontrolnej X i karty opartej na testach permutacyjnych (n = 5)

a=0,0013 a=0,02275
Rozktad przekroczenie GLK test . przekroczenie GLO test .
permutacyjny permutacyjny

w ARL w ARL w ARL w ARL
D, 0,202 4,94 0,155 6,46 0,595 1,68 0,655 1,53
D, 0,228 4,38 0,158 6,33 0,596 1,68 0,494 2,03
Ds 0,219 4,56 0,159 6,27 0,609 1,64 0,512 1,95
D, 0,189 5,30 0,140 7,12 0,583 1,72 0,487 2,06
D5 0,175 5,71 0,108 9,27 0,552 1,81 0,474 2,11
Dy 0,181 5,54 0,133 7,51 0,571 1,75 0,486 2,06
D, 0,221 4,52 0,180 5,55 0,626 1,60 0,540 1,85
Dy 0,220 4,55 0,202 4,95 0,638 1,57 0,547 1,83
Dy 0,220 4,55 0,178 5,58 0,626 1,60 0,541 1,85

Tabela 3. Oceny prawdopodobienstwa wystapienia sygnatu (w) i ARL dla rozwazanych roz-
ktadow dla karty kontrolnej X i karty opartej na testach permutacyjnych (n = 10)

a=0,0013 o =0,02275
Rozktad przekroczenie GLK test przekroczenie GLO | przekroczenie GLK
permutacyjny

w ARL w ARL w ARL
D, 0,506 1,78 0,351 2,85 0,874 1,14 0,744 1,34
D, 0,572 1,75 0,359 2,79 0,882 1,13 0,745 1,34
D; 0,571 1,75 0,372 2,69 0,884 1,13 0,751 1,33
Dy 0,553 1,81 0,345 2,90 0,873 1,15 0,744 1,35
Ds 0,527 1,90 0,337 2,97 0,888 1,13 0,766 1,31
Ds 0,550 1,82 0,359 2,79 0,892 1,12 0,762 1,31
D, 0,569 1,76 0,372 2,69 0,875 1,14 0,741 1,35
Dy 0,603 1,66 0,416 2,41 0,876 1,14 0,757 1,32
Dy 0,583 1,72 0,393 2,54 0,881 1,14 0,756 1,32

Symulacje pokazaty, ze prawdopodobienstwo wystapienia sygnalu o rozre-
gulowaniu procesu w przypadku zastosowania karty opartej na testach permuta-
cyjnych jest mniejsze niz dla klasycznej karty kontrolnej. W zwiazku z tym
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rowniez przecigtny czas oczekiwania na wystapienie sygnatu o rozregulowaniu
procesu jest dluzszy niz w przypadku karty klasycznej. Uzyskane wyniki po-
twierdzaja odpornos¢ karty kontrolnej X na pojawienie si¢ asymetrii rozktadu.
Wyniki uzyskane dla proponowanej karty opartej na testach permutacyjnych nie
sa jednak znacznie gorsze niz w przypadku karty Shewharta, co wskazuje na

mozliwosci praktycznego wykorzystania proponowanego rozwiazania.

Podsumowanie

W opracowaniu przedstawiono wyniki symulacji komputerowych dla kla-
sycznych kart kontrolnych oraz kart kontrolnych zbudowanych w oparciu o testy
permutacyjne. W testach uwzgledniono rozktady charakteryzujace si¢ roznymi
rozktadami. W przypadku, gdy nie jest spelnione zatozenie normalnosci rozkta-
du zmiennej diagnostycznej, nie powinno si¢ stosowac testow parametrycznych.
Jednak czg¢sto odchylenia od normalnosci sa niewielkie i moga zosta¢ niezauwa-
zone. Stosowanie w takim przypadku testu parametrycznego moze prowadzi¢ do
blednych wnioskow. Testy permutacyjne nie wymagaja spetnienia wspomniane-
go zalozenia.

Przeprowadzone symulacje wykazaty, ze przy stosunkowo niewielkich od-
chyleniach od rozktadu normalnego mozliwe jest stosowanie klasycznej karty
kontrolnej. Karta ta jest odporna na niewielkie odchylenia rozktadu monitoro-
wanej charakterystyki od rozktadu normalnego. Jednoczesnie wyniki uzyskane
dla karty wykorzystujacej testy permutacyjne nie byly znacznie gorsze. Prze-
prowadzone symulacje wskazuja, ze mozliwe jest rowniez wykorzystanie takiej
karty kontrolnej do monitorowania procesow. Zastosowanie takie bedzie szcze-
golnie wskazane, gdy rozktad monitorowanej charakterystyki odbiega od roz-
ktadu normalnego.

Projekt zostat sfinansowany ze srodkow Narodowego Centrum Nauki przyzna-
nych na podstawie decyzji numer DEC-2011/03/B/HS4/05630.
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SIMULATION ANALYSIS OF THE PERMUTATION TESTS USE
IN THE PROCESSES MONITORING

Summary: The control charts are used for monitoring technological processes. These
tools are a graphical view of the sequence of parametric tests. The main assumption is
that the process data are normally and independently distributed with mean p and stan-
dard deviation . The control chart can’t be used when the random variables are not
normally distributed. There are some methods for monitoring non-normal processes. The
proposal of the permutation tests use instead of the parametric tests in monitoring pro-
cesses is presented in the paper. The results of Monte Carlo study for classical control
charts and control charts based on the permutation tests are presented in the paper.

Keywords: process monitoring, control charts, permutation tests, Monte Carlo study.





