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WARTOSC ZAGROZONA PORTFELA
INWESTYCYJNEGO SZACOWANA NA PODSTAWIE
DANYCH WYSOKIEJ CZESTOTLIWOSCI —
BADANIA EMPIRYCZNE

Streszczenie: W opracowaniu zaprezentowano wyniki szacowania warto$ci zagrozonej
spotek oraz optymalnych portfeli inwestycyjnych. Badania przeprowadzono na minuto-
wych notowaniach spotek wchodzacych w sklad indeksu S&P100. W symulacjach
uwzgledniono dwa podejscia konstrukeji empirycznych rozktadéow logarytmicznej stopy
zwrotu uzytych do wyznaczania warto$ci zagrozonej. W pierwszym z nich rozpatrywany
szereg zawieral kolejne notowania cen akcji. W podejsciu drugim w konstrukcji rozkta-
dow empirycznych dokonano podziatu dni na czgsci i wyznaczano rozktad na podstawie
danych z wybranych czgsci dnia sesyjnego (np. z jednej godziny) z kilku, kilkunastu dni.
W wyniku przeprowadzonych badan wykazano, iz w pewnych przypadkach (uzyte po-
dejscie, zakres parametréw) zgodnos¢ oszacowanej wartosci zagrozonej z realnymi stra-
tami byta wysoka.

Stowa kluczowe: wartos¢ zagrozona, optymalny portfel inwestycyjny, dane wysokiej czg-
stotliwosci.

Wprowadzenie

W naukach ekonomicznych zarzadzanie ryzykiem przedsigwzigé inwesty-
cyjnych stanowi wazny aspekt. Kazdy element zarzadzania ryzykiem, zaczyna-
jac od rozpoznania zagrozenia, poprzez jego kwantyfikacje, a na optymalizacji
i monitoringu konczac, ma duze znaczenie. Z tego tez powodu wraz z uplywem
czasu powstawalo coraz wigcej miar pozwalajacych na kwantyfikacje ryzyka
inwestycyjnego. Jedna z nich, uzyta w niniejszym opracowaniu, jest warto$¢ za-



Wartos¢ zagrozona portfela inwestycyjnego... 33

grozona, ktora stala si¢ popularna pod koniec ubiegltego wieku. W duzej mierze
do jej popularyzacji przyczynit si¢ Bank JP Morgan, publikujac metodologie za-
rzadzania ryzykiem RiskMetrics.

Warto$¢ zagrozona (Value at Risk, VaR) dla ustalonego prawdopodobien-
stwa «a (poziom tolerancji VaR) i ustalonego horyzontu ¢ jest zdefiniowana na-
stgpujaco [Wilmott, 2006]:

P(S,-8,2VaR(a,t))=a, (1)

gdzie Sy, S; jest odpowiednio warto$cia poczatkowa i koncowa procesu ceny in-
strumentu finansowego.

Innymi stowy warto$¢ zagrozona jest to taka strata wartosci rynkowe;j, ze
prawdopodobienstwo jej osiagnigcia lub przekroczenia dla ustalonego przedziatu
czasu jest rowne zadanemu poziomowi tolerancji [Jorion, 2001; Holton, 2003;
Iskra, 2011].

W literaturze przedmiotu [Jorion, 2001; Holton, 2003; Alexander, 2008]
mozna znalez¢ kilka podej$¢ wyznaczania warto$ci zagrozonej, a doktadniej kil-
ka podej$¢ do aproksymacji rozktadu prawdopodobienstwa rozwazanej wielko-
$ci, za pomoca ktorego szacuje si¢ warto§¢ zagrozona. Mozna przyja¢ migdzy
innymi wprost rozktad teoretyczny badanej cechy, wykorzysta¢ symulacje Mon-
te Carlo czy tez symulacje historyczne. Doktadnos¢ oszacowanej wartosci za-
grozonej jest tym wigksza, im aproksymowany rozktad badanej cechy doktad-
niej odzwierciedla rozktad rzeczywisty tej wielkosci.

Tematyka pomiaru ryzyka inwestycyjnego na podstawie danych wysokiej
czestotliwosci jest bardzo popularna zaréwno wsrod naukowcow, jak i prakty-
kéw [Huang, 2013; So, 2013].

Celem przeprowadzonych badan bylo wyznaczanie warto$ci zagrozonej in-
strumentoéw finansowych na podstawie szeregow o wysokiej czgstotliwosci (mi-
nutowe notowania cen akcji). Warto$¢ zagrozona szacowano z empirycznych
rozkladow logarytmicznych stop zwrotu akcji (symulacje historyczne). Kolej-
nym krokiem byta optymalizacja portfela inwestycyjnego (dwusktadnikowego)
ze wzgledu na warto$¢ zagrozona.

W wyniku przeprowadzonych badan wykazano, iz w pewnych przypadkach
(uzyte podejscie, zakres parametrow) zgodno$¢ oszacowanej wartosci zagrozo-
nej z realnymi stratami byta wysoka.
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1. Wartos¢ zagrozona akcji — wyniki badan empirycznych

W badaniach szacowano, a nast¢pnie testowano zgodno$¢ wartosci zagro-
zonej dla szeregu notowan minutowych. Do badan dobrano losowo 50 spotek
wchodzacych w sktad indeksu S&P100 notowanych pomigdzy poczatkiem 2000
a koncem 2011 roku. Jezeli w danym instrumencie dla jakiej§ minuty notowanie
nie wystapito, luke¢ uzupelniano notowaniem z minuty poprzedniej (Srednio oko-
to 97% notowan w szeregach wystepowato w odstgpach minutowych). W ten
sposob wszystkie spolki posiadaty w kazdym dniu tyle samo notowan, co
usprawnito obliczenia zwlaszcza w przypadku portfela inwestycyjnego.

Warto$¢ zagrozona wyznaczano na podstawie rozkladéw empirycznych

»symulacje historyczne) logarytmicznych stop zwrotu akcji. Do wyboru po-
wyzszego podejscia przyczynity si¢ dwa aspekty. Pierwszy to brak parametryza-
cji (pomijamy w tej metodzie estymacj¢ parametréw modelu oraz testy zgodno-
$ci rozkladow). Drugi aspekt polegat na sprawdzeniu, czy rozklady empiryczne
minutowych stép zwrotu mozna aproksymowa¢ za pomoca wybranych rozkta-
dow, takich jak: normalny, t-studenta czy Cauchy’ego.

W przypadku danych o wysokiej czestotliwosci rozktady stop zwrotu nie sa
jednak typowe. Mozna to zauwazy¢ na ponizej przedstawionych histogramach
minutowych logarytmicznych stop zwrotu w przypadku spotki IBM.

<10° Histogram stopy zwrotu (logarytmicznej) spéiki IBM
2

1.5 |

0.5
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Logarytmiczna stopa zwortu < 10'3

Rys. 1. Histogram logarytmicznej stopy zwrotu spotki IBM

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Z rysunku wynika, ze ilo§¢ stop bliskich zeru jest znacznie wigksza od po-
zostalych wariantow. Do takiego stanu rzeczy przyczyniaja si¢ wilasnie stopy
zerowe, ktorych ilo$¢ jest istotnie wigksza od zera (czy tez od stop o dowolnie
innej ustalonej wartosci). Dla spotki IBM zaobserwowano okoto 14% stop ze-
rowych. Stan taki przyczynia si¢ do nietrywialnej postaci rozktadu w jego cen-
tralnej czesci. Generalnie $redni odsetek wystepowania stop zerowych w bada-
nych spotkach wynosit w przyblizeniu 25%.

Na rysunku 2 przedstawiono histogram z notowan zaobserwowanych
w pierwszym dniu analizowanego okresu (360 notowan).

Histogram stopy zwrotu (logarytmicznej) spotki IBM (360 danych)
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Logarytmiczna stopa zwortu <10

Rys. 2. Histogram logarytmicznej stopy zwrotu spotki IBM (360 notowan)

Zrodto: Opracowanie whasne.

Jak mozna zauwazy¢, stopy zwrotu skupiaja si¢ wokot niewielkiej ilosci
warto$ci. Wynika to z faktu, iz zmiany cen sa wielokrotnoscia pewnej ustalonej
odgornie wielkosci.

Opisana powyzej sytuacja prawdopodobnie przyczynia si¢ do faktu, iz pro-
ba aproksymacji rozkladu empirycznego wybranymi przez autoréw rozktadami
teoretycznym nie przyniosta pozytywnego efektu.

W badaniach rozpatrzono bowiem szeregi czasowe zawierajace minutowe
dane o dtugosci od 60 danych (1 godzina) do 7200 danych (120 godzin, 20 dni),
zwigkszajac za kazdym razem szereg o 60 danych (dane z dodatkowej godziny).
Jak zaznaczono wcze$niej, notowania pochodzily z okresu pomigdzy poczatkiem
2000 a koncem 2011 roku, z godzin od 10.00 do 16.00. Wszystkich notowan by-
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fo okoto jednego miliona w kazdej spotce. Rozpatrywanie dluzszych okresow
niz 20 dni jest niewskazane ze wzgledu na przestarzate informacje niesione
przez najstarsze dane. Nalezy takze zaznaczy¢, ze wybrane okresy (kazdy przy-
padek), np. 60-minutowe, nie miaty czg$ci wspolnych, tzn. okno z danymi nie
bylo przesuwane o jedna dana, tylko o caty blok 60 danych, natomiast w przy-
padku okreséw najdtuzszych kazdorazowo o 7200 danych.

Do weryfikacji jako$ci aproksymacji wykorzystano test Kolmogorowa-
-Smirnowa (Kotmogorowa) [Wywial, 2004]. Hipoteza zerowa w tym tescie za-
ktada brak istotnych réznic pomigdzy rozktadem empirycznym a zatozonym
rozkltadem teoretycznym. Jezeli parametry rozktadu teoretycznego sa znane,
dystrybuanta statystyki jest wyznaczona analitycznie. W przypadku gdy parame-
try rozktadu teoretycznego sa estymowane na podstawie proby, do ktorej rozktad
ten jest dopasowywany, nalezy wyznaczy¢ poprawke polegajaca na oszacowaniu
rozktadu statystyki metoda symulacyjna i skorygowaniu wartos$ci krytycznych
(w tym przypadku rozktad statystyki bedzie bardziej skoncentrowany). Dla rozktadu
normalnego powyzszy test z naniesiong poprawka nosi nazwe testu Lillieforsa
(Kolmogorowa-Lillieforsa) [Wywial, 2004]. W przypadku rozkladu t-studenta
i Cauchy’ego rozktad statystyki testu Kolmogorowa-Smirnowa wyznaczano symu-
lacyjnie (symulacje Monte Carlo) na podstawie wygenerowanych 5000 realizacji.

W przypadku rozktadu normalnego tylko nieliczne spotki wykazuja popraw-
na aproksymacij¢ w co najmniej 20% przypadkow, a dla zadnej spotki odsetek ten
nie przekracza 60%. Sredni odsetek przypadkow z poprawna (co do testow zgod-
nosci) aproksymacja za pomoca rozktadu normalnego wynosi 16%, a odchylenie
standardowe 12%. Nalezy takze pamigtac, ze w przypadku probek mato licznych
(60 danych) wyniki charakteryzuja si¢ mniejsza wiarygodnos$cia. Uzycie rozktadu
t-studenta oraz rozktadu Cauchy’ego do aproksymacji rozktadu empirycznego da-
je gorsze wyniki niz w przypadku rozktadu normalnego, a jest przy tym znacznie
bardziej czasochlonne obliczeniowo ze wzgledu na konieczna do wprowadzenia
poprawke (typu Lillieforsa) w tescie Kotmogorowa-Smirnowa.

Reasumujac, istotna ilo$¢ stop zerowych oraz nietrywialna posta¢ rozkladu
moze si¢ przetozy¢ na malg ilo$¢ przypadkow poprawnej aproksymacji danych
empirycznych wybranymi (typowymi) rozktadami teoretycznymi. Z drugiej
strony uzycie bardziej ztozonych rozktadéw (np. mieszaniny kilku rozktadow)
czy tez procesow stochastycznych do opisu dynamiki ceny, o wigkszej ilosci pa-
rametrow, oznacza zwigkszenie czasochtonno$ci procedury estymacji, a zarazem
procedury testowania (co moze stanowi¢ problem w przypadku prognoz VaR dla
kroétkich horyzontow). Opisane wnioski przyczynily si¢ do wyboru przez auto-
réw symulacji historycznej do szacowania wartosci zagrozone;.
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W dalszej czgéci na podstawie szeregéw czasowych z logarytmicznymi sto-
pami zwrotu o dtugosci 60, 120, 180, ... , 7200 danych (odpowiednio dane
z 1,2,3,...,120 godzin) zweryfikowano poprawno$¢ oszacowanej wartosci za-
grozonej na podstawie symulacji historycznej. W tym celu uzyto testu Kupca
z poziomem istotnosci 0.05 [Campbell, 2005]. Dla lepszej przejrzystosci wyniki
przedstawiono w postaci wykresu. Na osi OX zaznaczono interwal czasu (w go-
dzinach), z ktorego logarytmiczne stopy zwrotu postuzyly do konstrukcji roz-
ktadu empirycznego, a nastgpnie do oszacowania jednominutowej wartosci za-
grozonej z poziomem tolerancji 0.05. Na osi OY zaznaczono odsetek spotek
(wszystkich byto 50), w ktérych testy wartosci zagrozonej pozytywnie zweryfi-
kowaty zgodno$¢ prognoz z rzeczywistymi stratami.

Minutowa warto$¢ zagrozona z poziomem tolerancji 0.05

0.8
0.6

04

odsetek spotek

0
0 20 40 60 80 100 120
interwat godzinowy (szeregi zawieraly dane z powyzszych ilo$ci godzin)

Rys. 3. Odsetek spotek wykazujacych zgodnos¢ (co do testu Kupca) minutowej wartosci zagrozonej
z poziomem tolerancji o= 0.05

Zrodto: Opracowanie whasne.

Jak wida¢ na powyzszym wykresie, odsetek spotek, w ktorych testy wyka-
zaly zgodnos$¢ warto$ci zagrozonej z realnymi stratami, nie jest stabilny ze
wzgledu na zmiang ilosci danych w rozktadach empirycznych. Dla matej ilosci
danych testy warto$ci zagrozonej nie wykazuja zgodnosci. Dopiero niektore
przypadki, w ktorych empiryczne rozktady stop zwrotu konstruowano na pod-
stawie notowan z 40 godzin lub z jeszcze dhuzszych interwatow, wykazywaty
zgodnos¢ w okoto 80%.
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W przypadkach, w ktorych empiryczne rozktady stop zwrotu zawieraly od-
powiednio dane z 6, 12, 18, ..., 60, 66, 72, ... ,112, 120 godzin (szeregi zwigk-
szane o dane z szesciu dodatkowych godzin, przy czym poczatek tych szeregow
zawsze byl pierwszym notowaniem danego dnia), dla przypomnienia notowania
obserwowano pomigdzy godzing 10.00 a 16.00 w kazdym dniu, odsetek spotek
z pozytywnie zweryfikowanymi prognozami warto$ci zagrozonej byt minimal-
ny, a wlasciwie w wigkszosci przypadkéw zerowy. Sytuacja taka jest spowodo-
wana prawdopodobnie ,,efektem dnia nastepnego” (nazwa na uzytek opracowa-
nia), tzn. w tych przypadkach prognozowano warto$¢ zagrozona na kolejna
minutg, z tym ze kolejna minuta oznaczata juz pierwsze notowanie dnia nastep-
nego. Dotaczajac do rozktadu dane z pierwszej godziny dnia nastgpnego, wyniki
znacznie si¢ poprawiaty (odsetek spolek z pozytywnie zweryfikowana wartoscia
zagrozona, co do testow zgodno$ci, wynosit okoto 80%), jednak wraz ze stopa-
mi z kolejnych godzin odsetki te malaty, po czym zndéw rosty, zeby ostatecznie
spas$¢ prawie do zera po dotaczeniu do szeregu danych z catego kolejnego dnia
(czyli do przypadku prognozy VaR na pierwsze notowanie kolejnego dnia).

Powyzsze wyniki dotyczyly pordwnania wartosSci zagrozonej z realnymi
stratami w nast¢pnym notowaniu. Jednak w przypadku rozktadow empirycznych
konstruowanych z wigkszej ilosci danych nie powinna zachodzi¢ potrzeba wy-
znaczenia warto$ci zagrozonej wraz z kazda nowa obserwacja. Kilka czy tez
kilkanascie nowych danych nie ma istotnego wplywu na posta¢ rozktadu skon-
struowanego np. z 1000 czy wigkszej ilosci danych. W przeprowadzonych sy-
mulacjach utrzymywano prognoze jednominutowej wartos$ci zagrozonej przez
kolejne 60 minut. Warto$¢ zagrozona byla zawsze szacowana dla horyzontu jed-
nominutowego, natomiast prognoza ta nie byta zmieniana przez kolejne 60 mi-
nut. Na ponizszych wykresach przedstawiono odsetek spotek, w ktorych testy
warto$ci zagrozonej pozytywnie zweryfikowaty zgodno$¢ prognozy VaR ze zre-
alizowana jednominutowa stopa zwrotu obliczona odpowiednio po 5, 10, 30 i 60
minutach od oszacowania warto$ci zagrozonej oraz na poziomie tolerancji row-
nym 0.05. Na potrzeby opracowania w opisach wykresow do przytoczonych
przypadkow zostanie uzyta nazwa ,,op0znienie”, tzn. opdznienie 5 minut ozna-
cza wyniki w przypadku testow warto$ci zagrozonej w stosunku do zrealizowa-
nej stopy zwrotu po pigciu minutach od momentu wyznaczenia VaR.
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Wyniki symulacji

Wyniki symulacji Warto$¢ zagrozona (opdznienie 10 minut, poziom tolerancji 0.05)
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Rys. 4. Wyniki zgodnosci szacowanej jednominutowej warto$ci zagrozonej z poziomem tolerancji

a = 0.05 i zrealizowana jednominutowa stopa zaobserwowang po 5 i 10 minutach od
momentu wyznaczenia VaR

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Rys. 5. Wyniki zgodnoséci szacowanej minutowej warto$ci zagrozonej z poziomem tolerancji
a = 0.05 w odniesieniu do zrealizowanej jednominutowej stopy zwrotu zaobserwowanej
odpowiednio po 30 i 60 minutach od momentu wyznaczenia VaR

Zrodto: Opracowanie whasne.

Mozna zauwazy¢, ze opisana wczesniej relacja pomiedzy zgodnoscia pro-
gnozy warto$ci zagrozonej a ilo$cig danych uzytych do konstrukcji rozktadu
empirycznego zachodzi takze w tych przypadkach. Na wykresach wida¢ takze,
iz w niektorych przypadkach zgodno$¢ prognoz wartosci zagrozonej poprawia
si¢ wraz z przesunigciem/opoznieniem zrealizowanej stopy zwrotu w stosunku
do momentu, w ktorym szacowano jednominutowa warto§¢ zagrozona. Opisane
relacje moga sugerowac¢ pewna bezwladno$¢ uktadu (inwestorzy asymiluja in-
formacje).

Innym podejsciem do konstrukcji rozktadéw empirycznych jest podzial dni
na czg$ci i konstrukcja rozkladu na podstawie danych z pewnego zakresu cza-
sowego (np. tylko z jednej i tej samej godziny) z kilku, kilkunastu dni. Dlatego
tez obecnie dni podzielono na szes$¢ czgsci o dtugosci godziny kazda (w kazdym
dniu notowania obserwowano w ciagu szesciu godzin sesyjnych). Stad tez np.
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szereg danych, z ktorych konstruowano rozktad empiryczny, sktadat si¢ z loga-
rytmicznych stop zwrotu obserwowanych w ciagu kilku dni pomiedzy godzina
10.00 a 11.00 lub 11.00 a 12.00 itd.

Po podziale otrzymano sze$¢ szeregoéw z notowaniami, co przektada si¢ na
15 mozliwych par szeregéw. Dla kazdej pary przeprowadzono testy zgodno$ci
rozkladow (dla zwigkszenia wiarygodnosci wynikéw przyjgto obecnie poziom
istotnosci rowny 0.01) testem Kolmogorowa-Smirnowa dla dwéch préb z popu-
lacji. Co najmniej w trzynastu parach dla kazdej spotki zaobserwowano istotne
roéznice pomigdzy rozktadami. Mozna zatem stwierdzi¢, ze w kazdej godzinie
dane pochodza z innego rozktadu. Otrzymane wyniki dotycza catego badanego
okresu.

W przypadku krotszych szeregéw z danymi sytuacja nie jest juz tak kla-
rowna. Badania wykazaly, ze im krotszy szereg, tym opisywane roznice (pomig-
dzy rozktadami) sa mniej widoczne. Dla szeregdw zawierajacych 7200 danych
istotne réznice zaobserwowano srednio w okoto 10 parach (na 15 mozliwych), dla
szeregow o dtugosci 1800 danych $rednio juz tylko w 7 parach, w szeregach z 720
danymi w 4 parach, a w najkrotszych szeregach $rednio tylko w jednej parze.

Z powyzszego nasuwa si¢ wniosek, ze w czg$ci rozpatrywanych przypad-
kéw notowania istotnie si¢ zmieniaja z godziny na godzing i moga utrzymac ten
sam rozktad w kilku kolejnych dniach w przypadku danych z tej samej godziny.
Fakt ten zostanie obecnie wykorzystany przy ponownym szacowaniu i weryfika-
cji zgodno$ci wartosci zagrozonej. Pomimo braku istotnych roéznic pomigdzy
najkrétszymi szeregami zostang one uwzglednione w obecnych symulacjach
(podobnie jak w poprzednim podejsciu), ograniczona zostanie jednak ilo§¢ danych
w dhuzszych szeregach, do 1800 danych (poprzednio do 7200). Powodem takich
ograniczen jest dtugos¢ probki z wygastymi prognozami warto$ci zagrozonej uzy-
tej do testow zgodnosci VaR. Ze wzgledu na fakt, iz obecnie wybierano dane tylko
z jednej godziny, a nie z catego dnia, narzucone ograniczenie pozwoli uzyska¢ (dla
szeregow o 1800 danych) co najmniej 100 prognoz wartosci zagrozonej, co jest
istotne ze wzgledu na wiarygodnos¢ testow VaR uzytych w kolejnym kroku.

Na ponizszych wykresach zaprezentowano otrzymane wyniki w obecnym
podejsciu do wyznaczania rozktadow empirycznych logarytmicznej stopy zwro-
tu badanych spotek. Nalezy pamigtac, ze przypadek konstrukcji rozktadu empi-
rycznego z danych obserwowanych, np. przez 30 godzin, oznacza dane obserwowa-
ne w ciagu jednej 1 tej samej godziny (np. tylko z drugiej godziny sesyjnej) w 30
kolejnych dniach. Przedstawione wyniki sa zagregowane, zawieraja bowiem laczne
wyniki dla rozktadow empirycznych konstruowanych z danych obserwowanych
podczas pierwszych, drugich, ..., szostych godzin sesyjnych danych dni.



Wartos¢ zagrozona portfela inwestycyjnego... 41

Minutowa wartos¢ zagrozona z poziomem tolerancji 0.05

0 —
5 10 15 20 25 30

0
interwat godzinowy (szeregi zawieraly dane z powyzszych ilosci godzin)

o
@]

o
i

odsetek spotek

Rys. 6. Odsetek spotek wykazujacych zgodnos¢ (co do testu Kupca) minutowej warto$ci zagrozonej
z poziomem tolerancji & = 0.05

Zrodto: Opracowanie whasne.

Na przedstawionym wykresie nie uwidaczniaja si¢ juz wahania pomigdzy
odsetkiem spotek z pozytywnie zweryfikowanymi prognozami warto$ci zagrozo-
nymi w zalezno$ci od dtugosci szeregu z danymi. Od pewnej iloéci danych, okoto
1200 (notowania z 20 godzin, doktadniej z jednej godziny kazdego z 20 dni), wy-
niki mozna uzna¢ za wysokie (odsetek okoto 80%) i nieistotnie od siebie rozne.

Podobnie jak wczesniej, prognozg jednominutowej warto$ci zagrozonej
utrzymywano przez kolejne 60 minut. Na ponizszych wykresach przedstawiono
odsetek spotek, w ktorych testy warto$ci zagrozonej pozytywnie zweryfikowaty
zgodnos$¢ VaR ze zrealizowana jednominutowa stopa zwrotu obliczona odpo-
wiednio po 5, 10, 30 i 60 minutach od oszacowania VaR oraz na poziomie tole-
rancji rownym 0.05. Wyniki wykazuja, ze i w tych przypadkach odsetek spotek
z pozytywna weryfikacja zgodnosci zagrozonej jest wysoki (dla dtuzszych sze-
regdw) 1 nie ro6zni si¢ znacznie. Mozna takze bez problemu wyznaczy¢ pewna
minimalna dlugo$¢ szeregu z danymi, dla ktdrej skutecznos$¢ prognoz wyniesie
okoto 80% zar6wno dla minutowej wartosci zagrozonej weryfikowanej za pomoca
zrealizowane] jednominutowej stopy zwrotu z kolejnego okresu, jak i minutowe;j
stopy zaobserwowanej po 60 minutach od oszacowania wartosci zagrozonej.
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Rys. 7. Wyniki zgodnoSci szacowanej jednominutowej wartosci zagrozonej z poziomem tolerancji

a = 0.05 1 zrealizowana jednominutowa stopa zaobserwowana po 5 i 10 minutach od
momentu wyznaczenia VaR

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Rys. 8. Wyniki zgodnoséci szacowanej minutowej warto$ci zagrozonej z poziomem tolerancji
o = 0.05 w odniesieniu do zrealizowanej jednominutowej stopy zwrotu zaobserwowanej
odpowiednio po 30 i 60 minutach od momentu wyznaczenia VaR

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Przeprowadzone badania powtorzono takze dla poziomoéw réownych 0.01,
0.03, oraz 0.1. Poza przypadkiem poziomu tolerancji 0.01 wyniki sa podobne do
przedstawionych powyzej. W przypadku poziomu tolerancji 0.01 odsetek spotek
ze zgodna warto$cia zagrozong jest istotnie nizszy. Na rysunku 9 przedstawiono
wyniki, ktore nie zostaly zagregowane (dla wszystkich omawianych poziomow
tolerancji). Zostaly one rozdzielone ze wzgledu na godzing sesyjna (pierwsza,
druga, ... , szosta) zawierajaca logarytmiczne stopy zwrotu stuzace do konstruk-
cji rozktadéw empirycznych. Wykres dotyczy wartoSci zagrozonej wyznaczanej
z szeregow z danymi z 30 dni 1 pordwnane;j (testy zgodnosci) do pierwszego no-
towania od momentu oszacowania VaR. Jak mozna na nim zauwazy¢, wyniki nie
sa jednakowe dla kazdej cze$ci dnia. Dane z pierwszych godzin generuja gorsze
prognozy niz z pozostalych. Dla dluzszych ,,opéznien” roznica ta si¢ zaciera.
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Pomimo tego, ze w obecnym podej$ciu wyniki sg lepsze niz w poprzednim, to
nadal wystgpuja problemy z poprawnym oszacowaniem warto$ci zagrozonej na
poczatek dnia nastepnego.

Wyniki symulacji. [lo$¢ danych w szeregach — 1800 (z 30 godz.)
Minutowa warto$¢ zagrozona z poziomem tolerancji o
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Rys. 9. Wyniki zgodno$ci szacowanej warto$ci zagrozonej — VaR(minuta, ¢) na podstawie 1800
danych (z 30 godzin) w zaleznosci od godziny sesyjnej danego dnia

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Dla formalno$ci w obecnym przypadku sprawdzono réwniez mozliwos¢
aproksymacji omawianych rozkladéw empirycznych wybranymi rozkladami
teoretycznymi. Wszystkie zatozenia co do dtugosci szeregdw czasowych, postaci
rozktadow czy ilosci symulacji w generowaniu rozktadu statystyki testu Kotmo-
gorowa-Smirnowa pozostaly bez zmian. Jedyna roznica jest wybor danych do
rozktadu empirycznego, ktére obecnie pochodza z jednej godziny kazdego dnia.
W przypadku rozktadu normalnego wyniki nieznacznie si¢ poprawily, jednak
nadal nie sa satysfakcjonujace. Na przyklad w przypadku danych z pierwszej
godziny jednego dnia $redni odsetek poprawnych aproksymacji (co do testow istot-
nos$ci) wyniost 25%, w przypadku trzeciej godziny 11%, a z ostatniej 17%. Gdy
szeregi zawieraly notowania z szesciu dni odpowiednio z tych samych godzin,
srednie odsetki wyniosty: 2%, 0,5% oraz 1%. Dla dluzszych szeregobw omawiane
odsetki byty jeszcze mniejsze. W przypadku rozktadu t-studenta oraz Cauchy’ego
ilo$¢ zgodnych dopasowan jest nie wigksza niz dla rozktadu normalnego.
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2. Optymalny portfel inwestycyjny ze wzgledu na VaR
— wyniki badan empirycznych

Kolejnym aspektem badan, ktéry rozwazali autorzy, jest ponowne szacowa-
nie wartosci zagrozonej, tym razem w przypadku portfela inwestycyjnego. Re-
zultaty badan wykaza, czy zaobserwowane prawidtowosci dla pojedynczych
spotek moga dotyczy¢ takze portfeli inwestycyjnych. Poniewaz analiza portfe-
lowa zajmuje si¢ migdzy innymi optymalizacja strategii inwestycyjnych, autorzy
rozwazyli optymalne portfele z punktu widzenia warto$ci zagrozone;.

W portfelach wyznaczano sktad tak, aby ich warto§¢ zagrozona byta mini-
malna dla ustalonego poziomu tolerancji (w badaniach ustalono poziom toleran-
¢ji odpowiednio 0.01, 0.03, 0.05, 0.10) i horyzontu jednominutowego. Ponadto
przeprowadzono testy zgodnos$ci warto$ci zagrozonej optymalnych portfeli.

Rozpatrzono 50 dwusktadnikowych portfeli, w sktad ktorych losowo dobie-
rano dwie z 50 spotek wchodzacych w sktad indeksu S&P100 notowanych po-
migdzy poczatkiem 2000 a koncem 2011 roku. Podobnie jak poprzednio, rozkta-
dy empiryczne stop zwrotu wyznaczano na podstawie notowan zawartych
pomiedzy pewnymi momentami czasu oraz w drugim przypadku konstruowano
rozktady empiryczne po podziale dni na cz¢sci (doktadniej na godziny) i uzywa-
no tylko danych z tej samej godziny poszczegolnych dni.

W pierwszym przypadku konstruowano rozktady z 3600, 3780, 7020 i 7200
danych, co odpowiada notowaniom doktadnie z 60, 63, 117 1 120 godzin. Z ba-
dan dla pojedynczych akcji wynika, iz krotkie szeregi czasowe oraz szeregi,
z ktorych szacowano warto$¢ zagrozona dla notowan z dnia juz nastgpnego, nie
dawaty pozytywnych rezultatéw. Stad tez wybrano szeregi dtuzsze do konstruk-
cji rozktadow empirycznych w dwoch wariantach, mianowicie szacowano war-
tos¢ zagrozona dla dnia juz nastepnego (przypadek z 60 i 120 godzinami) lub dla
notowan rozpoczynajacych doktadnie druga potowe dnia (przypadek z 63 i 117
godzinami). Na rysunku 10 przedstawiono wyniki testow (odsetek spotek z po-
zytywnie zweryfikowanym testem Kupca) w zaleznosci od ilosci danych, z kto-
rych szacowano wartos¢ zagrozona i zrealizowanych wartosci, odpowiednio po
pierwszej, dziesiatej, trzydziestej i sze$¢dziesiatej minucie, uzytych w testach
zgodnosci. Wartos¢ zagrozona byta szacowana dla poziomu tolerancji 0,05 i ho-
ryzontu jednominutowego.
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Rys. 10. Wyniki zgodnosci szacowanej minutowej warto$ci zagrozonej z poziomem tolerancji
a=0.05 w odniesieniu do zrealizowanej jednominutowej stopy zwrotu zaobserwowangj
odpowiednio po 1, 10, 30 i 60 minutach od momentu wyznaczenia VaR

Zrbdto: Opracowanie whasne.

Jak mozna zauwazy¢, ponownie uwidacznia si¢ pewna bezwladnos$¢ ukta-
du. Przypadki, w ktorych szacuje si¢ wartos¢ zagrozona dla dnia juz nastgpnego
(60 1 120 godzin), daja znacznie gorsze wyniki niz pozostate. Dla pozostalych
poziomo6w tolerancji uzyskane wyniki nie r6znia si¢ znacznie od przedstawio-
nych. Na rysunku 11 zaprezentowano wyniki zgodnos$ci szacowanej minutowej
warto$ci zagrozonej z poziomem tolerancji 0.01 w odniesieniu do zrealizowanej
jednominutowej stopy zwrotu zaobserwowanej odpowiednio po 1, 10, 30 i 60
minutach od momentu wyznaczenia VaR.
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Rys. 11. Wyniki zgodnosci szacowanej minutowej warto$ci zagrozonej z poziomem tolerancji
a=0.01 w odniesieniu do zrealizowanej jednominutowej stopy zwrotu zaobserwowangj
odpowiednio po 1, 10, 30 i 60 minutach od momentu wyznaczenia VaR

Zrédto: Opracowanie whasne.
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Rezultaty badan w przypadku konstrukcji rozktadow empirycznych z ob-
serwacji w ciagu kilku dni wylacznie z wybranej godziny zostaly syntetycznie
przedstawione na rysunkach 12 i 13. Obecnie rozktady optymalnych portfeli in-
westycyjnych wyznaczano odpowiednio z 300, 600, 1200 i 1800 danych, co od-
powiada notowaniom doktadnie z 5, 10, 20 i 30 godzin (lub inaczej z notowan
obserwowanych podczas jednej godziny na przestrzeni 5, 10, 20 i 30 dni).

Na rysunku 12 przedstawiono zagregowane wyniki zawierajace taczne wy-
niki dla rozktadow empirycznych konstruowanych z danych obserwowanych
podczas pierwszych, drugich,..., szostych godzin sesyjnych danych dni w przy-
padku poziomu tolerancji wartosci zagrozonej rownej « = 0.05. Dla pozostatych
poziomow tolerancji wyniki byly podobne (przypadek 5-dniowy (300 danych)
zostat pominigty ze wzgledu na wyniki nieistotnie wigksze od zera).
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Rys. 12. Wyniki zgodno$ci szacowanej minutowej warto§ci zagrozonej z poziomem tolerancji
a=0.05 w odniesieniu do zrealizowanej jednominutowej stopy zwrotu zaobserwowangj
odpowiednio po 1, 10, 30 i 60 minutach od momentu wyznaczenia VaR

Zrédto: Opracowanie whasne.

Natomiast na rysunku 13 przedstawiono wyniki, ktore nie zostaty zagrego-
wane (dla wszystkich omawianych poziomo6w tolerancji). Zostaty one rozdzielo-
ne ze wzgledu na godziny sesyjne zawierajace notowania stuzace do konstrukcji
empirycznych rozktadow stop zwrotu (pierwsza, druga,..., szosta danych dni).
Wykres dotyczy wartosci zagrozonej wyznaczanej z szeregdw z danymi z 30 dni
1 porownanej (testy zgodnosci) do pierwszego notowania od momentu oszaco-
wania VaR.
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Rys. 13. Wyniki zgodnosci szacowanej wartosci zagrozonej — VaR(minuta, @) na podstawie 1800
danych (z 30 godzin) w zalezno$ci od godziny sesyjnej danego dnia

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Jak nalezato si¢ spodziewac, podobnie jak w przypadku pojedynczych spot-
ek na wykresie mozna zauwazy¢, iz odsetek optymalnych portfeli zweryfikowa-
nych pod katem zgodnosci jednominutowej warto$ci zagrozonej nie jest jedna-
kowy dla kazdej godziny. Dane z pierwszych godzin generuja gorsze prognozy
niz z pozostalych, co zapewne po usrednieniu przektada sia na nieco gorsze re-
zultaty w zagregowanych wynikach (rysunek 12). Réwniez w przypadku portfeli
dla dhuzszych ,,op6znien” roznica ta si¢ zaciera. Za gorsze wyniki w przypadku
pierwszej godziny czesciowo moga odpowiada¢ problemy z poprawnym osza-
cowaniem wartosci zagrozonej dla pierwszej obserwacji z dnia nastepnego.

Niemniej jednak w przypadku warto$ci zagrozonej szacowanej zaroéwno dla
pojedynczych instrumentow, jak i dla optymalnych portfeli podejscie, w ktérym
konstrukcja rozktadéw empirycznych opiera si¢ na obserwacjach z kilku dni wy-
facznie z wybranej godziny, daje ,,stabilniejsze” wyniki ze wzgledu na ilo$¢ da-
nych uzytych przy konstrukcji rozktadow.

Podsumowanie

W przedstawionym opracowaniu zaprezentowano wyniki szacowania war-
tosci zagrozonej na podstawie symulacji historycznej. Badania przeprowadzono
na minutowych notowaniach 50 losowo wybranych spotek wchodzacych
w sktad indeksu S&P100 oraz w przypadku optymalizacji portfela dwusktadniko-
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wego ze wzgledu na minimalng warto$¢ zagrozona. W symulacjach uwzglednio-
no dwa podejscia konstrukcji empirycznych rozkladow logarytmicznej stopy
zwrotu uzytych do wyznaczania wartosci zagrozonej. W pierwszym z nich dane
z szeregu wybierano ,liniowo”, tzn. rozpatrywany szereg zawieral notowania
minuta po minucie. W podejsciu drugim do konstrukcji rozktadéw empirycz-
nych dokonano podziatu dni na cze¢sci i konstruowano rozktad na podstawie da-
nych z pewnego zakresu czasowego (np. tylko z jednej i tej samej godziny)
z kilku, kilkunastu dni.

Drugi przypadek dawatl zdecydowanie bardziej ,,stabilne” wyniki (efekt po-
ry dnia). Odsetek spolek czy tez optymalnych portfeli z poprawnie zweryfiko-
wanymi prognozami wartosci zagrozonej (co do testoéw zgodnosci) wynosit oko-
o 80% dla poziomoéw tolerancji pomigdzy 0.03 a 0.1. Dla mniejszych poziomow
tolerancji wyniki (a¢ = 0.01) byly zdecydowanie gorsze, zazwyczaj VaR byt
srednio niedoszacowany. Co istotne, otrzymane wyniki moga sugerowac¢ pewna
bezwladnos¢ uktadu (informacje docieraja do inwestoréw z pewnym opoOznie-
niem), poniewaz jednominutowa warto$¢ zagrozona byta bardziej zgodna
w przypadku zrealizowanej realnej warto$ci zaobserwowanej po uptywie co
najmniej pigciu minut niz w notowaniu kolejnym w stosunku do momentu wy-
znaczenia warto$ci zagrozone;.

W przeprowadzonych badaniach sprawdzono takze mozliwos¢ aproksymacji
rozktadow empirycznych logarytmicznej stopy zwrotu z akcji rozktadem normal-
nym, t-studenta czy tez rozktadem Couchy’ego, niestety bez powodzenia. W bada-
niach zaktadano, ze rozklad teoretyczny wyznacza si¢ na podstawie calej dostepne;j
informacji, jednak warto$¢ zagrozona nie dotyczy bezposrednio catego zbioru ob-
serwacji, lecz jego lewego ogona. Moze zaistnie¢ sytuacja, w ktorej rozklady: teo-
retyczny i empiryczny nie wykaza zgodnoS$ci, natomiast rozklady warunkowe lub
inaczej lewy ogon rozktadu teoretycznego mogltby poprawnie aproksymowac lewy
ogon rozktadu empirycznego. Uzycie warunkowych rozktadow mogloby poprawi¢
wilasnosci prognostyczne warto$ci zagrozonej, jednak nalezy sig liczy¢ z czaso-
chlonna procedura estymacyjna i testujaca zgodnosc¢ rozktadow.
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VALUE AT RISK OF THE INVESTMENT PORTFOLIO BASED
ON HIGH FREQUENCY DATA - EMPIRICAL STUDIES

Summary:. Paper presents results of estimating Value at Risk for stocks and the optimal
investment portfolios. Study was conducted at the minute quotations of companies inc-
luded in the S&P100 index. The simulations included two design approaches of empiri-
cal distributions of the logarithmic rate of return used to determine the value at risk. The
first one takes into account consecutive price quotations. In the second price quotations
were divided into empirical distributions days were divided into six groups (quotations
which come from time interval e.g. 10 am-11 am from each consecutive day were trans-
ferred to the same data set). The research has shown that in certain cases the accuracy
of the estimated value at risk of real loss was high.

Keywords: Value at Risk, optimal portfolio, high frequency data.



