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DWUETAPOWE STOCHASTYCZNE
ZAGADNIENIE ROZDZIALU'

Streszczenie: Zagadnienie rozdziatu, zwane réwniez uogo6lnionym zagadnieniem trans-
portowym (Generalized Transportation Problem, GTP), pozwala modelowaé sytuacje,
w ktorej ilo§¢ towaru opuszczajacego dostawcow nie jest rowna ilosci docierajacej do
odbiorcow (z sytuacja takag mamy do czynienia np. w sytuacji transportu towarow szyb-
ko psujacych si¢ lub w przypadku wystepowania reklamacji w wyniku brakow). W pra-
cy przedstawiono model dwuetapowego GTP z losowym popytem o ciggltym rozktadzie.
Zaprezentowany zostat algorytm rozwigzywania omawianego zagadnienia.

Stowa kluczowe: zagadnienie rozdziatu, programowanie stochastyczne.

Wprowadzenie

Zagadnienie rozdzialu, zwane réwniez uog6lnionym zagadnieniem trans-
portowym (Generalizaed Transportation Problem, GTP), pojawia si¢ w wielu
praktycznych zastosowaniach. Jego ogolniejsza wersja, uogoélnione zagadnienie
przeplywu o minimalnym koszcie, opisana zostata szerzej w [Ahuja, Magnanti
i Orlin, 1993, rozdziat 15]. Tam tez znalez¢ mozna roézne przyktady zastosowan
tego zagadnienia. Rozne algorytmy rozwigzywania zadan tego typu i bardziej
szczegdtowe rozwazania znalez¢é mozna m.in. w pracach [Glover, Klingman
i Napier, 1972; Goldberg, Plotkin i Tardos, 1988; Ahuja, Magnanti i Orlin 1993,

! Niniejsza praca powstala w ramach projektu ,,Optymalizacja nieliniowa w wybranych zastoso-
waniach ekonomicznych”. Projekt zostal sfinansowany ze $rodkow Narodowego Centrum Nauki
przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/D/HS4/03543.
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rozdzial 15; Wayne, 2002]. Modele uwzgledniajace zmiany ilosci dobr w trakcie
transportu zostaly réwniez oméwione w [Nagurney, Masoumi i Nagurney, 2013].

Zagadnienie rozdziatu bylo omawiane m.in. w pracach [Balas i Ivanescu, 1964;
Lourie, 1964; Balas, 1966]. W pracy [Anholcer i Kawa, 2012] autorzy, badajac
pewne strukturalne wlasnosci dwuetapowych zadan tego typu, wykazali zwigzek
miedzy poziomem reklamacji a stopniem ztozonos$ci optymalnej sieci dystrybucji.

Stochastyczne zagadnienie rozdziatu to jego blizsza rzeczywistosci wersja,
w ktorej popyt odbiorcoOw nie jest znany. Zakladamy jednak, ze znany jest jego
rozktad dla kazdego z odbiorcow. Stosujgc podejécie Dantziga-Madansky’ego,
staramy si¢ zminimalizowa¢ warto$¢ oczekiwang catkowitego kosztu transportu,
dostaw, magazynowania itd. Przypadek szczegdlny, a mianowicie stochastyczne
zagadnienie transportowe, byt analizowany m.in. w pracach [Sikora, Runka i Py-
rzynski, 1991; Sikora, 1993a; Anholcer, 2005, 2008a, 2008b]. We wszystkich
tych opracowaniach analizowana byta metoda wyréwnan, w [Anholcer, 2005,
2008a] wykazano jej zbiezno$¢ w jednej z ogdlnych postaci. W pracach [Anholcer,
2012, 2014] zaprezentowana zostata metoda wyréwnan dla, odpowiednio, sto-
chastycznego zagadnienia rozdziatu i nieliniowego zagadnienia rozdzialu. Do-
wiedziono tez zbieznosci tej wersji metody z wykorzystaniem m.in. twierdzen
przedstawionych w [Bazaraa, Sherali i Shetty, 1993, rozdzial 7]. Algorytm zwany
iteracyjng metoda lasu (Forest Iteration Method) dla stochastycznego zagadnienia
transportowego i jego wersje wykorzystujaca pojecie A-lasu dla stochastycznego
zagadnienia rozdziatu zaprezentowano w pracach [Qi, 1985, 1987].

We wszystkich wspomnianych dotychczas opracowaniach dotyczacych sto-
chastycznej wersji zagadnienia koncentrowano si¢ na ciaglych rozkltadach popytu.
Jedyna znang autorowi pozycja, w ktorej brano pod uwagg rozktad dyskretny,
jest [Sikora, 1993a], w ktdrej opisano sposdb wykorzystania metody stopniowej
analizy zmiennych do rozwigzania stochastycznego zadania transportowego.

Dotychczas zajmowano si¢ rowniez wylacznie jednoetapowymi zadaniami
rozdziatu. Niniejszy artykul jest pierwszym, w ktdrym poruszany jest problem
dwuetapowy. Zostal w nim zaprezentowany sposob wykorzystania zmodyfiko-
wanej metody wyrownan dla stochastycznego, dwuetapowego zagadnienia roz-
dziatu. Kolejne rozdziaty zawieraja kolejno: opis problemu, sposob jego rozwia-
zywania, wyniki eksperymentéw numerycznych i koncowe wnioski.

1. Sformulowanie problemu

W liniowym zagadnieniu rozdziatu jednorodne dobro transportowane jest
od m dostawcow do n odbiorcow, przy czym jego ilos¢ ulega zmianie w trakcie
transportu. W zwigzku z tym ilo$¢ x;;, opuszczajaca dostawcg 7, zostaje zmody-
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fikowana przez mnoznik 7;; (najczesciej bedacy liczbg z przedziatu (0,1), co
odpowiada redukcji). Ostatecznie wiec odbiorca j otrzymuje od dostawcy i ilosé
towaru réwna 7;3;x;j. Przyjmujemy, ze jednostkowe koszty transportu c;; sg stafe,
popyt b; kazdego z odbiorcow musi by¢ w petni zaspokojony, a podaz a; zadnego
z dostawcow nie moze by¢ przekroczona. Model mozna wigc zapisa¢ w postaci:

m n
min f(X)=22Cijxij )
i=1j=1
p. W.
m
Zrijxij_ i j =1,..,m,
i=1

W stochastycznej wersji problemu wielkosci popytu b; nie sg determini-

styczne, ale dane jako ciggle zmienne losowe X; o funkcjach gestosci ¢;. Dla
kazdego odbiorcy j znane sg jednostkowy koszt nadwyzki sj(l) i jednostkowy
koszt niedoboru sj(z). Calkowita ilo$¢ towaru dostarczona do kazdego z odbior-

coOw musi by¢ nieujemna, wigc funkcja oczekiwanego dodatkowego kosztu
zwigzanego z odbiorca j ma postac:

f]-(xj) = sj(l)f ](xj - t)<Pj(t)dt + sj(z)f (t — xj)cpj(t)dt,
0

xj

co mozna tatwo przeksztatci¢ do postaci:
Xj
fi(x) = sj,(Z)(E(Xj) —x) + (sj(l) + Sj(z))f D, (t)dt,
0

gdzie @; jest dystrybuantg popytu odbiorcy j. Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego j
pierwsze dwie pochodne funkcji oczekiwanego dodatkowego kosztu maja postac:

fj'(xj) = —sj(z) + (S]-(l) + sj(z)) D;(xp),
f"”(xj) = (Sj(l) + S]‘(Z)) (p](x]),

wigc kazda z funkcji f; jest funkcja wypukla. Ostatecznie wige stochastyczne
zadanie rozdziatu (SGTP) ma posta¢:
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min-< f(x) =i§n:cijxij+zn:fj(xj)

i=1j=1 j=1
. W.

m
Zrl]xu =x;,j=1,..,n
=1

i

n
le] =1,..,m,

Xij 2 0,i=1,..mj=1,..,n

o

-
Juy

Dotychczas przedmiotem zainteresowan badaczy byt taki wiasnie, jedno-
etapowy model. Jak jednak pokazuje praktyka, sieci logistyczne majg przewaz-
nie bardziej ztozong strukture. W szczegolnosci przydatne sa modele, w ktorych
wystepuje przynajmniej jedna warstwa posrednia (patrz np. [Anholcer i Kawa,
2012; Nagurney, Masoumi i Nagurney, 2013]) odpowiadajaca centrom dystry-
bucji. Wlasnie taki model, z jedng warstwa posrednia, bedzie przedmiotem na-
szych rozwazan w dalszej czgsci pracy. Przyjmujemy, Ze jednorodne dobro
transportowane jest od m dostawcoéw do n odbiorcow, z wykorzystaniem p punk-
tow posrednich, przy czym pojemnos¢ punktow posrednich mozna uzna¢ za nie-
ograniczong (jest to standardowe zatozenie w przypadku centréw logistycznych,
przez ktére przesyta si¢ tysigce dobr jednoczesnie — ich pojemno$¢ znacznie
przekracza ilo$¢ poszczegdlnych dobr). Przyjmujac, ze indeksy dostawcow,
punktéw posrednich i odbiorcéw to odpowiednio i, h oraz j, mnozniki, koszty

jednostkowe transportu i przewozy na trasach od dostawcoéw do punktéw po-

$rednich oznacza¢ bedziemy przez r; ng ), l(,? i xl(h), a na trasach z punktow po-

srednich do odbiorcéw — odpowiednio przez rh(J), c,(j) 1xy, J) Ponadto jednost-
kowy koszt sktadowania dobra w punkcie posrednim # i ilo$¢ dobra, ktdre przez

(1)

ten punkt przeplywa, oznaczmy przez cp, i x,, *, za$ ilos’c’ dobra, ktora zostaje do-

starczona do odbiorcy j, oznaczaé bedziemy przez x . Model przyjmie naste-

pujaca postac:
p

m P n n
. 2) (2 2
min< f(x) = Z (1) (1) Z c x,(ll) + Z z Cf(u)xi(u) + Zf] (xj( )) )
' h=1j=1 j=1

i=1h=1

Z (D <aq,i=1,..,m,
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m

S 0D = =1,
i=1

n
Zx,(j.) = x,(ll),h =1,..,p
j=1

p

2) (2 2) .
Z rh(j)x}(lj) = xj( ),] =1,..,n,
h=1

X 20,i=1..,mh=1.,px2 20h=1.,pj=1..,n

Zadanie tej postaci oznacza¢ bedziemy 2SGTP. Jego wyjsciowa forma
uniemozliwia wykorzystanie do jego rozwigzywania metody wyréwnan, opisa-
nej m.in. w pracach [Anholcer, 2012, 2014]. Okazuje si¢ jednak, ze staje si¢ to
mozliwe po dokonaniu pewnych transformacji. W przypadku liniowych dwueta-
powych (wieloetapowych) zadan transportowych standardowa metoda transfor-
macji jest rozszerzenie tablicy transportowej i umieszczenie punktéw posrednich
zaréwno po stronie dostawcow, jak i odbiorcow. W przypadku SGTP takie po-
stepowanie byloby bezcelowe — zmiana rozwigzania wymagataby, podobnie jak
w przypadku zadan liniowych, uwzglednienia struktur zawierajacych cykle po-
prawy (w przypadku zadania nieliniowego wymagaloby to rozpatrywania catych
rodzin cykli). Problem ten ominiemy, definiujac pomocniczy problem o potroj-
nie indeksowanych zmiennych. Niech x;;,; oznacza ilo$¢ towaru wystang od do-
stawcy i do odbiorcy j za posrednictwem punktu posredniego h. Wowczas od-
powiednie zmienne zadania 2SGTP mogg by¢ przedstawione w postaci:

n
1
Xy = Z Xinjs
=1
m n
1 1
=3
i=1j=1
m
2 1
xi(lj) = ﬁgz)xlhj
i=1
Przyjmujac
1 1 1) (2
Cinj = €l + T n + rigL)Cf(Lj)'
— (1.2

Tinj = Tip " Thj
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otrzymujemy nastgpujaca posta¢c modelu (pomijamy zbedny goérny indeks

zmiennej x(z))
m P n n
min f(x = Z z Z cihjxihj + Zf](x])
i=1 h=1j=1 j=1
p. w.
14
22x1h1<al,l—1 m,
h=1j=1

p

Z lhjxlhj - x]'] - 1

AMS

xihj =>0i=1...mh=1,..,pj=1,..,n

Zadanie to ma posta¢ bardzo zblizong do SGTP, co pozwala zastosowa¢ do
jego rozwigzywania odpowiedni wariant metody wyroéwnan (por. [Anholcer,
2012, 2014]). Nie mozna przenies¢ metody bezposrednio (zakresy sumowania
w warunkach ograniczajacych nie sg roztaczne, jak to ma miejsce w SGTP, gdyz
w obu grupach warunkéw wystepuje indeks h), jednak przedstawiony w kolej-
nym podrozdziale algorytm pozwala na znalezienie optimum.

2. Metoda rozwiazywania

Aby rozwiaza¢ zadanie za pomocg metody wyréwnan, wprowadzamy do-
datkowe zmienne x;q,. Przyjmujemy przy tym, ze c¢;99 =0,7700 =1 dla
i=1,..,mify(xy) = 0. Wowczas zadanie przyjmuje nastepujaca postac:

n

min< f(x) = Z chh]xlh] +Zf](x])

i=1h=1j=1
p.- w.
P n
szihj + xi,o’o = ai,i = 1, e, m,
h=1 j=1

14
Z rlhjxihj = Xj,j = 1, .. n,
h=1

Ms

Il
Ju

i
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m

Z 74,0,0%i,00 = Xo

i=1
Xipj = 0,0 = 1,.mh=1,..,p,j=1,..,n,

Xi,0,0 = O,l = 1, e, m.

Warunki KKT dla tego zadania mogg zosta¢ zapisane w nast¢pujacej postaci
(i=1..mh=1,.,pj=1,..,n):

Cinj + T‘ihjfj'(xj) = Uy, Xipj =0,
Cihj + rihjfj,(xj) = Uu;, xih]- > 0.
Ponizszy algorytm jest zbiezny do punktu KKT. Dowdd zostanie pominie-

ty, gdyz jest analogiczny do dowoddéw zamieszczonych w pracach [Anholcer,
2012, 2014].

Algorytm 1: Algorytm dla dwuetapowego stochastycznego
zagadnienia rozdzialu

1. Inicjalizacja. Wyznacz rozwigzanie poczatkowe zgodnie ze wzorem:
Xinj =0, =1, ..mh=1.,p,j=1,..,n,
Xipo =a,i=1,..,m.

Wyznacz sumy przywozow do poszczegolnych odbiorcow:
n

_ a'lj:O;
Xj— z l

i=1

0,j #0.
Wyznacz poczatkowe wartosci pochodnych czastkowych:
kinj = cinj + 1injfj (0),i=1,..,mh=1,..,p,j=1,..,n,
kioo=0i=1,..,m.
Przejdz do kroku 2.
2. Sprawdzanie optymalnosci. Dla kazdego i wyznacz:
v; = min{kjpjlh=1,..,p,j=1,..,nVh=j=0},
w; = max{kihj|(h =1,.,pj=1,..,nVh=j=0),xp; > 0}.
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Niech (R**(i),j**(i)) bedzie para indekséw (h,j), dla ktorej kinj = v;
i niech (h*(0),j* (1)) bedzie para indekséw (h, j), dla ktorej kinj —vi = w;.
Oblicz

a = max{w;|i = 1,...,m}.

Niech i* bedzie indeksem i, dla ktorego w; = a. Jezeli a < €, to STOP.

Otrzymane rozwigzanie zadowalajaco blisko optimum. W przeciwnym przy-
padku przyjmij h** = h**(i*), h* = h*(i*), j** = j**(i*) oraz j* = j*(i").
Jezeli j** = j*, przejdz do kroku 3. W przeciwnym razie przejdz do kroku 4.

. Zmiana rozwigzania (wariant pierwszy).
Zmien rozwigzanie zgodnie z wzorami:

xi*h*j* = 0’

Xk g wx xk ST= Xk pax kk = Xikpk ik,
i"h™j i"h™™j i"h™j

Wro6¢ do kroku 2.

. Zmiana rozwiqzania (wariant drugi).
Niech

8= = fi-(a) = £+ (g — 2),

YD) = fio (e + 1) = fie ().
Niech 1* bgdzie rozwigzaniem rownania
Tt 6~ (D) + 1o jor 67 (1) = wys.
Jezeli ¥ > x;»px j*, podstaw

A* = Xy -

Zmien rozwigzanie zgodnie ze wzorami:
Xirprj* = Xpprjr — 1%,

Xixpre e 3= Xipr s o + A%,

Xj* = Xjr — ri*h*j*/v:

Xjrx 3= Xjex + ri*h**j**/l*-

Jezeli j* = 0, podstaw
kioo=kigo—0"(A),i=1,..,m

W przeciwnym razie podstaw

kinj« = kipj» —=1in»6~(A*),i=1,..,mh=1,..,p.
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Jezeli j** = 0, podstaw
kioo=kigo+6*(1"),i=1,..,m.

W przeciwnym razie podstaw

kipjo = kipjo+ + 18+ (A%),i =1,...,mh =1,...,p.
Wro¢ do kroku 2.

3. Eksperymenty obliczeniowe

W celu zbadania sprawnos$ci algorytmu rozwigzano pewng liczbe losowo
wygenerowanych zadan testowych. Rozpatrywano dwa typy rozktadow popytu:
jednostajny U (0, u) i wyktadniczy Exp(4), przy czym u i A losowano jednostajnie
z przedziatow odpowiednio [15,20) i [0,5,0,6). Jednostkowe koszty transportu
(dla obu etapdéw) byly losowane jednostajnie z przedziatu [2,4), koszty obstugi
w punktach posrednich z przedziatu [1,2), koszty nadmiaru z przedziatu [1,2),
koszty niedoboru z przedziatu [5,10), wspolczynniki redukcji z przedziatu
[0,8,0,9), a wielkosci podazy z przedziatu [10,20). W przypadku zadan z roz-
ktadem jednostajnym optymalna dlugos¢ kroku wyznaczana byta w sposéb do-
ktadny (rownanie pozwalajagce wyznaczy¢ dhugos¢ kroku jest wowczas rownaniem
kwadratowym), za§ w przypadku rozktadu wyktadniczego — za pomoca jedno-
wymiarowej metody Newtona. Algorytm zostat zaimplementowany w Java SE
i uruchomiony na PC z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-2670 QM CPU @2.20
GHz. Wygenerowano i rozwigzano po 1000 losowo wygenerowanych zadan
o rozmiarach: (m,p,n) = (10,5,10), (10, 5,20), (100, 10,100), (100, 10,200),
czyli tacznie 8000 zadan. Czasy rozwigzywania w milisekundach (AVG — $redni,
DEV - odchylenie standardowe, MIN — najkrétszy, MAX — najdtuzszy) przed-
stawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Wyniki eksperymentow (czasy rozwigzywania w milisekundach)

Typ U(0, u) U(0, u) U0, u) U(0, u) Exp(2) Exp(2) Exp(2) Exp(2)
zadania 10x5%10 10x5%20 | 100x10x100 | 100x10x200 | 10x5x10 10x5%20 | 100x10x100 | 100x10x200
AVG 0,084 0,295 263,521 4189,788 2,043 4,566 1767,378 | 10 196,754
DEV 0,344 0,833 301,112 3063,958 14,160 16,254 2158,949 8133,343
MIN 0,000 0,046 31,000 796,000 0,150 0,620 156,000 1717,000

MAX 7,115 12,543 2542,000 [ 23 666,000 390,160 326,990 | 24 102,000 | 65 818,000
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Jak wida¢, algorytm szybko (Srednio w czasie do 10 sekund) rozwigzuje
zadania o stosunkowo duzych rozmiarach. W przypadku najmniejszych testowa-
nych zadan czas rozwigzywania jest rzedu dziesigtek mikrosekund.

Podsumowanie

W pracy omowiono dwuetapowe stochastyczne zagadnienie rozdziatu z cia-
glym rozkladem popytu i przedstawiono efektywny algorytm jego rozwiazywa-
nia. Opisang metod¢ mozna z powodzeniem zastosowa¢ do rozwigzywania zadan
z wigksza liczbg etapdw. Wymagatoby to wprowadzenia wielokrotnie indekso-
wanych zmiennych i wykonania analogicznych przeksztalcen, jak w przypadku
zadania dwuetapowego.
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TWO-STAGE STOCHASTIC GENERALIZED
TRANSPORTATION PROBLEM

Summary: The Generalized Transportation Problem (GTP) allows to model a situation,
where the amounts of goods delivered to the destinations are not equal to the amounts
leaving the supply points (this is the case i.e. when perishable goods are transported or
some complaints occur because of products’ defects). In the article a model of two-stage
stochastic GTP (2SGTP) has been presented, where the demands of customers are given
as continuous random variables. An algorithm for such type of problems has been presented.

Keywords: generalized transportation problem, stochastic programming.





