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DWUETAPOWE STOCHASTYCZNE  
ZAGADNIENIE ROZDZIAŁU1 

 
Streszczenie: Zagadnienie rozdziału, zwane również uogólnionym zagadnieniem trans-
portowym (Generalized Transportation Problem, GTP), pozwala modelować sytuację,  
w której ilość towaru opuszczającego dostawców nie jest równa ilości docierającej do 
odbiorców (z sytuacją taką mamy do czynienia np. w sytuacji transportu towarów szyb-
ko psujących się lub w przypadku występowania reklamacji w wyniku braków). W pra-
cy przedstawiono model dwuetapowego GTP z losowym popytem o ciągłym rozkładzie. 
Zaprezentowany został algorytm rozwiązywania omawianego zagadnienia. 
 
Słowa kluczowe: zagadnienie rozdziału, programowanie stochastyczne. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Zagadnienie rozdziału, zwane również uogólnionym zagadnieniem trans-
portowym (Generalizaed Transportation Problem, GTP), pojawia się w wielu 
praktycznych zastosowaniach. Jego ogólniejsza wersja, uogólnione zagadnienie 
przepływu o minimalnym koszcie, opisana została szerzej w [Ahuja, Magnanti  
i Orlin, 1993, rozdział 15]. Tam też znaleźć można różne przykłady zastosowań 
tego zagadnienia. Różne algorytmy rozwiązywania zadań tego typu i bardziej 
szczegółowe rozważania znaleźć można m.in. w pracach [Glover, Klingman  
i Napier, 1972; Goldberg, Plotkin i Tardos, 1988; Ahuja, Magnanti i Orlin 1993, 

                                                 
1  Niniejsza praca powstała w ramach projektu „Optymalizacja nieliniowa w wybranych zastoso-

waniach ekonomicznych”. Projekt został sfinansowany ze środków Narodowego Centrum Nauki 
przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/D/HS4/03543. 
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rozdział 15; Wayne, 2002]. Modele uwzględniające zmiany ilości dóbr w trakcie 
transportu zostały również omówione w [Nagurney, Masoumi i Nagurney, 2013]. 

Zagadnienie rozdziału było omawiane m.in. w pracach [Balas i Ivanescu, 1964; 
Lourie, 1964; Balas, 1966]. W pracy [Anholcer i Kawa, 2012] autorzy, badając 
pewne strukturalne własności dwuetapowych zadań tego typu, wykazali związek 
między poziomem reklamacji a stopniem złożoności optymalnej sieci dystrybucji. 

Stochastyczne zagadnienie rozdziału to jego bliższa rzeczywistości wersja, 
w której popyt odbiorców nie jest znany. Zakładamy jednak, że znany jest jego 
rozkład dla każdego z odbiorców. Stosując podejście Dantziga-Madansky’ego, 
staramy się zminimalizować wartość oczekiwaną całkowitego kosztu transportu, 
dostaw, magazynowania itd. Przypadek szczególny, a mianowicie stochastyczne 
zagadnienie transportowe, był analizowany m.in. w pracach [Sikora, Runka i Py-
rzyński, 1991; Sikora, 1993a; Anholcer, 2005, 2008a, 2008b]. We wszystkich 
tych opracowaniach analizowana była metoda wyrównań, w [Anholcer, 2005, 
2008a] wykazano jej zbieżność w jednej z ogólnych postaci. W pracach [Anholcer, 
2012, 2014] zaprezentowana została metoda wyrównań dla, odpowiednio, sto-
chastycznego zagadnienia rozdziału i nieliniowego zagadnienia rozdziału. Do-
wiedziono też zbieżności tej wersji metody z wykorzystaniem m.in. twierdzeń 
przedstawionych w [Bazaraa, Sherali i Shetty, 1993, rozdział 7]. Algorytm zwany 
iteracyjną metodą lasu (Forest Iteration Method) dla stochastycznego zagadnienia 
transportowego i jego wersję wykorzystującą pojęcie A-lasu dla stochastycznego 
zagadnienia rozdziału zaprezentowano w pracach [Qi, 1985, 1987]. 

We wszystkich wspomnianych dotychczas opracowaniach dotyczących sto-
chastycznej wersji zagadnienia koncentrowano się na ciągłych rozkładach popytu. 
Jedyną znaną autorowi pozycją, w której brano pod uwagę rozkład dyskretny, 
jest [Sikora, 1993a], w której opisano sposób wykorzystania metody stopniowej 
analizy zmiennych do rozwiązania stochastycznego zadania transportowego. 

Dotychczas zajmowano się również wyłącznie jednoetapowymi zadaniami 
rozdziału. Niniejszy artykuł jest pierwszym, w którym poruszany jest problem 
dwuetapowy. Został w nim zaprezentowany sposób wykorzystania zmodyfiko-
wanej metody wyrównań dla stochastycznego, dwuetapowego zagadnienia roz-
działu. Kolejne rozdziały zawierają kolejno: opis problemu, sposób jego rozwią-
zywania, wyniki eksperymentów numerycznych i końcowe wnioski. 
 
 
1. Sformułowanie problemu 
 

W liniowym zagadnieniu rozdziału jednorodne dobro transportowane jest 
od m dostawców do n odbiorców, przy czym jego ilość ulega zmianie w trakcie 
transportu. W związku z tym ilość ݔ, opuszczająca dostawcę i, zostaje zmody-
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fikowana przez mnożnik ݎ (najczęściej będący liczbą z przedziału (0,1), co 
odpowiada redukcji). Ostatecznie więc odbiorca j otrzymuje od dostawcy i ilość 
towaru równą ݎݔ. Przyjmujemy, że jednostkowe koszty transportu ܿ są stałe, 
popyt ܾ każdego z odbiorców musi być w pełni zaspokojony, a podaż ܽ żadnego 
z dostawców nie może być przekroczona. Model można więc zapisać w postaci: 

minቐ݂(ݔ) =ܿݔ
ୀଵ


ୀଵ ቑ , 

p. w. ݎݔ = ܾ, ݆ = 1,… , ݊,
ୀଵ  

ݔ ≤ ܽ, ݅ = 1,… ,݉,
ୀଵ ݔ  ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 1,… , ݊. 
 

W stochastycznej wersji problemu wielkości popytu ܾ nie są determini-
styczne, ale dane jako ciągłe zmienne losowe ܺ o funkcjach gęstości ߮. Dla 
każdego odbiorcy ݆ znane są jednostkowy koszt nadwyżki ݏ(ଵ) i jednostkowy 

koszt niedoboru ݏ(ଶ). Całkowita ilość towaru dostarczona do każdego z odbior-
ców musi być nieujemna, więc funkcja oczekiwanego dodatkowego kosztu 
związanego z odbiorcą ݆ ma postać: 

݂൫ݔ൯ = (ଵ)ݏ න ൫ݔ − ௫ೕݐ݀(ݐ)൯߮ݐ + (ଶ)ݏ න ൫ݐ − ஶݐ݀(ݐ)൯߮ݔ
௫ೕ , 

co można łatwo przekształcić do postaci: 

݂൫ݔ൯ = ൫ܧ(ଶ)൫ݏ ܺ൯ − ൯ݔ + ቀݏ(ଵ) + (ଶ)ቁනݏ Φ(ݐ)݀ݐ௫ೕ , 
gdzie Φ jest dystrybuantą popytu odbiorcy ݆. Łatwo zauważyć, że dla każdego ݆ 
pierwsze dwie pochodne funkcji oczekiwanego dodatkowego kosztu mają postać: 

݂ᇱ൫ݔ൯ = (ଶ)ݏ− + ቀݏ(ଵ) +  ,(ݔ)(ଶ)ቁΦݏ
݂ ′′൫ݔ൯ = ቀݏ(ଵ) +  ,(ݔ)(ଶ)ቁφݏ

więc każda z funkcji ݂ jest funkcją wypukłą. Ostatecznie więc stochastyczne 
zadanie rozdziału (SGTP) ma postać: 
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minቐ݂(ݔ) =ܿݔ
ୀଵ


ୀଵ + ݂൫ݔ൯

ୀଵ ቑ , 
p. w. ݎݔ = ,ݔ ݆ = 1,… , ݊,
ୀଵ  

ݔ ≤ ܽ, ݅ = 1,… ,݉,
ୀଵ ݔ  ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 1,… , ݊. 

Dotychczas przedmiotem zainteresowań badaczy był taki właśnie, jedno-
etapowy model. Jak jednak pokazuje praktyka, sieci logistyczne mają przeważ-
nie bardziej złożoną strukturę. W szczególności przydatne są modele, w których 
występuje przynajmniej jedna warstwa pośrednia (patrz np. [Anholcer i Kawa, 
2012; Nagurney, Masoumi i Nagurney, 2013]) odpowiadająca centrom dystry-
bucji. Właśnie taki model, z jedną warstwą pośrednią, będzie przedmiotem na-
szych rozważań w dalszej części pracy. Przyjmujemy, że jednorodne dobro 
transportowane jest od m dostawców do n odbiorców, z wykorzystaniem p punk-
tów pośrednich, przy czym pojemność punktów pośrednich można uznać za nie-
ograniczoną (jest to standardowe założenie w przypadku centrów logistycznych, 
przez które przesyła się tysiące dóbr jednocześnie – ich pojemność znacznie 
przekracza ilość poszczególnych dóbr). Przyjmując, że indeksy dostawców, 
punktów pośrednich i odbiorców to odpowiednio ݅, ℎ oraz ݆, mnożniki, koszty 
jednostkowe transportu i przewozy na trasach od dostawców do punktów po-
średnich oznaczać będziemy przez ݎ(ଵ), ܿ(ଵ) i ݔ(ଵ), a na trasach z punktów po-
średnich do odbiorców – odpowiednio przez ݎ(ଶ), ܿ(ଶ) i ݔ(ଵ). Ponadto jednost-
kowy koszt składowania dobra w punkcie pośrednim ℎ i ilość dobra, które przez 
ten punkt przepływa, oznaczmy przez ܿ i ݔ(ଵ), zaś ilość dobra, która zostaje do-
starczona do odbiorcy ݆, oznaczać będziemy przez ݔ(ଶ). Model przyjmie nastę-
pującą postać: 

minቐ݂(ݔ) =ܿ(ଵ)ݔ(ଵ)
ୀଵ


ୀଵ + ܿݔ(ଵ)

ୀଵ +ܿ(ଶ)ݔ(ଶ)
ୀଵ


ୀଵ + ݂ ቀݔ(ଶ)ቁ

ୀଵ ቑ , 
p. w. ݔ(ଵ) ≤ ܽ, ݅ = 1,… ,݉,
ୀଵ  
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ݎ(ଵ)ݔ(ଵ) = ,(ଵ)ݔ ℎ = 1,… , ,
ୀଵ  

ݔ(ଶ) = ,(ଵ)ݔ ℎ = 1,… , ,
ୀଵ  

ݎ(ଶ)ݔ(ଶ) = ,(ଶ)ݔ ݆ = 1,… , ݊,
ୀଵ (ଵ)ݔ  ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… , (ଶ)ݔ , ≥ 0, ℎ = 1,… , , ݆ = 1,… , ݊. 

Zadanie tej postaci oznaczać będziemy 2SGTP. Jego wyjściowa forma 
uniemożliwia wykorzystanie do jego rozwiązywania metody wyrównań, opisa-
nej m.in. w pracach [Anholcer, 2012, 2014]. Okazuje się jednak, że staje się to 
możliwe po dokonaniu pewnych transformacji. W przypadku liniowych dwueta-
powych (wieloetapowych) zadań transportowych standardową metodą transfor-
macji jest rozszerzenie tablicy transportowej i umieszczenie punktów pośrednich 
zarówno po stronie dostawców, jak i odbiorców. W przypadku SGTP takie po-
stępowanie byłoby bezcelowe – zmiana rozwiązania wymagałaby, podobnie jak 
w przypadku zadań liniowych, uwzględnienia struktur zawierających cykle po-
prawy (w przypadku zadania nieliniowego wymagałoby to rozpatrywania całych 
rodzin cykli). Problem ten ominiemy, definiując pomocniczy problem o potrój-
nie indeksowanych zmiennych. Niech ݔ oznacza ilość towaru wysłaną od do-
stawcy ݅ do odbiorcy ݆ za pośrednictwem punktu pośredniego ℎ. Wówczas od-
powiednie zmienne zadania 2SGTP mogą być przedstawione w postaci: ݔ(ଵ) =ݔ

ୀଵ , 
(ଵ)ݔ =ݎ(ଵ)ݔ,

ୀଵ

ୀଵ  

(ଶ)ݔ =ݎ(ଵ)ݔ
ୀଵ . 

Przyjmując ܿ = ܿ(ଵ) + (ଵ)ܿݎ + ݎ ,(ଵ)ܿ(ଶ)ݎ =  ,(ଶ)ݎ(ଵ)ݎ
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otrzymujemy następującą postać modelu (pomijamy zbędny górny indeks 
zmiennej ݔ(ଶ)): minቐ݂(ݔ) = 	ܿݔ

ୀଵ


ୀଵ

ୀଵ + ݂൫ݔ൯

ୀଵ ቑ , 
p. w. ݔ

ୀଵ


ୀଵ ≤ ܽ, ݅ = 1,… ,݉, 
ݎݔ

ୀଵ

ୀଵ = ,ݔ ݆ = ݔ ,݊…,1 ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… , , ݆ = 1,… , ݊. 

Zadanie to ma postać bardzo zbliżoną do SGTP, co pozwala zastosować do 
jego rozwiązywania odpowiedni wariant metody wyrównań (por. [Anholcer, 
2012, 2014]). Nie można przenieść metody bezpośrednio (zakresy sumowania  
w warunkach ograniczających nie są rozłączne, jak to ma miejsce w SGTP, gdyż 
w obu grupach warunków występuje indeks ℎ), jednak przedstawiony w kolej-
nym podrozdziale algorytm pozwala na znalezienie optimum. 
 
 
2. Metoda rozwiązywania 
 

Aby rozwiązać zadanie za pomocą metody wyrównań, wprowadzamy do-
datkowe zmienne ݔ,,. Przyjmujemy przy tym, że ܿ,, = 0, ,,ݎ = 1 dla ݅ = 1,… ,݉, i ݂(ݔ) ≡ 0. Wówczas zadanie przyjmuje następującą postać: 

minቐ݂(ݔ) = 	ܿݔ
ୀଵ


ୀଵ


ୀଵ + ݂൫ݔ൯

ୀ ቑ , 
p. w. ݔ

ୀଵ


ୀଵ + ,,ݔ = ܽ, ݅ = 1,… ,݉, 
ݎݔ

ୀଵ

ୀଵ = ,ݔ ݆ = 1,…݊, 
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ݎ,,ݔ,,
ୀଵ = ݔ ݔ ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… , , ݆ = 1,… , ,,ݔ ,݊ ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉. 

Warunki KKT dla tego zadania mogą zostać zapisane w następującej postaci (݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… , , ݆ = 1,… , ݊): ܿ + ݎ ݂ᇱ൫ݔ൯ ≥ ,ݑ ݔ = 0, ܿ + ݎ ݂ᇱ൫ݔ൯ = ,ݑ ݔ > 0. 
Poniższy algorytm jest zbieżny do punktu KKT. Dowód zostanie pominię-

ty, gdyż jest analogiczny do dowodów zamieszczonych w pracach [Anholcer, 
2012, 2014].  
 

Algorytm 1:  Algorytm dla dwuetapowego stochastycznego  
zagadnienia rozdziału 

1. Inicjalizacja. Wyznacz rozwiązanie początkowe zgodnie ze wzorem: ݔ = 0, ݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… , , ݆ = 1,… , ,,ݔ ,݊ = ܽ, ݅ = 1,… ,݉. 
Wyznacz sumy przywozów do poszczególnych odbiorców: 

ݔ = ൞ܽ
ୀଵ , ݆ = 0,0, ݆ ≠ 0.  

Wyznacz początkowe wartości pochodnych cząstkowych: ݇ = ܿ + ݎ ݂ᇱ(0), ݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… , , ݆ = 1,… , ݊, ݇,, = 0, ݅ = 1,… ,݉. 
Przejdź do kroku 2. 

2. Sprawdzanie optymalności. Dla każdego i wyznacz: ݒ = min൛݇หℎ = 1,… , , ݆ = 1,… , ݊ ∨ ℎ = ݆ = 0ൟ, ݓ = max൛݇ห(ℎ = 1,… , , ݆ = 1,… , ݊ ∨ ℎ = ݆ = 0), ݔ > 0ൟ. 
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Niech ൫ℎ⋆⋆(݅), ݆⋆⋆(݅)൯ będzie parą indeksów (ℎ, ݆), dla której ݇ =   ݒ
i niech ൫ℎ⋆(݅), ݆⋆(݅)൯ będzie parą indeksów (ℎ, ݆), dla której ݇ − ݒ =  .ݓ
Oblicz ߙ = maxሼݓ|݅ = 1,… ,݉ሽ. 
Niech ݅⋆ będzie indeksem ݅, dla którego ݓ = ߙ Jeżeli .ߙ <  .to STOP ,ߝ
Otrzymane rozwiązanie zadowalająco blisko optimum. W przeciwnym przy-
padku przyjmij ℎ⋆⋆ = ℎ⋆⋆(݅⋆), ℎ⋆ = ℎ⋆(݅⋆), ݆⋆⋆ = ݆⋆⋆(݅⋆) oraz ݆⋆ = ݆⋆(݅⋆). 
Jeżeli ݆⋆⋆ = ݆⋆, przejdź do kroku 3. W przeciwnym razie przejdź do kroku 4. 

3. Zmiana rozwiązania (wariant pierwszy). 
Zmień rozwiązanie zgodnie z wzorami: ݔ⋆⋆⋆ ≔ ⋆⋆⋆⋆⋆ݔ ,0 ≔ ⋆⋆⋆⋆⋆ݔ +  .⋆⋆⋆ݔ
Wróć do kroku 2. 

4. Zmiana rozwiązania (wariant drugi). 
Niech (ߣ)ିߜ = ݂⋆ᇱ ൫ݔ⋆൯ − ݂⋆ᇱ ൫ݔ⋆ − (ߣ)ାߜ ,൯ߣ = ݂⋆⋆ᇱ ൫ݔ⋆⋆ + ൯ߣ − ݂⋆⋆ᇱ ൫ݔ⋆⋆൯. 
Niech ߣ⋆ będzie rozwiązaniem równania ݎ⋆⋆⋆(ߣ)ିߜ + (ߣ)ାߜ⋆⋆⋆⋆⋆ݎ =  .⋆ݓ
Jeżeli ߣ⋆ > ⋆ߣ ⋆⋆⋆, podstawݔ ≔  .⋆⋆⋆ݔ
Zmień rozwiązanie zgodnie ze wzorami: ݔ⋆⋆⋆ ≔ ⋆⋆⋆ݔ − ⋆⋆⋆⋆⋆ݔ ,⋆ߣ ≔ ⋆⋆⋆⋆⋆ݔ + ⋆ݔ ,⋆ߣ ≔ ⋆ݔ − ⋆⋆ݔ ,⋆ߣ⋆⋆⋆ݎ ≔ ⋆⋆ݔ +  .⋆ߣ⋆⋆⋆⋆⋆ݎ
Jeżeli ݆⋆ = 0, podstaw ݇,, ≔ ݇,, − ,(⋆ߣ)ିߜ ݅ = 1,… ,݉. 
W przeciwnym razie podstaw ݇⋆ ≔ ݇⋆ − ,(⋆ߣ)ିߜ⋆ݎ ݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… ,  .
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Jeżeli ݆⋆⋆ = 0, podstaw ݇,, ≔ ݇,, + ,(⋆ߣ)ାߜ ݅ = 1,… ,݉. 
W przeciwnym razie podstaw ݇⋆⋆ ≔ ݇⋆⋆ + ,(⋆ߣ)ାߜ⋆⋆ݎ ݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… ,  .
Wróć do kroku 2. 

 
 
3. Eksperymenty obliczeniowe 
 

W celu zbadania sprawności algorytmu rozwiązano pewną liczbę losowo 
wygenerowanych zadań testowych. Rozpatrywano dwa typy rozkładów popytu: 
jednostajny ܷ(0,  losowano jednostajnie ߣ i ݑ przy czym ,(ߣ)ݔܧ i wykładniczy (ݑ
z przedziałów odpowiednio [15,20) i [0,5, 0,6). Jednostkowe koszty transportu 
(dla obu etapów) były losowane jednostajnie z przedziału [2,4), koszty obsługi 
w punktach pośrednich z przedziału [1,2), koszty nadmiaru z przedziału [1,2), 
koszty niedoboru z przedziału [5,10), współczynniki redukcji z przedziału [0,8, 0,9), a wielkości podaży z przedziału [10,20). W przypadku zadań z roz-
kładem jednostajnym optymalna długość kroku wyznaczana była w sposób do-
kładny (równanie pozwalające wyznaczyć długość kroku jest wówczas równaniem 
kwadratowym), zaś w przypadku rozkładu wykładniczego – za pomocą jedno-
wymiarowej metody Newtona. Algorytm został zaimplementowany w Java SE  
i uruchomiony na PC z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-2670 QM CPU @2.20 
GHz. Wygenerowano i rozwiązano po 1000 losowo wygenerowanych zadań  
o rozmiarach: (݉, , ݊) = (10, 5,10), (10, 5,20), (100, 10,100), (100, 10,200), 
czyli łącznie 8000 zadań. Czasy rozwiązywania w milisekundach (AVG – średni, 
DEV – odchylenie standardowe, MIN – najkrótszy, MAX – najdłuższy) przed-
stawiono w tabeli 1. 
 
Tabela 1. Wyniki eksperymentów (czasy rozwiązywania w milisekundach) 
 

Typ  
zadania 

U(0, u) 
10×5×10 

U(0, u) 
10×5×20 

U(0, u) 
100×10×100 

U(0, u) 
100×10×200 

Exp(λ) 
10×5×10 

Exp(λ) 
10×5×20 

Exp(λ) 
100×10×100 

Exp(λ) 
100×10×200 

AVG 0,084 0,295 263,521 4189,788 2,043 4,566 1767,378 10 196,754 

DEV 0,344 0,833 301,112 3063,958 14,160 16,254 2158,949 8133,343 

MIN 0,000 0,046 31,000 796,000 0,150 0,620 156,000 1717,000 

MAX 7,115 12,543 2542,000 23 666,000 390,160 326,990 24 102,000 65 818,000 
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Jak widać, algorytm szybko (średnio w czasie do 10 sekund) rozwiązuje 
zadania o stosunkowo dużych rozmiarach. W przypadku najmniejszych testowa-
nych zadań czas rozwiązywania jest rzędu dziesiątek mikrosekund. 
 
 
Podsumowanie 
 

W pracy omówiono dwuetapowe stochastyczne zagadnienie rozdziału z cią-
głym rozkładem popytu i przedstawiono efektywny algorytm jego rozwiązywa-
nia. Opisaną metodę można z powodzeniem zastosować do rozwiązywania zadań 
z większą liczbą etapów. Wymagałoby to wprowadzenia wielokrotnie indekso-
wanych zmiennych i wykonania analogicznych przekształceń, jak w przypadku 
zadania dwuetapowego.  
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TWO-STAGE STOCHASTIC GENERALIZED  
TRANSPORTATION PROBLEM 

 
Summary: The Generalized Transportation Problem (GTP) allows to model a situation, 
where the amounts of goods delivered to the destinations are not equal to the amounts 
leaving the supply points (this is the case i.e. when perishable goods are transported or 
some complaints occur because of products’ defects). In the article a model of two-stage 
stochastic GTP (2SGTP) has been presented, where the demands of customers are given 
as continuous random variables. An algorithm for such type of problems has been presented. 
 
Keywords: generalized transportation problem, stochastic programming. 
 




