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ANALIZA PORTFELA O MAKSYMALNEJ
PRZEWIDYWALNOSCI

Streszczenie: W nowoczesnej teorii portfelowej jest rozwazany problem takiego doboru
aktywow, aby wybrane statystyki portfela, takie jak np. oczekiwana warto$¢ czy warian-
cja, przyjmowaly okreslone wartosci. W procesie tym explicite sa pomijane wlasnosci
predyktoréw stop zwrotu w takim sensie, ze sktad portfela nie zalezy bezposrednio od
czynnikéw majacych posredni wplyw na zmienno$¢ portfela. W artykule zaproponowa-
no trzy algorytmy tworzenia portfela, ktore ktada gtowny nacisk na zmienno$¢ wyja-
$niang przez model prognostyczny uzyty do szacowania przysztych wartosci stop zwro-
tu. W algorytmach tych wariancja wyjasniana przez model prognostyczny jest uzyta do
wyznaczania poszczegblnych wag aktywow w portfelu.

Stowa kluczowe: portfel papieréw warto§ciowych, portfele wlasne, algorytmy.

Wprowadzenie

Celem artykutu jest opracowanie algorytmow umozliwiajacych wyznaczenie
portfela o maksymalnej przewidywalnosci mierzonej z wykorzystaniem wspot-
czynnika determinacji modelu prognostycznego. Zaktadamy przy tym, ze model
ten bedzie wyrazony w postaci liniowej. Po oszacowaniu parametrow struktury
modelu mozliwe staje si¢ oszacowanie macierzy wariancji-kowariancji prognoz
stop zwrotu. Macierz ta petni istotng rolg¢ w opisanych w kolejnych punktach
pracy algorytmach wyznaczania portfela papierow wartosciowych.

Konstruujac model prognostyczny, stajemy przed problemem wyboru czyn-
nikow majacych wptyw na ksztattowanie si¢ stop zwrotu oraz formutowanie pro-
gnoz tych czynnikow. W tym kontekscie pojawia sig teoria btadzenia losowego
oraz hipoteza efektywnego rynku.
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1. Teoria bladzenia losowego

Budujac portfel inwestycyjny, kierujemy si¢ pewnymi oczekiwaniami odno-
$nie do przysztych stop zwrotu. W ubieglym wieku powstala hipoteza efektywnego
rynku (EMH — ang. efficient market hypothesis) starajaca si¢ powiaza¢ biezace ceny
akcji z dostgpnymi informacjami w momencie formulowania prognozy. W ramach
prowadzonych badan [Fama, 1970] nad EMH badana jest takze hipoteza bladzenia
losowego [Samuelson, 1972] (RWH — ang. random walk hypothesis), w ramach
ktorej zaktada sig, ze ceny akcji zachowuja si¢ w sposob losowy, ktory mozna wyra-
zi¢ w postaci sumy dwoch sktadnikéw, przy czym pierwszy z nich to warto$¢ stopy
zwrotu w poprzednim okresie, a drugi jest rtowny pewnej zmiennej losowej o war-
tosci oczekiwanej zero. Jesli RWH nie zostanie odrzucona, to nie ma takze pod-
staw do odrzucenia EMH. Poczatkowo EMH i RWH cieszyly si¢ przychylnoscia
i w niewielkim stopniu podawano je w watpliwo$¢. Szczegdlnie intensywne
badania [Fama, 1970] tych hipotez przeprowadzano na podstawie analiz stop
zwrotu aktywdw notowanych na gietdach w USA oraz Wielkiej Brytanii. Nieste-
ty coraz czesciej obserwowano na rynkach finansowych nietypowe reakcje in-
westorow 1 wiazano je z okre§lonymi anomaliami (efekt stycznia, efekt ponie-
dziatkéw, Sell in May, Santa Claus rally oraz inne anomalie kalendarzowe,
zwiazane np. z prezentowaniem wynikow przez fundusze inwestycyjne). Takie
nietypowe zachowania inwestoréw, ktore przecza EMH, sa obecnie opisywane
w ramach badan nad finansami behawioralnymi.

2. Ogolne zalozenia dotyczace formulowania prognoz stop zwrotu
oraz struktury macierzy wariancji-kowariancji

Wsrod krytykow RWH sa autorzy Lo i MacKinlay [2002]. Opisuja oni cie-
kawe obserwacje dotyczace wlasnosci predyktywnych akcji spotek notowanych
na gieldach papierow warto§ciowych. W ramach prowadzonych badan nad wy-
ceng aktywow kapitalowych istotng rolg¢ odgrywaja modele [Fama, French,
1992, 1993, 1998] starajace si¢ wyjasni¢ zmiennos¢ badanych aktywow. Na tym
obszarze szczegdlny wktad wniesli Fama i French. W swoich pracach propono-
wali modele wieloczynnikowe, ktorych konstrukcja uwzgledniata rozmiar bada-
nych spolek (SMB), czynnik HML bazujacy na wskazniku analizy fundamental-
nej (P/BV) oraz stopg zwrotu z portfela rynkowego, a takze czynniki bazujace na
stopach zwrotu z obligacji. Autorzy tych prac wykazywali, ze tak wybrane
czynniki dobrze wyjasniaja zmienno$¢ stop zwrotu oraz sa w niewielkim stopniu
ze soba skorelowane.
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Bazujac na powyzszej obserwacji, zakladamy, ze stopy zwrotu akcji sa ge-
nerowane przez pewien proces stochastyczny opisany zaleznoscia (1):

Ri=a; +BiF +¢ (1)
gdzie:
R,  — stopa zwrotu i-tej akcji,
F — wektor czynnikoéw o okre§lonym rozktadzie,
o; Pi — nieznane wspoétczynniki modelu (w wersji populacyjnej),
& — sktadniki losowe i-tej akcji (zasoéb zmiennos$ci specyficznej).

Zakladamy przy tym, ze E(e;) = 0, czynniki F; sq nieskorelowane ze sktad-
nikiem losowym cov(e; F;) = 0 oraz skladniki losowe stop zwrotu r6znych akcji
nie s3 ze soba skorelowane cov(e; ¢) = 0. Przy tych zatozeniach tatwo mozemy
dostrzec, ze struktura [Perold, 1984] macierzy wariancji-kowariancji moze by¢
opisana za pomoca zaleznosci (2), w ktorej w diagonalnej macierzy E na gltow-
nej przekatnej sa wariancje sktadnikow losowych:

V* = cov(R) = BTcov(F)B + E (2)

Niestety nie znamy rzeczywistych wspotczynnikow modelu (1) oraz macie-
rzy wariancji-kowariancji ¥~ w catej populacji. Jednakze na podstawie n obser-
wacji w probie mozemy oszacowa¢ macierz wariancji-kowariancji V oraz war-
tosci wspotczynnikow w modelu (1), a takze sformutowac prognozy czynnikoéw
F oznaczone jako F i wyznaczy¢ prognozy R stop zwrotu. Ponadto na podstawie
warto$ci historycznych R mozemy wyznaczy¢ macierz wariancji-kowariancji V
dla prognoz stop zwrotu.

Osobna dyskusja powinna dotyczy¢ stato§ci w czasie parametrow wystepu-
jacych w réwnaniach (1) 1 (2). W niniejszym artykule zakladamy, ze w chwili
formutowania prognozy parametry te si¢ nie zmieniaja i sa wyznaczane na pod-
stawie dostgpnych w tym momencie informacji.

3. Parametry konstruowanych portfeli

W artykule badamy portfele jednoznacznie wyznaczone przez ustalone wa-
gi poszczegodlnych akcji x, ktore cechuja si¢ wiasnos$cia (3):

leil =1 (3)
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Jesli zalezno$¢ (3) nie jest spelniona, to bedziemy skalowaé otrzymany
portfel x zgodnie z przeksztalceniem (4):
Xi

- Xilxil “)

Xi

Znajac wagi x poszczegdlnych akcji w portfelu, mozemy wyznaczy¢ stopy
zwrotu z portfela (5) oraz prognozg stopy zwrotu portfela (6), a takze odpowied-
nio wariancj¢ stopy zwrotu portfela (7) oraz wariancj¢ prognozy stopy zwrotu
portfela (8):

R, =x"R (5)
R, =x'R (6)
v, =xTVx (7
=x"Vx ®)

W powyzszych zaleznosciach, zgodnie z przyjetymi w poprzednim punkcie
oznaczeniami, przez R oznaczono prognozy stop zwrotu, a przez V macierz wa-
riancji-kowariancji prognoz stop zwrotu.

4. Wyznaczanie portfela o maksymalnej przewidywalnos$ci
4.1. Motywacja

Na podstawie zdefiniowanych wczesniej wielko$ci na gruncie nowoczesnej
teorii portfelowej sa wyznaczane wagi x portfela akcji. Zbior rozwiazan dopusz-
czalnych w tym podejSciu jest rozpigty w przestrzeni decyzyjnej na zmiennych x;,
natomiast wlasciwosci portfela, takie jak oczekiwana stopu zwrotu czy warian-
cja/odchylenie standardowe sa badane w przestrzeni kryterialnej. W nowoczesnej
teorii portfelowej sa wyznaczane portfele sprawne, czyli takie, ktorym w prze-
strzeni kryterialnej odpowiadaja punkty niezdominowane. O ile przestrzen decy-
zyjna nie budzi wigkszych watpliwosci, o tyle na ksztalt obrazu rozwiazan do-
puszczalnych w przestrzeni kryterialnej istotny wptyw ma taczny rozktad stop
zwrotu z akcji. W wielu pracach przyjmuje sig, ze stopy zwrotu cechuje wielo-
wymiarowy rozktad normalny. Niestety w praktyce najczesciej nie znamy rzeczywi-
stego rozktadu stop zwrotu, a w szczegdlnosci nie znamy parametrow tego rozktadu
dla catej populacji. Trudno nawet wykazac, ze rozktady stop zwrotu sa symetryczne.
W zwiazku z tym szacunki tych parametrow na podstawie pobranej proby sa



Analiza portfela o maksymalnej przewidywalnosci 27

obarczone btgdami. Wyniki otrzymywane na podstawie analiz modeli bazujacych
na tych zatozeniach bywaja w praktycznych zastosowaniach niezadowalajace.

W niniejszym artykule omawiamy metode konstruowania wektora x w taki
sposob, aby prognozy stop zwrotu portfela byly systematycznie jak najblizsze
rzeczywistym realizacjom tej zmiennej losowej. Taki portfel bedziemy nazywac
portfelem o maksymalnej przewidywalnosci (MPP — ang Maximally Predictable
Portfolio’). W pracy Lo i MacKinlay [2002] wprawdzie opisano mozliwo$é
konstruowania MPP, jednakze nie zdefiniowano metod umozliwiajacych efek-
tywne wyznaczanie MPP. W rozdziale 9 tej pracy podano zalazek rownania (26)
bez wyjasnienia przestanek stojacych u podstaw tej zaleznosci. W tym kontek-
$cie autorzy tamtej pracy odwotlali si¢ jedynie do pracy Gantmachera z 1959 r.
(dotyczacej teorii macierzy) oraz pracy Boxa i Tiao z 1977 r. opisujacej wielo-
wymiarowe szeregi czasowe, w ktorych nie rozwijano zagadnienia dotyczacego
budowy MPP. Ta istotna luka w literaturze sktonita autora tego opracowania do
przeprowadzenia analizy, ktorej wyniki zawarto w dalszej czg$ci tego rozdziatu.

4.2. Zalozenia MPP
Punktem wyjscia wyznaczania MPP jest kowariancja w wersji populacyjnej (9):
max Cov(Ry,Ry) 9)

|E(R, — ER,)" (R, — ERp)| < 0, 0rp (10)

Jak wiadomo, kowariancja wystepujaca w (9) przyjmuje wartosci speliajace za-
leznos¢ (10). Rozwiazujac zatem problem (9) oraz biorac pod uwage wiasnos¢ (10),
trudno jest uznac, na ile dobry jest MPP. Jednakze dzielac warunek (10) przez jego
prawa strong, uzyskamy miarg (11) przyjmujaca wartosci w przedziale od -1 do 1:

E(R, —ER,)"(R, — ERp)
p =

ORr URp

(11)

lpl <1 (12)

Poniewaz nie znamy ani warto$ci oczekiwanych stop zwrotu, ani wariancji obu
portfeli, w dalszej czgsci bedziemy stosowali miarg (17) wyznaczona na podstawie n
obserwacji w probie, zwana wspotczynnikiem korelacji liniowej Pearsona:

' Nazwa zaproponowana w pracy Lo, MacKinlay [2002].
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R, = %Zmi (13)

Sty = Jnilzaen R (14)

R, = %ZRP (15)

S = jn = (rn~ Fy) (16)
r=WﬁZ(Rn—RT)(Rm—E) (17)

W dalszej czg$ci artykutlu bedziemy bazowac na nastepujacych zatozeniach:
e istnieje co najwyzej liniowy zwiazek pomigdzy R, 1 R, (nie jest to zaleznos¢
nieliniowa),
e ER—R,)=0,
e zachodzi warunek (18).
Warunek (18) zaktada brak zaleznosci pomigdzy resztami losowymi mode-
lu prognozy a warto$ciami prognozy stop zwrotu portfela.

Cov(R, — Ry, Rp) =0 (18)

4.3. Konstrukcja MPP

Dazac do wyznaczenia MPP, dodamy do pierwszego czynnika w znaku
sumy w (17) warto$¢ R, — R, 1 otrzymamy r w postaci (19). Nastgpnie korzysta-
jac z zaleznosci (18), mozemy zredukowac w (19) pierwszy sktadnik wystepuja-
Cy W ostatniej sumie oraz podstawiajac wielkosci zdefiniowane w (7) 1 (8), mo-
zemy otrzymac zaleznos$¢ (20):

r=————"%2,(Rr — R, +Rp; — Rp)(Rp; — R,) =

SRrSRp(n—1)

Ly [(Rr — Rp))(Rp; — By) + (Rp; — By)’]

SRrSRp(n—1) =1

(19)
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n
1 z )2 Skp SRp W
e Rp ) =k _ Smw_ b (20)
SrrSrp(n — 1) i=1( ' p) SrRrSRp  SRr V

Ze wzgledow obliczeniowych wygodnie jest pozby¢ si¢ w (20) pierwiastka,
obustronnie podnoszac to rownanie do kwadratu. Ponownie korzystajac z zalez-
nosci (7) 1 (8), otrzymujemy w (21) dobrze znany z modelu regresji liniowej
wspolczynnik determinacji . Wartosci tego wspotczynnika mieszcza sie w prze-
dziale od 0 do 1 i mozna je interpretowac jako te czgs$¢ wariancji portfela, ktora
wynika z jej zalezno$ci od uwzglednionych w modelu prognostycznym informa-
cji zawartych w czynnikach F. Im wartos¢ »° jest wigksza, tym MPP lepiej po-
krywa catkowita zmiennos$¢ stopy zwrotu portfela, czyli ze prognozowane stopy
zwrotu z portfela przyjmuja wartosci bliskie ich rzeczywistym realizacjom.

v, xTPx

2 =L = 21
r V. xTvx @h

W celu wyznaczenia MPP z zaleznosci (21) przyjmujemy, ze znana jest
optymalna warto$¢ #° i oznaczamy te ustalona warto$¢ jako A. Problem wyzna-
czania MPP zostat zdefiniowany w (22). Jak latwo zauwazy¢ ze wzgledu na
utamek, w ktorym x wystepuje zaréwno w liczniku, jak i mianowniku, sktadowe
wektora x wystepujace w (21) moga by¢ pomnozone przez dowolna niezerowa
warto$¢ z, nie zmieniajac wartosci wspotczynnika determinacji r*. W szczegol-
nosci dopuszczalne jest przeksztatcenie zdefiniowane w (4):

x"Vx

2 — - 22
mxaxr mxax TVx A (22)

Skoro mamy ustalona wartos¢ wspolczynnika determinacji, to mozemy
przeksztatci¢ (22) do postaci funkcji (23), ktora przyjmuje tym wigksze warto-
§ci, im warto$é 7 jest wigksza:

max x"Vx — Ax"Vx (23)
X

Warto$¢ funkcji (23) przyjmuje warto$¢ najwicksza w punkcie x, w ktorym
jej gradient przyjmuje wartosci zerowe. Wykonujac odpowiednie przeksztatcenia,
otrzymujemy w (24) uktad n réwnan spelniajacy ten warunek. Przenoszac sktadniki
z A na druga strong réwnan, otrzymujemy w (25) uogolniony problem wtasny.
Funkcja (23) bedzie przyjmowala warto§¢ maksymalng w punkcie x spetniaja-
cym warunek (24), jesli hesjan funkcji (23) H = 2V — 2AV bedzie niedodatnio
okreslony, a zatem bedzie spelniona zaleznose Ay, 2y™ (V — AV)y < 0:
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V. f(x) =2Vx—21Vx =0 (24)
Vx = AVx (25)

Mnozac lewostronnie uktad réwnan (25) przez macierz odwrotna do macie-
rzy wariancji-kowariancji V, otrzymujemy w (26) standardowy problem wiasny,
w ktorym A jest wartoscia wlasna, a x wektorem wlasnym macierzy V-1V:

V- 1Vx=x (26)

W celu wyznaczenia wartosci x spetniajacych uktad rownan wiasnych (26)
nalezy wyznaczy¢ wartosci wiasne macierzy V-1V i odpowiadajace im wektory
wiasne. Poszukiwanym rozwiazaniem x jest wektor wlasny zwiazany z najwigk-
sza wartocia wtasna A macierzy V=1V,

Niestety opisane powyzej postgpowanie zwigzane z wykorzystaniem od-
wrotnosci macierzy V moze prowadzi¢ do utraty stabilnosci w trakcie wykony-
wania obliczen. Jesli macierz V jest macierza symetryczna i dodatnio okreslona, to
istnieje inny wariant rozwiazywania problemu (25) bazujacy na rozktadzie Chole-
skiego (27). Zaktadamy przy tym, ze macierz L nie jest macierza osobliwa:

V=LLT (27)

Podstawiajac za V w (25) wielkos¢ okreslona w (27), otrzymujemy uogol-
niony problem wiasny w postaci (28), ktory po lewostronnym pomnozeniu przez
macierz odwrotng do L. moze by¢ zapisany w postaci (29):

Vx=ALLTx (28)
L Wx=AL""LLTx = ALTx (29)

Wygodnie jest oznaczy¢ wektor znajdujacy si¢ po prawej stronie (29) jako
nowa zmienng. Odpowiednie definicje podano w (30) i (31), w ktorych przez
L~T oznaczono macierz odwrotna do transpozycji macierzy L.

y=LTx (30)
x=LTy (31

Podstawiajac odpowiednio wartosci z (30) i (31) do (29), otrzymujemy
standardowy problem wlasny w postaci (32) zachowujacej wartos¢ A oraz z in-
nym wektorem wlasnym y:

LYWL Ty =2y (32)
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Po wyznaczeniu wektora wtasnego y dla macierzy L~*VL~T mozna odtwo-
rzy¢ poszukiwany wektor x z zaleznosci (31).

4.4. Algorytm wyznaczania MPP

Problem wyznaczania MPP sprowadza si¢ zatem do rozwiazania standar-
dowego problemu wiasnego (26) lub (32), a nastgpnie przeskalowania otrzyma-
nego wektora x zgodnie z przeksztatceniem (4). Otrzymane w ten sposéb roz-
wiazanie jest rOwnowazne rozwiazaniom problemow (9) oraz (22). Zadanie to
nieco sie komplikuje ze wzgledu na fakt, iz macierz V=1V nie jest macierza sy-
metryczna, pomimo tego, ze obie macierze Vi ¥ sa symetryczne. Wartoéci wita-
sne macierzy symetrycznych przyjmuja warto$ci rzeczywiste, natomiast dla
macierzy niesymetrycznych moga one przyjmowaé wartosci zespolone. Z prze-
prowadzonych eksperymentow numerycznych wynika jednak, ze stosunkowo
czesto X 1 A przyjmuja wartosci rzeczywiste, a w przypadku otrzymania rozwia-
zan w zbiorze liczb zespolonych dla najwigkszych wartoSci wlasnych czgs¢ uro-
jona nie wystegpowata.

Wyznaczanie wartosci wlasnych moze wymagaé wielu nakladéw oblicze-
niowych i, jak to wczesniej zostalo pokazane, nie zachodzi potrzeba wyznaczania
wszystkich warto$ci wlasnych i odpowiadajacych im wektoréw wihasnych. Skoro
z konstrukcji tego zagadnienia wynika, ze maksymalna warto$¢ wtasna wynosi 1,
to mozna zastosowa¢ metody numeryczne wyznaczajace warto$¢ wlasna najbliz-
sza 1 i odpowiadajacy jej wektor wlasny. Jedna z metod umozliwiajacych wyzna-
czenie najwigkszej co do modutu wartosci wlasnej jest metoda potggowa. Polega
ona na sekwencyjnym i wielokrotnym mnozeniu wektora startowego x przez ma-
cierz, dla ktorej poszukujemy wartosci 1 wektora wlasnego. W trakcie kolejnych
iteracji wektor x zbliza si¢ do poszukiwanego wektora wlasnego zwiazanego
z najwigksza wartoscia wlasna. Warto$¢ wlasna mozna wyznaczy¢ w tej meto-
dzie z ilorazu Rayleigha, ale — jak to pokazano wczesniej — nie ma takiej potrze-
by, gdyz poszukiwana warto$¢ mozna wyznaczy¢ z zaleznosci (21).

Proponowana metoda wyznaczania MPP sktada si¢ zatem z krokow opisa-
nych w Algorytmie 1.

Algorytm 1

1. Wyznaczy¢ macierz wariancji-kowariancji probkowej V.

2. Sformutowaé prognozy stop zwrotu R oraz ich macierz wariancji-kowariancji V.
3. Wyznaczy¢ macierz V-1V,

4. Przyjaé poczatkowe wartosci dla wektora x = 1/n.
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5. Wyznaczy¢ wartoéci y z formuty y = V-1Vx.

6. Podstawi¢ za x otrzymane w poprzednim kroku y i wykona¢ normalizacje
wektora x zgodnie z formula (4).

7. Wyznaczy¢ x'x.

8. Jesli roznica wartosci wyznaczonych w kroku 7 w dwoch kolejnych itera-
cjach jest mniejsza niz wymagana doktadnos$¢, to przejs¢ do kolejnego kroku,
W przeciwnym przypadku wroci¢ do kroku 5.

9. Wyznaczy¢ warto$é r* na podstaw1e 210).

10. Sprawdzi¢, czy A, 2yT(V — AV)y < 0. Jesli warunek ten nie jest spetniony,

MPP nie udato si¢ uzyskac.

Powyzszy algorytm moze by¢ usprawniony poprzez zastosowanie dla ma-
cierzy V rozkltadu QR, gdzie Q spetnia warunki (33) i (34), a R jest macierza
gbrna trojkatna, w ktorej ponizej glownej przekatnej wystepuja jedynie zera:

Q'Q=1 (33)
Q"= (34)

Macierz w postaci trojkatnej jest szczegdlnie przydatna przy rozwiazywa-
niu uktadu réwnan liniowych, gdyz w pierwszym réwnaniu tego uktadu wyste-
puje jedynie jedna zmienna, w drugim tylko dwie zmienne, w tym ta wystepuja-
ca W pierwszym rownaniu, a w trzecim wystepuja trzy zmienne, przy czym dwie
z nich wystepuja w poprzednich réwnaniach. Powyzszy schemat powtarza si¢
dla kolejnych réwnan, umozliwiajac proste wyznaczenie rozwigzania. Rozktad
QR mozna wyznaczy¢ na podstawie odbi¢ Householdera, obrotow Givensa lub
poprzez proces ortogonalizacji Grama-Schmidta. Kazda z tych metod ma swoje
specyficzne wlasciwosci.

Zarysowane powyzej postgpowanie mozemy zastosowac do kroku 5 Algo-
rytmu 1, mnozac wczesniej lewostronnie to rownanie przez V i podstawiajac za
V= QR. Otrzymujemy wtedy uklad rownan w postaci (35):

QRy =Vx (35)

Ze wzgledu na wlasno$¢ (34) mozemy lewostronnie pomnozy¢ uktad (35)
przez Q" , otrzymujac nowy w postaci (36):

Ry =Q"Vx (36)
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Algorytm 2

1.

Sk W

~

Wyznaczy¢ macierz wariancji-kowariancji probkowej V oraz wykonac jej
faktoryzacj¢ do postaci: V= QR.

Sformutowaé prognozy stop zwrotu R oraz ich macierz wariancji-kowariancji V.
Wyznaczy¢ macierz QTV.

Przyja¢ poczatkowe wartosci dla wektora x = 1/n.

Wyznaczyé wartoéci y z uktadu rownan Ry = QT Vx.

Podstawi¢ za x otrzymany w poprzednim kroku wektor y i wykonaé¢ norma-
lizacje x zgodnie z formula (4).

Wyznaczy¢ x'x.

. Jesli r6znica warto$ci wyznaczonych w kroku 7 w dwoch kolejnych itera-

cjach jest mniejsza niz wymagana doktadnos$¢, to przejs¢ do kolejnego kro-
ku, w przeciwnym przypadku wroci¢ do kroku 5.

. Wyznaczy¢ warto¢ r* na podstawie (21).
. Sprawdzi¢, czy A, 2yT(V — AV)y < 0. Jesli warunek ten nie jest spetniony,

MPP nie udato si¢ uzyskac.

4.5. Portfele wlasne

Poprzez analogi¢ do otrzymanych wczesniej wynikow istnieje mozliwosc¢

wyznaczenia portfela poprzez analizg spektralna macierzy V. To zadanie odpo-
wiada problemowi minimalizacji wariancji portfela, gdyz macierz 2V jest nie-
ujemnie okreslona i jest jednocze$nie hesjanem wariancji portfela x' Vx. Punk-
tem wyjscia tych rozwazan moze by¢ iloraz Rayleigha. Ze wzgledu na to, ze
poszukujemy portfela cechujacego si¢ najmniejsza wariancja, czyli poszukujemy
najmniejszej wartosci wlasnej, to poszukiwany Algorytm 3 mozna wyprowadzi¢
bazujac na odwrotnej metodzie potggowe;].

Algorytm 3

L.

(98]

Wyznaczy¢ macierz wariancji-kowariancji probkowej V oraz wyznaczy¢ jej
rozktad V= QR.

Przyja¢ poczatkowe wartosci dla wektora x = 1/n.

Wyznaczy¢ y z nastepujacego uktadu rownan: Ry = Q'x.

Podstawi¢ za x wektor y otrzymany w poprzednim kroku i wykona¢ normali-
zacj¢ wektora x zgodnie z formuta (4).

Wyznaczy¢ X'x.
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6. Jesli roznica warto$ci wyznaczonych w kroku 5 w dwoch kolejnych itera-
cjach jest mniejsza niz wymagana doktadnos$¢, to przejs¢ do kolejnego kroku,
w przeciwnym przypadku wroci¢ do kroku 3.

7. Wyznaczy¢ warto$¢ V,na podstawie (7).

W literaturze przedmiotu portfele wyznaczone w ten sposob sa okreslane
mianem portfeli wlasnych (ang. eigenportfolio) [Roll, 1980; Steele, 1995], przy
czym badane sa nie tylko portfele x odpowiadajace najmniejszej wartosci wilasnej,
ale takze pozostate. W pracy Steele [1995] badano wiasciwosci portfeli wlasnych.

Niestety opisane wyzej za pomoca algorytmu podejscie, ktore maksymali-
zuje wariancje¢ najwickszego gtownego czynnika, moze powodowac, ze czynni-
ki, dla ktorych mozna zbudowa¢ dobry model prognostyczny, zostang zreduko-
wane, a pozostang jedynie te, ktore charakteryzuja si¢ zerowa warto$cia oczekiwana,
co dramatycznie obniza warto$¢ wskaznika determinacji r*. Wigcej informacji
o podobnych problemach mozna znalez¢ w pracy Lo, MacKinlay [2002].

Podsumowanie

W artykule zdefiniowano trzy algorytmy stuzace do budowy portfeli o mak-
symalnej przewidywalnos$ci, ktdore w pewien sposob nawiazuja do teorii eigenport-
feli 1 portfeli ortogonalnych. Wprawdzie nie mozna zaktada¢, ze otrzymane MPP
beda tworzy¢ zgodnie z nowoczesna teorig portfelowa portfele sprawne, niemnie;j
jednak od lat budza one zainteresowanie wsrod badaczy. Niestety wlasciwosci
numeryczne danych wystepujacych w opisywanych modelach moga stanowic
pewna barier¢ w ich stosowaniu. Posta¢ zaproponowanych algorytmow stara sig
obnizy¢ te bariery, umozliwiajac wyznaczanie MPP.

W punkcie 4.4 artykutu zaproponowano trzy algorytmy stuzace do wyzna-
czania MPP. Pierwszy z nich oznaczony jako Algorytm 1 umozliwia konstrukcje
MPP bez stosowania faktoryzacji macierzy wariancji-kowariancji. W punkcie 10
tego algorytmu zaproponowano warunek weryfikujacy, czy otrzymane rozwia-
zanie x spelnia zatozenia wstgpne badanej metody. Dla macierzy V o duzych
rozmiarach moga si¢ pojawi¢ problemy numeryczne zwiazane z tym, ze warto§¢
wyznacznika tej macierzy moze przyjmowac wartosci znajdujace si¢ bardzo
blisko zera, co sprawia, Ze macierz ta staje si¢ macierza prawie osobliwag i trudno
jest wyznaczy¢ numerycznie jej odwrotnos¢, ktora jest niezbedna do wyznacze-
nia MPP. W rozdziale 4.3 opisano zastosowanie faktoryzacji Choleskiego, ktorej
zastosowanie w Algorytmie 1 moze poprawi¢ jego wilasciwos$ci numeryczne,
jednakze celem nie byta weryfikacja jako$ci otrzymanych metod, co bedzie za-
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pewne stanowi¢ punkt wyjscia do kolejnych badan prowadzonych przez autora.
W kolejnym algorytmie zastosowano faktoryzacje QR, ktora jest znana ze swo-
ich stabilnych wlasciwosci numerycznych. Zastosowano szeroki rozktad QOR,
ktory wykorzystuje wszystkie wiersze macierzy R. W kolejnym etapie badan jest
planowane zastosowanie waskiego rozktadu QR, ktéry uwzglednia jedynie nie-
zerowe wiersze macierzy R, co w przypadku osobliwych macierzy wariancji-
-kowariancji moze przynie§¢ wymierne korzysci. Potwierdzenie tej hipotezy
wymaga dalszych badan. Jako ostatni zaproponowano Algorytm 3, ktory bazujac
na szerokim rozktadzie QR, stuzy do wyznaczania portfeli wlasnych, ktoére na-
wiazuja swoja konstrukcja do MPP. Tym samym udalo si¢ osiagna¢ wyznaczone
cele. Badanie wlasciwosci zaproponowanych algorytméw wymaga przeprowa-
dzenia dalszych prac o charakterze empirycznym.

Ze wzgledu na ograniczona objgto$¢ artykutu nie uwzgledniono rozdziatu
zawierajacego empiryczne zastosowania proponowanych metod. Kolejnym eta-
pem planowanych prac jest przeprowadzenie badan dotyczacych zastosowania
omawianych metod dla aktywow notowanych na Gieldzie Papierow Wartoscio-
wych w Warszawie.
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ANALYSIS OF THE MAXIMALLY PREDICTABLE PORTFOLIO

Summary: In this study was described a three algorithms which can be used to construc-
tion of the Maximally Predictable Portfolio (MPP). It in some way is related to the theory
of orthogonal portfolios and eigenportfolios. Although we cannot assume that the resulting
MPP will be create the efficient portfolio, according to modern portfolio theory, but for
years this direction of research aroused interest among researchers. Unfortunately, the
properties of used numerical methods can create a barrier to their use. The construction of
the proposed algorithms trying to reduce these barriers by allowing determination of the
MPP. This work has a theoretical character and it will be need to carry out a number of
empirical studies which will verify the properties of the proposed algorithms.

Keywords: stock portfolio, eigenportfolio, algorithms.





