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MODEL REGRESYJNY WARTOSCI
POJEDYNCZEJ SZKODY UWZGLEDNIAJACY
POLISY BEZSZKODOWE

Streszczenie: Celem pracy jest zaproponowanie rozktadu prawdopodobienstwa, w kto-
rym dowolny rozklad dyspersyjnej rodziny rozktadéw wyktadniczych zostaje rozszerzony
o wartosci zerowe (ozn. ZA-rozktad). Rozktad ten wykorzystywany jest dalej do kon-
strukcji modelu regresyjnego majacego zastosowanie w prognozowaniu warto$ci poje-
dynczej szkody w masowym portfelu polis ubezpieczeniowych (np. komunikacyjne czy
nieruchomosci).

Stowa kluczowe: ZA-rozktad, GLM, portfel polis.

Wprowadzenie

W dziatalno$ci ubezpieczeniowej, w szczego6lnosci w ubezpieczeniach ma-
jatkowych, istotnym zagadnieniem jest prognozowanie warto$ci pojedynczej
szkody w portfelu majatkowych polis ubezpieczeniowych. Uzyskane prognozy
stosowane sa dalej w takich zagadnieniach ubezpieczeniowych, jak: taryfikacja
[Antonio i Beirlant, 2006; Wolny-Dominiak, 2009; Ohlsson i Johansson, 2010;

Praca czg$ciowo finansowana przez grant Narodowego Centrum Nauki (nr NN 111461540).



256 Alicja Wolny-Dominiak, Tadeusz Czernik, Jan Acedanski

Antonio i Valdez, 2012), szacowanie rezerw szkodowych [Taylor, 2000; Wolny,
2003, s. 678-684; Pobtocka, 2011, s. 173-189] czy zarzadzanie ryzykiem. Jed-
nym z podejs¢ w prognozowaniu jest podejscie modelowe, w ktorym analizuje
si¢ wartosci szkod dla pojedynczych polis wraz z czynnikami, ktére moga mie¢
wplyw na wystapienie szkody oraz jej wysokos¢. Najczesciej budowane sa mo-
dele regresyjne, a w szczegolnosci uogolnione modele liniowe (ozn. GLM) [por.
Nelder i Wedderburn, 1972]. W ubezpieczeniowych modelach GLM zmienna
objasniang jest m.in. warto$¢ pojedynczej szkody. W przypadku gdy w portfelu
ubezpieczeniowym wystepuje duza liczba polis, dla ktoérych nie wystapita zadna
szkoda (dalej nazywanych polisami bezszkodowymi), rodzi si¢ problem okreslenia
rozktadu zmiennej losowej reprezentujacej warto$¢ szkod dla pojedynczej polisy
w modelu GLM. Jednym z mozliwych podejs¢ jest pominigcie polis bezszkodo-
wych i wykorzystywanie informacji dotyczacych jedynie tych polis, dla ktorych
wystapita co najmniej jedna szkoda zakladajac asymetryczny rozktad gamma
[MacCullagh i Nelder, 1989; Ostasiewicz i Dgbicka, 2004; Ohlsson i Johansson,
2010]. Jednak wydaje sig, iz prowadzi to do utraty pewnych istotnych informacji
zawartych w portfelu polis, jesli chodzi np. o czynniki wptywajace na wystapienie
szkody oraz czgstos$¢ szkod dla danej polisy.

Celem pracy jest zaproponowanie rozktadu prawdopodobienstwa, w ktérym
rozszerzamy dowolny rozklad dla ¥ > 0 o wartosci zerowe (ozn. ZA-rozktad)
oraz konstrukcja modelu regresyjnego stuzacego do prognozowania wartosci
pojedynczej szkody w portfelu polis. Problemem predykcji z wykorzystaniem
modeli liniowych bedacymi przypadkami szczeg6lnymi modelu GLM w pro-
blemach ekonomicznych zajmowali sie m.in. Rao [2003] i Zadto [2008].

W pierwszej czgsci pracy charakteryzujemy ogoélnie ZA-rozktad oraz rozpa-
trujemy przypadek rozktadu gamma. Dalej prezentujemy model regresyjny do
szacowania sktadki czystej dla pojedynczej polisy. Posta¢ tego modelu jest zblizo-
na do modelu GLM, jednak formalnie nie jest to model GLM, gdyz nie jest spel-
nione zalozenie stanowiace, iz rozktad zmiennej objasnianej pochodzi z dysper-
syjnej rodziny rozktadow wyktadniczych. W ostatniej czgsci pracy przedstawiamy
studium przypadku na danych zaczerpnigtych w literatury przedmiotu [de Jong
i Heller, 2008]. Do obliczen wykorzystujemy program R [R_Core Team, 2013].

1. Charakterystyka ZA-rozkladu

W celu zdefiniowana ogolnej postaci ZA-rozktadu prawdopodobienstwa
oznaczmy przez Y zmienng losowa o wartosciach nieujemnych, ¥ > 0. Dystrybu-
anta ZA-rozktadu zmiennej ¥ ma wtedy postac:
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a B 0 dlay<0 |
Y(y)_ v+(l—v)FY>0(y) dla y>0 M

lub rOwnowaznie
Fy(y):V]y>o+(1_V)Fy>o(y)a (2)

gdzie: Supp(FY>0) =07, F, (y /Y > O) =F,, (y) jest dowolnym rozktadem,

Vv oznacza prawdopodobienstwo nie wystapienia szkody oraz

|0 dla y<0
0 L dla y>0

Zatem funkcja gestosci jest wyrazeniem postaci:

fY(y)ZV5o+(1_V)fy>o(Y), 3)

gdzie: 5, =0 ( y) jest miara atomowa zwang rowniez delta Diraca [Dirac, 1982].

Miara dana jest wzorem:

5(y) = +00,y=0
Y o,y20
1 zachodzi:
[oGdy =1. (4)

Korzystajac ze wzoroéw (3) oraz (4) mamy:
[£Gdy =v [5(dy+A=v) [ frg()dy =1. 5)

Rozpatrywana zmienna Y jest mieszana zmienng losowa posiadajaca kompo-
nentg dyskretna oraz ciagla. Latwo wyprowadzi¢ dwa pierwsze momenty ZA-roz-
ktadu. Wartos¢ oczekiwang z g(Y) obliczamy ze wzoru (o ile warto$¢ oczekiwa-
na istnieje):



258 Alicja Wolny-Dominiak, Tadeusz Czernik, Jan Acedanski

E[g(M)]=v [2(1d(I,.0)+(1-v) [ g()dF,., .

—00

Dalej

E[g(V)]=vg(0)+(1=v) [ g(3) fr.o (el

edzie: E[g(Y)|Y >0]= [ (1) fy0(¥)dly.

—00

Skad tatwo znajdujemy:
E[Y]=(1=v) [ ¥fy.0(0)dy = A=V)EY | Y > 0] = (1=v)u,

dla parametru 1 bedacym warto$cia oczekiwana Y pod warunkiem Y > 0. Interpre-
tujac, parametr ten jest wartoscia oczekiwana wartosci pojedynczej szkody, o ile
do niej doszto. Przechodzac do wariancji wyprowadzmy:

E[Y*]1=(1-V)E[Y?|Y >0],
D*(Y)=E[Y*]-(E[Y])’ =(1-V)E[Y* |Y >0]-(1—-v)*(E[Y | Y > 0])*.

Ostatecznie znajdujemy:
D*(Y)=(1-v)D[Y*|Y >0]-(1-v)v(E[Y |Y >0]).
Zatem wariancja zmiennej ¥ ma postac:
D*(¥)=(1-)[o" —vu’], (6)
gdzie: D[Y?|Y >0]=0" jest wariancja ¥ pod warunkiem ¥ > 0.
Interesujacym nasz przypadkiem ZA-rozkladu znajdujacym zastosowanie

w zagadnieniach ubezpieczeniowych jest przyjecie zatozenia, iz rozktad dla
czesci dodatniej Y > 0 jest rozktadem gamma z parametrami (k, 6 ) o gestoSci:

a-1

¢ (a)'y
fY|Y>o(y,u,a)—(ﬂj T (7)
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Dla postaci (7) rozktadu gamma, dwa pierwsze momenty wynosza:

2 3
(24 (24

E[Y|Y>0]=—, D*(Y|Y>0)=—
7 )7

5 -

Mozliwa jest roOwniez inna parametryzacja rozkltadu gama, jednak wzor (7)
jest najczesciej stosowany w modelach GLM.

2. Model regresyjny do prognozowania wartosci pojedynczej
szkody w portfelu ubezpieczeniowym

Niech Y, ...,Y, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi reprezentujacymi
warto$¢ pojedynczej szkody w portfelu polis ubezpieczeniowych przyjetymi w mo-
delu regresyjnym jako zmienne objasniane o realizacjach y,, ..., », . Klasycznie

w modelowaniu warto$ci pojedynczej szkody przyjmuje si¢ rozktad gamma zmien-
nej Y., i=1,...,n. W celu wykorzystania informacji dotyczacych polis bezszko-

dowych, w modelu regresyjnym zaktadamy ZA-rozktad zmiennej Y, postaci:
fy‘.(yi):vié‘o+(1_Vi)fyf>0(yi)- (8)

Dalej niech X, ..., X, beda jakosciowymi zmiennymi obja$niajacymi,
ktore interpretujemy jako czynniki wplywajace na warto$¢ pojedynczej szkody
w portfelu (np. czynniki charakteryzujace osobg ubezpieczajaca oraz czynniki
charakteryzujace przedmiot ubezpieczenia, tj. pojazd, mieszkanie, dom). Przyj-
mujemy rowniez, iz pewne czynniki wptywaja rowniez na wystapienie szkody
i dla ustalenia uwagi oznaczmy je poprzez Z,, ... ,Z ;- W proponowanym mode-
lu regresyjnym oznaczmy B =(f,,p,, ..., 3,) jako efekty dla wartosci poje-
dynczej szkody oraz v = (¥,,7,, .- yq)T jako efekty dla prawdopodobienstwa

nie wystapienia szkody. Model regresyjny definiujemy nastepujaco:

E[Y, | Xy s X (o Zys o Z = 0=V, (1, 21 o Z)I (B X s s X ) (9)

W modelu (10) parametry 4; sa uzaleznione od zmiennych objasniajacych za pomo-
ca funkcji logarytmicznej natomiast parametry v; — funkcji logitowej. Zatem mamy:

:u[(BaXla 7Xk) :eXiB’
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en 1
Vi(YJZIJ 9Zq) - 1+eziT7 - 1+e_ZiTY 5

. T . . . .
gdzie: X; oznacza i-ty wiersz macierzy modelu X dla zmiennych X, ..., X,

T . . . .
oraz Z; oznacza i-ty wiersz macierzy modelu Z dla zmiennych Z,, ..., Z .

Do estymacji parametrow modelu regresyjnego stosujemy metodg najwigk-
szej wiarygodnosci. Funkcja wiarygodno$ci ma zatem postac:

N

LB =[Iv [0 fro(om)- (10)

i=1  j=N-N,+1

gdzie: N jest liczba polis w portfelu natomiast N, — liczba szkod (Y > 0). Po-

wyzsza funkcje wiarygodno$ci mozna zapisac:

LBD=[[v, T10-v)1 [[fro(,o12))- (11)

izl i=N-N,+l J=N-N,+1
Zatem funkcja L(-) dekomponuje si¢ na funkcje L, (-) oraz L,(-) nastgpujaco:

LB,v) =L (B)L, (7). (12)

gdzie: L,(B) zalezy tylko od B natomiast L,(y) zalezy jedynie od y. Przecho-

dzac dalej do postaci logarytmicznej we wzorze (5), funkcja log-wiarygodnosci
moze by¢ zapisana jako dwie odrebne funkcje:

logL =logL,(B)+logL,(Y). (13)
Warunki konieczne wystgpienia ekstremum:

OlogL OloglL, _

0. (14)
op; p;
GlogL:(?long _o. (15)
7, 97,

Hesjan jest macierza blokowo-diagonalno, poniewaz zachodzi:

2
0 logL:0

H(logL),, = 3B o (16)
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Z wlasnosci wyznacznika (dla macierzy diagonalno-klatkowej) wynika, ze
cala macierz jest ujemnie okreslona, jezeli obie kwadratowe, diagonalno-
klatkowe macierze sg ujemnie okreslone. Wraz z (14) i (15) oznacza to, ze mo-
zemy poszukiwaé maksimum osobno dla funkeji log L, (B) oraz logL,(y).

3. Studium przypadku

Chcac zilustrowa¢ mozliwosci omawianego modelu wykorzystano zbidr
danych z literatury przedmiotu [de Jong i Heller, 2008], dostepny na stronie
internetowej [www 1]. Zawiera on dane dotyczace rocznych polis obowiazko-
wego ubezpieczenia odpowiedzialno$ci cywilnej posiadaczy pojazdéw mecha-
nicznych. Zbiér liczy 67 856 polis, z czego w badanym roku szkody odnotowano na
4624 polisach, co stanowi okolo 6,8% catego zbioru. Oprdécz danych na temat wy-
sokosci szkdd, zbidr zawiera informacje dotyczace typu (zmienna TYPE — 12 moz-
liwych typow) oraz wieku (VEH AGE — 4 grupy (GR 1 — najmtodszy)) pojazdéw,
a takze ptci (SEX), wieku (AGE — 6 grup wiekowych (GR 1 - najmlodszy)) oraz
miejsca zamieszkania wlascicieli (AREA — 6 obszarow).

W pierwszym kroku analizy szacowano parametry catego modelu uwzgled-
niajace wszystkie pie¢ zmiennych objasniajacych, korzystajac z metody naj-
wiekszej wiarygodnos$ci. Zgodnie z rozwazaniami przedstawionymi w poprzed-
nich punktach pracy estymowano oddzielnie dwa modele czastkowe (wzor 14).
Prawdopodobienstwa wystapienia szkody modelowano korzystajac z klasyczne-
go modelu logitowego [Greene, 2003], natomiast wysoko$¢ szkody opisywana byta
uogdlnionym modelem liniowym z rozkladem gamma (wzér 8). Nastepnie z po-
szczegblnych modeli czastkowych usunigte zostaly zmienne, dla ktorych zadna
z mozliwych kategorii nie miala istotnego (przyjmujac poziom istotnosci rowny 0,1)
wplywu na wystapienie i wysokos¢ szkody. W efekcie w obu czastkowych modelu
wykorzystywano inne zestawy zmiennych objasniajacych: w przypadku szacowa-
nia prawdopodobienstwa wystapienia szkody istotnymi zmiennymi okazaly si¢
typ oraz wiek pojazdu, natomiast przy estymacji wysokosci szkody statystycznie
istotne okazaty si¢ wiek pojazdu, a takze pte¢, wiek oraz miejsce zamieszkania
wlasciciela. Warto$ci oszacowanych parametrow zestawiono w tabeli 1.
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Tabela 1. Oszacowania parametrow modelu

Prawdopodobienstwo szkody Wysokos¢ szkody
Zm. Wartos¢ ¥ | zm Wartosé B b | ()
CONST —2,29%** | 0,00 CONST 7,68%*** 0,00 2164,60
CONVT 21,74 1,00 VEH A GR 2 0,07 0,33 1,07
COUPE —22,54 0,99 GE GR 3 0,11 0,15 1,12
HBACK -21,92 0,97 GR 4 0,19** 0,01 1,21
HDTOP —22,25 0,99 SEX |M 0,16%** 0,00 1,17
MCARA —1,88*** | 0,00 B 0,03 0,67 0,97
TYPE MIBUS —5,76%** | 0,00 C 0,05 0,48 1,05
PANVN —22,25 0,99 AREA |D 0,00 0,97 1,00
RDSTR -21,34 1,00 E 0,14 0,16 1,15
SEDAN —8,53*** | 0,00 F 0,35%** 0,00 1,42
STNWG =5,01*¥** | 0,00 GR 2 —0,20%* 0,03 0,82
TRUCK —4,00%** | 0,00 GR 3 —0,20%** 0,00 0,75
UTE —22,23 0,98 AGE |GR 4 —0,3%** 0,00 0,74
VEH A GR 2 0,19 0,80 GR 5 —0,42%** 0,00 0,66
GE GR 3 0,52 0,50 GR 6 —0,33%** 0,00 0,72
GR 4 1,81*** | 0,00
NULL DEV. 864,37 NULL DEV. 7705,1
RESID. DEV. 593,11 RESID. DEV. 7538,1

Prawdopodobienstwo wystapienia szkody jest najwigksze dla karawanow
(MCARA). Istotne jest rowniez dla cigzarowek (TRUCK), samochodow o nadwo-
ziu kombi (STNWG), minibusow (MIBUS) oraz w mniejszym stopniu, samocho-
dow z nadwoziem sedan (SEDAN). Ponadto, prawdopodobienstwo to w znaczacym
stopniu zwigksza duzy wiek pojazdu (GR_4). Duza r6znica pomigdzy zmiennoscia
modelowanej zmiennej (NULL DEV.) a zmiennoscia reszt modelu (RESID. DEV.)
wskazuje, ze przyjety zestaw zmiennych pozwala na wyjasnienie znaczacej czgsci
roéznic w obserwowanej szkodowosci polis.

Takze w odniesieniu do modelowania wysokos$ci szkody w przypadku naj-
starszych pojazdow wysoko$¢ ta, w porownaniu do pojazdéw najmiodszych, jest
istotnie wyzsza i wynosi okoto 20%. Wysokos¢ szkody w przypadku mezczyzn
jest o okoto 17% wyzsza niz dla kobiet. Duza roznica szkodowosci, siggajaca
mniej wigeej 40%, wystepuje pomigdzy regionem A oraz F. Najwyzsza wartoscia
szkdéd charakteryzuja si¢ kierowey najmtodsi. Roznica w stosunku do pozostatych
grup wiekowych jest w kazdym przypadku istotna statystycznie i waha si¢ od 20%
do 35%. Nalezy doda¢, ze srednia warto$¢ szkody dla polisy odnoszacej si¢ do po-
jazdu z najnizszej grupy wiekowej, ktorego posiadaczem jest kobieta zamieszkujaca
region A, z najmtodszej grupy wiekowej wynosi w rozpatrywanym zbiorze 2164 $.
Jakos$¢ dopasowania tej czgsci modelu jest jednak znacznie nizsza niz poprzedniej.
Redukcja zr6znicowania jest bowiem niewielka.
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Podsumowanie

W pracy zaproponowano model regresyjny do szacowania wartosci pojedyn-
czej szkody z uwzglednieniem polis bezszkodowych. Wykazano, iz model ten de-
komponuje si¢ na dwa modele GLM, co znacznie upraszcza jego praktyczne zasto-
sowanie. Omawiany model wykorzystano do szacowania czynnikéw oddziatujacych
na wysoko$¢ szkody portfela polis obowigzkowego ubezpieczenia OC posiadaczy
pojazdow mechanicznych. Wérdd zmiennych najsilniej wptywajacych na prawdo-
podobienstwo zgloszenia szkody zidentyfikowano kilka typow pojazddéw oraz jego
wiek. Na wysoko$¢ szkody wplyw maja wiek pojazdu, pte¢ oraz wiek posiadacza,
a takze region zamieszkania. W omawianym przypadku model lepiej wyjasnia
prawdopodobienstwa zgtoszenia szkody niz jej wysokos¢.
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REGRESSION MODEL OF A SINGLE CLAIM VALUE
WITH NO-CLAIMS POLICIES

Summary: In the paper, we introduce probability distribution which augments any dis-
tribution from the exponential family with zero value (ZA-distribution). The new distri-
bution is then employed in a regression model applied for forecasting value of a single
claim in a large insurance portfolio (motor or property).

Keywords: ZA-distribution, GLM, insurance portfolio.



