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Wprowadzenie

Szeregi czasowe obserwowane na rynkach kapitalowych oraz towarowych
cechuja si¢ wysokim poziomem zmienno$ci w czasie, a takze wykazuja charak-
ter nieliniowy. W przypadku zwigkszania si¢ stopnia zmiennosci cen aktywow
na rynku oraz gdy ich stopy zwrotu generuja warto$ci ujemne mozna obserwo-
waé wiasnie jednokierunkowe zmiany cen analizowanych walorow. Zwigzki te-
go rodzaju wystepuja rowniez w sytuacji pojawienia si¢ obserwacji w szeregu
czasowym, ktore w istotnym stopniu odchylaja si¢ od warto$ci oczekiwane;.
Dodatkowo stopy zwrotu cechuja si¢ asymetrig, wysokim wskaznikiem lepto-
kurtozy' oraz brakiem normalnosci rozktadu®.

Wspomniane charakterystyki, stanowigce istotny punkt przy wyborze mo-
delu opisujacego charakter szeregu, powoduja, iz wspolczynnik korelacji linio-
wej Pearsona, mierzacy liniowy zwigzek pomiedzy dwiema zmiennymi loso-
wymi, nie jest do konca odpowiednig miara zalezno$ci. Problem ten moze zostac
rozwigzany poprzez zastosowanie alternatywnych miernikow, takich jak fau
Kendalla czy rho Spearmana’. Ponadto waznym zagadnieniem jest analiza za-
leznosci wystepujacych w ogonach rozktadow prawdopodobienstwa analizowa-
nych stop zwrotu, co jest szczegdlnie istotne z punktu widzenia zarzadzania ry-
zykiem inwestycyjnym.

' EF. Fama: The Behavior of Stock Market Prices. ,,Journal of Business” 1965, Vol. 38, No. 1, s. 34-105.

2 B. Mandelbrot: The Variation of Certain Speculative Prices. ,,Journal of Business” 1963, Vol. 36,
No. 4, s. 394-419.

3 Okreglany takze w literaturze jako wspotezynnik korelacji rang [przyp. aut.].
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1. Korelacje liniowe

Wspolezynnik korelacji liniowej jest jedna z najpowszechniej wykorzysty-
wanych miar zalezno$ci zarowno w analizie rynkow kapitalowych, towarowych,
walutowych, jak i w ubezpieczeniach®. Majac dwie zmienne losowe X oraz Y,
wspoélczynnik korelacji liniowej jest okreslony jako:

cov(X,Y)
pX, ):W (1.1)

Powyzszy wzor zachodzi pod warunkiem, ze wariancje zmiennych loso-
wych X oraz Y istniejg. Wyrazenie COV(X ,Y ) okresla kowariancje pomiedzy
zmiennymi losowymi X oraz Y. Wspotczynnik p(X Y ) jest okreslony jako
wspotczynnik korelacji liniowej, poniewaz jego znajomos¢ jest rownowazna
znajomos$ci wspolczynnika [ réwnania regresji liniowej Y = X + ¢, gdzie
& jest reszta, ktora jest liniowo nieskorelowana z X . Zachodzi zatem:

p=p2X) (1.2)
D(¥)

Zmienne losowe cechujace si¢ warto$ciami indeksu ogona’ ponizej dwoch
nie posiadajg skonczonej wariancji, stad wspotczynnik korelacji nie moze by¢
zastosowany. Natomiast gdy istnieje czwarty moment centralny, wtedy wspot-
czynnik korelacji istnieje, ale jego estymator, oparty na probie o rozmiarze
T {(X LY, )}iT:w dany wzorem:

270

pp =——— : (1.3)
1 < —v 1< —\2
\/TZ(XI-—X) ;Z(K——Y)

gdzie X oraz Y oznaczaja odpowiednio warto$ci §rednie zmiennych losowych
X oraz Y, nie jest do konca odpowiedni, poniewaz jego asymptotyczny roz-
ktad jest rozkladem Lévy’ego, a nie Gaussa. Zatem wspolczynnik korelacji
z proby moze wykazywac istotne odchylenia od swojej rzeczywistej wartosci,

* Y. Malevergne, D. Sornette: Extreme Financial Risk. From Dependence to Risk Management.
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg 2006.

5 Okreslany w literaturze jako parametr ksztattu, indeks stabilno$ci; miara grubo$ci ogona roz-
ktadu zmiennej losowej [przyp. aut.].
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dostarczajac niewlasciwych oszacowan. Jest to duzy problem w modelowaniu
danych finansowych®.

Rozwazajac dwie niezalezne zmienne losowe tatwo wskazac, ze wspotczynnik
korelacji pomigdzy nimi wynosi zero. Niemniej jednak zalezno$¢ odwrotna nie ist-
nieje. Zatem majac zmienng losowa @ posiadajaca rozktad jednostajny na przedzia-

le <0,272'> , mozna zdefiniowaé pare zmiennych losowych U oraz V' nastepujaco’:
(U,V)=(cos w,sinw). (1.4)

Przyjmujac okreslenie dane wzorem 1.4, zachodzi, ze p(U , V): 0, nawet jesli
dwie zmienne losowe U oraz V' nie sg niezalezne.

Bardziej wyrazista jest sytuacja, gdy znajomo$¢ jednej zmiennej losowej cat-
kowicie okresla drugg zmienng losowa. Dla przyktadu zmienna losowa U ma roz-

ktad jednostajny na przedziale <0, 1> , natomiast zmienna losowa V jest zdefi-

niowana jako:

=Y. v €(0,0)

19 : (1.5)
=Yy (6.1

1-6

dla pewnego 6 € <O,l>. Mozna tatwo wykazaé, ze zmienna losowa V' rowniez

ma rozktad jednostajny na przedziale <O,l> oraz ze zachodzi:

pU,V)=20-1. (1.6)

Zatem U oraz V' sg nieskorelowane dla €@ = 0,5, podczas gdy zmienna losowa V’
moze byé jednoznacznie wyznaczona za pomoca zmiennej losowej U ®.

Jesli dwie zmienne losowe X oraz Y sg zalezne w sposéb liniowy za po-
mocg relacji:

Y=a+pX, (1.7)

8 M.M. Meerschaert, H. Scheffler: Sample Cross-correlations for Moving Averages with Regu-
larly Varying Tails. ,,Journal of Time Series Analysis” 2001, Vol. 22, No. 4, s. 482.

7 Y. Malevergne, D. Sornette: Op. cit., s. 148.

® Ibid., s. 149.
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to wspotczynnik korelacji p(X Y ):il zaleznie od tego, czy parametr [

przyjmuje dodatnig lub ujemng warto$¢. W tym przypadku zachodzi takze rela-
cja odwrotna. Wynika to z okreslenia:

p(X,Y)2=1—no’[1’iﬂnE[(Y_g§Z;(_):B)'X))2], (1.8)

gdzie £ [] oznacza warto$¢ oczekiwang tacznego rozkltadu zmiennych losowych

X oraz Y, natomiast p(X ,Y )2 jest okreslone jako wspotczynnik determinacji
i wskazuje procent wariancji zmiennej losowej Y, ktora jest thumaczona poprzez
zmienng losowg X .

Za pomoca nierownosci Cauchy’ego-Schwartza wynika, ze we wzorze 2.1
wspotezynnik korelacji p € <— 1,1> . Jednakze majac dane dwie zmienne losowe
X oraz Y o ustalonych rozktadach brzegowych, posiadajacych funkcje dystry-
buanty F, oraz F), nie zawsze wspolczynnik korelacji moze osiagnac¢ swoje

wartos$ci graniczne +1. Mozna wykazaé, ze dla dowolnego dwuwymiarowego
rozktadu o dystrybuancie F zachodzi nierownos¢ Frécheta-Hoeffdinga’:

{maX{FX (¥)+ F, (v)-10} < F(x,y)
. . (1.9)
F(x,y) < min{Fy (x). F, ()}
Tym samym, stosujac tozsamo$¢ Hoeffdinga:
p(X,7)= [[[F(x, )= Fy (x)- Fy (v)ldxdy, (1.10)

mozna dowies¢, ze majac dane funkcje dystrybuanty £/, oraz F),, wspolczyn-
nik korelacji p zawiera si¢ pomiedzy p . oraz p ., gdzie p . jest osiggane

dla przeciwnie monotonicznych zmiennych losowych X oraz Y, natomiast
Pomax j€st osiagane dla wspoétmonotonicznych zmiennych losowych X oraz Y .

Dla przyktadu'®, majac dane dwie zmienne losowe o logarytmiczno-
-normalnych rozkladach brzegowych: X ~log N(0,1) oraz ¥ ~log N(0,o),

? ). Dhaene, M.J. Goovaerts: Dependency of Risks and Stop-loss Order. ,,Austin Bulletin” 1996,
Vol. 26, No. 2, s. 204.

10 P Embrechts, A.J. McNeil, D. Straumann: Correlation and Dependence in Risk Management:
Properties and Pitfalls. W: Risk Management: Value at Risk and Beyond. Ed. M.A.H. Dempster.
Cambridge 2002, s. 176-223.
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dolna oraz goérna granica dla wspotczynnika korelacji liniowe;j p(X Y ) sg dane

odpowiednio wzorami:
Prin = p(ez,e_az) oraz p,. = p(ez ,e” ), (1.11)

gdzie Z jest zmienng losowa o rozkladzie normalnym standardowym. Bezpo-
srednie obliczenia z wykorzystaniem zwiazku'':

E[e“z]=ea7, (1.12)

umozliwiajg wyznaczenie wartosci granicznych jak ponizej:

e’ -1
pmin: ( )
e—1)e° -1
(1.13)
e’ —1
pmax: 2
(e—l)e" -1

Wspolezynnik korelacji jest niezmienniczy ze wzgledu na rosngce prze-
ksztatcenie afiniczne zmiennych w postaci:

X'=a-X+b, a>0, (1.14)
Y'=c-Y+d, ¢>0, (1.15)

poniewaz p(X',Y")= p(X,Y).

Niemniej jednak ta wlasno$¢ nie moze zosta¢ uogélniona na jakiekolwiek
(nieliniowe) rosnace przeksztatcenie. Ten brak niezmienniczo$ci w zwigzku
z nieliniowymi zmianami zmiennych losowych wynika z faktu, ze wspotczynnik
korelacji agreguje informacje z rozkladéw brzegowych obu zmiennych loso-
wych oraz rzeczywista strukture zaleznosci, ktérg mozna analizowa¢ z wykorzy-
staniem funkcji kopuli.

2. Korelacje lokalne

Zamiast koncentrowac¢ si¢ na definiowaniu korelacji w kontekscie ogdlnym,
mozna takze si¢ skupi¢ na lokalnej liniowej zalezno$ci pomiedzy dwiema
zmiennymi losowymi. Podejscie to, zaproponowane przez Doksuma et al., po-

My, Malevergne, D. Sornette: Op. cit., s. 150.
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zwala badac sit¢ korelacji jako funkcje wartosci realizacji zmiennych losowych.
Umozliwia to znalezienie odpowiedzi na pytanie, czy korelacja jest stala czy tez
ulega zmianie, gdy realizacje zmiennych losowych sg typowe lub nie. Problem
ten ma szczegblne znaczenie w przypadku zjawiska zarazania si¢ rynkow.

Definiowanie lokalnego wspdtczynnika korelacji jest sprawa naturalng. Na-
lezy wyj$¢ z zatozenia, ze w przypadku podejscia liniowego, jesli dwie zmienne
losowe X oraz Y sa zalezne poprzez relacje':

Y=a+pX +¢, 2.1

gdzie sktadnik losowy & jest niezalezny (lub przynajmniej nieskorelowany) od
zmiennej losowej X , wowczas wspotczynnik korelacji ma postaé:

B-oy

P= ;
B oy +o!

. 2 2 . . . . . . . .
z z Znacz w w z w z
dzie oy oraz o, oznaczaja odpowiednio wariancje zmiennej losowej X ora

2.2)

sktadnika losowego ¢ .
Niemniej jednak mozna przyjac¢ bardziej ogodlng relacje pomiedzy zmien-
nymi losowymi X oraz Y "*:

Y=f(X)+o(X) ¢ (2.3)

oraz o, =11 f () jest funkcja rozniczkowalna. W sasiedztwie X = x, mozna

dokona¢ linearyzacji relacji okreslonej wzorem 2.3 jako:
Y= [f(xo )_ Xo f'(xo )] + f'(xo )X + O'(xo )‘9 (2.4)

oraz, poprzez analogi¢ do wzoru 2.2, zdefiniowac lokalny wspoétczynnik korela-
cji liniowej jako:

_ f’(xo)'o'(xo) . '
JrG) o) +olu) =

Mozna bezposrednio sprawdzié, czy lokalny wspétczynnik korelacji redu-
kuje si¢ do wspolczynnika korelacji liniowej, gdy f () jest odwzorowaniem afi-

P(xo)

12'S. Bjerve, K. Doksum: Correlation Curves: Measures of Association as Functions of Covariate
Values. ,,The Annals of Statistics” 1993, Vol. 21, No. 2, s. 892.
" Ibid., s. 893.
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nicznym oraz J(X) jest stale. Dodatkowo lokalny wspotczynnik korelacji p(x)
posiada te same wtasnosci, co wspotczynnik korelacji liniowej p :

= plv)e (L),

— p(x) jest niezmienny ze wzgledu na (rosngce) odwzorowanie liniowe za-
rowno zmiennej losowej X , jak i zmiennej losowej Y, p(x): 0 dla kazde-
g0 X, jesli zmienne losowe X oraz Y sg niezalezne.

Ponadto, i jednoczesnie w opozycji do wspotczynnika korelacji liniowej,
lokalny wspoétczynnik korelacji przyjmuje wartosci graniczne tylko wtedy, gdy
G(x) jest rowne zero (znak zalezy od pochodnej funkcji f (-)), zatem gdy
Y=Ff (X ) Tym samym lokalny wspoétczynnik korelacji nie uwzglednia nega-
tywnej wlasciwosci wspotczynnika korelacji liniowej, iz zanikajgce wartosci bli-
skie zero mogg zosta¢ osiggnicte nawet wtedy, gdy zmienne losowe X oraz Y
sa deterministycznie zalezne jedna od drugiej'*.

3. Uogdlniona korelacja pomiedzy N > 2 zmiennymi losowymi

Wspotczynnik korelacji p jest miarg liniowej zaleznosci pomiedzy dwie-
ma zmiennymi losowymi. Mozna przedstawi¢ jego uog6lnienie dla N zmien-
nych losowych.

Niech X(t) oznacza losowy wektor sktadajacy sie z N sktadnikow, przy-
ktadowo wektor stop zwrotu N aktywow finansowych, tworzacych portfel in-
westycyjny. W pierwszej kolejnosci nalezy oszacowaé wartosci Srednie sktadni-
kéw wektora losowego X(t), a nastepnie odjac te wartosci od wektora X(t) dla
t=1,...,L, gdzie L oznacza rozmiar proby (rowny przyktadowo wybranej dtu-
gosci przedziatu czasowego wykorzystanego do estymacji). Celem uproszczenia
zapisu niech X(l‘) oznacza teraz wektor scentrowany. Estymator z proby macierzy
kowariancji N zmiennych losowych na probie o dlugoéci L mozna zapisaé jako':

L

>X(r)- X(e)" 3.1

t=1

Sx) =

t~ =

Dokonujac podziatu zbioru N sktadowych wektora X(t) na dwie czesci,
otrzymano: skalar X, (t) utworzony z jednej ze sktadowych oraz (N —l)-

14 1
Ibid., s. 896.

15 A.A. Lyubushin Jr.: Robust Wavelet-aggregated Signal for Geophisical Monitoring Problems.
»lzvestiya, Physics of the Solid Earth” 2002, Vol. 38, No. 9, s. 5.
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-wymiarowy wektor kolumnowy przedstawiony w postaci
&i(t): [Xl (t),...,Xi_1 (t), X,y (t),...,XN (t)]T i stworzony z pozostalych sktad-
nikow. Mnozac (iloczyn skalarny) kazdy wektor &; przez nieznany wektor @,
otrzymano zbior wartosci skalarow §, =@ - &, .

Zagadnienie polega na wyszukaniu wektora @, ktory tworzy kwadrat
wspdtczynnika korelacji pomigdzy dwoma zmiennymi losowymi X, oraz ¢,

jako problem maksimum. Podejscie to stanowi przyktad zastosowania klasycz-

nego rozwigzania zaproponowanego przez Hotellinga dotyczacego korelacji ka-
nonicznej: wektor @ jest zdefiniowany jako wektor wlasny odpowiadajacy

maksymalnej wartosci wlasnej (ktéra jest rowna maksymalnemu wspotczynni-
kowi korelacji pomigdzy dwiema zmiennymi losowymi X, oraz &) w postaci
16,

macierzy o wymiarach (N —1)x (N —1)
S:S:xSkxSe, - (3.2)
gdzie:
S,y =cov(X,, X))
S, =8I, =cov(x,.&) (3.3)
S =cov(§, &)

Macierze we wzorach 3.2 oraz 3.3 sg podmacierzami ogélnej N x N -
-wymiarowej macierzy kowariancji S ,, = COV(X, X’ ), ktorej oszacowanie jest
dane wzorem 3.1. Zatem zastgpujac macierz S ,, oraz jej podmacierze we wzo-
rach 3.2 oraz 3.3 przez jej oszacowanie dane wzorem 3.1, mozna wyznaczy¢
wektor @ oraz zbior wartosci skalaréw ¢, dla 7 =1,..., N . Maksymalna warto$¢
wlasna macierzy danej wzorem 3.2 jest okreslana jako wspolczynnik kanoniczny
N-korelacji pomigdzy zmienng losowa X, i pozostatymi (N - 1) zmiennymi lo-
sowymi. Wykonujac t¢ sama operacj¢ na wszystkich pozostatych skladowych
wektora X, mozna otrzymaé N-wymiarowy wektor wspotczynnikoéw kanonicz-
nych N-korelacji rowny najwigkszej warto$ci wlasnej macierzy okreslonej wzo-
rem3.2dlai=1,..,N.Dla N=2 (N - 1)—wymiarowa macierz dana wzorem 3.2
redukuje si¢ do kwadratu standardowego wspoétczynnika korelacji pomigdzy
dwiema zmiennymi losowymi.

18 1bid., s. 5.
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Odmienng, ale rOwnowazng forme zapisu uprzednio zaprezentowanych za-
lezno$ci przedstawiono ponizej. Niech dane bedzie zagadnienie regresji zmien-
nej losowej X, na (N —l)-wymiarowym wektorze losowym okreslonym jako

& ()=[X, () X, () X, (t).. Xy ()], tj. rozwinigcie wektora @ wspol-
czynnikow regresji w postaci liniowej'’:
X, =) 40X +&=0"-&+¢,, (3.4)
J#i
gdzie &, reprezentuje skladnik resztowy rownania regresji. Jesli wektor @ jest

zdefiniowany poprzez metod¢ MNK, rozwigzujac problem optymalizacyjny:

L

Z(¢T'§i-Xi)2—>min, 3.5)

t=1

w odniesieniu do wektora @, wowczas jego oszacowanie mozna w tatwy i jed-

noznaczny sposob uzyskac jako:
¢=S:.-S,, . (3.6)

. o) AT . .. , .
Niech & =@ -&; oznacza udzial w regresji okreslonej wzorem 3.4 osza-

cowania zadanego wzorem 3.6. Poniewaz:
2 -1 -1
COV(Xi’§?)= COV(X See Sex, -&i)= Sxe Ses Sex, s (.7

wynika stad, ze wspolczynnik korelacji pomiedzy ¢ a X, jest rowny skalarowi
Sxe - S;,lg,. “Sey - S}l‘_ x,» czyli jest maksymalna wartoScig macierzy wiasnej

okreslonej wzorem 3.2. Stad kanoniczny wspolczynnik N-korelacji'™:
Py =Sk 'S%lf, Sex, 'S;rll-x,- (3-8)

moze by¢ okreslony z rozwigzania problemu regresji danego wzorami 3.4 oraz
3.5. Zaleznos$¢ pomigdzy dwoma wskazanymi powyzej rozwigzaniami ma swoje
korzenie w podobnej zaleznosci pomigdzy korelacjg liniowa a wspotczynnikiem
regresji liniowe;.

Ponownie, kanoniczny wspotczynnik N-korelacji jest niezmienny ze wzgledu
na transformacje liniowa kazdej ze zmiennych losowych X, jednakze nie pozostaje
on niezmieniony ze wzgledu na nieliniowe, monotoniczne transformacje.

'7 1bid., s. 6.
By, Malevergne, D. Sornette: Op. cit., s. 154.
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4. Miary zgodnosci i podobienistwa: tau Kendalla
oraz rho Spearmana

Fundamentalny problem zwigzany z zarzagdzaniem ryzykiem na rynkach fi-
nansowych dotyczy zagadnienia jednoczesnych jednokierunkowych zmian cen
analizowanych waloréw. Jezeli rozwigzanie tej kwestii jest twierdzgce, wowczas
dywersyfikacja ryzyka bytaby prawdopodobnie trudna, gdyz opiera si¢ ona na
zatozeniu, ze spadek ceny jednego aktywu jest statystycznie zbilansowany wzro-
stem ceny innego. Naturalng droga do okreslenia tendencji aktywow finanso-
wych do wspolnych, jednokierunkowych zmian jest porownanie prawdopodo-
bienstwa wspdlnego wzrostu (lub spadku) ich ceny z prawdopodobienstwem, ze
cena jednego z tych dwéch aktywow wzrosnie (lub spadnie), podczas gdy cena
drugiego odpowiednio spadnie (lub wzrosnie). Mozna to zapisa¢ matematycznie
W nastepujacy sposob:

Zaczynajac od dwoch niezaleznych realizacji (X 1> Yl) oraz (X 55 Yz) pary

zmiennych losowych (X Y ), mozna wyznaczy¢ wielko§¢':
T(X,Y): Pr[(Xl _Xz)'(Yl _Y2)> 0]—Pr[(X1 _Xz)'(Yl _Y2)< O]- 4.1)

Rozwazajac prawg stron¢ wzoru 4.1, pierwsza jego czgs¢ okresla prawdopodo-
bienstwo zgodnosci (konkordancji), tj. prawdopodobienstwo tego, ze zmienne loso-
we X oraz Y zmieniajg si¢ w jednym kierunku (wzrost lub spadek). Z kolei druga
cze$¢ wzoru 4.1 okresla prawdopodobienstwo niezgodnosci, tj. prawdopodobien-
stwo tego, ze zmienne losowe X oraz Y zmieniajg si¢ w przeciwnym kierunku.

Wyrazenie okre$lone wzorem 4.1 definiuje tzw. wspotczynnik tau Kendalla
(dotyczacy populacji). Wielkos¢ ta jest niezmienna ze wzgledu na przeksztatce-
nia rozktadow brzegowych. W istocie zaktadajac dowolne rosnace odwzorowa-
nie G, oraz G, , zachodzi*":

X, >X, G, (X)>G,(X,), (4.2)
Y2, < G,(Y)2G,(1). (43)

Zaktadajac ciagla posta¢ zmiennych losowych X oraz Y, okreslenie tau Ken-
dalla dane wzorem 4.1 mozna przedstawi¢ jako:

o(Xx,Y)=2P|(X, - X,) (Y, -Y,)>0]-1. (4.4)

1 R. Doman: Zastosowanie kopuli w modelowaniu dynamiki zaleznosci na rynkach finansowych.
Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego, Poznan 2011, s. 16.
0y, Malevergne, D. Sornette: Op. cit., s. 155.
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Wspotczynnik fau Kendalla przyjmuje wartosci okreslone na przedziale <— l,l> .
Dolna granica okreslonosci wspotczynnika jest osiagana wtedy i tylko wtedy,
gdy zmienne losowe (X ,Y ) sa przeciwnie monotoniczne, natomiast gorna gra-
nica wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne losowe (X ,Y ) s3 wspotmonotoniczne.

Ponadto wspoétczynnik fau Kendalla przyjmuje warto$¢ zero dla niezaleznych
zmiennych losowych. Jednakze, jak w przypadku wspdlczynnika korelacji (li-
niowej), wspolczynnik tau moze przyjmowaé wartosci oscylujace wokot zera
dla zmiennych losowych niebedacych zmiennymi niezaleznymi.

Inna miara zgodnosci oraz podobienstwa zmiennych losowych zostata za-
proponowana przez Spearmana. Niech dana bedzie para niezaleznych realizacji
zmiennych losowych (X , Y ), tj. (X I Y]) oraz (X A ) Tym samym wspot-

czynnik rho Spearmana jest okreslony nastepujacym wzorem?':
ps(X.Y)=3[Pr(X - X,)- (¥ -,)> 0] - Pr(x —x,)- (v - 1;) <0]|. (4.5)

Dodatkowo, rozwazajac dwie zmienne losowe (X Y ) o rozktadach brzegowych
okreslonych dystrybuantami F', oraz F, wspotczynnik rho Spearmana mozna
zapisa¢ za pomocg formuty:

Ps (X Y ) = \/

cov(F v FY)

. (4.6)
DZ(FX)'DZ(FY)

Pomiedzy wspotczynnikiem fau Kendalla a rho Spearmana zachodzi zwigzek™:

3¢(X,Y)-1 < o (X 1)< 2(x,7)-27(x,7)-1

, TlX,Y)=>0, 4.7
: : 7(x,Y) 4.7)

(X, Y)+2¢(X,Y)-1
2

Wspolezynnik rho Spearmana, podobnie jak tau Kendalla, przyjmuje war-

spS(X,Y)s%, 7(X,Y)<0. (4.8)

tosci okreslone na przedziale <— l,l> . Dolna granica okreslono$ci wspotczynnika

jest osiggana wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne losowe (X ,Y ) s§ przeciwnie

monotoniczne, natomiast gorna granica wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne loso-
we (X ,Y ) sg wspotmonotoniczne. Wspdtczynnik rho Spearmana przyjmuje

warto$¢ zero dla niezaleznych zmiennych losowych.

2l R. Doman: Op. cit., s. 16.
22 W .H. Kruskal: Ordinal Measures of Association. ,,Journal of the American Statistical Association”
1958, No. 53, s. 814-861.
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5. Zaleznosci w ogonach rozktadéw

Jak wspomniano we wprowadzeniu, waznym zagadnieniem w analizie ryzyka
inwestycyjnego jest wykrywanie i badanie zaleznosci wystepujacych w ogonach
rozktadow prawdopodobienstwa analizowanych stop zwrotu. Problem polega na
szacowaniu prawdopodobienstwa tego, ze zmienne losowe X oraz ¥ beda jedno-
cze$nie przyjmowac wartosci istotnie oddalone od centralnej czesci ich rozktadu.
Zagadnienie sprowadza si¢ zatem do oszacowania prawdopodobienstwa tego, ze
zmienna losowa Y przekroczy kwantyl rzgdu o pod warunkiem, ze przekroczy
go takze zmienna losowa X . Tym samym mozna zdefiniowaé wspotczynniki
okreslajace zalezno$ci w gornym oraz dolnym ogonie rozktadu.

Zaktadajac, ze zmienne losowe X oraz Y posiadajg dystrybuanty brzego-
we okreslone odpowiednio jako F, oraz F,, mozna zdefiniowa¢™:

— wspotczynnik zaleznosci w dolnym ogonie:

= lim Py < F (@)X < F;'(a)), (5.1)
a—0"
— wspotczynnik zalezno$ci w gornym ogonie:
2 = lim PY > £ (@)X > ;' (@), (5.2)
a—1"

gdzie F, " oraz F {1 oznaczaja funkcje kwantylowe reprezentujace zmienne losowe

X oraz Y . Powyzsze wzory zachodza przy zatozeniu istnienia rozwazanych granic.
Przedstawione wspoétczynniki zaleznosci w dolnym i gérnym ogonie roz-
ktadu pozwalajg okresli¢ prawdopodobienstwo jednoczesnego wystgpienia eks-
tremalnych realizacji zmiennych losowych X oraz Y. Jezeli warto$ci wspol-
czynnika A (niezaleznie od ogona rozktadu) przyjmuja wartosci dodatnie,
ekstremalne realizacje obu zmiennych losowych wystapia réwnoczesnie z praw-
dopodobienstwem warunkowym réwnym A . Natomiast jesli 4 =0, wowczas
zmienne losowe X oraz Y nie wykazujg zaleznoSci w ogonach rozktadow (sa
niezalezne). Dodatkowo warto nadmieni¢, ze kwantyle wyznaczone jako
Fy : (a) oraz Fy_l (a ) reprezentuja wartos¢ zagrozong Value-at-Risk na pozio-

mie istotnos$ci & (alternatywnie na poziomie tolerancji (l - a) >

2 R. Doman: Op. cit., s. 18.
Hy. Malevergne, D. Sornette: Op. cit., s. 168.
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6. Przykiad empiryczny

Wybrane z omowionych w pracy miernikow zaleznosci zastosowano do
opisu zwigzku pomigdzy wybranymi walorami rynku metali niezelaznych. Ry-
nek ten jest szczegoOlnie wazny z punktu widzenia gospodarki krajow rozwinig-
tych oraz wschodzacych. Ogromne zréznicowanie w gatunkach stali wynika
z jej réznorodnego zastosowania: w przemysle konstrukcyjnym, motoryzacyj-
nym, lotniczym (w tym projekty zwigzane z eksploracja przestrzeni kosmicznej).
Im bardziej specyficzne jest wykorzystanie stali, tym wigksze znaczenie ma jej
jakos$¢, na ktéra w ogromnym stopniu wptywaja dodatki stopowe, ktére maja na
celu uszlachetnienie jakosciowe produktu finalnego.

W opracowaniu rozwazono dodatki stopowe notowane na gietdzie towaro-
wej w Londynie (London Metal Exchange) w okresie styczen 2000 — grudzien
2012. Przedmiotem badania objeto dzienne logarytmiczne stopy zwrotu nastgpu-
jacych metali: aluminium, miedz, nikiel, otéw, cyna oraz cynk. Na ponizszych
wykresach przedstawiono empiryczne szeregi czasowe oraz histogramy wraz
z dopasowanymi funkcjami gestosci rozktadu normalnego.

aluminium miedz

—008 |- —010 -

nikiel

—oi0 [ —os |




72 Dominik Krezotek

Rys. 1. Empiryczne szeregi czasowe stop zwrotu analizowanych metali

Zrédto: Obliczenia wlasne.

rozklad normalny — aluminium rozklad normalny — miedz
401
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Rys. 2. Histogramy wraz z dopasowana funkcja gestosci

Zrédto: Obliczenia wiasne.
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Szeregi czasowe stop zwrotu analizowanych metali odznaczaja si¢ wyso-
kim poziomem zmiennosci, a dodatkowo uwidaczniajg zjawisko skupiania si¢
danych. Dodatkowo empiryczne rozktady okazujg si¢ by¢ leptokurtyczne, co
w potaczeniu z wczesniej wspomnianymi cechami prowadzi do odrzucenia hipo-
tezy o normalno$ci rozktadu. Potwierdzaja to testy Andersona-Darlinga (A-D)
oraz Jarque’a-Bera (J-B).

Tabela 1
Parametry rozktadu normalnego
Zmienna Srednia Odchylenie
standardowe
Aluminium 0,000072 0,013989
Miedz 0,000446 0,018106
Otéw 0,000481 0,021748
Nikiel 0,000224 0,024885
Cyna 0,000418 0,018434
Cynk 0,000160 0,019889
Zrédto: Obliczenia wiasne.
Tabela 2
Testy zgodnosci dla rozktadu normalnego
Zmienna Statystyka AD p-value Statystyka J-B p-value
Aluminium 14,021 3,95824x107”7 835,658 0
Miedz 29,891 0 2184,381 0
Otoéw 28,001 0 1529,642 0
Nikiel 17,399 1,92084x107 1488,511 0
Cyna 57,159 0 4825,693 0
Cynk 26,284 0 834,623 0

Zrodto: Obliczenia wlasne.

Na podstawie realizacji stop zwrotu wyznaczono wspotczynniki korelacji
pomiedzy analizowanymi zmiennymi. Wyniki przedstawia tabela 3.

Tabela 3
Wspoltczynniki korelacji liniowej pomigedzy analizowanymi zmiennymi

Wspétezynnik

korelacji Aluminium Miedz Olow Nikiel Cyna Cynk

Pearsona
Aluminium 1,000000 0,723646 0,558070 0,529096 0,459054 0,666113
Miedz 0,723646 1,000000 0,640607 0,606764 0,530213 0,742348
Olow 0,558070 0,640607 1,000000 0,506440 0,467962 0,670301
Nikiel 0,529096 0,606764 0,506440 1,000000 0,454081 0,567735
Cyna 0,459054 0,530213 0,467962 0,454081 1,000000 0,477203
Cynk 0,666113 0,742348 0,670301 0,567735 0,477203 1,000000

Zréodlo: Obliczenia whasne.
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Biorac pod uwage miare¢ zaleznosci, jaka jest wspotczynnik korelacji linio-
wej Pearsona, najsilniejszy zwigzek wykazano dla pary zmiennych miedz oraz
cynk, natomiast najstabszy dla pary zmiennych nikiel oraz cyna. Wszystkie
wspotczynniki  korelacji wykazywaly statystyczng istotno$¢ na poziomie
a=0,05. Wykresy rozrzutu pomigdzy poszczegdlnymi parami zmiennych za-
prezentowano na rysunku 3.
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oynk
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Rys. 3. Wykresy rozrzutu

Zrédlo: Obliczenia wlasne.

Na wykresach rozrzutu zaznaczono dodatkowo lini¢ regresji wraz z 95%
przedziatem ufnosci oraz elips¢ rozktadu normalnego. Wyda¢ tym samym wy-
stepowanie obserwacji oddalonych. Ponadto na rysunku 4 przedstawiono dwu-
wymiarowe rozktady empiryczne dla analizowanych par aktywow rynku metali.

rozktad aluminium — miedz rozktad aluminium - otéw
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rozktad aluminium - cynk rozktad miedz - otow

rozktad miedz - cyna

rozktad miedz - cynk rozktad otéw - nikiel
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rozktad otéw - cyna rozktad otéw - cynk

rozktad nikiel - cyna rozktad nikiel - cynk

rozktad cyna - cynk

Rys. 4. Dwuwymiarowe rozklady normalne

Zrédto: Obliczenia wlasne.

Ze wzgledu na odrzucenie hipotezy o normalnosci rozktadu badanych
zmiennych wyznaczono dodatkowe mierniki zaleznosci: fau Kendalla oraz rho
Spearmana. Wyniki przedstawiono w tabelach 41 5.
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Tabela 4
Wspotezynnik tau Kendalla
Wspotl::zlynmk Anll':l“n‘[: Miedz Oléw Nikiel Cyna Cynk
Kendalla
Aluminium 1,000000 0,532613 0,388139 0,359145 0,314182 0,473709
Miedz 0,532613 1,000000 0,455021 0,416378 0,364273 0,536839
Olow 0,388139 0,455021 1,000000 0,339585 0,324095 0,486198
Nikiel 0,359145 0,416378 0,339585 1,000000 0,308108 0,389886
Cyna 0,314182 0,364273 0,324095 0,308108 1,000000 0,326339
Cynk 0,473709 0,536839 0,486198 0,389886 0,326339 1,000000
Zrodto: Obliczenia wiasne.
Tabela 5
Wspolczynnik rho Spearmana
Wspoélezynnik
rho Aluminium Miedz Olow Nikiel Cyna Cynk
Spearmana

Aluminium 1,000000 0,716383 0,547485 0,512659 0,448554 0,650970
Miedz 0,716383 1,000000 0,625180 0,580379 0,512819 0,717903
Olow 0,547485 0,625180 1,000000 0,482420 0,457977 0,656908
Nikiel 0,512659 0,580379 0,482420 1,000000 0,440251 0,546062
Cyna 0,448554 0,512819 0,457977 0,440251 1,000000 0,461653
Cynk 0,650970 0,717903 0,656908 0,546062 0,461653 1,000000

Zrodto: Obliczenia wlasne.

W przypadku wynikow pomiaru zalezno$ci za pomocag wspotczynnikow tau
Kendalla oraz rho Spearmana wyciagni¢to podobne wnioski, jak przy zastoso-
waniu wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona: najsilniejsza zalezno$¢ wska-
zano dla pary miedz oraz cynk, natomiast najstabsza dla pary zmiennych nikiel
oraz cyna. Wszystkie wspoétczynniki korelacji wykazywaly statystyczng istot-
no$¢ na poziomie « =0,05. Dodatkowo wskazano, ze zachodzi zwigzek:
o(X,Y) < py(X,Y)< p(X,Y).

W ostatnim etapie analizy oszacowano wspotczynniki zaleznosci w dolnym
(lambda,) 1 gornym (lambday) ogonie dwuwymiarowych rozktadow badanych
walorow. Wyniki przedstawiono w tabelach 6 oraz 7.
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Tabela 6
Wspotezynniki zaleznosci w dolnym ogonie rozktadu
lambday, Aluminium Miedz Otlow Nikiel Cyna Cynk
Aluminium 1,000000 0,192215 0,154478 0,124351 0,142257 0,182245
Miedz 0,192215 1,000000 0,172248 0,151245 0,145598 0,312254
Oléw 0,154478 0,172248 1,000000 0,161124 0,154642 0,212429
Nikiel 0,124351 0,151245 0,161124 1,000000 0,092257 0,192254
Cyna 0,142257 0,145598 0,154642 0,092257 1,000000 0,132235
Cynk 0,182245 0,312254 0,212429 0,192254 0,132235 1,000000
Zrédlo: Obliczenia wiasne.
Tabela 7
Wspotczynniki zaleznosci w gérnym ogonie rozktadu
lambday Aluminium Miedz Olow Nikiel Cyna Cynk
Aluminium 1,000000 0,172534 0,149987 0,132455 0,151234 0,191134
Miedz 0,172534 1,000000 0,162249 0,142238 0,150122 0,292214
Olow 0,149987 0,162249 1,000000 0,159984 0,139958 0,201139
Nikiel 0,132455 0,142238 0,159984 1,000000 0,085564 0,162245
Cyna 0,151234 0,150122 0,139958 0,085564 1,000000 0,123348
Cynk 0,191134 0,292214 0,201139 0,162245 0,123348 1,000000

Zrodto: Obliczenia wlasne.

Wyniki przedstawione w tabelach 6 oraz 7 wskazuja, ze wystepuja zalezno-
$ci zarowno w dolnym, jak i gébrnym ogonie dwuwymiarowych rozktadéw anali-
zowanych stop zwrotu metali. Podobnie jak w przypadku wspotczynnika Pear-
sona, tau Kendalla oraz rho Spearmana, wykazano najsilniejsze zaleznoS$ci
w obu ogonach dla pary miedz oraz cynk, natomiast najstabsze dla pary zmien-
nych nikiel oraz cyna.

Podsumowanie

Badania empiryczne danych finansowych prowadzone przez osrodki na-
ukowe na $wiecie jednoznacznie wskazuja, iz wystepuja pomigdzy nimi zalez-
nos$ci nie tylko w obrgbie samej klasy aktywow, ale takze pomigdzy réznymi
rynkami (w sensie przedmiotowym i geograficznym). Powszechnie wykorzy-
stywane zalozenie normalnosci rozkltadow empirycznych nie jest spetnione
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w praktyce, implikujac tym samym konieczno$¢ wykorzystania innych mierni-
kéw zalezno$ci, odpornych na takie cechy finansowych szeregow czasowych,
jak asymetria, tworzenie si¢ skupisk danych czy tez wystgpowanie obserwacji
ekstremalnych. W opracowaniu tym, oprocz klasycznego i nadal powszechnie
wykorzystywanego miernika zalezno$ci, jakim jest wspotczynnik korelacji Pear-
sona, zaprezentowano teoretycznie i praktycznie takie miary, jak fau Kendalla,
rho Spearmana oraz wspotczynniki mierzace zwiazki wystepujace w ogonach
rozktadow. Wyniki wskazuja na wystgpowanie roéznic w wartosciach wspot-
czynnikow, przy czym pokazano, 1z zachodzi zwigzek
r(x,y ) < ps(X,Y ) < p(X ,Y). Dodatkowo wystepuja takze zaleznosci zaréw-
no w dolnym, jak i géornym ogonie rozktadu dwuwymiarowego dla rozwazanych
par metali. Analiza tego rodzaju zwigzkoéw jest szczegolnie istotna z punktu wi-
dzenia zarzadzania ryzykiem, gdyz pozwala oszacowac prawdopodobienstwo
roOwnoczesnego wystgpienia realizacji stopy zwrotu na poziomie oddalonym od
centralnej czesci rozktadu dla obu rozwazanych aktywow.
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DEPENDENCY MEASURES - STATISTICAL ANALYSIS USING
SELECTED ASSETS FROM NON-FERROUS METALS MARKET

Summary

The analysis of investment risk is strongly associated with the knowledge of de-
pendency structure between assets. The aim of this paper is to present some dependency
and concordance measures between random variables. Such measures as Pearson coeffi-
cient of correlation, Kendall’s tau and Spearman’s r#o has been discussed. Moreover,
the measures of tail dependencies has been presented. An empirical analysis has been
carried out using selected assets from non-ferrous metals market.



