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DECYZJI INWESTYCYJNYCH

Streszczenie: Celem artykutu jest ocena mozliwo$ci wykorzystania opcji rzeczywistych
w polaczeniu z teorig gier do podejmowania decyzji inwestycyjnych zapewniajacych
pierwszenstwo wejscia na rynek. Zastosowanie geometrycznego procesu bladzenia lo-
sowego pozwala na wyceng opcji realizacji przedsigwzigcia inwestycyjnego z punktu
widzenia lidera lub nasladowcy. Wyliczone warto$ci opcji pozwalaja na znalezienie stra-
tegii rownowagi w grze inwestycyjnej dla dwoch graczy, ktorzy wybieraja strategig lide-
ra lub nasladowcy. Przyktad liczbowy wykorzystujacy dwumianowy model wyceny
opcji Coxa—Rossa—Rubinsteina wykazal zaskakujaco, ze dla asymetrycznych graczy
o zréznicowanych naktadach inwestycyjnych, gracz o wyzszych naktadach inwestycyj-
nych z wigkszym prawdopodobienstwem stosuje strategi¢ lidera.

Stowa kluczowe: opcja rzeczywista, teoria gier, model dwumianowy.

Wprowadzenie

Klasyczne juz modele opcji rzeczywistych stuza do uwzglednienia w anali-
zie rentownosci przedsigwzig¢ inwestycyjnych tzw. elastycznosci decyzji. Ela-
stycznos$¢ decyzji oznacza mozliwosci podjgcia dodatkowych dziatan inwesty-
cyjnych zaleznych od zmiany sytuacji rynkowej lub rozwoju dziatalnosci
operacyjnej. Te dodatkowe dziatania inwestycyjne moga dotyczy¢ rozszerzenia
skali aktywnoS$ci przedsigbiorstwa, zmiany profilu produkcji, ale takze zmniej-
szenia skali lub nawet likwidacji dziatalnosci. Obszerny przeglad teorii opcji
rzeczywistych mozna znalez¢ w pracy J. Mizerki [2005].
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Wspomniane modele nie biora jednak pod uwagg faktu, ze na tym samym
rynku moze si¢ pojawi¢ konkurencyjny podmiot. Jego wejscie na rynek zmieni
znaczaco dochody przedsigbiorstwa i tym samym obnizy rentowno$¢ przedsig-
wzigcia stanowiacego opcje rzeczywista. Ponadto postgpowanie konkurenta
i moment jego wejscia na rynek beda zalezaly od zachowania przedsigbiorstwa
dotychczas funkcjonujacego na rynku. Tego typu sytuacja wymaga wykorzysta-
nia teorii gier do modelowania strategicznych decyzji inwestycyjnych w warun-
kach konkurencji. W niniejszej pracy zostanie przedstawione podejscie taczace
teori¢ opcji rzeczywistych z teorig gier. Dalszy uktad pracy jest nastgpujacy —
w czesci 1 zawarto zalozenia teoretyczne modeli integrujacych teorig¢ opcji rze-
czywistych z teorig gier, natomiast w czgsci 2 wykorzystano model dwumianowy do
wyceny hipotetyczne]j opcji rzeczowej spetniajacej zalozenia teoretyczne przedsta-
wione w pierwszej czgsci pracy. Wartosci opcji postuzyly do znalezienia rtownowagi
W grze strategicznej. Praca zakonczona jest krotkim podsumowaniem.

1. Model teoretyczny gry w opcj¢ rzeczywista

Istnieje bogata literatura przedmiotu dotyczaca potaczenia teorii opcji rze-
czywistych z teorig gier, tzw. real option games (ROG). Metodyka wyceny opcji
rzeczywistych w polaczeniu z teorig gier przedstawiona jest w pracach H. Smit
i L. Trigeorgis [2003; 2004], a przeglad modeli z tego obszaru mozna znalez¢
w pracy A. Azevedo i D. Paxson [2014]. Podstawowy model ROG zaliczany do
gier pierwszenstwa (preemptive games) zaprezentowany jest w dalszej czgsci.

Firma ma mozliwo$¢ poniesienia niecodwracalnych naktadow inwestycyj-
nych 7, ktore przyniosa dochod zalezny od popytu D i ceny na rynku P.

Cena rynkowa wyrazona jest w nastgpujacy sposob:

P, = X:D(Q), (1)
gdzie szok cenowy X, podlega geometrycznemu procesowi bladzenia losowego:
dXt = I.lXtdt + O'XtdZ, (2)

w ktorym p jest dryfem, ¢ odchyleniem standardowym, a dz — r6zniczka procesu
Wienera o rozktadzie normalnym z warto$cia $rednia rowna zero i wariancja dt.
Przy czym 0 < p <r, gdzie r jest stopa wolng od ryzyka, ¢ > 0 oraz D(Q) jest de-
terministyczna czgScig krzywej popytu, malejaca wzgledem podazy, dla ktorej
D’(Q) < 0. Podaz jest zalezna od liczby firm na rynku, co w przypadku dwoch
konkurencyjnych firm prowadzi do O € {0,1,2}.
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Poniesienie naktadow inwestycyjnych i wejscie na rynek moze si¢ odby¢
rownoczesnie przez obydwie firmy (Q = 2) albo najpierw przez jedna (Q = 1),
a nastgpnie przez druga — wtedy dopiero nastapi wzrost podazy do Q = 2. Przez
pewien okres pierwsza firma jest liderem, czerpigc z tego tytutu korzy$¢ — wyz
sza cen¢ zalezna od czeSci deterministycznej funkcji popytu. Jednakze wraz
z uplywem czasu moze nastapi¢ wzrost ceny w wyniku realizacji procesu sto-
chastycznego X,. Oplacalne stanie si¢ wtedy wejscie na rynek drugiego produ-
centa — nasladowcy. Najmniej korzystna sytuacja jest rOwnoczesne wejscie na
rynek obydwu producentow starajacych si¢ uzyskaé pozycje lidera. Niska cena
w wyniku wysokiej podazy we wczesnym etapie rozwoju cen rynkowych nie
zapewni obydwu producentom wymaganych dochodow.

Biorac pod uwagg proces stochastyczny X, mozemy zdefiniowac optymal-
ny moment inwestycji nasladowcy oznaczonego indeksem F' nastgpujaco [Dixit
i Pindyck, 1994, rozdz. 5; Huisman i in., 2004; Paxson i Pinto, 2005]:

. B -wl (3)
F7B-1 D"
gdzie B jest okreslone przez:

Funkcja wyptaty nasladowcy, bedaca zdyskontowanym strumieniem prze-
ptywow pieni¢znych z projektu inwestycyjnego, oznaczona jest F{(X). Funkcja
wyplaty lidera zostanie oznaczona analogicznie F;(X), podczas gdy funkcja wy-
ptaty obydwu firm, w sytuacji gdy zainwestuja rownoczesnie jako liderzy, zo-
stanie oznaczona F(X). Zachodzi przy tym F(X) > Fr(X) > Fg(X).

Punkt inwestycji lidera uzyskujacego pierwszenstwo sprzedazy X,  otrzy-
mamy z warunku:

X = m}n{XWL(X) = Fr(X)}, @)
co obrazuje rys. 1. Funkcja dochodu lidera jest poczatkowo szybciej rosnaca, ale
po osiagnieciu maksimum ostatecznie zrownuje si¢ z funkcja dochodu nasla-
dowcy.
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X(t)

= & Wartos$¢ nasladowcy FF(X) —e=— Wartosc lidera FL(X)
Rys. 1. Schemat funkcji wartos¢ przedsigwzigcia dla lidera i nasladowcy

Dla dwoch konkurencyjnych firm istnieja dwie mozliwe strategie inwestycyjne:
1) inwestowaé natychmiast, kiedy osiagnie si¢ punkt X, , po to, aby czerpa¢ ko-
rzy$¢ z pozycji lidera,
2) powstrzymacé si¢ od inwestowania do czasu osiagniecia punktu Xz .
Kazda z firm moze wybra¢ dowolna sposréd obydwu strategii, co obrazuje
tab. 1, zawierajaca macierz gry w postaci strategicznej. Pogrubiong czcionka za-
znaczone sa najlepsze odpowiedzi na strategie przeciwnika.

Tabela 1. Postac strategiczna gry w opcj¢ wezesnej inwestycji

Gracz 1 \ 72 Inwestowaé Czekad
Inwestowac (Fs(X), Fs(XD)) (FL(XD), Fe(Xp))
Czekad (FF(X;‘)vFL(X;.)) (FF(X;‘)vFF(X;))

W grze sa dwa punkty rownowagi w strategiach czystych: (inwestowac,
czekad) i (czekaé, inwestowac). Ze wzgledu na to, ze firmy sa identyczne, oby-
dwie wolalyby zosta¢ liderem, gdyz strategia ta dawalaby najwyzsza wyplate.
Jednakze rownoczesne zastosowanie strategii ,,inwestowac” przez obydwu gra-
czy prowadzitoby do najnizszych wyptat Fs(X) dla obu firm. Jedyna mozliwa
roOwnowaga jest zatem rownowaga w strategiach mieszanych. Oznaczmy przez p
prawdopodobienstwo stosowania strategii ,,inwestowac” przez gracza 1. Przez ¢
oznaczmy prawdopodobienstwo stosowania strategii ,,inwestowaé” przez gracza 2.
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Graczowi 1 jest obojgtne, ktora strategig zastosuje, zatem:
Fs(Xp)aq + FL, (X)) — q) = Fp(Xp)q + Fr(Xp) (1 — q), )
co po przeksztatceniach daje:
_ FL (X)) — Fp(XF) (6)
TT RO -EX)
Analogiczny wynik otrzymamy dla prawdopodobienstwa p, gdyz gracze sa
identyczni, a ich strategie sa symetryczne, stad p = gq.

2. Implementacja modelu opcji rzeczywistej dla przedsi¢wzigcia
inwestycyjnego na konkurencyjnym rynku

W praktycznych zastosowaniach do wyceny opcji rzeczywistych wykorzy-
stuje si¢ najczesciej model Coxa—Rossa—Rubinsteina (CRR) [Cox, Ross i Rubin-
stein, 1979]. Jest to iloczynowy (geometryczny) model dwumianowy wyceny
opcji amerykanskiej. W modelu dwumianowym przyjmuje si¢, ze warto$¢ in-
strumentu podstawowego S zmienia si¢ w taki sposob, ze w kazdej chwili moze
podazy¢ tylko w kierunku jednego z dwoch mozliwych stanow — w gore (przy-
rost u > 1, z prawdopodobienstwem p), lub w dot (spadek d < 1, z prawdopodo-
bienstwem ¢ = 1 — p), osiagajac jedna z wartosci: uS lub dS. Zaklada si¢ takze,
ze ud = 1, stad u = 1/d [Palinski, 2016]. Przyjmujac brak mozliwosci arbitrazu
i neutralnos¢ inwestorow wzgledem ryzyka oczekiwana stopa zwrotu z instru-
mentu podstawowego musi by¢ réwna stopie wolnej od ryzyka. Na tej podstawie
otrzymuje si¢ wzor na prawdopodobienstwo neutralne wzgledem ryzyka:

p= —emt — d,u = ¢9VAt g = g=0VAL )
u—d

gdzie:

u, d — parametry wzrostu i spadku,

r — stopa wolna od ryzyka,

o — zmienno$¢ instrumentu bazowego (podstawowego).
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Idea procesu wartosci instrumentu podstawowego przedstawiona jest na
rys. 2.

u’S

duS

&S

v

=0 =1 =2

Rys. 2. Proces geometryczny zmiany wartosci S instrumentu podstawowego
na drzewie dwumianowym

Warto$¢ opcji w dowolnym momencie pomiedzy chwila jej zawarcia
a momentem wygasnigcia jest suma jej warto$ci wewngtrznej oraz wartosci cza-
sowej. Warto$¢ wewnetrzna jest wartoscia opcji w sytuacji, gdyby mozliwe byto
jej natychmiastowe wykonanie. Warto§¢ czasowa jest miara mozliwego wzrostu
warto$ci opcji w okresie do jej wygasnigcia. Warto§¢ czasowa opcji maleje
w miarg zblizania do terminu wygasnigcia opcji.

Wartosci wewngtrzna opcji kupna wynosi:

C = max(0,S — K), ®)

gdzie:
C — wartos¢ wewnetrzna opcji kupna,
S — cena instrumentu podstawowego (bazowego),
K — cena wykonania.

Warto$¢ opcji wyznacza sig od wezta koncowego, cofajac do poczatku.
Wartos¢ opcji w weztach wczesniejszych, przy zatozeniu odroczenia jej wyko-
nania, oblicza si¢ jako warto$¢ oczekiwana z dwoch pozniejszych weztow zdys-
kontowana stopa wolna od ryzyka r. W kazdym wezle sprawdza sig, czy ko-
rzystniejsze jest natychmiastowe wykonanie opcji, czy trzymanie jej kolejny
okres At, tzn., czy warto$¢ wewngtrzna jest wyzsza od wartosci opcji przy zato-
zeniu opoznienia jej wykonania.
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W celu zbudowania przyktadu liczbowego wykorzystujacego model teore-
tyczny ROG przedstawiony w poprzedniej czgsci przyjeto nastepujace zatozenia
dotyczace opcji realizacji przedsigwzigcia inwestycyjnego:

e Naktady inwestycyjne ponoszone w ciagu jednego roku wynosza 15 min zt.

e Poczatkowa warto$¢ stochastycznej czgsci ceny (szoku cenowego) wynosi
10 mln zt.

e Maksymalny okres odsunigcia w czasie momentu realizacji przedsigwzigcia
wynosi 12 lat.

e Deterministyczny sktadnik funkcji popytu nasladowcy wyrazony jest funkcja
D(2) = exp(0,05¢), gdzie t =1, 2, ..., 12.

e Deterministyczny sktadnik funkcji popytu lidera wyrazony jest funkcja
D(1)=—(t—2)(t—14)/30, gdziet=1, 2, ..., 12.

e W przypadku rownoczesnej inwestycji graczy deterministyczny sktadnik
funkcji popytu przyjmuje postac 0,5 D(1) + 0,5 D(2).

e Stopa wolna od ryzyka wynosi 1,0%, odchylenie standardowe stopy zwrotu
z instrumentu bazowego — opcji realizacji przedsigwzigcia inwestycyjnego,
wynosi o= 10,0%.

¢ Wyliczone ze wzoru (7) prawdopodobienstwo arbitrazowe wzrostu ceny wy-
nosi p = 0,525, czynnik wzrostu jest rowny u = 1,105 i czynnik spadku
d=0,905.

Tak zdefiniowane przedsigwzigcie inwestycyjne jest odpowiednikiem opcji
kupna. Korzystajac z modelu CRR wyliczono dla nasladowcy warto$¢ opcji re-
alizacji przedsigwzigcia na kwote 5,42 mln zl, ktéra przy sprzyjajacych warto-
Sciach popytu rynkowego mozna zrealizowaé w ostatnim, 12 roku.

Analogicznie obliczono wartos¢ opcji dla lidera, ktora wyniosta 7,32 min zk
Realizacja tej opcji w 6. roku jest rozwigzaniem optymalnym przy zalozeniu ko-
rzystnych warto$ciach funkcji popytu, co obrazuje rys. 3. Wykonanie opcji na-
stgpuje w momencie, w ktérym warto$¢ oczekiwana trzymania opcji jest nizsza
niz warto$¢ natychmiastowego jej wykonania. Dla przyktadu — w 6. roku dla
najwyzszego wierzchotka procesu wzrostu funkcji wyplaty wartos¢ czasowa
opcji wynosi 23,4 min zl, bedac zdyskontowana wartos$cia oczekiwana dwoch
przysztych wartosci opcji: 0,99%(0,525%27,3 mln zt + 0,475%19,6 mln z}), pod-
czas gdy warto$¢ wewngtrzna jest rowna 23,9 min zl, jako réznica biezacej war-
tosci funkcji wyplaty i nakladow inwestycyjnych: 38,9 mln zt — 15,0 mln zk.

W przypadku réwnoczesnej realizacji inwestycji przez obydwu graczy sta-
rajacych si¢ uzyskaé pozycje lidera warto$¢ opcji, ktora zostanie zrealizowana
w 6. roku, wyniesie jedynie 3,73 mln zt dla kazdego z graczy. Jest to mniej niz
warto$¢ opcji nasladowcy. Co wigcej, wykonanie opcji rownoczesnej inwestycji
powinno nastapi¢ w 7. roku, gdyz zwigkszytoby to warto$¢ opcji do 4,21 min zt.
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Rok 1 2 3 4 5 6 7
D(t) 1,30 1,60 1,83 2,00 2,10 2,13 2,10
20,1
42,3
18,2 273
38,9
16,5 23,9 16,5
Wartos¢ szoku cenowego 34,6 34,6
Warto$¢ funkcji wyplaty 14,9 20,3 14,9 19,6
Warto$¢ opcji 29,8 31,8
13,5 17,1 13,5 16,8 13,5
24,7 28,3 28,3
12,2 14,2 12,2 13,9 12,2 13,3
19,5 24,4 26,1
11,1 11,6 11,1 11,4 11,1 11,1 11,1
14,4 20,3 23,2 232
10,0 9,3 10,0 9,0 10,0 8,7 10,0 8,2
10,0 16,0 20,0 21,3
7.3 9,0 7,0 9,0 6,6 9,0 6,3 9,0
11,8 16,6 19,0 19,0
5,2 8,2 4,9 8,2 4,5 8,2 4,0
13,1 16,4 17,5
34 7,4 3,0 7.4 2,5 7,4
13,6 15,6 15,6
2,0 6,7 1,5 6,7 0,7
13,4 14,3
0,8 6,1 0,4 6,1
12,7 12,7
0,2 5,5 -
11,7
- 5,0
10,4

Nota: Wytluszczong czcionka zaznaczono okresy, w ktorych korzystna jest realizacja opcji.

Rys. 3. Drzewo procesu wzrostu wartosci funkcji wyptaty lidera i wartosci opcji
dla pierwszych 7 lat

Przebieg gry przedstawiony jest na tab. 2. Sytuacja jest zgodna z analiza
teoretyczna przedstawiona w poprzedniej czgsci artykutu — w grze sa dwie row-
nowagi w strategiach czystych, zawierajace najlepsze odpowiedzi na strategie
przeciwnika dla kazdego gracza — zaznaczone pogrubiong czcionka.
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Tabela 2. Posta¢ strategiczna gry w opcje wezesnej inwestycji

Gracz 1 \ 972 Inwestowaé Czekaé
Inwestowaé (3,73;3.73) (7,32, 5,42)
Czekat (5,42;7,32) (5,42; 5,42)

Zastosowania strategii mieszanej prowadzi do rownowagi obliczonej zgodnie
ze wzorem (6): (0,53 Inwestowac + 0,47 Czekac; 0,53 Inwestowac + 0,47 Czekac),
zapewniajacej obydwu graczom wyplate rowna 5,42 min zt. Réwnowaga ta nie jest
paretooptymalna, gdyz przy braku koordynacji strategii daje tacznie graczom
10,84 miln zi. Gdyby mozliwa byla koordynacja strategii polegajaca na ustaleniu li-
dera i nasladowcy, ich taczna wyptata wyniostaby 12,74 min zt.

Nieznacznie rézniace sig podejscie do wyceny opcji rzeczywistej w warunkach
konkurencji, rozpatrujace decyzje strategiczne w kazdym wezle drzewa dwumiano-
wego, prezentuja N. Ferreira, J. Kar i L. Trigeorgis [2008]. Podejscie to prowadzi
jednak do podobnych rezultatow, jak przedstawione w niniejszej pracy.

Interesujace jest to, jakie beda strategie niesymetrycznych graczy. Zatézmy,
ze drugi z graczy ma nizsze naklady inwestycyjne, wynoszace 10 min zt. Funk-
cje wyplaty obydwu graczy, zaréwno jako lidera, jak i nasladowcy, pozostana
takie same. Zmienia si¢ natomiast wartosci opcji realizacji przedsigwzigcia dla
gracza o nizszych nakladach inwestycyjnych. Warto$¢ opcji nasladowcy, ktora
mozna wykona¢ w ostatnim, 12. roku, wynosi 9,37 mln z. Warto$¢ opcji lidera
wynosi 11,92 mln zt i mozna ja zrealizowa¢ analogicznie do przypadku syme-
trycznego w 6. roku. W sytuacji rownoczesnej inwestycji warto$¢ opcji dla gra-
cza 2 o niskich naktadach bgdzie rowna 8,00 mln zt. Przebieg gry asymetrycz-
nych graczy przedstawiony jest w tab. 3.

Tabela 3. Posta¢ strategiczna gry w opcj¢ wczesnej inwestycji dla asymetrycznych graczy

Gracz 1\ 9722 Inwestowaé Czekaé
Inwestowaé (3,73; 8,00) (7,32; 9,42)
Czekac (542;11,92) (5.42;9.37)

Gra ma dwie rownowagi w strategiach czystych, analogiczne do réwnowag
w grze symetrycznej. Rownowaga w strategiach mieszanych, obliczona zgodnie ze
wzorem (6), ale odrgbnie dla kazdego z graczy, przyjmuje natomiast wartos¢: (0,64
Inwestowac + 0,36 Czekaé; 0,53 Inwestowac + 0,47 Czekac). Jest to zaskakujacy
wynik, gdyz inwestor o wyzszych nakladach inwestycyjnych bedzie z wigkszym
prawdopodobienstwem starat si¢ uzyskac¢ pozycje lidera. Wynika to z faktu, ze in-
westor o nizszych naktadach ma ,,mniej do stracenia” w przypadku rownoczesnej
inwestycji obydwu graczy, a gracz o wyzszych naktadach wigcej zyskuje przyjmu-
jac pozycje lidera.
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Wyptata gracza 1 o wysokich naktadach wyniesie bez zmian 5,42 min zi,
podczas gdy wyplata gracza o niskich nakladach inwestycyjnych wyniesie
9,37 min zl. Jest to rozwiazanie dalekie od optymalno$ci w sensie Pareto.
W przypadku koordynacji strategii, gdyby liderem byt gracz o wysokich nakta-
dach, taczna wyptata graczy wyniostaby 16,74 min zl, gdyby natomiast liderem
byt gracz o niskich naktadach, taczna wyptata osiagnetaby 17,34 min zt.

Podsumowanie

Obszerne badania z zakresu opcji rzeczywistych shuza znalezieniu najlep-
szej metody wyznaczania warto$ci opcji w sytuacji braku notowan gietdowych
instrumentu podstawowego, jakim jest rzeczowy projekt inwestycyjny. Badania
te nie biora jednak pod uwage mozliwos$ci pojawienia si¢ na rynku konkurencyj-
nych podmiotow, gdyz wykracza to poza problem samej wyceny opcji rzeczowej
jako odpowiednika opcji finansowe;j.

Przedstawiona w niniejszej pracy analiza wskazuje na to, jak znaczacy
wplyw na wartos¢ opcji ma zachowanie strategiczne potencjalnego konkurenta.
Rozwazany w pracy model wywodzi si¢ z tak zwanych gier w opcj¢ rzeczywista
(real option games), ktorych podstawa jest zroznicowanie dochodow lidera i na-
sladowcy w procesie wchodzenia na rynek.

W prostym przyktadzie liczbowym wzigto pod uwage strategie konkuren-
cyjnych firm w przypadkach jednakowych i réoznych wartosci naktadéw inwe-
stycyjnych, i ich wplyw na realizacje przedsigwzigcia — opcji rzeczowej. Brak
koordynacji strategii prowadzi do nieoptymalnych w sensie Pareto decyzji kon-
kurentow. Jest to szczego6lnie zaskakujace z tego powodu, ze gracz o wyzszych
nakladach inwestycyjnych z wigekszym prawdopodobienstwem probuje zostad
liderem, obnizajac dodatkowo paretooptymalno$¢ rownowagi w grze. Mozli-
wym rozwigzaniem wydaje si¢ zastosowanie mechanizmu sygnalizacji, dzigki
ktéremu inwestor o nizszych naktadach probowatby narzuci¢ swoja pozycje jako
lidera drugiemu graczowi o wyzszych naktadach.
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REAL OPTIONS AND GAME THEORY IN STRATEGIC INVESTMENT
DECISION MAKING

Summary: The aim of the article is to analyze the possibility of utilization of real op-
tions in conjunction with the game theory to make investment decisions providing pre-
emptive entry. The use of geometric random walk process allows to valuate an option for
the investment project — as leader or follower. The calculated values of the options allow
to find equilibrium strategy in the investment game for two players, who choose the
strategy of the leader or the follower. The numerical example using a binomial option
pricing model of Cox-Ross-Rubinstein showed surprisingly that for asymmetric players
with different capital expenditures, the player with higher investment costs more likely
uses the strategy of the leader.

Keywords: real option game, preemptive game, binomial model.



