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MODEL REGRESJI GRZBIETOWEJ
I JEGO WYKORZYSTANIE DO OCENY RYZYKA
INWESTYCYJNEGO - PRZYPADEK RYNKU METALI

Streszczenie: Modele regresji sa powszechnie wykorzystywanymi narzgdziami statysty-
ki, a takze innych nauk ilo$ciowych, stuzacymi do wykrywania zwiazkow w obrgbie
analizowanych danych oraz do prowadzenia predykcji wielkosci zestawu zmiennych
objasnianych na podstawie realizacji zestawu zmiennych objasniajacych. Istnieje wiele
metod umozliwiajacych szacowanie nieznanych parametrow modeli regresji, m.in.
MNK, MNW, MM, jednakze nie zawsze uzyskane estymatory spetniaja wymagane
zatozenia (co do swoich wiasnosci oraz co do wlasnosci modelu). Istotny stopien wspot-
liniowosci uniemozliwia wlasciwe wnioskowanie na podstawie modeli klasycznych.
W artykule podjeto probg wykorzystania regresji grzbietowej do modelowania ryzyka
inwestycji na rynku metali. Model wykorzystuje parametr kary, umozliwiajacy redukcje
zmiennych wspotliniowych, a tym samym uzyskanie prostszej postaci funkcji regresji.
Dodatkowo zmniejsza si¢ obcigzenie oraz wariancja estymatorow parametrow modelu.

Stowa kluczowe: model regresji, regresja grzbietowa, rynek metali, wspoiliniowosc,
ryzyko.

Wprowadzenie

Modelowanie zjawisk gospodarczych jest jednym z gldéwnych obszarow za-
stosowania narzedzi nauk ilosciowych w praktyce. Poszukiwanie pewnych for-
malnych relacji w zbiorze zjawisk ekonomicznych prowadzi niejednokrotnie do
istotnego ich uproszczenia. Model, jako uogolniona reprezentacja rzeczywisto-
$ci, nie jest struktura idealna, gdyz z reguly oprocz tego, ze zazwyczaj zbytnio
symplifikuje rzeczywisto$¢, to ponadto niejednokrotnie zdecydowana wigkszosé
jego teoretycznych zalozen nie jest spetniona [Maddala, 2006]. Poprawny model



22 Dominik Krezotek

winien realnie oraz rzetelnie aproksymowac analizowane zjawisko. Nauka eko-
nomii, w ktorej szeroko wykorzystywane sa narzedzia modelowania, rozréznia,
W sposob jednoznaczny, model ekonomiczny oraz model ekonometryczny. Mo-
del ekonomiczny jest definiowany jako zbidr okreslonych zatozen i aksjomatow,
opisujacych funkcjonowanie gospodarki jako catosci, natomiast model ekono-
metryczny zdefiniowa¢ mozna jako swoiste relacje formalne zapisane za pomo-
ca okreslonych rownan matematycznych. Relacje te, co jest oczywiste, powinny
by¢ zgodne z teorig ekonomii [Welfe, 2003].

Jedna z funkcji modelu ekonometrycznego, oprocz formalnej deskrypcji
zjawisk gospodarczych, jest funkcja predykcyjna. Umozliwia ona prowadzenie
prognoz zjawisk ekonomicznych. Stad tez poprawna konstrukcja teoretyczna
powinna bazowac¢ na pelnej informacji, dotyczacej takiego zjawiska w przesztosci.
Niejednokrotnie obserwowalne sg zakltocenia i réznego rodzaju szumy informa-
cyjne, znieksztatcajace model. Ekonometria okresla je terminem ,,sktadnik loso-
wy”. Wprowadzanie zaburzen losowych do konstruktow teoretycznych jest istot-
ne, gdyz niejednokrotnie nie ma mozliwosci wyspecyfikowania wszystkich
mozliwych charakterystyk, opisujacych analizowany problem. Ponadto, duza
role¢ w funkcjonowaniu podmiotow gospodarczych, generujacych informacje
ekonomiczne odgrywa cztowiek, ktory czgsto podejmuje decyzje, niekoniecznie
zgodne z ogolnie przyjetymi dogmatami.

Odchodzac od kwestii merytorycznych definiujacych model ekonomiczny
i ekonometryczny, istotna rolg odgrywa jego wykorzystanie. W prezentowanej
pracy podjeto probg opisu jednego z liniowych modeli regresyjnych, rozpozna-
wanego w literaturze pod pojgciem ,,regresji grzbietowej” oraz jego zastosowa-
nia w ocenie ryzyka inwestycyjnego na rynku metali.

1. Ogodlny model regresji liniowej

Modelowanie regresyjne oraz analiza regresji to grupa metod statystyczno-
ekonometrycznych, opisujaca relacje pomigedzy pewnymi mierzalnymi wielko-
Sciami, zwigzanymi z badanymi zjawiskami, ktére to wielko$ci maja charakter
stochastyczny. Niech dany bedzie model ogolny postaci:

y = f(x1, Xg, e, Xg) + € ()

gdzie y oznacza zmienng objasniang (regresant, zmienna zalezna), x oznacza
zbidr k zmiennych objasniajacych (regresorow, zmienne niezalezne), f(-) jest
pewna funkcja spehniajaca zado$é odwzorowaniu R¥ — R, natomiast ¢ jest reali-
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zacja sktadnika losowego. Zaktada si¢ ponadto, ze warto$¢ oczekiwana sktadni-
ka losowego jest rowna zero.

Niejednokrotnie reprezentacja matematyczna postaci f () jest znana, z wy-
jatkiem wspoétczynnikow kierunkowych f8;, (i = 1, ..., k) przy poszczegolnych
regresorach, nazywanych parametrami strukturalnymi modelu. W pracy ograni-
czono si¢ do szczegodlnej postaci funkeji f(+), a mianowicie do postaci funkcji li-
niowej wzgledem parametrow £y, .

Analizowanie zjawisk ekonomicznych przy wykorzystaniu narzedzi regresji
determinuje konieczno$¢ okreslenia zmiennej zaleznej oraz zmiennej niezalez-
nej. Jednakze koncentrowanie si¢ na podej$ciu uwzgledniajacym tylko jedna
zmienng objasniajaca (model regresji liniowej prostej), zdaje si¢ dalece idacym
uproszczeniem, abstrakcyjnym w konteks$cie obserwowanych relacji pomigdzy
zjawiskami gospodarczymi. Tym samym zdefiniowano tzw. liniowy model re-
gresji wielorakiej, ktorego reprezentacja jest nastgpujaca:

Vi = f(Xi1, Xizs oo Xiks Brs Bzs s Br) + & = PrXin + PoXip + -+ Brxix + & (2)

gdzie y; € R, x;;, jest k-wymiarowym wektorem zmiennych objas$niajacych, Sy
jest wektorem nieznanych parametréw strukturalnych modelu, natomiast &; jest
sktadnikiem losowym, spetniajacym postulat i.i.d.

Popularna jest reprezentacja macierzowa postaci y = X8 + €. Problem ana-
lityczny polega na oszacowaniu nieznanych parametrow [, na podstawie reali-
zacji zmiennej zaleznej i zmiennych niezaleznych. Istnieje wiele metod estyma-
cji parametréw liniowego modelu regresji, jednakze najwigksza popularno$é
zyskaly Metoda Najmniejszych Kwadratow (MNK) oraz Metoda Najwigkszej
Wiarygodnosci (MNW). Wigksza efektywnoscia estymatorow cechuje si¢ meto-
da MNW, jednakze wymaga ona znajomosci funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa analizowanych zmiennych, co w praktyce jest rzadkoscia.

Gltowne zatozenia modelu regresji liniowej postuluja iz: (a) warto$¢ ocze-
kiwana skladnika losowego E[g;] =0, (b) wariancja skladnika losowego
D?[g;] = 02 oraz ze (c) skladniki losowe sa niezalezne. Wprowadzajac dodat-
kowe zalozenie, ze 6w skladnik losowy posiada rozklad normalny, estymacja
parametrow strukturalnych modelu (2) w formie macierzowej sprowadza si¢ do
rozwiazania zagadnienia optymalizacji, minimalizujacego wyrazenie:

o) =y —XB)"(y — XB) 3)

W przypadku spetienia powyzszych zatozen, wyrazenie (3) wyznacza ta-
kie same estymatory nieznanych parametréw modelu, niezaleznie od przyjetej
metody estymacji MNK czy MNW. Rozwiazaniem jest wyrazenie:

B= ") X"y (4)
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Powyzszy wzor pozwala na oszacowanie wektora nieobciazonych estymato-
réw nieznanych parametrow modelu, cechujacych si¢ ponadto minimalng wariancja.
Nalezy jednoznacznie wskaza¢, kiedy wariancje estymatora nalezy uzna¢ za rela-
tywnie mata. Rodzi si¢ problem struktury macierzy X”X, ktéra moze by¢ macierza
,.,okotoosobliwa™', a tym samym niemozliwa do odwrdcenia. Stad wyznaczenie
ocen parametrow [, jest nicosiagalne. Rozwigzaniem jest wprowadzenie pewnego
dodatkowego parametru w modelu, zwanego parametrem kary, definiujac tym sa-
mym nowa struktur¢ modelu regresji, znanego w literaturze pod nazwa ,regresji
grzbietowe]” (ang. ridge regression).

2. Model regresji grzbietowej

Prezentowany w poprzednim podrozdziale model regresji wielorakiej zaktada,
iz sktadnik losowy &; ma warto$¢ oczekiwana rdwna zero oraz wariancje rowna o2.
Ostatni warunek mozna zapisa¢ za pomoca macierzowej struktury kowariancyjnej
jako E[eT€] = 021, gdzie I,, jest macierza jednostkowa o wymiarze n X n. Proce-
dura estymacji parametréw modelu (2) poprzez oszacowanie wektora (4), spetniaja-
cego warunek nieobciazonos$ci 1 najwigkszej efektywnosci, znana jest pod nazwa
procedury Gaussa-Markova. Jednakze stosowanie jej wymaga spelienia zados¢
zalozeniu, iz macierz korelacji XTX jest macierza jednostkowa (lub prawie jednost-
kowa). Jezeli to zatozenie nie jest spetnione, to oszacowania najmniejszych kwadra-
tow sa obciazone bledem sktadnika losowego modelu.

A.E. Hoerl i R.W. Kennard [1970] zaproponowali rozwiazanie tego problemu
poprzez uzupetienie komponentu (XTX)~! wektora parametréow {8 parametrem
kary A, usuwajac osobliwoéé macierzy X' X. Stad uzyskano nastepujacy estymator
grzbietowy modelu regresjiy = Xf3 + € postaci:

B=X"X-21,)"X"y (%)
bedacy rozwiazaniem problemu optymalizacyjnego postaci:
min{6(B)} = min{(y — Xp)" (y — XB) + 2X"X} (6)

Parametr kary okreSlony jest na zbiorze R, U {0}, przy czym warto$¢ A = 0
generuje estymatory parametrow modelu zgodne z MNK. Dodatkowo, wraz ze
wzrostem warto$ci parametru kary zmniejsza si¢ suma wariancji komponentéw
estymatora grzbietowego Sy, co powoduje, iz jego $redni blad kwadratowy generuje
nizsze wartosci niz ten sam, uzyskany za pomoca MNK. Tym samym pojawia si¢

' O wyznaczniku w otoczeniu wartoéci zero [przyp. aut.].
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problem ustalenia optymalnej wielkosci parametru A, silnie zaleznego od ilosci pa-
rametrow wejsciowego modelu. A.E. Hoerl i R.W. Kennard sugeruja, by jego war-
to$¢ szacowaé za pomoca estymatora 62 wariancji resztowej modelu, ktora jest
nieobciaZonym estymatorem nieznanej wariancji 62 oraz za pomoca ocen MNK dla
parametrow strukturalnych S, badanego modelu.

W literaturze istnieje wiele alternatywnych metod szacowania parametru kary
jak rowniez wiele alternatywnych zapisow modeli regresji grzbietowej [Becker,
Fried, Kuhnt, 2013]. Najpopularniejsze z nich zaprezentowano w tab. 1.

Tabela 1. Najpopularniejsze estymatory parametru kary A

Estymator Hoerla Estymator Hoerla, Estymator Lawlessa
i Kennarda Kennarda i Baldwina i Wanga
Estymat tru A A o 1 kg 1 ko?
stymator parametru HK = 70— HKB = =55 W= s
Bhax DY 1 BTXTXP

Zrodto: [Hoerl, Kennard, 1970, s. 64; Hoerl, Kennard, Baldwin, 1975, s. 111; Lawless, Wang, 1976, s. 314].

B.M.G. Kibria [2003] zaproponowat, by parametr kary szacowaé przy wyko-
rzystaniu $redniej arytmetycznej (7), geometrycznej (8) badz mediany (9). Tym
samym formuly sa nastepujace:

R 2
Aam = — )
1
Agm = 62(1—[{'{:1 ,Biz) “ @®)
N ~2
Ane = Me(zz} ©)

Jak wynika z powyzszych wzorow estymatory parametru kary A zalezne sg od
liczby regresorow, uwzglednionych w wejsciowym modelu. Ponadto, mozna wyka-
zaC, iz przy zalozeniu jednakowych warto$ci parametrow strukturalnych modelu

=2
wszystkie prezentowane estymatory sa zbiezne do wartosci %, pierwotnie zapropo-

nowanej przez A.E. Hoerla i R.W. Kennarda.

3. Regresyjny model rynkowy

Analiza regresji znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach nauki, jednakze
szczegdlne znaczenie ma ona w analizach rynkowych, w tym dla danych pochodza-
cych z rynkéw finansowych. W obrebie tej kategorii rynkow najpopularniejsze sa
modele ogodlnie definiowane jako modele wskaznikowe, estymujace wielkosci wy-
branych aktywow finansowych w zaleznos$ci od szeregu roznych czynnikow, ktore
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istotnie moga ksztattowac ich poziom. W prezentowanej pracy skoncentrowano si¢
na modelach okreslanych jako modele arbitrazowe, ktore zostaly zaproponowane
przez S.A. Rossa [1976]. Model ten przyjmuje formalna postac:

1; = Bo + B1Fin + -+ BiFi + & (10)

gdzie r oznacza zmienng ryzyka, ktorej wartosci zalezne sg od zestawu pewnych k-
czynnikow Fj,.

Czytelnik bez problemu rozpozna w modelu (10) reprezentacjg zapisana wzo-
rem (2). W analizie ryzyka model arbitrazowy umozliwia pomiar wrazliwosci
zmiennej ryzyka na ksztattowanie si¢ determinujacych ja czynnikow [Jajuga, 2009].
Przy zatozeniu zasady ceferis paribus mozna interpretowac¢ wptyw poszczegdlnych
determinant na poziom zmiennej zaleznej. Ograniczajac wzor (10) do wariantu jed-
noczynnikowego 1 okreslajac ten czynnik jako indeks rynkowy, definiuje si¢ tzw.
jednoczynnikowy model Sharpe’a. Wspotczynnik kierunkowy w modelu Sharpe’a,
okreslany jako wspotczynnik beta, informuje o wrazliwo$ci zmian zmiennej ryzyka
zaleznie od kierunku zmian rynku. W prezentowanej pracy wykorzystano podejscie
wielowskaznikowe.

4. Zastosowanie modelu regresji grzbietowej w ocenie
ryzyka inwestycji na rynku metali

Poziom rozwoju wspotczesnych gospodarek zarowno tych wschodzacych, jak
1 0 ugruntowanej mig¢dzynarodowej pozycji, determinowany jest bardzo wieloma
czynnikami. W prezentowanej pracy wybrano jedna z galezi gospodarki, istotng
z towarowego oraz finansowego punktu widzenia — rynek metali. W kontekscie
towarowym rozwazania dotycza gospodarczego wykorzystania metali. Znajduja one
szerokie zastosowanie w przemysle konstrukcyjnym, motoryzacyjnym, produkcji
matego i duzego AGD, przemy$le wojskowym, lotniczym itd. Mozna takze wskaza¢
bardziej subtelny obszar zastosowan — medycyng. Z kolei finansowy charakter ryn-
ku metali, powiazany jest z mozliwo$cia lokowania §rodkéw finansowych w tego
rodzaju aktywa, gdyz sa notowane na gieldzie (przyktadowo London Metal
Exchange, LME). Jednakze metale to nie tylko towar ,,produkcyjny” — metale to
takze dobro jubilerskie. Inwestorzy kupujacy szlachetne kruszce, traktuja je jako
alternatywe dla klasycznych inwestyciji w papiery wartoSciowe. Ciekawym przykia-
dem jest sytuacja na rynku ztota w okresie kryzysu finansowego na §wiecie w latach
2007-2010. Ceny ztota osiagaly w tym okresie ponadprzeci¢tne poziomy, podczas
gdy na rynku akcji panowata silna bessa.
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Przechodzac do kwestii zastosowania omawianego modelu regresji, zapropo-
nowano jego praktyczna aplikacje do oceny ryzyka inwestycji, podejmowanych na
rynku metali. Wykorzystano metale zaliczane do grupy niezelaznych: aluminium,
miedz, otdow, nikiel, cyng oraz cynk. Jako benchmark rynkowy wykorzystano indeks
LMEX (London Metal Exchange Index). Okresem badawczym sg lata 2006-2015.
Analizg prowadzono dla dziennych kurséw zamknigcia notowan metali oraz indek-
su. Dane pochodza z gietdy londynskiej LME. Zaproponowano model o strukturze
autoregresyjnej pierwszego rzedu nastepujacej postaci:

Pt = Bo + P1Pe—1 + B2Vme + BaVmi-1 + & (11)

gdzie p; oznacza cen¢ metalu w okresie t (lub t — 1), v, — warto$¢ benchmarku
w okresie t (lub t — 1), B;, (i = 1,2,3) oznacza parametry strukturalne modelu,
Bo reprezentuje wyraz wolny, natomiast €, — realizacjg skladnika losowego. Mo-
del (13) zaktada, ze obecny kurs notowan metalu zalezy od warto$ci benchmarku
w badanym okresie oraz kursu tego metalu i wartosci benchmarku w okresie po-
przednim. Na rys. 1 przedstawiono kursy zamknigcia dla metali i benchmarku
w calym analizowanym okresie.

ALUMINIUM MIEDZ

‘‘‘‘‘

CYNA CYNK

LMEX

Rys. 1. Kursy notowan metali oraz indeksu LMEX w latach 2006-2015



28

Dominik Krezotek

Wykresy sugeruja zgodny kierunek zmian kurséw notowan poszczegdlnych
metali z kierunkiem zmian benchmarku, jakim jest indeks LMEX. Istnieje zatem
przypuszczenie, ze wystepuje dodatnia korelacja pomigdzy tymi wielkoSciami. Wy-
niki analizy zaleznosci przedstawiono w tab. 2.

Tabela 2. Wspotczynniki korelacji dla analizowanych zmiennych

ALUMINIUM | MIEDZ | OLOW | NIKIEL CYNA CYNK | LMEX
ALUMINIUM 1,0000 0,5353 0,2851 0,7628 -0,0138* | 0,6786 | 0,8035
MIEDZ 0,5353 1,0000 0,6194 0,4187 0,6634 0,3268 | 0,9017
OLOW 0,2851 0,6194 1,0000 0,3656 0,5759 0,1307 | 0,6017
NIKIEL 0,7628 0,4187 0,3656 1,0000 -0,0683 0,7905 | 0,7448
CYNA -0,0138%* 0,6634 0,5759 -0,0683 1,0000 -0,3020 | 0,4179
CYNK 0,6786 0,3268 0,1307 0,7905 -0,3020 1,0000 | 0,6288
LMEX 0,8035 0,9017 0,6017 0,7448 0,4179 0,6288 1,0000

* wspolczynnik korelacji statystycznie nieistotny

Wszystkie wspotczynniki korelacji okazaly sig statystycznie istotne poza
para aluminium i cyna. Interpretujac zwiazek kursow metali z kursem indeksu
LMEX, zaobserwowano zalezno$¢ dodatnia silna badz umiarkowanie silng. Naj-
silniejsza korelacje przedstawiono na rys. 2.

LMEX vs. MIEDZ
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Rys. 2. Wykres rozrzutu pomigdzy kursem miedzi a kursem LMEX
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W kolejnym etapie badania przeprowadzono analize regresji. Estymowano
model regresji wielorakiej, ktérego parametry strukturalne wyznaczane sa zgod-
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nie ze wzorem (6) oraz model regresji grzbietowej, dla ktorego wektor parame-
trow estymowany jest zgodnie ze wzorem (7). Dla modelu regresji grzbietowe;j
przyjeto warto$ci parametru kary A zgodnie z formutami Ay p oraz A,y z tab. 1.

Wyniki oszacowania modelu regresji wielorakiej za pomoca estymatora
MNK przedstawiono w tab. 3.

Tabela 3. Parametry modelu regresji — estymator MNK

Parametr Aluminium Miedz

Bo B B, Bs Bo B B, Bs
Estymator -2,1584 | 0,9953* | 0,5076* | -0,5040* | 2,4533 | 0,9966* | 2,2034* | -2,1967*
Blad standardowy 2,4595 0,0017 | 0,0076 0,0077 5,4850 | 0,0016 | 0,0174 0,0177
Parametr Otow Nikiel

Bo B B, Bs Bo B B, Bs
Estymator 0,6969 | 0,9961* | 0,5987* | -0,5964* | 24,0203 | 0,9976* | 6,7763* | -6,7691*
Blad standardowy 4,1881 0,0018 | 0,0131 0,0132 | 51,2503 | 0,0016 | 0,1509 0,1511
Parametr Cyna Cynk

Bo B B, Bs Bo B B, Bs
Estymator -42,0681 | 0,9978* | 3,8046* | -3,7789* | 5,6407 | 0,9978* | 0,7625* | -0,7627*
Blad standardowy 34,3772 | 0,0012 | 0,1072 0,1074 3,7310 | 0,0013 | 0,0118 0,0118

* Parametr statystycznie istotny na poziomie < 0,0001

Wryniki estymacji modeli liniowych, opisujacych kursy gietdowe analizo-
wanych metali wskazuja na statystycznie istotne warto$ci parametréw struktu-
ralnych dla wszystkich analizowanych zmiennych niezaleznych. Ceny obecne
wykazuja jednokierunkowe zmiany, porownujac je z cenami w dniu poprzednim.
Podobne wnioski mozna odnie$¢ w stosunku do relacji z indeksem LMEX, jed-
nak wskazuja one na wyzsze ryzyko niz w przypadku inwestycji w sam indeks.
Kursy metali reaguja agresywnie w stosunku do zmian obserwowanych na poziomie
benchmarku. Wyjatkiem sa inwestycje w aluminium oraz cynk. Biorac pod uwage
warto$ci indeksu LMEX z okresu poprzedniego, ceny metali sa przeciwnie skorelo-
wane, z rownie wysokim poziomem ryzyka. Mozna zatem wysuna¢ przypuszczenie,
ze ryzyko w poréwnaniu z indeksem w dniu obecnym i poprzednim bilansuje sig.

Wryniki oszacowania modelu regresji wielorakiej przy wykorzystaniu esty-
matora grzbietowego przedstawiono w tab. 4.

Tabela 4. Parametry modelu regresji — estymator grzbietowy

Parametr Aluminium Miedz
Bo B B, Bs Bo B B, Bs
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estymator -2,1634 | 0,9961* | 0,4992* | -0,5011* | 2,4534 | 0,9979* | 2,2047* | -2,1896*
Blad standardowy 24571 0,0018 0,0069 0,0072 5,4571 0,0015 0,0170 0,0153
Parametr Otow Nikiel
Bo | B | B | B B | B | B | B
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cd. tabeli 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estymator 0,6756 | 0,9788* | 0,6124* | -0,5988* | 24,0127 | 0,9988* | 6,7542* | -6,7428*
Btad standardowy 4,0945 0,0016 | 0,0101 0,0133 | 51,8412 | 0,0016 | 0,1436 0,1423
Cyna Cynk
Parametr = = = = = — = =
Bo B B, Bs Bo B B, Bs
Estymator -42,1347 | 0,9979* | 3,7913* | -3,8217 5,6654 | 0,9963 0,7698 -0,7543
Blad standardowy 34,3924 | 0,0012 | 0,1127 0,1023 3,7129 | 0,0012 0,0116 0,0109

* Parametr statystycznie istotny na poziomie < 0,0001

Interpretujac wyniki uzyskane za pomoca estymatora grzbietowego, stwier-
dzono, ze, podobnie jak w przypadku estymatora MNK, statystyczna istotno$¢
wykazuja wszystkie zmienne niezalezne. Wyrazy wolne w modelach sa staty-
stycznie nieistotne. Porownujac btedy standardowe, zauwazono nieznaczne ich
obnizenie, jednakze nie jest to zmiana znaczaca z punktu widzenia walidacji
modelu. Wnioski te potwierdzaja oszacowania parametru kary dla kazdego mo-

delu, ktore zaprezentowano w tab. 5.

Tabela 5. Oszacowania parametru kary

Parametr Aluminium Miedz

Ankp Aw Aopr Ankp Aw Aopr
Estymator 0,0012 0,0024 0,0020 0,0004 0,0012 0,0010
Parametr Otow Nikiel

Ankp Aw Aopr Ankp Aw Aopr
Estymator 0,0025 0,0048 0,0050 0,0018 0,0028 0,0050

Cyna Cynk

Parametr 3 = = = = =

Ankp Aw Aopr Ankp Aw Aopr
Estymator 0,0020 0,0027 0,0080 0,0012 0,0024 0,0030

* Optymalna warto§¢ parametru kary w sensie metody uogoélnionej walidacji krzyzowej (ang.
Generalized Cross-Validation, GCV)

Oszacowane parametry kary dla kazdego z modeli, opisujacych ceny kur-
sow metali przyjmuja warto$ci bliskie zeru. Wnioskowa¢ mozna zbiezno$¢ ocen
estymatora grzbietowego w ocenami uzyskanymi za pomoca estymatora MNK.
Wynik jest zgodny z teoria, ktora mowi, ze dla A — 0 estymator grzbietowy jest
zbiezny z estymatorem MNK.

Podsumowanie

W pracy podjgto probe zastosowania modelu regresji grzbietowej do oceny ry-
zyka inwestycyjnego na rynku metali. Modele regresyjne znajduja szerokie zasto-
sowanie w opisie zjawisk gospodarczych, bez wzgledu na rynek, na ktérym sa sto-
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sowane. Istotna jest taka konstrukcja modelu, by realnie opisywat rzeczywistosc.
Teoria ekonometrii 1 statystyki przedktada pewne zalozenia formalne, jakie powi-
nien spelni¢ model, jednakze w praktyce ich restrykcje sa zazwyczaj fagodzone.

W artykule zaprezentowano model regresji grzbietowej. Jego zastosowanie
jest zasadne w przypadku modelowania zjawisk ekonomicznych, cechujacych
si¢ silng wspotliniowoscig oraz autokorelacja sktadnika losowego. Porownujac
oceny estymatorow grzbietowych z estymatorami MNK, mozna wskazaé¢ na
poprawg jakosci modelu oraz zmniejszanie srednich bledow szacunku poszcze-
golnych parametrow strukturalnych. Regresja grzbietowa wykorzystuje pewien
parametr kary, ktory umozliwia spetnienie zado$¢ zalozeniu odwracalno$ci ma-
cierzy XTX, ktora w praktyce czesto jest osobliwa. W pracy przywotano wybrane
metody szacowania parametru kary, cz¢$¢ z nich zastosowano w praktyce.

Analiza empiryczna wykorzystania modelu regresji grzbietowej zostala za-
prezentowana na przyktadzie inwestycji, podejmowanych na rynku metali. Zato-
zono, ze kurs okreslonego metalu w dniu obecnym zalezny jest od kursu ben-
chmarku w tym dniu oraz dodatkowo od kursu metalu i kursu benchmarku
w dniu poprzednim. Wyniki pordéwnawcze dla estymatorow MNK oraz grzbie-
towych, wykazaly zbiezno$¢ ocen poszczegdlnych parametréw strukturalnych
modelu. Przestanka ku temu sa takze oceny parametru kary, zblizone do wartosci
zero. Wskazano na silny wptyw wielkosci indeksu na obserwowane kursy meta-
li. Ceny reaguja agresywnie w tym samym kierunku, co benchmark dla okresu
badanego oraz w przeciwnym kierunku niz benchmark dla okresu poprzedniego.

Biorac pod uwage przestanki zastosowania modeli regresji grzbietowej
w kontekscie zmniejszenia $rednich bledow szacunku parametrow struktural-
nych zaobserwowano, iz w przypadku prezentowanych modeli ta poprawa jest
znikoma. Bardzo mozliwe jest uzyskanie odmiennych wynikow w przypadku
analizy bazujacej na stopach zwrotu, co jest przedmiotem dalszych badan.
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RIDGE REGRESSION MODEL AND ITS APPLICATION IN INVESTMENT
RISK ASSESSMENT — THE CASE OF METALS MARKET

Summary: Regression models are commonly used statistical tool (and other quantitative
sciences), which allows for modelling relations within analyzed datasets. One of their
most important features is the prediction property. In the literature there are a lot of met-
hods for estimating unknown parameters of regression models, e.g. Maximum Likeliho-
od, Ordinary Least Squares etc., but estimated parameters not always meet the required
assumptions (regarding their properties itself and the properties of selected model). Co-
linearity between data prevents from correct inferring using classical models. The aim of
the article is the application of ridge regression model in risk assessment on the metals
market. The model uses so-called penalty parameter allowing for elimination of co-linear
variables and makes the model more simpler. Additionally, the bias of the estimators and
their variances reduce.

Keywords: regression model, ridge regression, metals market, co-linearity, risk.



