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UBEZPIECZENIA GRUPOWE MALZENSTW
UWZGLEDNIAJACE ZALEZNOSCI”

Streszczenie: W artykule sa rozpatrywane grupowe ubezpieczenia matzonkow. Przyj-
muje si¢, ze w odroznieniu od podejécia klasycznego, dlugosci zycia malzonkéw moga
by¢ zalezne. Struktura zaleznosci jest opisana funkcja taczaca (ang. copula). Wyznacza
si¢ wartosci aktuarialne trzech rent, a wyniki otrzymane dla réznych funkcji laczacych
poroéwnuje si¢ z wynikami uzyskanymi dla przypadku niezaleznosci. Rozpatruje si¢
wplyw stopnia zalezno$ci na wartosci tych rent.

Stowa kluczowe: ubezpieczenia grupowe, zaleznosc, renty, copula.

Wprowadzenie

Artykut dotyczy grupowych ubezpieczen matzenstw. Klasyczne podejscie
do tych zagadnien zaktada, ze dlugosci zycia poszczegélnych matzonkéw sa
niezalezne [Bowers i in., 1997]. Jednak nie jest to zalozenie realistyczne. Mat-
zonkowie mogg by¢ narazeni na wspdlne ryzyko powodujace zalezno$¢ dlugosci
ich przysztego zycia. Mozna tez zaobserwowa¢ wptyw $mierci jednego z mat-
zonkéw na dhugos¢ zycia drugiego, czyli moze tu wystgpowac tzw. syndrom
ztamanego serca [Denuit i in., 2001].

Celem artykutu jest wyznaczenie i zbadanie warto$ci aktuarialnych trzech
rodzajow rent: dyy.q|, dxy;n| oraz renty wdowiej, a takze poréwnanie przypad-

koéw, gdy istnieje wzajemna zalezno$¢ dlugosci zycia matzonkéw z klasycznie

* Projekt zostat sfinansowany ze §rodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podsta-
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stosowanym przypadkiem przyjmujagcym niezalezno$¢, zbadanie wptywu stop-
nia zalezno$ci oraz wptywu wyboru odpowiedniej funkcji taczacej na wartosci
aktuarialne tych rent. Struktura zalezno$ci zostala opisana za pomoca funkc;ji ta-
czacych (ang. copula). Artykut jest rozszerzeniem opracowania Heilpern [2011].

W punkcie pierwszym przedstawiono ogélne pojecia i zatozenia dotyczace
zagadnien poruszanych w pracy. Funkcje taczace zostaly omoéwione w punkcie
drugim, z kolei renty stanowig tres¢ nastepnego punktu. Ostatni, czwarty punkt
zawiera analiz¢ warto$ci aktuarialnej tych rent. Porownano warto$ci tych rent
z klasycznym przypadkiem zaktadajagcym niezalezno$é. Zbadano tez wplyw
stopnia zaleznos$ci na wielkos$ci aktuarialne tych rent.

1. Ogolne pojecia i zalozenia

Przedstawimy teraz podstawowe pojecia i oznaczenia zwigzane z zagadnie-
niami, ktére bedg tu poruszane. Symbolem T} bedziemy oznaczaé zmienng loso-
wa przedstawiajacg dalsze trwanie Zycia x-letniego me¢za. Zaktadamy, ze zmienna
ta przyjmuje wartoéci w skoficzonym przedziale [0, w], gdzie w jest gornym
wiekiem x-letniego mezczyzny. Bedziemy przyjmowaé, ze w! = 100 — x. Po-
dobnie okreslamy dalsze trwanie Zycia y-letniej zony TX | z gornym ogranicze-
niem wieku wy; .

Niech pM bedzie prawdopodobienstwem zdarzenia, ze x-letni matzonek
bedzie zyl jeszcze co najmniej ¢ lat. Jest to warto$¢ funkcji przezycia zmiennej
losowej T okre$lonej wzorem:

P(TY > x +1t)

M_p(TM>t)=P(TM > x + t|TM > x) = s
tPx (Ty ) (o |To ) P(T0M>x)

Podobnie okreslamy prawdopodobiefistwo ;py = P(Tf > t) przezycia ¢ lat
przez y-letnia zone. Prawdopodobienstwo to mozna tez wyznaczy¢ na podstawie
znajomosci intensywnosci zgonu meza:

1
uM = tlir(%?P(T,é"’ <t)
formuty:

t
Dy =exp| — f s ds
0

lub intensywnoécig zgonu zony uX.
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W artykule bgdziemy rozpatrywac zaleznosci miedzy wiekiem me¢za i zony.
W tym celu bedzie nam potrzebna znajomo$¢ rozktadu tacznego zmiennych TM
oraz ij{ . Laczna funkcja przezycia, czyli prawdopodobienstwo, ze oboje mat-

zonkowie przezyja jeszcze t-lat, bedzie okreslone symbolem:

Pry = P(TM > t,TK > t).
Mozna je rowniez przedstawi¢ wykorzystujac bezwzgledny wiek matzonkow
TM, TE liczony od ich urodzin:

Pry = P(TY > x + ¢, TE >y + t|TY > %, TE > y).

Interesowac nas tez bedzie prawdopodobienstwo zdarzenia, ze przynajm-
niej jedno z matzonkow przezyje jeszcze t-lat, czyli:

Pry = P(max{TM, T¥} > t) =1 -P(T¥ <, TX <t). (1)

Mozna je tez wyznaczyé, korzystajac ze wzoru [Youn, Shemyakin, Herman,
2002]:

tPxy = tP%y + tp31/(||x — tPxy (2)
gdzie:
tp%y =P(TY > x+t|TY > x, TE > y)

jest warunkowym prawdopodobienstwem zdarzenia, ze x-letni maz przezyje
jeszcze t lat, gdy jego zona ma ponad y lat. Podobnie okre§lamy tp§|| - Ponadto

zachodzi zalezno$¢ pM = tp,% jo- W przypadku niezaleznosci dtugoscei trwania
zycia meza i zony, czyli zmiennych T, Tf , wzor (2) przyjmuje znang postac
[Bowers i in., 1997]:

tPxy = tpalgl + tP;If — tPxy-

W punkcie 3, przy wyznaczaniu warto$ci aktuarialnej renty wdowiej, po-
trzebne nam bedzie nastgpujace prawdopodobienstwo:

Dry = P(TH <, T > t) =

=P(TY <x+t,TE >y +t|TV > x, TE > ).
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2. Funkcje laczace

Strukture zalezno$ci dalszego trwania zycia matzonkdéw mozna opisaé za
pomoca funkcji taczacej (ang. copula). Funkcja taczaca C jest tacznikiem mig-
dzy dystrybuantg rozktadu tacznego a dystrybuantami rozktadow brzegowych.
Dla dowolnych zmiennych losowych X, Y zachodzi wtedy relacja:

P(X<x, Y<y)=CPX<x),P(Y<y)).
Podobna zalezno$¢ mozna otrzymac dla funkcji przezycia:
POY>x, Y>y) = C'(P(X > x), P(Y> ).

Tak okreslona funkcja C jest rowniez funkcja taczaca spehniajaca dodatkowy
warunek [Nelsen, 1999]:

Cu,v)=u+v-1+C(1—-u,1-v).

W przypadku niezaleznych zmiennych losowych funkcja taczaca przyjmuje
prostg postac iloczynu:

(u, v) = uv.
Kazdg funkcje taczaca C mozemy ograniczy¢ z dotu i z gory, korzystajac z nie-
roéwnosci:
W(u, v) < C(u, v) < M(u, v),

gdzie funkcja taczaca W(u, v) = max{0, u + v — 1} oddaje silna ujemna zalez-
nos¢, a M(u, v) = min{u, v} silng dodatnig zaleznos¢. Funkcje taczace Wi M sa
zwigzane z dolnym i gérnym ograniczeniem Frecheta prawdopodobienstw tacz-
nych [Nelsen, 1999].

Korzystajac z ograniczen Frecheta oraz z faktu, ze M =M i W= W', mozna

poda¢ dolne i gorne ograniczenia prawdopodobienstw zdarzen, ze oboje oraz
przynajmniej jedno z malzonkéw przezyje jeszcze n lat:

max { py’ + tP;Iz( — 1,0} < (Pyy <min{ Dx, tpjlz(}v

1 -min{l- (py,1- tp311(}§ tPry < 1 —max{1l — Dy — tp311(a 0},

max{ (py — ¢py, 0} < tDx|y Smin{l — P ¢y }-

Opierajac si¢ na mierze zaleznosci, jaka jest wspotczynnik korelacji rang
Spearmana p, niezaleznosci oraz gornych i dolnych ograniczen Frecheta, moze-
my modelowac strukture zaleznosci wykorzystujac funkcje taczacg Merdii [De-
nuit i in., 2001]:

Me(u, v) = o W(u, v)+ mll(u, v) + msM(u, v).
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Jest to kombinacja wypukta tych trzech funkcji tgczacych o wspodtczynnikach
opartych na wspotczynniku Spearmana okreslonych wzorami:

= O,5p2/3(1 _ p1/3)’ = (1 _ p2/3)’ = 0’5p2/3(1 + p1/3).

Wiedzac, ze moga wystapic¢ jedynie zalezno$ci dodatnie, a tak zwykle be-
dzie w przypadku badania przezycia dalszych lat malzonkow, mozemy zastoso-
waé funkcje taczaca Spearmana [Heilpern, 2014] opartg na niezaleznoS$ci, gor-
nym ograniczeniu Frecheta oraz na wspoétczynniku korelacji Spearmana:

S(I/l, V) = (l - p)H(l/l, V) + pM(l/I, V).

Natomiast funkcje taczace Ali-Mikhail-Haq (AMH):
uv

CAq(u,v) = 1-a(l-w(d-v)

oraz Farlie-Gumbela-Morgensterna (FGM):
CF,(u,v) = uv + auv(1 — w)(1 — v),

zalezne od parametru a<[-1; 1], oddaja jedynie stabe zaleznos$ci. Jednak moze-
my je $miato zastosowac, poniewaz zaleznosci tego rodzaju zwykle wystepuja
w naszej sytuacji. Zbior osiggalnych warto$ci wspotczynnika korelacji Spearma-
na jest dla funkcji AMH w przyblizeniu przedziatem [-0,271; 0,478], a dla funk-
cji FGM [-1/3; 1/3]. Funkcja taczaca FGM spetia ponadto dwa istotne z punktu
widzenia zastosowan warunki: jest kombinacja wypukta skrajnych przypadkow
[Nelsen, 1999]:

CF(u, v) = ==CF.y(u, v) + —=CF(u, v)
oraz odpowiadajaca jej funkcja taczaca przezycia jest rowna:
CF,'(u, v) = CFy(u, v).
Innym przyktadem funkcji taczacej jest funkcja Gumbela:
CGy(u,v) = exp(—((= Inw)*+(— Inv) )/,

gdzie a > 1. Oddaje ona dodatnie zalezno$ci zmiennych losowych.

Prawdopodobienstwa przezycia zar6wno obojga, jak i przynajmniej jedne-
go z matzonkow mozemy okresli¢ korzystajac z funkcji taczacych. Zachodza
bowiem dla ustalonych x oraz y wzory:

tpxl/ = P(T;VI > t’ Tjg( > t) = ny*( tpjlya tp}ll()a

ey =1 P <t T <t)=1-Co(1— ', 1 — (p5).
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Funkcje faczace C,, zaleza od wieku matzonkoéw: x oraz y. W praktyce jest to
zwykle niewygodne i lepiej wykorzysta¢ funkcje taczaca C, dotyczacg bez-
wzglednego, zerowego wieku matzonkow:

Py =PI > x + 6, TE >y + t|TY > x, TE > y) =
_ Cg(x+tp34: y+tP(I)<)
Co(xP0’» yP3)

Pemy = Cg( x+tpg/1' yp(l)() + CS( xpéwl y+tp(1)() - Cg( x+tpg/1' y+tp(1)()
T Co (P, ypE)

)

)’

poniewaz:
M CoCxstP0's yPO)
TS

p _ Cg( xpéw' y+tp(1)<) - C(;( x+tp(1;4» y+tp(1){)
b Co(pd, yPK)

Ponadto zachodzi zaleznos¢:

_ Co( x+tP6VI' y+tp(l){)
Cg(xpg[' yptl)() -

tpﬁzl

3. Renty

W artykule bedg rozpatrywane trzy rodzaje rent. Pierwszg z nich bedzie sta-
fa renta wyplacana przez n lat malzenstwu: x-letniemu mezowi 1 y-letniej Zonie,
gdy oboje zyja. Jesli tak okre$lone $wiadczenie bedzie wynosi¢ jednostke pie-
nigzna, to warto$¢ aktuarialna jest okreslona wzorem:

n

— k
axy;ﬁ| - Z v kpxy:

k=1
gdzie v= (1 + &), a &jest techniczna stopa zwrotu.
Druga renta bedzie $wiadczenie wyplacane przez » lat, gdy przynajmniej
jeden wspotmalzonek zyje. Jej warto§¢ aktuarialna jest rowna:
n

— k
aﬁ;m = Z v kpﬁ

k=1
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W obydwu przypadkach mozna tez rozpatrywac renty dozywotnie:
Axy = Axy;| Axy = Axy;x|-

Natomiast renta wdowia gwarantuje y-letniej wdowie wyplate az do jej
$mierci, po $mierci x-letniego meza. Wartos¢ aktuarialna tej renty wynosi:
wy
— k K
Axly = Z V" kPy|lx-
k=1
oL L L . . - .
Symbolami a5, Gxy;a), Axjy bedziemy oznaczaé wartosci aktuarialne tych
rent, gdy zmienne losowe Ty, Ty sa niezalezne.

4. WartoS$ci aktuarialne rent

Denuit i in. [2001] przeprowadzili badania dotyczace zalezno$ci dlugosci
zycia wspotmatlzonkdéw. Jedno badanie byto oparte na modelu wykorzystujacym
tancuch Markowa. Wykorzystano w tym przypadku zagregowane dane z belgij-
skiego urzedu statystycznego NIS. W drugim badaniu struktura zaleznosci zosta-
fa scharakteryzowana za pomoca funkcji taczacych. Niestety w tym przypadku
potrzebne byly szczegotowe, a nie zagregowane dane. Tych danych nie mozna
bylo otrzymaé¢ od urzedu NIS. Autorzy zebrali je z brukselskich cmentarzy.
Wspoélczynnik korelacji rang Spearmana dlugosci zycia wspoimalzonkow byt
rowny 0,139. Do otrzymanych danych najlepiej byta ,,dopasowana” funkcja ta-
czaca Gumbela z parametrem o = 1,1015.

Podobne badania zostaty przeprowadzone w Polsce i opublikowane w pracy
Heilpern [2011]. Dane szczegotowe liczace 360 jednostek dotyczace dlugosci
zycia wspotmalzonkow zostaly zebrane z dwoch cmentarzy wroctawskich. W tym
przypadku otrzymano wicksza zalezno$¢. Wspolczynnik korelacji Spearmana
wynosit p = 0,235, a funkcja taczaca AMH z parametrem a = 0,5879 najlepiej
,pasowata” do danych empirycznych.

Przyjmijmy najpierw, ze malzonkowie maja po 60 lat, czyli x = y = 60. Wy-
znaczymy dla réznych n wartosci aktuarialne rent a7 Oraz azy,q|, gdy dalsze
dlugosci ich zycia sg niezalezne oraz gdy ich taczny rozklad jest opisany za po-
mocg funkcji taczacej Merdia i Spearmana dla p = 0,235. Sytuacja ta razem
z gornymi i dolnymi ograniczeniami warto$ci aktuarialnych renty ..z zostata
przedstawiona na rys. la). Mozna zauwazy¢, ze migdzy warto$ciami aktuarial-
nymi renty, gdy struktura zaleznos$ci jest opisana funkcjami faczacymi Merdia
1 Spearmana, nie ma praktycznie réznicy, a wartosci te sg wicksze niz w przy-
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padku niezaleznosci. Oznacza to, ze gdyby rzeczywista zalezno$¢ byta opisana
funkcja taczaca Merdia lub Spearmana, a w praktyce przyjelibysmy niezalez-
nos$¢, to wartosci aktuarialne tej renty bytyby niedoszacowane. Réznica ta rosta-
by wraz ze wzrostem czasu realizacji renty n, ale stabilizowalaby si¢ po n = 30
latach. Rzeczywista warto$¢ bytaby o 12,0% wigksza, goérna granica o 16,6%
wigksza, a dolna o 11,4% mniejsza.

14 - ay
12
10
8 -
6 -
44 S - dolne gorne niezalezne
2 -
----- Spearman = = = Merdia

0 T T T T T T T 1 n

0 5 10 15 20 25 30 35 40

a)
Aoy
12 - xy;f| @ emmmm e — ===
oS

10 -+
8 .
6 .
4 niezalezne = = = Merdia
2 - — - =AMH === FGM
O T T T T T T T 1 n

0 5 10 15 20 25 30 35 40

b)

Rys. 1. Wartosci aktuarialne renty a5 dla roznych funkeji faczacych

Zrédto: Opracowanie whasne.

Na rysunku 1b) zostaly przedstawione wartosci aktuarialne renty ayy.q,
gdy struktura zaleznosci bezwzglednego (zerowego) wieku matzonkow zostala
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opisana za pomoca funkcji taczacej AMH, FGM, niezaleznosci oraz Merdia. Pa-
rametry funkcji taczacych zostaly tak dobrane, aby odpowiadajacy im wspot-
czynnik rang Spearmana wynosit p = 0,235 — tyle, ile otrzymano w badaniach
przedstawionych w pracy Heilpern [2011]. Dla funkcji taczacej AMH parametr byt
rowny a = 0,5879, dla funkcji FGM a = 0,7049, a dla funkcji Merdia m; = 0,0729,
m, = 0,6192 oraz m; = 0,3079. I w tym przypadku, przyjmujac niezalezno$¢, nie
doszacowujemy wartos$ci tej renty, gdyby rzeczywista struktura zalezno$ci dhu-
gosci zycia wspotmatzonkoéw bytaby opisana funkcja taczaca AMH lub FGM.
Wartos$ci aktuarialne renty dla tych dwoch funkcji taczacych rowniez sg prak-
tycznie nierozroznialne. Nie jest wigc istotne w tym przypadku, ktora funkcje ta-
czacag wybierzemy do obliczen. Powyzej n = 30 lat nastgpuje stabilizacja, a war-
tosci tak wyznaczonej renty sa wtedy wigksze o 4,5% od renty otrzymanej, gdy
zaktadamy niezalezno$¢, oraz o 6,9% mniejsze, gdyby struktura zalezno$ci byta
opisana za pomocg funkcji tgczacej Merdia (patrz tabela 1). W tabeli 1 znajduja
si¢ wzglgdne wartosci aktuarialne renty a7 dla roznych funkcji taczacych.
Za punkt odniesienia przyjeto funkcj¢ taczacg AMH.

Tabela 1. Wartosci aktuarialne renty a5 dla réznych funkcji taczacych

n 5 10 20 30 40
AMH 4,229 7,295 10,573 11,289 11,316
Niezalezne 0,992 0,984 0,965 0,956 0,955
Merdia 1,010 1,019 1,040 1,063 1,069
Spearman 1,009 1,018 1,038 1,061 1,067
FGM 0,999 0,998 0,999 1,001 1,001

Zrodto: Opracowanie whasne.

W przypadku renty azy,7 sytuacja jest odwrotna. Przyjecie zatozenia o nieza-
leznosci dlugosci trwania zycia matzonkoéw spowoduje przeszacowanie wartosci
aktuarialnej tej renty, gdyby zalezno$¢ ta byta opisana w rzeczywistosci funkcja
taczaca AHM czy FGM. Jednak roznice te sg minimalne. GdybySmy przyjeli
funkcje taczaca Merdia, to rdznica nie przekroczy 2,8%, a dla przypadkow
skrajnych, dolnego i goérnego ograniczenia nie bgdzie wigksza niz 10%. Nato-
miast stabilizacja dla wigkszych wartosci n jest w tym przypadku troche mniej-
sza. Odpowiednie wykresy znajduja si¢ na rys. 2a i 2b. W tym przypadku z prak-
tycznego punktu widzenia nie jest w zasadzie istotne, jaka funkcje laczaca
wezmiemy do wyznaczania aktuarialnej warto$ci renty. Mozna $miato zatozy¢
nawet niezalezno$¢ dtugosci zycia malzonkow.
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Rys. 2. Wartosci aktuarialne renty agy,q) dla roznych funkcji taczacych

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy wartosci aktuarialnych renty wdowiej
ay, dla réznego wieku x $mierci me¢za. Najwigksze wartosci, gdy zalozymy nie-

zalezno$¢ dtugos$ci zycia matzonkdw, wystepuja dla x = 55. Wtedy dolna granica

jest mniejsza o 35%, a gorna wigksza o 30%. Roznice te sa wyraznie wigksze
niz w przypadku dwodch pierwszych rent. Dolna granica wraz ze wzrostem war-

tosci x dazy gwaltownie do zera. Natomiast gdy struktura zaleznosci jest opisana
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funkcjami faczacymi Merdia lub Spearmana, otrzymujemy wartosci aktuarialne
renty wdowiej mniejsze niz w przypadku niezaleznos$ci.

niezalezne

----- Spearman ~<

0 T T T T T T 1 x

30 40 50 60 70 80 90 100

a)

niezalezne - = = Merdia

30 40 50 60 70 80 90 100

b)

Rys. 3. Wartosci aktuarialne renty wdowiej dla réoznych funkcji taczacych

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Poréwnujac wartosci aktuarialne renty wdowiej dla przypadku, gdy struktu-
ra zaleznosci jest opisana funkcjami taczagcymi AMH 1 FGM z klasycznym zato-
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zeniem o niezaleznosci, otrzymujemy sytuacj¢ odmienng niz dla pozostatych
dwoch rent. W tym przypadku dla wieku x < 66 wartosci aktuarialne renty dla
niezalezno$ci sg wicksze niz dla funkcji taczacych AMH i FGM. To znaczy
przyjmujac zalozenie o niezaleznosci wieku matzonkéw, gdy w rzeczywistosci
ich struktura zalezno$ci jest opisana funkcjg taczaca AMH lub FGM, ktore sa
w zasadzie nierozrdznialne, przeszacowujemy ich wartosci. Roznice jednak nie
przekraczaja 7% (tabela 2). Dla wieku x > 66 wartosci dla niezalezno$ci sa juz
mniejsze, wystapi efekt niedoszacowania, jednak juz troch¢ mniejszy.

Tabela 2. Wartosci aktuarialne renty wdowiej dla ré6znych funkcji taczacych

X 30 40 50 55 60 70 80 90
AMH 3,270 3,992 4,559 4,687 4,666 4,138 3,024 1,673
Niezalezne 1,069 1,066 1,055 1,043 1,026 0,982 0,946 0,967
Merdia 1,188 1,193 1,192 1,185 1,174 1,146 1,134 1,177
Spearman 1,196 1,201 1,199 1,192 1,181 1,154 1,146 1,197
FGM 1,006 1,004 0,998 0,995 0,992 0,995 1,009 1,006

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Przeprowadzimy teraz analiz¢ wptywu stopnia zalezno$ci na wartos¢ aktua-
rialng wspomnianych rent. W tym celu zatozymy, ze struktura zaleznosci jest
opisana funkcjg taczaca FGM. Na rysunku 4 przedstawiono wykres wartos$ci ak-
tuarialnych renty a7 w zalezno$ci od réznych wartosci parametru tej funkcji
taczacej oddajacych wartos$ci wspotczynnika korelacji rang Spearmana p. Roz-
patrzono cztery przypadki dlugosci trwania renty n =5, 10, 20 1 40. Widzimy, ze
wraz ze wzrostem warto$ci stopnia zalezno$ci rosng wartosci aktuarialne renty
oraz wzrost ten jest wickszy. Zaleznosci sg prawie liniowe. Natomiast w przy-
padku renty dxg.7 (rys. 5) wykresy warto$ci aktuarialne;j tej renty sg prawie sta-
te. Zalezno$¢ jest tutaj nieznacznie malejaca.

W przypadku renty wdowiej nie ma juz takiej regularnosci (rys. 6). Rozpa-
trzone zostaty trzy przypadki wieku x $mierci meza: 50, 65 oraz 90. Dla x = 50
warto$¢ aktuarialna renty wdowiej maleje prawie liniowo wraz ze wzrostem
stopnia zaleznos$ci. W przypadku x = 68 stopien zaleznosci nie ma wigkszego
wplywu na wielko$¢ renty, przyjmuje ona prawie stata warto$¢ 4,258. Natomiast
dla wieku x = 90 wartosci renty nieznacznie rosng wraz ze wzrostem wartosci
wspotczynnika korelacji. Wzrost ten jest wickszy dla ujemnych wartosci tego
wspotczynnika.
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Rys. 6. Wartos$ci aktuarialne renty wdowiej dla réznych wartosci stopnia zaleznosci

Zrodto: Opracowanie whasne.

Podsumowanie

W artykule rozpatrywano grupowe ubezpieczenia matzenstw. W odrdznie-
niu od klasycznego podejscia, zaktadajagcego niezaleznos¢ dlugosci zycia mat-
zonkow, przyjeto ich zalezno$¢. Strukture zaleznosci opisano funkcja taczaca.
Wyznaczono warto$ci aktuarialne trzech rodzajoéw rent. Porownywano ich war-
tosci dla przypadku niezaleznos$ci oraz struktury zalezno$ci zadanej funkcjami
taczacymi uwzgledniajacymi stopien zalezno$ci zadany wspotczynnikiem kore-
lacji Spearmana zgodny z badaniami empirycznymi.

Otrzymane wyniki wskazujg jednak na niezbyt duze rdznice tych wartosci,
zwlaszcza w przypadku renty dzy.7. Nie ma wigkszego znaczenia, czy wyko-
rzystujemy do obliczen wartosci aktuarialnych tych rent funkcje taczaca AMH
czy FGM. Nieco wigksze roznice wystepuja, gdy porownujemy klasyczny przy-
padek niezalezno$ci z tymi funkcjami faczacymi. Dla renty a7 réznica ta nie
przekracza 5%, a dla renty wdowiej nie jest wigksza niz 6%. Wigksze réznice
wystepujg w przypadku funkcji taczacej Merdia, ale nie przekraczajg one 12%
dla renty Ayy;7| O1az 21% dla renty wdowiej. W przypadku renty Axy;7| réznice

te s3 minimalne, w najgorszym razie nie wicksze niz 3%.
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Przedstawione w artykule wyniki moga pomdc w wyznaczaniu wartosci ak-
tuarialnych wybranych rent w bardziej realistyczny sposob niz klasyczny model
przyjmujacy niezaleznos$¢. Dzigki temu mozna uniknaé przeszacowania czy nie-
doszacowania tych wartos$ci. Jest to wazne z punktu widzenia dziatalnosci firmy
ubezpieczeniowej. Ponadto uzyskane wyniki wskazuja, ze nie jest w zasadzie
istotne, jakg funkcje laczaca wybierzemy. Czgsto wystarczy sama znajomos$é
stopnia zalezno$ci dlugo$ci zycia matzonkow.
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MULTIPLE LIFE INSURANCES OF SPOUSES
TAKING INTO ACCOUNT DEPENDENCES

Summary: The multiple life insurance of spouses are investigated. We assumed that the
lifelenghts of spouses may be dependent in contrast to classical approach. The dependent
structure is described by the copula. We compute the actuarial values of three annuities
and we compare the results obtained for different copulas with those obtained for the in-
dependence. We investigate the impact of the degree of dependence on the value of such
annuities.

Keywords: multiple life insurance, dependence, annuities, copula.



