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WIELOROWNANIOWY MODEL DYNAMIKI
GOSPODARKI POLSKI I NIEMIEC

Streszczenie: Celem zaprezentowanych w niniejszym artykule badan jest analiza wspot-
zalezno$ci ksztattowania si¢ rozwoju gospodarczego Polski i Niemiec. Zostang tu przed-
stawione wielordéwnaniowe modele GARCH prezentujace wzajemne relatywne powia-
zania w zakresie dynamiki rozktadow empirycznych, ze szczegdlnym zwrdéceniem uwagi
na dynamike wartosci oczekiwanych i wariancji.

Stowa kluczowe: model GARCH, rozwdj gospodarczy, zmiennos¢.

Wprowadzenie

Pojawiajace si¢ problemy z efektywno$cia wzrostu gospodarczego wymu-
szaja poszukiwanie wykorzystania szans i mozliwo$ci jego osiagniecia. Gospo-
darka, wzrost gospodarki sg pojgciami bardzo skomplikowanymi.

Teorie wzrostu gospodarczego moga by¢ rozne, zalezag migdzy innymi od
tego, czy mamy do czynienia z gospodarka rozwinieta, czy gospodarkami rozwi-
jajacymi sie. W literaturze §wiatowej znajdujemy propozycje analizy wybranych
czynnikow wzrostu gospodarczego, ktore byly rozpatrywane w dotychczasowych
teoriach [Noga, Stawicka, 2001]. Nieustannie przeprowadzane badania w dzie-
dzinie identyfikacji cyklu koniunkturalnego czy tez zwiazanymi z nimi recesja-
mi wystepujacymi od zawsze daty podstawe rozwigzan wielu przyczyn ich po-
wstawania, wzbogacajac nasze do§wiadczenia i obserwacje.

Prace A.F. Burnsa i W.C. Mitchella, jako jednych z pierwszych autorow
klasycznej definicji cyklu, byty przelomowe w badaniach koniunktury. Wyniki
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tych badan zaprezentowano w pracy opublikowanej przez nich w 1946 roku
pt. Measuring business cycles. Wedlug badaczy klasyczna definicja cyklu ko-
niunkturalnego jest definiowana jako rodzaj wahan obserwowanych w dziatal-
nosci gospodarczej narodéow organizujacych swg produkcje gtdownie w przedsig-
biorstwach [Burns, Mitchell, 1946].

Przeprowadzane badania sg rowniez zwigzane ze zjawiskiem zanikajgcych
cykli koniunkturalnych w okresach dtugotrwalej prosperity [Drozdowic-Biec,
2006]. Dodatkowo rozwoj globalizacji, postep techniczny, zmiany polityczne
istotnie wplywaja na postepujaca synchronizacj¢ cykli koniunkturalnych na
swiecie. Z drugiej strony kazdy cykl r6zni si¢ od nastepnego i poprzedniego, co
stwarza badaczom problemy w konstruowaniu modeli czy tez znajdowaniu uni-
wersalnych narzedzi ksztattowania gospodarek.

Problematyka synchronizacji cykli koniunkturalnych wystepujacych ewentu-
alnych zaleznosci pomiedzy wahaniami gospodarczymi byta poddawana analizie
miedzy innymi przez Kaisera [2005]. Na podstawie uzyskanych wynikow Autor
udowodnil, ze gospodarka niemiecka, austriacka, francuska, holenderska i belgij-
ska charakteryzujg sie silnym poziomem synchronizacji cykli koniunkturalnych.

Natomiast Azevedo [2002] wykazal, ze cykle koniunkturalne wystepujace
w Szwecji, Finlandii, Wielkiej Brytanii oraz Stanach Zjednoczonych charaktery-
zuja si¢ zjawiskiem wyprzedzania koniunktury strefy euro o ponad rok, z drugiej
strony Holandia, Wtochy, Japonia oraz Hiszpania charakteryzuja si¢ slabszym
tempem wyprzedzania, nieprzekraczajacym roku.

Ekonomisci Dickerson, Gibson i Tsakalotos [1998] na podstawie przepro-
wadzanych badan stwierdzaja, ze amplitudy cykli koniunkturalnych krajow Unii
Europejskiej charakteryzujg si¢ znaczacymi rdznicami, a czynnikiem istotnie
wplywajacym na stopien ich synchronizacji sg wystepujace zwigzki handlowo-
-finansowe.

Wynne i Koo [2000] udowodnili, ze wptyw na synchronizacje koniunktury
gospodarczej ma réwniez wymiana handlowa. W swoich pracach uwzgledniaja
tak zwany efekt sasiedztwa. Polega on na tym, ze zwickszona synchronizacja
cykli koniunkturalnych jest zauwazalna w krajach sgsiadujacych, ktore wykazuja
wigkszg sktonnos¢ do wymiany handlowej niz kraje od siebie oddalone.

Bergman [2004] w swoich pracach udowodnit, Zze europejskie cykle ko-
niunkturalne sa do siebie w wysokim stopniu dopasowane, natomiast poziom
synchronizacji jest nizszy w okresach niskiej zmienno$ci kursu walutowego.

Reasumujac, nalezy zauwazy¢, ze przez wiele lat powstaty roznorodne teorie
majace na celu probe wyjasnienia istoty problematyki rozwoju gospodarczego,
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lecz zadna z nich w pelni go nie opisuje. Rozwazana problematyka jest bardzo
ztozonym zjawiskiem, wystepujace wahania aktywnosci gospodarczej sa zauwa-
zalne we wszystkich dziedzinach zycia spoleczno-gospodarczego, co znajduje
swoje odbicie w trudnosci znalezienia wlasciwych narzegdzi i metod badawczych.

Celem opracowania jest analiza porOwnawcza rozwoju gospodarczego wy-
branych krajow: Polski i Niemiec z wykorzystaniem modeli GARCH.

W analizie poréwnano Polske z Niemcami, poniewaz jest to panstwo, w kto-
rym zjednoczenie dwoch panstw znaczaco wplynelo na postaé systemu gospo-
darczego, dodatkowo ostabiajac jego gospodarke. Wprowadzane transformacje
majace na celu wyré6wnanie poziomu zycia w obu czesciach krajow pogarszaty
wyniki gospodarcze poprzez migdzy innymi brak zdolno$ci do jednoczesnego
reagowania na niepokojgce zmiany ekonomiczne.

Zaprezentowano etapy konstrukcji oraz posta¢ wielorownaniowego modelu
GARCH, ktory pozwala opisa¢ miedzy innymi zmienne wariancje oraz kowa-
riancje prezentujgce wzajemne relacje migdzy badanymi zjawiskami.

Na podstawie wybranych danych empirycznych wyznaczono omawiany
model, ktory moze stanowi¢ podstawe podejmowania decyzji pod katem dalsze-
go rozwoju gospodarczego oraz umozliwic¢ przeprowadzenie analizy niektorych
przyczyn zmienno$ci [Fiszeder, 2009]. Zaréwno heteroskedastyczno$¢ analizo-
wanych proceséw rozwoju gospodarczego, jak i autokorelacja sktadnika reszt
maja wpltyw na ksztattowanie si¢ w rozpatrywanych okresach efektu ARCH.

1. Dane empiryczne

W celu przedstawienia analiz dla wybranych panstw (Polska, Niemcy)
przygotowano dane empiryczne, korzystajac z danych publikowanych przez
Gloéwny Urzad Statystyczny oraz na stronie Eurostatu — dane o rocznym pozio-
mie PKB. Wskaznik PKB stanowi podstawowa determinant¢ zmian w rozwoju
gospodarek i1 zarazem czynnik ksztaltujacy wahania koniunkturalne [Hellwig,
1997]. Za okres analizy przyjeto lata 2001-2012. Wyznaczono wskazniki rozwo-
ju gospodarczego, dzielac produkt krajowy brutto przez liczbe ludnosci w da-
nym kraju. PKB petni role¢ zmiennej syntetycznej [Yamarone, 2006] charaktery-
zujacej w pewnym ujeciu sytuacje ekonomiczng kraju, stanowi réwniez miarg
poziomu koniunktury gospodarczej w badanym kraju [Hadas-Dyduch, 2014].

Analizg poszerzono o dostepne w Rocznikach Statystycznych informacje na
temat podobnych czynnikéw, jakie uwzgledniono do opisu ksztaltowania
zmiennos$ci rozwoju gospodarczego wybranych panstw [Hadas-Dyduch, 2015].
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W pierwszym etapie badania w celu oszacowania odpowiedniego modelu wy-
znaczono model ARIMA(1,1,1) [Janiga-Cmiel, 2013]. Nastepnie wykazano, ze
analizowany skladnik losowy jest obcigzony autokorelacja [Hosking, 1980; Do-
man, Doman, 2004]. Wykazano rowniez, ze sktadnik losowy jest heteroskeda-
styczny [Hong, Shehadeh, 1999] i wystepuja okresy pogrupowanej wariancji
[Engel, 1987]. W celu wykrycia wystepowania efektu ARCH zastosowano za-
proponowany w literaturze test Ljunga-Boxa [Demos, Sentana, 1998]. W kolej-
nym kroku wyznaczone sktadniki losowe modeli uwzgledniono do konstrukcji
wieloréwnaniowego modelu GARCH [Janiga-Cmiel, 2013].

2. Ogolna postaé wielorownaniowego modelu GARCH
dla szeregu czasowego

Analizujemy wielowymiarowy proces rozwojow gospodarczych wybranych
panstw [Engle, 1982]:

yt :(ylla'--aykt)T' (1)

Prognozujac stany oczekiwane wartosci y,, mozemy uwzgledni¢ miedzy innymi
model ARIMA(p,q,s), gdzie:

EW,|YiYigrn Vi) = (3,) . (2)

Uzyskujemy wowczas wartosci oczekiwane stanu rozwoju gospodarczego w anali-
zowanym okresie ¢. Prognozujac wariancje proceséw rozwoju gospodarczego,
mozemy uwzgledni¢ na przyktad modele klasy GARCH [Vrontos, Dellaportas,
Politis, 2003]. Wyznaczamy wowczas macierz H,:

H =E(ge’

Vidseos Vi p) = Var(8t|yk ck=t-1,...,t—p). 3)

Zdefiniowana w ten sposob macierz wariancji i kowariancji warunkowej bedzie
stanowita podstawe konstrukcji modelu klasy GARCH.
Model ARIMA(p,q,s) przedstawiajacy dynamike zmiennej y, uwzglednia

reszty modelu 77,. Wowczas macierzg przeksztalcajacg reszty modelu ARIMA
1

w reszty modelu GARCH bedzie macierz H ; i przeksztalcenie to przyjmuje

postac:
1

g =Hn,. 4
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Przeksztalcenie to mozna zaprezentowa¢ dla przypadku dwuwymiarowego za
pomoca réwnania macierzowego:

1
& h2  h n,
{ lt}: 11, 112,t { 1 } (5)
&y, h hE 75,

12,¢ 22,t

Réwnanie to wigze sktadowe reszt &, 1 77, za pomoca ocen wariancji i kowa-
riancji warunkowej macierzy H,. W nastgpnym kroku przeksztalcamy macierz

wariancji i kowariancji do postaci:

1 1
2 2
hll,t h12,t hll,t 0
1 = 1 nz. .| (6)
5 2 12,t
h h? hize h5,, —
12,t 22t ’ 22,t h%1,t

Uwzgledniajac przeksztalcong w ten sposob macierz, transformate reszt &, na 7,

definiujemy w postaci:

1
—_pnz .
( €1t—h11,t N1t

1 2 . (7
= hygy Mg+ | B2y, — 22t
&2t = N12,t " M1t 22, T | M2t

2
h11,t

Zaleznos¢ jednych i drugich reszt gwarantuje odpowiednio:
E(g| eiu<t) =0,
V(e ey:u < t) = PH,PT, (8)

Wyznaczenie powyzszych zaleznosci jest konieczne przy konstrukcji modelu
vech. Macierz P wystgpujaca w rownaniu (8) to macierz podobienstwa macierzy
wariancji i kowariancji reszt z macierzg rzeczywistg. W przypadku gdyby wy-
znaczona macierz P byla macierzg jednostkowa, wowczas otrzymaliby$Smy naj-
silniejsze z mozliwych podobienstwa tych macierzy. Wielowymiarowy proces
rozwoju gospodarczego wybranych panstw, ktorego dane wyjsciowe sa przed-
stawione w macierzy (1), ma wymiar kxn, gdzie k to ilo§¢ porownywanych kra-
jow, a n to ilo$¢ dokonanych obserwacji. Przedstawiony model wymaga skon-
struowania modelu vech, na podstawie ktorego nalezy wyznaczy¢ elementy
dolnego tréjkata macierzy o). Liczba tych elementow bedzie okreslana wzorem:
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2
[+ (e + 1) + -+ 1] = [2224] )
Model powinien uwzglednia¢ wyraz wolny rézny od zera:
hij = @iy + Nfy o e - + ¥, B hit 1. (10)
Dla k=2, p = ¢ = 1 model przyjmuje postac:
hi1e h12,t] _ [all alZ] 5%,1&—1 €1,t-1€2t-1 [0511 alZ] n
ha1e  haae @21 Q22 €1,t-182,t-1 €5t dz21 @22
hi1¢-1 hize-
N [ 11t-1 Mzt 1] [,311 ,312]‘ (11
ha1e-1 haze-111B21 P2z

Dodatkowo zakladamy, ze ai; = 31, 12 = [21 ze wzgledu symetri¢ catego
modelu. W analogiczny sposob przeprowadzamy konstrukcje modeli dla przy-
padku k > 3.

Macierz H . jest warunkowa macierzg wariancji i kowariancji szeregow
czasowych procesow badanych rozwojow gospodarczych stopnia &, gdzie & to
ilos¢ poréwnywanych gospodarek. Za pomoca P oznaczono diagonalng macierz

stopnia k. Przez H . oznaczamy unormowang macierz H; otrzymang w wyniku
przeksztatcenia:

H.=PHP". (12)

Uwzgledniajac znang macierz korelacji, macierz t¢ mozna przedstawi¢ za pomo-

H: = (’ﬁ/\/ hii,t 'hj/.t ). (13)

Proces losowy spehia relacje¢ &, = P¢g, i jest procesem, ktory podlega charak-

€3 WZzoru:

terystyce VEC-GARCH(p,q). W celu oszacowania parametréw modelu z poszerzo-
ng macierzg kowariancji H; wyznaczamy zmodyfikowany model vech uwzgled-

niajacy w opoznieniach macierzy H  macierz H, [Franco, Zakoian, 2009]:

~ ~ . - ~ ~ P~ ~
vech(H,) = o+ Y a'vech(ei &" i)+ ) BV vech(H ;). (14)

i=1 j=1
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W powyzszym modelu macierz wspotczynnikéw przy opdznieniach oznaczamy
odpowiednio:

a” — macierz wspotczynnikow przy opoznieniach sktadnika losowego,

p )" — macierz wspotczynnikow przy opéznieniach macierzy wariancji i kowa-

riancji, przy czym @ to wyrazenia state w poszczegdlnych modelach:

~ () ~ @

a =a?,p =pY. (15)

Macierz P to macierz losowa powiazan migdzy procesami losowymi &, , ¢, :

g =Ple. (16)

Przeksztalcone reszty modelu wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

g =P -¢. (17)
Macierz statych:
w=P . (18)
Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci, otrzymujemy:
q )4 k
hyy =@, 4> 8l 0e  +D > B by, (19)
i=1 j=1s'r'=1

Macierz wariancji i kowariancji warunkowej bedzie oznaczona w analizie za
pomoca H, ibedzie miata posta¢ H, =[h, 1.7, j=1,...,5.
Wprowadzamy oznaczenia:
hll
h,=vech[H,]=|h,, |. (20)
h22
Macierz powyzszg przedstawiamy jako wektor kolumnowy wierszami kolejno
do $rodkowego wyrazu h; wiersza dla i< j. Zaprezentowana macierz H,

uwzglednia odpowiednie uporzadkowanie kowariancji:

h, = [hw]= [cov(gst,grt)‘gu u< tJ. (21)
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Rozwinigcie formuty modelu macierzy kowariancji definiujemy nastepujaco:

k

SN0 N o (22)
i
gu’u < t) = a)xr + Z Zasr,s'r'gs',tfigr',tfi + Z ﬂ,tf/,s'r"hAv'r',/—j ’

1

hsr,t = Cov(gst > grt

Il
~
Il

o
S0

s',r r
s'>r' §'>r

@ oraz ) to iloczyny Kronekera do-

Wystepujace w tym modelu macierze o
datnio okre$lonych wczesniej macierzy wariancji i kowariancji. Macierz H,
zawiera warunkowe wariancje i kowariancje przy okreslonych wariancjach
i kowariancjach (¢ — j) okresdéw. Wyznaczamy model ARCH(1,1), dla ktorego
p =1, i oznacza to uwzglednienie jednego opdznienia macierzy H,, czyli sklad-
nika dotyczacego H,_, . Natomiast warto$¢ ¢ = 1 oznacza rozpatrywanie jednego
opOznienia sktadnika losowego &, ,. Model wektora vech(H,) przyjmuje postac:

hll,t @y, A i Anx glz,t—l
vech(H,) = h12,t =S| Oy [T Any Ay Aopn | b [T
hzz,z @, Ay Ay Ann 512;71
b b b h? @)
it O Oum 1Li-1
H oo bon boy | Ml
byi by by h12,171

(

Macierze o oraz ,B(J 'dla i, j = 0,1 to kwadratowe macierze ocen parame-

trow. Stopien tych macierzy jest rowny ilosci elementow danego trojkata macierzy
kowariancji. W zwigzku z powyzszym model s, = vech(H,) mozna przeksztalcié,

arozwinigcie h, = vech(H,) przyjmuje nastgpujaca postac:

a asr,lZ
sr,11 E
_ 2 1,t-1
hsr,t - a)s,r + [gl,t—l’ gZ,t—l £ +
sr,21 2.4-1
2 asr,22
(24)
b bsrlZ
sr,11 h
[h h 2 1,t-1
+ 1,6-12"%2,¢-1 b :
sr,21 b hZAt—l
sr,22

2

Natomiast dla k > 3 posta¢ modelu jest juz bardzo rozbudowana.



Wielorownaniowy model dynamiki gospodarki Polski i Niemiec 61

3. Analiza zaleznosci rozwoju gospodarczego Polski i Niemiec

Celem badania jest analiza wystepowania mozliwych zalezno$ci w rozwo-
jach gospodarczych wybranych panstw. Do wykrycia tych zaleznosci zostang
wykorzystane modele GARCH. Niniejszy przyktad prezentuje poréwnanie Pol-
ski oraz Niemiec.

Pierwszy etap analizy rozwoju gospodarczego Polski i Niemiec obejmuje
konstrukcje macierzy H, a nastgpnie macierzy H,, z uwzglednieniem p-op6znien.
Dla Polski i Niemiec wyznaczona podmacierz stopnia drugiego stanow korela-
cyjnych rozwoju gospodarczego H, przyjmuje postac:

1,78 043
H, = . 25)
—0,43 1,83

Zgodnie z opisang wczesniej procedura w kolejnym kroku wyznaczamy ma-
cierz, uwzgledniajac jedno opoznienie:

2,77 -0,59
H_ = : (26)
-0,59 530
1,78
Wykorzystujac macierz vech(H,) = | — 0,43 |, wyznaczamy o'” :
1,83

316 —-075 3,25
aV=[-0,75 018 -07]| (27)
325 —0,78 3,34

Podobng procedur¢ przeprowadzamy, aby wyznaczy¢ vech dla macierzy H, ;.
Otrzymujemy macierz w postaci:
3,99
vech(H, )= 1,66 |. (28)
7,50
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Macierz ' dlaj = 1:

1592 6,62 2992
pY=| 662 275 1245]. (29)
29,92 12,45 56,25

W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ macierze o>

(2)

, uwzgledniajac dla macie-

rzy o'~ opdznienia H, |, a dla macierzy ﬁ(z) macierzH, , .
Model vech(H,) opisujacy powigzania rozwoju gospodarczego Polski oraz

Niemiec przyjmuje w ostatecznos$ci postac:

0,43 316 -0,75 3257 &,
vech(H,)=|035|+|-0,75 018 —0,7|¢&,,&,, |+
0,27 325 -0,78 334 | &,

(1592 6,62 2992T A,
+| 6,62 275 12,45\ h_h,, |+
129,92 12,45 56,25| h}

1t-1

(30)

B 2’1 8 — 0,42 2a3 glzyf*2
+]-0,42 0,11 -0,23 Eyabnyn | T
|23 -023 L4 | &,

554 115 9957 A,
+| L5 0,09 —101| A, ,h,,, |
995 -101 325 | K,

Konstrukcja modelu na tym etapie zostata zakonczona, poniewaz dalsze opdz-
nienia wprowadzane do modelu sa nieistotne statystycznie.

Na podstawie uzyskanych wynikow mozna zauwazy¢, ze otrzymany model
charakteryzuje si¢ macierzami o® i f® o wariancjach i kowariancjach bez-
wzglednie nizszych niz w macierzach o i g,

Ostatni etap analizy obejmuje wyznaczenie prognozy wariancji na dwa na-
stepne okresy. Otrzymujemy nastepujace macierze wariancji i kowariancji:

i [ 035 —0,67] 1)
“ =067 020 ]
0,02 —0,04]

2 1-004 006 |
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Poroéwnujac wariancje (31), otrzymujemy:
hn,m =0,35> hll,z+2 =0,02,
hy . =020>hy,, ,=0,06. (32)

Widzimy, ze w prognozowanych okresach nastapi spadek warto$ci wariancji
sktadnikow resztowych. Oznacza to, ze rozw¢j porownywanych gospodarek be-
dzie podlegat procesowi stabilizacji. W przypadku wyznaczonych macierzy ko-
wariancja obu reszt jest ujemna oraz:

hyy o1 = 0,67 (33)

co do bezwzglednej wartosci jest wigksza od 4y, , ., = —0,04.

Oznacza to, ze z uplywem czasu kowariancja badanych rozwojéw gospo-
darczych ulega rowniez tendencji spadkowej, co bedzie spowodowane unieza-
leznianiem si¢ rozwojoéw gospodarczych analizowanych krajow. Wyznaczone

wartosci elementow macierzy /1, , sa bliskie zera, a takze nieistotne statystycz-

nie, wigc do wyznaczenia prognoz dalszego rozwoju mozemy wykorzysta¢ wy-
tacznie macierz H .

Podsumowanie

W niniejszym artykule dokonano poréwnania rozwoju gospodarczego Pol-
ski i Niemiec. Zaréwno heteroskedastycznos¢ procesow rozwoju gospodarczego,
jak 1 autokorelacja sktadnika reszt spowodowaly znaczace uksztaltowanie sie
w rozpatrywanych okresach efektu ARCH. Zaprezentowane modele przedstawia-
ja stan rozwoju gospodarczego, o czym $wiadczg wariancje skladnika losowego
tych modeli. Proces rozwoju gospodarczego jest procesem heteroskedastycznym
i autokorelacyjnym, na co wskazuje wystepowanie efektu ARCH, i stanowi to
drugi z czynnikoéw decydujacych o zastosowaniu tego typu modeli. Modele tak
przedstawione mogg by¢ w przysztosci podstawg podejmowania decyzji pod ka-
tem dalszego rozwoju gospodarczego.
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A MULTI-EQUATION MODEL OF DYNAMICS
OF POLISH AND GERMAN ECONOMY

Summary: The study examines the development of Polish economy as well as the econ-
omies of selected countries in the period from 2002 to 2013. Models based on the GDP
growth in particular countries were built. A comparative analysis of the development of
economies in the countries concerned (Poland, Germany) is presented. A multivariate
GARCH model was built. The theory of the construction of a multivariate GARCH
model and its estimation method are discussed.

Keywords: GARCH model, economic development, volatility.



