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ANALIZA WIELOWYMIAROWEJ STRUKTURY
ZALEZNOSCI — ZASTOSOWANIE W RODZINNYCH
UBEZPIECZENIACH NA ZYCIE'

Streszczenie: Praca dotyczy modelowania wielowymiarowej struktury zaleznosci, gdy
liczba wymiaréw jest wigksza niz dwa. Do modelowania wykorzystano hierarchiczne
archimedesowe funkcje laczace (HAC): calkowicie i czg§ciowo zagniezdzone. Jest to
proste uogodlnienie klasycznych archimedesowych funkcji faczacych, ktére nie spraw-
dzaja si¢ w przypadku wigkszej liczby wymiaréw. Omoéwiono metody dopasowania
funkcji taczacych do danych i metody estymacji ich parametréw oraz przedstawiono
przyktadowa konstrukcje HAC. Ostatnia czg¢$¢ pracy dotyczy rozszerzonej wersji renty
wdowiej. Do wyznaczenia aktuarialnej wartosci renty wykorzystano HAC.

Stowa kluczowe: renta, wielowymiarowa zalezno$¢, funkcja taczaca.

JEL Classification: C30, G22, J10.

Wprowadzenie

Wielowymiarowa struktura zaleznosci, w przypadku gdy liczba wymiarow
jest wigksza niz dwa, jest istotnie rézna od dwuwymiarowe;j struktury [Heilpern,
2014]. Archimedesowe funkcje taczace do$¢ dobrze modeluja dwuwymiarowa
strukture zalezno$ci. Ze wzgledu na dostatecznie prosta postac czgsto sa wyko-
rzystywane w praktycznych zastosowaniach. Dla wigkszej liczby wymiarow ich

' Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2013-2016 jako projekt badawczy
nr DEC-2013/09/B/HS4/00490.
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zastosowanie jest jednak znacznie ograniczone. Gtownie przez fakt, ze modeluja
one jedynie przypadek jednakowo skorelowanych par zmiennych brzegowych.

W pracy przedstawiono rozszerzenie klasycznych archimedesowych funkcji
taczacych do ich hierarchicznej wersji (HAC). Dzigki temu zostat istotnie posze-
rzony zakres zastosowan tego typu funkcji taczacych. Oméwione zostaty catko-
wicie i czg§ciowo zagniezdzone archimedesowe funkcje taczace. Przedstawiono
metody dopasowania funkcji faczacych do danych i estymacji ich parametrow
oraz przyktadowa konstrukcja HAC.

Ostatnia cze$¢ pracy dotyczy rozszerzonej wersji renty wdowiej, szczego6l-
nego przypadku ubezpieczenia grupowego, uwzgledniajacej opieke nad dziec-
kiem. Struktura zalezno$ci zostata opisana trojwymiarowa HAC oraz wykorzy-
stana do wyznaczenia wartosci aktuarialnej rozpatrywanej renty.

1. Wielowymiarowe funkcje laczace

Funkcja taczaca (copula) C jest tacznikiem miedzy dystrybuanta rozkladu
tacznego F' a dystrybuantami brzegowymi F; wektora losowego X = (X, ... , Xy)
[Nelsen, 2006; Heilpern, 2007]:

F(xy, ..., xg) = CF1(x)) ..., Faxa)).

Gdy dystrybuanty sa ciagle, to funkcja laczaca jest wyznaczona jedno-

znacznie. W podobny sposob okreslamy funkcje taczaca przezycia C':
S@1, s xa) = C(Six1) ..., Sulxa)),

gdzie:

S — jest taczna,

Si(x) = P(X; > x) — sa brzegowymi funkcjami przezycia.

Funkcja faczaca przezycia ma te same wlasnosci jak zwykta funkcja taczaca.

W przypadku dwoch wymiarow, znajac funkcje taczaca, mozna w prosty
sposob wyznaczy¢ funkcje taczaca przezycia:

C*(ul, w)=u;+u—1+C(1 —uy, 1 —uy).

Dla wigkszej liczby wymiaréw wzdr jest juz bardziej skomplikowany.

W zagadnieniach aktuarialnych, zwlaszcza dotyczacych ubezpieczen na zy-
cie, czgSciej wykorzystuje si¢ funkcje przezycia, a nie dystrybuanty. Funkcje
taczace przezycia znajduja wtedy szersze zastosowanie.

Funkcja przezycia, jak i funkcja laczaca przezycia, jest dystrybuanta
zmiennej losowej skupionej na kostce [0, 1]% o jednostajnych rozktadach brze-
gowych. Zachodzi bowiem zaleznos$¢:

Cw)=PU Zuy, ..., Ui<uy),
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gdzie:
u=(u, ..., uq), a U= F(X).

W przypadku gdy zmienne losowe sa niezalezne, odpowiadajaca im funkcja
taczaca przyjmuje postac:

I[(w) = uy- ... -u,.

Kazda funkcja taczaca C jest ograniczona z dotu, jak i z gory przez tzw.
granice Frecheta-Hoeffdinga:

W(u) < C(u) < M(u).

Gorna granica M(U) = min(uy, ... , uy) jest funkcja taczaca opisujaca strukture
zalezno$ci indukowana przez $cisle zalezne dodatnio zmienne losowe, czyli zmien-
ne wspotmonotoniczne. Natomiast dolna granica W(U) = max(u; + ... +u;—n+ 1, 0)
nie jest dla wymiaru d > 2 funkcja taczaca. W przypadku dwoch wymiarow W jest
funkcja taczaca odpowiadajaca $cisle zaleznym zmiennym losowym, ktdre sa ujem-
nie skorelowane, czyli przeciwmonotoniczne. Juz dla trzech wymiarow nie istnieja
jednak trzy zmienne losowe wzajemnie przeciwmonotoniczne.

Innym przyktadem funkcji taczacej jest eliptyczna funkcja taczaca. Spetnia
ona zalezno$¢:

C(u) = O(D7 (), .. , Dg* (ua)),
gdzie:
@ — jest dystrybuanta d-wymiarowego rozktadu eliptycznego, np. normalnego,
t-Studenta, czy logistycznego,
@, — jednowymiarowa dystrybuanta eliptyczna.

W przeciwienstwie do eliptycznych funkcji taczacych, archimedesowe

funkcje taczace (AC) mozna przedstawi¢ jawnym, w miar¢ prostym wzorem:

Cu) = @' (@) + ... + Pua)),

gdzie:
generator ¢: [0, 1] — [0, ] spetnia nastepujace warunki: ¢(0) = oo, (1) =0, ¢
jest funkcja catkowicie monotoniczna, czyli dla kazdego k=0, 1, ..., zachodzi:

k a* —1
(DO 20,

W przypadku dwoch zmiennych wystarczy, ze ¢ jest funkcjq ciagla, male-
jaca i wypukla.

Znajac posta¢ generatora ¢c(u) archimedesowej funkcji faczacej C, moze-
my w prosty sposob obliczy¢ miarg zaleznosci, np. warto$¢ wspotczynnika kore-
lacji rang Kendalla migdzy parami brzegowych zmiennych losowych:

1

<) =4f¢c(t)

' dt + 1.
, P (1)
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Niestety dla kazdej pary zmiennych losowych otrzymujemy t¢ sama war-
tos¢ wspodlczynnika. Zmienne te sa jednakowo skorelowane, zawgza to znacznie
pole praktycznego zastosowania AC w przypadku wigkszej niz 2 liczby wymia-
réw. Mozna je ponadto stosowac jedynie dla zmiennych losowych dodatnio skore-
lowanych, wynika to z warunku dotyczacego catkowitej monotoniczno$ci funkcji
odwrotnej do generatora [Nelsen, 2006; Heilpern, 2007].

W praktyce wykorzystuje si¢ rodziny archimedesowych funkcji taczacych
indeksowanych parametrami. W tabeli 1 podane sa najczgsciej wykorzystywane
rodziny tych funkcji. Przedstawiono ich wzor, zakres warto$ci parametrow oraz
warto$¢ odpowiadajacego wspolczynnika korelacji Kendalla.

Tabela 1. Wybrane rodziny archimedesowych funkcji taczacych

Rodzina Wzér Parametr Wspotczynnik Kendalla
Claytona _ _0 _1/0 >0
+ ot —-d+1)7Y =—
(wy Uq ) T 91 %
Gumbela | op(—((~ 1)+ ot (—Inug)y) | 071 =1-%
Franka 1l - (e7™ —1)..(e" ™ —1) >0 _ 4 L 1f0 t
0" (e-0— i1 i ) A
AMH 1%, 0<6< T=39—2_2(1_g)21n(1_g)
1- ML, (1—u) 1 30 36

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Na podstawie proby X; = (X, ..., Xig), 1 <i < n, mozemy skonstruowaé
empiryczna funkcje taczaca C,,, opisang wzorem:

1 n d
Cn(u) = Ez 1_[ 1{U\ij,n5uj}'

i=1 j=1
gdzie:
pseudoobserwacje Ul-j = Fj(Xij) = ﬁ(Rij), F}(Xi j) sa empirycznymi dystry-
buantami brzegowymi,
R sa rangami X; w Xy, ..., Xia.

2. Hierarchiczne archimedesowe funkcje laczace

Definicja hierarchicznych archimedesowych funkcji taczacych (HAC) jest
indukcyjna. Sa to archimedesowe funkcje taczace o argumentach bedacych war-
tosciami innych HAC [Hofert, 2011]. W odroznieniu od klasycznych archimede-
sowych funkcji taczacych maja one d — 1 parametrow.
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Sposrod HAC mozemy wyr6zni¢ catkowicie zagniezdzone AC (FNAC),
okreslone formuta:

Car W) = 031, (9 (a) + CampCuy + - +24-1)) (1)

= (0;11 <¢d_1(ud) +o,_, (?;iz ( (01‘1 ((al(ul) + gol(uz)) ))),

gdzie:
C; —jest FNCA z i parametrami,
@; — sa generatorami dwuwymiarowej AC.

Funkcje ¢ nie moga by¢ dowolnymi generatorami AC. Mozna pokazaé, ze
aby (1) byta funkcja taczaca, to ztozenie ¢, +1°¢)l._1 musi by¢ funkcja catkowicie
monotoniczna [McNeil, 2008]. Fakt ten ma glebokie konsekwencje. Na ogot
wszystkie archimedesowe funkcje taczace C; tworzace FNCA musza naleze¢ do
tej samej rodziny. Rzadko kiedy mozna taczy¢ rozne rodziny. Przykladowo,
generatory ¢, ¢; nalezace do rodzin Claytona i Gumbela nigdy nie beda spet-
nia¢ wspomnianego warunku. Ale dla rodziny AMH i Claytona, gdy parametr &
rodziny Claytona spelnia nierd6wnos¢ 6> 1, to warunek ten jest spetniony. Wig-
cej informacji na ten temat czytelnik moze znalez¢ w pracach [Hofert, 2008;
McNeil, 2008].

Ponadto wspotczynniki korelacji rang Kendalla 7;, odpowiadajace archime-
desowym funkcja taczacym C;, musza spetnia¢ warunek:

202 ...2 7.

Zwykle wigksza warto$¢ parametru AC odpowiada wigkszemu stopniu za-
leznosci, tak ze musza zachodzi¢ wtedy zaleznosci:

6>6>...>6,.

Pewna modyfikacja FNAC sa czgsciowo zagniezdzone AC (PNAC) [Mc-
Neil, Frey i Embrechts, 2006]. Jest to ztozenie klasycznej AC z FNAC. Przykta-
dowo dla czterech wymiaréw przyjmuje ona postac:

Clur, ua, u3, ug) = G3(Ci(uy, ua), Ci(us, us)).
Struktury tak okreslonej PNAC oraz FNAC danej wzorem:
C(uy, un, us, ug) = C3(Co(Cy(u1, uz), us) ts))
sa przedstawione graficznie na rys. 1. W tym przypadku sktadowe, dwuwymia-
rowe archimedesowe funkcje taczace C;, rowniez musza spetnia¢ wlasnosci takie
jak FNAC.
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(o)

Cl) Hl

] (=)

a) catkowicie zagniezdzona AC

b) czgsSciowo zagniezdzona AC

Rys. 1. Hierarchiczne archimedesowe funkcje taczace
Zrodto: Aas i Berg [2009].

3. Wybor funkcji Iaczacej

Waznym etapem analizy struktury zaleznosci jest wybdr odpowiedniej
funkcji faczacej. Powinna ona by¢ jak najlepiej ,,dopasowana” do danych empi-
rycznych. W niniejszej pracy zaproponowano nastgpujaca procedur¢ wyboru
takiej funkcji taczace;j:

— ustalenie potencjalnych rodzin funkcji taczacych,
— estymacja parametrow tych rodzin,
— wybor najlepszej rodziny wedlug ustalonego kryterium.
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3.1. Metody estymacji parametrow

Sposrod wszystkich metod estymacji parametrow funkcji taczacej mozna
wyrdzni¢ dwie najwazniejsze: metode najwigkszej wiarygodnosci oraz momen-
tow, oparta na miarach zalezno$ci. Metoda najwigkszej wiarygodnosci polega na
wyborze wektora parametrow 0 = (4, ..., 6;) maksymalizujacego funkcje wia-
rygodnosci. Sa rézne warianty postaci tej funkcji [Okhrin, 2009]. Jedna z nich
przyjmuje nastgpujaca postac:

n

1) = ) loge(F(Xin), -, FalXia),0),
i=1

gdzie:
¢ — jest funkcja gestosci funkcji taczace;,
Fj — brzegowa dystrybuanta empiryczna.

W niniejszej pracy wybrano metodg momentow. Jest to prosta metoda, po-
legajaca na wyborze takiego parametru, czy wektora parametrow, dla ktorego
odpowiadajaca jemu miara zaleznosci jest rtOwna empirycznej wartosci tej miary.
Na przyktad, dla rodziny Claytona estymator parametru 8 powinien by¢ réwny:

A 27
T1-7
gdzie: 7 jest empiryczna wersja wspolczynnika korelacji Kendalla (patrz tabela 1). Pa-
rametry eliptycznych funkcji taczacych sa wprost wspolczynnikami korelacji Pearsona.

3.2. Kryteria wyboru rodziny

Jednym z kryteriow wyboru ,,najlepiej” dopasowanej do danych empirycz-
nych funkcji taczacej jest maksymalizacja funkcji wiarygodnos$ci [Okhrin i Ri-
stig, 2014]. Dla kazdej rodziny funkcji taczacych estymujemy parametry, a na-
stegpnie wybieramy t¢ rodzing, dla ktorej dla wyestymowanego parametru
funkcja wiarygodnos$ci przyjmuje najwigksza wartosc.

Mozna tez zastosowac kryterium oparte na statystyce Cramera-von Misesa,
preferujace funkcje taczaca ,.najlepiej” dopasowana do jej empirycznej wersji
[Aas i Berg, 2009]:

Se=n [ (Catw - cow) ey

[0,1]¢
n

= (Eatu) ~ Cowd)

i=1
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gdzie:
u; = ﬁ(ﬁl(xil), o Fa(xig)) = ﬁ(R,-l, ..., Riy) sa pseudoobserwacjami,
C,, — empiryczna funkcja taczaca.
Wybieramy wtedy rodzing minimalizujaca statystyke S,..
W kryterium S, suma przebiega po wszystkich pseudoobserwacjach u;. Kry-
terium to mozna rozszerzyé¢ sumujac po kracie wartosci z catej kostki [0, 1]

[Nelsen, 2006]:
i i
L= {(—1 w2, =01, m)}
m m

Dla wigkszej liczby wymiaréw mozemy jednak wtedy natrafi¢ na trudnosci
natury numeryczne;j.

3.3. Przyklad konstrukcji hierarchicznej archimedesowej
funkcji laczacej

Ponizej przedstawiono przyktad pokazujacy konstrukcje hierarchicznej ar-
chimedesowej funkcji taczacej. Konstrukcja ta jest oparta na propozycji Gorec-
kiego i Hoferta [2014]. Przyklad jest czysto akademicki, wykorzystujacy rze-
czywiste dane dotyczace notowan pigciu spotek: BZWBK, Pekao, Handlowy,
Ciech i Budimex w okresie od 2.01.2015 r. do 14.07.2015 .

Konstrukcja HAC jest oparta na macierzy korelacji Kendalla. Macierz tg
przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Macierz korelacji Kendalla

T BZWBK Pekao Handlowy Ciech Budimex
BZWBK 1 0,26520 0,20201 0,16145 0,14400
Pekao 1 0,23073 0,09080 0,07700
Handlowy 1 0,11316 0,12591
Ciech 1 0,21938
Budimex 1

Zrédto: Opracowanie whasne.

Najwigkszy wspotczynnik korelacji Kendalla, rowny 0,2652, jest migdzy
spotkami BZWBK 1 Pekao. Wybieramy wiec jako C; archimedesowa funkcje
faczaca opisujaca zalezno$¢ migdzy tymi spotkami. Nastgpnie wybieramy naj-
wigkszy zagregowany wspolczynnik Kendalla migdzy spotkami Handlowy,
Ciech, Budimex oraz zbiorem BP = {BZWBK, Pekao}. Zagregowany wspot-
czynnik korelacji Kendalla migdzy zbiorami 4 = {u;  ...,u;} 1B ={u; 1‘ujq} jest

wyznaczony formuta:
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(4,8) = h (e, 1w,), s, 10, 7(ua10,) )

gdzie:
funkcja agregujaca 4 jest niezmiennicza ze wzgledu na permutacj¢ argumentow,
h(u, ..., u)=u.

W naszym przypadku wybraliSmy s$rednia arytmetyczna. Przykladowo,
7(Handlowy, BP) = (0,20201 + 0,23073)/2 = 0,21637. Najwigkszy wspolczynnik
Kendalla jest jednak migdzy spotkami Ciech i Budimex i wynosi 0,21938.
W nastgpnym kroku porownujemy zagregowane wspotczynniki Kendalla mig-
dzy Handlowy, BP oraz CB, gdzie CB = {Ciech, Budimex}. W rezultacie otrzy-
mujemy nastgpujaca PNAC:

C(uy, un, us, g, us) = C4(C5(Cy(uy, up), u3), Cr(uy, us)).

Stosujac kryterium oparte na minimalizacji funkcji S,, najmniejsza warto$¢ —
rowng 0,0290 — otrzymamy dla PNAC Claytona. Parametry poszczegdlnych
sktadowych funkcji taczacych C; wynosza odpowiednio:

6,=0,7218; 06,=0,5621; 06;=0,5522; 04=0,2694.
Warto$¢ funkcji wiarygodnosci jest natomiast rowna / = 34,7390.

Tabela 3. Optymalne wartosci kryteriow dla r6znych rodzin PNAC i AC

Sa / ACS,

Clayton 0,0230 35,5577 0,05939
0,0232 35,5637

Gumbel 0,0351 37,0104 0,04403
0,0361 37,6197

Frank 0,0312 30,0013 0,05210
0,0319 30,0180

AMH 0,0275 32,2448 0,15837
0,0279 32,2856

Zrodto: Opracowanie whasne.

Powyzsze dopasowanie funkcji taczacej do danych mozna troche poprawic,
stosujac zamiast $redniej arytmetycznej jako funkcji agregujacej /, kombinacje
liniowa funkcji max i min. Wtedy dla PNAC Claytona i parametrow &5 = 0,5063
oraz 6, = 0,1832 warto$¢ kryterium S, = 0,0230 jest trochg mniejsza, a funkcja
wiarygodnosci / = 35,5577 nieco wigksza. Dla parametréow & = 0,5063 oraz
6, = 0,1966 otrzymamy z kolei najwigksza warto$¢ funkcji wiarygodnosci
[ =35,5637, ale za to wigksza warto$¢ kryterium / = 0,0232. W tabeli 3 podano
wartosci optymalnych wartosci kryteriow dla r6znych rodzin PNAC i AC.
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Podsumowujac, PNAC Claytona o parametrach:

6 =0,7218; 6 =0,5621; 6 =0,5063; 6,=0,1832
minimalizuje warto$¢ kryterium S; = 0,0230, natomiast najwigksza funkcje wia-
rygodnosci / = 37,6197 daje PNAC Gumbela z parametrami:

6 =1,3609; 6 =1,2810; 6 =12999; 6&,=1,0834.

Na pytanie, ktora funkcje taczaca wybraé, nie ma w tym przypadku jedno-
znacznej odpowiedzi. Wybor zalezy od subiektywnych preferencji prowadzace-
go badania. Nalezy tez zauwazy¢, ze klasyczne AC sa zdecydowanie gorsze,
daja znacznie wigksza wartos¢ funkcji S,,.

4. Rozszerzona renta wdowia

Rozpatrzmy nastgpujaca rentg [Rakkolainen, 2011], bedaca rozszerzeniem
renty wdowiej. Zat6zmy, Zze maz ma x lat, zona y, a syn jest w wieku z. Przyj-
mijmy, ze po $mierci m¢za wdowa dostaje 1 jednostke pieniezna, a syn dostaje
0,2 jednostki. Gdy wdowa umrze, to syn dostaje 0,6 jednostki. Ponadto syn do-
staje rente jedynie do wieku z + n, np. na czas nauki. Przedstawiaja one pewna
propozycje¢ umowy miedzy firma ubezpieczeniowa a klientem.

Niech X bgdzie czasem zycia mgza, Y czasem zycia zony, a Z czasem zycia
syna. Wtedy

S, y,z)=PX>x,Y>y, Z>7z)
jest taczna funkcja przezycia, a

Sx(x) = PX>x) = 205, SX0) = P(Y>y) = o, SA2) = P(Z>2) = ,pg
brzegowymi funkcjami przezycia, ktdre mozemy wyznaczy¢ na podstawie tablic
trwania zycia. Wtedy:

SCx, y, 2) = C(Sx(x), S¥(y), SA2)),
gdzie C jest funkcja taczaca przezycia.

Warto$é aktuarlalna naszej renty wynosi:

Axlyz = z v¥(1,2 Po11 + Po10 +06 p001) + Z Lor

k=1 k=n+1
gdzie:
v=1/(1+ &), &jest techniczna stopa zwrotu oraz
kpon=P(XSx+k,Y>y+k,Z>z+k|X>x,Y>y,Z>z),
kpom=P(XSx+k,Y>y+k,ZSz+k|X>x,Y>y,Z>z),
kpom=P(XSx+k,YSy+k,Z>z+k|X>x,Y>y,Z>z),

kp01=P(XSx+k,Y>y+k|X>x,Y>y,Z>z).
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Prawdopodobienstwo Lot jest rowne:

kpon=P(XSx+k,Y>y+k,Z>z+k|X>x,Y>y,Z>z)

_Px<X<x+kY>y+kZ>z+k)

- PX>xY>y,7Z>2z)
_PX>xY>y+kZ>z+k) PX>x+kY>y+kZ>z+k)
P >xY>y,Z>2) PX>xY>y,Z>2z)

_Mmy+kz+@—5&+ky+kz+@

B S(x,v,2) ’

W podobny sposob wyznaczamy pozostate prawdopodobienstwa:
Sx,y+kz)—Sx+ky+kz)—Sxy+kz+k)

kPo10 = S(x,y,2)
Sx+k,y+kz+k)
S(x,y,2)
_Sy,z+k)-Sx+kyz+k)-Sy+kz+k)
kp001 - S(x,y,Z)
Sx+k,y+kz+k)
S(x,y,2)
S,y +kz)—Sx+ky+zz)
kp01 - S(x,y,Z) .

Oznaczmy symbolami ryy, ryz oraz ry; wspotczynniki korelacji Kendalla
miedzy poszczegblnymi zmiennymi. Ponadto niech:
ry = Txz + TYZ,rX _Ixr sz’ry _xr vz
2 2 2
Rozpatrzymy dwa przypadki struktur zalezno$ci, gdy najwigkszy jest wspot-
czynnik ryy oraz ryz. Pierwszy odpowiada sytuacji, gdy jest duza wigz migdzy
malzonkami, zyja w podobnych warunkach, czy narazeni sa na te same ryzyka.

Drugi natomiast zachodzi, gdy syn ma podobne geny jak ojciec, moze miec
te same dziedziczne choroby, a mniejsza jest w tym przypadku zalezno$¢ gene-
tyczna migdzy matka a synem.
Gdy najwigkszy jest wspolczynnik korelacji Kendalla ryy, to struktura za-
leznos$ci przyjmuje postac:
S(x,y,2) = CACi( 25’5 yPO )5 2P0)-
W drugim przypadku otrzymujemy natomiast:
S(x,y,2) = CoCi(xp5's 2P3)s yPE)-
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Tabela 4. WartoSci renty a,,. dla réznych ryy

Fxy Axlyz rxy Axlyz

0 4,15434 0,12 4,06151
0,02 4,13886 0,14 4,04604
0,04 4,12338 0,16 3,9498
0,06 4,10791 0,18 3,91685
0,08 4,09244 0,2 3,88389
0,1 4,07698

Zrédto: Opracowanie whasne.

Zalozmy teraz, ze malzonkowie maja po 40 lat, a ich syn 15 lat i bedzie
otrzymywaé ewentualng rent¢ do 25 roku zycia, tzn. x = y = 40 oraz z = 15
i n = 10. Przyjmujemy ponadto, ze techniczna stopa zwrotu jest stata i wynosi
&= 0,03, czyli v = 0,97087, oraz ze jest wigksza zalezno$¢ migdzy dtugoscia
zycia meza i syna niz zony i syna: ryz = 0,15 i ryz; = 0,05. W tabeli 4 znajduja si¢
warto$ci renty a,,. dla r6znych stopni zalezno$ci migdzy dlugo$ciq zycia mat-
zonkow, czyli wspotczynnika korelacji Kendalla ryy, wyrazone w umownych
jednostkach pienigznych. Widzimy, ze wraz ze wzrostem stopnia zalezno$ci
dhugosci zycia matzonkow ryy maleje warto$¢ renty ayy..

Wartosci renty a,,. w zalezno$ci od wieku matzonkow sa przedstawione na
rys. 2, gdzie zatozono, ze x = y, ryz; = 0,15, ryz = 0,05, ryy = 0,1, z = 15 oraz
n = 10. Ponadto rozpatrzono osobno przypadek dotyczacy niezaleznosci dlugo-
$ci zycia wszystkich trzech osob.

52 4 Ay

— 7a]

4,6 - ’

- = = - niezal

4,2 |

4 T T T T T T T T T )
40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90

Rys. 2. Wartosci renty a,,. w zaleznosci od wieku matzonkow

Zrodto: Opracowanie whasne.
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Mozna zauwazy¢ pewna cykliczno$¢ wykresu wartosci renty ay,. w zaleznosci
od wieku matzonkow. Naprzod warto$¢ renty rosnie wraz ze wzrostem ich wieku,
nastepnie po 58 roku maleje. Na uwagg zastuguje kolejny wzrost wartosci renty po
82 latach. Jest to wiek czysto hipotetyczny w przypadku rodzicéw, ale moze on
przyktadowo dotyczy¢ dziadkow, ktdrzy opiekuja sie¢ wnukiem. Rowniez zmienna
Jest zalezno$¢ wielkosci renty ay,. od wieku malzonkéw i przypadku niezaleznosci.
Do 67 roku dla zaleznych dlugosci zycia wartos¢ renty jest mniejsza, a dla star-
szych 0sob jest wigksza niz dla niezaleznych dlugosci zycia.

Podsumowanie

Praca dotyczyla analizy wielowymiarowej struktury zaleznosci. Zwrocono
glownie uwage na przypadek wigkszej niz dwa liczby wymiaréw. Ma to szcze-
gblnie znaczenie, gdy struktura ta jest opisana archimedesowa funkcja laczaca,
ktéra ze wzgledu na prostotg czesto jest wykorzystywana w praktyce. W przy-
padku wigkszej liczby wymiardw jest jednak wtedy wymagana jednakowa kore-
lacja migdzy parami zmiennych losowych, co jest rzadko spotykane w praktyce.

W tym celu zaproponowano zastosowanie pewnego uogdlnienia tych funk-
cji taczacych: hierarchicznych funkcji taczacych (HAC), catkowicie i czgSciowo
zagniezdzonych. Nie maja one tych wad, co klasyczne archimedesowe funkcje
faczace, 1 sa lepiej dopasowane do empirycznych danych. W pracy przedstawio-
no przyktadowa konstrukcje czesciowo zagniezdzonej HAC. Przeprowadzono
tez analize rozszerzonej wersji renty wdowiej. Do wyznaczenia aktuarialnej
warto$ci tej renty wykorzystano HAC. Zbadano tez wplyw stopnia zalezno$ci
dtugosci zycia 0sob oraz ich wieku na wartos¢ tej renty.
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ANALYSIS OF THE MULTIVARIATE DEPENDENCE STRUCTURE
— APPLICATION IN THE FAMILY LIFE INSURANCE

Summary: The paper is devoted to the modeling of the multivariate dependent structure,
where the number of dimension is greater than two. The hierarchical Archimedean copu-
las (HAC) are using to this end: the fully and partially nested. This is the simple gener-
alization of the classical Archimedean copulas, which do not work in the multi-
dimensional case. The methods of fitting the copulas to the empirical data, the methods
of estimation of the parameters of copulas and the exemplary constructions of HAC are
investigated. The last part of the paper is devoted to the expanded version of a widow's
pension. The HAC is used to derive actuarial value of such pension.

Keywords: actuarial pension, multivariate dependence, copula.



