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Streszczenie. Przedstawiono podstawy klasycznej arytmetyki interwatowej - omowiono
dziatania na interwalach oraz wlasnosci tych dziatan, funkcje i macierze na interwatach oraz
interwalowe uktady réwnan.

Wstep

Kazda operacja arytmetyczna na wynikach pomiaru powoduje wykonanie okres-
lonego dziatania na btedach obcigzajacych ten wynik, a zatem wprowadza wlasne
btedy. Efekty te kumuluja si¢, co powoduje, ze przy duzej liczbie operacji wynik
moze istotnie rozni¢ si¢ od wartosci, ktéra moze by¢ uznana za poprawna. W tej
sytuacji nalezy zada¢ nie tylko okreslenia niedoktadno$ci wyniku, ale réwniez
wymagaé sformalizowania tego procesu w takim stopniu, aby uproszczenia w jego
realizacji daly si¢ kontrolowac.

Obserwuje sig, ze realizujgc wielokrotnie pomiar tej samej wielkosci w tych
samych warunkach uzyskuje si¢ rézne liczby. Jest to wynik wystepowania czynni-
kéw losowych w procesie pomiaru. Czynniki te powoduja, ze wynik pomiaru musi
by¢ traktowany jako reprezentant pewnej grupy liczb, ktére moga sta¢ sie¢ wyni-
kami pomiaru. Miar¢ rozrzutu liczb w rozwazanym zbiorze pomiaréw okresla si¢
jako niepewnos$¢. Rozrzut charakteryzowany jest przez przedziat, w ktéorym miesz-
czg si¢ ,,prawie wszystkie” wyniki pomiaru, mozliwe do uzyskania w danych wa-
runkach (tzn. z odpowiednio duzym prawdopodobienistwem). Jest to sposdb stan-
dardowy wyznaczania niepewnosci w oparciu o zasady rachunku prawdopo-
dobienstwa. Jednakze sposob ten zawodzi w przypadku, gdy zachodzi potrzeba
wyznaczenia niepewno$ci wyniku uzyskiwanego na wyjsciu algorytmu w efekcie
przetwarzania ciggu danych pomiarowych wielkosci zmieniajacej si¢ w czasie.

Innym sposobem podejscia do powyzszego problemu jest wykorzystanie tzw.
klasycznej arytmetyki interwalowej, w ktérej wynik pomiaru jest reprezentowany
przez ograniczony zbidr liczb rzeczywistych, czyli interwal (por. [1]).
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1. Interwaly
Niech R oznacza zbior liczb rzeczywistych. Interwatem nazywany jest zbior
X = [%;]3: {(XeRx<X <X}

gdzie x i X s3a odpowiednio dolng oraz gorng granice interwalu i nalezg do zbioru

R. Symbol X oznacza kazdy element nalezacy do interwatu x.

Granice interwalu stanowig jego wielkosci charakterystyczne, czyli moga byé
traktowane jako parametry interwatu. Zgodnie z definicjg, granice sa parametrami
pierwotnymi interwatu. Przy uzyciu parametrow pierwotnych definiuje si¢ parame-
try wtorne interwatu. Parametry wtorne to srednia granic interwatu

% = mid(x) = E;X

zwana Srodkiem interwatu, oraz promien interwalu

X-x
2

Warto$¢ ,,najwicksza” lub wartos¢ bezwzgledna interwalu x okreslamy
nastepujaco:

rad(x) =

|x| =mag(x):= maxﬂ)~c| X e x}
Analogicznie okreslamy warto$¢ ,,najmniejsza” interwatu

<x>=mig(x):= minﬂ)~c| X € x}
Oba pojecia mag(x) i mig(x) mozna wyrazi¢ za pomoca punktéw krancowych:
gl

b jesli 0 ¢ x

|x| = maxﬂ)_c

>

X

<x>= min ﬂg,
<x>=0, jesli O e x

Szczegdlnym przypadkiem interwatu jest liczba rzeczywista. Jest to interwat
0 zerowym promieniu, nazywamy go interwatem smuktym. Dla smuklego interwa-
tu zachodzi warunek rad(x) =0 (lub x =X).

Jesli S < R jest niepustym podzbiorem zbioru R, to powloke zbioru S okresla-
my jako

0S: = [inf(S), sup(S)]

Np. 0{(a,b) =[a,b], jeslia<b; 0{(a,b)}=[h.a], b<a.
Relacje porzadkujaca w odniesieniu do interwaldw okreslamy nastepujaco:
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Niech pe {<, <>, 2}
X py<Xpy dlawszystkich X e x,yey

Oczywiscie zachodza nastepujace wlasnoscei:

l. x<yeox<y

2. x>yex >;

3. xSy x<y

4. x2yox2y

Relacja porzadkujaca jest antysymetryczna i przechodnia. Dodatkowo relacje >, <

sa zwrotne. Dwa dowolne interwaly nie musza by¢ jednak porownywalne, np.
[1,3]1 [2.4] nie sa.

2. Dzialania na interwalach

Podstawowe dziatania dla interwatow (o - dodawanie, odejmowanie, mnozenie,
dzielenie i potggowanie interwalow) okreslamy nastepujaco:

xoy:{?coi:)?ex,fzey}
dla dowolnych interwatow x,yeR, dla ktorych jest okreslone dziatanie o

(oczywiscie niektore z dziatan wymagaja dodatkowych zalozen):
a) dodawanie

x+y=l)_c+l/,)_c+yj

np. [193] + [455] = [558]5 1+ [_392] = [_293]
b) odejmowanie

x—y=[zc—f,7c—,_VJ

np. [2,5]-10,2]1=10,5], [-2,—-1]—[3.4] =[-6,—4]
c) mnozenie x - y

y=0 Oey y<0
x>0 [xy.5 7] [5y.351] [Fy.x7]
[min(x 7.5 y). ~
Ocx [x.7% 7] - (¥ y.xy]
max(x y,X y]
x<0 [x7.%y] [x.xY] [X7.xy]

np. [1,2] - [3,4] = [3,8], [-2,—-1] - [0,2] = [-4,0], [-1,2] - [-1,2] = [-2,4]
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[xy,xy], jeslix >0
Jesli rad(x)=0=>x-y=9
[xy, x)_/], jeslix<0
Stad mamy: -3 - [1,2] = [-6,-3]
d) dzielenie x/y jest mozliwe w przypadkach, gdy 0 ¢ y

y>0 y<0

x>0 [x/y.x/y] [x/y.x/y]
Oex [x/y.x/y] [x/y.x/]
x<0 [x/y.x/ ] [x/y.x/y]

Jesli Og x =>x' =[x .x']
np. : [1,3)/[-1/1] nie jest zdefiniowane; 2/[1,2] =[1,2]; [-2,4]/[1,2] = [-2,4];
[2,4]/[-2,-1]=[-4,-1].
e) potegowanie x’ jest mozliwe w jednym z przypadkow:
1°x>0
2°x20Ay>0
3°0¢x,y<0 - catkowite
4° y>0 - calkowite
np. [2,31° = [4.9]; [-1,2]° = [2.4]

3. Wlasnosci dzialan na interwalach

Nastepujace wlasnosci dziatan na interwatach maja swoje odpowiedniki dla
dziatan na liczbach rzeczywistych:

l. x+y=y+x; x-y=y-x (przemiennosc)

2. (x+y)+z=x+@+2z2) (x-y)-z=x-(y-z) (lgcznosc)
3.x+0=0+x=x; 1-x=x-1=x (el. neutralny)

4 x-—y=x+t(p)=-y+x

5. x/y=x-y'=y"x

6. <r—y)=y-x

7. x(=y)=(=x)-y=-x-y

8. (-x)-(-))=x-y

9. x—(yxz2)=(x—y)Fz

Warto zauwazy¢, ze w arytmetyce interwatowej zachodza nastepujace inkluzje:
10.x-(ytz)cx-ytx-z

1l.(xty)zcx-yty -z



Podstawy arytmetyki interwatowej 99

12.x-yc(x+y)—(y+2)
13.x/yc(x-2)(y-2)
14.0ex—x

15.1ex/x

Na przyklad:
a) [=L1]-([0.1]+[=1,0]) = [-L1] = [-2,2] = [-L1]- [0,]] + [ L.1]-[-L1]- [~ 1,0]

b) 1e [%,2] =[1,2]/[1,2]

Wiasnosei 10-15 istotnie réznig si¢ od analogicznych wlasnosci dziatan dla
liczb rzeczywistych. Przy dodatkowych zatozeniach mozna, w niektérych z nich,
uzyska¢ rownos$¢ w arytmetyce interwatowej, np. jesli x,y,z sa interwalami, to za-
chodzi:
x(y+z)=x-y+x-zprzy zalozeniu, Ze x jest smuklym interwalem
x-(x+y)=x-y+x-zprzy zalozeniu, ze y,z>0 lub y,z<0
x-(y—z)=x-y—x-zjesli x20>zlub y<0<z
W przypadku 14 x — x = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy x - smukly. Jesli np. x = [1,2],
to [1,2] — [1,2] =[-1,1], mamy wiec 0 € x — x .

4. Funkcje i macierze na interwalach, liniowe uklady interwalowe

Niech @ oznacza zbidr elementarnych funkcji rzeczywistych ciaglych na kaz-
dym domknietym interwale, na ktoérych sa okreslone. Jesli x jest interwatem,
@ € O, to funkcje na interwale okreslamy nastepujaco:

P(x) =0{p(3);¥ € x)}
dla wszystkich interwatow x € R, dla ktérych @(X) jest okreslone, gdzie X € x .
Na przyktad:
a) funkcja wartos¢ bezwzgledna na interwale x: abs(x) = [mig(x), mag(x)]
b) funkcja wykltadnicza na interwale x: exp(x) = [exp x,expX]
¢) funkcja pierwiastek kwadratowy na interwale x: sqrt(x) = [0,x’]
Macierza interwatowa o wymiarze m x n nazywamy tablice

A, . .. A

1n
A=(4,)=] | gdzie 4, € R s3 interwalami

A A

e e n
Zbior macierzy interwatowych o wymiarach m x n oznaczamy R™.

Macierz interwalowa A4 =(4,) jest interpretowana jako zbidr rzeczywistych
m X n wymiarowych macierzy.
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Az{ZeR"’x”: A, €Ay, i=1,..mk=1,..n}

Macierz interwatlowa o wymiarze n x 1 jest wektorem interwalowym, a macierz
o wymiarze 1 x 1 jest interwatem.
Analogicznie jak dla interwalu okreslamy:

A=inf(4)=(4;)
A = sup(d):=(4,)
A=mid(A):=(4,)
rad(A) = (rad(A;)
4= (4u]y
Podstawowe dzialania na macierzach 4, B € R"™" definiujemy nastepujaco:
a) dodawanie i odejmowanie
A+B:=1 {Z+EIZ€A,EEB}
A-B:=1 {Z—EIZEA,EEB}
b) mnozenie, Ae R"™, BeR"™ to A-BeR"™
A'BI=D{Z€A,EEB}
¢) mnozenie przez skalar - interwal a € ‘R
a-A::D{ﬁ-Zzﬁea,ZcA}
Majac definicje dziatan na macierzach, mozna rozwazaé¢ liniowe rownanie

interwatowe. Jesli 4 e R™ jest macierzg interwatlowg oraz b € R" jest wektorem
interwalowym, to liniowym ukladem réwnan interwalowych nazywany rodzing
rownan liniowych
A-%=b, gdzie Ade A, beb
x jest wektorem interwatlowym niewiadomym.
Prosty aparat matematyczny opisany powyzej wykazuje szczegolne zalety w za-
stosowaniach technicznych - do zagadnien przetwarzania danych pomiarowych [2]

oraz do rozwiazywania wielu probleméw ekonomicznych, jak np. prognozowanie
kosztow i wielkosci produkeji w modelu wejscia-wyjscia (por. [3]).
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