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UBEZPIECZENIA MALZENSKIE
UWZGLEDNIAJACE ZALEZNOSCI'

Streszczenie: Praca poswigcona jest rentom matzenskim. W odréznieniu od podejscia
klasycznego, zakladajacego niezalezno$¢ dtugosci zycia malzonkéw, w artykule uwzgled-
nia si¢ ich zaleznos¢. Struktura zaleznosci opisana jest funkcja taczaca, gléwnie archi-
medesowa. Warto$ci aktuarialne rent matzenskich wyznacza si¢ na podstawie znajomo-
sci funkcji taczacej dotyczacej bazowego wieku matzonkow. Analizowana jest zmiana
struktury zalezno$ci zachodzaca podczas zmiany wiecku matzonkow. Warto$é renty dzie-
dzicznej zostata wyznaczona w pracy na podstawie danych GUS-u z wojewodztwa dol-
noslaskiego.

Stowa kluczowe: renta matzenska, funkcja taczaca, struktura zaleznosci, dlugosé zycia.

JEL Classification: G22.

Wprowadzenie

Dla wyznaczenia wartosci aktuarialnych rent malzenskich potrzebna jest
znajomos$¢ tacznego rozktadu dhugosci zycia obydwu matzonkow. W klasycz-
nym podej$ciu do tego zagadnienia zaklada si¢ niezalezno$¢ tych zmiennych
losowych [Bowers i in., 1986]. Zatozenie to jest wygodne z teoretycznego, ma-
tematycznego punktu widzenia, nie jest jednak realistyczne. W praktyce mat-
zonkowie moga by¢ narazeni na wspdlne ryzyko, na czynniki zewnetrzne powo-
dujace zaleznos$¢ dlugosci ich przysztego zycia. Mozna tez miedzy innymi
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zaobserwowa¢ wpltyw $mierci jednego z matzonkéw na dugosé zycia drugiego.
Jest to tzw. syndrom zlamanego serca.

W pracy strukture zaleznosci dtugosci zycia malzonkéw opisuje sie za po-
mocg funkcji taczacych, glownie archimedesowych. Przyjmuje si¢ znajomos¢ tej
funkcji dla bazowego wieku matzonkow (x, yo) 1 wyznacza si¢ funkcje taczaca
dotyczaca podzniejszego wieku meza i zony: (x, y), gdzie x > xo, y > yo.

W rozdziale pierwszym pracy przedstawione zostaty podstawowe wiado-
mosci dotyczace funkcji taczacych. Omowione zostaty gtéwne rodziny archime-
desowych funkcji tgczacych i ich zwiazek z zewnetrznymi czynnikami oddziatu-
jacymi na dlugosci zycia matzonkow. Drugi rozdzial dotyczy rent malzenskich.
Przedstawiono w nim renty oparte na statucie wspolnego zycia i ostatniego do-
zycia, rent¢ wdowia i dziedziczng. Wyznaczono wartosci aktuarialne tych rent
w oparciu o znajomos¢ funkcji tgczacej dotyczacej bazowego wieku malzon-
kéw. W ostatnim rozdziale wyznaczono warto$¢ aktuarialng renty dziedzicznej
o oparciu o dane GUS-u dotyczace wojewodztwa dolnoslaskiego. Przeprowa-
dzono analiz¢ zmian tej wartosci w zalezno$ci od wyboru funkcji taczacej i war-
tosci parametru R.

1. Modelowanie struktury zaleznoSci

Funkcja taczaca (ang. copula) jest podstawowym narzedziem stuzacym do
modelowania struktury zalezno$ci. Jest to tagcznik miedzy rozkladem tacznym
a rozkltadami brzegowymi. W przypadku dwuwymiarowym, a takie struktury
zaleznosci bedziemy rozpatrywa¢ w naszej pracy, funkcja taczaca C speinia
nastgpujaca zalezno$e, ze jest [Nelsen, 1999; Heilpern, 2007]

Flx,y) = P(X < x, Y<y) = C(Fxx), F¥()),

gdzie F jest dystrybuanta rozktadu tacznego, a Fy, Fy dystrybuantami rozktadow
brzegowych. Mozna pokaza¢ [Nelsen, 1999], Ze jest to dwuwymiarowa dystry-
buanta o jednostajnych, skupionych na [0, 1], rozktadach brzegowych.

W rozwazaniach dotyczacych ubezpieczen zyciowych zamiast dystrybuant
czesciej wykorzystuje si¢ funkcje przetrwania: taczne S(x, y) = P(X > x, ¥ > y)
oraz brzegowe Sx(x) = P(X > x), S{y). Dlatego tez do opisu rozktadu tacznego
lepiej stosowaé funkcje taczace przetrwania C':

S, y) = C'(Sx(x), Sx(»))-
Spetniaja one wtedy zaleznos¢:

Cu,v)=u+v-1+C(1-u,1-v).
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Czesto w zastosowaniach stosuje si¢ archimedesowa funkcje taczaca. Jest
to prosta, quasi-addytywna funkcja:

Clu, v) = ¢ (p(w) + p(v)),
gdzie ¢ jest $cisle malejaca, wypukla funkcja, spetniajaca warunki ¢: [0, 1] —
[0, ], (1) = 0, nazywang generatorem. Funkcja ap(u), gdzie a > 0, rbwniez jest
generatorem tej samej funkcji taczace;.

Tabela 1. Podstawowe rodziny archimedesowych funkcji taczacych

Rodzina C(u, v) o(t) a
Clayton max((u™® +v=% —1)"Y4,0) -1 (0, )
Gumbel exp(—((=In(w)? + (=In(v)*) /%) (<In »)* [1, o)

—au __ —av _ —at _
Frank - l In (1 + (e _1) (e 1)) —In u (~o0, 0)\{0}
a e 2—1 e 2—1
uv 1-a(l1-1t)
AMH 1—a(l-w)(1-v) In——— [-1,1)
Nelsen 4.2.20 (ln(exp(u‘“) +exp(v™?) — e))_l/a exp(t™®) —e (0, o0)

Zrédto: Nelsen [1999].

Funkcje aczace przetrwania spetniaja wszystkie wlasnosci funkcji tacza-
cych. Mozna je wtedy traktowac jako funkcje tgczace, np. rozpatrywac archime-
desowe funkcje taczace przetrwania.

W zagadnieniach praktycznych wykorzystuje si¢ rodziny funkcji taczacych
indeksowanych parametrem oddajacym stopien zalezno$ci. Zwykle wigksza
warto$¢ tego wspotczynnika wskazuje na wigkszy stopien zaleznosci. W tabeli 1
zawarte sa najczesciej wykorzystywane rodziny archimedesowych funkcji tacza-
cych. Podane sa wzory tych funkcji, ich generatory oraz zbiory wartosci ich
parametrow.

Ponadto w dalszej czg$ci pracy wykorzystana zostanie rodzina funkcji ta-
czacych FMG opisana wzorem

C(u, v)=uv+ auv(l —u)(1 —v),
gdzie -1 < a <1, niebedaca archimedesowg funkcja faczaca.

Dla archimedesowych funkcji taczacych zachodzi dos¢ wygodna w rozwa-
zaniach teoretycznych wilasnos¢. Istnieje bowiem ukryta zmienna losowa ©
(ang. fraitly), taka, ze jej funkcja tworzagca momenty Meg(s) jest indukowana
przez funkcj¢ odwrotng do generatora [Wang, 1999], tzn.

Me(s) = (0_1(*5)-
Zmienne losowe X, Y sg wtedy warunkowo niezalezne dla ustalonej realizacji 6
ukrytej zmiennej losowej ® oraz zachodza zaleznosci:

PX>x,Y>y|0©=0)=Sxox)Syo(y),
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gdzie Syp(x) =PX>x | O =0)= exp(HMg 1(SX(x))). W podobny sposéb okre-
slamy Syy(y). Gdy struktura zaleznosci opisana jest funkcja taczaca Claytona to
ukryta zmienna losowa ® ma rozktad gamma, dla funkcji Franka otrzymujemy
rozktad logarytmiczny, a dla funkcji Gumbela rozktad a-stabilny. Z kolei funkcji
taczacej AMH odpowiada rozktad geometryczny. Niestety w przypadku funkcji
taczacej Nelsena mozna jedynie podac posta¢ funkcji tworzacej momenty ukry-
tej zmiennej losowej: Mg(s) = —In(s + e)/a.

Od strony praktycznej, zastosowan, ukryta zmienng losowa mozemy trak-
towaé jako wpltyw zewnetrznego czynnika na dalsza dtugo$¢ zycia matzonkow.
Do czynnikow zewnetrznych mozemy zaliczy¢ wszelkiego rodzaju wypadki, czy
katastrofy, w ktorych matzonkowie wzi¢li udziat. Oddzialywanie bliskiego oto-
czenia, warunki mieszkaniowe, wspélny tryb zycia, czy tez czynniki spoteczne
oraz ekonomiczne, jak rozne kryzysy, rowniez mieszczg si¢ w tej kategorii. Ma-
ja one miedzy innymi wptyw na dlugosci zycia zarbwno meza, jak i zony, po-
wodujac ich zaleznos$¢.

Jest rowniez Scisty zwiazek miedzy wspotczynnikami korelacji Kendalla z
i Spearmana p a funkcjami tgczacymi. Zachodzg bowiem nastepujace zaleznosci
[Nelsen, 1999]:

B 1,1 3 1§0(t)
T—4j;)J;C(u,v)dC(u,v)—l—1+4f0

@'(t)

dt,

1,1
p= 12f f C(u,v)dudv — 3.
0o Jo

Niestety w przypadku wspotczynnika Spearmana nie ma dla archimedesowych
funkcji taczacych takiego prostego wzoru. Z kolei klasyczny wspdtczynnik
Pearsona nie jest jednoznacznie wyznaczony przez funkcje taczaca. Zalezy on
nie tylko od funkcji laczacej, ale rowniez od rozkladéw brzegowych [Pfeifer,
Neslehova, 2004].

W zagadnieniach praktycznych wazng kwestig jest wybor funkcji taczacej
najlepiej ,,dopasowanej” do danych empirycznych. Genest i Rivest [1993]
W swojej pracy zaproponowali nastepujaca procedure.

i) Ustalamy rodziny funkcji taczacych.

ii)) Na podstawie danych empirycznych wyznaczamy wspotczynnik korelacji
Kendalla 7.

iil) Z kazdej rodziny wybieramy funkcj¢ tagczaca odpowiadajaca wspotczynni-
kowi 7.

iv) Stosujac odpowiednie kryterium, wybieramy sposrod tych funkcji taczacych
najlepiej ,,dopasowang”.
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Takim kryterium moze by¢ odleglos¢ rozktadu empirycznego od teoretycz-
nego dana wzorem:

” 5 1/2

gdzie S, jest empiryczng funkcja przetrwania. Brzegowe funkcje przetrwania Sy,
Sy mogg by¢ znane, badz rowniez by¢ empirycznymi funkcjami przetrwania.
Powyzsza odleglo$¢ minimalizujemy.

2. Renty

Niech TM bedzie zmienng losowa opisujaca dalsze trwanie Zycia x-letniego
mezczyzny, a Tf y-letniej kobiety. Przyjmijmy tez, ze obie zmienne losowe sa
ciggle i ograniczone: 0 <TM <wM, 0 < T;( < W;,( ,np. wM =100 — x. Prawdopo-
dobienstwo, ze oboje malzonkowie przezyja jeszcze ¢ lat jest rowne

Pry = P(TH > 6, TX > ¢),
a ze przynajmniej jedno z nich przezyje ¢ lat wynosi
Pry = P(max{TM, TX} > t).
Z kolei wzory
Daly = P(TY > ¢, TX < t),
Dy = P(TE < £, TX > t).

przedstawiaja prawdopodobienstwa, ze jedynie odpowiednio maz oraz zona

przezyja jeszcze t lat. Aby wyznaczy¢ powyzsze prawdopodobienstwa, nalezy
zna¢ tgczny rozktad zmiennych losowych TM oraz T;" . Nalezy tez pamigtac, ze

zmienne te s3 warunkowe wzgledem zmiennych T i TX, czyli wzgledem dhu-
gosci zycia mierzonego od urodzin. Spetniajg one zalezno$ci
P(TY >t)=P(TM >x+t| T > x),
P(TX>t)=P(T§ >y +t|TE > y).

W naszej pracy przyjmiemy zatozenie, ze znamy jedynie funkcje taczaca
przetrwania Cy, ., dotyczgcg rozktadu lacznego (Tir, Ty ), czyli dla xo-letniego
mezczyzny i yo-letniej kobiety. Znajac wtedy rozktady brzegowe Ty! oraz Ty\
mozemy wyznaczy¢ faczng funkcjg przetrwania Sy, .
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Prawdopodobienstwo ;py, mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami. W pierw-
szym korzystajac z funkcji tgczgcej przetrwania Cy,, dotyczacej zmiennych M
oraz Ty, czyli

Pry = P(TM > LT > £) = Gy (SH(0), S5 ©),

gdzie Sy'(t) i Sf(t) sa brzegowymi funkcjami przetrwania facznego rozktadu
(T, TX) o funkcji przetrwania S,,. W drugim sposobie wykorzystujemy funkcje
taczacy przetrwania Cy, ,, bazowego wieku matzonkow x, oraz y,. Stosujac wte-

dy prawdopodobienstwa warunkowe, otrzymujemy [Spreeuw, 2006]

Py =P(TH >s+6, TX >w+t| T >s, TF >w) (1)
C Segye(SHELw ) Gy, SH(s+1), S5 (w+ 1)
SXO)’O (S' W) C;Ckoyo (S.Q'/(I) (S)’ S}I/(O (W)) '

gdziex=xo+s,y=yo+worazs>0,w>0.
Ponizsze twierdzenie pokazuje nam zwigzek miedzy funkcjami taczacymi
przetrwania Cx y, 1 Cxy.

Twierdzenie. Jesli funkcja taczaca przetrwania Cy p, jest archimedesowa z ge-
neratorem ¢, to funkcja Cy, jest rowniez archimedesowa, a jej generator jest
rowny
Y(u) = p(cu) - (o),

gdzie ¢ = Sy, (s, W).
Dowdd. Pokazemy, Ze y(u) jest generatorem Cy,,. Zachodzg nastgpujace zalez-
nosci w'(f) = ¢\ (t + p(c))/c oraz

Y ((w) + Y(v) = @ (Y(u) + Y(v) + ()] ¢ 2)

= ¢ (p(ew) + p(cv) - p(0))/ ¢

Przyjmujac u = Sy! (t) oraz v = S (z) otrzymujemy
Sxoye (8 +t,w)

u=P(TM >s+t|TM >s, TX >w) =
(xo Xo Yo ) Sxoyo(s'w)

- %c;;oyo (525 + 0,58 W) = %qu (0 (st +0) + o (s o))
v= %(p‘1 ((p (S,’X(’] (s)) + ¢ (S{fo(w + z))).

Niech C* bedzie funkcja taczaca przetrwania o generatorze w(u). Podstawiajac
do (2) tak okreslone u oraz v mamy
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C (S0, 55@) =297 (p(eSHD) + 9 (e55@) ~ 0(0))
= %(p‘1 (q) (S,’é’(’)(s + t)) + ¢ (Sf,(o(w + Z))),

poniewaz

o(cSM(®) = o <(p S,’C‘f)(s + t)) +o ( ffo(W))>)

= (SMs+0) + o (shw)),
o (cSK@) = o (SH()) + o (S (w +2)),
9(c) = ¢ (SH()) + o (S5 W)).
W rezultacie otrzymujemy
C (S0, 5E@) =07 (o (St + D) + 0 (55 0w +2)

Sy v (s +t,w+2)
= xOyg‘ (S W) = xy(t' Z).
XoYo \*?

Widzimy wigc, ze funkcje taczace przetrwania C* i Cy,, s3 rowne, dotyczg tej

samej tacznej funkcji przetrwania S,,, tzn. funkcja y jest generatorem funkcji
taczacej przetrwania Cy,,.

Twierdzenie pokazuje, w jaki sposdb znajac funkcje taczaca przetrwania
Cx,y, dotyczaca wieku matzonkow x i y, oraz prawdopodobienstwo Sy ., (s, w)
mozna wyznaczy¢ funkcj¢ taczacg dla dowolnych lat x > xq oraz y > yy. Dowod
jest oparty na dowodzie podobnego twierdzenia podanego w pracy Spreeuwa
[2006].

W przypadku gdy funkcja faczaca przetrwania Cy,,, jest funkcjg Claytona
Z parametrem a, to

w(u)=c*(t"-1).

Jest to nadal generator funkcji taczacej Claytona z tym samym parametrem,
poniewaz stala ¢ nie zmienia generatora. Mozna pokaza¢ (patrz [Spreeuw, 2006]),
ze jedynie funkcja taczaca Claytona nie zmienia si¢ w czasie, tzn. nie zalezy od
wartosci x oraz y. Gdy faczaca funkcja przetrwania Cy,,, jest funkcjg Franka z pa-
rametrem a, to Cy,, jest rOwniez funkcjg Franka, ale z parametrem ca. Poniewaz

e—act -1 e—ac -1 e—aCt -1

lp(t) = —In -0 _1 +1In pRr—r = —lnm.
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Parametr ca < a, poniewaz ¢ = Sy 5, (s,w) < 1, co pociaga za sobg zmniejsze-
nie stopnia zalezno$ci wraz z uptywem czasu. Warto$¢ ¢ maleje wraz ze wzro-
stem s 1 w. Z kolei pozostale funkcje laczace ulegaja catkowitej zmianie, ich
posta¢ podana jest w tabeli 2.

Tabela 2. Generatory réznych funkcji taczacych przetrwania C ;y

Rodzina Frank Gumbel AMH Nelsen

—act __ a _ — —-ay _ —-a

w(f) 1 1 (—1n g) — (cIno)° | In 1-a(l—ct) Exp((ct)™®) — Exp(c™®)
e—ac — 1 u t(1-— a(l— C))

We wzorze (1) wystgpuja funkcje przetrwania S,’C"(’) oraz SJIfO. Sa to brzegowe
funkcje przetrwania warunkowego rozktadu o funkcji przetrwania
Sy, (S W) = P(T{! > 5, TN > w)
=P(TY > xo+ s, TE > yo + w| T > x4, TE > yy).

Sa one odpowiednio rowne

Sy (s) = P(Tg" > xo + 5| Tg" > xo, Tg" > ¥o),

SX (W) = P(T& > y + w| Tg" > xo, Tg" > ¥o).
Niestety, aby je wyznaczy¢, nalezy znaé rozklad taczny zmiennych T3 i TX opi-
sujacy dlugosci zycia malzonkéw od urodzenia. Ponadto w naszych rozwaza-
niach interesuja nas bardziej zaleznos$ci dlugo$ci zycia matzonkoéw rozpatrywane
od zawarcia zwiazku matzenskiego niz od ich urodzenia [Spreeuw, 2006]. Dla-

tego tez przy wyznaczaniu wartosci aktuarialnych poszczegdlnych rent do ich
obliczen wezmiemy przyblizenia

SH(s)~ i =P(T¥ > ),
SK (w) ~ wpK = P(TX >w),
gdzie prawdopodobienstwa sp,% oraz Wp{,{o mozna wyznaczy¢ z tablic trwania
zycia. Wtedy otrzymujemy
SH@®) =P(TY >¢) =P(TY >s+¢|TH >s,TK >w)

_ Sxpy(SHELW) Croyo (S,’X(’) (s +1),S5 (W))
Sxoye (S W) Croyo (SH(5), SK (W)
Seara(S W + 1) Ciyy (SE(s), SK (w+1D)
Sxoyo (S, W) Croyo (S (5), SK (W)

SK() =
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W podobny sposdb wyznaczamy prawdopodobienstwa
Sxoyo(SW H 1) =Sy y,(s+t,w+1)

SXOYO (S’ W)

Day = P(TY <, TX > 1) =

xoyo (SJIcV(I) (s),S (W +1t)) — xoyo (S)ICV(I) (s+1),S (W + 1))
Croye (Sae (5), Sy (W) ‘

o Chye(SM (s + 1), SK (w)) - x0y0<s,’z(s+t) K (w+1))
Pyl = x0y0(5%<s> K (w)) ’

Pry = P(max{T,ﬁ”, T} > t)

(s+t,w)+ S, (s, w+t)—S

xOyO X0Yo
xo)’o (S’ W)

03’0

(s+tw+it)

Powyzsze prawdopodobienstwa umozliwig nam wyznaczanie wartosci ak-
tuarialnych rent. Zaczniemy od renty wyptacanej matzenstwu, gdy oboje zyja
przez n lat. Jej warto$¢ aktuarialna, gdy $wiadczenie to wynosi¢ bedzie jedng
jednostke pieniezna, wynosi [Denuit i in., 2001; Heilpern, 2011]

n
Axy;n| = Z vt tPxy»
t=1
gdzie v= (1 + &, a & jest techniczng stopa zwrotu. Wartos¢ aktuarialna renty

ptaconej przez n lat, gdy przynajmniej jeden wspotmalzonek zyje, jest rowna:
n

Axy;m| = z v Pry-
t=1
Renta wdowia natomiast gwarantuje y-letniej wdowie po $mierci x-letniego me-
za wyplate stalej renty az do jej $mierci. Jej warto$¢ aktuarialna wynosi

Axly = Z vt Drjy-
t=1
Nas bedzie szczegdlnie interesowac renta dziedziczna (ang. reversionary
annuity) [Luciano, Spreeuw i Vigna, 2016]. Zaktada ona, ze gdy oboje matzon-
kowie zyja, to dostaja 1 jednostke, a gdy jedno z matzonkéw umrze, to drugie
otrzymuje R jednostek, gdzie 0 < R < 1. Warto$¢ aktuarialna tej renty jest rOwna
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aolgy = Z Vt(Rtp%y + Rtp311(|x+tpxy)-
t=1
W przypadku gdy R = 0, otrzymujemy rentg¢ Qyy.x|, a gdy R = 1, to rent¢ axy, |-
Zwykle przyjmuje si¢ R = 0,5 lub R =2/3.

W swojej pracy Luciano, Spreeuw i1 Vigna [2008] rozpatrywali miary
wplywu dhugosci zycia jednego wspdotmatzonka na dlugosé¢ zycia drugiego. Mia-
ry te okre§lone zostaty nastgpujagcymi wzorami:

E(TMNTS > t)
E(T{")

E(TX|TM > t)

Yy, @) = ETE)

’ lpylc(y ) =

3. Przyklad

Przyjmijmy, ze znana jest faczaca funkcja przetrwania Cy ,, dotyczaca
struktury zalezno$ci dtugosci zycia matzonkow, gdy xo = yo = 50. Jest to funkcja
faczaca Claytona z parametrem a = 0,1508. Jest ona najlepiej ,,dopasowana”,
wzgledem kryterium d, do empirycznej funkcji przetrwania otrzymanej na pod-
stawie danych GUS-u z wojewddztwa dolnoslaskiego ze Spisu Powszechnego
z 2011 r. Metoda okreslania facznego rozktadu dlugosci zycia malzonkéw na
podstawie GUS-owskich danych zostata opisana w pracy Heilperna [2015]. Tak
okreslonej funkcji taczacej Claytona odpowiada wspodtczynnik korelacji Kendal-
laz=0,0701. W tabeli 3 podane sg wartosci parametru wybranych rodzin funk-
cji taczacych: Claytona, Gumbela, Franka, AMH, FGM i Nelsena oraz wartosci
kryterium dopasowania do danych empirycznych d. Widzimy, ze najmniejsza
warto$¢ kryterium d zapewnia funkcja taczaca Claytona, ale trzy inne funkcje:
Nelsena, AMH oraz FGM daja niewiele wigksze wartosci tego kryterium. Na
dobra sprawe mozna je rowniez wziaé pod rozwage. Z kolei dla dwoch pozosta-
tych, zwlaszcza dla funkcji taczacej Franka, otrzymujemy juz istotnie wieksze
wartoséci kryterium. Funkcja aczaca Franka jest nawet gorzej dopasowana niz
funkcja odpowiadajaca niezaleznosci.

Rozpatrzmy wartosci aktuarialne renty dziedzicznej dla matzonkow w wie-
ku x = y = 65 wyznaczone na podstawie wzoréw z rozdzialu 2 oraz znajomos¢
funkcji taczacej Cy,y,- W tabeli 3 podane sg te wartosci dla roznych funkcji 13-
czacych i roznych wartosci parametru R. Rozne funkcje taczace rozpatrywane sa
w celu zbadania odporno$ci warto$ci tej renty, zwlaszcza gdy z badan wynika,
ze s3 niewielkie réznice miedzy wartosciami kryterium dopasowania d dla czte-
rech najlepiej dopasowanych funkcji taczacych.
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Tabela 3. WartosSci aktuarialne renty dziedzicznej dla r6znych funkcji faczacych
i wartosci R
Clayton Gumbel Frank AMH FMG Nelsen Niezaleznos$¢
a 0,1508 1,0754 0,0714 0,2914 0,3156 0,0727
R\ d 0,0191 0,0427 0,1655 0,0202 0,0221 0,0197 0,1366
0 9,4024 9,3527 9,1329 9,3974 9,3960 9,4030 9,1598
0,1 10,0098 9,9717 9,7725 10,0096 10,0096 10,0101 9,7968
0,2 10,6173 10,5906 10,4121 10,6218 10,6233 10,6173 10,4337
0,3 11,2248 11,2095 11,0517 11,2341 11,2369 11,2244 11,0707
0,4 11,8323 11,8284 11,6913 11,8463 11,8505 11,8316 11,7076
0,5 12,4397 12,4474 12,3309 12,4585 12,4642 12,4388 12,3446
0,6 13,0472 13,0663 12,9705 13,0708 13,0778 13,0459 12,9815
0,7 13,6547 13,6852 13,6101 13,6830 13,6914 13,6531 13,6185
0,8 14,2622 14,3041 14,2497 14,2952 14,3051 14,2602 14,2554
0,9 14,8696 14,9231 14,8893 14,9075 14,9187 14,8674 14,8924
1 15,4771 15,5420 15,5289 15,5197 15,5324 15,4745 15,5293

Warto$ci renty dziedzicznej zostaly tez przedstawione na rys. 1. Rysunek
ten umozliwia sprawne przeprowadzenie analizy odpornosci wartosci aktuarial-
nej renty dziedzicznej ze wzgledu na wybor funkcji taczacej. Widzimy, ze wraz

ze wzrostem warto$ci tego parametru rosng liniowo warto$ci aktuarialne tej ren-
ty oraz malejg r6znice migdzy wartoscia rent odpowiadajacym réznym funkcjom

faczacym. Dla duzych wartosci parametru R nie ma wlasciwie wigkszej roznicy,
ktorg funkcje taczaca wybierzemy. Dla matych wartosci funkcje taczace mozna
podzieli¢ na dwie grupy. W pierwszej grupie mamy funkcje Franka i niezalez-
no$¢, a w drugiej pozostate funkcje taczace.
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Porownajmy teraz wartosci aktuarialne renty dziedzicznej uzyskane dla
réznych funkcji taczacych z wartosciami, gdy zalozymy niezaleznos¢ dhugosci
zycia matzonkow. W praktyce zwykle stosuje si¢ to klasyczne zatozZenie. Na rys. 2

xy,C

rzedstawione zostaly wartoSci ilorazu sq; = , gdzie af est wartosci
C1I aR k xy,C
XY,

renty dziedzicznej, gdy wybierzemy funkcje taczacg C, a funkcja / odpowiada
niezalezno$ci. W tym przypadku mozemy juz zaobserwowac wigksze zrdznico-
wanie. Widzimy, ze dla funkcji taczacych Gumbela, FMG i AMH wartos¢ tego
wspotczynnika przekracza 1. Oznacza to, ze zakladajac niezaleznos¢ dlugosci
zycia malzonkow, otrzymamy niedoszacowane wartosci aktuarialnej renty dzie-
dzicznej, gdy prawdziwa bedzie jedna z tych funkcji taczacych. Wraz ze wzro-
stem warto$ci parametru R warto$¢ parametru s¢,; spada. Dla wartosci bliskich 1
wartosci renty aﬁy,c prawie nie r6znig si¢ od a,’fy‘ 1> a dla funkcji AMH sg nawet
mniejsze. Warto$ci parametru sc; s prawie identyczne dla funkcji taczacych
Claytona i Nelsena dla kazdej warto$ci parametru R. Malejg wraz z jego wzro-
stem. Jedynie dla duzych warto$ci R sg mniejsze od 1. Wtedy przyjecie nieza-
leznosci przeszacuje warto$¢ aktuarialng renty dziedzicznej. Inng sytuacje mamy
w przypadku funkcji taczgcej Franka. Wartosci parametru s¢;, w odréznieniu od
pozostatych funkcji taczacych, rosng wraz ze wzrostem parametru R, sg bliskie
jak dla niezalezno$ci oraz mniejsze od 1. Ogolnie, wartosci s¢; sa niewielkie, nie
przekraczaja 3%. Spowodowane jest to niewielkim stopniem zalezno$ci dlugosci
zycia matzonkow.
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Rys. 2. Wartosci ilorazu s¢; dla roznych funkcji taczacych i warto$ci parametru R
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Tabela 4. Zmiany wartosci wspotczynnika Kendalla

x=y AMH Nelsen
65 0,0455 0,0715
70 0,0349 0,0723
75 0,0227 0,0735
80 0,0110 0,0789
85 0,0032 0,0842
90 0,0000 0,0925

W przypadku gdy struktura zaleznosci dlugosci zycia matzonkow opisana
jest funkcja taczaca Claytona, funkcja ta nie zmienia si¢ z wiekiem malzonkow
(patrz rozdziat 2). W tabeli 4 podane sg zmiany wartosci tego wspdlczynnika dla
dwoch innych funkcji faczagcych: AMH i Nelsena. Widzimy, ze w przypadku
funkcji AMH stopien zalezno$ci maleje, a dla funkcji Nelsena ro$nie wraz z wie-
kiem matzonkow.

W tabeli 5 oraz na rys. 3 przedstawione zostaly zmiany wartosci miar wza-
jemnej zalezno$ci lp,’g,, l/),’fy w czasie. Widzimy, ze rosna one wraz z wiekiem

malzonkow. Dla starszych m¢zczyzn zalezno$¢ dtugosci dalszego zycia od zycia

wspotmatzonka jest istotnie wigksza niz w przypadku tej zaleznosci dla zony.

Tabela 5. Zmiany warto$ci miary wzajemnej zaleznosci

t P, () P, (©)
5 1,0039 1,0050
10 1,0098 1,0122
15 1,0199 1,0222
20 1,0387 1,0360
25 1,0716 1,0536
30 1,1230 1,0698
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Podsumowanie

Tematem pracy byto wyznaczanie rent matzenskich w sytuacji, gdy zacho-
dzi zalezno$¢ przysztej dtugosci zycia matzonkow. Struktura zaleznosci byla
opisana funkcjg taczacy. Renty matzenskie wyznaczane byty na podstawie zna-
jomosci funkcji taczacej dotyczacej bazowego wieku matzonkow.

Szczegétowa analiza zostata przeprowadzona dla renty dziedzicznej na pod-
stawie GUS-owskich danych z wojewddztwa dolno$laskiego z 2011 r. Zbadano
wartosci aktuarialne tej renty ze wzgledu na warto$¢ parametru R oraz dla mat-
zonkdéw w wieku x = y = 65 w oparciu o znajomos¢ funkcji tgczacej dla wieku
bazowego xy = yy = 50. Pokazano, ze w zasadzie wartosci renty dziedzicznej sa
odporne na wybor funkcji taczacej. Jedynie dla funkcji taczacej Franka uzysku-
jemy troche inne wartosci, a w odroznieniu od innych funkcji taczacych, warto-
$ci renty rosng wraz ze wzrostem tego parametru.
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MARRIAGE INSURANCE CONTRACTS TAKING ACCOUNT DEPENDENCE

Summary: The paper is devoted to the marriage annuity. In contrast to the classical
approach, assuming independence lifetime spouses, the dependence of it is taking ac-
count. The dependent structure is described by the copulas, mainly the Archimedean.
The actuarial values of marriage annuities are determined based on knowledge of the
copula concerning the base, preferential age of spouses. The change of the dependent
structure according to the change in the age of the spouses is analyses. The actuarial
value of reversionary annuities is determined on the basis of data from the Central Statis-
tical Office of Lower Silesia.

Keywords: marriage annuity, copula, dependent structure, lifetimes.



