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O LACZENIU TRZECH RYNKOW

Streszczenie: Celem pracy jest rozszerzenie laczenia rynkdéw o 2-punktowym rozktadzie
prawdopodobienstwa na 3 modele. W kazdym modelu sktadowym jest 1 rodzaj instru-
mentu ryzykownego (lacznie: 2 rodzaje akcji i 1 rodzaj obligacji wielookresowej) i 1 in-
strument bezpieczny o danej wspdlnej stopie procentowej. Pierwsza cz¢$¢ pracy dotyczy
rozktadu prawdopodobienstwa rzeczywistego trojki cen instrumentéw ryzykownych.
Zaktadajac niezaleznos¢ stochastyczng par cen: akcji kazdego rodzaju i obligacji, otrzy-
muje si¢ rozklad o dwoch parametrach. Dotaczajac pozniej zalozenie o korelacji, a na-
stepnie o niezaleznosci cen akcji, eliminuje si¢ 1 parametr. Jednoznaczne okreslenie
rozktadu jest konsekwencja zalozenia niezaleznosci zmiennych losowych w rozktadzie
3-wymiarowym. Druga czgs$¢ pracy dotyczy badania rozkladu prawdopodobienstwa
martyngalowego 3-wymiarowej zmiennej cen przy zatozeniu zupetnosci i braku mozli-
wosci arbitrazu w 3 modelach sktadowych. Rozwazany model taczony jest niezupehny.
Udowodniono, ze domknigcie zbioru rozkladéw prawdopodobienstwa martyngatowego
jest niepuste. Podano przyktad zbioru rozkltadéw prawdopodobienstwa martyngatowego.

Stowa kluczowe: rynek niezupehy, rynek laczony, dwupunktowy rozktad prawdopodo-
bienstwa.

JEL Classification: C39.

Wprowadzenie

Praca jest poswigcona rozszerzeniu koncepcji tgczenia dwoch rynkow o dwu-
punktowym rozktadzie prawdopodobienstwa [Utkin, 2016] na trzy modele.

Istotag modelu rynku tgczonego jest wykorzystanie rozktadow prawdopodo-
bienstwa rzeczywistego cen instrumentéw ryzykownych danych na rynkach
sktadowych jako odpowiednich rozkladow brzegowych wielowymiarowych
zmiennych losowych na rynku laczonym. Laczac trzy rynki sktadowe, dane
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rozktady prawdopodobienstwa cen potraktujemy jako 1- wymiarowe rozklady
brzegowe zmiennej 3- wymiarowej. W celu zbadania konsekwencji stochastycz-
nej niezaleznosci lub korelacji par [Utkin, 2016] nalezy ich rozktady powigzac
z danymi rozktadami z trzech rynkow sktadowych.

W probabilistycznym modelu rynku kapitalowego do wyceny lub oszaco-
wania wartosci wyplat koncowych stosuje si¢ prawdopodobienstwo martynga-
towe. Zbidr rozkltadéw prawdopodobienstwa martyngatowego dla rynku laczo-
nego rozpatruje si¢ przy zatozeniu zupetosci i braku mozliwosci arbitrazu na
rynkach sktadowych. W przypadku dwoch modeli sktadowych zbior rozktadow
prawdopodobienstwa martyngatowego zostal wyznaczony explicite [Utkin, 2016].
W przypadku trzech modeli sktadowych zbadamy za pomocg twierdzen progra-
mowania liniowego domkniecie zbioréw rozktadow prawdopodobienstwa mar-
tyngalowego, tj. jego istnienie i postac. W przykladzie przedstawimy zastoso-
wanie domkni¢cia do wyznaczenia zbioru rozktadow prawdopodobienstwa
martyngatowego.

1. Rozklady prawdopodobienstwa

W chwilach =0 i t =1 rozwazamy trzy modele rynkow kapitatowych
o dwupunktowych rozktadach prawdopodobienstwa [Hoek i Elliott, 2006].
W kazdym modelu wystepuje bezpieczne konto bankowe o wspolnej stopie pro-
centowej ¥ . Oprocz tego w kazdym modelu wystepuje jeden rodzaj ryzykownego
instrumentu finansowego. Bedziemy mowic o akcjach dwoch rodzajow, ktdrych
ceny oznaczamy przez S,i Z, oraz o wielookresowej obligacji zerokuponowej

o cenie oznaczonej B,. W kazdym z modeli w chwili # =1 walor ryzykowny
przyjmuje jedng z dwoch cen. Ceny w stanie hossy oznaczamy S 11 , Z lli Bll ,
aw stanie bessy S, Z'i B, .

Interesuje nas rozktad prawdopodobienstwa, rzeczywistego lub martynga-
towego, trojwymiarowej zmiennej losowej (S, ,Z,,B, ). Osiem wartosci
prawdopodobienstwa rzeczywistego x,,i = 1,...,8, (lub martyngatowego
q;,i =1,...,8) przyporzadkujemy trojkom cen losowych (S, .,Z, ,B, ) we-
dlug pary tabel: tabela 1 przedstawia rozklad dla S, =S 11 , a tabela 2 — rozktad
dla S, =S,.
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Tabela 1. Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej 3-wymiarowej dla S, =S 11

B, Z B BY

le X Xy
(g, (g,)

A X3 Xy
(q;) (q,)

Tabela 2. Rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej 3-wymiarowej dla S|, = .§ 10

B, Z Bll Blo

le Xs 6
(gs) (gq)

Zl0 X5 Xg
(q;) (qy)

2. Rozklady brzegowe prawdopodobienstwa rzeczywistego

Rozktady prawdopodobienstwa rzeczywistego cen trzech instrumentow ry-
zykownych w modelach sktadowych sa dane za pomoca nastepujacych liczb

z przedziatu (0,1):
Ps — prawdopodobienstwo przyjecia ceny S, = S 11

P, — prawdopodobiefistwo przyjgcia ceny Z, = Z 11
P — prawdopodobienstwo przyjecia ceny B, = Bll

Zmienna losowa (S, ,Z, , B, ) ma trzy 1-wymiarowe rozklady brzegowe.

Sa one okreslone za pomoca trzech uktadow rownan dla kolejnych zmiennych

losowych S, ,Z, ,B, , w ktérych prawdopodobienstwa pg, p,,pp pocho-

dza z modeli rynkéw sktadowych. Mianowicie:
{ X, + X, + X5 +X, = Py
X5 +Xg+x, +x, =1-pg,

{ X, +X, +Xs + X =Py
Xy+x,+x,+x,=1-p,,

(1

)
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X, +X;+Xs+X; = Dp 3)

Xy + X4 +xg+x3=1—p,p.

Zmienna losowa (S, ,Z, , B, ) ma rowniez trzy 2-wymiarowe rozktady brze-

gowe. Przedstawimy je za pomocg tabel rozkltadéw zmiennych 2-wymiarowych
w rozktadzie zmiennej 3-wymiarowej (tabele 3, 4, 5). Wykorzystamy przy tym
uktady (1), (2), (3). Otrzymujemy nastepujace 2-wymiarowe rozklady brzegowe:

Tabela 3. Rozklad prawdopodobienstwa rzeczywistego zmiennej (Z1 , Sl)

Sl Zl ‘Sl1 SIO Zl
VA X, + X, X5 + X P,
A X5+ X, X5 + Xg 1-p,
S Ps 1-ps !
Tabela 4. Rozktad prawdopodobienstwa rzeczywistego zmiennej (S1 , Bl)
B, S, B| B/ S
Sl‘ X, + X, X, +Xx, Ds
Sy X5+ X, Xg + Xg 1-pg
B, y2 1-p, 1
Tabela 5. Rozktad prawdopodobienstwa rzeczywistego zmiennej (Z1 ,B,)
B] Zl Bll Blo Zl
VA X, + X5 X, + X P,
VA X, + X, X, +Xg 1-p,
B, Ps 1-py 1

3. Niezalezno$¢ par cen

Laczeniu par rynkéw poswiecona jest praca Utkin [2016], w ktorej zbadane
sg mozliwosci taczenia dwoch rynkéw przy zatozeniu znajomosci dwupunkto-
wych rozktadéw prawdopodobienstwa na rynkach sktadowych oraz wspoétczyn-
nika korelacji cen instrumentéw ryzykownych. Wyeksponowany jest tam wazny
przypadek niezaleznosci stochastycznej obu walorow ryzykownych. W niniej-
szym podrozdziale zbadamy konsekwencje zalozenia stochastycznej niezalezno-
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sci par cen akcji kazdego rodzaju i obligacji wiclookresowej. Na koniec
uwzglednimy pozostate zatozenia niezaleznosci stochastyczne;.

Zgodnie z rezultatami w pracy Utkin [2016] stochastyczna niezalezno$¢
zmiennych §, i B, w rozkladzie przedstawionym w tabeli 4 prowadzi do ukfa-
du réwnan:

X+ X3 = PsPp
X, +x, =ps(1-pp) 4)
Xs+x; =(1-pg)pg
Xe +x3 = (1= ps)d=py),
a stochastyczna niezalezno$¢ zmiennych Z, i B, w rozkladzie z tabeli 5- do
uktadu réwnan:
X +Xs =DzPp
X, +xs=p,(1-pg) (5)
x3+x; =(1=p,)pp
X, + x5 =(1=p,)1-pp).
Uktad 8 rownan (4), (5) z 8 niewiadomymi x,,7 =1,...8 ma niepusty zbior
rozwigzan. Wspolrzgdne rozwigzania mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci
parametryczne;j:

Xy :a_(l_Ps _PZ)PB
X3 Zﬂ_(l_ps _Pz)(l_PB)
X3 Z(I_pZ)PB -a
x,=(1=p,X1-py)-F (6)
Xs z(l_ps)PB -
X6 :(l_ps)(l_PB)_,B
X, =a

ngﬂ,

gdzie:
maX{O,l—pS —pz}< 2 < min{l —ps.l—p, },

Psp

<min{l- p,1-p,}.

max{0,1- p, — p, } < 1

Ps
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Whiosek 1. Przy zatozeniu stochastycznej niezalezno$ci par cen akcji i obligacji
zbidr rozktadow prawdopodobienstwa rzeczywistego jest niepusty. Rozklady
zaleza od dwdch parametrow.

Ceny akcji obu rodzajow S, iZ, moga by¢ na ogot skorelowane, do czego

nawigzemy w przypadku rozktadu prawdopodobienistwa (6). Wowczas prawdo-
podobienstwo jednoczesnej hossy obu akcji jest rowne

x1+x2=a+ﬂ—(l—ps—pz). (7)
Dla danego wspotczynnika korelacji & cen akeji S, iZ, prawdopodobien-

stwo ich jednoczesnej hossy jest zgodne z wynikami w pracy Utkin [2016] i (7),
réwne:

a+B-(-ps—p,)=psp, +kpsp,(1-psN1-p,). ®

Zatozenie stochastycznej niezaleznosci cen akcji S, 1Z, , wzorowane na zato-

zeniu standardowego modelu Blacka-Scholesa [Jakubowski i in., 2003, s. 185],
prowadzi w przypadku (8) do nastgpujacego rownania wiazacego i £, mia-

nowicie:
a+p=(1-ps)1-p;) ©)
Stad, po eliminacji £ parzyste wspotrzedne z uktadu (6) przyjma postaé:

Xy = PsPz +(1_ps _pZ)pB -—a
x,=a+(1-p,Xps—ps) (10)
Xe = 0!+(1—ps)(pz —Pp)
x=(-pshl-p,)-a,
a nieparzyste wspotrzedne w (6) pozostaja bez zmiany.
Whiosek 2. Przy zatozeniu stochastycznej niezalezno$ci wszystkich par cen
instrumentow ryzykownych rozktady prawdopodobienstwa rzeczywistego zaleza
od jednego parametru.

Niezalezno$¢ par cen pozwala okresli¢ rozktad prawdopodobienstwa rze-
czywistego zaleznego od jednego parametru. Dopiero zalozenie niezaleznosci
trojki (S, ,Z, , B, ), wyrazajace si¢ poprzez rozktad kazdego prawdopodobien-
stwa X,,I =1,...8 na odpowiedni iloczyn trzech czynnikéw pozwoli jedno-

znacznie przedstawi¢ X,,...,Xg. Jednak przy wczesniej przyjetych zalozeniach
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do niezaleznosci par cen wystarczy dotaczy¢ jedno rownanie rozktadu na czyn-
niki, np. rownanie prawdopodobienstwa potrdjnej hossy
X1 =PsPzPs- (11)
Z przyréwnania pierwszego rownania (6) i (11) otrzymujemy
Ol=(1—pS)(l—pZ )pB (12)

speliajace wymagane ograniczenie. W konsekwencji w dalszym ciggu otrzymu-
jemy:

X, = pspz (1= pg)
X3 = Ps (1 — Pz )pB
x, = ps(1=p, J1=py) (13)
x; = (1= ps)p, Py
xg == ps)p, (1= py)
X7 = (1—Ps)(1—1?z)193
Xy = (l_ps )(1 — Pz )(1 —Ps)-
Znajomo$¢ rozktadu prawdopodobienstwa rzeczywistego w danym modelu

rynku jest potrzebna do rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych, na przy-
ktad maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci majatku koncowego inwestora.

4. Rozklad prawdopodobienstwa martyngalowego

Zaktadamy, ze istnieje rozktad prawdopodobienstwa rzeczywistego zmien-
nej (S, ,Z,,B,). Zakltadamy roéwniez, ze ceny walorow wystgpujacych na
rynkach sktadowych sa dodatnie i spetniajg nierownosci

S <(1+7)S, <,
z) <(+r)z,< 2] (14)
B! <(1+7)B, <B,.
Wtedy kazde z rownan o niewiadomej odpowiednio 95,497,495
SIIQS +S10(1_q5): (l"'r)So
Z\q, +Zlo(l_‘]z):(l+r)zo (15)
Bllqg +Blo(1_q3): (1+r)30



184 Joanna Utkin

ma doktadnie jedno rozwigzanie nalezace do (0,1), ktére interpretujemy jako

prawdopodobienstwo martyngatowe hossy w danym modelu sktadowym. Kazdy
z rynkow sktadowych jest zatem zupelny i pozbawiony mozliwosci arbitrazu.
Zakladamy ponadto, ze cztery instrumenty finansowe: bezpieczne konto
bankowe, akcje dwdch rodzajow i obligacja wielookresowa sa pierwotne, tj. zaden
nie jest portfelem pozostatych.
Interesujg nas rozktady prawdopodobienstwa martyngatowego na rynku 1a-
czonym. Szukamy wigc dodatnich liczb ¢g,, w tabelach 112, i=1, ..., 8, spetnia-

jacych uktad rownan

8

Zqizl

i=1
SHgy+ a4, +4; +9,)+ S (g5 + g5 + 7 +q5)=(1+7)S, (16)
Z!(q, +q, +q5 + )+ Z (g5 +q, +q, +q5)=(1+7)Z,
Bl(q,+qs+q5s+q;)+ B¢ +q4 +q5 +q5) = (1+7)B,.

Eliminujac za pomoca (15) ceny poczatkowe waloréow ryzykownych i korzysta-
jac z zatozen o cenach, otrzymujemy z (16) uktad réwnan:

8

ZinI

i=1
4 +qy + 45+ 4, =5 7
q,t49,t4qstq,=4;,
q,+49;+t4s+4q; =qp.

Szukamy zatem wektorow q € R® o dodatnich wspétrzednych spetniajacych uklad

rownan:
Aq=b (18)
gdzie:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 1 1 0 0 0O
A= b= (19)
110 0 1 1 0O q,
1 01 01 01O qs

Whiosek 3. rz4=4. Zbior rozwigzan uktadu rownan (18) jest 4-wymiarowg roz-
maitoscig liniowg w RE. Rozwazany model rynku tgczonego jest niezupehy.
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Macierz 4 moze by¢ sprowadzona do postaci bazowej wzgledem kolumn 4,
6, 7 1 8. Zmienne bazowe ukfadu (18): q,,q,,q,q45 wyrazamy za pomoca

parametrow ¢,,¢,,q5,{s W nastepujacy sposob:
44 =495 —91 — 492 — 45
946 =497 =491 =492 = 94s (20)
47 =49 —491 — 493 — Y45
s =1-q5 -4, =95, +29, +q, +q5 +q;s.
Nas interesuje zbior rozwigzan uktadu (18) o dodatnich wspotrzednych. Jest
to zbiér M rozktadéw prawdopodobienstwa martyngatowego w rozpatrywanym
modelu faczonym o 8 stanach koncowych. Programowanie liniowe dostarcza

twierdzen o zbiorze rozwigzan nieujemnych, ktory jest domknigciem zbioru M,
czyli

CIM ={qeR*: Aq=brq>0. @1)

Ogolnie, domknigcie zbioru rozktadéw prawdopodobienstwa martyngato-
wego na rynku zupelnym i pozbawionym mozliwosci arbitrazu jest zbiorem
jednoelementowym. Poniewaz model rynku taczonego jest niezupeiny, bedzie-
my szukaé zbioru CIM o wielu elementach. Z (21) wynika, ze CIM jest wie-
losciennym zbiorem wypuklym. Wiasno§ci zbioru sg zebrane w ponizszych
wnioskach i twierdzeniu.

Domknigcie CIM jest podzbiorem jednostkowego sympleksu w RY, aza-
tem jest to zbidr ograniczony.

Whiosek 4. CIM jest ograniczony.

Mozna byloby otrzymaé¢ CIM jako powloke wypukla zbioru wierzchol-
kow, gdyby (21) byt zbiorem niepustym. Przyjmujac w (20) parametry roéwne 0,
otrzymujemy rozwiazanie bazowe. Jednak tylko w przypadku spetnienia nie-
rownosci g¢ +q, +q5 <1 mamy do czynienia z nieujemnym rozwigzaniem
bazowym.

W celu wykazania, ze CIM jest zbiorem niepustym, poshuzymy sie wnio-
skiem z lematu Farkasa. Zgodnie z nim doktadnie jeden z ukltadow ma rozwia-

_ T
Aq=b lub A'z<0 22)
qz0 b’z >0.

zanie:

Jezeli macierz 4 1 wektor b s3 dane za pomoca (19), to Z € R*.



186 Joanna Utkin

Uktad 8 nierownosci A’ Z < 0 mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

(23)

Z,+zy+z, <—z.

Poniewaz uktad (23) jest spelniony w niedodatnim orthancie R* , wiec zbior
rozwigzan uktadu (23) jest niepusty. Na zbiorze rozwigzan (23) badamy warto$§¢
formy liniowej
sz=z1 +q5z, v 9,25+ qp2y, (24)
gdzie ¢¢,q,,q 5 sa danymi liczbami z (0,1).
Dla rozwigzan uktadu (23), w ktorych z, =0 otrzymujemy
z; £0,i =2,3,4, wigc
b’z<0. (25)
Dla rozwigzan uktadu (23), w ktorych z; < 0 wspotrzedne z,,i = 2,3,4, moga

mie¢ rézne znaki. Wtedy wartosci formy (24) mozna oszacowac z gory, pomija-
jac wyrazy zawierajace te sposrod z,,i = 2,3,4, ktore sa niedodatnie, a sume¢

wyrazOw zawierajacych pozostate z; dodatnie oszacowac z gory przez — z;, skad
b'z<z -z =0. (26)
Zatem CIM jest niepusty.

Twierdzenie. CIM # .

Niepusty ograniczony wielo$cienny zbior wypukty CIM jest wielo$cianem
wypuktym. Zbior ten moze by¢ okre§lony za pomoca swoich wierzchotkow.
Z wniosku 3 wynika, ze s3 one pewnymi rozwigzaniami bazowymi uktadu (18).

Whiosek 5. (CIM),, jest zbiorem nieujemnych rozwigzan bazowych uktadu (18).
Whiosek 6. CIM =conv((CIM),,).
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Jezeli zbior (CIM'),, ma wigcej niz jeden element, to rozktady prawdopo-
dobienstwa martyngatowego otrzymujemy jako dodatnie kombinacje wypukte

jego elementow.

Whiosek 7. W rozwazanym modelu rynku taczonego zbior rozktadéw prawdo-
podobienstwa martyngatowego M jest zbiorem dodatnich wypuktych kombi-
nacji wierzchotkéw jego domkniecia (21).
Przyklad

Zaktadamy, ze g¢ =q, =q, =0,5. Wowczas zbior (21) ma tylko pigc

wierzchotkow, poniewaz cztery z nich sg zdegenerowane. Sg to nieujemne roz-
wigzania bazowe uktadu (18), ktére oznaczamy przez q",n=1,2,3,4,5, a ich

wspotrzedne zamieszczamy w kolumnach w tabeli 6.

Tabela 6. Wierzcholki zbioru CIM

n

[N]

w

v

q q q q q q
q, 0,25 0,5 0 0 0
q, 0 0 0,5 0 0
q; 0 0 0 0,5 0
q, 0,25 0 0 0 0,5
qs 0 0 0 0 0,5
9 0,25 0 0 0,5 0
q; 0,25 0 0,5 0 0
qs 0 0,5 0 0 0

Zauwazmy, ze zbior M sktada sie z tych elementow CIM , ktore nie leza

na brzegu jednostkowego sympleksu w R i
5 5
M:{Zanq” :Zan =lrna, >0na,>0na;>0na, >0Aa; >0}.
n=1 n=1

Wybér przyktadu zostal oparty na redukcji liczby wierzchotkow zbioru
CIM , bedacej efektem wielokrotnych degeneracji. Znaczacg redukcje otrzymu-
jemy tez np. zaktadajac sumowanie si¢ trzech statych do jednosci, jednak wtedy
liczba wierzchotkdéw nie bedzie mniejsza niz szes¢.

Znajomos¢ zbioru (CIM'),. jest podstawa szacowania warto$ci danej wy-

ptaty. Mianowicie, za ich pomocg wyznaczamy cen¢ kupna i cen¢ sprzedazy dla
wyplaty nieosiggalnej lub cene¢ dla wyptaty osiggalne;j.
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Podsumowanie

Praca dotyczyta rozszerzenia metody tagczenia dwoch rynkow na trzy rynki
sktadowe reprezentowane przez trzy rodzaje instrumentéw ryzykownych. In-
strument bezpieczny w modelu laczonym byt wspolny. Przedstawiony model
rynku tagczonego miat osiem stanéw koncowych. Zbadano rozktady prawdopo-
dobienstwa rzeczywistego w przypadkach niezaleznosci stochastycznej par cen
instrumentow ryzykownych, zaczerpnigtych z teorii faczenia par rynkéw. Dopie-
ro zatozenie niezalezno$ci stochastycznej trojki cen pozwolito na jednoznaczne
wyrazenie rozktadu prawdopodobienstwa rzeczywistego.

W modelu zbudowanym w wyniku potaczenia trzech rynkow przeprowa-
dzono badanie zbioru rozktadow prawdopodobienstwa martyngatlowego. Do-
mknigcie tego zbioru przedstawiono jako zbidr nieujemnych rozwigzan pewnego
uktadu réwnan liniowych o o$miu niewiadomych. Po wyznaczeniu wierzchot-
kéw wymienionego domknigcia zbior rozktadow prawdopodobienstwa martyn-
galowego otrzymano jako zbior dodatnich wypuklych kombinacji tych wierz-
chotkéw. W pracy przedstawiono przyktadowa konstrukcje zbioru rozkladéw
prawdopodobienstwa martyngatowego.
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ON JOINING OF THREE MARKET MODELS

Summary: The aim of the paper is to enlarge the joining idea of the market models with
the 2-point probability distribution on 3 models. In each component model there is 1 kind
of risky instrument (2 kinds of stocks and 1 kind of multiperiod bond) and 1 risk-free
instrument with a given common rate. The first part of the paper deals with the real
probability distribution of the prices of 3 risky instruments. Under the assumption of the
stock and bond prices we obtain the distribution with 2 parameters. By adding the as-
sumption on the correlation and next the independence of stock prices, we reduce 1 pa-
rameter. The unique distribution is the consequence of the independence of variables in
the 3-dimensional distribution. The second part concerns the analysis of the martingale
probability distribution of the 3-dimensional price variable while each component model
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is complete and arbitrage-free. The considered joined market is an incomplete model.
We prove that the closure of the probability distributions set is non-empty. We give the
example of a set of the martingale probability distributions.

Keywords: incomplete market, joined market, two-point probability distribution.



