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WYKRYWANIE PIERWIASTKÓW  
JEDNOSTKOWYCH Z WYKORZYSTANIEM  

TESTÓW PERMUTACYJNYCH 
 
Streszczenie: W artykule przedstawiono propozycję testu pozwalającego wykryć pier-
wiastki jednostkowe w szeregach czasowych z autoregresją. Proponowane rozwiązanie 
odwołuje się do testu pierwiastków jednostkowych Akdi-Dickeya, który opiera się na ana-
lizie spektralnej szeregu czasowego. W tym celu wykorzystywany jest periodogram szere-
gu czasowego, tworzony poprzez transformację zmiennej yt w dziedzinę czasu. Propono-
wane rozwiązanie zostało porównane symulacyjnie z innymi testami pierwiastków 
jednostkowych znanymi z literatury. 
 
Słowa kluczowe: stacjonarność, test permutacyjny, test Akdi-Dickeya, test Dickeya- 
-Fullera. 
 
JEL Classification: C120, C140, C150. 
 
 
Wprowadzenie 
 

W analizie szeregów czasowych opisujących różne zjawiska zarówno eko-
nomiczne, jak i fizyczne bardzo często pojawia się pojęcie „stacjonarności”. 
Można powiedzieć, że procesy stacjonarne to grupa procesów stochastycznych, 
mająca pewne specyficzne własności [Box, Jenkins, 1983]. Wiele wykorzysty-
wanych modeli ekonometrycznych wymaga zweryfikowania występowania tej 
własności, ponieważ służą do opisywania zjawisk będących realizacją stacjonar-
nych procesów stochastycznych. Niespełnienie tego założenia może prowadzić 
do złych wyników oraz błędnego wnioskowania i prognozowania na podstawie 
tych modeli. Występowanie stacjonarności jest weryfikowane za pomocą testów 
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statystycznych przeprowadzanych na podstawie realizacji procesów stochastycz-
nych, czyli szeregów czasowych. Jeżeli w wyniku testowania okaże się, że rozwa-
żany szereg czasowy jest realizacją niestacjonarnego procesu stochastycznego, nale-
ży zbadać, czy da się go do stacjonarności sprowadzić, np. poprzez różnicowanie.  
W literaturze znaleźć można wiele testów stacjonarności, część z nich została opisa-
na w rozdziale 1. W rozdziale 2 opisano propozycję modyfikacji jednego z testów 
pierwiastka jednostkowego, natomiast w rozdziale 3 – wyniki symulacji. Ostatnia 
część to empiryczny przykład, pokazujący zastosowanie testu. 
 
 
1. Testy pierwiastków jednostkowych 
 

Testy stacjonarności można podzielić na dwie grupy [Kośko, Osińska, 
Stempińska, 2007]. Pierwszą grupę stanowią testy pierwiastków jednostkowych, 
np. test DF [Dickey, Fuller 1979], test ADF [Said, Dickey, 1984], test AD [Akdi-
-Dickey, 1998]. Drugą grupę stanowią testy stacjonarności, np. test KPSS 
[Kwiatkowski i in., 1992], test CH [Canova, Hansen, 1995] lub test HEGY [Hyl-
leberg i in., 1990]. W opracowaniu skupiono się na pierwszej grupie testów,  
w szczególności na teście Akdi-Dickeya, który poddano modyfikacji oraz na te-
ście Dickeya-Fullera, który został wykorzystany w symulacji do porównań za-
równo w wersji podstawowej, jak i permutacyjnej, zaproponowanej przez J. Li, 
L. Trana i S.A. Niwitponga [2013]. W tych testach hipoteza zerowa wskazuje na 
stacjonarność szeregu czasowego [Domański i in., 2014]. 

Test Akdi-Dickeya jest testem pierwiastka jednostkowego, opierającym się 
na analizie spektralnej szeregu, wykorzystującym periodogram szeregu czaso-
wego [Grudkowska, Nehrebecka, 2009]. Periodogram szeregu czasowego moż-
na opisać w następujący sposób [Akdi, Dickey, 1998]: 
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Warunkiem koniecznym do odrzucenia hipotezy zerowej, głoszącej, że ana-
lizowany szereg ma pierwiastek jednostkowy, jest obserwacja niewielkich war-
tości periodogramu. Test przeprowadza się, wykorzystując statystykę testową: 

( ) ( )( ) ( )kT
k

k IW ω
σ

ωω 2ˆ
cos12 −

= (4)

gdzie 2σ̂  to oszacowana wariancja składnika losowego. W przypadku wnio-
skowania na temat występowania niesezonowego pierwiastka jednostko- 
wego przyjmuje się k = 1. Wartości krytyczne testu podano w pracy Y. Akdiego  
i D.A. Dickeya [1998].  

Jednym z pierwszych, powszechnie stosowanych narzędzi umożliwiających 
wykrywanie w szeregu pierwiastka jednostkowego był test Dickeya-Fullera 
(1979). Idea testu opiera się na modelu autokorelacji pierwszego rzędu następu-
jącej postaci: 

ttt YY εϕ += −1 (5)
gdzie:  
Yt – wartość procesu stochastycznego w okresie t,  
ϕ – parametr modelu autoregresji, 
εt – składnik losowy o własnościach białego szumu.  

Hipoteza zerowa testu DF przyjmuje następującą postać: H0: ϕ = 1. Ozna-
cza to, że proces posiada pierwiastek jednostkowy. Hipoteza alternatywna jest 
definiowana następująco: H1: ⏐ϕ⏐< 1. Do sprawdzenia hipotezy zerowej należy 
posłużyć się statystyką testową, zdefiniowaną następująco: 

( )ϕ
ϕ

ˆ
1ˆ

SE
DF −

= (6)

gdzie ϕ̂  jest wartością estymatora parametru modelu (5), a ( )ϕ̂SE  to średni 
błąd szacunku parametru ϕ. Stosowanie testu Dickeya-Fullera jest zasadne, jeże-
li rozważany szereg czasowy daje się opisać za pomocą modelu AR(1) oraz gdy 
εt to składnik losowy o własnościach białego szumu. Kwantyle rozkładu staty-
styki testowej DF wyznacza się na podstawie symulacji, a ich wartości silnie za-
leżą od wyjściowej postaci modelu (5). Ponieważ finansowe szeregi czasowe 
mają zazwyczaj bardziej skomplikowaną strukturę dynamiczną, której nie opisu-
je prawidłowo model AR(1), zaproponowano rozszerzony test Dickeya-Fullera, 
test ADF [Ganczarek-Gamrot, 2013]. 

Test DF został zmodyfikowany także w inny sposób – w 2013 r. zapropo-
nowano jego wersję permutacyjną. Hipoteza zerowa tego testu głosi, że rozwa-
żany szereg pochodzi z procesu niestacjonarnego, wówczas ϕ = 1. Przy takiej 
wartości parametru proces Yt jest procesem błądzenia losowego [Li, Tran,  
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Niwitpong, 2013]. Testowanie pierwiastka jednostkowego sprowadza się do ba-
dania przyrostów w szeregu: xt = yt+1 − yt. Definiowana jest następująca statysty-
ka testowa: 

∑
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1

1
1

T

t
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która porównywana jest z odpowiednim kwantylem rozkładu empirycznego, 
wyznaczonego na podstawie permutacji. Kolejne permutacje oznacza się nastę-
pująco: 
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gdzie: N to liczba permutacji, n = 1, 2,…, N. 
 
 
2. Proponowana modyfikacja testu Akdi-Dickeya 
 

Podstawowa wersja testu Akdi-Dickeya pozwala testować występowanie 
także sezonowych pierwiastków jednostkowych [Akdi, Dickey, 2012]. W dal-
szych rozważaniach skupiono się jednak na wyznaczaniu pierwiastka niesezo-
nowego, dlatego wykorzystano pierwszą wartość periodogramu wyrażonego za 
pomocą formuły (1). Jako statystyka testowa w permutacyjnej wersji testu Ak-
di-Dickeya została wykorzystana bezpośrednio wartość periodogramu. 

Przeprowadzając wnioskowanie z wykorzystaniem testów permutacyjnych 
wprowadzonych przez Fishera i Pitmana, można stwierdzić, że obserwowana 
wartość statystyki testowej jest porównywania z jej empirycznym rozkładem, 
przy założeniu prawdziwości hipotezy zerowej. Procedura testowa sprowadza 
się do kilku kroków [Good, 2005], które w przypadku proponowanego testu 
pierwiastka jednostkowego wyglądają następująco. Należy zaznaczyć, że testowa-
ne jest występowanie niesezonowego pierwiastka jednostkowego, zatem k = 1: 
a) postawienie hipotezy zerowej głoszącej o występowaniu pierwiastka jednost-

kowego H0: ϕ = 1 i alternatywnej: ⏐ϕ⏐< 1, 
b) określenie postaci statystyki testowej: 
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Kolejne symbole oznaczają: ω1 to częstość kołowa wyrażana jako 

1
2

1 −
=

T
πω , natomiast IT(ω1) to periodogram szeregu czasowego, 

c) obliczenie wartości statystyki testowej (S0) na podstawie danych empirycz-
nych i formuły: 

( ) ( ) 2
0,1

2
0,110,10 1

2 baI
T

S T +=
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= ωω (10)

d) oszacowanie rozkładu statystyki testowej na podstawie permutacji przy zało-
żeniu prawdziwości H0 (S1, S2, …, SN, gdzie liczba permutacji N > 1000), 

e) podjęcie decyzji w oparciu o otrzymany rozkład statystyki testowej. 
Decyzja podejmowana jest na podstawie wartość ASL – Achieved Signifi-

cance Level, będącej odpowiednikiem p-wartości w standardowych testach sta-
tystycznych. ASL wyraża się następująco [Kończak, 2016]: 

( ) ( )( )101 ωω SSPASL ≤= (11)
ASL szacowane jest na podstawie danych empirycznych z wykorzystaniem 

następującej formuły: 
( ) ( ){ }
N

SSncard
ASL n 101: ωω ≤

≈ (12)

 
 
3. Symulacja i wyniki 
 

Aby zbadać skuteczność rozważanej metody, posłużono się symulacją 
komputerową. Badano, jak zmienia się prawdopodobieństwo odrzucenia hipote-
zy zerowej testu w zależności od wartości parametru ϕ w modelu autoregresji 
rzędu pierwszego (5) oraz długości szeregu czasowego. Porównywano trzy testy 
statystyczne pierwiastka jednostkowego:  
a) permutacyjny test Akdi-Dickeya, 
b) permutacyjny test Dickeya Fullera, 
c) test Dickeya Fullera. 

Rozważano następujące wartości parametrów, odpowiednio parametr mode-
lu autoregresji i długość szeregu czasowego:  
a) ϕ ∈{0,0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1,0} 
b) T ∈{7, 8, 9, 10, 12, 15, 20, 30, 50, 100, 200, 500} 

Wyniki symulacji przedstawione zostały w tab. 1 oraz na rys. 1-3. Rysunek 1 
przedstawia prawdopodobieństwo odrzucenia hipotezy zerowej w zależności od 
wartości rozważnych parametrów dla testu Akdi-Dickeya w wersji permutacyj-
nej (test proponowany w artykule), rys. 2 – dla permutacyjnego testu Dickeya- 
-Fullera, natomiast rys. 3 – dla testu Dickeya-Fullera. 
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Rys. 7.  Urealniony PKB w Stanach Zjednoczonych w latach 1909-1988 
 

Podobną analizę przeprowadzono także dla szeregu czasowego kwartalnych 
stóp zwrotu z obligacji w Danii (R, pakiet: urca). Szereg czasowy przedstawiono 
na rys. 8. 
 

 
 

Rys. 8.  Kwartalna stopa obligacji w Danii w latach 1974-1987 
 

W wyniku przeprowadzenia testu otrzymano wartość ASL = 0,67, która 
także wskazuje na brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, głoszącej  
o występowaniu pierwiastka jednostkowego. 
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Podsumowanie 
 

W opracowaniu przedstawiono propozycję testu pozwalającego wykryć 
pierwiastki jednostkowe w szeregach czasowych z autoregresją. Proponowane 
rozwiązanie opiera się o test permutacyjny, którego zastosowanie pozwoliło na 
pominięcie założenia o jednorodności wariancji składnika losowego, charaktery-
stycznego dla klasycznych testów pierwiastków jednostkowych. Ponieważ te-
stowanie oparto o analizę harmoniczną, w dalszych rozważaniach można rozwi-
nąć test o wykrywanie sezonowych pierwiastków jednostkowych [por. 
Nehrebecka, Grudkowska, 2010]. Proponowane rozwiązanie zostało porównane 
z testami znanymi z literatury. Badania wykazały, że dla krótkich szeregów cza-
sowych testy permutacyjne uzyskały większe prawdopodobieństwo odrzucenia 
hipotezy zerowej, co pozwala wykorzystać test w szeregach czasowych o mniej-
szej długości niż w przypadku klasycznego testu Dickeya-Fullera. Dodatkowo 
przeprowadzono także symulację opartą na szeregach czasowych z niehetero-
skedastycznym składnikiem losowym. Uwzględniając założenia klasycznych te-
stów, najlepsze i użyteczne wyniki otrzymano dla proponowanego testu opartego 
o analizę harmoniczną. 
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DETECTING UNIT ROOTS USING PERMUTATION TESTS 

 
Summary: In this paper, a proposal of test to detect unit root in the time series from the 
process with autoregression was presented. The proposed solution refers to the Akdi- 
-Dickey unit root test which is based on the spectral time series analysis. The basis of the 
test is to analyze the periodogram of series obtained by the transformation of the yt vari-
able into the field of the frequency. The proposed modification uses a permutation test 
which specificity allows us to take general assumptions. The proposed solution was 
compared using a computer simulation with the solutions known from the literature. 
 
Keywords: stationarity, permutation test, Akdi-Dickey test, Dickey-Fuller test. 


