;j"-l‘;’)%og Uniwersytet Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe
> 2] Ekonomiczny Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach
))/OIS 3\p\\*o w Katowicach ISSN 2083-8611 Nr 335 - 2017

Informatyka i Ekonometria 9

Michal Milek

Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach
Wydziat Zarzadzania

Katedra Statystyki, Ekonometrii i Matematyki
michal.milek@edu.uekat.pl

WYKRYWANIE PIERWIASTKOW
JEDNOSTKOWYCH Z WYKORZYSTANIEM
TESTOW PERMUTACYJNYCH

Streszczenie: W artykule przedstawiono propozycje testu pozwalajacego wykry¢ pier-
wiastki jednostkowe w szeregach czasowych z autoregresja. Proponowane rozwiazanie
odwotuje si¢ do testu pierwiastkow jednostkowych Akdi-Dickeya, ktéry opiera si¢ na ana-
lizie spektralnej szeregu czasowego. W tym celu wykorzystywany jest periodogram szere-
gu czasowego, tworzony poprzez transformacje zmiennej y; w dziedzing czasu. Propono-
wane rozwiazanie zostalo poréwnane symulacyjnie z innymi testami pierwiastkow
jednostkowych znanymi z literatury.

Stlowa Kkluczowe: stacjonarno$¢, test permutacyjny, test Akdi-Dickeya, test Dickeya-
-Fullera.

JEL Classification: C120, C140, C150.

Wprowadzenie

W analizie szeregoéw czasowych opisujacych rézne zjawiska zaréwno eko-
nomiczne, jak i fizyczne bardzo czgsto pojawia sig pojecie ,,stacjonarnosci”.
Mozna powiedzieé¢, ze procesy stacjonarne to grupa procesOw stochastycznych,
majaca pewne specyficzne wlasnosci [Box, Jenkins, 1983]. Wiele wykorzysty-
wanych modeli ekonometrycznych wymaga zweryfikowania wystepowania tej
wlasnosci, poniewaz stuza do opisywania zjawisk bedacych realizacja stacjonar-
nych procesow stochastycznych. Niespetnienie tego zatozenia moze prowadzi¢
do ztych wynikéw oraz btednego wnioskowania i prognozowania na podstawie
tych modeli. Wystgpowanie stacjonarnosci jest weryfikowane za pomoca testow
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statystycznych przeprowadzanych na podstawie realizacji procesow stochastycz-
nych, czyli szeregow czasowych. Jezeli w wyniku testowania okaze si¢, ze rozwa-
zany szereg czasowy jest realizacja niestacjonarnego procesu stochastycznego, nale-
zy zbadaé, czy da si¢ go do stacjonarno$ci sprowadzi¢, np. poprzez réznicowanie.
W literaturze znalez¢ mozna wiele testow stacjonarnosci, czgs¢ z nich zostala opisa-
na w rozdziale 1. W rozdziale 2 opisano propozycj¢ modyfikacji jednego z testow
pierwiastka jednostkowego, natomiast w rozdziale 3 — wyniki symulacji. Ostatnia
czes¢ to empiryczny przyklad, pokazujacy zastosowanie testu.

1. Testy pierwiastkow jednostkowych

Testy stacjonarno$ci mozna podzieli¢ na dwie grupy [Kosko, Osinska,
Stempinska, 2007]. Pierwsza grupe stanowig testy pierwiastkow jednostkowych,
np. test DF [Dickey, Fuller 1979], test ADF [Said, Dickey, 1984], test AD [Akdi-
-Dickey, 1998]. Druga grupe stanowia testy stacjonarnosci, np. test KPSS
[Kwiatkowski i in., 1992], test CH [Canova, Hansen, 1995] lub test HEGY [Hyl-
leberg i in., 1990]. W opracowaniu skupiono si¢ na pierwszej grupie testow,
w szczeg6lnosci na tescie Akdi-Dickeya, ktory poddano modyfikacji oraz na te-
scie Dickeya-Fullera, ktory zostat wykorzystany w symulacji do poréwnan za-
rowno w wersji podstawowej, jak i permutacyjnej, zaproponowanej przez J. Li,
L. Trana i S.A. Niwitponga [2013]. W tych testach hipoteza zerowa wskazuje na
stacjonarnos¢ szeregu czasowego [Domanski i in., 2014].

Test Akdi-Dickeya jest testem pierwiastka jednostkowego, opierajacym si¢
na analizie spektralnej szeregu, wykorzystujacym periodogram szeregu czaso-
wego [Grudkowska, Nehrebecka, 2009]. Periodogram szeregu czasowego moz-
na opisa¢ w nastgpujacy sposob [Akdi, Dickey, 1998]:

T
1,(@)=7 la} +1}) (M
: S : . r
gdzie k przyjmuje wartosci z przedziatu: k =1, 2, ..., S| a [.] oznacza czgsé

. . 2
catkowita. Symbol @, oznacza czgsto$¢ kotowa wyrazona jako o, = T, na-

tomiast ay 1 b to wspotczynniki wyrazone za pomoca formut:
23 _
a, =2y, = F)eos(@?) 2)
t=1

2 T

b, =—
S

(v, - )sin(eo,t) (3)
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Warunkiem koniecznym do odrzucenia hipotezy zerowej, gloszacej, ze ana-
lizowany szereg ma pierwiastek jednostkowy, jest obserwacja niewielkich war-
tosci periodogramu. Test przeprowadza sig, wykorzystujac statystyke testowa:

o) =220 (o)) @
gdzie &> to oszacowana wariancja sktadnika losowego. W przypadku wnio-
skowania na temat wystgpowania niesezonowego pierwiastka jednostko-
wego przyjmuje si¢ k = 1. Wartosci krytyczne testu podano w pracy Y. Akdiego
i D.A. Dickeya [1998].

Jednym z pierwszych, powszechnie stosowanych narzedzi umozliwiajacych
wykrywanie w szeregu pierwiastka jednostkowego byt test Dickeya-Fullera
(1979). Idea testu opiera si¢ na modelu autokorelacji pierwszego rzedu nastepu-
jacej postaci:

Y, =Y  +e&, (5)
gdzie:
Y, — wartos¢ procesu stochastycznego w okresie ¢,
@ — parametr modelu autoregresji,
& — sktadnik losowy o wlasno$ciach biatego szumu.

Hipoteza zerowa testu DF przyjmuje nastgpujaca postac: Hy: ¢ = 1. Ozna-
cza to, ze proces posiada pierwiastek jednostkowy. Hipoteza alternatywna jest
definiowana nastgpujaco: H;: | go| < 1. Do sprawdzenia hipotezy zerowej nalezy
postuzyc¢ sig statystyka testowa, zdefiniowana nastgpujaco:

p—1
0 ©
gdzie @ jest wartoécia estymatora parametru modelu (5), a SE((@) to $redni

btad szacunku parametru ¢. Stosowanie testu Dickeya-Fullera jest zasadne, jeze-
li rozwazany szereg czasowy daje si¢ opisa¢ za pomoca modelu AR(1) oraz gdy
& to sktadnik losowy o wtasno$ciach biatego szumu. Kwantyle rozktadu staty-
styki testowej DF wyznacza si¢ na podstawie symulacji, a ich wartosci silnie za-
leza od wyjsciowej postaci modelu (5). Poniewaz finansowe szeregi czasowe
maja zazwyczaj bardziej skomplikowang strukture dynamiczna, ktérej nie opisu-
je prawidlowo model AR(1), zaproponowano rozszerzony test Dickeya-Fullera,
test ADF [Ganczarek-Gamrot, 2013].

Test DF zostal zmodyfikowany takze w inny sposéb — w 2013 r. zapropo-
nowano jego wersj¢ permutacyjna. Hipoteza zerowa tego testu glosi, ze rozwa-
zany szereg pochodzi z procesu niestacjonarnego, wowczas ¢ = 1. Przy takiej
warto$ci parametru proces Y, jest procesem bladzenia losowego [Li, Tran,
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Niwitpong, 2013]. Testowanie pierwiastka jednostkowego sprowadza si¢ do ba-
dania przyrostow w szeregu: x, = y,+; — ;. Definiowana jest nastgpujaca statysty-
ka testowa:

-1
U= lextxm (7)
t=

ktéra porownywana jest z odpowiednim kwantylem rozktadu empirycznego,
wyznaczonego na podstawie permutacji. Kolejne permutacje oznacza si¢ naste-

pujaco:
71
Un = Z'xt,n‘le,n (8)
=1

gdzie: N to liczba permutacji, n =1, 2,..., N.

2. Proponowana modyfikacja testu Akdi-Dickeya

Podstawowa wersja testu Akdi-Dickeya pozwala testowaé wystgpowanie
takze sezonowych pierwiastkdw jednostkowych [Akdi, Dickey, 2012]. W dal-
szych rozwazaniach skupiono si¢ jednak na wyznaczaniu pierwiastka niesezo-
nowego, dlatego wykorzystano pierwsza warto§¢ periodogramu wyrazonego za
pomoca formuly (1). Jako statystyka testowa w permutacyjnej wersji testu Ak-
di-Dickeya zostata wykorzystana bezposrednio warto$¢ periodogramu.

Przeprowadzajac wnioskowanie z wykorzystaniem testow permutacyjnych
wprowadzonych przez Fishera i Pitmana, mozna stwierdzi¢, ze obserwowana
warto$¢ statystyki testowej jest porownywania z jej empirycznym rozktadem,
przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej. Procedura testowa sprowadza
si¢ do kilku krokéw [Good, 2005], ktore w przypadku proponowanego testu
pierwiastka jednostkowego wygladaja nastepujaco. Nalezy zaznaczy¢, ze testowa-
ne jest wystgpowanie niesezonowego pierwiastka jednostkowego, zatem &k = 1:

a) postawienie hipotezy zerowej gltoszacej o wystgpowaniu pierwiastka jednost-
kowego Hy: ¢ =1 1 alternatywnej: | (p| <1,
b) okreslenie postaci statystyki testowej:

S(a)l):%IT(a)l):alz—i_blz 9)

gdzie wspolczynniki @, 1 by wyrazone sa za pomocg formuk:
2 7-1 -1

a,=——) (x, = X)cosl@t) i b, =——

S - Teosan) § b =523

reg pierwszych roznic szeregu y;.

(x, — X)sin(ewyt), gdzie: x; to sze-
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Kolejne symbole oznaczaja: @, to czgsto$¢ kotowa wyrazana jako

2z

S T-1

c) obliczenie wartosci statystyki testowej (Sp) na podstawie danych empirycz-
nych i formuty:

[0) , hatomiast /{ @) to periodogram szeregu czasowego,

2
So(wl):ﬁlr,o(wl):alz,o+b12,0 (10)

d) oszacowanie rozktadu statystyki testowej na podstawie permutacji przy zato-
zeniu prawdziwosci Hy (S1, S5, ..., Sy, gdzie liczba permutacji N > 1000),
e) podjecie decyzji w oparciu o otrzymany rozktad statystyki testowe;.

Decyzja podejmowana jest na podstawie warto$¢ ASL — Achieved Signifi-
cance Level, bedacej odpowiednikiem p-wartosci w standardowych testach sta-
tystycznych. ASL wyraza si¢ nastepujaco [Konczak, 2016]:

ASL:P(S((OI)SSO(COI)) (11)

ASL szacowane jest na podstawie danych empirycznych z wykorzystaniem
nastgpujacej formuty:

ST ~ card{n: S, (@) < S, (@, )}
N

(12)

3. Symulacja i wyniki

Aby zbada¢ skutecznos¢ rozwazanej metody, postuzono si¢ symulacja
komputerowa. Badano, jak zmienia si¢ prawdopodobienstwo odrzucenia hipote-
zy zerowej testu w zaleznosci od warto$ci parametru ¢ w modelu autoregresji
rzedu pierwszego (5) oraz dlugosci szeregu czasowego. Porownywano trzy testy
statystyczne pierwiastka jednostkowego:

a) permutacyjny test Akdi-Dickeya,
b) permutacyjny test Dickeya Fullera,
c) test Dickeya Fullera.

Rozwazano nastgpujace wartosci parametréw, odpowiednio parametr mode-
lu autoregresji i dlugos$¢ szeregu czasowego:

a) ¢<{0,0;0,1;0,2;0,3;0,4; 0,5;0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1,0}
b) T€{7,8,9,10, 12, 15, 20, 30, 50, 100, 200, 500}

Wyniki symulacji przedstawione zostaty w tab. 1 oraz na rys. 1-3. Rysunek 1
przedstawia prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej w zaleznosci od
wartosci rozwaznych parametrow dla testu Akdi-Dickeya w wersji permutacyj-
nej (test proponowany w artykule), rys. 2 — dla permutacyjnego testu Dickeya-
-Fullera, natomiast rys. 3 — dla testu Dickeya-Fullera.
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Analizujac otrzymane wyniki, nalezy zauwazy¢, ze w przypadku testow
permutacyjnych uzyteczne wyniki otrzymano juz dla szeregéw dtugosci 50 ob-
serwacji. Dla klasycznego testu Dickeya-Fullera wnioskowanie na podstawie
szeregow o takiej dlugosci bytoby niemozliwe.

Tabela 1. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej dla rozwazanych testow

Test T =
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

10 0,174 0,140 0,099 0,071 0,053 0,022

15 0,319 0,266 0,214 0,134 0,058 0,040

Akdi-Dickey 25 0,625 0,521 0,376 0,192 0,107 0,037
permutacyjny 50 0,806 0,730 0,634 0,433 0,216 0,080
100 0,978 0,925 0,840 0,711 0,347 0,053

200 0,992 0,985 0,961 0,937 0,675 0,064

500 0,999 0,996 1,000 0,976 0,887 0,040

10 0,245 0,182 0,126 0,081 0,052 0,032

15 0,542 0,376 0,221 0,112 0,051 0,035

Dickey-Fuller 25 0,784 0,594 0,363 0,170 0,096 0,044
permutacyjny 50 1,000 0,879 0,656 0,319 0,136 0,063
100 1,000 0,996 0,899 0,607 0,227 0,057

200 0,999 1,000 1,000 0,860 0,389 0,028

500 0,998 1,000 0,997 0,999 0,708 0,070

10 0,199 0,185 0,159 0,142 0,116 0,136

15 0,137 0,128 0,097 0,061 0,060 0,085

Dickey-Fuller 25 0,187 0,160 0,133 0,080 0,044 0,031
50 0,630 0,481 0,353 0,246 0,139 0,070

100 0,963 0,918 0,853 0,654 0,276 0,046

200 1,000 0,997 0,997 0,996 0,782 0,048

500 1,000 0,997 1,000 1,000 0,997 0,070

o

=)
o o =

BN

e

0

Rys. 1. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej dla permutacyjnego
testu Akdi-Dickeya
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Rys. 2. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej dla permutacyjnego
testu Dickeya-Fullera

Rys. 3. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej dla klasycznego
testu Dickeya-Fullera

Aby zbada¢, jak beda zachowywac sig¢ testy w przypadku pojawienia sig
niejednorodnej wariancji sktadnika resztowego, wprowadzono zaburzenie gene-
rowane zgodnie z modelem GARCH(1,1). Wyniki symulacji dla szeregow z za-
burzeniem przedstawiono w tab. 2 oraz na rys. 4-6. Zgodnie z zatozeniami kla-
sycznego testu Dickeya-Fullera, wnioskowanie za pomoca tego testu w sytuacji,
gdy wystepuje niejednorodno$¢ wariancji sktadnika losowego, jest niemozliwe.
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Tabela 2. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej dla rozwazanych
testow przeprowadzonych na szeregach z zaburzeniem

Test T ?
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

10 0,175 0,164 0,120 0,084 0,039 0,133

15 0,350 0,276 0,204 0,094 0,067 0,110

Akdi-Dickey 25 0,556 0,434 0,306 0,197 0,101 0,144
permutacyjny 50 0,853 0,751 0,598 0,426 0,109 0,226
100 0,973 0,944 0,864 0,730 0,397 0,211

200 0,999 0,994 0,973 0,921 0,620 0,098

500 1,000 1,000 0,992 1,000 0,925 0,272

10 0,252 0,191 0,151 0,075 0,059 0,156

15 0,377 0,347 0,283 0,184 0,118 0,165

Dickey-Fuller 25 0,737 0,604 0,406 0,206 0,108 0,369
permutacyjny 50 0,970 0,795 0,605 0,337 0,144 0,633
100 0,995 0,986 0,901 0,648 0,313 0,801

200 0,998 0,986 0,988 0,777 0,383 0,979

500 0,997 0,998 1,000 0,972 0,665 1,000

10 0,127 0,145 0,149 0,161 0,157 0,067

15 0,105 0,105 0,105 0,104 0,077 0,085

Dickey-Fuller 25 0,257 0,219 0,155 0,129 0,057 0,086
50 0,617 0,530 0,402 0,304 0,137 0,031

100 0,973 0,918 0,848 0,747 0,276 0,067

200 0,988 1,000 0,995 0,996 0,782 0,025

500 1,000 0,999 0,996 0,995 0,995 0,117

i-l
'
=)
tn
S
=

1

Dy
d

Rys. 4. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej dla permutacyjnego
testu Akdi-Dickeya dla szeregdéw z zaburzeniem
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Rys. 5. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej dla permutacyjnego
testu Dickeya-Fullera dla szeregdw z zaburzeniem

Rys. 6. Prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej dla klasycznego
testu Dickeya-Fullera dla szeregdw z zaburzeniem

4. Przyklad empiryczny

Proponowany test zostat wykorzystany do wykrycia wystepowania pier-
wiastka jednostkowego w szeregu czasowym Urealnionego Produktu Narodo-
wego Brutto w USA w latach 1909-1988 (R, pakiet: Npext). Na rysunku 7
przedstawiono rozwazany szereg czasowy. Na podstawie otrzymanej wartosci
ASL = 1 nalezy stwierdzi¢ brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej glo-
szacej, ze W szeregu czasowym wystepuje pierwiastek jednostkowy.



36 Michatl Mitek

i o
4]
o
%oocﬁcpd:)
o
cpcpco
= | o
4]
m OOO dboooqbooo
= S o
(o [SR=Te)
(o]
W '
L o
O%C: o0
o, % ] o
ot 0 ? o g
% 2 LS
= S
m~ T T T T
1920 1940 1960 1980
Rok

Rys. 7. Urealniony PKB w Stanach Zjednoczonych w latach 1909-1988

Podobna analizg przeprowadzono takze dla szeregu czasowego kwartalnych
stop zwrotu z obligacji w Danii (R, pakiet: urca). Szereg czasowy przedstawiono
narys. 8.
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Rys. 8. Kwartalna stopa obligacji w Danii w latach 1974-1987

W wyniku przeprowadzenia testu otrzymano warto$¢ ASL = 0,67, ktora
takze wskazuje na brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, gloszacej
0 wystepowaniu pierwiastka jednostkowego.
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Podsumowanie

W opracowaniu przedstawiono propozycj¢ testu pozwalajacego wykryé
pierwiastki jednostkowe w szeregach czasowych z autoregresja. Proponowane
rozwigzanie opiera si¢ o test permutacyjny, ktorego zastosowanie pozwolilo na
pominigcie zalozenia o jednorodnosci wariancji sktadnika losowego, charaktery-
stycznego dla klasycznych testow pierwiastkow jednostkowych. Poniewaz te-
stowanie oparto o analiz¢ harmoniczna, w dalszych rozwazaniach mozna rozwi-
na¢ test o wykrywanie sezonowych pierwiastkow jednostkowych [por.
Nehrebecka, Grudkowska, 2010]. Proponowane rozwiazanie zostato porownane
z testami znanymi z literatury. Badania wykazaly, ze dla krotkich szeregow cza-
sowych testy permutacyjne uzyskaly wigksze prawdopodobienstwo odrzucenia
hipotezy zerowej, co pozwala wykorzysta¢ test w szeregach czasowych o mniej-
szej dtugosci niz w przypadku klasycznego testu Dickeya-Fullera. Dodatkowo
przeprowadzono takze symulacje oparta na szeregach czasowych z niehetero-
skedastycznym sktadnikiem losowym. Uwzgledniajac zatozenia klasycznych te-
stow, najlepsze i uzyteczne wyniki otrzymano dla proponowanego testu opartego
o analize harmoniczna.
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DETECTING UNIT ROOTS USING PERMUTATION TESTS

Summary: In this paper, a proposal of test to detect unit root in the time series from the
process with autoregression was presented. The proposed solution refers to the Akdi-
-Dickey unit root test which is based on the spectral time series analysis. The basis of the
test is to analyze the periodogram of series obtained by the transformation of the y, vari-
able into the field of the frequency. The proposed modification uses a permutation test
which specificity allows us to take general assumptions. The proposed solution was
compared using a computer simulation with the solutions known from the literature.

Keywords: stationarity, permutation test, Akdi-Dickey test, Dickey-Fuller test.



