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O WYKORZYSTANIU METOD PLANOWANIA
EKSPERYMENTOW CZYNNIKOWYCH
W KONSTRUKCJI INDEKSOW STATYSTYCZNYCH

Streszczenie: Metodologia planowania eksperymentéw znajduje zastosowanie w projek-
towaniu procesu produkcyjnego, pozwalajac na popraweg jego rezultatdéw technologicznych
i ekonomicznych. Plany eksperymentow wykorzystywane sa rowniez w naukach przyrod-
niczych oraz pozwalaja na modyfikacje istniejacych metod statystycznych. W teorii indek-
sow statystycznych poszukuje si¢ takiej postaci indekséw dla wielkosci absolutnych, ktore
pozwolityby na ich wtasciwa interpretacje ekonomiczna, a jednoczes$nie spetniatyby od-
powiednie aksjomaty. Wérod podej$é w konstrukeji indeksow statystycznych dla wielkosci
absolutnych wymienia si¢ ujgcie czynnikowe zaproponowane w 1961 r. przez K.S. Baner-
jeego. W niniejszym artykule przedstawiono konstrukcj¢ indekséw statystycznych dla
wielkosci stosunkowych z wykorzystaniem podejscia czynnikowego. Ponadto zaprezento-
wano przyktad empiryczny, pozwalajacy zweryfikowaé¢ wiasnosci zaproponowanych in-
deksow statystycznych.

Slowa kluczowe: plany eksperymentéw czynnikowych, indeksy statystyczne, place.

JEL Classification: C9, C43.

Wprowadzenie

Metody planowania eksperymentow wywodza si¢ z praktyk stosowanych
w doswiadczalnictwie rolniczym. Pierwsze publikacje dotyczace teorii planowa-
nia eksperymentdéw pojawily si¢ w latach 20. XX w. Obecnie metody planowa-
nia eksperymentéw powszechnie stosuje si¢ przede wszystkim w projektowaniu
procesu produkcyjnego, ponadto metodologia ta znajduje swoje zastosowanie
rowniez w biologii, chemii, a nawet w analizie danych przestrzennych.
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Rozwazania w teorii indeksow statystycznych zazwyczaj dotycza agregato-
wych indekséw okreslonych dla wielkosci absolutnych, natomiast nalezy zwrdcic
réwniez uwage na problematyke konstrukcji agregatowych indekséw sformutowa-
nych dla wielkosci stosunkowych. Celem artykutu jest przedstawienie propozycji
agregatowego indeksu dla wielkosci stosunkowych, uzyskanego zgodnie z podej-
$ciem czynnikowym zaproponowanym przez K.S. Banerjeego [1961].

1. Plany eksperymentow czynnikowych

W praktyce przedsigbiorstw produkcyjnych najczgéciej wykorzystywanymi
planami eksperymentéw sa catkowite plany eksperymentow czynnikowych typu 2™
oraz utamkowe plany eksperymentéw czynnikowych typu 2" [Konczak, 2007].

Catkowity plan eksperymentu czynnikowego typu 2" uwzglednia m czyn-
nikow Xi, Xo,..., X, wystepujacych na dwu poziomach: gornym — oznaczanym
symbolem ,,+” oraz dolnym — oznaczanym symbolem ,,—”.

Zalezno$¢ pomiedzy zmienna objasniajaca a zmienna wynikowa w przy-
padku planu eksperymentu czynnikowego typu 2" mozna przedstawi¢ w postaci
modelu regresji liniowej postaci [ Wawrzynek, 2009]:

yx)=6,+6x +...+0 x, +0,xx,+...+0, , x X +6,xxx,+

m—1 m™'m

1
+...+6 X, X, X, +...+0,  xX,...X, M

m-=2 m-1 m”m-2
gdzie wspotczynniki 6, 6,..., 6, nazywane sa efektami gtdéwnymi czynnikow
X1, Xo,..., Xu, natomiast pozostate wspotczynniki nosza nazwe interakcji czynni-
kéw. Oszacowania parametrow modelu (1) mozna dokonaé, wykorzystujac me-
tode najmniejszych kwadratow [ Wawrzynek, 1993].

Niech dane beda dwa czynniki: X, X; wystepujace na dwu poziomach: gor-
nym i dolnym. Wéwczas catkowity plan eksperymentu czynnikowego 2* obej-
muje 4k doswiadczen, gdzie k oznacza liczbg replikacji. Schemat tak okreslone-
g0 planu eksperymentu przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Schemat catkowitego planu eksperymentu czynnikowego typu 2?

‘ ‘?éivni:‘cjzcezr;inei . 1 X X, XX V;’artos’ci zzmiennejnv'vynikowzj »
(1) + - - + yu Yi2 Yik M =éylj
a + + - - he3) yn Yok Y, :éyzj
b + - + - V31 V3 Yk Vs :gyzj
ab + + + + a1 ya Vak Yi= éyétj
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Plan ten odpowiada funkcji regresji liniowej postaci [Montgomery, 1997]:
Y= :Bo + ﬂ1x1 + ﬂzxz + ﬁlexz (2)
dla ktorej wartosci wspotczynnikow Sy, fi, [, [ wyznaczy¢ mozna zgodnie
Z ponizszymi roOwnaniami [Montgomery, 1997]:

1 4
By ZE;yi

1
2B/ =—(y+y, =y +y,)
2k (3)

1
20, :E(_yl — Y,y +yy)

1
2, 25(4‘)’1 — Y, =yt Vy)

W celu weryfikacji istotnosci wspotczynnikow funkeji regresji (1), a w szcze-
golnosci funkcji postaci (2), mozna dokonaé¢ z wykorzystaniem analizy wariancji
(ANOVA) [Montgomery, 1997, 2001].

2. Indeksy agregatowe

W analizie dynamiki zjawisk niejednorodnych stosuje si¢ indeksy agrega-
towe. Jezeli badane zjawisko dotyczy wielkosci absolutnych (zazwyczaj jest to
wartos$¢ pienigzna), wowczas wyznacza si¢ indeks wartosci:

k
; 2 Puda
e @)
2 Piodio
agregatowy indeks ilosci:
k
Z]: pitqin
l,=5— ()
2 Pl
oraz agregatowy indeks cen:
k
Z pin qit
L=5—— (6)

Tk
2 Pl
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gdzie p;, oznacza ceng i-tego artykulu w okresie 7, natomiast g, oznacza ilos¢
i-tego artykulu w okresie ¢, gdzie ¢ = n (okres badany) lub ¢ = 0 (okres podsta-
wowy). Przeprowadzajac standaryzacj¢ wspotczynnikow indeksow agregato-
wych cen i ilosci, otrzymuje si¢ indeksy cen 1 ilosci wedtug formuty Laspeyresa
(ustalajac odpowiednio ilosci i ceny na poziomie okresu podstawowego) i we-
dhug formuly Paaschego (ustalajac odpowiednio ilo$ci i ceny na poziomie okresu
badanego) [Domanski (red.), 2001].

Gdy analiza statystyczna dotyczy wielko$ci stosunkowych, rozwaza si¢ in-
deks agregatowy w postaci:

k k
) Z]: xin Z;l xiO
__ = . i=
L7 =5—15 (7
Z Zin z Zi()

agregatowe indeksy o statej strukturze, wedlug formuty Laspeyresa i Paaschego
odpowiednio:

k
o 2 Vi ®
LYy Tk
2 YioZio
k
7O = %yi” " ©)
» —
DS

oraz indeksy wptywu zmian strukturalnych, wedlug formuty Laspeyresa i Pa-
aschego odpowiednio:

(ws) _ I;Z)
e (10)
(2)
A =% (11)
J LIy

W szczegodlnosci na podstawie indekséw zespotowych okreslic mozna

k
agregatowy indeks przecigtnej placy, przyjmujac odpowiednio: ;Xi — fundusz

M=

X,
i

i

k —
ptac, Z_; Z, — liczba zatrudnionych, wtedy ) = — $rednia placa [Domanski

A

i

M»

(red.), 2001].
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3. Indeksy agregatowe cen i ilosci w ujeciu czynnikowym

W teorii indeksow statystycznych wciaz poszukuje sig takich formut indek-
sow agregatowych, ktore beda spetnia¢ jak najwigcej aksjomatéw oraz beda
mialy znaczaca interpretacj¢ ekonomiczng [Biatek, 2012]. Wérdd kierunkow
w teorii indeksow statystycznych wyr6ézni¢ mozna podejécie aksjomatyczne,
stochastyczne, czynnikowe, ekonomiczne i Divisa [von der Lippe, 2007]. Jed-
nym z uznawanych podej$¢ w teorii indekséw statystycznych jest tzw. podejscie
czynnikowe zaproponowane przez K.S. Banerjeego [1961]. Zaktadajac, ze wy-
konano pojedyncze doswiadczenie, czyli poddano analizie dane dotyczace jed-
nego towaru, przyjmuje si¢, ze czynniki p oraz g wystepuja na dwdch pozio-
mach: ,,0” oraz ,,1”. Wowczas iloczyny poqo, poqi, Pige, P1g1, odpowiadaja
poszczegblnym kombinacjom poziomoéw czynnikdw p i g. Plan tego ekspery-
mentu przedstawiono w tab. 2.

Tabela 2. Plan eksperymentu czynnikowego typu 2"

Oznaczenie 1 » q pa i
doswiadczenia
1 + + Poqo
P + + P90
0 + + - Podr
PO + + + + Piq)

Zgodnie z procedura catkowitego planu eksperymentu czynnikowego typu 2",
oszacowa¢ mozna wartosci efektow glownych, zgodnie z ponizszymi rowna-
niami:

1
M = Z(plql +poq, + P4, + Pod,)

1
P:E(pl% —DPq, t P94, _poqo)

1
Q:E(pIQI +Pyq, — P4, _poqo)

1
PQZE(p1q1 — D4, — P9, +p0qo)

(12)
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K.S. Banerjee, wykonujac odpowiednie przeksztatcenia algebraiczne,
otrzymal réwnania postaci:

AM =(p, + p,)q, +q,) = Pyq, (P, +1)(g,, +1)

2P =(p, = P4, *+4,) = Pyqy (Do = D(g,, +1) (13)
20=(p,+ P )4, —4q,) = Pyq,(Py; + D(g,, — 1)

2PQ = (p1 - p())(ql - QO) = poqo(pol _1)(q01 _1)
Wtedy z réwnan (12) oraz (13) wynika, zZe:

(py +1)(g, +1) =L P | Pido y g gy
quO quO quO

(P =gy + ) =PI LA P oy gy -1
P4, P, P, (14)

(pm +1)(q01 _1) = Pid, + Pty Pty _IZIW +12’ _ILp -1
Pdy  Podo P

(o =gy~ = LI LoD P gy gy gy
Pdy  Podo Pl

Wykorzystujac uktad rownan skladajacy si¢ z pierwszego i drugiego z réwnan

. P o q .
(14), wyznaczono wartosci indeksu cen Py = “ {indeksu iloci 9o =~ W postaci:

0 0
17 +1,
_ 15
Po 1 (15)
gy =1} (16)

W analogiczny sposob wyznacza si¢ formuty indeksow cen i ilosci dla po-
zostalych pigciu par rownan (14) [von der Lippe, 2007]. Uwzglednienie cen
i ilosci nastepnych towaréw poddanych analizie odpowiada uwzglednieniu ko-
lejnych replikacji eksperymentu [Banerjee, 1961].

4. Indeksy agregatowe wielkoS$ci stosunkowych w ujeciu czynnikowym

Rozwazono plan eksperymentu typu 2", ktory uwzgledniat dwa czynniki
Y i Z wystgpujace na gornym i dolnym poziomie kazdy. Ponadto dla rozwazane-
go eksperymentu wykonano £ replikacji. W teorii indeksow statystycznych war-
tosci czynnika Y odpowiadaja wartoSciom wielkosci stosunkowych w okresie
badanym (goérny poziom czynnika Y) i w okresie podstawowym (dolny poziom
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czynnika Y), natomiast liczba replikacji odpowiada liczbie towarow. Wowczas
odpowiedni plan eksperymentu typu 2" zaprezentowano w tab. 3.

Tabela 3. Plan eksperymentu dla wielkos$ci stosunkowych

Oznaczenie 1 Z .
dos$wiadczenia y y Ji
k
1 + - - + zy,nzto
i=1
k
Y + + - - zyuzm
i=1
k
z + h + - > YioZa
i=1
k
¥z + + + + z YuZa
i=1

Zgodnie z teoria planu eksperymentu typu 2" prawd21we sa roOwnania:

4kM zyllz +Zy10 ll+zyll 10+Zy10210

ZkY:Z.y zyzo ll+zyll i0 Zyl() i0
ZkZ Zyll il +Zy10 il Zyll i0 z-yz'OZiO
2kYZ:§yil Zy:o il zyzl 10+Zy10 i0

a7

Wykonujac przeksztatcenia réwnan (17) odpowiadajace przeksztalceniom
w podejsciu Banerjeego, otrzymano réwnania 0 nastqpujqcej postaci:
Zlyll il Zle il zyll i0
(Vo + Dz, +1) =% +5 +5 +1 (18)
ZyiOZiO ZyiOZiO Z;lyiOZiO

(Vo =Dz +D) = - + -1 (19)
’;y,ozzo ;yiozzo ;yzOZIO
k k k
Zyzlzzl ZyiOZzl Zyxlzzo

(Yo +D(z +D) =7 +45 -7 -1 (20)
;yiozi() ;y,ozio ;yiozto
k k &
Zynzn ZyiOZi] Zynzio

(y01 _1)(201 -1 = ZkZI - 1;1 - l;l +1 (21)
2. VioZio Zyiozi() 2 VioZio
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Wtedy dla poszczegodlnych par rownan (18)-(21) wyznaczy¢ mozna warto-
$ci yo1. Rezultaty przedstawiono w tab. 4.

Tabela 4. Wyniki przeksztatcen algebraicznych dla wybranych par réwnan (18)-(21)

Para réwnan Indeks wielko$ci stosunkowych yy;
k k

2 VaZio + 2 VuZy
(18)i (19) T — =1,
L ViZa + 2 VioZio

2 ViZ
(18) i (20) — =1
Zy[OZ/O

(18)i(21) = = il =1,

Zly,voz,o
k
2 VuZio
(19)i(21) = =1
;ymzlo
k k
Z YaZn — Zyilzm
(20)i (21) T —=1,
;yiozn - ;yiozio

W wyznaczonych indeksach nalezy zwroci¢ uwage na postaci indeksow
oznaczonych symbolami /,, oraz .4, ktore moga stanowi¢ porownanie wartosci
w okresach podstawowym i1 badanym.

5. Przyklad empiryczny

W tabeli 5 przedstawiono dane dotyczace przecigtnego zatrudnienia i prze-
cigtnego miesigcznego wynagrodzenia brutto (w zt) dla trzech wybranych sekcji
(wedhug podzialu klasyfikacji dziatalnosci z 2007 r.) gospodarki narodowej
w Polsce w roku 2014 i w roku 2015.

W celu oceny dynamiki ptac w analizowanych sekcjach gospodarki naro-
dowej w latach 2014 i 2015 nalezy obliczy¢ oraz zinterpretowac wartosci indek-
sow agregatowych wielkosci stosunkowych postaci (7)-(11). Wyniki obliczen
przedstawiono w tab. 6.
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Tabela 5. Przecigtne zatrudnienie i przecig¢tne miesigczne wynagrodzenie brutto (w zt)
dla przemystu, budownictwa i handlu hurtowego i detalicznego w Polsce

. .. Przecigtne miesieczne
. Przecigtne zatrudnienie .
Sekcja PKD 2007 wynagrodzenie brutto (w zl)
2014 r. 2015r. 2014 r. 2015r.
Przemyst 2676458 2705576 387691 3983,49
Budownictwo 590 006 592752 3102,28 321749
Handel hurtowy i detaliczny 1562 388 1596417 3129,77 3278,13

Zrodto: [www 1].

Tabela 6. Wartosci agregatowych indekséw wielkosci stosunkowych dla danych z tab. 5

Posta¢ indeksu Wartos¢
19 1,0339
Y 1,0133
A 1,0134
N 1,0203
N 1,0203

Z kolei wartosci zaproponowanych indeksow przedstawionych w tab. 4
wynosza I, = 1,0133 oraz I, = 1,0145. Wartosci te sa zblizone do wartosci

agregatowego indeksu wielko$ci stosunkowych o zmiennej strukturze / iz) oraz

do wartos$ci agregatowych indeksow o statej strukturze, wedtug formuty Laspey-
resa ,I\" i Paaschego ,/}".

Podsumowanie

Kierunki badan w wyznaczaniu formul indeksow statystycznych dotycza
w gtéwnej mierze agregatowych indekséw dla wielko$ci absolutnych. Natomiast
agregatowe indeksy okreslone dla wielkosci stosunkowych stanowia wazna
cze$¢ w teorii indeksow statystycznych ze wzgledu na ich interpretacje ekono-
miczng. W niniejszym artykule przedstawiono implementacj¢ podejscia czynni-
kowego, okreslonego przez K.S. Banerjeego, do wyznaczania formuty agrega-
towego indeksu wielko$ci stosunkowych.
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USE OF DESIGN OF EXPERIMENTS METHODS IN THE CONSTRUCTION
OF STATISTICAL INDEXES

Summary: Methods of design of experiments, as a tool of statistical quality control,
leads to the improvement of technological and economical results of a manufacturing
process. Currently design of experiments are used also in natural sciences and allows for
the modification of existing statistical methods. In the theory of statistical indexes, one
of the approaches of the construction of statistical indexes is the factorial approach pro-
posed in 1961 by K. Banerjee. The aim of this article is to present the construction of
statistical indexes for relative magnitudes using a factorial approach. In addition, an em-
pirical example will be presented to verify the properties of the proposed indexes.

Keywords: design of experiments, factorial design of experiment, statistical indexes.



