Uniwersytet Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe
Ekonomiczny Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach
“3\\* w Katowicach ISSN 2083-8611 Nr 340 - 2017

o
)
=
S

Informatyka i Ekonometria 10

Agata Gluzicka

Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach
Wydziat Informatyki i Komunikacji
Katedra Badan Operacyjnych
agata.gluzicka@ue katowice.pl

WYBRANE MIARY OCENY STOPNIA
DYWERSYFIKACJI PORTFELI INWESTYCYJNYCH

Streszczenie: Jedno z najwazniejszych zalozen w teorii zarzadzania portfelem to dywer-
syfikacja. Jest to zarazem jeden z podstawowych sposobdw obnizania poziomu ryzyka
zwigzanego z dang inwestycja. Problem dywersyfikacji jest od wielu lat analizowany
zardwno przez praktykow, jak i teoretykow. Weiaz poszukuje si¢ uniwersalnego sposobu
wyznaczania portfela dobrze zdywersyfikowanego. W metodach zwigzanych z dywersy-
fikacjg wykorzystuje si¢ m.in. miary zwigzane z korelacja, spektralne miary ryzyka,
elementy teorii informacji czy rozklad ryzyka. Glownym celem artykutu byta prezenta-
cja wybranych metod, pozwalajacych okresli¢ stopien zdywersyfikowania portfela.

Stowa kluczowe: dywersyfikacja portfela inwestycyjnego, portfel zdywersyfikowany,
entropia, wspotczynnik ryzyka, analiza sktadowych glownych.

JEL Classification: G11, C61.

Wprowadzenie

Zjawisko dywersyfikacji lezy u podstaw nowoczesnej teorii portfelowej.
Mimo wielu lat badan nie udato si¢ do tej pory ustali¢ jednej definicji pojecia
dywersyfikacja, a co za tym idzie, nie istnieje jedna, uniwersalna metoda, za
pomoca ktorej mozliwe bytoby iloSciowe okreslanie stopnia zdywersyfikowania
portfela. Poszukiwania takiej ,,idealnej” miary dywersyfikacji to wciaz aktualny
obszar badawczy w dziedzinie zarzadzania inwestycjami.

Miary stopnia zdywersyfikowania konstruowane sg za pomocg réznych
wskaznikow czy réznych metod, co wynika z faktu, Zze poszczegdlne jednostki
W rozny sposob postrzegaja problem dywersyfikacji. Najprostsze miary zapre-
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zentowane w artykule to zarazem jedne z pierwszych wprowadzonych wskazni-
kéw dywersyfikacji, do konstrukcji ktorych stosowane byty tylko liczba spotek
portfela lub tez wielkosci udziatdéw poszczegdlnych spotek wystepujacych
w portfelu. Kolejna grupa indekséw dywersyfikacji to miary konstruowane
w oparciu o entropie. W tym celu najczesciej stosowana jest entropia Shannona
lub jej posta¢ wyktadnicza. W ostatnich latach temat zastosowania miar entropii
w problemie dywersyfikacji byt poruszany wielokrotnie, czego efektem sg takie
miary, jak np. kwadratowa entropia Rao czy delta dywersyfikacja. Innym przy-
ktadem sg miary konstruowane za pomocg analizy sktadowych glownych. Pro-
cedura ta jest stosowana w celu przeksztatcenia danych skorelowanych w odpo-
wiadajacy im zbior danych nieskorelowanych, a jak wiadomo, korelacja jest
jednym z glownych zrodel wystepowania zjawiska dywersyfikacji.

Gléwnym celem artykutu bylo omoéwienie wybranych miar dywersyfikacji.
Szczegodlng uwage zwrocono na te miary, ktore zostaty wprowadzone do badan
w ostatnich latach, ale nie byly dotychczas powszechnie stosowane w analizach
polskiego rynku inwestycyjnego. Artykul sktada si¢ z dwoch czesci. Czeséc
pierwsza — teoretyczna — to zestawienie definicji i podstawowych wiasno$ci
wybranych miar pozwalajacych oceni¢ stopnien dywersyfikacji portfela. Prezen-
towane miary zostaty podzielone na pi¢¢ grup, w zaleznosci od sposobu ich de-
finiowania. W czgsci drugiej przedstawiony zostal przyktad empiryczny, ktory
jest ilustracjg stosowania zaprezentowanych indeksow dywersyfikacji. Celem
badan empirycznych byla analiza zgodnos$ci rankingéw otrzymanych dla po-
szczegolnych miernikow stopnia dywersyfikacji portfeli inwestycyjnych. Bada-
nia te zostaly poprzedzone krotkim przykltadem empirycznym, ilustrujacym
zmiany poszczegolnych miermikow dywersyfikacji w zaleznosci od liczby spo-
tek w portfelu oraz od sposobu konstrukcji portfela. Do konstrukeji portfeli za-
stosowane zostaly dane wybranych spotek z Gieldy Papieréw Wartosciowych
w Warszawie.

1. Wybrane metody pomiaru stopnia dywersyfikacji

1.1. Okreslanie stopnia zdywersyfikowania portfeli
na podstawie liczby spélek

Najprostszym sposobem okre$lania stopnia dywersyfikacji portfela jest po-
danie liczby sktadnikow tego portfela. Badania empiryczne zwigzane z analizg
wpltywu liczby sktadnikéw na ryzyko portfela pokazaly, ze ryzyko portfela
zmniejsza si¢ podczas zwigkszania liczby instrumentéw finansowych w tym
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portfelu [Evans, Archer, 1968; Fisher, Lorie, 1970]. Zwickszanie liczby spotek
w portfelu przyczynia si¢ do stopniowego obnizania ryzyka catkowitego, do
momentu osiggnigcia takiego poziomu ryzyka, ktory nie moze juz by¢ dalej
redukowany, bez wzgledu na dodatkowe akcje dodawane do portfela [Frahm,
Wiechers, 2011].

Informacje dotyczace liczby spolek na danym rynku oraz liczby spotek
znajdujacych sie w portfelu mozna wykorzysta¢ do okreslenia maksymalne;j
czesci potencjalnie dywersyfikowalnego ryzyka. Indeks dywersyfikacji stoso-
wany w tym celu zostal zaproponowany przez Tanga [2004] w nastepujacej
postact:

_(n=1)N

DI, = ,
'on(N-1)

(D
gdzie:

DI; — wskaznik dywersyfikacji oznaczajacy czgs$¢ ryzyka dywersyfikowalnego
portfela;

n — liczba spotek w portfelu;

N — calkowita liczba spoétek na rynku.

1.2. Miary dywersyfikacji portfela oparte o udzialy spolek

Szerokg game wskaznikéw stosowanych do okreSlania stopnia dywersyfi-
kacji portfela stanowia indeksy definiowane za pomoca udziatéw poszczegol-
nych spotek portfela. Przyktadem jest indeks dywersyfikacji definiowany jako
dopehienie indeksu Herfindahla. Indeks Herfindahla to czesto stosowana miara
ekonomicznej koncentracji. Indeks dywersyfikacji okreslany jest wzorem:

DI, =1-HI=1-) w}, )
i=1
gdzie:
HI — Indeks Herfindahla;
w; — udziat i-tej spotki w portfelu i =1, 2, ..., n).

Indeks dywersyfikacji DI, przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1]. Wartos¢ 0
odpowiada portfelowi o catkowitym braku dywersyfikacji, czyli mamy wowczas
do czynienia z portfelem jednosktadnikowym. Z kolei portfel, dla ktorego indeks
DI, przyjmuje warto$¢ rowna 1, uznawany jest za portfel o najwyzszym stopniu
zdywersyfikowania.
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Inny indeks dywersyfikacji, definiowany za pomocg udziatow spolek wy-
stepujacych w portfelu, analizowany byt w pracy Marfelsa [1971]. W indeksie
tym zastosowano rangowanie spotek wedtug malejacego udziatu w portfelu (i-ta
spotka pod wzgledem wielko$ci udziatu otrzymuje range i). Indeks ten jest okre-
$lany wzorem:

1

DI =1-——
2> iw, —1 )
i=l1

Interpretacja wartosci tego indeksu jest podobna jak dla indeksu DI,.

1.3. Zastosowanie miar entropii do okreslania stopnia
zdywersyfikowania

Kolejne miary stuzace do okreslania stopnia zdywersyfikowania zostaly
okreslone przy uzyciu pojecia entropii. Entropia uznawana jest za istotne narze-
dzie w procesie wyboru portfela oraz w arbitrazu cenowym. Najczesciej stoso-
wana jest entropia Shannona, ktéra w oryginale definiowana jest dla rozktadu
prawdopodobienstwa. Przyjmujac jednak w miejsce prawdopodobienstw udziaty
poszczegdlnych spotek portfela, otrzymujemy miare dywersyfikacji nastgpujace;j
postaci [Hart, 1971]:

DI, ==Y w Inw), (4)
i=1

gdzie /n oznacza logarytm naturalny.

Wartosci tak zdefiniowanego indeksu nie zawierajg si¢ w przedziale [0, 1].
Jednak powszechnie wiadomo, ze im wyzszy poziom entropii, tym wyzszy sto-
pien dywersyfikacji portfela.

Natomiast Marfels [1971] zaproponowat indeks dywersyfikacji, w ktorym
zastosowal ,,wyktadnicza miare entropii”:

DI, =1-[[w". (5)
i=1

Staba strong przytoczonych indeksow dywersyfikacji jest fakt, ze zaden
z nich nie uwzglednia zaleznosci miedzy korelacjg a ryzykiem portfela, czyli
zasadniczego zwigzku, ktory decyduje o stopniu zdywersyfikowania portfela, na
co zwracal uwagg juz sam Markowitz. Kolejna miara dywersyfikacji to przyktad
miary entropii, w ktorej mozliwe jest rOwniez uwzglednienie zaleznosci korela-
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cyjnej zachodzacej migdzy stopami zwrotu poszczegdlnych sktadnikow portfela
inwestycyjnego.

Kwadratowa entropia Rao, oznaczana symbolem RQOFE od angielskiej nazwy
Rao’s Quadratic Entopy [Rao, 1982a; 1982b], zostata zaproponowana jako mia-
ra r6znorodnosci (rozmaitosci). Przyktady zastosowan tej miary mozna odnalez¢
m.in. w statystyce (np. do uogolnionej analizy wariancji) czy w ekologii (np. do
okreslania stopnia biordznorodnosci) [Rao, 1982a; 1982b]. Przeglad mozliwos$ci
zastosowania tej miary w kontekscie dywersyfikacji portfela inwestycyjnego
przedstawiono w pracy Carmicheala, Boevi Koumona i Morana [2015]. Miara ta
moze by¢ rowniez stosowana jako jedna z funkcji celu (obok wariancji, sko§nosci
i stopy zwrotu) w wielokryterialnym modelu wyboru portfela inwestycyjnego.

Dla portfela ztozonego z n sktadnikow o udziatach w; dlai=1, 2, ..., n sto-
pien zdywersyfikowania mozna okresli¢ jako:

ROE = Zdijwiwj ’ (6)

ij=1

nazywana jest funkcja réznorodno$ci mierzaca rdéznice mie-

gdzie D = [d[j ]"

i j=1
dzy dwoma dowolnymi sktadnikami portfela. O funkcji D zaktadamy, ze spetnia

nastepujace warunki:
— dl.j >0dlai,j=1,2,...,n,
— dl.j =djl.d1a Lj=1,2,...,n,
-d,=0dlai=1,2,...,n.
Funkcje roznorodnosci D mozna zdefiniowa¢ m.in. za pomoca delty Kro-
neckera czy macierzy kowariancji stop zwrotu [Carmicheal, Boevi Koumon,

Moran, 2015]. Réwnie dobrze funkcja réznorodnosci moze by¢ okre§lona za
pomoca macierzy korelacji stop zwrotu w nastepujacy sposob:

ROE =Y (1-p, ww,, (7)

i, j=1
gdzie:

pP= [Py- ]:’/,: L macierz korelacji stop zwrotu sktadnikow portfela.

Podobnie jak w przypadku entropii Shannona, im wyzsza warto$¢ wspotczynni-
ka RQE, tym wyzszy stopien zdywersyfikowania portfela.

Miar¢ RQF przyjmuje si¢ rowniez jako kryterium wyboru portfela inwesty-
cyjnego. Maksymalizujac miar¢ RQE, przy standardowych zalozeniach o udzia-
tach portfela, otrzymujemy portfel o minimalnej koncentracji informacji, nazy-
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wany rowniez portfelem maksymalizujacym efektywna liczbe niezaleznych
czynnikow ryzyka.

W przedstawionej powyzej postaci miara RQFE jest malejaca funkcja
zmiennych p;. Dywersyfikacja portfela ROE znika w przypadku, gdy stopy
zwrotu sktadnikow portfela sa doskonale skorelowane. Stad tez intuicyjne
stwierdzenie, ze niska korelacja stop zwrotu implikuje wyzszy stopien zdywer-
syfikowania portfela. Nalezy rowniez zauwazy¢, ze je§li zmienno$ci wszystkich
sktadnikow portfela sg takie same, to portfel ROE staje si¢ ekwiwalentem portfe-
la minimalnej wariancji.

Samuelson [1967], jako jeden z pierwszych badaczy, zwrocit uwage, ze
pomiar dywersyfikacji za pomocg tylko dwoch pierwszych momentow rozktadu
stop zwrotu nie jest wlasciwy. Niestety wiekszos¢ miar stosowanych do okresle-
nia stopnia zdywersyfikowania jest w taki sposob definiowana. Przyktadem
miary uwzgledniajgcej wyzsze momenty rozktadu stop zwrotu jest wprowadzo-
na przez Vermorkena, Medd¢ i Schrodera [2012] dywersyfikacja delta (delta
diversification). Jest to miara definiowana jako wspolczynnik $redniej wazonej
entropii poszczegoélnych skladnikéw portfela i entropii catego portfela. Innym
przyktadem miary uwzgledniajacej wyzsze momenty rozktadu jest entropia ne-
gatywna [Kirchner, Zunckel, 2011].

1.4. Wspolczynnik dywersyfikacji

Przedstawiony w dalszej czesci indeks dywersyfikacji zostat skonstruowany
przy zatozeniu, ze efekt dywersyfikacji zwigzany jest z roznicg miedzy $rednig
wazong odchylen standardowych stop zwrotu spotek, w ktore inwestujemy
(spotki o niezerowych udziatach), a $rednia wazona odchylen standardowych
i korelacji wszystkich potencjalnych skladnikow portfela (ryzyko portfela)
[Cheng, Roulac, 2007; Choueifaty, Coignard 2008].

Wspdtczynnik dywersyfikacji DE okreslany jest jako wspotczynnik $redniej
wazonej zmiennosci spotek dzielonej przez zmienno$¢ portfela. Cheng i Roulac
[2007] zdefiniowali miare dywersyfikacji jako iloraz $redniej wazonej odchylen
standardowych spotek o niezerowych udziatach i odchylenia standardowego
portfela:

o

DE =—+, (8)

o,

gdzie:
o, — odchylenie standardowe portfela;
o, — $rednia wazona odchylen standardowych spétek o niezerowych udziatach.
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Posta¢ $redniej wazonej odchylen standardowych aktywow o niezerowych
udziatach jest identyczna z formg odchylenia standardowego portfela, z wyjat-
kiem tego, ze przyjmujemy wspotczynnik korelacji réwny 1, czyli:

o, =D Wo,, O)
i=1
gdzie:
w; — udzial i-tej spotki w portfelu;
o; — odchylenie standardowe i-tej spotki, i=1, 2, ..., n.

Wspotczynnik dywersyfikacji DE w pierwsze] kolejnosci byl stosowany
w analizie efektu dywersyfikacji na rynku nieruchomosci, w badaniach dotycza-
cych dywersyfikacji geograficznej [Cheng, Roulac, 2007]. Nastepnie wspol-
czynnik DE zastosowano do pomiaru efektu dywersyfikacji dla portfeli, w sktad
ktorych wchodzity rézne instrumenty finansowe [Choueifaty, Coignard 2008].
Przeprowadzone zostaly réwniez badania zwigzane z zastosowaniem tego
wspotczynnika dla portfeli na polskim rynku inwestycyjnym [Gluzicka, 2016].

Wskaznik DE przyjmuje warto$ci wicksze od 1, a zatem nie mozna za jego
pomoca okresli¢ wielkosci ryzyka redukowanego przy konstrukcji portfela.
Przyjmujemy jedynie zalozenie, ze wyzsza warto$¢ wspolczynnika wskazuje na
wyzszy stopien dywersyfikacji.

Za pomocg przedstawionego wskaznika poziomu dywersyfikacji mozliwa
jest konstrukcja tzw. portfeli najbardziej zdywersyfikowanych (MDP — the Most
Diversified Portfolio). Portfele o optymalnym stopniu dywersyfikacji konstruo-
wane sg poprzez rozwigzanie zadania optymalizacyjnego, w ktérym maksymali-
zujemy warto$¢ wspotczynnika dywersyfikacji DE, jedynie przy zatozeniach
o sumie nieujemnych udzialow wszystkich sktadnikéw portfela rownej 1
[Choueifaty, Coignard, 2008; Choueifaty, Froidure, Reynier, 2013]. W tym po-
dejsciu portfel najbardziej zdywersyfikowany maksymalizuje odleglo$¢ migdzy
dwoma definicjami zmienno$ci portfela, tzn. odleglos¢ migdzy $rednig wazong
zmiennoS$ci aktywow portfela a zmiennoscia catego portfela.

W literaturze przedmiotu wspolczynnik dywersyfikacji przedstawia si¢
w kilku wersjach, w ktérych odchylenie standardowe zastgpowane jest innymi
miarami. Nieco wczesniej niz zaprezentowany powyzej wspotczynnik DE
wprowadzony zostal indeks dywersyfikacji, ale zdefiniowany za pomocg wspot-
czynnikow beta [Tasche, 2006]. W innym przypadku w miejsce odchylenia
standardowego do okreslenia miary dywersyfikacji zastosowano miar¢ Value-at-
-Risk [Perignon, Smith, 2010].
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1.5. Zastosowanie analizy skladowych gléwnych
do okreslania stopnia dywersyfikacji

W przypadku rynku nieskorelowanego wariancja portfela jest rowna sumie
wazonej wariancji poszczeg6élnych sktadnikow tego portfela. Wowcezas portfe-
lem maksymalnie zdywersyfikowanym jest taki, dla ktorego udzialy spotek sa
odwrotnie proporcjonalne do wariancji sktadnikéw portfela. Jednak taka sytua-
cja nie ma miejsca w rzeczywistym §wiecie inwestycyjnym. Mozemy jednak za
pomoca odpowiednich metod statystycznych przeksztalca¢ zbidr skorelowanych
danych w zbiér czynnikow niezaleznych. Jedng z takich metod, z powodzeniem
wykorzystywanych réwniez w kontekscie miar dywersyfikacji, jest analiza skta-
dowych glownych.

Miara dywersyfikacji, w ktorej wykorzystano analize skladowych gtow-
nych, zostala zaproponowana przez Rudina i Morgana [2006], ktorzy prowadzili
badania dotyczace portfeli o rownych wagach oraz tzw. portfeli gtownych (prin-
cipal portfolios).

Rozwazmy portfel sktadajacy sie z n spotek. Jesli przez W=[w,, wy, ..., w,]
oznaczymy wektor udziatéw poszczegdlnych spotek w portfelu, a przez 2 ma-
cierz kowariancji migdzy stopami zwrotu spotek portfela, to wariancje takiego
portfela obliczamy zgodnie ze wzorem:

2 T
o, =W2iw. (10)
Macierz kowariancji 2’ mozemy przeksztalci¢ do nastgpujgcej postaci:
S =EAE", (11)
gdzie E jest macierzg kwadratowg stopnia n, ztozong z wektoréw wilasnych (e;
dlai=1,2, ..., n) macierzy kowariancji 2, a 4 jest diagonalng macierza kwadra-
towa stopnia n, ktorej elementami sg wartosci wlasne (4;) macierzy kowariancji
2. Wektory wiasne definiujg zbiér n nieskorelowanych portfeli, nazywanych
portfelami gléwnymi, ktorych stopy zwrotu sa malejaco odpowiedzialne za lo-
sowo$¢ na rynku. Natomiast warto§ci wlasne 4; odpowiadajg wariancjom tych

nieskorelowanych portfeli.
Wariancje portfela mozna zatem zapisa¢ w rownowaznej formie:

o, =W'EAE'W . (12)

Wielko$¢ udziatow portfeli gtownych obliczamy jako W = E"'W . Nato-

miast stopy zwrotu portfeli gtownych otrzymujmy z zaleznosci R=E'R,
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gdzie R oznacza wektor stop zwrotu wyjSciowego portfela. Wariancj¢ portfela
zatem mozna zapisa¢ w ostatecznej formie:

o2 =i A (13)

Korzystajac z powyzszej procedury, Rudin i Morgan [2006] zaproponowali
nastepujacy indeks dywersyfikacji:

PDI=2) kw, -1, (14)

k=1

A
gdzie w, =n—k dlak=1,2, ..., n
3
i-l

Indeks ten mierzy wzgledna waznos¢ sktadowych gléwnych w portfelu. Je-
$li oryginalne sktadniki portfela sg silnie ze soba skorelowane, to pierwszych
kilka gtownych portfeli jest obliczane dla wigkszo$ci wariancji portfela, stad
powyzszy indeks bedzie mial niska warto$¢. Jesli natomiast wszystkie sktadniki
portfela sa nieskorelowane, wowczas indeks jest rowny liczbie sktadnikow n,
o ile udziat kazdej spotki bedzie taki sam réwny 1/n.

Indeks PDI moze przyjmowac wartosci od 1 do n, przy czym:

— dla portfela catkowicie niezdywersyfikowanego, czyli zdominowanego przez
pojedynczy sktadnik, wartos¢ indeksu PDI jest rowna 1 (w; = 1, w; = 0 dla
i=2,3,...,n),

— jesli wszystkie aktywa portfela s3 doskonale nieskorelowane, to mamy do
czynienia z portfelem idealnie zdywersyfikowanym, dla ktorego warto$¢ PDI
jestrowna n (w, = 1/n dlakazdego k=1, 2, ..., n),

— warto$¢ PDI < n bardziej odzwierciedla wspotdziatanie w roznych aktywach;
wigcej zmienno$ci stop zwrotu wyjasniane jest przez kilka pierwszych skta-
dowych gtownych.

W ogolnosci, indeks PDI nie mierzy dywersyfikacji danego portfela — jest to

raczej miara dywersyfikacji potencjalnego zbioru skladnikow, ktére moga

wchodzi¢ w sktad portfela naiwnego parytetu.

Wykorzystujac to podejscie konstrukeji portfeli gtownych za pomoca anali-
zy sktadowych gtéwnych, Meucci [2009] zdefiniowatl kolejng miare dywersyfi-
kacji. W pierwszej kolejnosci wprowadzit on definicje rozktadu dywersyfikacji
(diversification distribution):
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W
i~ o - 2 15
i=1
dla i =1, 2, .., n. Nastepnie dla tak zdefiniowanego rozktadu dywersyfikacji
zastosowal wyktadnicza posta¢ entropii Shannona, dzi¢ki czemu otrzymatl miare
dywersyfikacji zwang efektywng liczbg sktadnikéw (ENC — Effective Number of
Constituents) nastgpujacej postaci:

Ny, = exp[— 2 piln(p, )j. (16)
i=1

Roéwniez ta miara przyjmuje warto$ci wigksze od 1. Niska warto$¢ miary Ng,,
oznacza, ze efektywna liczba nieskorelowanych czynnikow ryzyka jest niska,
czyli portfel nie jest zdywersyfikowany. Zdefiniowanie entropii portfeli glow-
nych moze by¢ osiagnigte jako jej maksymalna warto$¢ rowna ilosci sktadnikow
portfela. To oznacza, ze portfel jest w peti zdywersyfikowany. Takie portfele
gtowne moga by¢ konstruowane na granicy srednia—dywersyfikacja.

Podejscie, w ktorym do oceny dywersyfikacji portfela wykorzystuje si¢
analize sktadowych gtéwnych i entropi¢ Shannona, zostato w dalszej kolejnosci
rozszerzone do miary nazywanej efektywna liczbg wspotczynnikow beta [Meuc-
ci, 2009; Meucci, Santangelo, Deguest, 2014].

2. Zaleznos$¢ poziomu dywersyfikacji od liczby spotek
na podstawie wybranych miar dywersyfikacji

Dla wybranych miar dywersyfikacji przeprowadzono analize¢ zmian tych
wskaznikow w zalezno$ci od sposobu konstrukcji portfela oraz od liczby spotek
w portfelu. Na podstawie dziennych stop zwrotu z okresu styczen 2012 — gru-
dzien 2016 dla indekséw gietdowych reprezentujacych banki skonstruowano
trzy rozne portfele: portfel Markowitza, portfel naiwny, portfel minimalnej wa-
riancji (minimalizacja ryzyka przy zatozeniach dotyczacych udzialow). Portfele
konstruowane byty dla roznej liczby spotek od 2 do 9. Dla kazdego portfela
obliczony zostal poziom zdywersyfikowania wedlug nastepujacych wskaznikow:

— indeks Herfindahla (D1,),

— entropia Shannona (DF5),

— kwadratowa entropia Rao (RQE),

— wspotczynnik dywersyfikacji (DE),
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— indeks PDI,
— wykladnik entropii Shannona (Ngy,).
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Rys. 1. Zaleznos¢ poziomu dywersyfikacji od liczby spotek dla wybranych miar

dywersyfikacji

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Na podstawie otrzymanych wynikow (rys. 1) mozna wywnioskowaé, ze
warto$¢ kazdego z zastosowanych wskaznikow wzrasta wraz ze wzrostem liczby
spotek w portfelu. Wyraznie wida¢ rowniez dla pewnych miar zgodno$¢ w oce-
nach poziomu dywersyfikacji. W przypadku indeksu Herfindahla, entropii oraz
kwadratowej entropii Shannona dla danej liczby spotek portfel naiwny okazat
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si¢ nieco bardziej zdywersyfikowany niz portfel Markowitza czy portfel o mi-
nimalnej wariancji.

Analizujac tempo zmian poziomu zdywersyfikowania poszczegodlnych port-
feli, mozna zaobserwowac, ze wedlug indeksow DE i RQE najwigksze roznice
otrzymujemy dla portfeli sktadajacych si¢ z 2 1 3 sktadnikéw oraz dla portfeli
powyzej 7 sktadnikow. W przypadku indeksow DI, i DI; zalezno§¢ wartosci
poziomu dywersyfikacji od liczby spdtek przypomina zalezno$¢ wyktadnicza,
natomiast dla indeksu PDI wyraznie wida¢ liniowg zalezno$¢ miedzy liczba
spotek a poziomem zdywersyfikowania. Dla mniejszej liczby sktadnikow portfel
Markowitza i portfel minimalnej wariancji maja ten sam poziom zdywersyfiko-
wania — roznice pojawiajg si¢ dopiero dla portfeli o 7-9 sktadnikach.

3. Zastosowanie wybranych miar do oceny stopnia dywersyfikacji
portfeli na GPW w Warszawie

Wybrane miary, przedstawione w pierwszej czgsci artykutu, zastosowane
zostaty w krotkich badaniach empirycznych, zwiazanych z analiza dywersyfika-
cji portfeli na polskim rynku inwestycyjnym. Badania te miaty na celu ustalenie
zgodnos$ci ocen stopnia zdywersyfikowania wedlug réznych kryteriow. Ponadto
analizie poddano wptyw zalezno$ci miedzy stopniem zdywersyfikowania a ry-
zykiem i innymi charakterystykami portfela.

Analiza przeprowadzona zostata dla portfeli wyznaczonych zgodnie z kla-
sycznym modelem Markowitza (minimalizacja wariancji przy zatozeniach o stopie
zwrotu portfela i udziatach). Do konstrukeji portfeli zastosowano dane w postaci
dziennych stop zwrotu z okresu pigcioletniego: styczen 2012 — grudzien 2016.
Analizie poddano 5 portfeli, ktore skonstruowano dla nastgpujacych grup danych:
— Portfel P1 — banki,

— Portfel P2 — spotki wechodzace w sktad indeksu WIG20,

— Portfel P3 — spotki wehodzace w sktad indeksu mWIG40,

— Portfel P4 — banki oraz spo6tki wchodzace w sktad indeksu WIG20,

— Portfel P5 — spotki wchodzace w skiad indeksu WIG20, obligacje oraz surowce.

Dla kazdej grupy danych wyznaczono portfel Markowitza, dla ktérego na-
stepnie obliczony zostat stopien zdywersyfikowania wedtug nastgpujacych miar:
— liczba spotek w portfelu,

— indeks Herfindahla (D1),
— entropia Shannona (D5;),
— kwadratowa entropia Rao (RQE),
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— wspotczynnik dywersyfikacji (DE),

— indeks PDI,

— wykladnik entropii Shannona (Ng,,).

Warto$ci poszczegdlnych wskaznikow dywersyfikacji otrzymane dla wszystkich
analizowanych portfeli przedstawiono w tabeli 1. Na podstawie warto$ci wskazni-
ka DI, mozemy stwierdzi¢, ze wszystkie portfele byty portfelami wysoko zdywer-
syfikowanymi — warto$ci wskaznika DI, dla wigkszosci portfeli sa bliskie 0,9.

W tabeli 2 przedstawiono portfele uporzadkowane wedlug rosnacej warto-
$ci danego indeksu. Wszystkie miary, poza Ng,, wskazaty jako najmniej zdy-
wersyfikowany portfel P1. Najbardziej zdywersyfikowanym portfelem okazat
si¢ natomiast portfel P3 lub w przypadku dwoch miar — RQE i Ng,, — portfel P5.
Nalezy zwrdci¢ uwage, ze takie mierniki, jak: liczba spotek, DI, i DI;, w podob-
ny sposob oceniaja stopien zdywersyfikowania portfeli. Te trzy miary doktadnie
w ten sam sposob uporzadkowaty wszystkie 5 portfeli.

Tabela 1. Warto$ci wspolczynnikow dywersyfikacji dla skonstruowanych portfeli

Portfel ;‘:j:ﬁ DI DI3 RQE DR PDI Nw
Pl 6 0,8945 1,6506 1,0657 135,76 5,9553 12127
P2 13 0,9078 2,4662 14714 193,39 9,7328 1,1947
P3 24 0,9408 2,9479 1,6498 287,49 21,609 1,2240
P4 16 0,9194 2,6164 1,5289 217,26 13,735 1,2166
P5 12 0,8229 2,0889 1,5885 376,90 11,912 3,3492

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Tabela 2. Uporzadkowanie portfeli wedtug rosnacego stopnia zdywersyfikowania

Miara Portfele wedlug stopnia zdywersyfikowania
Liczba spotek P1 <P5<P2<P4<P3

DI P1 <P5<P2<P4<P3

DL Pl <P5<P2<P4<P3

ROE P1 <P2 <P4<P3 <P5

DE P1 <P2<P4<P5<P3

PDI P1 <P2 <P5<P4<P3

New P2 <Pl <P4<P3<P5

Zrodto: Opracowanie whasne.

Poréwnujac wyniki otrzymane dla miar nalezacych do tej samej grupy — czyli
miary zdefiniowane za pomoca entropii (D5 i RQE) — zaobserwowano, ze miary
takie nie musza wcale by¢ zgodne w ocenie dywersyfikacji. Zgodnie z miarg RQFE
portfel P5 okazat si¢ portfelem najbardziej zdywersyfikowanym. Natomiast wedlug
wskaznika DI jest to portfel stabo zdywersyfikowany (4. miejsce w rankingu).

Ocene zgodnosci analizowanych miar przeprowadzono na podstawie
wspoélczynnika korelacji (tabela 3). Dla wszystkich przypadkéw otrzymano do-
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datnie wspotczynniki korelacji, o wysokiej wartosci. Pomijajac rankingi iden-
tyczne, najlepsze dopasowanie otrzymano dla rankingow PDI z liczbg spotek
oraz indeksami DI, DI; i DE. Rownie wysokie wspolczynniki potwierdzity
zgodnos¢ indeksu RQF z indeksami DE 1 Ngy,.

Tabela 3. Wspoétczynniki korelacji dla rankingdéw ocen dywersyfikacji wedtug
réznych miar

L. sp. DI, DI ROE DE PDI Nen
1. sp. 1
DI, 1 1
DL 1 1 1
ROE 0,4 0,4 0,4 1
DE 0,7 0,7 0,7 0,9 1
PDI 0,9 0,9 0,9 0,7 0,9 1
Near 0,2 0,2 0,2 0,9 0,8 0,6 1

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Tabela 4. Podstawowe charakterystyki analizowanych portfeli

Portfel Ryzyko Stopa zwrotu
Pl 0,000141 1
P2 0,000104 1,00001
P3 0,0000708 1,000538
P4 0,0000935 1
P5 0,0000458 1

Zrodto: Opracowanie whasne.

W tabeli 4 przedstawiono informacje o podstawowych charakterystykach
wyznaczonych portfeli, tj. wartosci ryzyka 1 stop zwrotu. Porzadkujac portfele
wedlug malejacej warto$ci ryzyka, uzyskano nastepujacy ranking portfeli:
P1 <P2 < P4 <P3 <P5. W przypadku ryzyka otrzymuje si¢ zatem doktadnie to
samo uporzadkowanie portfeli, co dla miary RQE. Dla pozostatych miar dywer-
syfikacji otrzymujemy rozbiezno$¢ w rankingach, gtéwnie ze wzgledu na portfel
PS5, ktéry okazal si¢ portfelem najmniej ryzykownym, a w rankingach wedtug
stopnia dywersyfikacji zajmuje 4. miejsce. Natomiast analizujac kolejno$¢ port-
feli wedlug rosnacej wartosci stop zwrotu, otrzymano brak podobienstwa z kto-
rymkolwiek rankingiem dla indekséw dywersyfikacji. Zatem na tym etapie trud-
no znalez¢ odpowiedz na pytanie nurtujace wielu inwestorow, czyli jak stopien
dywersyfikacji przektada si¢ na zyskownosc¢ portfeli.

Zaprezentowane badania empiryczne zostaty powtdérzone dla danych po-
chodzacych z okreséw wydtuzonych o 1 rok (2011-2016) oraz o dwa lata (2010-
2016). Ponadto analizowano rowniez dywersyfikacje portfeli wyznaczanych dla
danych rocznych. We wszystkich przypadkach otrzymano analogiczne wnioski.
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Podsumowanie

Celem artykutu byto omoéwienie wybranych miar poziomu dywersyfikacji
portfeli inwestycyjnych, ze szczegélnym uwzglednieniem miar prezentowanych
w literaturze przedmiotu w ostatnich latach. Omoéwione zostaly miary, ktore
mozna zaliczy¢ do 5 grup, w zaleznos$ci od zastosowanych charakterystyk czy
metod konstrukcji. Byly to miary uwzgledniajace liczbe spotek w portfelu oraz
wielkos¢ udziatéw tych spotek, miary oparte na entropii, wspotczynnik ryzyka
oraz miary konstruowane przy pomocy analizy sktadowych gléwnych. Prezen-
towane miary zastosowane zostaty w krotkim przyktadzie empirycznym, ktory
mozna podsumowac¢ nastgpujacymi wnioskami:

— wszystkie miary, za wyjatkiem indeksu Ng,, jednoznacznie wskazaty portfel
najmniej zdywersyfikowany;

— wigkszo$¢ miar jest zgodnych odnosnie portfela najbardziej zdywersyfiko-
wanego, ktorym okazat si¢ portfel P3 — konstruowany dla sktadnikdéw indek-
su mWIG40;

— dwie miary RQE i Ng, jako portfel najbardziej zdywersyfikowany wskazaty
portfel PS5, czyli portfel, ktérego potencjalnymi sktadnikami byly spotki
wchodzace w sktad indeksu WIG20, obligacje oraz surowce;

— takie indeksy dywersyfikacji, jak liczba spotek, DI, DI;, okazaly si¢ zgodne
dla calego zbioru portfeli — dla tych trzech miar otrzymano doktadnie to samo
uporzadkowanie portfeli;

— w przypadku miar nalezacych do tej samej grupy — mowa o miarach opartych
o entropi¢ (DI;, ROE) — mozna otrzymac znaczng rozbiezno$¢ w ocenie stop-
nia zdywersyfikowania portfeli.

Zaprezentowane w artykule miary to tylko wybrane przyktady przynaleza-
cych do okreslonych grup miernikéw. Temat dywersyfikacji jest tematem wcigz
aktualnym w badaniach naukowych, stad tez pojawiajace si¢ nowe propozycje
miar, czy tez kolejne modyfikacje miar juz istniejagcych. Planowane jest prze-
prowadzenie rozszerzonych badan dotyczacych dywersyfikacji portfeli, przy
uwzglednieniu kolejnych metod pozwalajacych oceni¢ stopien zdywersyfikowa-
nia, jak réwniez zastosowanie tych miernikéw do konstrukeji portfeli zdywersy-
fikowanych.
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SELECTED MEASURES TO ASSESS THE LEVEL OF DIVERSIFICATION
OF INVESTMENT PORTFOLIOS

Summary: One of the most important assumptions in the portfolio theory is diversifica-
tion. This is also one of the main methods of reducing the level of risk associated with an
investment. For many years the problem of diversification has been analysed by both
practitioners and theorists. The universal method of constructing the well diversified
portfolio is still sought. The diversification methods are used among others: measures
based on the correlation, spectral risk measures, elements of information theory or risk
distribution. In the article, selected measures of diversification were analysed. Presented
measures were applied in a short empirical example for the portfolios of the Warsaw
Stock Exchange.

Keywords: diversification of investment portfolio, diversified portfolio, entropy, risk
coefficient, principal component analysis.



