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ODPORNY POMIAR RYZYKA

Streszczenie: Szacowanie prawdopodobienstwa w problemach, w ktorych moga wysta-
pi¢ rézne zdarzenia, jest zazwyczaj niezwykle trudnym zadaniem, podlega bowiem wie-
lu zrédtom niepewnos$ci. Wiemy, ze rozktady prawdopodobienstwa moga zmieniaé si¢
w czasie, co prowadzi do bardzo trudnych ocen ryzyka wywotanych przez konkretne
decyzje. Rozwazajac rozklady prawdopodobienstwa oraz zbiér nominalnych miar ryzy-
ka, przedstawiamy koncepcje odpornej miary ryzyka. Odporng miar¢ ryzyka rozpatrzy-
my jako najgorszy mozliwy zbior ryzyk przy zatozeniu, ze kazdy ze zbioréw rozktadow
prawdopodobienstwa jest prawdopodobny. Omowimy wilasciwosci odpornej miary ry-
zyka zwigzane z nominalnymi zbiorami ryzyka, takie jak wypukto$¢ lub koherencja.
W szczegodlnosci omowimy odporng wersj¢ warunkowego Value-at-Risk (CVaR). Zasto-
sowania omowionego podejscia odniesiemy do aktywéw z GPW w Warszawie.

Stowa kluczowe: miary ryzyka, odporne miary ryzyka , odporne CVaR.

JEL Classification: C14, C44, G11.

Wprowadzenie

W ilo$ciowym zarzadzaniu ryzykiem miary ryzyka stuza do okreslania pre-
ferencyjnego porzadku wsrod pozycji finansowych z losowym wynikiem. Kazda
pozycja finansowa jest postrzegana jako zmienna losowa, ktéra odwzorowuje
kazdy stan natury x w rzeczywista warto$¢. Warto$¢ odpowiada wynagrodzeniu
zapewnianemu przez instytucj¢ finansowa, gdy wystapi stan x. Miary ryzyka
majg na celu uwzglednienie kompromisu miedzy wielkosciami wartosci, jakie
moze zajmowacé wybrana pozycja finansowa, a ryzykiem lub zmienno$cig tych
warto$ci. Matematycznie s3 one mapowaniem przestrzeni zmiennych losowych
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do przestrzeni rzeczywistej. Wybor miary ryzyka okresla profil ryzyka inwesty-
cyjnego. Portfel jest liniowg kombinacja wybranych dostgpnych aktywow, z kto-
rych kazdy charakteryzuje si¢ kosztem oraz opisywany jest zmienng losowag
reprezentujacg dochody (stopy zwrotu), w granicach ustalonego budzetu. Mar-
kowitz [1952] definiuje ryzyko portfela jako zalezne od oczekiwanego zwrotu
oraz wariancji stopy zwrotu. Zatem wartosci dwoch parametréw rozktadu okre-
$lg profil ryzyka inwestora.

Od przetomowego artykutu Markowitza wprowadzono wiele innych miar
ryzyka. Najbardziej istotny byt fakt, ze miara ryzyka, jaka jest warto$¢ zagrozo-
na (Value-at-Risk, VaR), kwantyl rozktadu prawdopodobienstwa dla stopy zwro-
tu z inwestycji, zostala wykorzystana w instytucjach finansowych [RiskMetrics,
1995]. Miara ta zostata skrytykowana za brak wykrywania niekorzystnych war-
tosci stop zwrotu w ogonie rozktadu prawdopodobienstwa [Donnelly, Embrechts
2010; Trzpiot 2007; 2009a; 2009b]. Wprowadzono klasy ryzyka, ktore spetniaja
pewne pozadane wiasciwosci. Klasa wypuktych miar ryzyka [Follmer, Schied,
2002] obejmuje monotonne i wypukte odwzorowania, ktdre posiadajg wtasnos¢
niezmienniczosci translacji. Kazde wypukle ryzyko moze by¢ wyrazone poprzez
sprzezenie z pewng funkcja ,.kary” zdefiniowanej w przestrzeni miar. Taki zapis
moze stuzy¢ do obliczania wartos$ci optymalnych portfeli 1 oceny ich elastyczno-
$ci [Liithi, Doege, 2005]. Koherentne miary ryzyka [Artzner i in., 1999] stanowia
podklase wypuktych miar ryzyka, sg to miary dodatnio homogeniczne. Moga
by¢ wyrazone jako najgorszy oczekiwany wynik portfela, gdy miara prawdopo-
dobienstwa stop zwrotdow z aktywow zmienia si¢ w zbiorze niepewnych stop
zwrotu [Artzner i in., 1999; Trzpiot, 2016]. Warunkowa warto§¢ zagrozona
(Conditional Value-at-Risk, CVaR), czyli oczekiwana warto$¢ portfela na ogonie
rozkltadu stopy zwrotu portfela, ktora lezy poza ustalonym kwantylem rozktadu,
jest koherentng miarg ryzyka. Optymalny portfel wykorzystaniem CVaR mozna
wyznaczyé, wykorzystujac rézne estymatory [Rockafellar, Uryasev, 2000;
Trzpiot, 2008].

Ze wzgledu na wewngtrzng niepewnos$¢ badanego zbioru danych moze si¢
zdarzy¢, ze dane definiujgce problem nie sg doktadnie znane. W rezultacie op-
tymalne rozwigzanie obliczone dla niepewnego problemu jest dalekie od opty-
malnego lub nawet niemozliwe dla rzeczywistego problemu. W celu rozwigza-
nia takich probleméw wykorzystuje si¢ odporng optymalizacj¢. Zaktada sig, ze
dane rzeczywiste naleza do wczesniej zdefiniowanego zbioru niepewnos$ci S,
nastepnie przyporzadkowuje kazdemu mozliwemu punktowi gorsza warto$¢
obiektywng wsrod wszystkich probleméw z danymi w S. Najlepszym punktem,
z najkorzystniejszg stopg zwrotu, jest wtedy mozliwy do zrealizowania punkt



Odporny pomiar ryzyka 179

z najlepszymi tych gorszych wartosci, a tym samym jest on odporny na niepew-
no$¢ danych. Minimalizowanie koherentnej miary ryzyka jako kombinacji afi-
nicznej zmiennych losowych moze by¢ sformutowane jako odporny problem
optymalizacyjny [Bertsimas, Brown, 2009]. Rozwaza¢ mozna rowniez proble-
my, gdy model rozktadu prawdopodobienstwa losowych pozycji nie jest wolny
od btgdow. Mozna okresli¢ klas¢ sparametryzowanych rozktadéw prawdopodo-
bienstwa, wsrdd ktorych rzeczywisty jest okreslany za pomocg standardowych
procedur szacowania parametrow [Trzpiot, 2009a; 2009b; Trzpiot, Krezotek,
2009; Trzpiot, Majewska, 2009; 2010]. Procedury te moga dawac przedziaty
ufnosci, ktére mozna wykorzysta¢ jako zbiory niepewnos$ci w ramach odpornych
optymalizacji [Bertsimas, Pachamanova, 2008]. Odporne rozwigzania sg nieu-
niknione, a ze wzgledu na zazwyczaj nieskonczong liczb¢ dodatkowych ograni-
czen, uzyskiwana stopa zwrotu jest czesto znacznie nizsza niz uzyskiwana
W sposéb nieodporny.

W artykule podejmujemy problem oceny ryzyka, gdy miara prawdopodo-
bienstwa prowadzaca do podstawowego procesu losowego nie jest dokladnie
znana, ale znajduje si¢ w pewnym rozktadzie losowym, zwanym scenariuszem.
Na podstawie funkcji scenariusza mamy jedng miar¢ ryzyka przypadajaca na
kazdg funkcje prawdopodobienstwa. Uzywamy rodziny miar ryzyka, z ktorych
kazda jest indeksowana miara prawdopodobienstwa wynikajaca ze scenariuszy.
Zapiszemy odporng miar¢ ryzyka oraz wskazemy wiasciwosci, takie jak wypu-
ktos¢ i koherentno$¢, ktore sg przenoszone na miary odporne. Nast¢pnie zapi-
szemy odporng warunkowg warto$¢ zagrozong (RCVaR). Przyjmujemy do roz-
wazan ciagle lub dyskretne rozktady prawdopodobienstwa wraz z ogo6lnymi
ograniczeniami zwigzanymi z normg. W przypadku odpornego CVaR dla roz-
ktadow ciaglych, mozliwa jest optymalizacja portfela poprzez stochastyczng
$rednig metode przyblizania, ktéra naklada dyskretyzacje na przestrzen prob
[Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski, 2009].

1. Odporne miary ryzyka

Zapiszemy odporng miar¢ ryzyka w odniesieniu do rodziny nominalnych
miar ryzyka oraz niepewnego zbioru miar prawdopodobienstwa, ktore indukuja
proces losowy. Badamy strukture odpornych miar ryzyka dla rodziny nominal-
nych miar ryzyka, zawierajgcej ryzyko wypukte lub koherentne. Wazne jest, by
uzyte miary ryzyka, w wyniku zastosowania paradygmatu odpornego modelu
optymalizacji dla rozktadu prawdopodobienstwa, byly zgodne z pewnymi zasa-
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dami spojnego podejmowania decyzji, ktore wymagaty definicji wypuktych
i koherentnych miar ryzyka. Przedstawiamy definicje wypuktych miar ryzyka
i twierdzenie reprezentacyjne [Follmer, Schied, 2002; Shapiro, Dentcheva,
Ruszczynski, 2009].

Definicja 1. Rozwazajac przestrzen probabilistyczng (Q2, F, P) oraz klase

zmiennych losowych L'(Q, F, P), odwzorowanie p: L'(Q, F, P) — R nazywa si¢

wypukla miarg ryzyka, jezeli ma nastepujace wlasnosci:

1. Monotonicznos¢: Jezeli X;; X, € LI(Q, F, P) oraz X, £ X,, prawie wszg¢-
dzie wzgledem P, to: p(X;) £ p(Xy).

2. Translacja inwariantna: Jezeli X; A € L'(Q, F, P) oraz A = a, prawie
wszedzie wzgledem P, o € R, to: p(X + A) = p(X) — a.

3. Wypuklosé: Jezeli X;; X, € L'(Q, F, P); 0 < A < 1, to: p(AX; + (1 — 1)X>)
< p(X0) + (1= 2) p(Xo).

Ustalmy przestrzen prawdopodobienstwa (QQ, F, P). Przyjmujemy prawdo-
podobienstwo P jako referencyjna miarg prawdopodobienstwa. Aby pozwoli¢ na
zmiany prawdopodobienstwa, w przeciwienstwie do podejscia standardowego,
nie zaktadamy, ze rozktad prawdopodobienstwa, ktory generuje losowy proces
naszego problemu, to P, ale jest to taki rozklad, ktory jest tylko minimalnie
zwigzany z P. Specyficznie, gdy Py jest zbiorem wszystkich miar prawdopodo-
bienstwa na przestrzeni (2, F), mozna zapisa¢ zbior:

P={P e Py| P<< Poraz dP/dPe L*(Q, F, P)}, (1)

gdzie P << P oznacza, ze P jest absolutnie ciaglta wzgledem P, kazdy zbior nie-
istotny P jest rowniez P — nieistotny oraz dP/dP jest pochodna Radona-
-Nikodyma P wzgledem P. Zauwazmy, ze P jest zbiorem wypuktym.

Wezmy przestrzen L'(Q, F, P) z topologia indukowana poprzez norme
||X ||1 :=I|X |dP. Topologie L™(Q, F, P) wykorzystamy jako stabg-* topologie,
ktora sprawia, ze kazdy liniowy funkcjonalny na L™ (Q, F, P), okreslony przez
niektore X € Ll(Q, F, P), jest ciagly. Zauwazmy, ze LI(Q, F,P)c LI(Q, F, P)
dla kazdego P € P. Zbior rozktadow prawdopodobienstw, ktore moga induko-
wac losowy proces naszego problemu, jest podzbiorem S rozktadow P, nazywa-
nym scenariuszem. Zatézmy, ze naszym problemem rzadza P € S. Ogdlnie rzecz
ujmujac, miara ryzyka, ktora postuzylismy si¢ do oceny portfela, zalezy bezpo-
$rednio od P (np. jezeli g jest wariancjg portfela), co zapisujemy jako gp. Teraz,
miara ryzyka pp powinna by¢ co do zasady okreslona dla kazdego X € L'(Q, F, P).
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Twierdzenie 1'. Rozwazajac przestrzef probabilistyczng (Q, F, P), przestrzen
L'(Q, F, P) catkowalnych zmiennych losowych oraz P [zapisane jako (1)], nale-
zy stwierdzié, ze odwzorowanie p: L'(Q, F, P) — R jest wlasciwa, dolnie pot-
ciggla oraz wypukla miarg ryzyka wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wlasciwa
funkcja kary a.: P— R taka, ze:
AX) =max (Ep[ - X] - a(P)),
Pe P.

Definiujemy M’ jako zbior zawierajacy wszystkie indeksowane miary na
przestrzeni probabilistycznej (C, F) oraz zbiér M jako:

M=1{Pe M| P<< PorazdP/dPe L*(Q, F, P}. 2)

Zbiér M jest podprzestrzenig p: L'(Q, F, P) — R oraz P = M. Ponadto ist-
nieje bijekcja pomigdzy M oraz L*(Q, F, P) (dana przez pochodng Radon-
-Nikodym wzgledem P). W ten sposob mamy takze M ze staba topologia
L*(Q, F, P) oraz wprowadzamy L'(Q, F, P) w dualno$é¢ z M poprzez forme
{X, P}— Ep[ — X]. Zapiszemy definicj¢ innej waznej klasy miar ryzyka — kohe-
rentnych miar ryzyka, ktéra ma naturalng interpretacjg ekonomiczng [Artzner
iin., 1999] oraz twierdzenie reprezentacyjne [Artzner i in., 1999; Shapiro, Dent-
cheva, Ruszczynski, 2009].

Definicja 2. Odwzorowanie p: L'(Q, F, P) — R nazywane jest koherentng miarg
ryzyka, jezeli jest wypukla miarg ryzyka oraz spetnia nastepujgce wlasnosci:

1. Dodatnia homogeniczno$¢: Jezeli X € L'(Q, F, P) orazk > 0, to p(kX) = kp (X).
2. Subaddytywnos¢: Jezeli X, Y € L1(Q, F, P), to zachodzi p(X + Y) < p(X) + p(Y).

Twierdzenie 2°. Przyjmujemy zalozenia twierdzenia 1. Odwzorowanie p:
L'(Q, F, P) > R jest koherentng miarg ryzyka o wartosciach rzeczywistych
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje niepusty, stabo-* zwarty i wypukty zbior O < P
miar prawdopodobienstwa, ze:
A(X) =max Ep[ - X],
Pe Q.

Rozwazmy zbior scenariuszy S < P oraz rodzing miar ryzyka: {pp: L'(Q,

F,P)>R |Pes).

' Twierdzenie zapisano na podstawie: [Follmer, Schied, 2002].
2 Twierdzenie zapisano na podstawie: [Artzner i in., 1999; Shapiro, Dentcheva, Ruszczynski,
2009].
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Definicja 3. Odporna miara ryzyka ,05 : L'(Q, F, P) - R odpowiadajaca rodzinie
{pp: L'(Q, F,P) >R |P e S} jest definiowana jako [Fertis, Baes, Liithi, 2012]:

R _

Ps =sup pp(X), dlawszystkich X e L'(Q, F, P),
PesS.

Idea pomiaru ryzyka jako odpornego ryzyka to ocena najgorszego ryzyka,
jesli mozliwe jest zastosowanie kazdej z miar prawdopodobienstwa w zestawie
scenariuszy. Twierdzenia okreslaja zasadnicze wlasciwosci miar ryzyka, w tym
odpornych, oraz rézniczkowalno$¢, gdy miary ryzyka w S sa wypukte lub kohe-
rentne. Rozniczki czastkowe okreslaja kierunek spadku do aktywoéw z najgor-
szym mozliwym ryzykiem, gdy mozliwe jest zastosowanie kazdej z miar praw-
dopodobienstwa w zestawie scenariuszy [Fertis, Baes, Liithi, 2012]. R6zniczki
czastkowe determinuja kierunek spadku p§ w L'(Q, F, P), co zgodnie ze stan-
dardowa teorig dualizmu w wypuklej analizie [Rockafellar, 1970] mozna obli-

czy¢, rozwigzujac problem optymalizacji wypukle;j.

Wiasnos¢ 1°. Zakladamy, ze S jest stabo-* zwarty oraz ze dla kazdego
P € S miara ryzyka pp ograniczona do L'(Q, F, P) jest wlasciwa, dolnie polciagla
oraz wypukla. Zapiszmy jako op funkcje kary ograniczona do pp w L'(Q, F, P)
z twierdzenia 1. Definiujemy dla kazdego O € P odwzorowanie xy:M — R:

Ko:= ap (P), jezeli P € S,
Ko = 00 W przeciwnym razie.
Jezeli kp jest wlasciwa oraz stabo-* dolnie poéiciagla, to pg jest wiasci-
wym, dolnie potciagtym odwzorowaniem oraz dla kazdego X € L'(Q, F, P):
ps = sup (Eg[ — X] — (Isc(cv(inf a(P)))),

0P,
Pe S.

Dodatkowo, jezeli p§ e Roraz X € L'(Q, F, P), to rézniczka czastkowa

z p§ w X jest dana jako:

dps  argmax (Eg[ — X] — (Isc(cv(inf a(P)))),

0P,
Pe S.

3 Wiasno$¢ wyznaczona na podstawie: [Fertis, Baes, Liithi, 2012].
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Wiasnos¢ 2°. Zakladamy, Ze zbior scenariuszy S jest stabo-* zwarty oraz dla
kazdego P € S ograniczenie miary ryzyka pp do L'(Q, F, P) jest rzeczywista
koherentng miara ryzyka. Zapiszmy jako QOp podzbior zbioru P, z twierdzenia 2.
Jezeli QOp jest niepusty, stabo-* zwarty oraz wypukly, to odporna miara ryzyka
pf : L'(Q, F, P) —> R jest rzeczywista i koherentna. Dla kazdego X € L'(Q, F, P),

mamy:
p§ (X) =max Eq [-X],
Q
s:t: Q € cl (conv ( UQp ),
PeS
oraz:

0 ps(X)=arg max Eq [-X],
Q

s:it: Q e cl (conv ( UQp ).
PeS
Nalezy zauwazy¢, ze kazda koherentna miara ryzyka pp jest odporna miara
ryzyka. Rozwazmy, Ze nominalna rodzina miar ryzyka zawiera oczekiwanie
miary ryzyka i zestaw scenariuszy, ktore majg by¢ testem zbioru prawdopodo-
bienstwa Qp.

2. Odporna warunkowa warto$¢ zagrozona — RCVaR

Zapiszemy, wykorzystujac przedstawione w punkcie poprzednim definicje,
odporng warunkowa warto$¢ zagrozona (Robust Conditional Value-at-Risk,
Robust CVaR) jako odporna miarg ryzyka odpowiadajaca warunkowej wartosci
zagrozonej (Conditional Value-at-Risk, CVaR), gdy zbiér scenariuszy jest zor-
ganizowany w dwoch etapach, a takze losowo$¢ jest ograniczona w rozktadzie
prawdopodobienstwa do drugiego etapu. Zapiszemy, jak obliczy¢ odporne CVaR
dla pojedynczego aktywu oraz dla portfeli, ktore optymalizujg odporny CVaR
[Fertis, Baes, Liithi, 2012]. Ztozono$¢ zaproponowanych algorytmow jest nie-
mal taka sama, jak zlozono$¢ odpowiadajacych im algorytméw CVaR. Wyko-
rzystujac definicje CVaR, zapisujemy odporny odpowiednik — RCVaR.

4 Ibid.
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Definicja 4. Przyjmujemy stata < (0,1) oraz dla kazdego X € L'(Q, F, P):
CVaR,(X )= max E,[- X

P
0<— 5

QeP

b

lub réwnowaznie:
CVaR,(X)=max E,[- GX],
P adpP
“1-p dpP
E,[G]=1
GelL (QF,P)

Zbiér P wykorzystany powyzej zdefiniowano w (1). Zdefiniujemy zbior
scenariuszy S  P. Let {Py; ... ; P} C P oraz zapiszemy:

~{eers]

Zi:léi :1} )

standardowy (r — 1)-wymiarowy symplex. Ustalmy & € A , normg || || na R",

@ > 0 oraz ustalmy zbior:

~{Lereen,

é—ém£¢}

Mozemy rozwazy¢ bardziej ogélnie, ze & jest ograniczony do domknietego,
a tym samym zwartego podzbioru=Z c A, . Mozemy zapisaé, ze:

CVaR, (X)= max E,|[-GX],

26k GeL? (Q,F P)

i=1

G=<

1- ﬂ
E,[G]=1



Odporny pomiar ryzyka 185

. r.ae o . :
Odwzorowanie & — & d_P jest ciagte, jako liniowa funkcja pomiedzy
-1

dwoma skonczenie wymiarowymi przestrzeniami. Zatem CVaR, (X ) jest
2&h
i=l

ciggla funkcja & .

Definicja 5. Zgodnie z definicja 3., odporny CVaR odpowiadajacy zbiorowi
scenariuszy S jest definiowany jako:

RCVaR(X )=supCVak, _ (X)=max CVaR., (x).

Powyzsze maximum jest zawsze wyznaczane, poniewaz mamy & ze zbioru

zwartego oraz C VaRiép (X ) jest ciggly funkcjg & .

Laczac definicj¢ 4 oraz zbior scenariuszy S, mozemy zapisa¢ RCVaR jako:

RCVaR,(X)=maxE,[- GX],

P I, dP
Gsl_ﬂglgid—P
Ep[G]=1

|§€Ar

Je-soll<0

GelLY(Q,F,P)

Powyzszy problem optymalizacyjny jest wypukly. Jezeli X jest dyskretng
zmienng losowg z n stanami (warto$ciami), to wybieramy X = {1, 2, ..., n}, co
wpisuje ten problem w przestrzen R"” . Dodatkowo, jezeli || || jest l;-norma lub

l.-norma, problem jest liniowy, oraz jezeli || || jest L-norma lub dowolng kwa-

dratowa normg, jest to problem programowania stozkowego drugiego rzedu.
Jezeli X jest ciggla zmienng losowa, problem zamienia si¢ na nieskonczenie
wymiarowy. Moze by¢ rozwigzany aproksymacyjnie poprzez dyskretyzacje
rozktady prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.
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3. Analiza empiryczna

Analiza obejmuje spotki wchodzace w sktad WIG80Indeks. Indeks sWIG80
jest kontynuacjg indeksu WIRR, obliczany jest od 31 grudnia 1994 roku i obej-
muje 80 matych spotek notowanych na Gtownym Rynku GPW. Warto$¢ poczat-
kowa indeksu wynosita 1000 pkt. Indeks sWIGS8O0 jest indeksem typu cenowego,
nie uwzglednia si¢ w nim dochodéw z tytulu dywidend. W indeksie sWIG80 nie
uczestniczg spotki z indeksow WIG20 i mWIG40 oraz spotki zagraniczne noto-
wane jednocze$nie na GPW 1 innych rynkach o warto$ci rynkowej w dniu ran-
kingu powyzej 100 mln euro. Udziat jednej spotki w indeksie jest ograniczany
do 10%. Wybrano spotki: Robyg, Elbobudowa, Agora, Abpl, Alumetal, Benefit,
Midas, Monnari, Domdev, Vistula, Mennica, Rafako, Pep, Mci, Assecobs’. Wy-
brano zbidr spotek, dla ktérych $rednia stopa zwrotu w badanym okresie nie byta
ujemna.

Tabela 1. Parametry rozktadu stopy zwrotu spotek wchodzacych w sklad indeksu

sWIGS0
. . Semi- Semi-
Srednia Odchylenie Wariancja Se.ml- . odchylenie odchylenie
standardowe wariancja .
standardowe | przecietne
Robyg 0,0010 0,0157 0,0002 0,0003 0,0170 0,0112
Elbudowa 0,0019 0,0194 0,0004 0,0011 0,0326 0,0134
Agora 0,0017 0,0221 0,0005 0,0009 0,0294 0,0156
Abpl 0,0002 0,0203 0,0004 0,0000 0,0035 0,0144
Alumetal 0,0005 0,0214 0,0005 0,0001 0,0089 0,0155
Benefit 0,0010 0,0177 0,0003 0,0003 0,0173 0,0128
Midas 0,0011 0,0180 0,0003 0,0004 0,0194 0,0130
Monnari 0,0016 0,0253 0,0006 0,0007 0,0272 0,0176
Domdev 0,0009 0,0218 0,0005 0,0002 0,0154 0,0156
Vistula 0,0016 0,0193 0,0004 0,0007 0,0266 0,0147
Mennica 0,0001 0,0155 0,0002 0,0000 0,0011 0,0112
Rafako 0,0011 0,0182 0,0003 0,0003 0,0183 0,0127
Pep -0,0011 0,0214 0,0005 0,0003 0,0182 0,0136
Mci 0,0003 0,0190 0,0004 0,0000 0,0050 0,0137
Assecobs 0,0004 0,0233 0,0005 0,0001 0,0071 0,0157

Zrédlo: Obliczenia wiasne na podstawie danych z: [www 1].

Analizujac parametry rozktadoéw (tabela 1), obserwujemy brak symetrii, za-
tem przeprowadzono testy zgodnosci z rozktadem normalnym (tabela 2) oraz
wykonano wykresy kwantyl-kwantyl (tabela 3). Przeprowadzony zostat test
Kolmogorowa—Smirnowa dla jednej proby. Test ten weryfikuje hipotezg zerowa,
ktora zaktada, ze rozktad zmiennej jest zblizony do normalnego.

Dane pobrano ze strony http://www.gpwinfostrefa.pl [www 1] za okres od 2.01.2015 r. do
26.02.2016 roku.
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Tabela 2. Wyniki testu zgodno$ci Kolmogorowa—Smirnowa

Spétka Wartos$¢ Z Istotno$é p Whiosek
Robyg 4,586 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Elbudowa 6,047 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Agora 5,199 0,000 odrzucamy hipoteze Ho
Abpl 6,087 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Alumetal 6,432 0,006 odrzucamy hipoteze Ho
Benefit 5,854 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Midas 7,840 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Monnari 5,445 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Domdev 4,817 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Vistula 3,698 0,000 odrzucamy hipoteze Ho
Mennica 5,634 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Rafako 7,483 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Pep 7,746 0,000 odrzucamy hipoteze Hy
Mci 7,733 0,015 odrzucamy hipoteze Hy
Assecobs 7,730 0,000 odrzucamy hipoteze Ho

Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie danych z: [www 1].
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Zrodto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z: [www 1].
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Analizowany zbidr spolek nie ma rozktadu normalnego, oczekiwana stopa
zwrotu jest nieujemna. Ogony badanych rozktadéw maja liczne obserwacje od-
stajagce (wykresy w tabeli 3). Zatem dalsza analizg¢ nalezy przyprowadzi¢ z wy-
korzystaniem miar kwantylowych, do czego wybieramy CVaR (tabela 4). W tabeli
zapisano wartosci CVaR dla dwoch poziomoéw ufnosci 0,95 oraz 0,99, dla wy-
branych losowo czterech scenariuszy (#I-#1V), a nastgpnie wyznaczono RCVaR
(tabela 5). RCVaR zgodnie z definicjg jest to najlepszy z najgorszych srednich
oczekiwanych wynikow po ogonie rozktadu stopy zwrotu rozktadu.

Tabela 5. Warto$ci RCVaR stopy zwrotu dla wybranej grupy spotek

Nazwa spolki RCVaRs RCVaR g
Robyg -0,0001 0,0012
Elbudowa 0,0022 0,0050
Agora 0,0014 0,0040
Abpl 0,0005 0,0030
Alumetal 0,0003 0,0022
Benefit 0,0012 0,0032
Midas -0,0005 0,0011
Monnari 0,0005 0,0042
Domdev -0,0005 0,0017
Vistula -0,0002 0,0018
Mennica -0,0015 0,0003
Rafako 0,0002 0,0017
Pep -0,0013 0,0008
Mci 0,0001 0,0025
Assecobs 0,0003 0,0008

Zrodto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z: [www 1].

Kolejnym etapem analizy byla analiza portfelowa. Sporzadzono klasyczny
model Markowitza. Uzyskano maksymalng stope zwrotu réwng 0,0014, przy
odchyleniu standardowym réwnym 0,01. W sklad tego portfela weszto osiem
analizowanych spotek (tabela 6).

Tabela 6. Konstrukcja portfela Markowitza

Nazwa spolki R S Wi

I 2 3 4
Robyg 0,0010 0,0157 0,08
Elbudowa 0,0019 0,0194 0,15
Agora 0,0017 0,0221 0,15
Abpl 0,0002 0,0203 0,00
Alumetal 0,0005 0,0214 0,00
Benefit 0,0010 0,0177 0,08
Midas 0,0011 0,0180 0,15
Monnari 0,0016 0,0253 0,12
Domdev 0,0009 0,0218 0,00
Vistula 0,0016 0,0193 0,15
Mennica 0,0001 0,0155 0,00
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1 2 3 4
Rafako 0,0011 0,0182 0,12
Pep -0,0011 0,0214 0,00
Mci 0,0003 0,0190 0,00
Assecobs 0,0004 0,0233 0,00

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie danych z: [www 1].

Bazujac na tych wstepnych wynikach, ktére otrzymano przy niespetnionym
zatozeniu o zgodnosci z rozkladem normalnym stop zwrotu, zastgpiono to po-
stepowanie analiza portfelowa zgodna z CVaR, a nastgpnie wyznaczono RCVaR.
Ograniczono zbior spotek, przyjmujac do analizy portfelowej te, ktére w portfelu
Markowitza miaty udziaty powyzej 10%. Zatozenie to rowniez wigczono do ogra-
niczen w modelu RCVaR. Kolejne portfele mialy nastepujace kryteria dodatkowe,
co do sktadu portfela: a) 0,1 <w; <0,4,b) 0,15 <w; <0,4, ¢) 0,2 <w; <0,4. Do-
datkowe zalozenie zostato przyjete celem uzyskania stabilnych rozwigzan zadan
optymalizacyjnych.

Tabela 7. Portfele I — sktad oraz RCVaR

ELBUDOWA | AGORA | MIDAS | MONNARI | VISTULA | RAFAKO | RCVaRys
Wi 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,0404
Wi 0,28 0,32 0,10 0,10 0,10 0,10 0,0803
Wi 0,25 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,0536

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie danych z: [www 1].

Wartosci RCVaR dla zbudowanych portfeli dla dwoch poziomoéw ufnosci
0,95 oraz 0,99 zapisano w tabelach 7 i 8. Wartosci RCVaR zgodnie z definicjg to
najlepsze z najgorszych $rednich oczekiwanych wynikow, przy uwzglednieniu
wartosci odstajacych w ogonie rozktadu portfela dla wybranych scenariuszy.

Tabela 8. Portfele II — sktad oraz RCVaR

Elbudowa Agora Midas Monnari Vistula Rafako RCVaR 9
Wi 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,0038
Wi 0,40 0,10 0,10 0,20 0,10 0,10 0,0046
Wi 0,25 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,0040

Zrodto: Opracowanie wlasne na podstawie danych z: [www 1].

Podsumowanie

W niniejszym artykule omowiono odporng miarg ryzyka w odniesieniu do
rodziny nominalnych miar ryzyka oraz niepewnego zbioru miar prawdopodo-
bienstwa, ktore indukujg proces losowy. Wskazano na wlasnosci i strukture od-
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pornych miar ryzyka dla rodziny nominalnych miar ryzyka, zawierajacej ryzyko
wypukte lub koherentne. Wykorzystano odporng miar¢ ryzyka RCVaR, odpo-
wiadajaca CVaR w analizie portfelowej na przyktadzie grupy aktywdw notowa-
nych na GPW w Warszawie.
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ROBUST RISK MEASURES

Summary: Estimating the probabilities by which different events might occur is usually
a difficult problem. Usually probabilities change over time, leading to a very difficult to
evalued of the risk induced by any particular decision. For a given set of probability
measures and a set of nominal risk measures, we describe robust risk measure as the
worst possible of risks when each of probability measures may occur. We describe some
properties of those of our nominal risk measures, such as convexity or coherence. We
use a robust version of the Conditional Value-at-Risk (CVaR). We applied Robust CVaR
(RCVaR) using data from the Warsaw Stock Exchange.

Keywords: risk measures, robust risk measures, robust CVaR (RCVaR).



