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WPLYW ASYMETRII ROZKLADU NA ESTYMACJE
KWANTYLOWYCH MIAR RYZYKA

Streszczenie: Anomalie obserwowane w finansowych szeregach czasowych stop zwrotu
wymagaja zastosowania odpowiednich miernikéw ryzyka. Wigkszo$¢ klasycznych roz-
ktadow prawdopodobienstwa wykorzystywanych w modelowaniu podstawowych cha-
rakterystyk inwestycji to rozklady symetryczne, ktore nie uwzgledniaja realizacji stop
zwrotu na poziome istotnie odlegltym od poziomu przeci¢tnego. Obserwacje takie nie
rozktadajg si¢ symetrycznie w stosunku do $redniej, stad konieczno$¢ doglebnego spoj-
rzenia na ten problem. Jego istotno$¢ zwigzana jest z pomiarem ryzyka ekstremalnego
dla zjawisk nieprzewidywalnych. W referacie podjcto probe oceny wptywu stopnia asy-
metrii rozktadu prawdopodobienstwa na oceng poziomu ryzyka inwestycji realizowa-
nych na rynku metali szlachetnych. Przedstawiono wybrane kwantylowe miary ryzyka,
w tym Expected Shortfall i Median Shortfall. Analiz¢ przeprowadzono przy wykorzy-
staniu wybranych symetrycznych rozktadéw prawdopodobienstwa, dla ktérych wprowa-
dzono dodatkowy parametr sko$nosci.

Stowa kluczowe: ryzyko ekstremalne, metale szlachetne, Expected Shortfall, Median
Shortfall, rozktady sko$ne.

JEL Classification: G15, G17, G31.

Wprowadzenie

Analizowanie rzeczywistych procesé6w gospodarczych wymaga jedno-
znacznej identyfikacji struktury badanych zjawisk. Podstawowe mierniki w za-
kresie analizy struktury umozliwiajg opis takich proceséw, a tym samym istotnie
wplywaja na interpretacje wynikow oraz podejmowanie decyzji. Jednym z cze-
stych problemow, z jakimi spotyka si¢ analityk, to brak symetrii w rozktadach



Wphw asymetrii rozktadu na estymacje... 59

analizowanych zbiorow danych. Asymetria rozkladu moze by¢ zdefiniowana
jako réznica pomiedzy gtdéwnymi miernikami potozenia: $rednig, mediang i do-
minantg. Graficzna prezentacja zjawiska sko$nosci rozumiana jest w kontekscie
asymetrii zwierciadlanej, gdy ksztalt histogramu po lewej stronie osi symetrii
jest rozny od jego ksztattu po prawej stronie tej osi. Oczywistym jest, ze w przy-
padku rozwazania rzeczywistych procesow rynkowych symetria jest terminem
czysto teoretycznym, natomiast jej brak wptywa na wyniki innych analiz, jak np.
analizy czynnikowej czy tez analizy dyskryminacyjnej [Kosiorowski, 2007].

Glownym problemem dyskutowanym w artykule jest proba wykrycia wpty-
wu skosnosci rozktadu prawdopodobienstwa na estymacje miar ryzyka zalicza-
nych do grupy miar kwantylowych. Miary takie majg istotne znaczenie dla oceny
ryzyka ekstremalnego, bedacego skutkiem wysokiej zmienno$ci i nieprzewidy-
walnosci poziomoéw cen oraz stop zwrotu aktywow rynkowych. Jako obszar
badawczy zaproponowano rynek metali szlachetnych, reprezentowanych po-
przez notowania cen zlota, srebra, platyny oraz palladu. Rynek metali (zarowno
szlachetnych, jak i niezelaznych) nie jest popularnym obszarem analitycznym.
Wigkszo§¢ prac naukowych koncentruje si¢ na analizach fundamentalnych,
gdzie kluczowsq role odgrywaja takie wskazniki ekonomiczne, jak wielko$¢ pro-
dukcji czy popyt/podaz inwestycyjna. Warto wspomnie¢, iz metale notowane sg
na rynkach regulowanych, a co za tym idzie, rzadza si¢ podobnymi prawami jak
klasycznie analizowane akcje czy obligacje (z ta réznica, ze reprezentujg rynek
towarowy jako segment rynku finansowego).

1. Metale szlachetne

Rozwazajac aktywno$¢ inwestycyjng uczestnika rynku finansowego, mozna
dostrzec, ze interesujaca alternatywa dla inwestycji kapitalowych jest rynek
towarowy, a w jego obszarze rynek metali. W prezentowanej pracy skoncentro-
wano sie na rynku metali szlachetnych, ktére z psychologicznego punktu widze-
nia bez watpienia kojarzg si¢ z bogactwem. Najpopularniejszym z nich jest zto-
to, ktore w gtownej mierze wykorzystywane jest w jubilerstwie. Dodatkowo, ze
wzgledu na fakt, ze jest metalem o wyjatkowej odporno$ci na korozjg, ma swoje
zastosowanie takze w elektronice, stomatologii oraz w innych dziedzinach me-
dycyny [Jagielnicki, 2011]. Biorac pod uwage $wiatowa podaz zlota, wskazuje
sig, ze w 2016 roku na $wiecie wyprodukowano blisko 100 mln uncji tego
kruszcu, z czego okolo 30% dostarczylo 10 najwigkszych producentoéw, zlokali-
zowanych gtéwnie w Kanadzie, RPA oraz Australii [www 1].
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Srebro, podobnie jak ztoto, wykorzystywane jest popularnie w jubilerstwie
oraz produkcji monet. Porownujac jego wlasciwosci chemiczne ze ztotem, moz-
na zauwazy¢, ze srebro podlega znacznie szybszemu utlenianiu. Z drugiej jednak
strony srebro cechuje bardzo dobra przewodno$¢ elektryczna (najlepsza wsrod
wszystkich metali), stad jest z powodzeniem wykorzystywane w elektronice.
Inne obszary zastosowan to fotografia, produkcja luster, produkcja paneli sto-
necznych czy tez medycyna. Z inwestycyjnego punktu widzenia srebro jest
mniej atrakcyjnym metalem niz zloto, przede wszystkim ze wzgledu na jego
relatywnie niskg ceng. W 2016 roku przecietna cena ztota na swiecie ksztattowa-
fa si¢ na poziomie okolo 1250 USD/ozt, podczas gdy przecig¢tna cena srebra
wynosita okoto 17 USD/ozt. Wsrod najwiekszych producentow srebra wymieni¢
nalezy Meksyk, Peru, Chiny, ale takze Polske, ktéra w 2016 roku uplasowala sie
na 8. miejscu. Glownym producentem na rynku krajowym jest KGHM z pro-
dukcja w 2016 roku na poziomie okoto 38,5 mln uncji [www 2].

Oprocz ztota i srebra zainteresowaniem inwestorow ciesza si¢ takze inne
metale szlachetne, takie jak platyna oraz pallad. Oba zaliczane sa do grupy pla-
tynowcow, natomiast ich gtéwnym zastosowaniem sa przemyst, jubilerstwo oraz
medycyna. Platyna jest jednym z najrzadszych surowcow na ziemi. W 2016 roku
catkowita podaz wynosita okoto 8 mln uncji, z czego produkcja skoncentrowana
byta przede wszystkim w RPA [www 3]. Biorac pod uwage przecigtng ceng pla-
tyny na §wiecie, mozna stwierdzi¢, ze w 2016 roku ksztattowata si¢ ona na po-
ziomie okoto 990 UZD/ozt, czyli o ponad 250 USD/ozt nizszym niz zloto.
Z kolei glownymi producentami palladu sg RPA, Rosja oraz Zimbabwe, przy
facznej swiatowej produkcji w 2016 roku na poziomie ponad 7 mln uncji [www 4].
Przecigtna cena tego kruszcu w tym okresie ksztattowata si¢ na poziomie ponad
600 USD/ozt.

Powyzsze dane potwierdzaja zainteresowanie rynkiem metali szlachetnych
na $wiecie. Biorac pod uwagg mozliwe scenariusze kierunkéw zmian koniunktu-
ry gospodarczej na §wiecie, zauwaza si¢, ze metale szlachetne traktowane sa
jako aktywa stabilne, stanowigce nierzadko alternatywe inwestycyjna w przy-
padku kryzysow ekonomiczno-finansowych dla klasycznych inwestycji kapita-
towych. Ze wzgledu na fakt, iz s3 one przedmiotem obrotu na najwigkszych
gietdach metali na $wiecie (m.in. amerykanskie CME oraz CONEX, europejska
LBMA czy tez azjatyckie MCX oraz TOCOM), nalezy wyraznie podkresli¢, iz
w ocenie ryzyka inwestycyjnego konieczne jest gruntowne analizowanie i moni-
torowanie zmiennosci cen i stop zwrotu tych aktywow towarowych.
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2. Metodologia badawcza

W tej czgéci pracy omodéwiono wybrane mierniki asymetrii rozktadu oraz
przedstawiono zarys metodologiczny przeksztatcania rozkladow symetrycznych
w rozktady sko$ne. Jak wspomniano we wprowadzeniu, zaktada si¢, ze poziom
skos$nosci rozktadu prawdopodobienstwa istotnie wptywa na pomiar ryzyka
ekstremalnego dla zdarzen rzadkich. Istnieje wiele miar, za pomocg ktdrych
mozna szacowaé poziom takiego ryzyka. Sg to m.in. miary bazujace na wartosci
Zagrozonej.

2.1. Wybrane miary asymetrii

Analiza sko$nosci rozktadu polega na graficznej ocenie jego ksztaltu, jak
roOwniez na pomiarze stopnia asymetrii za pomoca wlasciwej miary. Mozna
wskaza¢ wiele miar asymetrii, jednakze obecny charakter danych wymaga ich
modyfikacji celem wydobycia ukrytej informacji na temat zrodta, kierunku czy
sity asymetrii [Aczel, 2000].

Zaktadajac zmienng losowa X, asymetria rozkladu prawdopodobienstwa
moze by¢ wyznaczona za pomocg trzeciego momentu centralnego M;(X) =
= E([x — E(X)]3). Miara ta wskazuje kierunek asymetrii, natomiast aby dodat-
kowo oceni¢ jej site, wprowadza si¢ trzeci moment centralny standaryzowany:

M3(X)

M3(X)gtq = , (1)
3 td '—M23(X)

gdzie M, (X) wyznacza drugi moment centralny (wariancj¢) zmiennej losowej X.
Wprowadza si¢ takze inne popularne miary skosnosci, uwzgledniajace dodatko-

wo wybrane statystyki pozycyjne. Sa to pierwszy i drugi wspotczynnik skosno-
$ci Pearsona, dane odpowiednio wzorami:
mq(X)—Moda(X)

1 = >

AR =" o @
3(m1(X)-F~1(0,5))

APZ (X) = e m 5 (3)

gdzie my(X) oraz Moda(X) oznaczaja odpowiednio moment zwykly rzedu
pierwszego oraz dominante (mode) zmiennej losowej X, natomiast F~1(0,5)
oznacza median¢ zmiennej losowej X. Powyzsze miary okreslaja kierunek i sile
asymetrii.

Oprocz miar klasycznych, uwzgledniajacych wszelkie realizacje zmiennej
losowej, wazng informacje¢ o charakterze sko$nosci rozkladu dajg miary kwanty-
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lowe. W publikacji Hinkleya z 1975 roku [Hinkley, 1975] wprowadzono uogo6l-
niong miarg asymetrii, ktora bazuje na wybranym kwantylu zmiennej losowe;.
Zaktadajac p —ty kwantyl zmiennej losowej X oraz definiujagc mediang tej
zmiennej dla p = 0,5, wprowadza si¢ uogdlniong kwantylowa miar¢ asymetrii,
ktéra wyrazona jest formula:

—1(q4_\_op—1 -1
K () = D 045 )

“4)

gdzie F~1 (p) oznacza funkcje kwantylowa dla zmiennej losowej X.

Uogo6lniona kwantylowa miara asymetrii okreslona wzorem (4) jest uogol-
nieniem zaproponowanego przez Bowleya [1920] kwartylowego wskaznika
skos$nosci wyrazonego formuta:

F~1(0,75)-2F~1(0,5)+F~1(0,25) (5)
F~1(0,75)-F~1(0,25) ’

ASB(X) =

Jak wspomniano, zjawisko skosnos$ci powigzane jest z ksztattem rozkladu
i ma swoje odzwierciedlenie w grubosci jego ogonoéw. Dla asymetrii prawostron-
nej istnieje wicksze prawdopodobienstwo realizacji obserwacji o wartosciach
wyzszych od poziomu przecigtnego (okreslonego jako $rednia arytmetyczna lub
mediana), natomiast w przypadku asymetrii lewostronnej — o warto$ciach niz-
szych. Zjawisko grubych ogondéw powigzane jest z wystepowaniem w zbiorze
danych obserwacji nietypowych, odstajacych. Obserwacje te moga wprowadzi¢
pewne zaburzenia w estymacji roznych charakterystyk rozktadu. Rozwigzanie
kwestii oceny sko$nos$ci w przypadku zbiorow danych posiadajacych outliersy
uzyskuje si¢ za pomoca miary MedCouple, ktoéra wprowadzili Brys, Hubert
i Struyf [2004].

Majac uporzadkowany zbidr realizacji zmiennej losowej X okreslony,
przyjmuje sig, ze dany bedzie szereg x; < x; < -+ < Xy, X; #F Xj,X; < Xj oraz
niech zdefiniowana bedzie pewna funkcja h jako:

h(xi,xj) — M (6)

Xj—Xi

W przypadku, gdy x; = x; = F~1(0,5), funkcja h, okreslona bedzie jako:

—1, i<j
h(xl-,xj) = 0, i =j, (7)
1, i>j

Miar¢ MedCouple wyraza nastgpujaca formuta:
MC(X) = medxisp—l(O'S)ij h(xi,xj), (8)

gdzie przez med(h) oznaczono median¢ zbioru wartosci dla funkcji h.
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2.2. Wprowadzanie parametru skosnosci w rozkladach symetrycznych

Analizujac modele opisujace rynki finansowe, zauwaza sie, ze wigkszos¢
z nich opiera si¢ na symetrycznych rozktadach prawdopodobiefistwa (m.in. na
rozkladzie normalny czy tez t-Studenta. Jednakze mozliwe jest przeksztatcenie
dowolnego rozktadu symetrycznego w rozklad asymetryczny celem uzyskania
odpowiedniego dopasowania do danych empirycznych [Piontek, 2007].

Niech zatem g(x) oznacza gesto$¢ zmiennej losowej X opisang pewnym
cigglym i symetrycznym rozktadem prawdopodobienstwa. Niech ponadto okre-
Slone zostang funkcje normujace uy (&) oraz u,(§). Asymetryczny rozktad
prawdopodobienstwa opisany funkcjg fz(x) definiuje wzor:

f (x) _ Z[Q(ﬁ)lxzo‘*g(ﬁ)lxm] ©)
¢ wr (O)+uz(8) ’

gdzie I, oznacza funkcj¢ wskaznikows. Jesli funkcja fz(x) definiuje rozkiad

sko$ny, wtedy jako zmienne normujgce u przyjmuje si¢ najczesciej nastepujace
pary:

_ w1 () =¢
Mm@ = (19
lub:
_m@®=1-¢
Tt e B (o

Dla funkcji normujacej u; parametr skosnosci ¢ przyjmuje wartosci z prze-
dziatu (0, +00). Gdy & € (0,1), rozklad jest lewostronnie asymetryczny, nato-
miast dla przypadku, gdy & € (1, +00), rozklad jest prawostronnie asymetryczny.
Natomiast druga funkcja normujaca u;; posiada parametr skosnosci ¢ okreslony
na przedziale (—1,1). Jezeli £ € (—1,0), to otrzymany rozktad jest lewostronnie
sko$ny, natomiast gdy & € (0,1), rozklad jest prawostronnie asymetryczny. Roz-
ktady symetryczne uzyskuje si¢ dla & = 1 (funkcja normujaca u;) orazdla é = 0
(funkcja normujaca u;;). Wsrdd bardziej popularnych rozkladow symetrycz-
nych, ktore przeksztalcane sg na rozktady skosne, wymienia si¢: skosny rozktad
normalny oraz sko$ny rozktad t-Studenta, dane nastepujacymi formutami [Pion-
tek, 2005]:

a) skosny rozktad normalny:

fs—norm(x) = E(P(X?TM)CD(EX?TM > (12)

gdzie X jest zmienng losowa o asymetrycznym rozktadzie normalnym opisa-
nym parametrami polozenia u oraz skali g, ¢ jest parametrem skosnosci,
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a dodatkowo ¢ oraz @ oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci oraz funkcje
dystrybuanty rozktadu normalnego standardowego;
b) skosny rozktad t-Studenta:

ax+b

foe () =Ei+%{g(f<ax+b);v)1x<_§+g( T, (19)

gdzie X jest zmienng losowg ciggla o skosSnym rozktadzie t-Studenta, & jest
parametrem skosnosci, g jest funkcja gestosci standardowego rozktadu
t-Studenta o v stopniach swobody, parametry a oraz b definiuja wzory:

_MFNe2 g
= T@(f 5) (14)
oraz.
b2 = (fz+€%—1)—a2, (15)

natomiast I” jest funkcjg gamma.

2.3. Kwantylowe miary ryzyka

Liczbowy pomiar ryzyka inwestycyjnego jest zagadnieniem skomplikowa-
nym i zalezy w duzym stopniu od obszaru zainteresowan inwestora. W pracy
rozwazano miary ryzyka inwestycji, dla ktérych pomiar dokonywany jest w opar-
ciu o stopy zwrotu. Uogolniajac sposéb definiowania ryzyka, nie nalezy skupiaé
si¢ tylko na potencjalnych stratach w stosunku do oczekiwan, ale takze powinno
sie¢ bra¢ pod uwage potencjalne zyski. Podejscie to wynika z faktu, iz zazwyczaj
rozktad zmiennej dla ktorej szacowane jest ryzyko jest rozktadem asymetrycz-
nym. Tym samym relacja prawdopodobienstwa zyskow do prawdopodobienstwa
strat nie jest jednakowa.

W tym miejscu zastosowano kwantylowe miary ryzyka, ktore zwigzane sg
bezposrednio z realizacjg stopy zwrotu na poziomie znacznie r6znigcym si¢ od
poziomu oczekiwanego. Wsrod kwantylowych miar ryzyka szczegdlng rolg od-
grywa Value-at-Risk (warto$¢ zagrozona, VaR), okreslona jako & —kwantyl roz-
ktadu stopy zwrotu. Miara ta okresla liczbowo warto$¢ potencjalnej straty, jaka
moze wynika¢ z podjetej inwestycji w ustalonym odgornie horyzoncie czaso-
wym i przy ustalonym poziomie tolerancji 1 — a. Warto$¢ zagrozona nie jest
dobra miarg ryzyka, poniewaz nie jest koherentna. Wérdéd aksjomatow miary
koherentnej zaproponowanych przez Artznera i in. [1999] miara ta nie spetnia
zado$¢ wiasnosci subaddytywnosci, ktéra moéwi, ze ryzyko catkowite podjetej
inwestycji jest nie wieksze niz suma ryzyk poszczegolnych sktadnikéw, ktore ta
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inwestycje¢ tworza. Wady tej pozbawione sg takie kwantylowe miary ryzyka, jak
[Kou, Peng, 2014]:
a) warunkowa warto$¢ zagrozona ponad poziom VaR (Expected Shortfall, ES):

ES, = CVaR, = E(ry —VaR,|r: > VaR,), (16)
b) warunkowa mediana ponad poziom VaR (Median Shortfall, MS):
MS, = Median(r; —VaR,|r; > VaR,), (17)

gdzie r; oznacza stopg zwrotu w okresie t.
Obie przedstawione miary sg koherentne, a dodatkowo miara MS jest odpor-
ng kwantylowg miarg ryzyka. Ma zatem zastosowanie w jego ocenie w sytuacji,
gdy w zbiorze realizacji zmiennej losowej pojawiajg si¢ obserwacje odstajace.

3. Analiza empiryczna na rynku metali szlachetnych

W tej czeSci pracy zaprezentowano wyniki pomiaru skosnosci rozktadow
dla danych pochodzacych z rynku metali szlachetnych: zlota, srebra, platyny
oraz palladu. Wykorzystano dzienne kursy zamknig¢cia na rynku kasowym
w okresie styczen 2000 — grudzien 2016, na podstawie ktorych obliczono loga-
rytmiczne stopy zwrotu. Kwantylowe miary ryzyka oszacowano dla kwantyli
rzgdu 0,01, 0,05, 0,95 oraz 0,99. Jako rozklady teoretyczne wykorzystano roz-
ktad normalny, rozktad t-Studenta, sko$ny rozklad normalny oraz skosny rozktad
t-Studenta. Na rys. 1 zaprezentowano graficznie podstawowe charakterystyki
rozktadu stop zwrotu badanych aktywow, natomiast na rys. 2 przedstawiono
kwadraty stop zwrotu analizowanych metali celem wskazania wystgpowania
obserwacji ekstremalnych.
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Rys. 1. Wykres pudetkowy stop zwrotu

Zréodlo: Obliczenia whasne.
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Rys. 2. Wykresy kwadratow stop zwrotu

Zréodlo: Obliczenia whasne.
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Analizujac powyzsze wykresy, trudno jednoznacznie wskaza¢, ktore z em-
pirycznych rozktadow sg asymetryczne. Niemniej jednak wyraznie widaé, ze
zbiory danych cechujg obserwacje odstajace oraz wyrazny poziom zmiennosci
w danych (przede wszystkim dla stopy zwrotu cen palladu).

Tabela 1. Statystyki opisowe stop zwrotu

STATYSTYKI OPISOWE / METAL 7L0TO SREBRO PLATYNA PALLAD

SREDNIA 0,00033 0,00026 0,00017 0,00010
MEDIANA 0,00038 0,00081 0,00021 0,00000
MODA 0 0 0 0
MINIMUM —0,09241 —0,20464 —0,11256 —0,14698
MAKSIMUM 0,10050 0,12832 0,09454 0,15841
KWARTYL PIERWSZY —0,00520 —0,00806 —0,00713 —0,00988
KWARTYL TRZECI 0,00647 0,00981 0,00788 0,01117
ROZSTEP 0,19291 0,33296 0,20710 0,30539
ODCHYLENIE STANDARDOWE 0,01143 0,02003 0,01453 0,02149
KURTOZA 5,47448 9,78081 5,54781 5,24677

Zrodlo: Obliczenia wlasne.

Wyniki przedstawione w tabeli 1 wskazuja, ze stopy zwrotu wykazuja istot-
ne zréznicowanie oraz wysoki poziom kurtozy, co sktania ku przypuszczeniu, iz
rozktady odbiegaja od rozkladu normalnego. W tabeli 2 przedstawiono nato-
miast wyniki oceny stopnia asymetrii za pomoca wybranych miar zaprezento-
wanych w czgsci teoretyczne;.

Tabela 2. Miary sko$nosci dla rozktadow stop zwrotu

MIARA ZLOTO SREBRO PLATYNA PALLAD
M3 (X)ea —0,17889 —1,11159 —0,41577 —0,29852
AP, (X) 0,02922 0,01301 0,01201 0,00473
AP,(X) —0,01175 —0,08200 —0,00695 0,01419
ASg0,00(X) —0,04930 —0,10588 —0,06367 —0,05179
ASg(0,05)(X) —0,03553 —0,03510 —0,01634 —0,02612
ASz(X) 0,04424 0,00739 0,02257 0,06063
MC(X) 0,01975 0,00176 0,03479 0,01853

Zrédlo: Obliczenia wlasne.

Biorac pod uwagg uzyskane wyniki, zaobserwowano réznice w wartosciach
ze wzgledu na przyjety miernik. Pierwszy wspolczynnik sko$noséci Pearsona,
kwartylowy wspotczynnik asymetrii oraz miara MedCouple r6znig si¢ w stosun-
ku do pozostatych miernikow co do znaku, wskazujac na prawostronng asyme-
tri¢. Pozostate mierniki oceniajg skos$nos¢ jako lewostronng. Warto podkreslic,
ze w przypadku zaobserwowanych roznic co do znaku dla wyznaczonych miar
skos$nosci wartosci miernikow kwantylowych (w tym takze miara MedCouple)
czgsto przyjmuja wartosci w otoczeniu poziomu zero. Mozna zatem wniosko-
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wacé, ze wystepowanie obserwacji odstajacych istotnie wptywa na wartosci kla-
sycznych miar sko$nosci.

W kolejnym kroku, wykorzystujac Metode Najwickszej Wiarygodnosci,
oszacowano parametry skosnego rozktadu normalnego oraz skosnego rozkladu
t-Studenta. Jako funkcje¢ normujaca przyjeto funkcje dang wzorem (10). Wyniki
przedstawia tabela 3. Natomiast na rys. 3 zaprezentowano graficzne dopasowa-
nie rozktadow skosnych do danych empirycznych dla stopy zwrotu cen zlota.

Tabela 3. Parametry rozkltadéw skosnych

Sko$ny normalny 7L0TO SREBRO PLATYNA PALLAD
1 0,000334 —0,000358 0,000174 —0,000150
g 0,011424 0,019914 0,014497 0,021467
é 0,999986 0,877285 0,999866 0,943312
Skosny t-Studenta 71.0TO SREBRO PLATYNA PALLAD
1 0,000409 0,000569 0,000230 0,000278
g 0,011791 0,022260 0,014790 0,022801
v 3,726653 2,832772 3,740191 3,256973
é 0,977999 0,963565 0,955593 0,970085

Zrédto: Obliczenia whasne.

kwantyle empiryczne

kwantyle teoretyczne

kwantyle empiryczne

kwantyle teoretyczne

Rys. 3. Dopasowanie teoretycznych rozktadow skosnych (skosny normalny — panel lewy,
skos$ny t-Studenta — panel prawy)

Zrodto: Obliczenia wlasne.
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Wyniki wskazuja, ze dopasowane teoretyczne rozklady prawdopodobien-
stwa sugerujg lewostronng asymetri¢ dla analizowanych stop zwrotu metali.
Whiosek ten jest zbiezny z warto$ciami oszacowanych wskaznikéw skosnosci
dla miar klasycznych. Parametry te nie wykazuja duzej rozbieznosci z rozkta-
dem symetrycznym, jednakze nalezy te¢ wlasnos¢ uwzgledni¢ w dalszych anali-
zach. Oceniajgc stopien dopasowania, zaobserwowano, ze analizowane dane
empiryczne lepiej opisuje skosny rozktad t-Studenta.

Na kolejnym etapie analizy oszacowano wartos¢ zagrozong VaR oraz kwan-
tylowe miary ryzyka dane wzorami (16)-(17). Wykorzystano rozktad empirycz-
ny, sko$ny rozklad normalny oraz sko$ny rozktad t-Studenta. Jako metode esty-
macji miar ryzyka przyjeto metode bazujaca na kwantylu dowolnego rozktadu
teoretycznego. Wyniki przedstawiono w tabelach 4-6.

Tabela 4. Oszacowania miary VaR

Miara ryzyka VaR 71.0TO SREBRO PLATYNA PALLAD
VaRy:[emp] —0,03146 —0,06038 —0,04136 —0,06204
VaRy,[snorm] —0,02641 —0,04793 —0,03263 —0,05205
VaR, o [sstud] —0,03026 —0,05514 —0,03908 —0,06749
VaRys[emp] —0,01833 —0,02990 -0,02176 —0,03412
VaR os[snorm] —0,01853 —0,03609 —0,02401 —0,03669
VaRys[sstud] —0,01741 —0,02963 —0,02253 —0,03297
VaRygs[emp] 0,01780 0,02943 0,02147 0,03238
VaR,gs[snorm] 0,01943 0,03085 0,02277 0,03445
VaR, o5[sstud] 0,01737 0,02927 0,02137 0,03130
VaRygo[emp] 0,02923 0,05028 0,03680 0,05593
VaR,g9[snorm] 0,02607 0,04122 0,03495 0,04917
VaR go[sstud] 0,03228 0,05291 0,03736 0,05932

Zrodlo: Obliczenia whasne.

Tabela 5. Oszacowania miary ES

Miara ryzyka ES 7Zr0TO SREBRO PLATYNA PALLAD
ESy01[emp] —0,04227 -0,09170 -0,05897 -0,08632
ESy 1 [snorm] -0,03149 -0,05659 -0,03869 -0,05796
ESy 01[sstud] —0,05092 —0,08443 —0,05501 —0,09052
ESy o5[emp] —0,02677 -0,05062 -0,03499 -0,05283
ESy os[snorm] -0,02296 -0,04348 -0,03005 -0,04657
ESy o5[sstud] -0,02724 -0,04656 —0,03487 -0,05016
ESy05[emp] 0,02536 0,04242 0,03172 0,04733
ESq05[snorm] 0,02324 0,04316 0,02828 0,04546
ESy s [sstud] 0,02490 0,05032 0,03419 0,05313
ESy90lemp] 0,03878 0,06401 0,05098 0,07578
ESy99[snorm] 0,03076 0,05730 0,03809 0,05913
ESy g0[sstud] 0,04337 0,08276 0,06117 0,08250

Zrodto: Obliczenia wlasne.
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Tabela 6. Oszacowania miary MS

Miara ryzyka MS ZLOTO SREBRO PLATYNA PALLAD
MSy0,[emp] —0,03958 —0,08132 -0,05630 —0,08278
MSg 01 [snorm] —0,02843 —0,05535 —0,03875 —0,05761
MS, 01 [sstud] —0,03435 -0,08577 —0,04759 -0,07215
MS, os[emp] —0,02321 —0,04184 -0,03027 —0,04655
MS, 5[snorm] ~0,02268 —0,04284 —0,02744 —0,04476
MS, o5 [sstud] —0,02311 —0,03842 —0,03032 —0,04190
MS, o5[emp] 0,02247 0,03802 0,02746 0,04122
MS,05[snorm] 0,02258 0,03587 0,02845 0,04090
MSo,o5[sstud] 0,02252 0,03702 0,02770 0,04436
MS,90[emp] 0,03263 0,05821 0,04703 0,06866
MS, g0[snOTM] 0,03003 0,04594 0,03799 0,05213
MS, go[sstud] 0,04216 0,08058 0,04625 0,06877

Zrodlo: Obliczenia wlasne.

Wyniki zaprezentowane w tabelach 4-6 wskazuja, ze rozklad skosny
t-Studenta daje oszacowania miar ryzyka blizsze rzeczywistym (pogrubiony
tekst). Zaobserwowano ponadto, ze skosny rozktad normalny czgéciej niedosza-
cowuje warto$¢ miary ryzyka (bez wzgledu na rzad kwantyla). Ponadto rozktad
skosny t-Studenta cze$ciej przeszacowuje miary ryzyka dla kwantyli ekstremal-
nych (odpowiednio bardzo niskiego lub bardzo wysokiego rzedu). Jest to podyk-
towane tym, ze rozkltad skosny t-Studenta jest rozktadem gruboogonowym, wigc
uwzglednia wystepowanie w zbiorze danych obserwacji ekstremalnych.

W ramach ostatniego etapu analizy podjeto probe weryfikacji hipotezy, ze
parametr wprowadzajacy skosnos$¢ do rozktadu symetrycznego wptywa na war-
to$¢ miary ryzyka. W tym celu przeprowadzono symulacj¢ polegajaca na osza-
cowaniu miary VaR dla skosnego standardowego rozktadu normalnego, szacujac
miary dla kwantyla rzgdu 0,001, 0,01 oraz 0,05. Jako funkcj¢ normujaca przyje-
to funkcje dang wzorem (10). Dodatkowo ograniczono zmiennos$¢ parametru
skosnosci do przedziatu [0,5,5]. Wyniki analizy przedstawiono graficznie na
ponizszych rysunkach.
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parametr sko$nosci

Rys. 4. Parametr sko$nosci dla skosnego standardowego rozktadu normalnego
a oszacowanie VaR dla kwantyla rzedu 0,001

Zrodto: Obliczenia wlasne.

-1,1

3]
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*

-3,5 _
parametr sko$nosci

Rys. 5. Parametr sko$no$ci dla skosnego standardowego rozktadu normalnego
a oszacowanie VaR dla kwantyla rzedu 0,01

Zrédlo: Obliczenia wlasne.
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-1,2

VaRy 5

-1,6

parametr skosnosci

Rys. 6. Parametr sko$nosci dla skosnego standardowego rozktadu normalnego
a oszacowanie VaR dla kwantyla rz¢du 0,05

Zrodto: Obliczenia wlasne.

Analiza wynikoéw zaprezentowanych na rys. 4-6 wskazuje, iz pomiedzy pa-
rametrem skos$nosci dla skosnego standardowego rozktadu normalnego a osza-
cowaniem warto$ci miary ryzyka VaR wystepuje zaleznoé¢ funkcyjna. Wprowa-
dzajac odpowiednie transformacje zmiennych, mozna przypuszczaé¢, iz dobre
dopasowanie do prezentowanych danych moze wykazywaé¢ funkcja wyktadni-
cza, jednakze glebsze rozwazania na ten temat bedg przedmiotem dalszych ba-
dan autora. Konkludujac, zauwazono, ze zmiana skos$nosci rozktadu z lewo-
stronnej na prawostronng istotnie wptywa na oszacowania warto$ci zagrozonej,
a co za tym idzie, na oszacowania miar bazujacych na VaR, tj. Expected Short-
fall oraz Median Shortfall.

Podsumowanie

Analiza ryzyka inwestycyjnego jest zagadnieniem szeroko popularyzowa-
nym zaréwno w Srodowisku praktykow, jak i teoretykéw. Budowanie modeli,
ktore skutecznie i efektywnie pozwolg takie ryzyko zmierzy¢, jest bez watpienia
zaawansowanym procesem, wymagajagcym nie tylko wiedzy statystyczno-
-ekonometrycznej, ale takze praktycznej, eksperckiej. Rozwazajac rynki finan-
sowe, przyjeto si¢ zaktada¢, ze szeregi czasowe (analizowane zaré6wno statycz-
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nie, jak 1 dynamicznie) posiadaja rozktad normalny oraz sg niezalezne. Sa to
oczywisScie utopijne zatozenia, ktére w praktyce nigdy nie zostajg spetnione. Nie
istniejg dane generujace idealny rozklad normalny, jak rowniez nie istniejg takie
dwa szeregi danych rzeczywistych, dla ktorych miara zaleznos$ci bedzie idealnie
réwna zero. Dlatego tez nalezy rozwazac i analizowac odstepstwa od tych zalozen.

W prezentowanej pracy skoncentrowano si¢ na opisie ksztattu rozkladu
prawdopodobienstwa zmiennej losowej za pomocg miar sko$nosci. Asymetria
jest zjawiskiem powszechnym, istotnie wptywajacym na oszacowania i interpre-
tacje wickszosci miar statystycznych, a takze na wyniki innych analiz (m.in.
analizy czynnikowej czy tez modeli dyskryminacyjnych). Biorac pod uwage
rozklad symetryczny, zaktada sie¢, ze realizacje stopy zwrotu na prawo od warto-
$ci $redniej sg zwierciadlanym odbiciem ich realizacji w kierunku ujemnej nie-
skonczonosci. Empiryczne szeregi czasowe obserwowane na rynku wykazuja
odstepstwa od tego zalozenia. Wynika to przede wszystkim z calego systemu
otaczajacego rynek, ale takze z bezposrednich (czesto subiektywnych) dziatan
jego uczestnikow. Prowadzi to do utraty efektywnosci rynku, a co za tym idzie,
do sytuacji, kiedy pojawiaja si¢ ponadprzecigtne zyski lub straty. Termin ,,po-
nadprzecig¢tny” nalezy tu rozumie¢ w kontekscie wartosci ekstremalnych, ktore
tym samym generujg ryzyko ekstremalne. W prezentowanej pracy ryzyko takie
mierzone jest za pomocg trzech miar: warto$ci zagrozonej (Value-at-Risk), wa-
runkowej warto$ci zagrozonej w sensie wartosci oczekiwanej (Expected Short-
fall) oraz warunkowej wartosci zagrozonej w sensie mediany (Median Shortfal).
Miary te zaliczane sa do miar kwantylowych, natomiast dodatkowo ES oraz MS
sg miarami koherentnymi. W szacowaniu tych miernikdéw wykorzystano popu-
larne rozktady prawdopodobienstwa (normalny i t-Studenta), dla ktérych wpro-
wadzono dodatkowy parametr sko$nosci. Analize empiryczna przeprowadzono
dla aktywow pochodzacych z rynku metali szlachetnych. Dla oszacowanych
dziennych logarytmicznych stop zwrotu w zadanym okresie dopasowano odpo-
wiednie sko$ne rozktady prawdopodobienstwa, a nastepnie oszacowano wskazniki
sko$nosci oraz warto$ci miar ryzyka. Analiza wykazala, ze empiryczne rozklady
cechuje nieznaczna lewostronna asymetria, co moze mie¢ swoje konsekwencje
w pomiarze ryzyka. Niektore miary wskazujg na roznokierunkowg asymetrie, co
thumaczone jest wystepowaniem obserwacji klasy outliers.

Komentujac wyniki pomiaru ryzyka za pomoca rozktadow skosnych, zaob-
serwowano, ze lepsze dopasowanie do danych empirycznych wykazuje sko$ny
rozktad t-Studenta. Rozktad skosny normalny czesciej niedoszacowuje miarg
ryzyka bez wzgledu na kwantyl, natomiast dla rozktadu t-Studenta zaobserwo-
wano przeszacowania rzeczywistych wartosci miar przede wszystkim dla kwan-
tyli ekstremalnych (rzedu odpowiednio 0,01 lub 0,99).
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W ostatniej czgéci analizy, bedgcej jednoczes$nie poczatkiem dalszych ba-
dan, wykazano, ze wystepuje pewien zwigzek pomi¢dzy parametrem wprowa-
dzajacym skos$nos¢ do rozkladu symetrycznego a miarg ryzyka szacowang
w oparciu o ten rozktad. Jest to zwiazek krzywoliniowy, ktory po odpowiednich
przeksztatceniach mozna opisa¢ za pomocg funkcji wyktadniczej. Jednakze, jak
wspomniano przy komentowaniu tych wynikéw, bedzie to przedmiotem dal-
szych badan autora.
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THE IMPACT OF ASYMMETRY OF DISTRIBUTION ON THE ESTIMATION
OF QUANTILE RISK MEASURES

Summary: The anomalies observed in financial time series require the application of
appropriate risk measures. Most of the theoretical distributions used for modelling that
type of data is symmetric and do not cover the observations in analyzed dataset called
outliers. Such observations may produce some disturbances in classical statistics. In this
paper, we focus on the impact of asymmetry on the estimation of some selected quantile
risk measures: VaR, Expected Shortfall and Median Shortfall. The analysis was per-
formed using data from precious metals market and, theoretically, using normal and
t-Student distribution with additional skewness parameter.

Keywords: extreme risk, precious metals, Expected Shortfall, Median Shortfall, skewed
distributions.



