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GEOMETRYCZNE WŁASNOŚCI  
REGRESJI KWANTYLOWEJ 

 
Streszczenie: Zastosowania miar porządkowych, w tym kwantyli, znajdujemy w róż-
nych obszarach zastosowań, w szczególności w statystyce odpornej. Odejście od kla-
sycznego podejścia bazującego na momentach zmiennej losowej wynika zazwyczaj  
z analizowanego zbioru danych, który nie spełnia założeń modeli. Dwa pierwsze mo-
menty zmiennej losowej, na których budujemy dalej modele regresji, nie są adekwatne  
w opisie zbiorów danych z obserwacjami odstającymi. Zbiory danych z asymetrycznymi 
rozkładami również nie powinny być analizowane z wykorzystaniem modeli regresji 
estymowanych MNK. Celem artykułu jest prezentacja własności geometrycznych regre-
sji kwantylowej. To podejście metodologiczne wykorzystuje wartości rozkładu, wyzna-
czając zbiór kwantyli oraz zbiór modeli regresji. 
 
Słowa kluczowe: kwantyle, regresja kwantylowa, własności modeli regresji kwantylo-
wych. 
 
JEL Classification: C14, C20, C21. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Regresja kwantylowa pozwala na estymację wpływu zmian wartości roz-
kładu zmiennej objaśniającej na rozkład zmiennej objaśnianej. Podstawowe 
zasady przyświecające temu podejściu znajdujemy w pracy autorów Koenker  
i Bassett [1978] oraz podjęte raz jeszcze w pracy Koenker [2005]. Wykorzysta-
nie tego podejścia jest coraz powszechniejsze, zwłaszcza w analizach zbiorów  
o zależnościach nieliniowych czy o obserwacjach odstających, dla których po-
dejmujemy się oceny ryzyka wystąpienia zdarzeń.  



Grażyna Trzpiot 146 

W ilościowym zarządzaniu ryzykiem miary ryzyka służą do określania pre-
ferencyjnego porządku wśród pozycji finansowych z losowym wynikiem. Pozy-
cja finansowa jest postrzegana jako zmienna losowa, która odwzorowuje każdy 
stan natury x w rzeczywistą wartość. Wartość zmiennej losowej odpowiada wy-
nagrodzeniu (lub jest to stopa zwrotu) zapewnianemu przez instytucję finansową, 
gdy wystąpi stan x. Miary ryzyka mają na celu uwzględnienie kompromisu między 
wartościami, jakie może zajmować pozycja finansowa, a ryzykiem lub zmienno-
ścią tych wartości. Wybór miary ryzyka określa profil ryzyka inwestycyjnego. 
Miara ryzyka, jaką jest wartość zagrożona (VaR), kwantyl rozkładu prawdopo-
dobieństwa dla stopy zwrotu z inwestycji, została wykorzystana w instytucjach 
finansowych [RiskMetrics, 1995]. Miara ta została skrytykowana za brak wy-
krywania niekorzystnych wartości stóp zwrotu w ogonie rozkładu prawdopodo-
bieństwa [Donnelly, Embrechts, 2010; Trzpiot, 2007a; 2007b; 2009a]. Wprowadzo-
no klasy ryzyka, które spełniają pewne pożądane właściwości. Klasa wypukłych 
miar ryzyka [Föllmer, Schied, 2002] obejmuje monotonne i wypukłe odwzoro-
wania, które posiadają własność niezmienniczości translacji. Koherentne miary 
ryzyka [Artzner i in., 1999] stanowią podklasę wypukłych miar ryzyka, są to 
miary dodatnio homogeniczne. Mogą być wyrażone jako najgorszy oczekiwany 
wynik portfela, gdy miara prawdopodobieństwa stóp zwrotów z aktywów zmie-
nia się w zbiorze niepewnych stóp zwrotu [Artzner i in., 1999; Trzpiot, 2016]. 
Warunkowa wartość zagrożona (CVaR), czyli oczekiwana wartość portfela na 
ogonie rozkładu stopy zwrotu portfela, która leży poza ustalonym kwantylem 
rozkładu, jest koherentną miarą ryzyka. Optymalny portfel wykorzystaniem CVaR 
można wyznaczyć, wykorzystując różne estymatory [Rockafellar, Uryasev, 
2000; Trzpiot, 2007a; 2007b; 2008; 2009a; 2009b]. W artykule podejmujemy 
problem geometrycznych własności regresji kwantylowej celem wskazania zalet 
metodologii, która jest wykorzystywana w wielu analizach, a w szczególności  
w opisie ryzyka, w tym finansowego.  
 
 
1. Funkcja kwantyli rozkładu zmiennej losowej  
 

Rozważamy przestrzeń probabilistyczną (Ω, F, Ƥ) oraz klasę zmiennych lo-
sowych L1(Ω, F, Ƥ). Dystrybuanta zmiennej losowej Y ∈ L1(Ω, F, Ƥ) będzie 
zapisana jako FY(y) = P(Y ≤ y). 

Funkcja kwantyli zdefiniowana jest następująco: 

QY(u) = inf { y ∈ R : FY (y) ≥ u}, 

co można zapisać równoważnie QX(u) = ( )uFX
1− . Możemy rozważać:  
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Estymacje empirycznych kwantyli na podstawie próby, które możemy wy-
konać z wykorzystaniem Minitab i SPSS, zostały opisane w pracy Hyndman  
i Fan [1996]. Na kolejnych rysunkach przedstawiono metody estymacji i wyniki 
estymacji różnych opisanych w tej pracy algorytmów wraz z kodami w R (rys. 2-4). 

 
 
Rys. 2. Odwrotność empirycznej dystrybuanty 
 
Źródło: Hyndman, Fan [1996]. 
 

 
 
Rys. 3. Liniowa interpolacja empirycznej dystrybuanty 
 
Źródło: Hyndman, Fan [1996]. 
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Rys. 4. Liniowa interpolacja empirycznej dystrybuanty 
 
Źródło: Hyndman, Fan [1996]. 
 
 
3. Modele regresji i metody estymacji 
 

Modele regresji mają na celu wskazanie wpływu zbioru zmiennych objaśnia-
jących na wybraną zmienną objaśnianą. Klasyczny model regresji liniowej jest 
wartością oczekiwaną rozkładu warunkowego zmiennej objaśnianej. Model regre-
sji kwantylowej jest rozkładem warunkowym kwantyla odpowiedniego rzędu.  

Rozważmy model liniowy y = β0 + xTβ +ε , prawie wszędzie, wówczas: 
 

E[Y |X = x] = xTβ. 
 

Następnie rozważmy funkcję regresji względem rozkładu warunkowego dowol-
nego kwantyla rzędu τ: 
 

Q(τ |X = x) = β0 + Qε (τ ) + xTβ. 
 

Estymacje przeprowadzamy odpowiednio metodą najmniejszych kwadratów 
(rys. 5 i 6) oraz metodą najmniejszych bezwzględnych odchyleń1. Dla modelu 
liniowego: yi = β0 + xTβi + εi wyznaczamy rozwiązania: 

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ MNKMNK ββ ˆ,ˆ

0  argmin( ∑
=

n

i 1
(yi − β0 + xTβi )2), 

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ LADLAD ββ ˆ,ˆ

0  argmin( ∑
=

n

i 1
|yi − β0 + xTβi |). 

                                                 
1  LAD – Least Absolute Deviation – metoda najmniejszych bezwzględnych odchyleń. 
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2009, Trzpiot, Majewska, 2010] W tym artykule wykorzystano dostępną bazę 
danych, aby wskazać możliwość pracy na zbiorach niekoniecznie posiadających 
wartości odstające. Niezależną ścieżką badawczą są zastosowania regresji kwan-
tylowej z parametrem przestrzennym [Trzpiot, 2014; Trzpiot, Orwat-Acedańska, 
2016]. Prace aplikacyjne w powiązaniu z miarami ryzyka to osobne rozważania, 
często modele mają wówczas charakter modeli dynamicznych w odniesieniu do 
szeregów czasowych.  
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GEOMETRIC PROPERTIES OF THE QUANTILE REGRESSION 
 
Summary: The use of ordinal measures, including quantles, is found in various areas of 
application, in particular robust statistics. The retreat from the classical approach based 
on the moments of random variables is usually the result of a data set that does not meet 
the assumptions of the models. The first two moments of the random variable, on which 
we are building the regression models, are not adequate in describing the sets of observa-
tion data sets. Data sets with asymmetric distributions should also not be analyzed using 
regression models estimated by MNK. The aim of this paper is to present the geomet-
rical properties of quantile regression. This methodological approach uses the values of 
the distribution of the random variables by determining the set of quantiles and the set of 
regression models. 
 
Keywords: quantiles, quantile regression, property of quantile regression models. 


