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GEOMETRYCZNE WEASNOSCI
REGRESJI KWANTYLOWEJ

Streszczenie: Zastosowania miar porzadkowych, w tym kwantyli, znajdujemy w roz-
nych obszarach zastosowan, w szczego6lnosci w statystyce odpornej. Odejscie od kla-
sycznego podej$cia bazujacego na momentach zmiennej losowej wynika zazwyczaj
z analizowanego zbioru danych, ktéry nie spelnia zalozen modeli. Dwa pierwsze mo-
menty zmiennej losowej, na ktorych budujemy dalej modele regresji, nie sg adekwatne
w opisie zbioréw danych z obserwacjami odstajacymi. Zbiory danych z asymetrycznymi
rozktadami réwniez nie powinny by¢ analizowane z wykorzystaniem modeli regresji
estymowanych MNK. Celem artykutu jest prezentacja wlasnosci geometrycznych regre-
sji kwantylowej. To podejscie metodologiczne wykorzystuje warto$ci rozktadu, wyzna-
czajac zbior kwantyli oraz zbior modeli regresji.

Stowa kluczowe: kwantyle, regresja kwantylowa, wtasnosci modeli regresji kwantylo-
wych.

JEL Classification: C14, C20, C21.

Wprowadzenie

Regresja kwantylowa pozwala na estymacje wptywu zmian warto$ci roz-
ktadu zmiennej objasniajacej na rozklad zmiennej objasnianej. Podstawowe
zasady przyswiecajace temu podejsciu znajdujemy w pracy autorow Koenker
i Bassett [1978] oraz podje¢te raz jeszcze w pracy Koenker [2005]. Wykorzysta-
nie tego podejscia jest coraz powszechniejsze, zwlaszcza w analizach zbiorow
o zalezno$ciach nieliniowych czy o obserwacjach odstajacych, dla ktérych po-
dejmujemy si¢ oceny ryzyka wystapienia zdarzen.
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W ilosciowym zarzadzaniu ryzykiem miary ryzyka stuza do okreslania pre-
ferencyjnego porzadku wsrod pozycji finansowych z losowym wynikiem. Pozy-
cja finansowa jest postrzegana jako zmienna losowa, ktéra odwzorowuje kazdy
stan natury x w rzeczywista warto$¢. Wartos¢ zmiennej losowej odpowiada wy-
nagrodzeniu (lub jest to stopa zwrotu) zapewnianemu przez instytucje finansowa,
gdy wystapi stan x. Miary ryzyka majg na celu uwzglednienie kompromisu miedzy
warto$ciami, jakie moze zajmowac pozycja finansowa, a ryzykiem lub zmienno-
$cig tych warto$ci. Wybor miary ryzyka okresla profil ryzyka inwestycyjnego.
Miara ryzyka, jaka jest warto$¢ zagrozona (VaR), kwantyl rozktadu prawdopo-
dobienstwa dla stopy zwrotu z inwestycji, zostata wykorzystana w instytucjach
finansowych [RiskMetrics, 1995]. Miara ta zostata skrytykowana za brak wy-
krywania niekorzystnych warto$ci stop zwrotu w ogonie rozktadu prawdopodo-
bienstwa [Donnelly, Embrechts, 2010; Trzpiot, 2007a; 2007b; 2009a]. Wprowadzo-
no klasy ryzyka, ktore spelniajg pewne pozadane wiasciwosci. Klasa wypuktych
miar ryzyka [Follmer, Schied, 2002] obejmuje monotonne i wypukte odwzoro-
wania, ktore posiadaja wlasno$¢ niezmienniczosci translacji. Koherentne miary
ryzyka [Artzner i in., 1999] stanowig podklase wypuklych miar ryzyka, sa to
miary dodatnio homogeniczne. Mogg by¢ wyrazone jako najgorszy oczekiwany
wynik portfela, gdy miara prawdopodobienstwa stop zwrotow z aktywow zmie-
nia si¢ w zbiorze niepewnych stop zwrotu [Artzner i in., 1999; Trzpiot, 2016].
Warunkowa warto$¢ zagrozona (CVaR), czyli oczekiwana warto$¢ portfela na
ogonie rozktadu stopy zwrotu portfela, ktora lezy poza ustalonym kwantylem
rozktadu, jest koherentng miarg ryzyka. Optymalny portfel wykorzystaniem CVaR
mozna wyznaczy¢, wykorzystujac roézne estymatory [Rockafellar, Uryasev,
2000; Trzpiot, 2007a; 2007b; 2008; 2009a; 2009b]. W artykule podejmujemy
problem geometrycznych wlasno$ci regresji kwantylowej celem wskazania zalet
metodologii, ktora jest wykorzystywana w wielu analizach, a w szczegdlnosci
w opisie ryzyka, w tym finansowego.

1. Funkcja kwantyli rozkladu zmiennej losowej

Rozwazamy przestrzen probabilistyczng (€, F, P) oraz klasg¢ zmiennych lo-
sowych L'(Q, F, P). Dystrybuanta zmiennej losowej Y € L'(Q, F, P) bedzie
zapisana jako F(y) = P(Y < y).

Funkcja kwantyli zdefiniowana jest nastepujaco:

Of(u)=inf {y € R: Fy (v) > u},

. s s o . -1 . .
co mozna zapisa¢ rownowaznie Qx(u) = F, (u) Mozemy rozwazac:
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Onu) =sup{y € R: Fy (y) <u}.

Zatem dla dowolnej rosnacej transformacji ¢, O,y (7) = H(Qy (7)).

Rys. 1. Przyktadowe wykresy funkcji dystrybuanty i funkcji kwantyli

Zrédto: Opracowanie whasne.

Poprzez definicj¢ przytoczong powyzej otrzymujemy zapis dla rozktadow
warunkowych F(y[x) = P[Y < y|X = x] i rtownowaznie Qy(u) = F "(ulx).

2. Estymacja kwantyli rozkladu zmiennej losowe;j

W badaniach niezwykle istotny jest problem estymacji parametrow popula-
cji, w tym kwantyli. Rozwazmy probe prosta {yi, ..., v,} pochodzaca z populacji
z dystrybuantg F.

Zapiszemy Q, = argmin{E [R?. (Y — ¢)]}, gdzie Y ma dystrybuante F oraz

O .=argmin{ ¥ RY, (i q)}, dla funkcji ryzyka:
i=1
R'(uw)=u-(r—1u<0)), r [0, 1].
Wowczas dla n — oo:
n(0.—0) - N, (1= 90,

gdzie fjest funkcja ggstosci zmiennej Y.
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Estymacje empirycznych kwantyli na podstawie proby, ktére mozemy wy-
kona¢ z wykorzystaniem Minitab i SPSS, zostaly opisane w pracy Hyndman
i Fan [1996]. Na kolejnych rysunkach przedstawiono metody estymacji i wyniki
estymacji roznych opisanych w tej pracy algorytmow wraz z kodami w R (rys. 2-4).

> set.seed(2); X=rnorm(9)

S ] > Q=quantile(X,u,type=1)
o | C'ﬂX[np]:n + (1 - (I)X[np]Jrl:n
i where

° Xl:n < X?:-n < - < X-n:n

r T T T ]
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

probability level

Rys. 2. Odwrotnos$¢ empirycznej dystrybuanty

Zrodto: Hyndman, Fan [1996].

> set.seed(2); X=rnorm(9)
> Q=quantile(X,u,type=4)

2.0
1
.

linear interpolation between points
{(p{’!‘) XA‘.:N): k= 1 tee ??,}
‘Z‘.

[ T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

probability level
Rys. 3. Liniowa interpolacja empirycznej dystrybuanty

Zrodto: Hyndman, Fan [1996].
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> set.seed(2); X=rnorm(9)
> Q=quantile(X,u,type=6)

20

linear interpolation between points

{(j’)(:li),X;‘-:.”); k=1,--- ._'H}

10

0.5

L
n+1

00

plk) =

-0.5

I T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

DFOBBDIIJIY level
Rys. 4. Liniowa interpolacja empirycznej dystrybuanty

Zrodto: Hyndman, Fan [1996].

3. Modele regresji i metody estymacji

Modele regresji maja na celu wskazanie wplywu zbioru zmiennych objasnia-
jacych na wybrang zmienng objasniang. Klasyczny model regresji liniowej jest
warto$cig oczekiwang rozkladu warunkowego zmiennej objasnianej. Model regre-
sji kwantylowej jest rozktadem warunkowym kwantyla odpowiedniego rzedu.

Rozwazmy model liniowy y = f + x" B +¢, prawie wszedzie, wowczas:

E[Y|X=x]=x"p.

Nastegpnie rozwazmy funkcje regresji wzgledem rozktadu warunkowego dowol-
nego kwantyla rzedu «

O(r|X=x)=H+0:(7) +x'B
Estymacje przeprowadzamy odpowiednio metodg najmniejszych kwadratow

(rys. 5 i 6) oraz metoda najmniejszych bezwzglednych odchylen'. Dla modelu
liniowego: y; = f + X' B+ &; Wyznaczamy rozwigzania:

(A 0 ) i £ 0 ),

(854D 4P )= argmin( il i o+ X5

' LAD — Least Absolute Deviation — metoda najmniejszych bezwzglednych odchylen.
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Rys. 5. Zbior obserwacji i liniowa funkcja regresji

Zrédto: Opracowanie whasne.

Rozwazajac zadanie takie, ze rozklad X jest symetryczny oraz E[e|X] = M.
[e|X] = 0, woéwczas (/}(])V[NK , /}MNK j oraz (/}OLAD ,ﬁLAD j sa zgodnymi es-

tymatorami parametréw ( 0B ) Rozwazajac przypadek taki, ze rozktad elX

nie jest symetryczny, ale E[€|X] = 0, wowczas ﬁMNK oraz

5LAD
B

sg zgodnymi

estymatorami £. Jezeli M.[g|X] =y, wowczas ﬁé AD jest zbiezne do Sy + 7.

80 100 120
1 1 1

dist

speed

dist
0
1

Iﬂ']ﬂ/l

Rys. 6. Reszty regresji oraz liniowa funkcja regresji

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Estymator wyznaczony metoda najmniejszych kwadratow, zapisany jako

,BMNK , jest rozwigzaniem réwnania rOwnowaznego:
B = argmin{E([E[Y [X=x] — x"8"]}.
W swojej pracy Angrist, Chernozhukov i Fernandez-Val [2006] udowodnili, ze:

B. =argmin {E [0, (8)(0-[Y |X=x]-x"B1},
gdzie:

o, (B) = g (1 = wfy(ux" B+ (1 = w)Q, [Y |X = x])du.

Tak zaproponowana metoda pozwala na wyznaczenie [, , ktore jest najlep-

sza wazong Sredniokwadratowa aproksymacja regresji kwantylowej, w ktorej
wagi zalezg od $redniej warunkowej funkcji gestosci ¥ wzgledem x' 8.
Aby estymatory byly zgodne, musza by¢ spelnione pewne warunki:

— obserwacje (Y, X;) muszg by¢ (warunkowo) niezalezne oraz o tym samym
rozkladzie,

— regresory (zmienne objasniajace) musza mie¢ ograniczony drugi moment
sktadnik losowy, € jest zmienna losowa ciggla X;, z mediang wynoszacag 0
(scentrowana),

— wlasno$¢ ,,lokalnej identyfikacji” [f(0)XX'] jest dodatnio okre$lona.

Zatem regresja kwantylowa moze by¢ postrzegana jako iteracyjna metoda naj-

mniejszych kwadratow. Wybieramy poczatkowe A%, np. B™ . W kroku k przyj-
(k)

mujemy &, =Y, —xl.T ﬂ(kfl), a nastgpnie definiujemy wagi a)ik) =RT(€I.(k))

i wyznaczmy wazong MNK, aby estymowa¢ 8% .

8 a 8 4 3
g 4 8 4 P an%
8 /"a/ 0%
g o ° ) o o S 4 s
o © o 7 I
o & 9 d / g
g 24 0 3 § g A
a o0 g S © o0 o
o’ 0 So s
Y yayd ‘o
g < oo® - A4 6‘6 g
. ot o g 4 yd //6/96 (
08 apo o /j/oﬁ “ag” o
al o 28 % 5 554
o Ao Rq 7 20 Ay A
0 e y. //_ ,/UD,-—
0./ /
o //’ / /-
a 4 o a A0, J Ve
T T T T T T T T T T T T
s 10 15 20 25 EL s 10 15 20 25 3
speed speed

Rys. 7. Modele warunkowej $redniej oraz modele warunkowych kwantyli

Zrodto: Opracowanie whasne.



152 Grazyna Trzpiot

W klasycznym zadaniu regresji, w szczegolnosci dla zmiennych losowych
ciaglych, rozwiazujemy zadanie E[Y |X = x] = | dey\ X=x(y). Wyznaczajac
R

regresje kwantylowe, probujemy rozwigzac¢ zadanie (rys. 7):
QYlX:x(u) = lnf{y : pr(:x()/) 2 u}~
Jak zaproponowano w pracach Newey, Powell [1987] oraz Li, Racine [2007]:

Q y|x:x(u) = 11’1f{y . ﬁ y|x=x()/) > u},

gdzie F v x=«(y) moze by¢ estymatorem jadrowym dystrybuanty rozktadu wa-
runkowego.

4. Wybrane wlasnosci regresji kwantylowej

Mozemy zaobserwowacé, ze regresja medianowa zawsze ma dwie obserwa-
cje, na ktorych budujemy model. Zaczynamy od linii regresji:

yi= ot pixi

Wprowadzamy transformacje: y; = (£ = €)+ Six;, a nastepnie wyznaczamy:

minimum ibﬁ - (ﬂo + ﬂlxi] :
i=1

Rys. 8. Wiasnosci geometryczne regresji medianowej — przesunigcie

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Przesunigcie w gore od wyznaczonej linii obniza warto$¢ sumy o &, az mi-
niemy punkt po lewej, a nastepne przesuniecie bedzie powicksza¢ sume (rys. 8).
Musimy ming¢ pewien punkt (suma jest liniowa w &). Rozwazmy teraz obrot
linii wzgledem punktu wspierajacego (rys. 9). Jezeli obrot bedzie w gore (zgod-
nie z kierunkiem osi OY), woéwczas powigksza si¢ wartos¢ sumy (duzy wpltyw
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punktu po prawej) Jezeli obrot bedzie w dot (kierunek przeciwny do skierowania
osi OY), woéwczas pomniejszmy wartos¢ sumy (az osiggniemy punkt po prawej).

Rys. 9. Wiasnosci geometryczne regresji medianowej — rotacja

Zrodto: Opracowanie whasne

Jezeli obrét bedzie w dot (kierunek przeciwny do skierowania osi OY),
wowczas pomniejszmy warto$¢ sumy (az osiggniemy punkt po prawej). Zatem
regresja medianowa posiada zawsze dwa punkty wspierajace”.

Rozwazymy wybrane transformacje regresji kwantylowej:

1) Réwnowaznik skali: Dla dowolnego o > 0 oraz 7 € [0, 1]:

B.(a¥.X)= af.(Y.X)and B, (-a¥.X)=—af,_, (Y.X);

2) Réwnowaznos$¢ po reparametryzacji:
Macierz A ma wymiary p X p oraz 7 € [0, 1]:

B.(YXA)=A" B (Y.X).

Wykorzystamy dla ilustracji wizualizacji omoéwionego odwzorowania
7> [5. prace Abrevaya [20017’.

21> library (quantreg),

2 > fit <- rq(dist ~speed , data =cars , tau =.5),
3 > which (predict (fit)== cars $ dist.
? Badania dla duzej proby noworodkow w latach 1992-1996 w USA.
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Rys. 10. Regresja kwantylowa dla zmiennej objasnianej wiek matki oraz zbior danych:
wiek matki oraz waga noworodka

Zrodto: [www 1].

Wykorzystywano zbidr zmiennych takich jak: ple¢ noworodka, rasa, wy-
ksztatcenie matki, opieka zdrowotna, waga noworodka, wiek matki, palenie papie-
roséw przez matke oraz wyznaczono regresje kwantylowe dla réznych przekrojow
zmiennych. Uzyskano znaczaca istotno$¢ modeli dla dolnych kwantyli oraz maty
wpltyw dla wysokich kwantyli (rys. 10 i 11): pte¢, palacz, waga noworodka, wy-
ksztatcenie (SEXM, SMOKERTRUE, WEITHGAIN, COLLEGETRUE), regre-
sja kwantylowa dla zmiennej objasnianej wiek matki. Dopasowanie MNK nie
jest w tym zbiorze liniowe, dla zmiennych objasnianych (rys. 11) dopasowuja
si¢ funkcje wielomianowe, ktore sg trudne w interpretacjach. Zbidr danych jest
dostepny online, stanowi dobry przyktad sytuacji, gdy regresja kwantylowa jest
bardziej uzyteczna, odnosi si¢ bowiem do rozktadéw badanych zmiennych. In-
terpretacja modeli regresji kwantylowych jest analogiczna, jak dla klasycznej
regresji, ale odnosi si¢ do warto$ci warunkowego kwantyla rozktadu [Machado,
Mata, 2005; d’Haultfoeuillle, Givord, 2014].
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Rys. 11. Wplyw zmiennych objasniajacych takich jak pleé, palacz, waga noworodka,
wyksztatcenie (SEXM, SMOKERTRUE, WEITHGAIN, COLLEGETRUE),
regresja kwantylowa dla zmiennej objasnianej: wiek matki

Zrédto: [www 1].

Podsumowanie

W pracy omowiono wybrane whasnosci funkcji kwantylowych oraz regresji
kwantylowych w powigzaniu z réznymi metodami estymacji regresji kwantylo-
wej. Wskazano na r6zne metody wykorzystywane w estymacji modelu, jak row-
niez mozliwosci wizualizacji wynikow z wykorzystaniem programéw kompute-
rowych. Regresja kwantylowa jest metoda stosowana z uwagg w roéznych
zastosowaniach. Kojarzona jest z miarami ryzyka na ogonach rozktadow i temu
zagadnieniu poswieca si¢ w wigkszoséci prace badawcze [Trzpiot, Krezotek,
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2009, Trzpiot, Majewska, 2010] W tym artykule wykorzystano dostgpna baze
danych, aby wskaza¢ mozliwo$¢ pracy na zbiorach niekoniecznie posiadajacych
wartos$ci odstajgce. Niezalezng Sciezka badawczg sa zastosowania regresji kwan-
tylowej z parametrem przestrzennym [Trzpiot, 2014; Trzpiot, Orwat-Acedanska,
2016]. Prace aplikacyjne w powigzaniu z miarami ryzyka to osobne rozwazania,
czesto modele majg wowczas charakter modeli dynamicznych w odniesieniu do
szeregdw czasowych.
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GEOMETRIC PROPERTIES OF THE QUANTILE REGRESSION

Summary: The use of ordinal measures, including quantles, is found in various areas of
application, in particular robust statistics. The retreat from the classical approach based
on the moments of random variables is usually the result of a data set that does not meet
the assumptions of the models. The first two moments of the random variable, on which
we are building the regression models, are not adequate in describing the sets of observa-
tion data sets. Data sets with asymmetric distributions should also not be analyzed using
regression models estimated by MNK. The aim of this paper is to present the geomet-
rical properties of quantile regression. This methodological approach uses the values of
the distribution of the random variables by determining the set of quantiles and the set of
regression models.

Keywords: quantiles, quantile regression, property of quantile regression models.



