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DRUKARNIA NARODOWA W KRAKOWS



Ksigzka niniejsza powstala z wykladow, jakie
0 tym temacie miatem w roku 1934/35. Przy jej
uktadzie korzystalem wiele z pomocy mej Zony.
Pannie "Lidji Stankiewiczownie zawdzieczam prze-
prowadzenie sumiennej korekty oraz uwagi doty-
czace pewnych miejsc tekstu. Obu Paniom skladam
na tern miejscu serdeczne podziekowanie.

Krakow 1935.






Rozdziat |.
Przeglad poje¢ zasadniczych.

Zastanawiajac sie nad podstawami teoretycznemi
arytmetyki, musimy sobie uswiadomic fakt, ze czy-
nigc to, wkraczamy na teren niezmiernie bliski pod-
staw matematyki wogdle. Tu juz gra¢ poczynajg zna-
czacg role pojecia i rozroznienia, ktére znajduja sie
na pograniczu matematyki i logiki formalnej. My
atoli nie mozemy wkracza¢ w peini na tereny poza-
matematyezne. Jest to dziedzina badan podzisdzien
do$¢ ptynna i niezupetnie tez opanowana. Musimy
obra¢ pozycje skromniejsza, potozong nieco powyzej
samych podstaw. Wystarczy nam tu, jesli doko-
namy tylko pewnego przegladu pojec zasadmczych
ktoremi postugiwac si¢ bedziemy w dalszym ciggu.
Ale i tak nie mozemy stana¢ na gruncie uznawa-
nym bezspornie przez wszystkich. | tu musimy
obra¢ jedno ze stanowisk szczeg6lnych. Pozycja,
ktérg zamierzam zajgé bedzie stanowiskiem, do ja-
kiego doprowadzity mnie rozwazania wiasne, ktérym
w calej petni nie moge daé tu wyrazu, odsytajac
czytelnika do prac mych, poswieconych specjalnie
tym zagadnieniom. Nie zamierzam tu zajmowac sie
jednak logikag matematyczng, lecz matematyka, po-
stugujaca sie wihasciwym jej, od wiekéw wyrobio-
nym jezykiem. To lez po zwieztym przegladzie pojec
podstawowych, znajdziemy sie zaraz na terenie kia-
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sycznym matematyki. Nie sadze jednak, aby zapo-
znanie si¢ z pewnenii pojeciami z pogranicza lej
nauki mogto przynies¢ szkode czytelnikowi, zwia-
szcza, gdy ma sie to przyczyni¢ do usystematyzo-
wania wyktadu zagadnien, ktéremi mamy sie tu
zajmowac.

8§ 1. Orzeczenia i kwantyfikatory.

1. Typ zdan matematycznych. Tak jak
kazda nauka teoretyczna, réwniez 1 matematyka
wypowiada o pewnych przedmiotach pewne orze-
czenia. Orzeczenia A, B, <p, \[r mogg by¢ wypowie-
dziane o jednym przedmiocie a, X, y w postaci:

Al(0) czy B(X), a(y) it p.

[ezyt.: 4 zachodzi dla a, B zachodzi dla x it d.]
lub o wiecej przedmiotach jednoczesnie, w postaci:
Afa,b), P(xy), Gy, 2)

[czyt.: A zachodzi dla aib, f> zachodzi dla x iy,

»| zachodzi dla x, y i 2\

Orzeczenia same nazywa Frege i Russell
funkcjami zdaniowemi (propozycjonalnemi), Hilbert
za$ i jego szkota [Ackermann, Bernays] predyka-
tami.

Orzeczenia moga. by¢ jedno, dwu i wiecej-
podmiotowe, to znaczy odnosi¢ sie do jednego, dwu
lub wiecej przedmiotow.

Przyktady: x jest liczbg catkowity, x <,
z =X - /. [Russell méwi o funkcjach zdaniowych
jednej, dwu czy wiecej zmiennych (logicznych)].

Orzeczenia odnosi¢ sie mogg (w danem zdaniu
matematycznej treSci) do przedmiotdéw szczegdlnych
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jak naprz.: 2 <5, 6 jest podzielne przez 2, lub
oy6lnych (nieoznaczonych) jak w zdaniach:
x>y hz, a=x, aa—l=(@--1)@—1 it p
Jezeli orzeczenia odnoszg sie do przedmiotdéw
oyllnych, moga by¢ opatrzone kwantufikatorami.
Przez kwantyfikator, odnoszacy sie do podmiotu
(zmiennej) x w orzeczeniu A rozumiemy jeden z dwu
zwrotéw: ,dla kazdego x“ oraz ,istnieje x'\ Przy
pomocy kwantyfikatorow tworzymy:
(1) dla orzeczen ksztattu A(r)

zdania typu:
»dla kazdego & zachodzi /Ha;)"
ew. »istnieje x takie, ze zachodzi A(x)“

Woprowadzajgc oznaczenia Russella dla tych

ZWIOOW: VA () i (7a) 1(®) lub

Hilberta (NAX i (EX)A()

uzyskalibySmy mozno$¢ krétszego sposobu pisania

tych zdan. Przyjgwszy je na chwile, mamy dalej:
(2) dla orzeczen typu /l(a: y) zdania:

0*0 (i) A(wny), ) A(X, ),
x) (E(y/; l(a,,y; EExg %My)A(x y),
ktore czytelnik sam z fatwoscig przeczyta i zinter-
pretuje.
Podobnie tworzylibySmy zdania z kwantyfika-
torami dla orzeczen o wiecej niz dwu podmiotach.
Przykiady:
»dla kazdego X, jezeli a; jest catkowita, 2a; jest
rowniez catkowitg",
nistnieje x takie, ze t jest catkowite i a2 = 16
»dla kazdego X istnieje y takie, ze
X=y it d



Kwantyfikator lypu (a) {,dla kazdego a;“} na-
zywa sie uogoblnieniem (generalizacjg), kwantyfika-
tor za$§ (Ex) czy (3x) (,istnieje a-"} uszczegdlnie-
niem (partykularyzacja) swej zmiennej X.

Uszczeg6lnienie wyraza tez ,,istnienie* (kwan-
tyfikator egzystencjonalny).

W dalszym ciggu chcemy sie postugiwaé trady-
cyjnym jezykiem matematycznym. Ten atoli posiada
swe odrebne wiasciwosci w uzywaniu kwantyfi-
katorow, przyczem czyni to w spos6b nie zawsze
tak precyzyjny, do jakiego zdolnym jest jezyk lo-
giki formalnej. Zwrocimy wiec uwage na kilka spo-
sobéw zaznaczania kwantyfikatorow w jezyku nor-
malnym.

(1) Uogolnienie wyraza jezyk polski stowami
»kazdy“, ,jakikolwiek®, ,dowolny* ew. ,zaden“
(przy przeczeniu).

(2) Zgodnie z tradycjg matematyczng bedziemy
uwazali, ze w zdaniu inatematycznein kazda zmienna
nieopatrzona (w wypowiedzi zwyczajnej) kwanty
fihatorem posiada w rzeczywistosci kwantyfikator,
ktéry ja uogolnia.

Naprz.: x =X ma oznacza¢ rad \x =..r).

.Jezeli u i b sg catkowite, to u-\-b—b-\- «*
ma oznacza¢: ,dla kazdego « i kazdego b, jezeli
a i b sg catkowite, to a-\-b — b~)-au.

(3) Kwantyfikator uszczego6lniajacy (,,istnienie)
jest zazwyczaj ukryty w jezyku codziennym pod
stowkami: pewien, jaki$, niektory it p.

Naprz. x2 =4 dlajakiego$ x
oznacza: ,islnieje x takie, ze x2 =4*

,.Niektore liczby catkowite sg pierwsze” oznacza:
»istniejg x takie, ze x sg catkowite i pierwsze*
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Wystepuje tu na jaw okolicznos¢, ze stéwko
niektéry* (a podobnie i inne jak ,jakis“, ,kto-
ry$") wyrazajg kwantyfikator istnienia i jednocze-
$nie zmienng, do ktérej on sie odnosi.

(4) Wygodnym i zgodnym ze zwyczajami ma-
tematyki jest tez sposob wystawiania sie, polega-
jacy na tern, ze:

(1) A(X) wypowiadamy w postaci:

A(x) (zachodzi) dla kazdego x,

(Ex) I(@) natomiast jako:

A(X) (zachodzi) dla pewnych x.
W tej postaci kwantyfikator jest zaznaczony po
wypowiedzeniu odno$nego orzeczenia.

8 2. Zbiory i klasy.

2. Zbiory. W praktyce matematycznej orze-
czenia 0 jednym podmiocie (jednej zmiennej) pro-
wadzg do utworzenia pojecia zbioru. Jezeli naprz.
A jest tego typu orzeczeniem i chcemy zaznaczyc,
ze zachodzi ono dla przedmiotu a, to procz zapisania
tego w postaci ! (u) praktyka matematyczna po-
zwala postgpi¢ w sposob nastepujacy:

Tworzymy, na razie czysto nominalnie, zwrot:
,000t x takich, ze zachodzi /1(J)"

- symbolicznie: (i) A(.

Zaznaczamy fakt zachodzenia I(r/) méwigc, ze:

N nalezy do ogétu x, takich, ze zachodzi .4(ii)*,

— symbolicznie:
IW*(3M(«)“.
,0g0l x takich, ze zachodzi /1(i?)" nazywamyT
tez ,,zbiorem x-ow takich, ze zachodzi



Wprowadzamy dla poszczegélnych zbioréw, droga
kazdorazowej umowy, krotkie oznaczenia naprz.
af  CYN it p, o ile tego wymaga praktyka.
Technika postugiwania sie zbiorami wytworzyfa
obszerny zapas pojec i termindw, ktérego niezbedne
elementy poznamy obecnie.

3. Najwazniejsze pojecia i terminy
teorji zbiorow.
. Przynalezno$¢. Jak juz wiemy, zwrot:
a nalezy do cc czy aec
oznacza, ze dla a zachodzi orzeczenie A, o ile
oznaczato (X) A (x).
Zaprzeczenie zdania typu aea zapiszemy sym-
bolicznie w postaci:
0.~ EK
\a nie nalezy do a],
R. Zamieranie sie. Powiemy, ze zbior a zawiera
sie w zbiorze B, chcac zaznaczy¢, iz:
»dla kazdego x, jezeli x nalezy do ct,
to x nalezy do R*“

Postugujac sie znakiem wynikania 3 dla skro-
cenia: ,,jezeli .... to“, zapisalibySmy w symbolach:
CR.Jk. cc zawiera sie w . —,

(1) {xFc 3 xeB}
[= czyt. ,0znacza“ lub ,réwna sie z definicji“].
Dzieki umowie poprzedniej mozemy zapisaC to
jeszcze kroceyj: B
ccCR.UL. x. fecc 3x B,

gdyz opuszczenie kwantyfikatora (&) nie doprowa-
dzi tu do nieporozumien.
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V- Identyczno$¢. Powiemy, ze zbi6r o jest iden-
tyczny ze zbiorem B, jezeli:
aCRiRBRCa.
Symbolicznie:
a=1R.=.aCR.RCcc

czyt. ,,i* — tak samo i t. d. miedzy
poszczeg6linemi zdaniami],

6. Suma, iloczyn i rdznica zbioréw.

Jezeli ¢ i B sg zbiorami, to okreSlamy sume
cc-|-,,B, iloczyn ccXmf, rdznice cc- R zbiordw
¢ i B odpowiednio przez:

,,0g0t x takich, ze x nalezy do a lub x nalezy do R“;
,,0g0la; takich, ze x nalezy do a i x nalezy do R;
,0g0l x takich, ze x nalezy do c¢ i X nie nalezy do R*.

Uwagi. 1. Suma, iloczyn i réznica zbiorow sg
dalej zbiorami. Dla oznaczenia uzyto znakow -]-,,,
Xi», —w, gdzie (,) ma przypomina¢, ze mowa tu
0 zbiorach czyli mnoyoSciach. W praktyce 6w zna
czek (,,) opuszczamy, o ile to nie stwarza niepo-
rozumien.

2. Wprowadzajac dla ,,lub* symbol v — przy
czem przez zachodzenie p v 1y rozumiemy zacho-
dzenie cho¢ jednego ze zdan p czy q, napiszemy
nasze umowy symbolicznie:

«+,.B.=.() {xecw v XER}
€ X« B.=.(rf) {ajecc . a;eR}

cc—R.=. (x) {xccc . x~el}
Przyktad. Nb.;
. =. (V) {t jesl catkowite, podzielne przez 2},

13, ==. (1) {a; jest catkowite, podzielne przez 3}.



Witedy
cc —m B = ogot catkowitych podzielnych przez 2 lub 3,
¢ X B = ogot catkowitych podzielnych przez 6,
ct—», B —ogot catkowitych parzystych niepodziel-
[nych przez 3.

e. Zbior jednostkowy. Zbior, do ktérego ma na-
leze¢ dany element a i tylko ten oznaczymy przez
{o}

[czyt.: (za Peano: Formulario di Mateinatica)
vizos au — Peano pisze ia, Russell i’a].
Zbiér {a} inozna utworzy¢ z predykatu: x =a,
gdzie = oznacza identyczno$¢, w ten sposob:
(@} = (&) (@ =a).
3. Zbior pusty. Zbiér u nazwalibySmy pustym,
gdyby zachodzito ogdlnie:

(x) {x ~ ea},
a wiec:
»dla kazdego x, X nie nalezy do cc,
lub ,»dla zadnego X, x nie nalezy do cc*,

czy tez: ,,zadne x nie nalezy do cc*

Uw. Whbrew zwyczajowi logistykdéw nie wpro-
wadzam tu zadnego og6lnego znaku na zbi6r pusty,
jalcotez nie wypowiadam zadnego twierdzenia na
temat identyczno$ci zbioréw pustych miedzy sobi}.

4. Klasy. Dotychczas moéwiliSmy o zbiorach
tylko w znaczeniu nominalnem. Zbiér (x) (.,) miat
nam zastgpi¢ w pewien sposOb postugiwanie sie
orzeczeniem I(a;). Zamiast A (a) mogliSmy napisac
cza(*).1(r), zamiast A (o) v J!(/) zaznaczy¢, ze
ne(x) ' (.N-j-.(") B it d Bylby to tylko
zmiana sposobu wystawiania sie, podyktowana
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wzgledami na tradycje czy korzystnos¢. Czy mozna
jednak zbiory pojmowaé jako przedmioty autono-
miczne w tym sensie naprz., aby z nich tworzy¢
nowe zbiory, wypowiada¢ o nich orzeczenia, two-
rzy¢ teorje dziatan X», —», czy jeszcze in-
nych? Tak sadzit poczatkowo twdérca Teorji Mno-
gosci (czyli Zbioréw) Jerzy Cantor, tak sgdzili
Peano i Frege. Atoli pojawienie sie paradokséw
[Burali-Fortiego, Russella, Richarda, Berry’ego], na-
wiazujgcych zreszta do prastarych aporyj z epoki
sofistow greckich, przekonato matematykéw o ko-
niecznosci przeprowadzeniarewizji tego stanurzeczy.
Powstajg wtedy rdézne teorje ,typow logicznych*
jak, uproszczonal (nazwa pézniejsza) Russella
z The Principles of Maihematics (1903), normalna
Whiteheada i Russella z Principia Mathe-
mafica (1910, a wiasciwie juz z 1907), czystych
iyp6iv  Chwistka (1925), ew. ich odmianki.
Wszystkie te teorje wprowadzajg duze komplika-
cje techniczne i przez swe ograniczenia, zabez-
pieczajace teorje przed paradoksami, krepujg w du-
zej mierze swobode matematyka, odchylajgc sie
przytern znacznie od tradycji wiekowej tej nauki.
Proponuje juz od niejakiego czasu pewien sposob
usuniecia tych trudnosci, ktoérego zasady posta-
ram sie, w gtébwnych jedynie linjach, przedstawi¢
obecnie. Teorja, ktdrg proponuje zastgpi¢ rdézne
teorje typdw logicznych oparta jest o zasady wzgled-1

1 Wyki#ad teorji mnogosci oparty o rozbudowana prze-
zeninie uproszczonateorje typéw znajdzie czytelnik w mych
Podstawach Ogoélnej Teorji Mnogosci (1925) [wyd. wia-
Sciwie w 1924], Russell podat szkic teorji w Appendix B.
dzieta The Principles of Maihematics, str. 52G i nast.
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nosci i jednorodnosci logicznej. Sledzac uwaznie
strukture paradokséw teorji mnogosci (zbioréw) nie-
mozemy sie oprze¢ poczuciu, ze teorja zbioréw,
niczem nie krepowana, pozwala tworzy¢ zbiory zbu-
dowane z elementéw bardzo niejednokrotnie r6zno-
rodnych i ze nalezy od przedmiotow wymagac pew-
nej jednorodnosci, aby zrzesza¢ sig¢ one mogty
w zbiory, ktére poddawac mamy pozniej operacjom
i konstrukcjom teorji. Atoli pojecie jednorodnosci
jest bardzo wzgledne i bardzo nieostre. Aby uja¢
rzecz calg ze stanowiska formalnego, proponuje na-
stepujacy tok postepowania i zasady wytyczne:

(1) Sposrod wszystkich zbiorow wydzielimy
pewne, ktoére w odréznieniu od zbioréw wogdlc
nazywac bedziemy klasami.

(2) W pierwszym rzedzie, kazda nauka deduk-
cyjna, zbudowana aksjomatycznie przy pomocy
uktadu pojec¢ piei wolnych i postulatow, winna za-
decydowa¢ w obrebie tychze postulatow, ktore ze
zbioréw figurujacych wérdd jej poje¢ pierwotnych
(lub wtornych) zechce uwazaé za klasy.

Tak naprz. w aksjomatycznyin systemie aryl-
metyki liczb catkowitych uktadu Peanyl, gdzie po-
jeciami pierwotnemi sg O, Al,,, sery, mogtby figuro-
wac postulat dodatkowy: NO jest klasa. [Nie jest to
oczywiscie konieczne, by¢ moze, ze nie zechcemy
uwaza¢ catego NO za klase].

Pierwsza decyzja zatem co do charakteru kia
sowego pewnych zbioréw nie pochodzi od logiki,
lecz od poszczego6lnych leoryj dedukcyjnych, ktorel *

1 p. moja Arytmetyka Liczb Catkowitych, Krakéw
1932 Bibl. Koétka Mat. Kiz, U. U. 1. Nr. 1.
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tez za swa decyzje przyjmujg peing odpowiedzial-
no$¢. Jest to wyraz zasady wzglednosci pojecia
klasy.

Przyjmujac pewien zbiér za klase, stwierdza
dana teorja, ze uwaza elementy tego zbioru za do-
statecznie jednorodne, by zrzeszy¢ sie mogly one
w klase.

(3) Teorja klas przyjmie pod nazwa wtornych za-
sadjednorodnosci pewne reguty konstrukcyjne, ktore
wychodzac z klas (ew. z relacyj, o ktérych bedzie
mowa nizej) pozwolg nam otrzymywac nowe klasy
i w ten sposdb pierwotny zapas tychze, w danej
leorji rozszerza€.

Reguty te beda wyrazem dazenia do zacho-
wania dostatecznej jednorodnosci wsrdd elementdw
nowo utworzonych klas w stosunku do jednorod-
nosci elementéw klas pierwotnie nam danych.

Poznamy za chwile pewng ilos¢ tych regut, wy-
starczajgcg w praktyce. Zaznaczam jednak, ze nie
zamierzam tu budowac teorji klas wedle nowych
zasad, lecz jedynie zorjentowaé czytelnika w lem,
0 czein tu mowa.

(4) Teorja dedukcyjna, rozstrzygajac w swych
postulatach o charakterze klasowym pewnych zbio-
row i dotgczajac reguly dozwolonych konstrukcyj
klas dalszych, bierze na siebie obowigzek wyka-
zania, iz czynigc to, nie popadnie w sprzecznos¢
1 paradoks.

(w) Logika formalna niedopuszcza do rozwa-
zan:.a orzeczen o zbiorach, chyba, ze zbiory te sg
klasami [i analogicznie w stosunku do relacyj,
0 czem pozniej]. Zwroty takie, jak naprz.:

0 nalezy do (2-) s\ (x)
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nie sg orzeczeniem o zbiorze (X) A(r) {i przed-
miocie a\ ksztattu:

B{u.v),
gdzie za u wstawiono a i za a wstawiono (2)
chyoa, ze (x) A(®) jest klasa. Podobnie zwrot:

ACB,
gdzie A = (i) M(x), B=(x) N(X) nie jest orze-
czeniem o A i B, jakiem$

®(A,B),
lecz tylko skrétem orzeczenia:

(HF¥(*) 3A>)}

typu (1) ¢ (rr) — chyba, ze A i B sg klasami.

5. Najwazniejsze wtérne zasady jed-
norodnosci.

Podamy kilka zaledwie zasad tego rodzaju, po-
trzebnych nam w dalszym ciggu. Nie wystarczg
one, aby zbudowac¢ peing teorje klas, to jednak nie
lezy w naszych zamiarach.

Def. Klasy A i B nazwiemy jednorodnemi,
gdy istnieje klasa C, taka, ze:

AC C i BCC.

Uw. A i B majg byé klasami, C réwniez!

Reguta. Jezeli A i B sa klasami jednorod-
nemi, to A B, Ax,,,B, A—,,,B sg tez klasami
i to jednorodnemi z A i B

Reguta. Jezeli o jesl dowolnym elementem,
to \(i} jest klasa.

Zasady. Jezeli A jesl klasa, to istnieje klasa
pusta M zawarta w A.

Jezeli M jest klasg pustg zawartg w .l i B jest
klasg zawartg w A, to MCB.
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Tw. Jezeli M i N sg klasami pustemi, zawar-
temi w klasie A, to M—N.

Dem. Wtedy: MCA, JVCA, wiec MCA,
iVC M, stad M—N.

Tw. A wiec, gdy A jest klasg, to istnieje je-
dyna klasa pusta, zawarta w A.

Oznaczymy jg przez

Uw. Znaczek (A), wzglednie nawet  bedziemy
opuszczali w praktyce.

Tw. Gdy A i B sg klasami i A CU, to Offi = O™\

Dem.

0™ CACB, wiec OW C B, zatem 0«> C 0<;4,

ACB, wiec OMCA, zatem tez ONCOMN
Ostatecznie O™ =

Uw. Dzieki zatozeniom A i B sg jednorodne.
Tw. Gdy A i B sa klasami jednorodnemi, lo

OW = OWw.
Dem.

Wtedy istnieje klasa C taka, ze AC Ci B CC.
Stad: 0<A)=Cm i O™ =0<n wiec O™ = (An\

Reguta. Jezeli A i B sg klasami i istnieje
taki element a, ze cieA i aeB, to A B
jest klasg i temsamem A i B jednorodne, gdyz
ACA+mB i BCA-+mB.

Def. Rodzing klas nazwiemy klase, ktorej ele-
mentami sg klasy. Rodzina klas jest jednorodna,
gdy istnieje klasa, w ktorej zawarte sg wszystkie
elementy (klasy) tej rodziny.

Def. Suma Ti rodziny klas Ti nazwiemy:

,»,000l x takich, ze x nalezy do jednej z klas A
rodziny FE“



14

lloczynem O,,, TE nazwiemy:

,000t x lakich, ze x nalezy do kazdej klasy A
rodziny "K*.

Reguta. Suma rodziny jednorodnej klas jest
klasa, jednorodng z klasami tej rodziny.

lloczyn niepustej rodziny Kklas jednorodnych
jest klasa, jednorodng z klasami tej rodzinyl.

Uw. Nalezy zwréci¢ uwage, ze mowa tu o nie-
pustej rodzinie klas.

Rachunek klas stanowi¢ bedzie teorja dziatan
P, Xmy iy —nu w odniesieniu do Kklas.
Zasady tego rachunku, zgodne z naszemi ideami
nie bedg tu rozwazane w szczegoOtach. Historyczne
przedstawienie dawniejszych faz tego rachunku
znajdzie czytelnik w ksigzce J. Sleszynskieyo:
»Teorja Dowodu* (1926—29) Krakéw. Naktadem
Kétka Mat. Fiz. U. U. J.

§ 3. Stosunki i relacje.

6. Stosunki. Teorja orzeczen o jednym pod-
miocie prowadzi do tworzenia zbioréw i klas; ana-
logicznie teorja orzeczen o dwoch podmiotach po-
zwoli nam tworzy¢ i rozwaza¢ stosunki i relacje.

Niechaj M'(j; ij) bedzie orzeczeniem o dwu pod-
miotach (zmiennych) x i y. Tworzymy zwrot, na-
razie nominalny jedynie:

»stosunek miedzy x a y taki, ze zachodzi

A(Xx,y)a

1 Czytelnik zechce poréwnaé méj fascykul XLV z Mé-
morial des Sciences Mathém. Paris 1931 oraz mg Teo-
rje Mnogosci Punktowyck 1, Krakéw 1933.



15

Oznaczmy ten zwrot naprz. przez li. Otoz
umowimy sie, ze ilekro¢ zechcemy zaznaczy€, iz
zachodzi Af(a,b), bedziemy to mogli napisa¢ w po-
staci:

alib
i czytac: ,,a znajduje sie w stosunku li do ba

Zwrot stosunek miedzy x a y taki (lub: mo-

wigcy), ze zachodzi A(x y)a oznacza Russell sym-

bolem:
CYAXY),

przewaznie jednak wprowadzamy odrazu oznacze-
nia szczegodlne, jak naprz. li, S, T lub znak od-
rebny nieliterowy, jak naprz. |, =, < itp.

Stosunki stanowig cze$¢ skiadowg wiekszosci
zdan matematycznych, atoli spotykamy je rowniez
i na kazdym kroku w jezyku zycia codziennego:
[naprz.: x zna y, X jest ojcem ij it p.].

Teorja stosunkdéw stanowi najmiodszag gataz lo-
giki formalnej. Zapoczatkowana przez E. Schrodera
[Algebra der Logik, t. Ill] zostata rozwinieta przez
Russella i Whiteheada w Principia Mattie-
matica.

7. Z teorji stosunkow.

Podamy kilka najwazniejszych dla nas poje¢
i okreslen.

1. Zawieranie sie. Stosunek li zawiera sie w sto-
sunku S, gdy:

X iiy pocigga xSy dla kazdego x i //.

Przyktad: < i wsrad liczb.

2. ldentycznos¢, li jest identyczne z S, gdy R
zawiera sie w S i odwrotnie.
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3. Odwrotno$é. Odwrotnym do stosunku i

{piszemy R lub R~I} jest:

»stosunek miedzy x a y taki, ze zachodzi ijJix"

Przyklad: < i = wsrdd liczb.

Uw. ciJib i b R~la sg rébwnowazne, o ile sg
zdaniami.

4. Dziedzina stosunku. Dziedzing D'R stosunku
R jest zbidr:

,0g0t x takich, ze zachodzi xRy dla jakiego$ y*.

Przyktad: dla stosunku R, zrodzonego z orze-
czenia X—E(y) (entier), dziedzing jest ogot liczb
catkowitych.

5. Przeciwdziedzina stosunku. Przeciwdziedzing
stosunku R jest dziedzina R~I. Russell oznacza
ja przez Q'R.

6. Obraz zbioru ci poprzez stosunek R. Jest to
zbior okreslony w sposéb nastepujacy:

,0g0t z takich, ze zachodzi uRz dla jakiego$
u nalezacego do 0.

Oznaczamy Ow zbi6r przez R”a.

Przeciwobrazem zbioru a poprzez R bedzie:

R-1"a.

7. Suma, iloczyn, rdznica, kompozycja sto-
sunkow.

Suma, iloczynem, roznicg, kompozycjg stosun-
kéw R i S nazwiemy kolejno:

R-A~sS= (xy) {xRy lub xSy)
R Xts'=(xy) |[rRy i xS;}
R—s (Xy) {j RyiniexSy)
R\S =(xy) {lIstnieje z takie, ze
xRz i zSy).
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Suma, iloczyn, réznica, kompozycja (ztozenie) sto-
sunkow sg dalej stosunkami. Spotykamy sie z niemi
bardzo czesto w matematyce, a takze i w jezyku
faktow konkretnych.

8. Kilka waznych typoéw stosunkow.

1. Stosunek H jest samozwiotmj (refleksyjny),
jezeli:

’ zachodzi xlix dla kazdego x nalezacego do
dziedziny lub przeciwdziedziny Ii.

Przyktad: przystawanie czy podobienstwo w geo-
metrji, rownos¢, podzielnos¢ i t. p.

2. Stosunek Ii jest odwracalni] (symetryczny),
lezelii - .

x liij pocigga stale y Hx.

Przyktad: =, ||, J_, .jest pierwsze wzgledem",
»przystaje” it p.

3. Stosunek li jest przechodni (lranzylywny),
jezelit L L
x liy i y liz pociagajg stale x Hz.

Przyktad: <, ,przystaje do*, =, ,dzieli",
— ,rownolegtos$¢" tylko w sensie uogélnionym przez
geometrje analityczna.

Def. Stosunki bedace jednoczesnie (1) samo-
zwrotnemi, (2) odwracalnemi i (3) przechodniemi
zwiemy réwnowaznosciami.

Zobaczymy, jak wielka role grajg rownowazno-
§ci w budowie matematyki.

4. Stosunek i jest asymetryczny, gdy xUy
wyklucza zawsze yRX.

Przyktad: <, >, stosunek dany przez x=y-\-2
itop.

9. Relacje. Podobnie jak w wypadku zbio-
row, wydzielamy z ogétu stosunkéw pewne, ktore

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytmct. 2
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dla odréznienia nazywac bedziemy relacjami. Czy-
nimy to w mysl tych samych intencyj i najzupel-
niej analogicznemi sposobami. A wiegc:

(1) Dana teorja dedukcyjna postuluje, ze pewne
stosunki sg relacjami. Przyjmuje tern samem odpo-
wiedzialno$¢ za niepopadniecie w sprzeczno$¢ i pa-
radoks, gdy zechce owe relacje rozbudowywac i prze-
ksztﬁ}caé wedle Ogolnych, dozwolonych zasad wtér-
nych.

(2) Ogolna teorja stosunkéw podaje wtorne za-
sady jednorodnosci.

10. Wtérne zasady jednorodnosci. Cy-
tuje pewng ich ilos¢, nie silac sie na zredukowanie
ich do niezbednego minimum, ani tez nie przesa-
dzajac, czy one w pelnej teorji wystarcza.

Def. Relacje RiS nazwiemyjednorodnemi, gdy
istnieje relacja T taka, ze R i S sg zawarte w T.

Reguta. Stosunki identyczne sg jednocze$nie
relacjami lub nie.

Roguta. Stosunki R i R~~1 sg jednocze$nie
relacjami lub nie.

Reguta. Jezeli R jest relacjg to D'R (dzie-
dzina R) i (I'R (przeciwdziedzina R) sa klasami.

Reguta. Jezeli R i S sg relacjami jednorod-
nemi, to suma R-\-sS, iloczyn RX.sS i rdznica
R—sS sg relacjami jednoroduemi z R\ S.

Reguta. Jezeli R i 8 sg relacjami, (VR
i D'S sg klasami jednorodnemi, to kompozycja
R\S jest relacja.

Reguta. Gdy a i B sg klasami, to stosunek
okreslony przez:

(w/) (xe «.yep)
jest relacja.
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Reguta« Gdy u jest klasa, to stosunek dany
przez:

(13]) (eecL.x =y)
jest relacja.

Tw. Gdy- Il jest relacja, « klasg jednorodng
z 1)U, to obraz li”u klasy a poprzez relacje li
jest klasa.

Dem. Stosunek: S = (:¢jj) (xe. a.ye (I'li) jest
relacja, gdyz a i (I'll sg klasami. Relacje B i S
sg jednorodne, gdyz obie zawierajg sie w relacji
danej przez:

T= {xea--, D'li.ye(I'li),
gdzie u.-\-D’li jest klasg, bo « i D'B byly jed-
norodne.

tatwo teraz stwierdzié, ze

li”a = (t{RXsS),
a wiec B”a jest klasa, gdyz li Xr¥ jako iloczyn
relacyj jednorodnych jest relacja.

Istnieje, rozwiniety przez Whiteheada i Rus-
sella w Principia Mathemalica [1 toni, 1 wyd. 1910,
2 wyd. 1925], rachunek relacyj, analogiczny do
rachunku klas.

8§ 4. Opis jednostkowy.

11. Pojecie opisu jednostkowego.

Bardzo czesto podajemy okreSlenie jakiego$ ele-
mentu, moéwigc, ze jest to:

»jedyny przedmiot spetniajacy pewien warunek"
czy tez:

0w jedyny przedmiot X, ktory spetnia dany
warunek A(X)".

2*
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Na niezmierng wazno$¢ tego zwrotu, rozwaza-
nego juz przez Peanei Fregego, zwrdcit uwage
dopiero Russell. Nazywa on zwrot powyzszy
opisem jednostkowym lub deskryptem (jednostko-
wym) i oznacza symbolem:

(ix) A(x)
czytajac, krotko:
»jedyne x takie, ze A (x)".

Znaczenie filozoficzne opisu jednostkowego jest
bardzo donioste. Warto przeczytaé, co pisze o tern
Russell w rozdz. V. swej znakomitej ksigzeczki
»The Problems of Philosophy* (1911, Londyn)L

Ostatnio Hilbert i Bernaysw swej ksigzce:
Grundlagen der Mathematik I. (Berlin 1934) po-
Swiecajg obszerny rozdziat badaniu tego waznego
pojecia, przyczem postugujg sie symbolami:

l«AG"-), iuB(y) it d.
i zwroty takie nazywajg ,,i—Terme" (,,i—cztony").
Podajemy tu najwazniejsze fakty z odnosnej teorji,
zwihaszcza, ze dawna matematyka grzeszyla bra-
kiem subtelnosci w odniesieniu do tej sprawy.

12. Z teorji opisu jednostkowego.
Okreslenie typu ,jedyne x takie, ze zachodzi
A{xyi bedzie nam tylko wtedy przydatne, gdy:
(1) Istniejg wogodle jakie$ przedmioty, czynigce za-
dos¢ warunkowi A; [,przestanka istnienia“].
(2) ,,R0zne miedzy sobg przedmioty nie moga spel
nia¢ warunku A" [,,przestanka jednotliwosci“].

1 Istnieje (niestety skrécone) tlumaczenie polskie
p. t. ,,Zagadnienia filozofji" — Bibi. Wendego.
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Dopiero, gdy obie powyzsze przestanki sg spet-
nione, méwimy, ze ,opis dany ma sens" lub, ze
»opisany przedmiot jest istotnie wyznaczony przez
warunek A*.

Czy mozna o opisie wypowiada¢ jakie$ orze-
czenia? Russell stworzyt taka teorje, w ktorej, bez
wzgledu na sens opisu, orzeczenie 0 nim stwierdza
okdlnie pewien stan rzeczy. My przyjmiemy atoli
zasadex, ktérg odnalaztem tez w powyzej cytowa-
nem dziele Hilberta i Bernaysa mowiaca, ze:

Jezeli opis i- A(X) niema sensu, czyto z powodu
,.hieistnienia”, czytez ,braku jednotliwosci®, to
zadne orzeczenie o tym opisie nie ma mie¢ dla nas
znaczenia (nie jest poprostu zdaniem). Przeciwnie,
gdy opis ma sens, postugujemy sie nim tak, jak
kazdym innym, danym nam wprost elementem.

PrzyMady opiséw:

1. Jezeli a i b sg liczbami, to:

ti—»b jest to ,jedyne takie x, ze b-\-x=o0"

2. analogicznie: ci/b jest to ,jedyne takie x,
ze b.x=a"

Gdy a==0 i b=0, to opis ci/b niema sensu
z powodu ,,nieistnienia”, gdy fl=0 i i=0, to
brak sensu powoduje niejednotliwos¢.

3. Srodek odcinka AB = ,jedyny taki punkt
M, ze M lezy na prostej przechodzacej przez A i B
i AM=MB"

Zauwazmy teraz rzecz bardzo istotna:

Dla danego orzeczenia utworzmy pojecia:l

1 Zasadg powyzsza postuguje sie w wyktadach juz
od szeregu lat
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(1) ,ogdl x takich, ze A(X)“, czyli (x) A(x)

(2) ,jedyne x takie, ze A(X)", czyli i, A (X).

Zatbzmy, ze opis ma sens i ze przedmiotem
czynigcym zado$¢ orzeczeniu A (x) jest element a.

Witedy:
() A = {0}
LbAKX) = a
Otoz, od czasow Peany i Fregego uwazamy
przynajmniej za bardzo niewygodne, jesli nie nie-
mozliwe identyfikowanie termindéw (0) i o. Burzy-
toby to prostote praw formalnych logiki i mate-
matyki w bardzo znacznym stopniu.
Zanotujmy jeszcze bardzo wazne prawidta for-
malne teorji opisu jednostkowego. Sg to trzy na-

stepujace:

I. Jezeli opis t,A(x) ma sens [spelnione sg
obie przestanki: ,istnienia“ i ,jednotliwosci’|, to
mamy prawo stwierdzi¢, ze:

ALiL,ADON
czyli, ze wtedy: opis i, A(/¢) spetnia warunek A (/;),
ktory flo zrodzit.
Il. Orzeczenie:
i-A(X)—n
ma oznaczaé, ze:
(1) opis irA(x) ma sens,
(2) A(o) zachodzi.
Uw. Russell pisze E\ (im) (/I(rr:l) dla zaznacze-
nia, ze opis (ix),l(x) ma sens.
Il. Jezeli twierdzimy czy zakladamy, ze opis
V A (x) spetnia jaki$ warunek />, a wiec, ze zachodzi
Bly.A{a)\,
to mamy prawo twierdzi¢, ze opis yc A(x) ma sens.
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Réznica miedzy opisem jednostkowym elementu,
a zbiorem odpowiada mniejwiecej roznicy miedzy
»imieniem wiasnem“ (nomen proprium), a ,,imie-
niem zbiorowem“ (nomen collectivum). Tak zwane
»imiona pospolite* (nomina appellativa czy gene-
ralia) stanowig jeszcze inng kategorje, ktorej tu
nie rozwazamy.

Jezyk potoczny wprowadza, tak jak i matema-
tyka, skroty imienne dla rozwazanych przez sie
opisdw, daje im poprostu ,,imiona wlasne*, Zaciera
sie tu czesto rdznica miedzy tworami, na ktoresSmy
juz uprzednio zwr6cili uwage, a mianowicie:

(M| i i, A )

Jezyki posiadajace rodzajnik oznaczony radza
sobie tu najlepiej, stawiajgc poprostu tenze przed
opisem lub jego imieniem wiasnem. W okre$leniach
matematycznych nalezy tez zwraca¢ baczng uwage
na to, czy chcemy okresli¢ zbiér, chocby jednost-
kowy, czy da¢ opis jednostkowy, ktorym postugi-
wanie sie¢ wymaga stwierdzenia (uprzedniego) sensu.
Taka watpliwos¢ mogtaby naprz. zachodzi¢ przy
okresleniu Srodka krzywej 2B° rzedu. Podobnie spo-
tykamy w jezyku potocznym, a tak samo w jezyku
tradycyjnym matematyki, rézne sposoby zazna-
czania, ze opis jednostkowy ma sens. Rozpoznanit
takiego stwierdzenia moze czasem sprawia¢ pewne
trudnosci.

13. Uwagi o typach definicyj mate-
matycznych.

Spotkalismy sie zasadniczo z czterema typami de-

finicyj nominalnych (t. zn. definicyj typu: M=...].
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(1) Okreslenia znaczenia zdan:
naprz. /1CB = ,kazcie x nalezace do A,
nalezy tez do B*.
(2) Okreslenia zbiorow:
naprz. A B = ,,000l x takich, ze zacho-
dzi: xFA lub are 3“
(3) Okreslenia stosunkdw:
naprz. i?-1 = ,stosunek miedzy x a y taki,
ze zachodzi y R x*
(4) Opisy jednostkowe:
naprz. \Ja= ,jedyne x nieujemne takie,
7e x2=a"

§ 5. Funkcje.

14. Pojecie funkcji. Niechaj R bedzie sto-
sunkiem, a danym elementem.

Przy pomocy opisu jednostkowego okreslimy:
Def.l R-obrazem elementu a nazwiemy:
»jedyne z takie, ze zachodzi aRzu.

Oznaczymy .K-obraz elementu a przez:

R'a, R(u) lub Ra,
zaleznie od wypadku.

Tw. Aby R(a) miato sens, potrzeba (lecz nie
wystarcza), by a nalezalo do dziedziny D'R sto-
sunku R.

Dem. Jezeli ma sens R(a), to przedewszyst-
kiein: istnieje takie z, ze n liz, temsamem jednak
a nalezy do 1)'R.

1 Nieco odmiennie niz w mej Arytm. L. Onlk.
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Uw. Zamiast ,,ma sens 'K(q)" powiemy:

»element a posiada swoj li-obiaz“.

Def. Stosunek H jest funkcjg lub operatorem,

dy:
’ y(1) jR jest relacja;

(2) kazdy element n jego dziedziny D'R po-

siada swdj R obraz.

Uw. W matemalyce klasycznej ,literami funk-
cyjnenii“ sg tradycyjnie /, g, h, ¢p, ... ew. postu-
gujemy sie szczegOlnemi nazwami, jak sin, E, sh,
tang. W nowoczesnej teorji operatorow uzywa sie
czesto matych liter greckiego alfabetu.

Def. Gdy tak li jak i R~" sg funkcjami (ope-
ratorami), relacja R zwie sie odpowiednioscig dosko-
natg (,,jedno-jednoznaczng”“) miedzy elementami
(klas!) D'R i (I'R.

Umowa. W teorji funkcyj nazywamy zwykle
dziedzine funkcji R polem, przeciwdziedzing za-
pasem.

Uw. W Arytm. L. Calk. postuguje sie znakami
P[R) i Z(li) dla oznaczenia pola i zapasu funk-
cji R. Nie nalezy mieszac¢ pola funkcji R (=11' )
z polem relacji jednorodnej C'R{=D'R-1-(I'R).

Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym
identf/cznosm funk%q R i S jest

() D'R=D'8jp(K) = ZJ ©)

[identycznos$¢ pol]
i (2) R(0) =S(x) dla kazdego a, nalezacego do
P(R)

[zgodno$¢ obrazow]
Dem. Dostateczno$¢ widoczna; dowodzimy
tylko koniecznosci:
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XRYy pocigga XSy i odwrotnie, wiegc:

XEU’R pocigga XE 1)'S i odwrotnie,

stad: D'RCJ>'Si /AVC czyli D'R=US.

Gdy aeJ)'R, to R(0) ma sens, zatem speinia
swdj warunek rodzacy (reguta | opisu), stad:

a. R.Ti(a), zatem: a.S.R(a);

lecz i'(a) ma sens, wiec S(a) — Ti(a),
gdyz R (a) spetnia warunek rodzacy Ti(a) [reguta
Il opisu].

15. Ciagi.

Def. Nazwiemy ciggiem (nieskonczonym) funk-
cje, ktérej polem jest ogdl liczb catkowitych bez-
wzglednych -\0.

Uw. Ciag jest funkcja, wiec relacja, zatem pole
i zapas jego sg klasami. Definicja nasza posiada jedy-
nie wtedy warto$¢, gdy uznamy No za klase. Wazng
jest uwaga, ze zapas (wartosci) ciggu jest lilasa.

Def. Ciagiem skonczonym jest funkcja, ktorej
polem jest ogot liczb catkowitych Ir, spetniajgcych
warunek:

NnS/.Sm,
gdzie n i m sg danémi calkowitemi i gdzie n —m-
Uw. Tradycja kaze nam uzywac pewnego szcze-

golnego sposobu notowania ciggéw. Polega on na
tein, ze:

(1) literami funkcyjnemi C|agow sg zwykle
a, b, u v, w, ___.
(2) zmienny element pola (1 calk) oznaczamy
przez n, m, k, p.
(3) zamiast np. o(n) plszemy a,, (znakowanie
indeksowe) ;
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(4) Ciag nieskonczony symbolizuje nam czesto
(niedoktadne) znakowanie typu:

skonczony za$, typu:

wir> Flil+1E * o o o ChAn e

§ 6. Pary, uklady i systemy elementéw.

16. Pary elementow.
Def. Elementy a i b nazwiemy jednorodnemi,
jezeli znajdzie sie (w danej teorji) klasa a taka, ze
uEci i fcea.

Def. Parg elementéw jednorodnych o i b, ozna-
czang przez (o, b), nazwiemy cigg o dwdch czio-
nach, ktoérego pole stanowig liczby 1 i 2, pierw-
szym elementem jest a, drugim za$ b.

Okazuje sie wygodnem w praktyce wprowadzic¢
pewne znakowania:

Umowa: Pierwszy czton pary a [a wiec rtj]
czyli poczatek pary oznaczymy przez p’a lub p (u)
czy pa;

drugi czton pary a lub koniec pary a [a wiec a?]
oznaczymy przez k'a, k(m) czy ha.

Tw. Gdy a jest parg, to p’a i h'a majg sens
oraz: a= (p’a,/c'd).

Gdy u i b jednorodne, to

p(a,b) =a, k(a,b)=hb.

Dem. Z definicji pary jako ciagu.

Tw. Pary a i B sg wtedy i tylko wtedy iden-
tyczne, gdy:

pa=pB i lca="cR.
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Dem. Dostateczno$¢ widoczna. Celem dowodu
koniecznosci zauwazmy, ze:

P@) = {1} f- {&§ =P(|3) [identycznos¢ pol]
zatem jeszcze musi byc:

°i=pa—RBi=pB icm=Icu=R=AN.

[zgodno$¢ obrazow].

Uw. Stad widaé, ze gdy a i b sg jednorodne,
lecz rozne, to (a,b) == [b, a).

17. Uktady elementéw jednorodnych.

Bezposredniem uogdlnieniem pojecia pary ele-
mentéw jednorodnych sa uklady /i-cztonowe [»
liczba naturalna =5:2]. Oto ich definicja:

Def. Ukladem »-cztonowym [» naturalne 5 2]
nazwiemy cigg skoniczony, ktorego polem jest klasa
liczb naturalnych [x spetniajagcych warunek:

| ss/(m<;».
Ukfad: (01,02, ... a,) jest wiec poproslu cig-
giem skorficzonym:
oi, »2, ... n,.

UW. Definicja powyzsza tworzy nam jedynie
uktady elementéw jednorodnych, gdyz uklad jest
ciggiem, a wiec relacjg, zapas jego jest klasa, a do
zapasu nalezg jego cziony.

Poszczegdblne cztony ukiadu nazywamy 1-szyin,
2-gun . . . »-tym czionem lub sktadowg ukiadu.

Czytelnik udowodni z fatwoscig, przy pomocy
zasady indukcji matematycznej, twierdzenie:

Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
by ukfady: (fit, ... 0,) i (bi,...h,)
byty identyczne jest:

1) n=m, (2 os=hs dla s=1,2...»
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18 Systemy elementéw dowolnych.

Obecnie mamy zamiar utworzy¢ pojecie analo-
giczne do pojecia pary, wzglednie ukfadu elemen-
tow jednorodnych, atoli obejmujace i ten wypadek,
gdy o jednorodnosci elementéw nic nam nie wia-
domo, lub gdy nawet dana teorja wprost tej jed-
norodnosci przeczy.

Rozpoczynamy od definicji pojecia, ktére w te-
orji stosunkdéw gra analogiczng role do pojecia
zbioru jednostkowego typu {«).

Def. Systemem (dwuczionowym) {a;b) ele-
mentow dowolnych a i b nazwiemy:

»stosunek miedzy x ay, taki ze x=a i y—b"
symbolicznie: (0;b)=(xy)(x=a.y=h).

Tw. Dziedzing stosunku {a;h) jest klasa {o},
przeciwdziedzing za$ {l;).

Dem. Z definicji: x(u;b) y pocigga x—a, y=b,
wiec  ®e{a},i/a{6} i rowniez af{a\b)b.

Tw. Dla dowolnych elementéw u i b system
{a; b) jest relacja.

Dem. Gdyz («;b) mozna tez okresli¢ jako:

{xy){xe{a\ .ye{b}), gdzie [a] i {b}

sg klasami.

Przyjmiemy dla dalszych celow regute:

Reguta. Gdy 11 jest relacjg, to ,,090l syste-
mow (n; b) takich, ze zachodzi a Ilb" jest klasg

Def. Pierwszym lub poczatkowym elementem
systemu (ii;b) czyli p(«;b) nazwiemy element a,
a wiec:

p(@;b)=i-{xeD'(a; )}
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Analogicznie: drugi lub koricowy okreslimy przez
zwigzek:

k(a;b) =1, {xb ([ (a;b)\.
Bedzie to element b.

Z definicyj powyzszych wynika:

Tw. Kazdy system (dwuczionowy) a posiada
okreslony element poczatkowy p’a i koricowy /c'a,
przyczem

u=(p’a;Ic'a).

Mamy dalej twierdzenie:

Tw. Systemy dwuczionowe a i B sg wtedy
i tylko wtedy identyczne, gdy:

p’u=p’B, Ica, =Ic'R.

Dem. Systemy a i B sg relacjami; identycz-

nos¢ ich pociaga, ze 7)’a=D’R, t/'u—P’RB, stad:
{pa} = {p'R} i {lc’a} — {[c'R}, zatem:
pa=pBR i La—IR.

Stad konieczno$¢ warunkéw. Dostatecznos¢ jest wi-

doczna.

Okresdlimy teraz systemy 3-czlonowe, 4-czto-
nowe i t. d.

Def. (fl; b G)YNT7™ ;b)) c),

{a\b\c\ d) < ((@a;b;c); ).

Ogolnie okreslimy kolejno coraz-to-wiecej-czlo-
nowe systemy przy pomocy definicji zwrotnej (re-
kurencyjnej).

I. (ai; c2) = (Xjj) (x—en.y =ci»),

Il (m; 2\ ... a,+i) = (o1;... a); fl,,+i).

Uwaga. Nowsi badacze podstaw matematyki
przyszli do przekonania, ze definicja zwrotna po-
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siada dla nas jedynie wtedy petne znaczenie, gdy
potrafimy jg zamieni¢ na nominalng typu:

Otoz w wypadku naszym zamiana taka napotka
na trudnosci, nad ktéremi tu nie moge sie diuzej
zastanawiaC. Definicje naszag przyjmiemy za wska-
zowke jedynie, ktora poucza, jak tworzy¢ kolejno
»Krok za krokiem*l uklady 3,4,... czionowe, az
do tej liczby cztonéw, ktéra nam bedzie w praktyce
potrzebna. W naszem ujeciu istotng trudnos¢ be-
dzie stanowita okolicznos¢, ze nawet zatozywszy,
iz elementy f/i, ciz,...fl, sg jednorodne, otrzy-
mamy wedle naszych definicyj systemy:

(flizen), (@i; «2;fhk),... (fli; fla,... t/»),
jako twory, ktore trudno bardzo bedzie uwazad,
kierujgc sie chocby intuicjg, za jednorodne; i tali
naprz. (ffi; rl2) jest relacjg miedzy elementami a ele-
mentami, (f/i; fr2; i/s) jest juz relacjg miedzy syste-
mami elementéw a elementami i t. d.

Z rozwazan, w ktdre tu zapuszczac sie nie moge,
wynika tez, ze nie bedziemy tu upowaznieni do
stosowania zasady indukcji matematycznej. Idac
jednak ,krok za krokiem*, udowodnimy dla syste-
méw kolejno 3-cztonowych, 4-cztonowych, az do
liczby cztonéw potrzebnej nam w praktyce, Zze:

Tw. Systemy: (fit;...;0jj i (Ju;...;b,) s3
wtedy i tylko wtedy identyczne, gdy:

n=mia=hsdla s=1,2...n

Podaje dla przyktadu pierwszy krok lej kaskady
dowodow:

1 ,steep by steep“ — termin Russella.
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Jezeli (rt; b;c) = (/; m\ n), lo poniewaz z def.
(& b;c)=((o; b);c),
(2 mifi) = ((/; m); ),
a dla systeméw 2-cztonowych twierdzenie juz udo-
wodniono, wigc:
(@;Z)=(@Z;m) i c=n.
Stad: a=1lLb=m ic=l/

19. Funkcje wielu zmiennych.

Stawiajac definicje funkcji czy operatora, nie
wyroznilisSmy wypadkéw funkcyj jednej, dwu czy
wiecej zmiennych. Nie jest to, w istocie, zadne
odroznienie zasadnicze, przyjmujemy jednak prak-
tycznie umowe nastepujaca:

Umowa: Funkcje nazywamy funkcjg «-zmien-
nych (nS;2), jezeli wszystkie elementy jej pola
sq uktadami (ew. systemami) /i-cztonoweini.

Uklady czy systemy mozemy jednak uwazac za
elementy pojedyncze, o ile nie zachodzi potrzeba
rozwazania ich struktury. Teinsamem funkcja 2, 3
czy wiecej zmiennych moze byé zawsze uwazana
za funkcje jednej zmiennej.

Rozdziat II.
Elementy teorji dziatan.
8§ 1. Dziatania.

1. Dziatanial (dwdjkowe).

Dziataniem (dwdjkowem) w klasie | nazy-
wamy kazdy operator, czyli funkcjg, kléra parom

1 Ustepy 1 i 2 znajdzie czytelnik w mym Zarysie

Algebry Klasycznej |. — Krakéw 1934 — Bibl. Kétka Mat.-
Fiz. U. U. J. Nr. 5.
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elementéw Masy A {wszystMm lub tylko pewnym}
i tylko takim przypisuje okreslone wartosci.

Przyktad: Suma, iloczyn, rdznica, iloraz w klasie
N0 (liczb catkowitych), tak jak je wprowadzono
naprz. w mej Arytm. L. Calk.

Umowa. Dziatanie jest funkcjg par zmien-
nych elementéw pewnej klasy, a wiec funkcjg
dwoch zmiennych elementow tej klasy, lecz trady-
cyjnie nie piszemy wyniku dziatania [obrazu funk-
cyjnego pary] w postaci takiej, jak f(x,y), lecz
tworzymy dla dziatania specjalny znak [4-, — X
i t. p.]i zapisujemy wynik dziatania na parze (X ij),
umieszczajagc 6w znak miedzy x a y. Bedziemy
w ogolnej teorji zapisywali wyniki dziatan w po-
staci xOy, xOy it p., a wiec uzywali znakéw
O,0O it p. jako ogélnych symboli dziatania.

U niektorych autoréw wynik dziatania zapisuje
sie, zamykajgc odno$ng pare w nawias szczegol-
nego ksztattu. Tej metody nasladowac nie bedziemy.
O innej jeszcze metodzie poméwimy pozniej.

Def. Dziatanie O w klasie A jest w tej klasie
wewnetrznem, gdy wynik xO'y, o ile ma sens,
nalezy do klasy A.

Uw. Wynik dziatania jest obrazem funkcyjnym
pary elementéw, a wiec opisem, dlatego mowimy
0 jego sensie!

Przyktad: -(-, X,—, / w Arytm. L. Calk. sg
wewnetrzne w klasie NO.

Def. Dziatanie O jest w klasie A nieograni-
czenie wykonalne, gdy x Oy ma sens, ilekro¢ tylko
(X, y) jest parg elementow klasy A.

Przyktad: Dodawanie i mnozenie w klasie AN,
lecz nie odejmowanie ani dzielenie.

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytm. 3
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2. Dziatania odwrotne.
W zwigzku z dziataniem O wprowadzimy dwa
nowe pojecia:
Def. Prawg odwrotng x w'y dziatania O
okreslimy jako:
»jedyne z takie, ze yOz=xu.
Aby wiec xvj'y mialo sens potrzeba i wy-
starcza, by:
(1) istniato takie z, ze yOz =x;
(2) nie mogly istnie¢ rézne z takie, by:
yOz=x.
Def. Lewag odwrotng x/j"'y okreslimy jako:
»jedyne takie z, ze zOy=x
Umowa. Gdyby x"j'y =xj"y, to ozna-
czymy ktérekolwiek z nich przez x*>vy.
Zauwazmy, ze W' i w" sg to znaki nowych
dziatan [pochodnych w stosunku do dziatania O].
Nazwiemy je prawem wzglednie lewem dziataniem
odwrotnem do dziatania O.
Mamy tu kilka prostych, a waznych twierdzen:
Tw. 1. Jezeli eew'y ma sens, to
yOMj'y)=x\
jezeli ma sens xw"y, to
i"y)ey =x.
Dem. Opis, o ile ma sens, spetnia warunek,
ktéry go zrodzit [str. 22, reguia I].
Tw. 2. Jezeli aw'y ma sens i y(.z—X,
to z2=xXMNyY;
jezeli XNy ma sens i zOy =X,
to Z=XxXW"y.
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Dem. Wedle reguty 11 dla opiséw jednostko-
wych Istr. 22],

UW. Zadanie uprzednie sensu dla Xv.'tj czy
x\-j"y jest tu istotne! Z faktu, ze 5X0 =0 nie
wynika, ze 5= 0/0!

Tw. 3. Jezeli x*>'y =1z, to yOz =x;

jezeli x"j"y =1z, to zCy =x.

Dem. Z reguly Il dla opiséw [str. 22].

Tw. 4. Jezeli O jest dziataniem wewnetrznem
w klasie A, to w' i kj* sg rowniez dziataniami
w klasie A i do tego wewnetrznemi.

Dem. Gdy x<-j'y ma sens, dla danych x iy
z klasy A, to yO (xXMj'y)=x, zatem ma sens
yC wVv/y), a wiec xw'y musiato naleze¢ do
klasy A. Analogicznie dla w".

Def. Jezeli x y [ew. xy"y\ ma zawsze
sens, 0 ile Aiy nalezg do klasy to dziatanie O
nazwiemy prawostronnie [lewostronnie] nieograni-
czenie odwracalnem.

Przyhtad: Dodawanie w zakresie liczb rzeczy-
wistych, natomiast mnozenie juz nie.

3. Dziatania przemienne, fgcznei jed-

notliwe.

Def. Dziatanie O jest przemienne, gdy:

ilekro¢ ma sens xOvy, to
X0y=yOx
[a wiec yOx ma tez sens wedle Ill reguly dla
opisowi]
Def. Dziatanie O jest faczne, gdy:
ilekro¢ ma sens (xOy) ~z, to
(xOy)0z=x0{y 02
[a wiec, gdy ma sens xOy i (xOy) Oz to ma

3*
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serjg] ijOz, xO{y 2z) i zachodzi powyzsza row-
nos¢].

Def. Dziatanie O jest prawostronnie jedno-
tliwe, gdy xOu=x O v pocigga stale, ze u=v.
Analogicznie: dziatanie O jest lewostronnie jedno-
tliwe, gdy u O x =v O X pocigga zawsze, ze U=V.

Tw. 1. Gdy dziatanie C jest przemienne, to
dziatania odwrotne w' i vj" sg identyczne.

Dem. 1. Zalézmy, ze X 'y ma sens, wtedy

ij O (xw'y) =X, zatem (X Oij=x.

Gdyby zCy =x, to yOz=x, wiec

%—xw'y, gdyz xw'y ma sens.

A wiec istnieje jedyne z takie, ze zOy =x

i tem jest Xvj'y. Stad: ma sens xw"y

i XW"'y =aw'y.

2. Analogicznie, gdy X"j''y ma sens.

Tw. 2. Jezeli dziatanie O jest prawostronnie

jednotliwe i uoo=w, tov=ww'u
[wiec wkj'ifi ma sens!]

Dem. 1. Istnieje widocznie element (i jest nim
naprz. v) taki, ze uOv=w. Lecz gdyby jeszcze
u ~)z=w, to dzieki jednotliwosci v=z. Zatem
iow'ii ma sens i w"j'u —v.

Corr. Analogiczne twierdzenie dla dzialania
lewostronnie jednotliwego.

Tw. 3. Dzialanie O przemienne i prawostron-
nie jednotliwe jest tez i lewostronnie jednotliwe.

Dem. uOx—vOXx pociaga, ze
XOu=x0o0i stad u=no.
Corr. Analogiczne twierdzenie dla lewostron-
nej jednotliwosci.
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Tw. 4. Jezeli dziatanie O jest prawostronnie
jednotliwe i xO y ma sens to

(xXOY)Mx =y

Dem. Wtedy xOy—xOy, wiec istnieje ta-
kie z, ze xr"z=xOy i takiein jest naprz. y.
Lecz dzieki jednotliwosci a, Oz =3 Oy pocigga
z=y. Zatem ma sens (3, Oy)w'a i rdéwna sie Y.

Corr. Analogicznie, gdy O lewostronnie jed-
notliwe i x Oy ma sens, to {x o //)"j"y =x.

4. Rozdzielno$¢ jednego dziatania
wobec drugiego.

Def. Dzialanie [ nazwiemy prawostronnie
rozdzielitem wobec dziatania O, gdy zatozenie, ze
(2 Oy) Oz ma sens pocigga, iz

@O/ DOz= @Dz O (2,
0 ile xdz i i)z maja sens.

Analogiczna definicja dla lewostronnej rozdziel-
nosci 1 wobec O

Tw. 1. Jezeli dziatanie Q jest przemienne
| prawostronnie rozdzielne wobec O, to jest lez
lewostronnie rozdzielne wobec O.

Dem. Zalézmy, ze zO (aj O y), z[daj, z\Zy
majg sens. Wtedy, dzieki przemiennosci:

(UOy)Oz, a2z, y Hz
majg_sens, a dzigki jeszcze prawostronnej rozdziel-
nosci;
zO@EOY) =@ -y)Oz={XxOn o0 (ydOz
=(zOa)0 (z I /).

Corr. Analogicznie przy zatozeniu lewostron-

nej rozdzielnosci.
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5. Moduly dziatania.

Def. Jezeli O jest dziataniem w klasie A, to
element Z z klasy A nazwiemy jego modutem,
gdy: dla kazdego elementu x klasy A mamy:

X0z =zOX=X.

Przyktad: Takiem jest naprz. 0 dla dodawania
czy 1 dla mnozenia wsrdd liczb catkowitych lub
rzeczywistych.

Def. Jezeli dziatanie O posiada w klasie A
jedyny modut, to nazwiemy go Modutem dziatania
(O) lub Mod(0O).

Przyktad: 0 =Mod(-\-), 1 = Mod(X) w za-
kresie liczb catkowitych czy rzeczywistych czy tez
i zespolonych.

Rozdziat Il
Grupy 1 pola.

Celem ujecia jednolitego pewnych zjawisk, wy-
stepujacych w rdéznych arytmetykach klasycznych
wprowadzam tutaj elementy teorji grup i pol.
Idee te odgrywaja niezmiernie wazng role w ma-
tematyce od czasow Nielsa Abela i Evariste’a Galois,
my jednakze nie bedziemy sie zajmowali temi po-
jeciami dla nich samych, lecz jedynie w zwigzku
z arytmetykami ldasycznemi. Poprzestaniemy dla-
tego na wystowieniu odnosnych definicyj i prze-
$ledzeniu elementarnych konsekwencyj, do ktérych
prowadza zalozenia stanowigce okre$lenie grupy
czy pola. Wprowadzimy tez, z koniecznosci nie-
omal, pojecia semi-grupy i semi-pola, IBardzo zbli-
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zone do klasycznych poje¢ grupy czy pola. Czy-
telnik sam juz oceni, czy i jakie korzysci ptynac
stad beda dla naszego wyktadu.

8 1. Grupy i Semi-grupy.

1. Okres$lenie grupy i semi-grupy.

Rozwazmy system (-4; O) ztozony z klasy A
i dziatania o oraz wypiszmy sobie pewng ilos¢
zdan o tych tworach:

I. Dziatanie (O) jest nieograniczenie wykonalne
w klasie A i wewnetrzne w A.

Il. Dziatanie O jest taczne.

Il. Dziatanie O jest obustronnie jednotliwe.

IV. Dziatanie O jest obustronnie odwracalne (nie-
ograniczenie).

V. Dziatanie O posiada Modut, ktéry oznaczymy
przez Mod (4; O) lub krétko Mod(o)-

VI. Dziatanie O jest przemienne.

Podajemy teraz okreslenia:
Def. System {-4; O} nazwiemy semi-grupa,
gdy spetnia zatozenia:
[ T [T VA
Def. System [A; O) bedzie grupg, gdy spetnia:
| N AVARVA
Def. System {vl; O} bedzie senii-grupg Abe-
lowg, gdy spetnia:
I, 1, I, V, VI
Def. System [A; O) bedzie grupg Abelowa,
gdy spetnia:
I, 1, IV, V, VI
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W sprawie zatozen I—VI odsytam do Uwag na
konicu ksigzki.

W dalszym ciggu zajmiemy si¢ jedynie semi-
grupaini i grupami Abelowemi.

UWi Zalozenia, charakteryzujace grupe i seini-
grupe (Abelowg lub nie) zawierajg juz rozstrzy
gniecie, ze w systemie {A ; O} A jest klasg, O dzia-
faniem, a wiec relacja.

2. Wiasnosci elementarne semi-grup
Abelowych.

Zatozymy, ze system {A; O} jest semi-grupa
Abelowg i bedziemy S$ledzili elementarne konse-
kwencje tego zatozenia. Dla wygody pisa¢ bedziemy
zamiast: O znak -f , zamiast w znak —, a Mod{O)
oznaczymy przez O.

Trzymajac sie Scisle regut I, 11, Il dla opisow
jednostkowych [p. str. 22] moglibysmy twierdzenia,
ktdre teraz wystawia¢ i udowadnia¢ zaczniemy ujac
w postaci bardzo krétkiej, zwlaszcza co do ich za-
tozen. Tak wigc zatozenie czegos o X -j- y pocigga
juz, ze x-j-y ma sens, atern samem cc i g nalezg
do A. [Zal. | dla senii-grup]. Wolimy jednak przy-
nalezno$¢ elementéw do Kklasy A wyraZznie za-
znaczac.

Ze wzgledu jedynie na oszczedno$¢ miejsca po-
zwolimy sobie postugiwaé sie symbolika w wysla
wianiu twierdzen:

(1) E\ oznacza: ,,ma sensl.

(2) x,yeA oznacza: xeA i yaA.

(3) Poprzednik od nastepnika oddziela w twier-

dzeniu znak :D :.

Tw. 1. El x-f-y:3: X,yeA.
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Dem. Dzieki zatozeniu | méwigcemu, ze -f-
jest dziataniem w klasie A [p. tez str. 33].
Tw> 2. X, YEA:~) - ><xyeA.
Dem. Dzieki zat. I, mdwigcemu, ze -f- jest nie-
ograniczenie wykonalneiwewnetrzne wklasie/l.
Tw. 3. X, yEA:D:x-{y=y X i
Dem. Jest to facznie z tw. 2 zatozenie VI.
Tw. 4. Xy, zeA:D: (X-\-y)-\-z=x-\- (y
Dem. Jest to zalozenie II.
Tw. 5. 0bA.
Dem. 0= Mod(-j-), dziatanie -f- posiada
Modut [zat. V], a ten z definicji nalezy do A.
Tw. 6. xeA:"):x\-0=0-\-x =x
Dem. Z definicji Modutu i zat V.
Tw. 7. X,y,ze A. XA-y=XxA-zZ\")\ly =1
Dem. 7 zalozenia lll.
Corr. X, y,zeA.y -f-x=zA-x:~)y=r
[z zat 1NN
Tw. 8. x,ye/lL.x--y=.r:3:y=0.
Dem. Witedy: x-f-y =x-\-0, astad y =20
[dzieki tw. 7.
Tw. 9. Dziatania odwrotne do -j-, lewe i pra-
we, sg identyczne. Oznaczymy ktorekolwiek
z nich przez —.
Dem. Wynikaz zat VIiR. Il 81, nr. 3, tw. 1.
Tw. 10. x,ye i E\(e-y) .} iy-fle y) =
—y) ty=c.

=(—y) ty=c
Dem. Dzieki R. [, 81 nr.2)tw. 1 i tw. 9
niniejszego ustepu.
Tw. 11. X,yE AX-\-y =z:"> :y —z—X
X=z-Y.
Dem. Wtedy ze A i reszta z R. I, 81, nr. 2,
tw. 2, tw. 9 obecnego ustepu, oraz zat. lll.
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TwW. 12. xeA:N):x—0 =—a.
Dem. Wtedy e,06yl.0 +a;,—£c, a stad
X=X —0 wedle tw. 11.

TWwW. 13. xeA\V)\x<—a = 0.

Dem. Witedy: X-\- 0 =.r, wiec O=X—X
[tw. 111.

Corr. X, yeAX=y: N X—y=0

Tw. 14. X, ySA.X—y =0:D:ee =y.

Tern. Wtedy x=0+y=y.

Tw. 15. X,yeA:~):(X-{-y) —x=y.

Dem. wtedy X-\-y=x-\-y, a stad

y=x-fy)—x [tw. 11].
Tw. 16. X, y,ze A E\(y—2):D:{x-fy) —
—{xA-))=y—1z

Dem.
Wtedy (ee-|-z) + (y — z)=2e + [z+(y — 2)]
Z tw. 4, stad: (X-f-2)-j- (y —2) = ae-fy
[tw. 10|,
awiee: y—z=XX+y)— X 2) [tw. 11].
Tw. 17. X,y ,zeA. E\[(X-{-y) —(X A-2)} O :
X+y)—X-f2) =y—z

Dem.
Wtedy: {X-fz) +[@ +1)— —+2)]=X-fy
[tw. 10],
X-f{z4-[(&-Ty)— (@+2)]} =x+y
[tw. 4],

z+ [(e+y)— (o=z)l=y [tw. 7]

(@A-ij) —{x+2) =y—z [tw. 11].

Tw. 18. X,¥Y ,zeA.x—Z=Yy —Z:~):X—Y
[lewostronna jednotliwos¢ dla ,,—*].

Dem. witedy: a*=(x —z)-\-z=(tj —z)-\-z=y

[tw. 101.
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Tw. 19. X,y ,zeA.X—y=x—2z\")\y =z
[prawostronna jednotliwos¢ dla ,,—*J.
Dem. Wtedy: X =y~\-(Xx—2)
X-\-z = [y-\-{x— 2)\-\-z=y + [(x—2) -f 7]
tw. 4]

XAZ=yA X=X Y, [tw. 10 i tw. 3],
stad y=z [tw. 7].
Umowa. Uproscimy sobie pisanie, kfadac:
X +y-\-z"=te +vy) +z
X-\-y —z=(e+i/) z
X~ y-\-z=(X—Y) +z.
X—y—z=(X—Y)—L1
Tw. 20.
X,Y,zeA.E[ (x—12) : D :X-\-y—z=x—12-\-y.
Dem. Wtedy ma sens x—z-\-y i stad:
X—z-\-y) \-z=(x—2) +(j/ +2) [tw.

4
SEZEEEY

=X+Yy [tw. 10]
Zatem : X—2Z-\-y=X-\-y—z [tw. 11
Tw. 21
X, ¥, zeA.E\\X — (;/-[-2)}: D :x— (t/+2) =
=X—y—1

Dem. (y+12) - \x— (U+2)]=x [tw. 10]
y +\zA- [X- (Y -J-2)\ =x [tw. 4]
[x—(y + 2)\—x—y  [tw. li]
X—A{y-|-2) —x—y—z [tw. 11].
Tw. 22.
X,y,zeA.El (x—y —2) : D :x—y—z—~x—(y-\-2).
Dem. x—y—2z)+ (y+2) =
=(xX—N—2) A-(? +vy) [tw. 3]
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=fC:—U—2z)+ 2z +y Ew. 41

= —Jtw. 3]
—x—U"h U [ftv. 101
—X [tw. 101
stad: a—y—z—X— (y-j-1) [tw. 11],

Tw. 23.
xX,Y,zeA.E\(x~y).E\ (y—2): 3.
X—(j—2) =x—y z=X z—YV.
Dem. Wtedy: x—y-(-z i Xx—Yy majg sens,
wiec dzieki tw. 20:
X-\-Z—y—X—Yy + 2z
Nastepnie:
X-[-2=(1t+ z—y)-\y = (x{ z—y)\-(y—2+2)
[tw. 10]
X-\-z=\{x +z—y) -f(y ~2)]-\-z [tw. 4]
X = X\rz—y)-\-(y—=z) [lw. 7 Corr.l
X—(y —2)=X-\-z—y [tw. 11],
ZespOt twierdzen 1—23 nazwiemy zespotem
(&£) dla semi-grup Abelowych (i dziatania +).

3. Elementarne witasnosci grup Abe-

lowych.
W grupie (/I ; p) dziatanie -(- jest nieograni-
czenie odwracalne, zatem ,—“ nieograniczenie

wykonalne w klasie A. Pocigga to, ze zatozenie
X,y rA pozwala stwierdzi¢ sens dla x- y
Twierdzenia poprzedniego ustepu, odno
szace sie tam do seini-grup ulegng pewnej mody-
fikacji. | tak:
(1) twierdzenia 1—9, 11—15,18, 19 nie ulegng
zmianie, lecz:
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(2) twierdzenie 10, 16, 17, 20—23 utracg za-
fozenia o sensie, przytem tw. 16 i 17, jakotez
21 i 22 zidentyfikujg sie miedzy soba.

Otrzymamy w ten sposob zespot dla
grup Abelowych.
Nieograniczona odwracalno$¢ pozwoli ham

na pewne, bardzo istotne uproszczenie.
Oto na czem ono polega:
Def. Nazwiemy O—x elementem odwrotnym
lub symetrycznym do X i oznaczymy przez Xx.
Tw. 24. xeA:.D: E\x
Dem. Z definicji i nieograniczonej wykonal-
nosci dziatania (—) w klasie A.
Tw. 25. X,ye-A:D :Xx—y =x-\-Tj.
Dem. Witedy: x+~y +y=x+(lj + y)=x+ 0=x.
Reszta z tw. 11.
Widzimy zatem, ze wykonanie dziatania (—)
odwrotnego do (j-) sprowadza sie do wykonania
(-]-) i tworzenia elementéw odwrotnych do danych.
Mamy tu jeszcze:
Tw. 26. X,ye.l:D:x+y=x-j-V.
Dem.
X+y=0— (X+y)=0—X—y=X—y =X+
[lw. 21 {£&), tw. 25].
Tw. 27. x,ijeA> X Z,) = XA y=X—1V.
Dem. x—y = O—éx—y)=0 X-\-y=x-\-y\
X—y =Z— (0—y) =x—0j-y=x-y-
Tw. 28. xe A :M)X =xX.
Dem.
X=0—x=0—(0—a) = 0—QArx =Q-]rx=x.
Dotagczymy jeszcze dla zupetnosci:
Tw. 29. x,ijeA:D:x—yZzA.
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Dem. zal. IV.
Twierdzenia 1—29 w odniesieniu do grup Abe-

lowych nazwiemy zespotem

4. 1zomorfja grup i semi-grup.

Zauwazmy najpierw, ze kazda grupa jest tez
semi-grupa [lecz nie odwrotnie: (AU = jest semi-
grupa; (g,-\-), gdzie g oznacza ogdt liczb rzeczy-
wistych, jest uwazane za grupe]. Nastepnie zauwa-
zymy, ze grupa czy semi-grupa Abelowa jest tez
grupg czy semi-grupa. W definicji izomorfizmu wy-
starczy nam ograniczy¢ sie tylko do semi-grup
ogdlnych.

Def.

Semi-grupy i H[AY -}
nazwiemy izomorfijnemi (holoedrycznie), jezeli:

Istnieje odpowiednio$¢ doskonata i [p. str. 25]
miedzy elementami klas A i A', t zn. taka, ze
TPH—A, (I'li= A\ ktora zachowuje dziatanie
semi-grupowe t. zn.,, ze gdy X i y nalezg do A,

wowczas: .
J'(2)+Ui(0) = Jt(x +y).
Bedziemy zaznaczali izomorfje, piszac:
A iz ().
Uw> Przypominamy, ze li (x) oznacza ii-obraz
elementu x.
Tw. 1 Kazda semi-grupa T1=(4;-|-) jest
izomorfijna ze sobg: R iz TT.
Dem. tatwo stwierdzié¢, ze ,izomorfje wyka-
zuje* relacja:
=) {xeA.x =y}
[p. str. 19].
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Tw« 2. Gdy R iz R', przyezem R i R’
sg semi-grupami, to réwniez R" iz K.

Dem« Jezeli fiwykazywato izomorfje iz 7717,
to A * wykaze, ze R" iz

Tw« 3. Gdy R iz A7 i R" iz i, gdzie
R, R’} R" s3 semi-grupami, to R iz R”.

Dem« Gdy li wykazuje, 22 R iz R" S
ze R iz R", to kompozycja -RIS wykaze, ze
R iz R"™.

Widaé stad, ze izomorfja jest stosunkiem row-
nowaznosci. Teorja Grup, tak jak ja mamy wyto-
zong naprz. w znanych dzietach Burnsicle’a czy
Speiseral jest naukg o wihasnosciach niezmien-
niczych grupy wobec izomorfji.

Tw. 4. Gdy H wykazuje izomorfje semi-grup
(-1;+) i (-1;HR"), u i w nalezg do A', to:

Vr< (u) + U-"(a) = U-"(u +"a).
Dom« Gdyz wtedy H~! wykazuje izomorfje

Tw« 5. Gdy U wykazuje izomorfje semi-grup
(.1,-)-) i (yI’;-j~D); 0 i OF sg odpowiedniemi Mo-
dutami, to ii7(0) =07 {i odwrotnie R~I1(07) = (0}.

Dem. Oznaczmy H(0) przez s; wtedy:

B(0) =s, () =1i-"(s).

Niechaj dowolne u nalezy do zlI7, a —-fi-I(ti);

wtedy:
i-f's=R(a)-fIR(0) =i?(a-f0) =U(0) =u,

1 W. Burnside: Theory of Groups Il wyd., A. Speiser:
Gruppentheorie Il wyd. Berlin Springer.
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zatem s jest modulem semi-grupy (A'- ta
atoli posiada jedyny Modut (= 0'), wiec s=0'

Tw. 6. Gdy semi-grupa Abelowa (X;-J-) jest
izomorfijna z semi-grupg (A'; -j-), to (A'\ -j-") jest
rowniez Abelowa.

Dem. Niechaj E wykazuje izomorfje odnosng
i niechaj: a/,j'ed4'; E~I(xX")=x, Tl I(y") —y.
Wtedy: x -\-'y'=R{X)+'R(ij) = H(XA-y)

=R(y-\-p =R (u) +""U) =y W-

Tw. 7. Gdy grupa (Abelowa) ( L,—-) jest izo-
morfijna z semi-grupg (Abelowg) (A"; -j-"), tn (/1 =)
jest grupg (Abelowa).

Dem. Niechaj I+ wykazuje izomorfje odnosna,
X iy nalezg do A\ x=E~I(x"), y=E~I(y)
Wtedy: X,y&A, ma sens Xx—Yy i zachodzi:
X—y)-\-y—x, wiec R(x -3 IE(y) =E(X)
czyli E(x—y)-\-"y'=x", stad: istnieje takie u,
ze y~\-'u =x'. Gdybj : y'A-'v—x, gdzie veA', to:

1L
(=X
a zatem: ENN—x—y i v=E(X—Y).
A wiec ma sens X'—'y' i jeszcze:
X'—'y' —E(X—Y).

UWi Tw. powyzsze jest stuszne i dla grup
nie-Abelowych.

Corr. Gdy semi-grupa Abelowa (1; -(-) jest
izomorfijna z semi-grupa (a wiec Abelowa) (/1,;-|-,)
X, yeA i ma sens X—y, to ma sens X—'y', gdzie
X —EX),y'=R(ij)ijeszcze E(x y)=x"—"y.

Dem. Wynika z dowodu tw. 6.

Uw. —' oznacza tu dziatanie odwrotne do -j-'.
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W sklad okreslenia izomorfji semi-grup czy
grup wchodzi pewne niezmiernie donioste pojecie,
ktére postaramy sie wydoby¢ na jaw.

Def. Klasy A i B nazwiemy réwnolicznemi
i zaznaczymy to przez ArlIB, gdy istnieje odpo-
wiednio$¢ doskonata R, taka ze:

DR=A, CPR=B

[a wiec ,miedzy elementami klas A i B"].

Dowody zupetnie analogiczne do dowodow tw.
1, 2 i 3 obecnego ustepu przekonajg nas. ze:

Tw. Rownolicznos$¢ jest mwnowaznoscia.

Wiasno$ciami  niezmienniczemi wobec réwno-
licznosci zajmuje sie Teorja Kardynalna Mnogosci.

Jezeli uznajemy NO (ogdét liczb catkowitych
arytmetycznych) za klase, to mozemy korzystac¢
z nastepujacej definicji:

Def. Klasa A zwie sie przeliczalng, gdy jest
rownoliczna z N().

Uw- Istnieje inna definicja przeliczalnosci, ktdra
nie postuguje sie zbiorem VO, atoli tej tu wpro-
wadza¢ i rozwazaC nie mamy jeszcze mOznosci.
Uczynimy to w po6zniejszym rozdziale.

Zauwazmy, ze przeliczalno$¢ jest wiasnoscig
klasy niezmienniczg wobec réwnolicznosci, t. zn.,
ze gdy A jest przeliczalne, BrlA, to rowniez B
jest przeliczalne, co wynika z tepo, iz A rl Y0
i BrlA pociagaja, ze Brl A_. Przeliczalno$¢ jest
temsamem pojeciem nalezgcem do Teorji Kardy-
nalnej Mnogosci.

Widzimy z poprzedniego, ze, aby semi-grupy
hj4.;--) i [A-~\-) byly izomorfijne, potrzeba (lecz
nie wystarcza), by klasy A i A' byly réwnoliczne

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytm. 4
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i ze ta sama relacja JR, ktora wykazuje izomorfje,
wykaze tez, ze A rlA'.

Niechaj teraz: (A, ) bedzie semi-grapg (grupa,
semi-grupa Abelowa, grupa Abelowa) i niechaj klasa
A' bedzie réwnoliczna z A. OkreSimy dziatanie -\-r
w klasie A" jak nastepuje:

Niechaj Fi wykazuje rownolicznos¢ /1 rlA' i nie-
chaj u i v bedg dowolnemi elementami klasy A .
Okreslmy:

u-j-'o=Fi(x-f-y), gdzie
x = E~I(u), y = R~1(v).

Z fatwoscig udowodnimy, ze system (A’
bedzie semi-grupg [grupg, semi-grupg Abelows,
grupa Abelowa].

Czynno$¢ powyzsza nosi nazwe ,,przerzucania
wiasnosci grupowych z semi-grupg [grupy, semi-
grupy Ab., grupy Ab.] (A;-|]-) na klase A" rdiuno-
liczng z klasg A".

§ 2. Pola i Semi-Pola.
5. Okrenlenie po6l i semi-pol.
Rozwazmy system 3 cztonowy:
($:0:0)
i warunki.

(@ (1;0) jest semi-grupg Abelowa.

(B) (71; Q) jest grupa Abelowa.

(r) (/I'; ) jest semi-grupg Abelowg z zastrze-

zeniem co do Mod(A;Q)).

(B) {A; ) jest grupg Abelowa z zastrzezeniem,
co do Mod(A; O)-
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(e) Dziatanie [ jest rozdzielne wobec dziata-
nia O w klasie A.
(9 Mad{A- O) + Mad {A - ).

Objasnienie”™ Powiedzenie, ze ,,(-A;D) jesl
semi-grupg ew. grupg z zastrzezeniem co do
Mod (/1 ; O)*“ oznacza, iz: warunek Il ew. IV defi-
nicji z § 1, nr. 1 zastgpiono przez:

" x,y,zeA i @0y =a [z pociggaja

y=2z, o0 ile xz=Mod("1;O) ew.:

IV1 dziatanie odwrotne prawe do Q], ktore ozna-

czymy przez |_|' jest wykonalne, miedzy
xay, t.zn. x\_(;/ ma sens, gdy X,ysA
iy Mod(A;O).

Def. System (jft; O ; H) jest semi-polem, gdy
sg spetnione warunki: a, 6, <,

Def. System (/I ; O5J) jest polem, gdy spet-
nione sa: B, 6, e,

Uw. Innym terminem dla ,pola“ jest ,ciato
algebraiczne” (tak piszg przewaznie autorzy nie-
mieccy, wihoscy i francuscy; Anglicy i Amerykanie
wolg termin: ,pole™). Pojecie pola wprowadzit do
matematyki E. Galois.

W sprawie zalozen a, r.Yy, 6, e £ p. uwagi
na koncu ksiazki.

Zauwazmy, ze w semi-polu (-1; O! ) system
(A; O) jest semi-grupg Abelowa w odniesieniu do
dziatania Oj system za$ (zt; O) jest grupg z za-
strzezeniem co do 0)j w odniesieniu do dzia-
fania . Nie bedzie nam potrzebne rozwazanie
systeméw (A; O ; O), ktoreby spetniaty warunki:
aj V, ej Takim bytby naprz. system (Ao; X.),

4*
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gdzie i X. sg dodawaniem i mnozeniem wsrod
liczb catkowitych [p. Arytm. L. Calk.].

6. Elementarne wiasnosci semi-pol.

Rozwazajgc w dalszym toku pola i semi-pola,
bedziemy oznaczali dla wygody dziatanie O przez
-f-, a dziatanie [ przez X. Odwrotne dziatania
oznaczymy przez ,—" i I; Moduty: Mod{-f)
i Mod (X) przez 0 i 1.

Niechaj tedy system (A;-|-;X) bedzie semi-
polem.

Przedewszystkiem zauwazymy, ze skoro (A; -{-)
jest seini-grupg, to:

Tw. Zachodzi zespot dla klasy A i dzia-
fania

Poniewaz system (/I ; x) jest grupa, ale z za-
strzezeniem co do 0, wiec przejdziemy jeszcze raz
twierdzenia zespotu (<A3), aby dokona¢ odpowied-
nich modyfikacyj.

Tw. 1. E\ xXy:D :x,yeA.

Tw. 2. x,ye ) :xXyeA.

Tw. 3. X ye t:D:xXy=y>f

Tw. 4. x,y,ze.1.) : (xXy)Xz =xX (yXz).
Tw. 5. le/l.

Tw. 6. xXeA ;D:1 Xx=xXIl=x.

Tw. 7. X, y,Z|A & 0., Xy=xXz-D'y—uz.

Dem. Z zatozenia IV' (str. 51) zadajgcego jed-
notliwosci z zastrzezeniem co do 02

1 Znak dzielenia, t. zw. ,,solidus* dawnych matema-
tykoéw.
a Zauwazmy, ze IV' pociaga IllI".
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Corr. X,y ,zeA.xXA: 0. yXx=z X X :~): y:
Tw. 8. X,yeA x 0.xXy=x:D:y=1
Dem. Wtedy: x Xy =x X 1 i iC5j=0,
wiec (V") y=1
Tw, 9. X, yeA.y 0:D: E\X/"y.X/'yeA.
Dem. Z zalozenia IV' i zastosowania reguty |
dla opisbw OznaczyliSmy tu przez prawe
dziatanie odwrotne do ,,X".
Tw. %ME x,yeA.y 4=0:D . E\Xx/""y. X/""y =
=x/"y
jest lewem odwrotnem}.
Dem.
Wtedy E\X/"'y i wobec tego: y X {x/'y) =X,
zatem yf/"/)) Xy =x dzieki tw. 3, a wiec
istnieje takie z, ze ze A i zXy =X.
Gdyby uweA i uXy—x, toby yXn
i yX (X'y) =%, wiec /X« =i/X (X/"Y),
lecz y -1=0, wiec u=x/ry. A wiec:
Elx/""y i jeszcze X/ "y =x/"y.
Tw. 10.x,yaAy==0:3:y>"c/ly) =
= {X/Y)Xy =x.
Dem. Wynika z 9 i 9bis, gdy oznaczymy wspolng
warto$¢ x/°y i x/*"y przez x/y.
Tw. 11 X,yeA'y O0.xXy=z:D:x=
<« ) . =z/y-
Dem. Gdyz wtedy zeA i z/y ma “sens,
przyczem (zly) Xy =1
Tw. 12. xeA:D :x/\ —x.
Dem. Z zal. (£) mamy 1 3=0, wiec E\x/\,
a przytem x X | = ¢, zatem x =Xx/\ z tw. 11
Tw. 13 X%A . x=F0:D:x/x =1
Dem. Wtedy X/ x ma sens i x X 1 =x.



54

Tw. 14 X, yeA.X/y =1i:"):x=y.
Dem. Widocznie x/y ma sens, a zatem:
(X/y) xy=x, stad 1 Xy=X i y=x.
Tw. 15, x,yeA.x 0:D:(xxXy)/x=y.
Dem. Wtedy: y XXx=xXxy i x40, wiec
y = {xXXy)/x. (tw. 11)
Tw. 16. &e/l1:D:&X0=0xx=0.
Dem. Witedy:
eXl=a:, eeXl+a&X0=1X(1+0)=a)XI
z zalozenia (e), zatem: @&-j-eeX0=a;, a stad
&X 0 =0
Tw. 17. Gdy X,yeA, lecz y—0, to xX/y
nie posiada sensu.
Dem. Rozwazymy dwa wypadki: (1) ® == 0,
(2) x=0. Gdy x== 0, to dla kazdego z nalezacego
do A mamy: zX0=0Xz=0 +t zatem niema
takiego z w klasie A, by =zxo=:i czy 0Xz=x.
Stad: x/y, czyli /O niema sensu z powodu nie-
spetnienia przestanki istnienia.
(2) Gdy x=0, to zauwazymy, ze:
iIXO=o0oXo=o0 i i4=0.
zatem O/O nie moze mie¢ sensu z powodu nie-
zachodzenia przestanki jednotliwosci.
Mamy zatem, tgcznie z tw. 9 i 9lffi
Tw. 18. Gdy X,yeA, to x/'y ma wtedy
i tylko wtedy sens, jezeli y -=0.
Tw. 19. X,y ,zeA.xy/z=yl/z:) :x=y.
Dem. Widocznie x/z i y/z mialy sens
(Il reguta dla opiséw), stad z 0. Stad tez:
X=X Xz= (') Xz=Yy.
Tw. 20. X,y,zeA.X"0 . X, Yy=X/z~) :y=z.
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Dem. Widocznie x/ij i >X/z miaty sens i z4=0.

Stad: X =yX (xX/y) =y X (x/z)
xXz=[yX (X/2)\X z =y X [(&/Z) X2\,
= yXX = xXXy.
Lecz X 4= 0, wiec y=1z.

Umowy. Bedziemy pisali krocej:
XXyXz=XXy)Xz
xXy/lz= (xXy)/z
xX/yxz= (xXIy) Xz
x/y/z = (x/y)/z.
Tw. 21 xX,ye/l. x4=0.y==0:D:xXy 0.
Dem. Gdyby xXy —0, to mielibySmy:
&@x0=0, xXy=xX0 i&=0, wiec y=0.
tacznie z tw. 16 otrzymujemy niezmiernie

wazne ,prawo zerowego iloczynu®, jak je bedziemy
nazywali w arytmetykach:

Tw. 22. Gdy X,yeA, to x Xy jest wtedy
i tylko wtedy réwne 0, o ile x =0 lub y=0.
Tw. 23. X,y,ze A ,x=0.24=0:D: (;eXy)/
/(eXz) =y/z
[,,prawo upraszczania i rozszerzania“].
Dem. Wtedy [xXy)/{xXz) ma sens, gdyz
X zzF0 z tw. 22, rowniez y/z ma sens. Dalej:
X X2) X[[Tx YH{XX2)\=xXYy,
XX X[ XY (XX} —xXy i x4=0.
Stad: zX[fcXy)/\xX2)]=y i z=£ 0,
wiec: (eX/)/{xXz)=y/z.
Tw. 24, X, y,e A 1F0:D:xXyLz=
—X/z Xy.
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Dem. xXy/z i x/zXiJ majg wtedy sens,
a stad:
(X/z Xy) Xz = (x/z2) x(y Xz) = (x /2) xX(zxy)
= [(X/2) XZ\X y —xXy.
Poniewaz z 0, wiec:
X/zXy=xXy/z.
Tw. 25. X, V¥, z&A.y"0O.z"0 D :x/(yX2)=
- =vlylz-
Dem. Wtedy: xX/y, xX/y/z i x/(yXz) majg
sens, gdyz jeszcze yXz-I= 0.
(YX 2)x[x/(yX 2)] =X,
y X X [X/I(yX2)]\ =x i y# 0,
ZX[X/(yX2)\=x/y i z50,
X/ (yXz)=x/y/z.
Tw. 26. x,y,ze/l y=|=0.2"=0:D :x/(y/z)=
=Xx/yxz=xXzly.
Dem. Witedy, dzieki tw. 24, X/ yXz=xXz/y.
Dalej: xXz—(xxz/y)Xy=(xXz/y)X (y/zX2z),
XXz=[(XXz/Y)X (y/z)]Xz i z + 0.
Stad: x= (xXz/ly) X (y/2).
Otéz: y/z"0, gdyz y/z—0 datoby
y— (Y/Z)xz=o0xz=o,
zatem: xX/(y/ 1) =xX zly.
Def.l Oznaczymy przez /> i nazwiemy ,,0d-
wrotnoscig” x element 1 /x.
Tw. 27. XEA . X7 0:)  EI/>X. /XTI A
Dem. Z tw. 18.
Tw. 28. X, ;/«Ay 0:D:x/y=xX(y).
Dem. Spetnione sg wtedy zalozenia tw 26,
wiec: XX (/y) =\/y Xx=t X x/y =x/y.

1 Znakowanie Peany z ,,Fonnulario di Matematica“.
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Wida¢ zatem, ze wykonanie X/y sprowadza
sie do dziatania x i szukania odwrotnosci.
Tw. 29. X,yeA.x4=0.y=0:D /(XX y)=
=/xXl/y.
Dem. Spetnione sa warunki dla tw. 25 i stad:
Z(CXy) =\/(XXy)— L/X/ij—Ix/y =
/xX/y (tw. 28).
Tw. 30. X,ye.l. X 0.yzs=0:D:/(xX/y) =
(/x) Xy =vy/x.
Dem. Wedle tw. 26: /(X/y) = VV(X/y)—
- 1/an//:\}x X)y=y>g (/?3:
= y/x.
Tw. 31l. xeAx 0:D:/x—x
Dem. Wtedy /x masens, gdyz Z/x=1/>x\0,
bo inaczej byloby 1 = (I/X) xx=0xx =0,
/xX=1/(1/X) = I/1 Xx—1 Xx=x.
Zespol twierdzenn 1—31 oznaczymy przez ( Ct).
Mamy teraz dla seini-pdl szereg twierdzen, po-
chodzacy z uwzglednienia rozdzielnosci X wobec -|-.
Umowa. Wprowadzimy odrazu skrécenia:
xXyxzXu= (fIXy) £ (zX u)
x/y £ z/u= (x/y) x (z/u)
X. yxzXu= (xX/y) = (zX u)
xXy xz/ u= (xXy) x (z/u).
Mamy teraz:
rw. 32. X,Y,ztA:~): (X-\-y)Xz=zX(x-\-y)=
=X Xz-\-y Xz = zXx-\-zXy.
Dem. Wynika z witasnosci (f) i przemienno-
§ci dziatania x.
Tw. 33. X,¥,zeA.z5:0:D: X -|-y)/z—
—e z+vy/z.
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Dem. Wtedy: (x + y)/z=(x - y)x (/z) =
xX (/z2) \-yX (S2) =
=x/z4 i/lz-
Tw. 34. X, y,ze A E\ (x—VY):3:
X—yYy)Xxz =zX(X—y)=xXz—yXz
— zXX — zXYy.
Dem. Witedy: x—Vy + il =&, wiec:
zX (x— y)-\-zXy=zXx, a stad:
zX {x—y)=zXx—zXy. Reszta widoczna.
Tw. 35. x,y,zeA.z 0.BE\(x—y):3:
X—VY)z=x/zZz—Y/27
Dem. Wtedy: x—y +y=x> stad:
xX—v)Y/z-{-y/z =x/z, zatem:
X—-—yYYWzZz=x/z—Yy/zZ.
Zespot twierdzen 32—35 oznaczymy przez (f*))

7. Elementarne witasnosci pdl.

Jezeli teraz (A; +; X) jest polem, to sytuacja
zmienia sie jedynie o tyle, iz (A;-(-) jest obecnie
(Jlupa Abelowa. Tern samem:

Tw. Dla pol zachodza:

(1) zespdl («->#) w odniesieniu do A i —-;

(2) zespol (‘#);

(3) zespdt (6), ktory powstanie z zespotu (—~A),
gdy w poprzednikach twierdzen 34 i 35
skreslimy hipoteze: E\(X —y).

Remi-pola spetniaja wiec: () +(C') + (?0),

pola: (</3) +(E?) +(° )

Zespoly te oznaczymy przez () i )
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8. Izomorfja semi-pdl i pol.

Woprowadzimy znéw dla semi-p6l (i temsamem
dla pdl) nastepujaca definicje:

Def. Semi-pola (A; -f; X) i C4; X") beda
izomorfijre, gdy istnieje odpowiednio$¢ doskonata
R taka, ze:

(1) IFR=A, ER=A".

(2) R ,zachowuje* (-)-), t. zn.:

X, yeAO R(X) +"R(y) = R(X +Y).

(3) R ,,zachowuje” (x), t zn :

X,yeA D :R(X)X" R(Y) = R (xXy).
Kazda taka relacja R ,wykazuje“ nam izomorfije.

Czytelnik, wzorujac sie na rozwazaniach ust. 4,
8 1 uzasadni sam i rozwazy fakty:

(1) Jezeli R wykazuje izomorfje seini- pol
™ +5x) i to R(0) =o', fi(i)=t.

(2) Jezeli semi-pola (xI;—(-; X) i (A";-j-"; X)
sg izomorfijne, to: (a) oba sg jednoczes$nie polami
lub nie, (B) klasy A i A" sg réwnoliczne, (y) dla
x,yeA wyniki: x—y i R(x) — R(y) jednocze-
$nie majg sens lub nie, (6) w>w{! i /+ Y/ R(})
jednocze$nie maja sens lub nie.

(3) lzomorfja semi-pdl i pdl jest rownowaznoscia.

Rozdziat V.
Elementy Teorji Porzadku.
8§ 1. Teorja porzadku Cantora i uogolniona.

1. Cantorowskie pojecie porzadku.

Rozwazmy na poczatek stosunek mniejszosci
wsérod liczb catkowitych <C., tak jak sie z nim
czytelnik zapozna¢ moze z mej Arytmetyki Liczb
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Catkowitych. Ma on nastepujace, wazne dla nas
w tej chwili wiasnosci
(1) Jest to relacja, ktdérej dziedzing jest klasa
-Ao, przeciwdziedzing klasa liczb naturalnych if\.
Zatem jest to relacja jednorodna, gdyz No i i\i sg
jednorodne, przytein polem:
C«,)=//(<t)f,,('«<,)= +iI\i=No

jest klasa iYol

(2) Relacja ta jest spéjna, to znaczy, ze, gdy
X, yeC«,.) i x4=1i), wowczas

x<.yluby x

(3) Relacja <C, jest asymetryczna, poniewaz
x <,y wyklucza y <C x.

(4) Relacja <, jest przechodnia, gdyz X <,»y
i y<,,Z pociggajg x <Cz

O relacji <5 moéwi sie tradycyjnie, ze porzad-
kuje ona swe pole -Ao lub, Ze wytwarza porzadek
w swem polu.

J. Cantor, uogolniajac fakt powyzszy, stawia
nastepujaca definicje :

Def. Stosunek fi nazwiemy porzadkiem (w sen-
sie Cantora), gdy:

(1) fi jest relacjg jednorodnag 2

(2) fi jest relacjg spojna, t. zt., ze:

X, yeCB .x3//):xJy v/l fir
(3) fi- jest relacjg asymetryczna:

xfiy:Fl~ylAXx .~ czyt. ,,nie“].

1 Przyjmujemy tu, Ze NO jest klasa i ze udowodniono
w A. L. Calk., iz <<: jest relacja.

2 Waruuek ten nie pocliodzi od Cantora, lecz pozo-
staje w zwigzku z ideami niniejszej ksigzki.
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(4) R jest relacjg przechodnia:
XRy.yRz:D: xRz

Tak wprowadzone pojecie relacji porzadkowej
posiada swa niedogodnos¢, na ktorg zwrdcit uwage
dopiero Russell. Oto na czem ona polega:

O klasie A powiemy w tej teorji, ze da sie
ona uporzadkowa¢ (w sensie Cantora), gdy znajdzie
sie porzadek R, ktérego polem C'R bedzie klasa 1.
Niedogodnos$¢ Cantorowskiego pojecia polega teraz
na tern, ze:

Tw. 1. Zadna klasa jednostkowa nie da sie
uporzadkowa¢ w sensie Cantora.

Dem« Rzeczywiscie: niechaj R bedzie porzad-
kiem Cantorowskim. Wtedy, albo pole C’Ji jest
klasg pusta, albo nie. Jezeli C’R nie jest klasg pusta,
to relacja R cho¢ raz zachodzi miedzy jakiemis$
elementami. Niechaj zachodzi naprz. aRb. Lecz
wtedy a, be C'R, ale u=Fb, gdyz a=b pociagne-
toby zachodzenie réwniez b R a, co wykluczone ze
wzgledu na asymeirje. Temsamem pole C’'R po-
siada juz conajmniej dwa elementy ai b i nie jest
klasg jednostkowa.

Fakt powyzszy posiada tez dalsze niewygodne
konsekwencje. Niechaj naprz. R bedzie porzadkiem
Cantorowskim, A klasg zawartg w polu C'R.

Utworzmy relacje li* powstajacg przez ,,zwe-
zenie R do klasy A*“ t. zn. relacje dang przez:

R=Xy){XRy.xe A ysA).

tatwo wykazac, ze:

Tw, 2. R' jest relacjg porzadkowa i ze polem
jej C'IV jest klasa A chyba, ze A jest klasg jed-
nostkowa, gdyz wtedy C'Rr jest klasg pusta i li’
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nie zachodzi nigdy. Podobnie wiele innych twier-
dzerh z teorji porzadku posiada zastrzezenia, Zada-
jace, by pewne klasy nie byly jednostkowemu

Mozna sie uwolni¢ od tych niedogodnosci, wpro-
wadzajgc, tak jak to uczynitem w mej ksigzce
Podstawy Ogélnej Teorji Mnogosci (1925), pojecie
,,uogolnionego porzadkul".

2. Porzadek uogodlniony.

Def. Powiemy, ze B jest porzadkiem w sensie
uog6lnionym, gdy:

(1) B jest relacjg jednorodna.

(2) B jest ,silnie* spoéjne, t. zn., ze gdy
X,yeC'B, wbwczas zachodzi xBu lub
UBx.

(3) B jest ,,wzglednie* asymetryczne, t. zn., ze
xBy i x=Fy wykluczajg y B x.

(4) B jest przechodnie, a wiec:
xBy i yBz pociggajg X Bz.

Def. Gdy B jest porzadkiem uog6lnionym, to

okreslimy wypadek :

X BYy. XYy
jako x Hl'uy, czytajac ,x poprzedza i wedle rela-
cji B*

Tw. 1. Jezeli B jest porzadkiem uog6lnionym,
'0 =Su jest porzadkiem w sensie Cantora, przytem:
C{"Jt) = C(B), o ile C(B) nie jest klasgjednost-
kowa, gdyz wtedy jest puste.

Dem. (1) ..—B—Xy){xeCB.x—y]
poniewaz za$ C’'B jest klasa, przeto (xy){x,ye C'B.
,X—1Y) bedzie relacjg i tojednorodna z B, stad lez-in
bedzie réwniez relacja [p. str. 18 i 19] zawartg w B.



68

(2) R), a(r-?j,)C* maDtiTA(I(fi)
sg jednorodne, wiec 1)(--ir) i (7( ™) réwniez
jednorodne, a zatem jest relacja jednorodna.

(3) Gdy ce,i/FC(NT) | Xy, to X, yeC(R)
i X Ny, zatem zachodzi: xRy i x vy lub y Rx
iy==X, czylix ny luby -Arx. Relacja jest
wiec spojna.

(4) Gdy zachodzi x ~Zry, to mamy xRy i X"y,
a wtedy nie zachodzi yRX, wiec nie moze tez
zachodzi¢ y -Arx. Relacja -$n jest temsamem
asymetryczna.

(5) Xx~ZRy i y~ZRZ daja nam: xRy, yRz,
XNy iy z Stad xRz, &3=y i y"N2
lecz gdyby aa =12z, to mielibyémy

X ~Zny i y -<nx,
co wykluczone.

Relacja -$r jest wiec przechodnia.

(6) Jezeli R jest relacja pustg t. zn., ze xRy
nigdy nie zachodzi, to réwniez -sjj nigdy nie za-
chodzi i temsamem C(R) =C r)=0«R\

Jezeli C(R) jest klasg jednostkowg —{a\, to
zachodzi aRa, lecz nie zachodzi a-iua i tein
samem C(/l) ={a}, C(-sr) =0,,,.

Jezeli C(R) nie jest, ani pustg, ani jednostkowg
i xeC(U), to znajdzie sie y takie, ze yeC(R)
i y=sj=x. Tein samem .

xRy lub yRx i przytein x v,

a wiec: x-ZRy lub vy -<rx i juz stad
xeD(~zr) lub xeG (-zr), wiec xe.C( in).
Stad r). Z drugiej strony widocznie

CH,)CC(a wiec ostatecznie:
C(fi) = CHB).
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Tw. 2. Jezeli //jest porzadkiem Caiitorowskim,
lo relacja R', dana przez:

xR'Yy=xRyvV jeeC(R) .3; =y}
jest poizadkiem uogdlnionym, przyczem R—-"n-,
lecz gdy C(R) =0,,, to réwniez C(/?") — Om.

Dowdd fatwy, pozostawimy czytelnikowi.

Uw. Podobnie, jak pojecie porzadku Canto-
rowskiego powstaje przez uogoblnienie relacji ,,mniej-
szosci“, porzadek uogdlniony nasladuje ,,mniejszos¢
lub réwnosc*,

Tw. 3. Kazda klasa jednostkowa da sie upo-
rzadkowa¢ w sensie uogolnionym.

Dem. Niechaj tg klasg bedzie {a}. Zauwazymy,
ze relacja

R==(xy)(x=ay=2a)

[lub  (riy) (xe {t/j. y e {a})].
jest relacjg porzadku uogolnionego i ze C(i?) ={«}.
Rzeczywiscie, Fi jest relacjg jednorodnag:

iru=<in =\u)-

zachodzi ona tylko w wypadku a R a, wiec ,,silna"
spéjnos¢ ma miejsce; warunki wzglednej asyme-
trji i przechodniosci sg pusto lub triwialnie spel-
nione; C(Fi) = {a], gdyz

C(R)=F)R) + ([(R) = {oj + {¢ = {«}.

W teorji porzadku uogdlnionego nie mamy nie
wygodnych wyjatkdbw w zwigzku z klasami jed-
nostkowemi, jak to sprawdzi¢ moze czytelnik w mej
cytowanej ksigzce.

Poniewaz w zastosowaniach teorji porzadku do
budowy arytmetyk klasycznych nie bedziemy mieli
do czynienia z porzadkiem o polu jednostkowem,
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wiec nie bedziemy zastepowali pojecia Cantorow-
skiego przez uogoblnione i pozostaniemy tradycyjnie
przy pierwszein. Wprowadzimy jeszcze dla wygody
nastepujacg umowe:

Def. System (A;li) nazwiemy systemem po-
rzadkowym (w sensie Cantora), gdy

(1) R jest porzadkiem Cantorowskim,

(2) C(R)=A.

Uwa Tern samem A jest klasg!

Umowa. Gdy R jest porzadkiem (Cantorow-
skim), to zwrot x Ry zapisywa¢ bedziemy jako
X ity lub nawet x Ay, o ile niema powodu do
nieporozumien.

3. lzomorfja porzadkowa.

Def. Porzadki R i S nazwiemy izomorfijnemi,
gdy istnieje odpuwiednio$¢ doskonata T miedzy
elementami C(li) a elementami (*(S) — a wiec taka,
ze I>{1)=R(i), (I (*")— (!(S) — ktdra jednocze-
$nie ,,zachowuje porzadekt. zn., ze:

X -Aity pocigga T'’X As Ty,

Analogicznie systemy porzadkowe (A, li) i (B,A)
nazwiemy izomorfijnemi, gdy li i S sg izomorfijne.

Tw. Gdy fi i S sq porzadkami | R iz [?, to
t\li) i G(iS") sa roéwnoliczne.

Dem. Wykazuje to kazda odpuwiednios¢ T
stwierdzajgca i1zomorfje [p. str. 49],

Tw. fzoinitha porzadkowa jest stosunkiem
rownowain osci.

Dem. Zaznaczymy tylko krétko, ze

r~Gan{xe,0(i).x =y)
wykazuje, iz porzadek R jest izomorfijny ze sobg,

W. Wilkosz: Podstawy Teor. Arymi. fl
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nastepnie, gdy T wykazuje, ze //iz S, to T~! po-
kaze, iz h iz li, nakoniee, gdy T wykazuje, ze
Riz§, a za$ 2", ze Siz TF, to I,|T' wykaze, iz
Riz Pt.

Corr. Oczywiscie, izomorfja miedzy systemami
porzadkowemi jest tez réwnowaznoscia.

Teorja mnogosci porzadkowa zajmuje sie poje-
ciami i wiasnosciami porzadkéw, niezmienniczemi
wobec izomor/ji porzadkowej. Wprowadzimy za
chwile pewng ich ilosc.

4. Gtéwne pojecia teorji porzadku.

() Def. Najwyzszym elementem hlasy /I wzgle
dem porzadku R nazwiemy:

jedyny element z taki, ze:

(«) zeA><C(R),

(B) gdy ueAx( (R) i ud”™z, to juz u-'nz.

Oznaczymy 6w element najwyzszy, czyli ,,ma-
ximum klasy A wzgledem R* przez:

niaxft/J.
Formalnie:
max/f/l = iz{zi | X f(/V"). (/) ut AXC(IY).
unz:f:u uz2}h

Analogicznie:

Def. Najnizszym elementem klasy | wzyle
dem porzadku R nazwiemy:

jedyne z takie, ze:
(@) ze Ax C(R);
(B) gdy ueAx ( (ii)iud=z, tojuzz-4nU
Oznaczymy go przez: min/f zl.
Def. maxj,-C(A") nazywamy kréotko Max. K’;
iftiii/? i7(/?) n-i-Lwilmy Min. A
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Uw. Tak max« A, jak i mina.A s;| okreSlone
przy ]>omocy opisow jednostkowych.

Tw. Gdy li jest porzadkiemia  (li), to klasa
{a}, ztozona z jedynego a posiada, tak inax., jak
i min. wzgledem H i jest niem w obu wypadkach
element a.

Dem. Wrtedy, rzeczywiscie, ue {«} X C (li),
a_druga czesC definicji jest przytem ,pusto spet-
niona“.

(2) Def. Nastepnikami elementu n w porzadku
li nazwiemy zbiér:

,0ff0l x takich, ze u A«.r'.
~ Def. Poprzednikami elementu u w porzadku
"I nazwiemy:
,,0y0l x takich, ze x-Atu“
Oznaczymy te zbiory przez:
nast™’ a i poprzu” n.

Tw. Gdy Ili jest porzadkiem i ncC(li), lo
zbiory: nasi«™« i poprz«”’« sg klasami.

Dem. Oznaczmy:

s'= (/) [ij & {«}. X1 < (/")!
*r= (o£ff) UST {3} 17 ((/*")}.
id i d sg relacjami [p. str. 1< gdyz \u\ i <'(/i)
sg klasami; przytem 1i,> i $ sg jednorodne, gdyz
wszystkie sg zawarte w relacji [str. 1S]
G<ip{< e ( (D.ye ( (tH}.
Widaé nastepnie, ze:
nasi«”’« = Q' {fi* Xsj\j
poprz«” «= 1)"\U xsA|.

Alon li Xid i HX il' sg relaijami, wiec

nasi«”« i poprz«”« sa klasami.
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(3) Def. Nastepnikiem (bezposrednim) ele-

mentu a w porzadku /1 nazwiemy:
NastR (a) = min« nast«” ci.

Def. Poprzednikiem (bezposrednim) elementu

n w porzadku R nazwiemy analogicznie:
Poprze (a) = maxji poprzje’a.

Uw. Zwazywszy, ze max., min., Nast. i Poprz.
sg okre$lone przy pomocy definicji jednostkowej,
dojdziemy do przekonania, ze odno$nie do elementu
a moga one tylko wtedy mie¢ sens, gdy asC(R),
gdzie R jest danym porzadkiem.

(4) Def. Przekrojem porzadku Ti nazwiemy
pare klas (A, B) w wypadku, gdy:

(U A+mB = G(R),
By A i B sa klasami niepusfemi,
(y) gdy xzA a i, «~, to stale x~<ny.

Gdy (/1,B) jest przekrojem porzadku R, to
zachodzi jeden jedyny z czterech nastepujgcych
wypadkow

(1) /1 posiada maximum wzgledem R, lecz B

nie posiada minimum wzgledem R.
(2) A nie posiada maximum wzgledem //, lecz
B posiada minimum wzgledem R.

(3) /I posiada maxi; A i B posiada minu B.

(4) /1 nie posiada max/./l i B nie posiada

min/j/?.

Zaleznie od przynaleznosci (A,B) do jednego
z tych wypadkéw nazwiemy nasz przekrdj odpo-
wiednio: (1) regularnym na lewo,

(2) regularnym na prawo,
(3) skokiem,
(i) luka.



(5i Niezmienniczo$¢ wobec izoinorlji porzadko-
wej poje¢ wymienionych w (I)—(4) ma sens na-
stepujacy. Niechaj R i S bedg porzadkami izomor-
fijnemi i niechaj T wykazuje owg izomorfje. Niecit
dalej A bedzie klasg zawartg w polu C(R), a ele-
mentem pola C(R). Witedy:

I. Jezeli A posiada iriaxnA, to 2'-obraz klasy

A, czyli T”A posiada max* T"A i jeszcze
maxs 2™ A = T’ maxu A

Analogicznie dla minimum, Max li i MinR.
Dem. Oznaczmy
B=T"7A, b=T7%a, a— max«A.
Witedy: (1) bzB, gdyz aeA;
(2) jezeli ueB i uj™b, t
T~ (u) bA, T~I(u) h2' 1(b) =u, wiec
T~ (u) Arer, zatem u AsT(a)=Db;
(3) gdyby oeB i zatozenia: ueB i u be po
ciggaty stale, ze u AsVt to przypuszczenie,
iz a4-b pouagne{oby, ze b Asviv (b
Zatem v—bh. Stad b = max.s B.
Il. Klasa nastR’’a przechodzi w izomorfji
w nasts” T(a). To znaczy, ze:
nast.s” T (0) = 2" nastu” a.

Dem. Wystarczy zauwazy¢, ze U-Aia
pociaga T(u) AsT(a) i VA\T(a)
pocigga, ze T~ (u) Auu.
Analogicznie dla poprze.” A.
I1l. Jezeli a posiada NasU(a), to b=T(u)
posiada Nasts (6) i jeszcze:

Nastv T(a) = T’ Nast« a.
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Dem. Np»sUft« = niiu/i nast/f *, le«/ wierly

NaSiv' T (a) = min.v nast,s’7’(0) = iriinv 21” nasty? a =
= 2”miu?nasiR”a=
= 7" Nastf(0).

Analogicznie (lia PoprzV a.
IV. Przekroj (-1,25) porzadku A przechodzi

w przekroj (T”A,T”B) porzadku S i przekrdj

len zachowuje swoj charakter prawej czy lewej

regularno$ci, skoku czy luki.

Dem.

Wynika juz prawie bezposrednio z I, II, IlI.

5. Dualizm. Zjawisko dualizmu w teorji po-
rzadku polega na zespole faktéw nastepujacych:

Tw. 1. Jezeli A’ jest porzadkiem, to A“‘l jesl
réwniez porzadkiem.

Dem. (1) A*-1 jesl wtedy relacjg [str 18] i to
jednorodna, gdyz

" Dlii-l1=crMi (rh’-"=irn, c\r-)=(r)

(2) Gdy x,yeC(R--1) i & 7y, to X,y ?m((/>)
i x4=y, wiec zachodzi xRy Ilub yJix,
zatem zachodzi y A—Ix lub xR~{y.
(3) xR 1y pociaga y Rx, co wyklucza x Ify,
a wiec wyklucza tez y A-1x.
(4) xR ly i yR~Ilz pociggaja zRy i y Rx,
wiec i zRx czyli x R~z
Tw. 2. Jezeli A" i A sg porzadkami i R iz S,
lo R lizA L
Dem. Ta sama odpowiednios¢ 2', ktéra wy-
kazuje, ze Uiz A wykaze, iz / 1izA”L
Tw. 3. Jezeli li jest porzadkiem, 1 klasg, za-
wartg w C(R), a elenientein nalezagcym do A'(A), to:
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(@) niiix/,— /1 = min« A, o ile E\'min,/A
Max <<-1= Min. li, o ile E\ Min, li
Min. R | =Max.R, o ile E\ Max. R.
(P) nast’f—a — poprz”«a
poprz%—i a— nast™yi a.
(1) Nast/i i (a) = Popizif(0), o ile E\ Poprze (a)
Poprze—i (a) = Nast/f (a), o ile E\ Nast« (0).
(0) Jezeli (/1,B) jest przekrojem i, to (B, A)
jest przekrojem dla Ji ’, przyczem regu-
larnos¢ prawa przechodzi w lewa, lewa

w prawa, a skok i luka zachowujg swoj
charakter.

Dem. Dla dowodu tych twierdzen wystarczy
uswiadomi¢ sobie tylko fakt, ze xRy _yR~Ix
i zapamieta¢ dobrze odnosne definicje

Gdy liizS, to méwimy tez, ze R i S sg tego
samego typu porzadkowego. Jezeli wiec R i S s3
tego samego typu, to R~! i S~ sg rowniez tego
samego typu. Poznamy w dalszym ciggu wypadek,
gdzie porzadek R bedzie tego samego typu co R" "
Nie jest to jednak wypadek ogdlny.

§ 2. Poizadki typu «.

6. Okreslenie porzadku typu <o. Relacje
R nazwiemy porzadkiem typu te, gdy posiada ona
nastepujace wiasnosci:

(@) R jest porzadkiem.

(P) R posiada Min. R.

(") R nie posiada Max. R.
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(6) Gdy klasu A jest zawarta w C(R) i nie

jest pusta, to ma sens inin/i*t

(>) Gdy cieC(R) i a 4= Min. (/?), to a posiada

Poprzj? (a).

Tw. Gdy R jest typu to i aeC(R), to ma
sens Nasta (a).

Dem. Poniewaz R nie posiada Max. R wiec
Hast«”« nie tworzg klasy pustej. Atoli nasta”a C C(R),
wiec dzieki (fi) klasa ta posiada minimum wzgle-
dem R. Tern samem ma sens min« nasta”« czyli
Nast« («).

UW. Wszystkie porzadki posiadajgce wiasnosci
(fi) poprzedniej definicji zwiemy porzadkami do-
brani. Jezeli zatem R jest porzadkiem dobrym, nie
posiadajagcym maximum, to kazdy czion pola C(R)
posiada bezposredni nastepnik.

7. Indukcja zupetna.. Dla porzadkéw m!
mamy niezmiernie wazne twierdzenie, bedace uogol-
nieniem znanej zasady ,.indukcji matematycznej lub
zupetnej”. Brzmi ono tak:

Tw. Jezeli R jest porzadkiem typu m i:
jakie$ orzeczenie A(Xx) tworzace klase2.

(1) zachodzi dla x — Min. R\

(2) gdyby xe C(R) i zachodzito A{x), to za-

chodzitoby temsamem jeszcze A (Nast« (a)):
wtedy: A (a;) zachodzi dla kazdego cztonu pola C(R),

Dem. Rozwazmy M=C{R)—{x) A(x). Klasy
C(R) i (S)yl(x) sa jednorodne, gdyz posiadajg
wspodlny element Min. R i temsamem M jest klasa.

1 i tylko dla nich (p. moje ,,Podstawy Ogoblnej Teorji
Mnogosci®).
2 t. zn. takie, ze (X)A(x) jest klasa.



Gdyby I(a;) nie zachodzito dla wszelkich x z pola
C(R), to M nie byloby klasg pusta. Wtedy jednak
MCC(R), wiec id posiadatoby mim/M. Oznaczmy
je przez s. Ot6z s = Min. R, gdyz dla Min. R wia-
snos¢ A(x) ma miejsce. Zatem s posiada Poprz«s.
Ten juz do M nie nalezy, wiec mamy:

Poprz/fse C(R) i A {Poprz/zs},
ale (einsamem dzieki zatozeniu (2):

A {Nast/; Poprz// s},

czyli /4(s), co nie zgadza sie z przypuszczeniem.
A wiec M jest klasg pustg i temsamem 3k(a;) za-
chodzi dla kazdego elementu z C(R).

8. lzomorfja. Zachodzi tu twierdzenie.
Tw. Gdy R i S sg porzadkami typu to, to

RizS.

Musimy tu poming¢ dowdd tego twierdzenia,
gdyz przeprowadzenie go w zupetnosci bytoby bar-
dzo ucigzliwe. Zwykle okresla sie przy pomocy defi-
nicji zwrotnej odpowiednio$¢ izomorfijng T miedzy
elementami C(R) i C(S) w sposéb nastepujacy:
ktadziemy:

(1) T(Min.R) = Min. S;

(2) gdy xc C(R), to kladziemy:

T {Nast// X) = Nast.s- (TU)).

Zastgpienie definicji zwrotnej nominalng i prze-
prowadzenie dowodu, ze T wykaze izomorfje jest
jednak dos¢ zawite.

Arytmetyka Liczb Catkowitych udowadnia, ze
< wérod liczb catkowitych [<, mej Arytm. L. Catk.J
jest wiasnie porzadkiem typu to o polu = Aw.
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Dzieki lemu, podana przez nas definicja przeliczat
nosci [p. str. 49] bedzie réwnowazna z nastepujaca:

Def. Klasa A zwie sie przeliczalng, gdy da
sie uporzadkowa¢ w typ to, t. zn. gdy istnieje po-
rzadek R typu co taki, ze

C(RR) =A.

Uw. Dzieki twierdzeniu o izomorfji porzadki

0 sg rzeczywiscie jednego typu.

§ 3. Porzadki typu a.

9. Okreslenie.

Def. Relacje R nazwiemy porzadkiem typu ty
dy:

J y(cc) R jest porzadkiem.
(4 R jest geste, t. zn. ze, gdy tylko x ug,
to istnieje takie z, iz
><Arz Aity *

(y) R nie posiada minimum.

(6) R nie posiada maximum.

(e) Pole C(R) jest przeliczalne.

Tw. 1. Gdy R jest porzadkiem typu ty to za-
den element jego pola nie posiada, ani bezposred-
niego poprzednika, ani bezposredniego nastepnika.

Dem. Niechaj xeC(R); gdyby naprz. miat sens
Nast« X, to mielibysmy:

X Ar Nast/f (&),
lecz wtedy istniatoby w C(R) takie z, ze
X An z M72Nastfi(a;),
co sprzeczne z ideg bezposredniego nastepstwa.
Analogicznie dla Poprz«

1 gdy n Ab A ¢ to méwimy, ze b lezy miedzy « i c.
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Tw. 2. Gdy R jest porzadkiem lypu q ixnC(R),
lo istniejg, i poprzedniki, i nastepniki fi-owe ele-
mentu X [t zn.,, Ze nast/i”x i poprzji’’» nie sg
klasami pustemi].

Dem. Inaczej byloby x — Max. R lub Min.R.

Corr. tatwo wyniknie juz z poprzedniego, ze
dla porzadku R typu i] mamy twierdzenia:

(1) gdy x -z/ti), to istnieje nieskonczenie wiele

tatdch z, iz X -Zrz -Suy,

(2) gdy xeC(R), to istnieje nieskonczenie wiele

takich u i nieskonczenie wiele takich o,'iz

u-sux i x 'iiv.
10. 1zomorfja. Mamy tu znowu twierdzenie:
Tw. Gdy R i <S sg porzadkami lypu 0) to

RizS.

Dem. Podaje jedynie szkic dowodu (podobnie
zreszta, jak to czynig podreczniki teorji mnogosci),
gdyz dowdd szczegOtowy wymagatby wielu jeszcze
dodatkowych rozwazan.

Korzystajac z faktu, ze C(R) i C(S) sg przeli-
czalne, ustawiamg je w porzadki v naprz. Wi Z
Bedzie wtedy: O(R) — C(W), C(S) = C(2), przy-
czem Wi Z sg typu o> Konstruujemy odpowied-
nios¢ doskonatg 7', ktora bedzie wykazywata izo-
morfje:

(1) Elementowi Min. W przypisujemy jako
7-obraz Min. Z.

(2) Elementowi Nastir Min. W przypisujemy,
zpola C(>S) {=C(2)\ najnizszy, w sensie porzadku Z
element, ktory znajduje sie w tym samym sto-
sunku "-porzadkowym do Mm.Z co Nastir Min. W
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do Min. W {to znaczy poprzedza go wedtug S, o dc
tamten poprzedza wedtug 7?, wzglednie nastepuje
po nim, o ile tamten lezat wyzej}.

(3) Jezeli w ten sposdb przypisano juz wszyst-
kim elementom pola C(R) az do jakiego$ elementu a
odnosne T-obrazy z pola C(S), to aby odszukac
7" Nastir(«) postgpimy w nastepujacy sposob: szu-
kamy wszelkich elementow w C(Z) (—C(S)), ktore
znajduja sie odnosnie do T-obrazow elementow
poprzedzajagcych w porzadku W element a oraz do
elementu T(a) w takim samym “-porzgdkowym
stosunku, w jakim to /i-porzadkowym stosunku
znajduje sie Nastira do swych TK-poprzednikéw.
Kladziemy T'Nastu- (2) = minz tych elementow.
Udowadniamy, ze konstrukcja powyzsza jest stale
wykonalna i ze w ten sposob kazdy element pola
17(7?) otrzyma swoéj Zobraz. Obrazy te utworzg
zbior M zawarty w C(S). Udowadniamy, ze T jest
relacjg i temsamem M jest klasg. Nalezy wykazac,
e M=<?(&). Gdyby tak nie byto, to niechaj b
bedzie Z-najnizszym elementem pola C(S), ktéry
nie jest T-obrazem Zzadnego elementu z C(R). Po-
przedniki jego sg juz T-obrazami. Bierzemy naj-
nizszy — w sensie porzadku W— element m z pola
C(R), ktory jest wyzszym w sensie W od wszyst-
kich tych elementéw, ktérych T-obrazy tworzg
klase poprz/”b i ktéry znajduje sie do nich w ta-
kim R-porzadkowym stosunku, w jakim S-porzad-
kowym stosunku jest b do swych poprzednikéw.
Wtedy, wedle zasad konstrukcji odpowiedniosci T,
winno by¢ T(m) =0b, co sprzeciwia si¢ przypu-
szczeniu. Z metody konstruowania wyniknie juz,
ze T ,zachowuje porzadek*.
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Uw. Nazwanie naszych porzadkéw porzadkami
typu i| jest uzasadnione, gdyz wszystkie one sg
rzeczywiscie jednego typu

11. Porzadki typu 1 -f )
Def. Nazwiemy relacje R porzadkiem typu
i +n %dy: .
(@) R jest porzadkiem;
(B) R posiada Min. R;
()) R zwezone do klasy C(R) {Min. [F), czyli
relacja:
(xy) (X -ZHy . x 4= Min. R).
jest porzadkiem typu g.

Uw. Moznaby powiedzie¢, ze porzadek typu
1 4~ powstaje przez postawienie przed wszyst-
kiemi elementami jakiego$ porzadku typu q jeszcze
-jednego dalszego elementu, jednorodnego z elemen-
tami pola C(R). O ile przyktadem typu i) bedzie
naprz. < wsérod liczb wymiernych > 0, to przykia-
dem typu 1-j-q bedzie < wsréd wymiernych S: 0.

Tw. Wszystkie porzadki typu 1-\-q sg izo-
morfijne miedzy soba.

Dem. Niechaj takiemi bedg RiS. Oddzielmy od
R element Min. 7t i od S element Min. S i utwdrzmy
w len sposob porzadki R' i S'. Bedg one typu i),
a wiec izomorfijne. Niechaj T wykazipe izomorlje:
R' iz S'. Utworzmy relacje:

T— (Min. R ; Min. A).

tatwo juz okazemy, ze T wykazuje izomoi fje mie-
dzy R a S.
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§ 4. Porzadki typu X

12. Okreslenie.

Def. 1. Relacje R nazwiemy porzadkiem li/pii
*, gdy:

(u) R jest porzadkiem.

(B) R nie posiada Max. R.

(y) R nie posiada Min. R.

(6) Przekroje porzadku R nie sg nigdy lukami.

() Istnieje klasa A, zawarta w C(R) przeli-

czalna i wszedzie (jesla w C(R), t. zn., ze
gdy x 'itij, to jakie$ z nalezace do .1 lezy
»miedzy" x a vy, czyli spetnia warunek:
X -iuz~<UN.

Przijltlad Okazemy pdzZniej, ze naprz. < wsrod
liczb rzeczywistych wzglednych stanowi porzadek
typu X.

Tw 1 Gdy R jest typu X, to R jest porzad-
kiem ijestjjm i przekroje R nie posiadajg (einsa-
mem nigdy charakteru skoku.

Dem. Gdy x -Auy, to dla jakiego$ z z klasy A
[jak w (e) def.] zachodzi Xx-ZuzAnU- Tems.nnem
jednak zeC(R) i zachodzi x Auz np.

Gdyby przekroj (M, V) porzadku R byt sko-
kiem, to niechaj <l = iiiux«x M, h—min/; A Wledy
U -luli, a zatem dla jakiego$ C z pola R mamy

ci rc -3u b,
co niemozliwe, bo MA~ \=C{R), wiec
cem i cj*ci lub ce Aib «

Def. Porzadek /', ktorego przekroje nie sg, ani
skokami, ani lukami zwiemy porzadkiem cigi/h/m.
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Uw. Wedle lej definicji porzadki typu X sg
porzadkami cigglemi. U niektoérych autoréw po-
rzadki typu X nazywajg sie ,,kontinuami linjo-
wemi*,

Tw. 2. Jezeli R jest typu X, A klasg jak
w def. 1 . ]{' relacja R ,,zwezong“ do /I, to R’
jest porzadkiem typu i

Dem. Z definicji mamy:

R’ = (xy){xAiilj x,ijeA}.
R' jest porzadkiem, lecz klasa A nie jest jednost-
kowa, wiec C(R)=A [p. str. 61]. Pole porzadku
R" jesl wiec przeliczalne. R nie posiada Maximum,
o gdyby niem byto naprz. s, to istniatyby w C(R)
takie x i /l, ze s Aux Aitj], gdyz R nie posiada
Maximum. Tem samem dla jakiego$ u z pola C(R"),
czyli klasy A bytoby
s Aitx Auu Any,

wiec SAn-u, €0 sprzeczne z przypuszczeniem, ze
s = Max. R".

Analogicznie R' nie posiada Minimum. R jesl
porzadkiem gestym, gdyz skoro

»/,
lo x Atiy, a zatem zachodzi
X-111uU Ay

dla jakiego$ u z klasy A, tein samem
X AU UAIfL:
Oslalecznie wiec R' jesl porzadkiem typu i).

18. l1zomorfja. Znowu mamy (u twierdzenie:
Tw. tldy R i S sg porzadkami lypu X, lo

RizS.
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Dem. | w tym wypadku zmuszeni jesteSmy
do poprzestania na szkicu dowodu.

Zaczynamy od ustalenia klasy A w polu C(ll)
i klasy B w polu C(E) o wiasnosciach (e) defi-
nicji porzadku X. R zwezone do A o0znaczymy
przez R' oraz £ zwezone do B przez S'. Jak juz
wiemy, R'"izS'. Ustalimy relacje odpowiedniosci
doskonalej T' wykazujaca, ze R'izS'. Bedzie tu:

C(U) =1 (T), CE) =G (T).

Postaramy sie rozszerzy¢ T', w wypadku gdyby
C(I>) C(R") nie bytlo pustel, na reszte pola
('(I1) Niechaj ae C(R) — C(RY).

Tworzymy klasy M i N kiadac:

M= (3) {& <ua.xe A
A'=(a;) (a-Sux. x«vlt.

Udowodnimy z tatwoscig, ze (M,N) tworzy
przekrdj porzadku R' o charakterze laki. W odpo-
wiedniosci  T' przekr6j ten przejdzie w przekroj
hiltniuy porzadku S' dany przez

=),

gdzie: M'=T"M, NN=T""N.

Tworzymy obecnie klasy M i N w nastepujacy
sposéb. Do M zaliczymy wszystkie takie x z pola
6'(.S"), ktore poprzedzaja w sensie £ jakikolwiek
element u z klasy M"

Kladziemy dalej N= 0O (S) — Al Udowodnimy
natyclnniasi, ze (A/, V) jest przekrojem dla I§. Prze-
kréj ten nie jest, ani skokiem, ani luka. Lecz M
nie moze posiada¢ max”ui, gdyz M' nie posiadato

co rzi czywiscie musi zachodzié.
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maw M' i temsamem powyzej kazdego elementu
z M leza jeszcze inne, nalezace do M. Zatem

musi mie¢ sens min.s-Al.
Kladziemy teraz

T(@) = mins N
o0 ile a nalezalo do C(R)— C(R."), a nadto:
T(@)=T(a),

gdy a nalezato do 6'(/>").

Dowdd, ze T wykazuje izomorfje zadang nie
przedstawia juz trudnosci.

Uw. W trzech wypadkach, typow, <o, 3 i X,
dalismy tylko szkicowe dowody twierdzeh o izo
morfji. Dowody szczeg6towe sg dos¢ zmudne, zwia-
szcza, gdy uwzglednimy trudnosci zwigzane z ide-
ami logicznemi zaznaczonemi w tej ksigzce. Dowo-
dom tym (i pokrewnym) pos$wiecona bedzie osohna

raca.

P Dzieki twierdzeniu o izomorfji nazwa ,,typu X“
jesl usprawiedliwiona. Teorja Mnogosci Kardynalna
dowodzi, ze pole typu X nie moze by¢ przeliczalne.
Pola tych porzadkéw sg rownoliczne miedzy soba,
czyli nalezg do tej samej ,,mocy", ktdrg nazywamy
,»mocg c“ lub ,moca continuum®,

14. Porzadki typu 1| + X
Def. Relacja R jest porzadkiem typu 1-- X,

gdy; = .. ,
(u) li jest porzadkiem.
(P) R posiada Minimum.
(y) Do wydzieleniu z C(R) elementu Min. h\
porzadek R zwezona do O{R) — (Min. .li)
jest Mi>{l X.

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytm. 6
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Tw. Gdy i Ssgtypu 1-f~ to RizR.

Dem. Oddzielmy Min. U od R, Min. ti od S
i zwezone odpowiednio porzadki nazwijmy R iS".
Wiemy juz, ze R' i S' sg typu X, a wiec izomor-
fijne. Niechaj T' wykazuje izoinorfje. Utworzmy
system

(Min. R; Min. 6")=11I

i relacje T=T -fsW.

Bez trudnosci okazemy, ze T ustala izoinorfje
miedzy R i S.

Uw. Jezeli R jest typu g lub X, to jak tatwo
widzie¢, R-'1 jest rowniez typu i] czy X. Wiasnosé
ta nie zachodzi juz dla typu to.

Rozdziat V.
Systemy Liczbowe.
§ 1. Systemy liczbowe bezwzgledne.

1. Okreslenie.

Def. jSystemem liczbowym bezwzylednym na-

zwiemy system 4-czionowy:
(4,0

spetniajagcy nastepujgce warunki :

I. System 04; O 5J) jest nenii-polem.

Il. {A;-<?) tworzy system porzadkowy.

lll. Mof/(0) = Min. H).
-IV. Gdy X,y,zFA i x vy, to

xOz yO?.
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V. Dziatanie ,,w*, odwrotne do ,,O", jest wtedy
i lylko wledy wykonalne miedzy xiy gdy
y xtl)ij=x
Uw. W ukfadzie liczhowym bezwzglednym A
jest klasg, O i [ sg dziataniami, A jest porzad-
kiem. W sprawie zaleznosci wzajemnej zatozen sy-
stemu liczbowego bezwzglednego odsytam do uwag
na koncu ksigzki.
Poznamy w dalszym ciggu kilka bardzo waznycli
przyktadow systemow liczbowych bezwzglednych.

2. Wiasnosci  systemu  liczbowego
bezwzglednego.

Dzieki zatozeniu I, system ("4; O [0) jest seini-
polem i tern samem mamy prawo caty zespot twier-
dzen, oznaczony przez (.C/)) [str. 58] przyjac tu jako
wazny i uzasadniony. Zalozenie V pozwala nam
jednak zmodyfikowa¢ hipotezy, odnoszace sie do
wykonalno$ci dziatania ,,w“ {odwrotnego do ,,0'}
w ten sposob, ze ilekroé zadano sensu dla wy-
razenia ksztaltu xwy, zastgpimy to zadanie wa-
runkiem: ,,y A x lub y = xu, co zapiszemy krétko:
y~ x W ten sposéb zmodyfikowany zesp6t (£/))
nazwiemy (£/) ).

Niezaleznie od twierdzen tego zespotlu mamy tu
jeszcze inne, wiasciwe dopiero systemom liczbo-
wym bezwzglednym fakty. Uzasadnimy szczegOlnie
wazng grupe takich twierdzen, przyczem pisac be-
dziemy dla prostoty:

“‘h— X 7/, <,0,!

1 1. za. .rw/l ma sens.

6%



84

zamiast .
O, w, O, u, , Wri/(O), Mud{l_".
Woprowadzimy réwniez umowy:
Def. Xec~y=y-Sx
C>u=U<x
Tw. 1. JJE L.r=sj=0:3 :0 <.r.
Dem. Musi by¢:
0<x lub x <0, lecz 0= Min. (<).
Tw. 2. Gdy X,y,zFA, to jedna i tylko jedna
z mozliwosci:
x—fj, x<y, x>/
zachodzi. [Zasada Trie hotomyji].
Dem. Wynika stad, ze < jest porzadkiem.
Tw. 3. x<//,//I<z:3:x<1

X<Urww=z:1:r<z

a= Ml<z2:):«<7

w=>;//1>17. p>1

x=>Utl —z: r>z

i =z >
Dem. Z wiasnoéci Il i definicji ,,>*

Uw. Gdy xr <y, to temsamem >,ij¥ 1, wiycC
lej ostatniej hipotezy juz nie wymieniamy.
Tw. 4 zF1l a<y x+z</l+z2
ze 1.*>y .3 :X-j-z2> 41
Dem. .lest to zatozenie IV tgcznie z definicjg ,,> “
Tw. 5. x-lz</l ]2:3 :r<y
ir--z>y-[-z:3 r>y.
Dem. Przez odwrécenie twierdzen 4 tacznie
z tern, ze X, y,zf .| X=y: a4 -(-z=y-(- Z
Tw. {6 I yv4=0:J.r4-y=>r.
Dem. Wynika z tw. 4, gdyz wtedy y > 0.
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Tw. 7. ¥<y.z<u:D:x+z<;/H «
Dem. Wtedy
) e+ F<y +F=*|-i/<« +il=i/F+w
wiec: at+z<y-+«
Corr. a<y.z=u:D:ix-f-z<yeu
XY . ZY X zyY u
i analogiczne.
Tw. 8. a Sjy :D:.El(y- 9
E[(y-X):™ :XNy.
Dem. Jest to zalozenie V.
Tw. 9. gy <y.a z:Digg—z<y—v1
Dem. Wtedy y > zi majg sens x—z orazy -z
Gdyby: @ —z=y—1z, to mielibySmy x =y;
X—z>y—z daloby: z+ (x—2) >z + (Il—2),
czyli x>vy.
Tw. 10. g <y.y™z:D:z—a& > z—y.
Dem. Wtedy a:<z, y"Sz, wiec majg sens
z—a i z—y. Gdyby z— X —z—Yy, to mielibySmy
a;=y. Przypuszczenie, ze z—Xx < z—Y daloby:
z=@+ (z—a) <x+ (z—1),
z+//<eH-(z—y) +y=&+[(z—y) +Yy]=
— 'z
skad: y <a, wbrew zatozeniu.
Tw. LI a,<y.z=0:):zXx<zXy.
Dem. Wtedyy a ma sens, wiec [str. 58, lw. 34].
ZX (Y —X) =zXY—zXg,
z4=0, //—® + 0, wiec: zXy—zXx"O,
skad: zXy"N zX a,
aioli: zXy =zX.r i z=z= 0 daloby .r .
tw. 12, zXx<.zXy.J:x<y.z | O
Dem. Gdyz z=10 daloby zxx—zxy, stad
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tez | /z ma sens i jest O (sir. 57, Dcm. tw. 31),
wiec: I/z = 0, a zatem:
(1/2) X (zxa) < (1 /2) X (zX y),
czyli: X <l
Corr. Analogicznie:
X=>y . z>0:D:zX&>1zXy
zXae>zXy: D:. z1 O
Tw. 13. 0 <x<y:D:1/.i;> 1/,
Dem. Witedy | /e il /y majg sens
[str. 66, tw. 27|
i mamy t/> >0, 1/y > 0, skad:
t=(/ XXX < (I/a)Xy
1'Z < O// Xy X (1/y) = l/a:.
Tw. 14 2a<y.z>0:D:x/z<y/z.
Dem. */z, y Xz, 1/Z majagsens i I/z >0,
stad *X t/z) <yX (1 /z) czyl
a/lz < .'//z
Tw. 15, Xx>0.0<y<z:D: x/z<aly.
Dem. Wtedy: I/z<1/y/, skad:
®X (1 /z) <CxX (1,1y),
czyli: x fz<<a:ly.
Tw. 16. /le/ly <ti/n:D:aX«<yX»
Dem. Wtedy y= 0, t>>0, wiec:
«= (cly) Xy < (Uu/u) Xy
eXv< W/ uXyXu=yX (u/u) Xp
=y X,
a zatem: XX«<yXit
Tw. 17. X Xi)<yX«.y | 0, u ! 0:3:
a/y <u w
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Dem. Wledy: y>0, t/>(), ' y=>0, 1/oX
i stad: x = (x X}z;) )3(/(1, a) <(%y Xv¥|x(ll a), )
a zatem:
x/y —x X (I/y) <(y Xu) X (I/a) X (11y)
:{!/-;X(yxu)x(i/y)—
1 ag Xu=u/a
Corr. Analogicznie:
@/y>h/aD:xXa>yxX«
aXa>yXw.y|0.al0:D:x/ij>/l a
e/y=«/a:3:aXa=yX«
aXa=yXi/y+0,a/0:Da/y u/a

Tw. 18. Oznaczywszy przez 2 element 1+1.
mamy:

<y +<i<(a+y)/2<y
ITwierdzenie o $redniej arytmetycznej|.
Dem.
l>0wiec2=1+1>0i(e+ y), 2 masens.
2 Xee = (I+1) Xx=x-[ x<x-\ y<++y=2Xy,
skad : XxX<(x+y)/2<y.

Zespol twierdzen (+) ) facznie z twierdzeniami
1—18 oznaczymy przez 3

3. lzomorfja.

Def. Powiemy, ze systemy liczbowe bez-
wzgledne: (/}; + ;X;<) i (£;+"; X';<") s3 iz0
morfiine, gdy istnieje odpowiednio$¢ doskonata T
miedzy elementami A i B, ktora ,,zachowuje” dzia-
fania +, X i porzadek <, to znaczy taka, ze:

1) DM =A, a(T) =B;

(2) gdy x,yeA, to:
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TOO+TE)=T(x+ij)
T() X' T(y) = T(xXy);

B) X<=y:T:T(X)<< T(y).

Czytelnik uzasadni z fatwoscig, ze izomorfja
»zachowuje* moduly 0 i 1, ,,roznice” (x—y) i ,ilo-
raz* (x/y) oraz, ze jest rownowaznoscia.

Nie wszystkie systemy liczbowe bezwzgledne
sg izomorfijne miedzy soba, jak sie o tern pozniej
przekonamy.

§ 2. Systemy liczbowe wzgledne.

4. Okreslenie.
Def. Systemem liczbowym wzglednym nazwie-
my system cztero-cztonowy :
(4;0;03; -9),
o ile:
|- E’\;O;CS) jest polem,
Il. {A;-=) jest porzadkiem
ll. Gdy x,y,zeA i cAy, to
xOr<yOuz
IV. Gdy Mod(O) Ax i l/od(O) -4//, to
Mod (O) -< x 1 h.
Przyktady systemow liczbowych wzglednych
poznamy w dalszym ciagu.

5. Wiasnosci systemu liczbowego

wzglednego.

Przedewszystkiem, dzieki zatozeniu I, ktére po-
wiada, ze w systemie takim (A; O ;; ) system
czesciowy (1;O:LD) jesl polem, mamy prawo
przeja¢ z teorji pol caly zespot twierdzen, ktory
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oznaczylisSmy przez (ol)l. Zesp6l len przejmujemy
tu bez modyfikacji. Zestawimy obecnie dalszg grupe
faktow wihasciwych systemom liczbowym wzglednym.
Rozwazajac taki system pisa¢ bedziemy zndéw dla
utatwienia:
‘K — X, /7,01
zamiast: O, O, LI, Mon{Q), Mod(d), jako-
tez korzystamy z umow:
X y=y-<X; Xx>/=;/<x
Procz tego piszemy:
[ Su zamiast ,,x <y lub x=//"
X =1y zamiast ,,@&>y lub x =y"
i oznaczymy przez x element O—x czyli ,,syme-
tryczny do xK, a przez /x element 1/ x ,0d-
wrotny” do x. Pamietamy tez (str. 45), ze dla
X, YeA mamy Xx—Yy—x-\-y oraz, o0 ile ;/ 1=0,
xX/y =xX (/;]), (str. 56).
Tw. 1. Gdy X, yeA, to jedna i tylko jedna
z nastepujacych okolicznosci zachodzi :
x=/lx<l,x>y
[Zasada Trichotomiji].
Dem. Wynika stad, ze < jest porzadkiem.
Tw. 2. x<y.y<z:D:x<z
X<y.y=z:D:x<z
g=;/.y<z:D:se<z
X=Y.y > 7:~) IX> 2
X=>y.y=2z:") iX> 12z
X=yly>z:D:x>1
Dem. Poniewaz < jest porzadkiem.
Tw. 3. x<y.zzA:@)x-\-z<ny f-z.
1 p. str. 58.
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Dem. Jest lo zalozenie llI.
Corr. x-\-z<Cy-fz:3:x<y
x>y . zEA :3:8-|z2=>; +z
e+tz=>=y+z:3:2>Yy.
Tw. 4. z<|/.TE I:):a; —z<Cy—z.
Dem. Gdyz x—z=ee + z <y-|-z =y -z
Corr. &3>»y.ze |13 a3—z>y—1z
Tw. 5 & 1 3ic=>V.

Dem. Witedy:

0=e4**<y4-17, u=0 | y<yd-r+u

=*4" (y+.))= -fo=jt, Wiec y <X,
czyli x>vy.

Corr. a<y.z1A:3.z—x=>1—Y.
Tw. (i. <y u<o0:3:2+Uu<Cy-)-
Dem. & ((tt<Ty4 u=u fy<C«-vy

_ =y -H «
wiec &4"U  y4" i
Tw. 7. j?2>0.y=>0:3:a Xy3>0.
Dem. Jest to zalozenie IV.
Tw. 8. z=0.y<0:3:a: Xy<O0.
Dem. Wtedy:
X=>0.y=0=0—0=0, wiec 3;Xy=0.
Lecz xXy=&X (0 y)=a; X0—aXy=0—eXy
— Xx\y, wiec eexy=>0, skad ;eXy <0=0.
Tw. 9. 2a<0.y=>0:3:2Xy<0.
Dem. Witedy a Xy =y Xa, <0 dzieki Iw. 8.
Tw. 10. a <0.y<0:J):a-Xy=0.
Dem. Wtedy a; >0, y=>0, & Xy =0, wiec
O0—a)X7=0Xy—a Xy=aXy, lecz
&<0, y=>0, \iec x Xy <0, skad xXy=0.
Uw. Twierdzenia 7—10 odpowiadaja t. zw.
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»regule znakéw dla mnozenia" w arytmetyce liczb
wzglednych.
Tw. 11 x<»/ .£>0:3 :xXz<// XE.
Dem. Wtedy: 0 =X+ sc—wr+= | £=>0,

wiec:

O<(// +x)X z— IIY.Z + xX.i +
zatem

XX =0+ (xX-)<yXz+ [®X~Z+ X X¥

" =?/XZA- 0 —y Xz.
Corr. x>//.z>0:} :xxz=yX1.
Tw. 12. ®<//."<0:):8exz> j/Xi
Dem. Wtedy 1z>0, wigc: XxX~z<j$Xz, sk:id
XXZ =XXZ"> i/X'z —yXz.
Tw. 13. 0 <L
Dem. Juz z leorji p6l wiemy, ze 0 | 1, wiec
0<C1l lub 1 <0. Atoli 1<0, pociaggnetoby, ze
1<C0 i 1<C0, wiec 1 =1 X1=0 wedle Iw. 10,
co prowadzitoby do sprzecznosci.
Tw. 14. Porzadek ,<C" nie posiada Maximum.
Dem. Gdyby niem bylo naprz. a, to skoro
[ >0, mamy: I-|-6=0-fa=a, co stanowi
sprzecznosc.
Tw. 15. Porzadek ,<C* nie posiada Minimum.
Dem. Gdyby niem byto b, to 1 + 0, wiec 1 <C0,
skad: b— 1= - 1<d, co stanowi sprzecznosé.
Tw. 10. Oznuczmy przez 2 element | + !
Wtedy: x<#/:D:x< (X+r)/2<y.
Dem. 1'>0, wiec 2=1 +1>=0, zatem
2*0 i (a1 u) 2 ma sens.
2XX—1IXX + IXX =X+ X<X+Yy<U |-u
= IX//+1X// =2X/ly i 2> 0, stad:
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( 2)=0, gdyz 2x (/2) = | = 0; ostatecznie

x, = (/2) x 2x.f<(a:-|-IN12<(/2) x 2xIN)=/I.

Tw. 17. Porzadek ,,<C" jest porzadkiem gestym
i teinsamem jego przekroje nie majg nigdy cha-
rakteru skokdw.

Dem. Gdy x <CH, to (r-|-~)/2E_Il i mamy:

X< (*4iH/2 <V-

Tw. 18. ic=>0:D:./x>0.

Dem« Gdyz wtedy x4=0, wiec XX (/m/)=1>0,
co jedynie mozliwe, gdy /x==0.

Corr. x<<o0:D:/x<0.

Tw. 19. a7<;/..?2>0:3 . e/z< VIE,

Dem. Wtedy:

ar™o, /z=0, .T/lz— I X ({/z) <;/X( z2)—

*

Tw. 20. 0<«<u:3: (/v = (I*). v
Dem. Wtedy /«=0, ///= 0, wiec:
O1=uXU») <l X( i),
//=1X{UI) <uX (/v) X ( Ih=
= (A)XiiX{/I) = A, skad (/v)=( /.
Tw. 2. 0<b6<y.z=>0:.D:z/x=>z/Il.
Dem. Wtedy:
z/x=zx (1.") ==2X({/1)=>*/Il.
Tw. 22. Xx=0./=0:4:¢//7=0
*=> u.//<0:D: «.///<0
t<0.//=0:4:2 /<O
T<0y<o0:5:2/=0
Dem. Wystarczy zauwazyé, ze
?2>50.3:/1l=0, /I/<Q:;: j<o
i ze wtedy a:/// = .iTX ( [/l), oraz zastosowac

tw. 7—10.
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Uw. Tw. 22 stanowi t. zw. ,regute znakoéw*
dla ,dzielenia“ {,odwrotnosci dziatania X" (dru-
giego) systemu liczbowego wzglednego}.

Def. Bezwzgledng wartoscig »| elementu »
nazwiemy: (1) », gdy »2:0.

(2) », gdy »<O0.
Doktadniej:

W= (t2) {(/. 2:02=») v (»<<0.?=nx»}

Tw. 23. »e/1:3: 1\ ,». prr. L

Dem. Natychmiastowa z definicji.

Tw. 24. ;o0|=o0.

Dem. Gdyz 02 0.

Corr. »550:D: X\ =w»,

Tw. 25. »eA:):|H2:0

Dem. Gdyz, albo »2:0, to |»|—»":0, lub
X<.0, wiec ol =»=0.

Tw. 2«. X)) |»|]| =P

Dem. Gdyz wtedy W\e | i |»|2:0.

Tw.. 27. », //» ) I» Xn\=p{ X g\

Dem. Wystarczy rozwazy¢ wszelkie kombina-

cje wypadkéw »=0,//=0, zastosowaC twierdze-

nia 7— 10 oraz twierdzenie o ,,mnozeniu“ przez
,»2ero%,

Tw. 28. » JisA.g |- 0:2: m»//l = |» N\y\.

Dem. Wystarczy zauwazy¢, ze dzieki Iw. 18
i Corr. VHAN—Z,u\ dla fr | 0 oraz, ze xX/g—
=xX({/<l), o ile g k0. Wniosek otrzymamy
wtedy z tw. 27.

Tw. 29. » -g2 0:2:»2:¢

x2:9:2x @g20.



Dem
1. x—»i?0:}: fIs—(l—//) --y=0 | »/=/].
2. x2:y,Di@--y—X-|-y >//-|-y=
Corr. &#—Vyg O)
a:Sy:) s—i/SO.
Tw. 30. y<&f:):y<0
T<<0 :3:/<M
Dem. 1. Gdyz y 0 daloby y =7/
2. Wtedy || =w= 0, wiec y<C0<.v
Tw. 31. @ O.vS:O:3):|.r—|—//|—x l-y=
i/
Dem. Wtedy ic|=.t, |//1=//, -/+//—0 V\lllt!;‘CZ
*+ /1= +y=M -+ \n\-
Tw. 32. xfSO0.// 0 :D:#-|-lI=lic+jy =
=M + iill=> + 9
N+W=M + i

Dem. Witedy:
L x=W¥\, y=W\, *+Vv"0,|ce+»|=@®+]/==
= 0— (X +Y) =O0—X—y=X—y ==X-j-y.
2. X4-y =\X+ W\ ~>;-\-y = x-\-y = [g| -FLy\.
Tw. 33 a:z0,KO. x4 M) x—|—7/—
=M—01"™o0.\Xx-j-y —\x\—(/|
Dem.
Wtedy: x =X-\-y =X—y =x— /I,
x=W\4*|/lj, wiec x—y/j 0, stad:
X~\-y" 0, wiec \X-\-y\=x+y—.c—\W=
=H—W-
Tw. 34 2S0.y<O0.fi<|l]; }\x y=
=w—M <
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Dem. Witedy:
®= ®|>> v —4/1 i< =k
=M—-V= —Iy <0, WIQC
as—- //—|?I—|4 skoro og6lnie a—b=b—a
jak fatwo zauwazyd.
Poniewaz x-J-y <0, wiec [cc-FH| = r-)-y =
=fl - R=fl—14
Tw. 35. X<<O.//S;0. x| J|:D:r-(-y=
=N—Fl ™0.je -f-y| = e —]r.
Tw. 36. <C0.y=20. W\ <W:D:k-|-y=
=M—=NN0. fg-fan="Fl -
Dem. 35 i 36: Wystarczy w tw 33 i 34 za-
mieni¢ role elementéw a; i y miedzy soba.
Uw. Twierdzenia 31—36 stanowig prawidia

»~dodawania“ w systemie liczbowym wzglednym.
Tw. 37. ce,i/le™4:D:|a;+s47|ce|4-".
Dem. Wystarczy przesledzié uwaznle tw.

31 36 i zauwazy¢, ze |tf-|- NS x| -f-U] oraz

M —ul ™ H =+ -
Tw. 38. X, ye A:D:Jla—nry -,.r—1[/,

a nawet: lac— 1= |r| = /|
Dem. Witedy:

=(®@—2) tm? N®—// + 14
skad: W\ —\iIN% \x- -y -F W\ — "W\ = \x—\.
Jezeli nawet \x\—1//|<0, to |ee|<|Yy]j, lecz wtedy
I —y v ="
= i@l — Il =1, — M|
Zespdl twierdzen 1 -38 tgcznie z twierdzeniami
zespotu (/.”) oznaczymy .przez (//").

\y| -\, —




6. lzomorfja. lzomorfje systeméw liczbo-
wych wzglednych okre$limy tak samo jak to uczy-
nilismy w 8§ 1, ust. 3. Dowiemy sie w dalszym
ciagu tej ksiazki, ze nie wszystkie systemy licz-
bowe wzgledne sg izomorfijne miedzy soba.

§ 3. Elementy catkowite systemu liczbowego.

7. Okreslenie. Zadajmy sobie dowolnie sy-
stem liczhowy (1; +; X ;<) bezwzgledny Ilub
wzgledny. Starajmy sie z klasy A wylgczy¢ ele-
menty: 0,1 oraz wszystkie te, ktore otrzymaliby-
Smy z elementu 0 przez kolejne ,,dodawanie" ele
mentu 1, a wiec takie jak:

1=0-1-1,1-1-1,1 + 14—1, it d

Aby to uczyni¢, postgpimy w nastepujacy sposob:
Def. 1. Nazwiemy klase B klasg ,,gatunku (IM)*
gdy: (1) BCA,
(2) 0eB,
B) sB:):<+1F/.

Przyjmiemy bez dowodu, ze ,,gatunek klas (M)"
jest rodzing klas. Rodzina ta jest jednorodna, gdyz
klasy nalezace do niej sa wszystkie zawarte w kla-
sie/l. Rodzina ta nie jest pusta, gdyz chocby A jest
klasg gatunku IM. Mamy zatem prawo twierdzi¢
[str. 14], Ze wspolna cze$¢ czyli iloczyn klas ro-
dziny (M) jest klasg, zawarta w A. Oznaczymy
te klase przez /1Ao.

Def. 2. Powyzej okreslona klase ANn nazwie-
my klasa elementéw catkowitych (bezwzglednych)
naszego Systemu liczboweyo.
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Uzasadnimy teraz pie¢ charakterystycznych
twierdzen:

Tw. 1. OeAjWl

Dem. Gdyz 0 nalezato do kazdej Kklasy ro-
dziny <M), wiec weszto i do iloczynu .AWO.

Tw. 2. Gdy x nalezy do ANg, to£c+I row-
niez nalezy do >liVo:

xejdi\0:D:x-(- | e.4"0.

Dem. Jezeli xeAJVo, to widocznie x nalezato
do kazdej klasy rodziny 1*1, temsainem X-\-\ na-
lezato (z definicji) do kazdej Kklasy tej rodziny,
a wiec znalazto sie w ich iloczynie .4iV0.

Tw. 3. Gdy x,yeAA"( i ic-|-1=//-(-1, to 33=//.

Dem. Gdyz wtedy X,yeA, wiec wniosek wy-
ptywa z wiasnosci systemu liczbowego.

Tw. 4. Gdy iee74.A0, to X+ 1 + 0.

Dem. Gdyz wtedy xeA, 1>0; wieca: + 1=>0
i teinsamem x + 1 + 0.

Tw. 5. [Zasada Indukcji matematycznej].

Gdy W(r) jest warunkiem tworzacym Kklase,

ktérg oznaczymy naprz. przez K
" fraL@)W(x),

I spetnione sg dwie przestanki:

(1) OeK, czyli ze W(0) zachodzi.

2) llekro¢ x e ANO i xe /T, to x--1eTlm,
a wiec inaczej: xeANO. W{pc): ) : W(x+ 1)
wtedy: (3) /IA0C K, a wiec kazdy element catko-
wity spetnia warunek W.

Dem. Oznaczmy przez B iloczyn AAI0 X K.
Bedzie, to klasa, gdyz klasy j4 Am i K posiadajac
wspdélny element 0 sg jednorodne [str. 13].

W. Wilkosz. Podstawy Tcor. Arytm. 7
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Otéz: (1) ObB, (2) xeB:D 1< 06,

zatem B jest klasg z rodziny 1*1 i temsamem:
A Al CBC yLVO.
Stad: -1 \0=B, a wiec >UA, C7C
Jezeli teraz w systemie aksjomatycznym Peany
dla Arytmetyki Liczb Catkowitych ! podstawimy za
O, A, seq.r odpowiednio:
O,ylAo, ® 1,
/o twierdzenia 1—5 stwierdzg zachodzenie postu-
latow tego systemu. Temsamem:

Tw. 6. Do elementow catkowitych systemu
liczbowego stosujg sie wszystkie twierdzenia Aryt-
metyki Liczb Catkowitych.

Nalezy tu zwrdci¢ uwage na kwestie nastepu-
jaca: W Arytm. Liczb. Catk. wprowadzono dzia-
fania -|-t i Xc droga defiuicyj zwrotnych. Definicje
te brzmialyby w naszym wypadku tak2:

(1) fie/IXo: D :a-l-c0=a,

(2) a,beAA0:D:u-Jc{b-\-1) = (0-(-«h) -]-1
dla ,,dodawania catkowitego (--.)* oraz:

(1) aeidAn:) :0X,0 O,

(2) a,beAVI:) . h X, (N-]-)=|«X,b) .a
dla ,,mnozenia catkowitego (X,.)"

Rozwazmy najpierw pierwszg z tych definicyj.
Otoz, bedziemy mieli:

(1) uiiAlo:J:a O0=a--0

(2) a,be AWfc:5:a+mm{h+1)=(0 Fcb)+1

1 p. moja Arytmetyka Liczb Catkowitych. Krakéw

1932. X
2 p. moja Arytm. L. Catk. str. 10 i 53.
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Dzieki twierdzeniu 5 (zasadzie indukcji) be-
dziemy mogli zawnioskowaé, ze dla a,beAAo
bedzie: a-\-cb = a-\-b, gdyz

(1) dla b =0 twierdzenie wedle (1') stuszne;

(2) jezeli a,pe AiNUi a-j-b=a-\-b, t0 jeszcze

wedle (29:
a\-rlb+1 ={a+b) + | =a+md-+\).

Zatem, gdy tylko a i b nalezg do A A'o, to twier-
dzenie stuszne.

Przechodzac teraz do drugiej definicji widzimy,
ze: (1™): aeAiVo:D:aXc0=aX0

(2"): a,beanN0:D:ax, (-|-1)=ax, b-fa

Zatem, gdy a,beANo, tO:
dla b=0 mamy aXj,0=ax0;
gdyby a, be Ali0 i bylo ax-b=ax b, t0 jeszcze:

aX,.(i—|—I)=|’SXi -l-a=aXhb aXl1l=
=aXxX(H 1)
Stad, gdy tylko a,b e ANo, mie¢ bedziemy:
a Xcb — aXb.

Widzimy wiec, ze w obrebie elementéw catko-
witych, czyli klasy A Au dziatania -|- i -K oraz
x 1 Xc dajg te same wyniki.

Dziatania odwrotne —¢ i <km okreSlono w Ar.
L. C.l jako odwrotne do -j-¢ i Xc, wiec w obrebie
ytAo dadzg one te same wyniki, co ,—“ i ,,/“l

Zauwazymy jeszcze, ze ,,<<¢" okreslono tak3, iz
a <m0 oznacza wprost wykonalnos¢ odejmowania
b—a. Temsamem, jezeli przez ,<</* o0znaczymy
relacje ,,<" zwezong do Kklasy -<4Ao, to a<.-6

1 str. 43 i 70.
2 Ar. L. Calk. str. 26.

V*
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W naszej interpretacji i o <'fc oznacza¢ bedg jedno
i to samo. Stad jednak wynika niezmiernie wazne
twierdzenie:

Tw. 7. System: {AAn; <") jest systemem po-
rzadkowym typu co fp. str. 7Ij.

Dem. Odnajdziemy rzeczywiscie w Ar. L. Cailk.
mozliwo$¢ dowodu wszystkich przestanek, ktorycli
zespét stanowi, podang przez nas definicje porzad-
kéw typu co. W szczegdlnosci nalezy poréwnac:

Ar. L. Catk. str. 42, 30 (tw. 3«), 37 (tw. 7 o),
81 (zasada minimum), oraz udowodni¢ jeszcze, ze
poprz {pty =x—1, o ile xe AN0Oi x == 0, do czego
stuzy¢ moga twierdzenia 8§ 6, str. 43 i nast.

Stad jeszcze wniosek

Tw. 8. Elementy catkowite systemu liczbowego
tworzg klase przeliczalng [p. str. 74],

8. Elementy catkowite wzgledne.

Zalozymy teraz, ze rozwazany przez nas system
{A.; +; X ; <) jest systemem liczbowym wzglednym.
Wydzielimy najpierw z niego klase A \o. Nastepnie
stworzymy sobie klase A N0 w ten sposéb, ze kazdy
element X nalezacy do A Al zastgpimy przez sy-
metryczny X (— 0 — .c).

Def. Klase An = A V| A Ao nazwiemy
klasg elementéw catkowitych wzglednych systemu
liczbowego wzglednego (A;-A-; X <).

Uwaga. Nie chcac przecigza¢ naszej ksigzki
rozumowaniami o charakterze raczej logicznym niz
matematycznym, bedziemy w dalszym ciagu prze-
waznie pomijali rozwazania na temat czy dany
zbior jest klasg wzglednie czy dany stosunek jest
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relacja, o ile tylko odnosny dowéd bytby bardziej
skomplikowany. Sprawg tg zajmiemy sie na innem

juz miejscu.
Tw. Poniewaz X < ;/ pociaga, ze i od-
wrotnie, wiec stad: zwezona do klasy ANo

jest izomorfijna z ,,<" zwezong do A Aln, co wy-
kaze nam odpowiednios¢ T Zzadajgca, by dla
xeAN( byto T{r) =x.

Uw> Poniewaz porzadki A-1 i S~! odwrotne
do porzadkéw izomorfijnych R i 8 sg réwniez izo-
morfijne miedzy sobg, a wszystkie porzadki typu
to sg izomorfijne, wiec réwniez wszystkie odwrotne
do porzadkdw typu to sg izomorfijne miedzy sobg
i nalezg do tego samego typu porzadkowego, ktory
nazwiemy typem to~. Porzadek ,,<" zwezony do
ANo jest wiec typu to~. Porzadek ,,<" zwezony
do Au jest jeszcze innego typu, ktéry nazywamy
typem to* |- to.

Def. W klasie An elementéw catkowitych
wzglednych nalezacych do systemu liczbowego
wzglednego {A; -|-; X; <) nazwiemy elementy,
ktore sg> 0, a wiec elementy klasy AAi= A Ao -{0}
dodatniemi, elementy klasy ANi= A .>0— {0} ujem-
nemi catkowitemi elementami tego systemu.

Poniewaz klasy A \n i AiVo sg réwnoliczne
[wystarczy tu odpowiednio$¢: T(:r)=x dlax6 yL\o],
wiec, jak wynika z zasad teorji mnogoscil, klasa
An, jako suma przeliczalnych jest rowniez przeli-
czalna.

1 P. naprz. moja Teorja Mnogosci Punktowych If
str. 109 i nast.
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8. 4 Elementy wymierne systemu liczbowego.

9. Elementy wymierne bezwzgledne.

Niechaj (A ;-; X; <) przedstawia system licz-
bowy bezwzgledny lub wzgledny. Oddzielmy od
niego klase elementéw catkowitych bezwzglednych,
czyli A Ao i utwdrzmy klase Aldo w nastepujacy
sposéb : zaliczymy do ABO element x wtedy i tylko
wtedy, gdy znajdg sie elementy // i z nalezgce do
ANn i takie, ze:

X=13/Z

[oczywiscie z =)= (],

Def. Klase AEo nazwiemy klasg elementéw
wymiernych bezwzglednych systemu liczbowego

i “h X: <).

Tw. 1. ,Suma,,réznica“, ,jiloczyn“ i ,iloraz"
elementéw wymiernych systemu liczbowego sa da-
lej elementami wymiernemi tego systemu.

Dem. 1. Niechaj %, //eAtlo, wtedy x=u v,
y—s/1 dla pewnych u, v, s, t nalezacych do

przyczem v == 0, /== 0.
Wtedy tez:
1. x-\~H=u /v-\-s/(={uxX}) (vXH-\-(sXv)/
/(vxt)
—[uX/ sXo/@©x/). atoli
u X sXvivxtnalezydo A YOivXxFrb0
[dzieki tw. Arytin. L. C., waznym dla A AV].
2. Niechaj teraz x / /I, [aby x—y miato sens].
Bedziemy inieli u/v A's/1 wiec uxI™sxv
[sir. 86], stad uXi aXv ~0 i nalezy do
ANQO, a zatem:

X—y—(UuXxl—sXv)/Z (vXteAld
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3. XXU=L11) X (5 'Z) =[H{>) Xs|/Z=
= [(u X s)/VvV/ | = (uxs) /(ox 2),
gdzie uxs, vxlzANo. Stad: #xye-1EOQ
4. Zaldzmy teraz znéw, ze y4=0. Witedy
s/14"0, stad s 0 i mie¢ bedziemy:
x/y—{u/\V)/(s /) =[(u/v) s]xl—
=[/{vxs)xIl=(h X2/ (aXs),
gdzie uXx1l i vxs nalezg AAp, skad:
X,/ ijbAFq.

Tw. 2. Elementy cetkowde (bezwzgledne) sy-
stemu liczbowego sa tez elementami wymiernemi
bezwzglednemi tego systemu.

Dem. Gdy xe A V(I, to x=x/ 1, wiec x e 4 A’
gdyz le/l Ad

10. ,,Mniejszosc¢* wsrod elementow

wymiernych systemu liczbowego.

Oznaczymy przez <' relacje < zwezong do
klasy ARf). A zatem:

Def. x<'i/=x,i/le.AR0.X < i/

Tw. 1 Relacja <' jest porzadkiem o polu

C«;) = 4.

Dem. Poniewaz ASfi jest klasg niejednost-
kowa, gdyz naprz. nalezg tu 0 i 1; gdzie 04=1
[p. str. 51].

Tw. 2. 0=Min. (</).

Dem.

(1) OeAR0 wedle tw. 2 poprzedniego ustepu;

(2) gdy xeARo i x4=0, to x > 0, wiec O</"

Tw. 3. Element 0 nie posiada w porzadku <7
bezposredniego nastepnika.
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Dem. Gdyby nim bylo naprz. z, to mielibySmy
0<"z, zeABo, zatem (0+ z)/2 eARO0, gdzie
2==1--1. Atoli:

0 < (0+*")/2 <*,
wiec: o<='(0a-2)/2<"z, co niemozliwe,
jezeli z=Nast (0).

Tw. 4. Porzadek <' nie posiada Maximum.

Dem. Jezeli xeARo, to x-fl aA/t0) lecz
ic<a; + 1, wiec x <fx--1, zatem Zzadne X nie
moze by¢ Max (< ), skoro tylko nalezy do A Ro.

Tw. 5. Porzadek <" jest gesty.

Dem. Niechaj: x <y, wtedy x < g i dalej;

X<(E+?2N/2<y, (z+Yy)/2e ABo,
wiec: x <'(x-]-g)/2 <y,
co juz dowodzi twierdzenia.

Tw. 6. Zbidr ARO0, a wiec <'(<)> jest prze-
liczalny.

Dem. Gdy keA Aj [A Ai = AAI — {0}],
to oznaczymy ogét elementéw wymiernych bez-
wzglednych x takich, ze x=1/k dla pewnego
I z AAo przez Ak. Klasa A* bedzie przeliczalna,
gdyz wystarczy potozyc:

T(D)=xx k,
aby otrzymac¢ odpowiednio$¢ doskonatg T miedzy
elementami klas AAb i Ak, przyczem klasa AAb
jest przeliczalna.

Klasy Ak utworza, dla wszelkich k z klasy A \i,
rodzing klas S'A i bedziemy mieli:

ARo=2,,,(>v.

Ot6z mamy tu przeliczalng rodzine klas prze-
liczalnych jednorodnych [kazde Ak jest zawarte
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w vlito], wiec wedle zasad Teorji Mnogosci suma
S, £% jest przeliczalna*.

Tw. 7. Porzadek <' jest typu 1-f-'I-

Dem. Woystarczy poréwnac definicje na str. 77
z tezami twierdzen 1—&6.

11. Elementy wymierne wzgledne sy-
stemu liczbowego wzglednego.

Niechaj teraz (A ;-J-; X ; <) bedzie systemem
liczbowym wzglednym. Mamy tu do dyspozycji
klasy An, AAlo i AB0. Utworzymy klase Ar zu-
petnie analogicznie jak ABO, lecz biorac za punkt
wyjscia An.

Def. Klasg elementéw wymiernych wzglednych
systemu liczbowego wzglednego (vi; — X ; <)
nazwiemy klase Ar obejmujacg wszystkie elementy
X takie, ze:

X=y/z
dla pewnych // i z nalezacych do An.

Tw. 1. Gdy .-revir, to x =y/z dla pewnego

ye An i ze AAIL

Dem. Jezeli ze. Ar, to x=y ' z,gdzie/l, ze An
i gdzie zA;0. Jezeli z> 0, lo twierdzenie stuszne,
gdyz wtedy ze Ajvi. Jezeli z <o, to

W\=n'=Ffxz [str. 93]
i wtedy: .r=x|/) (Xj)- .7/*, gdzie juz
zt ANi, a ye An.

Tw. 2. ,,Suma*“, ,,réznica“, ,,iloczyn“, ,iloraz"

elementéw Ar nalezg znowu do Ar.

1 P. moja Teorja Mnogosci Punktowych i., str. 109
i nast.
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Dem. Dowody zupetnie analogiczne, jak w wy-
padku twierdzenia 1, ust. 9.

Tw. 3. -AIAcCA N, A7n( Ar i AnC/lv.

Dem. Analogicznie jak w tw. 2, ust. 9.

Tw. 4. Gdy xbABo, to xeAll {?¢=0 r}.

Dem. Gdyz wtedy xeAi-, x =0 -xe Ar.

Tw. 5 Gdy xe Ar, to |7ifE Aifo.

Dem. Gdyz wtedy |f| 0 i X\ e 4r, stad:

X\ =y/z, gdzie ye An, zeANQO, ale ze
musi by¢ V = 05 wiec //0 ANO.

Uw. Z twierdzen 4 i 5 widaé, ze -1r mozna
utworzyé¢, biorgc wszystkie elementy klasy A h1
oraz ich elementy symetryczne.

Woprowadzimy jeszcze oznaczenia, analogiczne
do oznaczen Formulario Peany:

Def. IM £ A 1t0— {0} ,,elementy dodatnie"

AM—Ar—AnR(i -,elementy ujemne*
4 /i'o= A r—AM-— , elementy niedo-
[datnie"

\AMo bedg to ,elementy nieujemne"” wymiernej.

12. ,,Mniejszos¢” wsrod elementéw
wymiernych wzglednych.

Oznaczmy przez <" relacje < systemu wzgled-

nego (A; ;X; <) zwezong do Ar.

Def. x <"jl=1ic,//eMll,.a <y.

Tw. Relacja <™ jest porzadkiem typu a.

Dem. 1. <" jest porzadkiem opolu C(<7") =Ar,
gdyz Ar jest klasg niejednostkowa.

2. <" jest porzadkiem gestym, gdyz x<~"y
pocigga, ze X <" (x +y)/2 <"y.
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3. <" nie posiada Maximum ani Minimum,
gdyz skoro xeAr, to
X—i <".c<"z+lI.
4. Pole F(<"), czyli Ar jest klasg przeli-
czalna, gdyz:
AH=: Alfo ~{~v ARq,
atoli ARoiIlARo [wystarczy tu odpowied-
nios¢ T(x) —x dla xr A /%], przyczem ARoO
jest przeliczalne, wiec Ar jest sumg dwu
klas przeliczalnych.

Cor. UdowodnilibySmy réwnie prosto, ze
»mniejszos¢" wsrod AR czy AR jest réwniez po-
rzadkiem typu g. Natomiast ,,<<" zwezone do ARo
jest porzadkiem innego typu, ktory oznaczamy
przez i 1. (Porzadek ten posiada Maximum!}.

Rozdziat VI.
Abstrakty + Niezmienniki Réwnowaznosci.

§ 1. Teorja Abstrakcji.

1. Réwnowaznos¢ a ldentycznosé.

WhprowadziliSmy juz w R. |. pojecie stosunkéw
zwanych réwnowazno$ciami, zgdajgc od nich [str. 17],
aby posiadaty trzy cechy charakterystyczne: («) sa-
mozwrotno$¢, (]3) odwracalnosc, (y) przechodniosc,
Stosunek identycznosci {=) cechy te posiada —
jak to zawsze uznawata logika i matematyka —
i temsamem jest pewng szczeg6lng réwnowaznoscia.

Jezeli okreslimy wraz z logikami szkoty wio-
skiej Peany czy szkoty Russella identycznos¢ tak, iz

a=hb
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ma oznaczaC, ze ilekro¢ jakie$ orzeczenie vi(*) za-
chodzi dla elementu a, to réwniez zachodzi dla b,
wtedy rzecza logiki bedzie wykaza¢, ze identycz-
nos¢ rzeczywiscie posiada cechy charakterystyczne
rownowaznosci.

Jednakze nie kazde réwnowazno$¢ jest iden-
tycznoscig. Ta ostatnia ma wiasnos¢ ,,zachowy-
wania“ wszelkich orzeczen waznych dla elementu u
w ich waznosci dla b, skoro tylko a = bl, naogot
zadana réwnowaznos$¢ czyni to w stosunku do pew-
nych orzeczen [ktore nas bedg zajmowaly w na-
stepnym §], lecz nie wszystkich. Jest ona, naogot,
pewng tylko jak gdyby ,identyczno$cig czesSciowg™.
W ten spos6b pojmuja juz identyczno$é scholastycy
XHI'w. [$w. Tomasz z Akwinu] i tak wprowadza
ja pozniej do matematyki Leibniz [1648—1716],

Mozna sie spiera¢, czy wprowadzenie takiej uni-
wersalnej réwnowaznosci, jaka jest identycznosg,
jest konieczna dla matematyki, atoli tg sprawg nie
mozemy sie tu zajmowac. Otéz Peano, zdaje sie
pierwszy, zauwazyt, ze od kazdej réwnowaznosci
mozna w pewien sposOb przejs¢ do identycznosci
i uwolni¢ sie w praktyce od postugiwania sie ta
pierwszg. Kwestje te podjat pdzniej i pogtebit B.
Russell w The Principles of Mathematics (1903).
Zajmiemy sie tg sprawg obecnie.

2. Teorja abstrakcji Peany i Russella.

Niechaj R bedzie danym nam stosunkiem. Dla
kazdego elementu a, nalezagcego do pola stosunku
R utworzmy zbiér:

,0g0l takich x, ze zachodzi nRx.
1 Rezerwujemy znak jedynie dla identycznosci.
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Nazwijmy .

Def. Abstraktem (fi) owym elementu a (w sen-
sie Russella) 6w zbibr:

AbSn(a) = (r) (aRx).

Gdy teraz R jest réwnowaznosScig, otrzymamy
niezmiernie wazne twierdzenie:

Tw. 1. Jezeli R jest stosunkiem réwnowazno-
§ci i a nalezy do ( (fi), to zwigzki:

uRb i Absu (u) = AbSn (b)
sg rownowazne.

Dem. 1. Niechaj zachodzi a Rb, wtedy:
xe Absa(n) pocigga, ze ciRx, atoli uRb pocigga
bRa (,,odwracalnos¢”), blia i aRx dadzg nam
b Rx (,,przechodniosc”), skad: x e A bsn(b).

A wiec: Absn(a) C Absn(b).

Gdy teraz: w£ Absn(b), to zachodzi b Ry, lecz
uRb i bR> dadzg aRy, a wiec yeAbsn(a).
Stad: Absn(b)C Absit(a). Ostatecznie wiec:

Ab Sr (a) = A b*u(b)

2. Gdy aeC(R), to zachodzi uRa (vsamo-
zwrotnoscu), stad ae Absn(a), wiec ciBAbsfi(b),
zatem mamy bRa, skad znéw wynika aRb
(,,odwracalnoscu).

Zauwazmy, ze twierdzenie 1 rozwigzuje juz
problem postawiony przez Peane i rozwazany
przez Russella. Posiada ono jeszcze wazng swa
odwrotnosc :

Tw. 2. Jezeli w stosunku R zwigzki

aRb i Absna= Absnb

sg rownowazne, o ile tylko a nalezy do C(R), to
R jest stosunkiem réwnowaznosci
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Dem. 1. Samozwrotnos¢. Niechaj aaC(-h").
AbsR(a) — Absn(a), wiec temsamem zachodzi aRo,

2. Odmracalno$¢. Niechaj zachodzi a Rb, wtedy
zachodzi oRai Absji(n) = Absu(b),
wiec: ue-Absu(a) i ucAbsn{b).
skad: bR a.

3. Przechddnio$¢. Niechaj bedzie: a Rb i bRec.
wtedy .

fIE A bsii (a), Absji(f') = AbsA(b) = Absn(c),
wiec: aT Absn.(c), czyli ze zachodzi aRc.

Jezeli tedy R jest réwnozwaznoscig, a wiec
w pewnym sensie ,czesciowg identycznoscig®, to
zastepujac elementy pola C(R) ich abstraktami,
tak jak je okresla Def. 1. mozemy zwigzek CciRy,
a wiec stwierdzenie ,,réwnowaznosci“ miedzy x a 'y
zastgpi¢ przez zwigzek: Absn{x) =Absn(y)
stwierdzajgcy identyczno$¢, wprawdzie nie x iy,
lecz pewnych tworéw pochodnych, a mianowicie
ich abstraktow.

Przerwijmy leraz na chwile nasze rozwazania
teoretyczne, aby rozwazy¢ kilka przyktadéw z dzie-
dziny matematyki.

1. Niechaj stosunkiem R bedzie rdwnolec/iosc
miedzy prostemi w przestrzeni, rozumiana w sensie
uog6lnionym o tyle, ze kazdg prostg bedziemy
uwazali za réwnoleglg do siebie. Stosunek ten be-
dzie rownowazno$cig. Otd6z w geometrji mowimy
czesto zamiast:

»prosta / jest réwnolegta do prostej m
ze:
..Kierunek prostej | jest identyczny z kierun-
[kiem prostej ni“.
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2. Niechaj rozwazanym stosunkiem bedzie teraz
rownolegto$¢ ptaszczyzn w przestrzeni, rozumiana
znowu w sensie uogdlnionym jak poprzednio. Jest
to rownowaznos¢. | znéw zdanie:

flpt. a jest réwnolegta do pt. R*
zastepujemy réwnowaznem zdaniem:

~potozenie pt. ct jest ictenigczne z potoze-
niem pt R*

3. Niechaj stosunkiem rownowaznosci bedzie
teraz stosunek podobiefstwa figur geometrycznych.
| tu zdanie:

»fig. A jest podobna do fig. B
zastgpi¢ moglibySmy zdaniem réwnowaznem:
nksztatt fig. A jest identgczmj z ksztattem
[fig. B*

4. Stosunek prostopadtosci  (ortogonalnosci)
wsrdd prostych przestrzeni nie jest réwnowazno-
Scig i tu tez nie staramy sie (i nie umiemy) za-
stgpi¢ zdania:

»pr. / jest prostopadta do pr. »?“
przez zdanie wyrazajace identycznos¢ pewnych two-
row pochodnych w stosunku do / i m.
5. Niechaj stosunkiem réwnowaznosci bedzie
réwnoliczno$¢ wsrdd klas. Tu znowu zdanie:
MrIX
uwazamy za réwnowazne Zz:
moc ( M) = moc (Af)! [Cantor],

6. Jezeli stosunkiem jest izomorfja ws$réd po-

rzadkéw (w sensie Cantora), to zdanie RizS za

1 Zamiast ,,moc“ méwi sie tez ,liczba kardynalna“.
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stepujemy przez rGwnowazne mu orzeczenie: ,typ
porzadkowy R jest identyczny z typem porzadko-
wym Sa

Widzimy z powyzszych przyktadow, ze mate-
matyka rozwigzata w pewnych przypadkach pro-
blem postawiony przez Peane i rozwazany dalej
przez Russella. Czy: ,kierunek »potozenia a“,
ksztatt A“, ,moc (M)a, ,typ R" sg to Abstrakty
odnosnych stosunkéw réwnowaznosciowych, tak
jak je okresla Russell? Bytoby tak napewne, gdyby
rozwigzanie problemu Peany, podane przez Rus-
sella bylo jedynem.

Tak atoli nie jest. Précz tego, rozwigzanie Rus-
sella stwarza pewne trudnosci natury logicznej,
ktére tu pokrotce rozwazymy. Udowodnimy prze-
dewszystkiem:

Tw. 3. Jezeli R jest relacjg o charakterze row-
nowaznosci, to dla kazdego x nalezacego do pola
C(R) zbior Ahsit(x) jest klasa. Abstrakty r6znych
elementow pola C(R) beda klasami jednoroclnemi.

Dem. Rzeczywiscie, jezeli cieC(R), to Absn(<)
bedzie tu poprostu R-obrazem klasy (o}:

Absn (a) = R” {a},
a ten, jak wiemy {str. 19} jest klasa.

Poniewaz, dla ae (7(7/), mamy:

Absilt(<i) C 6'(/>")

i C(R) jest klasg, wiec abstrakty elementow pola
C(R) beda jednorodne miedzy soba.

Nie bedzie tez zadnej trudnosci w przyjeciu,
ze wtedy abstrakty wszelkich elementéw pola C(R)
utworzg rodzine klas, a wiec klase elementéw no-
wych, ktéremi bedg abstrakty elementéw dawnych.
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"Wyniknie to zresztg w petnej teorji relacyj z bar-
dzo prostych zasad jednorodnosci. Przejmiemy za-
tem z teorji relacyj:

Tw. 4. Gdy li jest relacjg rownowaznosciowa,
to ogot abstraktéw (Russellowskicli) elementéw jej
pola tworzy klase (rodzine Klas).

Mozemy zatem, gdy nasza rownowazno$¢ jest
relacja, podnie$¢ sie niejako o jedno pietro wyzej
i zastepujac elementy pola naszej réwnowaznosci
przez ich abstrakty, operowac teraz niemi z tym
zyskiem, ze rdéwnowazno$¢ dawnych elementéw
odpowiada teraz identycznosci wsrdd nowych. Rea-
lizujemy zatem to, co nazywa sie Zasada Ab-
strakcji.

Wypadek ten mielibysmy w przyktadach 1, 2, 3,
0 ile uznamy odnos$ne roéwnowaznosci za relacje,
czego zapewne domagacC sie bedzie geometrja ele-
mentarna.

Jezeli jednak dana nam réwnowaznos¢ li nie
bedzie uwazana za relacje, to sytuacja staje sie
trudniejszag. Mozemy oczywiscie tworzy¢ dalej ab-
strakty w sensie Russella, atoli nie bedziemy mieli
prawa twierdzi¢, ze sg one klasami i ze ich ogot
tworzy klase nowych przedmiotow. Znaczenie row-
nowaznosci zwrotow nRb i Absit(a) = AbsiAb),
o ile aE C(iZ), bedzie czysto nominalne.

Identycznos¢ abstraktéw bedzie tu jedynie okol-
nem stwierdzeniem zachodzenia zwigzku li. Prze-
niesienie sie o pietro wyzej: od elementéw pola li
do ich abstraktow nie bedzie mogto by¢ dokonane
bez nowych hipotez, przewaznie bardzo ryzykow-
nych. Wypadek ten mielibySmy w przykiadach
5 i 6. Paradoksy teorji mnogosci, takie jak para

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytm. 8
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cloks ,klasy wszystkich klas* czy ,Burali- For-
tie’go” 1 zdajg sie przeciez Swiadczy¢ o tem, ze nie
nalezy uwaza¢ ani réwnolicznosci, ani izomorfji
porzadkowej za relacje i ,,mocy* czy ,.typdw po-
rzadkowych” za przedmioty tworzace klasy.

Intuicyjnie czujemy, Zze abstrakty w sensie Rus-
sella faczg tu zbiory czy porzadki bardzo rozno-
rodne, zbyt zapewne roznorodne, by zbudowaé
teorje nieparadoksalna.

Zastanowimy sie teraz jeszcze nad innemi spo-
sobami zrealizowania problemu Peany.

3. Ogolna zasada abstrakcji.

Zajmiemy sie tu wypadkiem, gdy dana nam
rownowazno$¢ U jest relacjg. Pozytecznie rozwig-
zemy problem Peany, gdy zdotamy odszuka¢ ope-
rator ¢ teyo rodzaju, ze:

(1) Polem operatora ¢ bedzie pole relacji R.

(2) Gdy zachodzi uRb, to tp(o) = tp(b).

(3) Gdy « nalezy do f'(R) ! zachodzi iden-

tycznos¢ tp(a)=v(06), to wynika stad zwig-
zek aRb.

Def. Kazdy taki operator ¢ nazwiemy ,,absfra-
hujagcymu dla relacji R.

Gdy R jest relacja rownowaznosci, to C(i?) jest
klasg, Russellowskie abstrakty mozna pojmowac jako
wartosci operatora (funkcji) Absn dla elementéw
pola R. Z tw. 1, ust. 2 wyniknie wtedy, ze ab-
strakty Russella rozwigzujg w szczegélnosci nasz
problem.

] P. o tem w moich Podstawach Ogélnej Teorji
Mnogosci.
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Oczywiscie nie bedzie to zapewne rozwiazanie
jedyne. Rozwazmy bowiem klase wszystkich ab-
straktéw Tt-owych i oznaczmy jg przez M. Za-
pewne znajdzie sie klasa \ réwnoliczna z M i rézna
od M. Niechaj odpowiednio$¢ doskonata T wyka-
zuje rownoliczno$¢: MrIN. Jezeli operator <¢p okre-
§limy dla elementow pola C(R) tak, ze:

cp(.r) = T{Absii{x)},
to z tatwoscig przekonamy sie, ze operator ten
czyni rowniez zado$¢ wymaganiom ogo6lnej zasady
abstrakcji.

Przekonamy sie tez w dalszym ciggu tej ksigzki,
Ze istotnie mozna sie w praktyce postuzy¢ réz-
nemi zasadami tworzenia operatora ,abstrahuja-
cego“ .

4. Zasada reprezentacji. Rozwazymy pe-
wien szczegllny rodzaj operatorow ,,abstrahuja-
cych" dla danej relacji réwnowaznosci U.

Przypusémy, Zze operator < posiada wiasnosci
nastepujace:

l. jest operatorem abstrahujacym dla R - spel-
nia zatem wymagania ogdlnej zasady ab-
strakcji;

II. gdy ae((R), to tp(a) eAbs/t(a) —a wiec
abstrakt <p(fl) elementu a jest jednym z ele-
mentéw rownowaznych R-owo elementowi a.

Def. Powiemy, ze tego rodzaju operator rea-
lizuje zasade abstrakcji przez reprezentacje. Element
< (a) jest reprezentantem wszystkich elementéw zrze-
szonych w klase Absit(ci), a wiec wszystkich row-
nowaznych miedzy sobg i rownowaznych elemen-
towi

g*
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Uw. Oczywiscie, gdy X,y,T... e.AbsR(a), to
@) =uly) == =-o()

gdyz mamy tu: aRx, aRy, ciRz,..........

Poznamy w dalszym ciggu dwa wazne zasto-
sowania zasady reprezentacji. Podaje jeszcze przy-
kiad z dziedziny geonietrji.

Przyktad. Budujemy teorje wektoréw w prze-
strzeni zwyktej 3-wymiarowej w nastepujacy sposob :

Rozwazamy klase wszystkich par (A, B) punk-
tow naszej przestrzeni. Wprowadzamy nastepujaca
relacje réwnowaznosci:

Pary (A, B) i {(, /») nazwiemy ekwipolen-
tnemi (="=), gdy:

nsrodek pary (/I , D) zlewa sie z $rodkiem

pary (B, (?)*
«\,B)=r=x (C,D) c(A,1))=c(B, C):
[..c* = ,,centrum®].

Udowodnimy oczywiscie, ze A'— jest rowno-
waznoscig. Daje nam to asumpt do tworzenia ab-
straktow. Jezeli wybierzemy i ustalimy operator
abstrahujacy dla —tA—, to odnosne abstrakty par
(/1, B) punktdéw przestrzeni nazwiemy wektorami
tych par. Za przyktadem Hamiltona oznaczymy
wektor pary (A, B) przez B—A

Otz doboru operatora abstrahujgcego, a tem-
samem abstraktow par, dokona¢ mozemy na wiele
sposobow. Jezeli otrzymamy od geometrji zapew-
nienie, ze ogdt punktow przestrzeni jest klasg
(wtedy ogot par (A, B) bedzie klasg) i ze n'— jest

I p. I Burali-Forti i R. Mareoloago. Elementi di
Calcolo Vettoriale, | wyd.



relacja, mozemy za wektor B— 1 przyja¢ naprz.
abstrakt w sensie Russella. Aby uzyska¢ abstrakty
przez reprezentacje postgpmy naprz. tak: Wybierzmy
jaki$ staty punkt O w przestrzeni. Udowodnimy,
ze dla kazdej pary ( 1, B) znajdzie si¢ jeden je-
dvny punkt M w przestrzeni, taki, ze:
(A,B)=0=(0,M).
Mozemy teraz potozyc:
<p(A.B) = (0,M)

i udowodni¢ z fatwoscig, ze operator (p spetnia
nasze wymagania reprezentacji abstrakcyjnej. Mogli-
bySmy tez potozy¢ inaczej znow:

Wtedy znowu datoby sie wykazaé, ze jest to row-
niez realizacja problemu Peany, lecz juz nie przez
reprezentacje.

Uw. Ekwipolencja (A ,B) =C+ {€,1)) precy-
zuje to, co sie zwykle wyraza (niescisle i nie-
ogolnie) mowigc, ze pary (,,odcinki“) (A ,B) i (P, R)
majg ,,te samg dlugos¢, kierunek i zwrot*.

W wypadku réwnowaznosci i? nie bedacej re-
lacjg realizacja $cisle analogicznego problemu do
problemu abstrakcji ogolnej czy, w szczeg6lnosci,
przez reprezentacje, jednak tak, by abstrakty sta-
nowity klase autonomicznych elementdéw, wydaje
mi sie byC rzecza bardzo watpliwa, nawet przy
uzyciu (z koniecznosci) dodatkowych hipotez.

Powrdémy jeszcze do pytania, jaki rodzaj ope-
ratora abstrahujgcego ma na mysli matematyka,
postugujgc sie zwrotami jak w przyktadach 1, 2,
3,5, 6 ustepu 2? Sadze, Ze nie optaca sie¢ toczy¢



118

w tej sprawie sporow. Kazdy operator abstrahu-
jacy da nam formalnie to samo, czy za$ intuicyjnie
mamy ten lub 6w na mysli, to juz rzecz dla ma-
tematyka obojetna. Spory tego rodzaju tocza sie
jednak niekiedy [p. naprz. Burali-Forti: Logica
Matematica, Il wyd. 1919]. Zdaniem mojem w tej
sprawie decydowac¢ winny wzgledy jedynie natury
praktycznej.

8 2. Niezmienniki réwnowaznosci.

5. Okreslenie. Stosunek réwnowaznosci jest,
jak to juz wyzej zaznaczono, pewnego rodzaju
czesciowg identycznoscia, ,,zachowujacg" pewne
tylko (naogdt) wiasnosci — orzeczenia, podczas gdy
identyczno$¢ odznacza sie zdolnoScig ,,zachowy-
wania“ kazdej wiasnosci przystugujacej elementom
jej pola. Interesowa¢ nas beda obecnie te wihasnie
orzeczenia, ktére dana nam réwnowaznos¢ R ,,za-
chowuje*. Okreslimy tedy na poczatek:

Def. 1. Orzeczenie /I (;n) jest niezmienniczem
(lub niezmiennikiem) danej réwnowaznosci R, gdy:

ilekro¢ zachodza zwigzki:

(M (2) aRb,
to zachodzi réwniez
A(b).

Przyktad.

Najprostszym przyktadem takiej niezmienniczej
wiasnosci jest zachodzenie zwigzku

m R X
dla jakiego$ statego m z pola C(R). Rzeczywiscie:
(1) mRc i (2 uRbD
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pociggng za sobg zwigzek: inRb, gdyz R jako
rownowaznos$¢ jest stosunkiem przechodnim.

Uog6lnimy teraz pojecie orzeczenia niezmien-
niczego w nastepujacy sposob:

Def. 2. Orzeczenie A(Xi,. .. X,, ;f/i,.. .yP) na-
zwiemy niezmienniczem w stosunku do réwnowaz-
nosci R w argumentach ... X, gdy zwiazki:

(1) A(ai,...a,,\ci,...Cp),

(2) ciiR b| vey Gy Rb,,
pociggajg zquek.

M (bi,... bu:ci,... Cj)j
argumenty X\...xn zwaC bedziemy niezmienni-
czemu ?i . +1!/p parametrycznemu

W zwigzku z orzeczeniami niezmienniczemi
tworzymy sobie dalsze niezmiennicze twory, kto-
rych wpekni rozwaza¢ tu i klasyfikowac¢ nie be-
dziemy, poprzestajagc na wymienieniu najwazniej-
szych:

Def. 3. Funkcje niezmiennicze jednej zmiennegj.
Bedg to funkcje /(.r), ktorych pole sktada sie z ele-
mentow pola rdwnowaznosci danej R (wszystkich
lub tylko pewnych), wartosci zapasu f(x) sg row-
niez elementami pola C(R) i takie, ze:

o) m, (2) aiii)
pociaggajg, iz:
f(0).R.f(b).

[Gdy wiec w /(«) zastapimy u przez R réwno-
wazne mu b, otrzymamy warto$¢ f(b) w kazdym
razie Ti-rownowazng poprzedniej].

Analogicznie :

Def. 4. Funkcje niezmiennicze wielu zmiennych.
Sg to funkcje Z(fc.... x,,) takie, ze:
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(O Pole ¥ skiada sie z uktadéw («Ei, ..Xx,,)
elementéw pola C(i?);
(2) wartosci funkcji / sg elementami pola R;
(3) zwigzki: (1)/(rn ...a,) i (2) n\Rbi,...,a,,Rb,,
pociagaja:
/COk, 1+ 1¢m) R i,...0,)

Uw. Przykladéw tego rodzaju funkcyj nie-
zmienniczych jak w def. 3 i 4 dostarczg nam nie-
dtugo arytmetyki klasyczne. Jeszcze inne twory nie-
zmiennicze, jakie moglibysmy utworzy¢é w zwigzku
Z pojeciem orzeczenia nhiezmienniczego nie bedg
nam w praktyce potrzebne.

6. Niezmienniki a zasada abstrakciji.

Niechaj A (?i, .,c,) bedzie orzeczeniem nie-
zmienniczem w stosunku do pewnej relacji rowno-
waznosci R i niechaj (M) oznacza petng klase
abstraktow elementéw pola C[R) utworzonych wedle
jakiej$ zasady abstrahujacej, obojetne zresztg jakiej.

Utworzymy orzeczenie.:

<P(bi,- 1+ S»)
W nastepujacy sposob:
fp(cti,. . . 0.,) niechaj oznacza, ze:
(1) ci,.. .ta, sg elementami klasy M, a wiec
abstraktami elementéw pola C{R)\
(2) gdy tylko t/i,...u, majg za abstrakty od-
powiednio oi, ...o0,, to zachodzi:
>I(ai,... ci,).

Def. Przejscie od orzeczenia A (.%,... <v) do
o(-],... £, nazwiemy abstrahowaniem orzeczenia
A(a,...X,) wstosunku do relacji rbwnowaznosci R,
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Orzeczenie <p(si, ..S$,) nazwiemy tez R-ab-
straktem orzeczenia A(Xu ... z,). [Przy danej za-
sadzie abstrakcji],

Tw. 1. Niechaj A (|7,...<e,) bedzie niezmien-
niczem wobec R jak wyzej i niechaj zachodzi
A(ai,...a,,) oraz niechaj ai,... a, bedg odpo-
wiednio abstraktami elementow Oj, ... o0, Gdy
'P(Ai, 1+ iin) jest R-abstraktem A (.»],... Xx,,), to
juz temsainem zachodzi () (0j,. .. 0,,).

Dem. Zachodzi zatem A{cn,, .. u,); gdy teraz
aiRnu,...a,Rm,, to dzieki niezmienniczosci
A(xi,..-.X,,) zachodzi tez A(nn, .. m,). A wiec:
gdy tylko Z\, ..z, majg za abstrakty odpowiednio
ai,... a,, to juz zachodzi:

AzIt.. . 2.,
stad zachodzi wedle definicji <p(c<i,.. . oC).

Uw, Widzimy zatem, ze gdy A (xi,. .. Xx,,) jest
niezmiennicze wobec relacji réwnowaznosci R, to
kazdy zwigzek A («a,...a,) mowigcy o elemen-
tach ,,pierwotnych* oi...o0,, orzeka jednoczesnie

0 ich abstraktach, a mianowicie stwierdza odrazu,
ze zachodzi

fp(«i----- 0»),
gdzie cii,...u, sa odnoSnemi abstraktami dla
Rozwazmy teraz funkcje f(xi...x,,) niezmien-
nicza w swych argumentach a,... a» wzgledem
relacji rownowaznosci R. [Def. 4, ust. 5].
Przyjmujac jaka$ oznaczong zasade tworzenia
abstraktow, rozwazmy funkcje FQ,i,...£,) okre-
Slona w nastepujacy sposob:
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Gdy cii,... a,, sg abstraktami elementéw pola
C(R) wtedy niechaj F(0} ... a,) oznacza:
jedyne takie B, ze gdy tylko m,. .. o,
majg za abstrakty odpowiednio olt. .. ci,, to /es/
abstraktem elementu /(«i, ... «,).
Def. 2. Tak okre$long funkcje  (B3i,... Sn)

nazwiemy R-abstraktem funkcji niezmienniczej
fipcy,... xt).

Mamy tu:

Tw. 2. Gdy tylko zachodzi /(ai, .. .a,)—b
i «1,,..u, sg abstraktami Oj,. .. oraz [ jest
abstraktem elementu b, to zachodzi juz zwigzek:

.110,) =R,
gdzie F jest iz-abstraktem funkcji niezmienniczej /.
Dem. Zachodzi juz /Z(m,...t,)—b i précz
tego B jest abstraktem elementu a,,).
Niechaj bedzie:
aiRIn,...a,Rb,.
Wtedy ma sens f(bi,...b,,), gdyz /(4li,...
jest funkcjg mezmienniczg i jeszcze:
/(ai,... ci,,). R f(bi,... b,),
wiec R jest abstraktem dla f{h,...b,,).
A wiec: B =1i7(cl, ...ci,,).
Zbadajmy jeszcze pole sensu dla F/fa.,...$,).
W tym celu oznaczmy przez M klase wszystkich
ukfadow («i,... «,) elementéw 0(7?) dla ktorych
+ g ><ma sens, czyli poprostu pole funkcji /.
Oznaczmy dalej przez I"™*! klase uktadow (ai,... «,,)
takich, ze ai,...a,, sg abstraktami sktadowych
Oi,... <m jakiego$ ukfadu (al,... 0,) z pola / czyli
klasy M. Twierdzimy, ze:
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Tw. 3. Polem funkcji /"(fti, m. ri») jest M.

Dem. Gdy (»1,...ct,) e M, to jakies (tu....a,,)
takie, ze «i ... a, sg abstraktami dla oi...a,,, na-
lezy do M. Wtedy juz:

-~«l, v 01S») = abstrakt /(cti----ci,,),

dzieki twierdzeniu poprzedniemu, a wiec («a,... cth)
nalezy do pola funkcji F. Odwrotno$¢ widoczna
z definicji.

Jeszcze w jeden sposob otrzymamy funkcje
zwigzane z orzeczeniami niezmienniczemi. Niechaj
A (L',... x,,, i/) bedzie orzeczeniem niezmienniczem
w argumentach X\,... X,,, // w stosunku do relacji
rownowaznosci R. Niechaj procz tego A2\ (aaax<)
posiada wiasno$¢ taka, ze zachodzenie:

A (cli,... a,,b) |
i A(«i,c)l
pocigga juz bRc¢
[,,i?-jednotliwo$¢ argumentu //“].

Def. 3 Jezeli (ai,... a,,, b) spetnia warunek A,
«i, ...U,,, B sg odpowiedniemi abstraktami dla
en,, ma,, b, to potézmy:
P u,) =~R.
Tw. 4 Okreslono w ten sposob funkcje ukta-
dow (o.1,... «»).
Dem. Rzeczywiscie, gdyby ukiady

{ui,...a,,,b) i (aj,... ¢
spetniaty warunek A, to mielibySmy
bR,

zatem abstrakt b identyczny z abstraktem c i rowny
B, a wiec definicja ¢ («a,...»,) jest jednoznaczna.



Tw. 5. Jezeli Al oznacza klase ukfadéow
(ai,...a,,) takich, ze dla kazdego z nich zachodzi

A («»>mm Q" V)

przy jakiems$, cho¢ jednem y, oraz M klase ukia-
déow (c(i....a,,) ztozonych z abstraktéw elemen-
tow fli... a, poprzednich ukladéw, to IXI jest po-
lem funkcji cj>(§i,... £,).

Dem. Gdy zachodzi:

1) A(ai,...a,,,b),

(2) cti,... u, sg abstraktami

(3) B jest abstraktem dla b, to:
mamy: cp(ai,... «,,) —B i teinsamem (('i,... «,,)
nalezace do TT, nalezy tez do pola funkcji fp.

Gdy teraz (ai,...a,,) nalezy do M, to z defi-
nicji musiaty istnie¢ takie (ei,... a,,,b), ze zacho-
dzito A(ai,...a,,b) i cii...a, przedstawiaty od-
nosne abstrakty dla ai,...a,,. Powiemy, Zze:

Def. 4. «(£i,mn&.) jest funkcjg otrzymang
przez proces abstrakcji z orzeczenia niezmienni-
czego A (/'i,... xn,y) i ll-jednotliwego wzgledem y.

7. Struktura i tres¢ poszczegdlnych
gatezi nauk matematycznych.

Wedle teorji, ktdrej uzasadnienie rzeczowe i hi-
storyczne znajdzie czytelnik w osobnej pracy, po-
szczegOlne gatezie i dyscypliny matematyczne po-
wstajg w sposob nastepujacy:

| etap. Za punkt wyjscia bierzemy pewng okre-
$long rownowazno$¢, ktorg charakteryzujemy, wy-
mieniajagc w podstawach teorji jej zasadnicze wia-
snosci i zajmujemy sie badaniem niezmiennikéw
tej rébwnowaznosci. Do stworzonej w ten sposob



teorji nalezg jedynie te pojecia i orzeczenia, ktore
sg niezmienniczemi wobec danej réwnowaznosci.

Il. Etap. Ewentualnie, przyjmujemy jaka$ okre-
$long zasade abstrahowania [obojetne jaka] i przy po-
mocy metod, ktorych czesé poznalismy w ust. 6 zamie-
niamy orzeczenia niezmiennicze, zbadane w I-szym
etapie teorji na orzeczenia dotyczace abstraktow ele-
mentdéw pola danej réwnowaznosci podstawoweyj.

Przejscie do abstraktow, czysto formalne i po-
dyktowane wzgledami raczej praktycznemi, nie jest
nieodzowne. Niektore z dyscyplin matematycznych
tego tradycyjnie nie uczynily.

Poznamy w dalszym ciggu szczegGtowo trzy
przypadki takich teoryj, ktérych oba pietra czy
etapy zbadamy blizej. Procz tego zacytujemy jeszcze
przykfady :

(1) Geometrja euklidesowska jako teorja nie-
zmiennik6w przystawania — tu nie stosuje tradycja
zadnej zasady abstrakcji;

(2) Teorja wektoréw jako teorja niezmiennikdw
ehwipolencji par punktéw — z przejsciem do ab-
straktow — wektorow;

(3) Cytowalismy juz kardynalna teorje mnogosci
jako teorje niezmiennikdw réwnolicznosci oraz po-
rzadkowg teorje mnogosci jako teorje niezmienni-
kow izomorfji porzadkowej, tu atoli trudnosci wielkie
powoduje fakt, ze tak réwnoliczno$¢ jak i izomorfje
porzadkowa trudno uwazac za relacje o polach zio-
zonych z dostatecznie jednorodnych elementdw.
W tych tez teorjach pojawily sie znane paradoksy
teorji mnogosci.

(4) Arytmetyke liczb catkowitych nalezy tez
uwaza¢ — choéby juz ze wzgledéw na geneze jej
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powstania, za teorje niezmiennikdéw réwnolicznosci
wsrod zbioréw skonczenie-licznych. | tu ze wzgledu
na to, ze léwnoliczno$¢ jest stosunkiem o polu
bardzo niejednorodnem, szczeg6lne ostroznosci sg
potrzebne, aby zapewni¢ teorji niesprzecznos¢. Ab-
straktami tej réwnolicznosci bedg liczby catkowite

Aksjoinatycznie zbudowana Arytmetyka Liczb
Catkowitych, jak naprz. w systemie Peany, roz-
poczyna wprost od drugiego, juz abstrakcyjnego
pietra. Teorje Russella czy Fregego, zaczynajgce
wprost od réwnolicznosci napotykajg po dzi$ dzien
na znaczne trudnosci, ktére bynajmniej nie sg je-
szcze dostatecznie wyjasnione.

Rozdziat VIl
Teorja Wielkosci.
8§ 1. Wielkosci w sensie szerszym.

1. Wstep. Rozdziat o wielkoSciach nalezy do
tradycyjnych w dawniejszych, a takze i wielu now-
szych podrecznikach. Dawniejsze ksigzki zadowa
laty sie rzekomein okresleniem: ,wielkoscig zwiemy
to, co ulec moze powiekszeniu lub pomniejszeniu®,
Nowsze dzieta mowily juz o réznych ,klasach wiel-
kosci“, jak naprz. odcinkach, polach, objetosciach,
ciezarach i t. p., przyczem zapominaly zauwazyc,
ze jedna i ta sama klasa czy zbidr moze stanowic
zapas przedmiotow rozwazanych w rdznych syste-
mach wielkosci, jak naprz. bryly materjalne rozwa-
zane i poiownj wane co do objetosci lub ciezaru czy
tez temperatury. Badania szkoty wioskiej, po wstep-
nych, a sumiennych rozwazaniach Bettazziego,
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ujawnity rézne systemy aksjomatyczne dla teorji
wielkosci (Burali-Forti, Padoa). Russell w Prin-
cipies of Mathematics poddat pojecie wielkosci gte-
bokiej analizie z punktu widzenia, tak filozoficz-
nego, jak i logiczno-matematycznego. Ujawnit sie
przytem podzial przynajmniej na dwie duze grupy
odnosnych zespotow pojeciowych: wielkosci w sensie
szerszym!l (,,intenzjonalnych®) i wielko$ci dodawal-
nych. Trzeba zaznaczy¢, ze kwestje stracity dla
matematyki wiele na zywotnos$ci, natomiast intere-
sujg dalej ze stanowiska zastosowan.

2. Okreslenie. Systemem wielkosci w sensie
szerszym nazwiemy system 3-czionowy:
u; ;"
gdzie:
(1) /1 jest klasa.
(2) = jest jaka$ relacjg réwnowaznosci, ktorej

polem jest A.
(3) -z, jest pewnym (/uasi-porzadkiem, zwigza-
nym z réwnowaznoscig to znaczy, ze:

(u) -$ jest relacjg jednorodna.

(B) Polem < jest pole ,=<- a wiec klasa A.
(y) Gdy x i y nalezg do (‘(A), a wiec do A,
to jedno i tylko jedno z trojga zachodzi:

X-gy, X=Y, ¥y X
(S) zwigzek: x -iy jest niezmienniczy wobec
rownowaznosci
(e) relacja -A jest przechodnia.

Uw. 1. Pisa¢ bedziemy x vy dla zaznaczenia,

1 p. St. Zaremba. Arytmetyka Teoretyczna, Krakow
1912.
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Zze y -i X, 0 He tego zajdzie potrzeba; quasi-porza-
dek ,,H" zwigzany z réwnowaznoscig ,,=" na-
zwiemy  tez —porzadkiem" lub krotko ,,po-
rzadkiem réwnowaznosciowym®,

Uw. 2. Gdyby ,,=" bylo wprost identyczno-
scig wsrod elementéw klasy A, to , -"“ byloby
prawdziwymi porzadkiem (w sensie Cantora).

Tw. 1. nA1)'x=m

2. x il 1 l3=x
3. X=yy=z;};x="z
4. X, yeA:D;Xx=yVvX V X'y
5. X y )i-(x-ay)r-x vy
[~ czyt. ,.nie“ (przeczenie)]
6. X-Ay:D;~Xx -Iih~(r vy
X y:r}i-(c=y)--(x VY
8. X yly 17:3:X-iz
9. Xy y-y>-z > :x"~z
10. x-1y-y =z;D;r<r
1. x y-y \~\r
12 x> y-y -z i :Xi-z
13. X yly ry
Dem.
1,2,8 moéwig, ze ,,=" jest rdwnowaznoscig

[str. 17].

4, 5, 6,7 sg innem wystowieniem wiasnosci
(3) (i > definicji.

8, 9 wynikajg z (3) (e), ew. po zastosowaniu
umowy co do znaku > 1

10, 11, 12, 13 stwierdzaja, ze zwigzek typu
n~ b (a wiec i typu o b) jest niezmien-
niczy wobec

Grupe twierdzen 1—13 oznaczymy przez ( ).
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3. Zastosowanie zasady abstrakcji.

Poniewaz = jest rownowaznoscig, wiec narzuca
nam sie mozno$¢ zastosowania tutaj i skorzystania
z zasady abstrakcji. Obierzmy jakikolwiek operator

abstrahujgcy réwnowaznos¢ = i oznaczmy:

() Klase wszystkich abstraktow elementow klasy
A przez B.

(1) Zwigzek niezmienniczy X « ») zabstrahujmy,
ktadac:

a</> =.,x-4il gdy tylko abs(x) =0
i abs (y) = bu.
Rozwazmy teraz system:
(E;<)m

Udowodnimy lii interesujgce twierdzenie:

Tw. System (/?;<) jest systemem porzadko-
wym w sensie Cantora.

Dem.

1. Poniewaz abstrakty elementdw klasy A powstaty
przez zastosowanie do elementow klasy A pew-
nego operatora, a wiec relacji, zatem B jako za-
pas (przeciwdziedzina) tego operatora jest klasa.

2. Nieco dtuzszy dowod, oparty o zasady ogdlnej
teorji relacyj, przekonatby nas, ze < jest relacja.

3. a <b zachodzi¢ moze tylko wtedy, gdy a,b e B,
wiec C(<) CB. Atoli, gdy odwrotnie a,beB
i unb, lo a=abs(x)if=ohs(y) dla pew-
nych xiy. Wtedy jednak:

X=y lub x-4// lub y -4 x.

Gdy x= 7, to a—b (abstrakty!!), co odpada.
Gdy x -4y, to juz (ibs (xX) < abs(ij) czylia<h

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytm. 9



[p. str. 118], gdyz x -3y jest zwigzkiem nie
zmienniczym.
Gdyy X, tojuz b<a
Stad: (u) a ,bet (<), co dowodzi, ze B C G'(<),
a wiec tacznie z poprzedniem, ze

a<) =10;

(i) gdy a,beC{<) i u”~™b, to
a<b lub b<a [spojnosc],

4. Gdy o <t, to n~-itbs(.r), b=abs(y) dla
pewnych x i y z klasy .1 i jeszcze X"y,
co wyklucza < x, a wiec temsamem wyklucza

abs(ii) < abs(.rczyli Lt < a
[asymetrja],
5 Gdy <bib<ceg, to
«— abs(:<), b =abs(y), ¢ = abs(:)
dla pewnych X, //,z i przytem:

X-Ayiy-igz
wiec X-Z.Z, a zatem absty) < abs(z),
czyli: a<c [przechodniosc].

Udowodnione wihasnosci stwierdzajg nam wiasnie,
ze (B ; <) jest systemem porzadkowym [p. str. 60 i 65].

4. Uwagi o teorji poprzedniej.

Mamy tu dobry przyklad budowy pewnej teorji
matematycznej. Dano nam na poczatek pewng re-
lacje réwnowaznosci Klase A mozna byto
nawet okresli¢ wprost jako pole tej rownowaznosci.
Nie uczynilisSmy tego, lecz zatatwili te sprawe droga
postulatu (1) i czesci postulatu (2) jedynie ze wzgle-
déw dydaktycznych. Zatozenia nasze (3) wprowa-
dzity aksjomatycznie pewng relacje -i, 0 wymie-
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nionych tamze wiasnosciach, bedaca niezmiennikiem
réwnowaznosci Przez chwile budowalismy
teorje tak wprowadzong w jej pierwszym etapie
[tw. 1—13]. Natychmiast jednali przeniesliSmy sie
wyzej o jedno pietro, korzystajac z teorji abstrakcji.
Pokazato sie, ze drugie pietro tej teorji pozwala
nam wykorzysta¢ twierdzenia teorji porzadku. Za-
uwazmy teraz, ze jesli dano nam system porzad-
kowy {B; <) i przez =n oznaczymy identycznos¢
zwezong do klasy B, to system:
(E; =-<)
bedzie systemem wielkosci w sensie szerszym i przez
abstrakcje bardzo elementarng (zwazywszy, ze tu
réwnowaznoscig jest =n), a mianowicie przez po-
tozenie:
cibs(x) =x dla xe B,

otrzymamy wiasnie system (/?;<). A wiec: Ogdlna
teoria porzadku Cantorowskiego, to tylko drugie,
abstrakcyjne pietro teorji wielkosSci w sensie szerszym.

W rozdziale V budowaliSmy niejako odrazu dru-
gie pietro naszej obecnej teorji. Atoli tam systemy
porzadkowe, dzieki wprowadzeniu réwnowaznosci,
jaka jest izomorfja porzadkowa, staly sie elemen-
tami nowej teorji matematycznej niezmiennikOw
izomorfji (coprawda obarczonej r6znemi utrudnia-
jacemi okolicznosciami p. str. 113).

Dalszy rozwoj teorji danego systemu wielkosci
(w sensie szerszym) zaleze¢ bedzie od szczegol-
nych jego wiasciwosci, ktére zadecyduja tez po-
Srednio o typie porzadkowym, jaki posiada¢ bedzie
system porzadkowy etapu abstrakcyjnego tegoz sy-
stemu wielkosci. Zauwazmy tu, ze jak wyniknie

g*
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z pbzniejszych rozwazan arytmetycznych, relacja
mniejszosci posiada:

(1) wsrod liczb rzeczywistych wzglednych typ X

2 . . , nieujemnych , |
3 . . wymiernych wzglednych ,, i)
() , nienjemnych ,, 1+r)
Litod
Jezeli teraz dany nam system wielkosci (/4; = ;-$)

rodzi przez abstrakcje system porzadkowy (/?; <)
typu: L -f- czy I-fa, to bedziemy mogli,
dzieki kazdorazowej izomorfji, odwzorowac ele-
menty hlasy B na ogol liczb rzeczywistych wzgled-
nych, rzeczywistych bezwzglednych, wymiernych
wzglednych, czy tez wymiernych bezwzglednych
(zaleznie od wypadku) przy pomocy jakiej$ relacji
doskonalej T ,,zachowujacej* porzadek <.

Liczby, posrednio przypisane elementom klasy
A w ten sposob, ze najpierw przechodzimy od x
nalezacego do A do jego abstraktéw a, a nastepnie
od (i do liczby 7'(0), beda nowemi abstraktami
dla elementéw klasy A. W ten sposdb wprowa-
dzimy w klase A skale miernicza (liczbowg), pod-
czas gdy system (B ; <) stanowit juz pewna skale
abstrakcyjng dla systemu. W szczeg6lnosci, gdy
abstrakty uprzednie byly uzyskane przez reprezen-
tacje, powiemy, ze skala abstrakcyjna byta skalg
WZOrcowg naszego systemu.

W zastosowaniach konkretnych, jak naprz. w wy-
padku: (1) ciat fizycznych poréwnywanych co do
temperatur, (2) ciat fizycznych co do ciezaru,
(3) dzwiekdw co do ich wysokosci, (4) mineratow
co do ich twardosci, (5) wrazen co do ich nate-



zenig, i t. p. mamy do czynienia z systemami kon-
kretnych zespotéw, konkretnych zwigzkéw rowno-
waznosciowych czy quasi-porzadkowych i dopiero
idealizacja i schematyzacja naukowa przetwarza to
wszystko hipotetycznie w idealny system wielko-
Sciowy.

W konkrecie wiasnosci rzeczywiste, ktdrym
pozniej beda odpowiadaty w schemacie naukowym
wiasnosci teoretyczne systemu wielkosciowego sg
spetnione tylko w sensie empirycznym. Wypadki
takie jak (4) i (5), a wiasciwie i (3) prowadzg do
skal (B; <) typu t i skale sg tu izomortijne z sy-
stemem (iYo, Sg to skale ,,dyskretnych“ stopni
»natezenia“ danej wielkosci.

Zauwazmy, tez, ze w hipotezie atomowej struk-
tury materji to samo mozna powiedzie¢ i o cialach
materjalnych, poréwnywanych co do icti ciezaru
(przynajmniej w pewnych teorjach fizycznych).

Zaleznie od tego, czy system porzadkowy LQ, <)
posiada minimum czy nie, moglibySmy odrézniaé
dwa gatunki systemow wielkosci: bezwzglednych
i wzglednych.

8§ 2. Wielkosci dodawalne.

5. Wstepne uwagi. W teorji t zw. wiel-
kosci dodawalnych (addytywnych) tub ,wielkosci
w sensie $cislejszym” mamy do czynienia z klasg
elementéw, réwnowaznoscig i quasi-porzadkiem,
ktérych polem jest dana nam klasa, oraz z pewnga
relacjg, ktorej ujecie poprawne, a mozliwie zgodne
z tradycyjnem pojmowaniem tej sprawy stwarza
pewne trudnosci. Idzie tu w istocie 0 wprowadzenie
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klasy. Trudno$¢ polega na tein, ze tradycyjne ujecie
nie stwarza tu wecale dziatania dodawania, co by-
toby najprostszem, lecz okre$la sume elementdéw
niejednoznacznie. Naprz. w teorji odcinkdw pordw-
nywanych co do dtugosci, sumg odcinkéw danych
nie jest bynajmniej jeden jedyny, w pewien sposob
wyznaczalny odcinek, lecz nieskonczenie wiele od-
cinkbw moze by¢ uwazanych za sume danych,
przyczein sg one réwnowazne w tej teorji miedzy
soba. Bytoby nawet dos¢ klopotliwem probowac
okresli¢ sume odcinkow w sposéb jednoznaczny,
zrywajac z jednej strony z tradycja, lecz starajac
sie od niej odchyli¢ mozliwie mato. Zatatwimy sie
Z tg kwestjg w spos6b, ktéry zdaniem mojem jest
jeszcze moze najprostszy, atoli i tak wprowadza
elementy (przynajmniej na poczatek), ktorych nie
spotyka sie w ldasycznein ksigzkowem ujeciu.

Czytelnik zechce mie¢ przed oczyma jaki$ szcze-
golny przykiad teorji, moze najprosciej teorje dtu-
gosci odcinkéw z jej odcinkami, przystawaniem,
mniejszoscig i dodawaniem.

6. Okreslenie.

Def. Systemem wielkosci dodawalnych na-
zwiemy system 4-czlonowy:
1
gdzie.
I. System {A;=;H.) jest systemem wielkoSci
w sensie szerszym [p. § poprz.].

11, Sjest relacja miedzy parami elementow, a ele-
mentami — przyczem
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(r/ b)Sc
czyta¢ bedziemy: ,c sumuje a i b“
Il. Zachodza nastepujace zwigzki:
(@ (a,b)Sc: \a,b,r%A\
(B) gdy fi,bFA, to istnieje c takie, Ze
{a, b) SV;
(y) ai®a, b~b', ¢ ¢ i(a b) .Sc pociagaja:
{a,b") Sc
[niezmienniczosél ;
() (o,))Nc.(a,h) "fa:D: c=c';
() (@,f).Sv: :{b,a)Si
[gnasi-przemiennosc].
() (fl,b)Sr.(cd)Se. (bec)SFO: (fl,/) Sa
[guasi-tagcznosc].
IV. (0,b)Sc. (0o',b)Sc'.a Aa:. :ic-ic
[quasi-monotonja].

7. Wiasnosci ogdlne. Uzasadnimy tu kilka
twierdzen waznych dla wszelkich systeméw spet-
niajgcych 1—IV.

Tw. 1. Dziedzing relacji S jest klasa wszelkich
par (ci, b) elementéw Kklasy A.

Przeciwdziedzina S jest klasg zawartg w klasie A.

Dem. (1) Wynika z llia i HIB, (2) wynika
za$ z llla.

Tw. 2. (0,b)Se i (0,b)S<' zachodzg wtedy
i tylko wtedy jednocze$nie, gdy c= c.

Dem. Jest to szczegolny wypadek 111y (dzigki I)
oraz warunek I110.

Tw. 3. (0. .(@,b)Sc:D:a u

[quasi-jednotliwos¢ lewostronna].
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Dem. Wiledy ai' A i a'i A, wiec jedno z trojga:
a a luba=a'lub a-Aa
Atoli: ana', (a,b)Sc i (a$i)<Sc datyby (IV.)
nam ¢ ¢ co wykluczone;
a analogicznie pociggnetoby ¢ -$ c.
Pozostaje: az”™al
Tw. 4. (a,b)Sc.(a,b")Sc:D : b~b".
Dema Zalozenia pociggaja, ze
(b,a)Sc i (b',a)Sc,
a stad juz: b="D"
Tw. 5.

(1) (@a,b)ysc.(al,b)ysc.a a'.b b :D:cc
(2) (& b)ySc.(n,b'jSc,a a'.c—c\"=>:b=b'
3) (ab)Sic.(a,b)Sc.b=//.c=c":D:a=ci.

Dem.
(1) (a,b)Sc.a=a.b =Db" pociggaja (llly)
(C|\6) Sc, a stad tgcznie z (0, b") Sc' i tw. 2,
mamy ¢ = c\
(2) i (3) analogicznie.
Tw. 6. [Zasadnicze]. Jezeli dla systemu (A; =; <§)
spetniajacego warunek | okreslimy dziatanie
i zalozymy, ze dziatanie to jest:

(1) nieograniczenie wykonalne i wewnetrzne
w klasie A;

(2) guasi-przeinienne i quasi-/acz/ie w 1, to
znaczy':

a,bEA;]);ci§b—b-u
a,bcoA:D:a-j-(b--c) =(0--b)-j-c¢
(3) niezmiennicze wobec =;
(4) posiada wiasnosc, ze:
fl-Aa" beA:D:a-\-b-Aa'+h;
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i jezeli okreslimy relacje S, kiadac:
(«,b)Ee.=ra A-b=c,
to system: (4 ;=;-3 <S) spetnia warunki I—IV.
Dem. (1) da nam natychmiast U, llia i HIR;
(2) da nam najpierw, ze (a,b)Sc pocigga
a-\-b =c, wiec b-\-a=¢, czyli (b,d)Sc
[me],
nastepnie: zwiazki (a, b) Sc, (c,d) Se i (b,d)Sf
dadza: a-\-h =c, e-j-r/ze, bA-dz"f, wiec:
a-\-f=a-\- (b-\-d)*(a-\-b) d d=ce,
czyli (0.,/) Se . rill§j.

(3) da nam z zalozen:

a=ci,bz=b', c=c" i (u,b)Sc, ze
0+b=c,a f-/I»o0--b, «+b"'~¢

I a'-\-b'=c; [Uly];

definicja i | dadza z zatozen (a, )
i (u,b)Sc', ze a-\-b=c\ ciA-b=
wiec c=c' [lll¢],

(4) da nam z zatozen:

(a,b) Sc, (fi'h) Sc', a a,
ze: a-f-b=c', a-t-bz"¢,a-\-b~sct'-\- b,
wiec ¢ -i ¢\ [IV],

Uw. Nalezy zauwazyé, ze okreSlenie jedno-
znaczne sumy, a nie tylko wprowadzanie relacji
sumujacej S, zdarza sie wyjatkowo w ujeciu kla-
sycznem réznych systemow wielkosci. W wielu
wypadkach okreslenie jednoznaczne sumy napotyka
nawet na przeszkody praktyczne, ktére uswiado-
mimy sobie fatwo, zastanawiajac sie naprz. nad
teorjg odcinkéw poréwnywanych co do diugosci
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lub wielokgtow poréwnywanych, co do ich pol,
gdzie naprz. relacjg réwnowaznosci jest Hilbertow-
ska ,,rownos$¢ przez rozktad" [Zerlegungs-gleichheitJ.

W teorji odcinkéw nioznaby zawrze¢ umowe,
ze sumy bedziemy tworzyli na statej prostej od
stalego punktu tej prostej poczawszy i po stalej
stronie tego punktu. UzyskalibySmy tg sztuczng
droga jednoznaczno$¢, atoli tatwo widzieé, bardzo
niewygodng w praktyce.

8. Suma symboliczna. Wprowadzimy jed-
nak symbol sumy a-|-b w wypadku, gdy nawet
relacja sumujgca S nie jest dziataniem (jednoznacz-
nem) w nastepujacy sposab:

Def. 1. Nie okreslajgc samego symbolu ct-{-b,
umowimy sie, ze zwrot: orzeczenie (> zachodzi dla
u-\-b, czyli O (a-f-b) rozumie¢ bedziemy tak:

& (a-|-b) :==:(1) .istnieje takie c, ze (a,b) Sc oraz
(2) kazcie c takie, ze {a,b) Sc spel-
nia warunek (>*

Analogicznie:

Def. 2. Zwrot: f>(c/i \- In,-—-a, +b,) rozu-
miemy tak:

(1) istniejg takie Ci....... C, ze (ui, b)) Sa,...

(«,, b,,) Sc, oraz
(2) zachodzi <h(ci,...,c,,), gdy tylko
(«i, bj) -Sra, 1* -1 (a,i, bi) Sc,,.

Uw. 1. Gdy tylko a, be A, to istnieje takie c,
ze (0.b)Sc [HIR], warunek (1) def. t i def. 2
mozna zatem zastapi¢ przez orzeczenia:

a,beA wzglednie: o., bi,..., a,, b, eA.

Uw. 2. Jezeli zachodzi to wynika

stad iz: a, be A



Przyktady :
. o |-b ¢ oznacza:
a,beA i gdy tylko (fih)S? to z"c¢
{stad lez ce A).
Il. a-\-h < ¢ oznacza:
a,beAizAr gdy tylko (n,b)Sz
lll. a-{-tSEC4-d oznacza:
a,b A i x--=ij. gdy tylko
(u,b) S.c i {i\cl)Sy.
Uw. Powyzszy sposdb okreslania orzeczen
0 pewnym symbolu bez okreSlania samego sym-
bolu, jak to mamy w wypadku fi-{-b, nazywa
Russell ,définition in use“, czyli ,,definicja ro-
boczg“. Matematyka postuguje sie dos¢ czesto tym
sposobem, okresla naprz. nie okreslajagc sa-
mego ,V “ it p
9. Twierdzenia o symbolicznej sumie.
Tw. 1L abi A: a--beA
Dem. Gdyz, skoro tylko (a,b) Sz, to ze A
[Hf«]- |
Tw. 2. a,beA.a a.b b\ «+t a-\-b.
Dem. Istniejg i wybieram takie c i c, [HIf], ze
¢ ceA i (a,b)Sc oraz («'.//)i>V.
Wtedy (Il 8) ¢c=c\
Gdy teraz (a,b)Sx i (a,b")Sij, to
X=¢, y=c, wiec X ij.
Stad juz: a+b=ab"
Iw. 3. o-j-b=c.a{-b=c:):c c.
Dem. Wtedy (0,b) Sci (a,b) Sc, wiecc- ¢,
Cor. « a.b=b‘c=c .fi-fb ¢ :aA h'=c.
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Uw. Wyrazenie a -(- b - c jest zatem niezmien-
nicze wobec =.
Tw. 4. a,b%A:D:a--b b-\-u
Dem. Istnieje i obieram takie c, ze
(a,b)Sc. Wtedy (lite) zachodzi (b,u)Sc.
Jezeli teraz: (a,b)Sx, (b,a)Sy, to
X=¢C i y=c, wiec Xx=Y.
Tw. 5. o,b,cei:~:(0 — c-=mr—(6-]-¢).
Dem. Zastanbwmy sie najpierw, co o0znacza
orzeczenie O o (fi-f-£)-(-c, czyli <I>[(0 -A- b) -f- c].
Stosujac poprzednig definicje zrozumiemy, ze
‘I>[(a + ft)-L*i].=SL.‘T>(2)
dla kazdego z takiego, ze («-(- b,c) Sz
Atoli: (u-{-b,c)Sz oznacza dalej, ze
»(U) ,c)Sz dla kazdego w takiego, ze (a,b) Siv*
Ostatecznie:
fI)[(fi 4*b) -j- c]. = .0>(2), gdy tylko zachodzg:
(a,b)Stu i (w,c)Sz.
Analogicznie zrozumiemy, c0 0zhacza
dl {(« + & +c, a+ (6 +c) .
Niechaj teraz: (a,b)Sw, (w,c)Sz, (b,c)Sx
i (a,x)Sy zachodza.
Witedy (I11IC) majg miejsce: (fi,x) Sz i (o,x) Si/.
Stad: u=12, co dowodzi twierdzenia.
Tw. 6. U-ietheA:D:o--b-ia b
Dem. Istniejg i obieram takie ¢ i c, ze (0,b)Sc
i (@',b)Sc. Wtedy c-i c' [IV], Jezeli teraz
(a,b)Sx i (a,b)Sy, to x=c,y elc\ wiec
X <y.
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Analogicznie udowodnilibySmy, ze cala grupa
twierdzen, ktérg oznaczyliSmy przez ( t%J)(str. 128)
zachodzi w wypadku, gdy ktérykolwiek ze skiad-
nikbw orzeczen tam przychodzacych zastgpimy
przez symboliczng sume elementéw klasy -4. Do-
wody tych twierdzen, jakotez dalsze twierdzenia
teorji tej postaci pozostawiamy juz czytelnikowi.

10. Dalsze symboliczne wyrazenia
w teorji wielkosci.

Woprowadzimy jeszcze kilka symboli przy po-
mocy ,.definicji roboczej*.

Ro6znica. Def. 1. Orzeczenie O (0—b) ma
oznacza¢, ze:

(1) istnieje takie x, ze (htx)Sa;
(2) dla kazdego z takiego, ze (b,z)So
mamy d! (i)

Uw. Z uwagi na to, ze (b,z)Sa\ (z,b)Sa s3
orzeczeniami réwnowaznemi, nie wprowadzamy od-
rebnych symboli ,lewej“ i ,,prawej* réznicy. Ana-
logicznie okre$lamy orzeczenie o kilku rdznicach
czy ,réznicach* i ,,sumach“ symbolicznych.

Tw. 1. a-\-h"™v:3:c—a=ih

Dem. Zatozenia stwierdzaja, ze (1) istnieje
takie x, ze (@,b)Sr i x=c¢, zatem (2) (a,b)Sc,
stad (3) istnieje takie z, ze {a,z)Sc i z~_b,
wiec tez (4) kazde y takle ze («,/N) Sc bedzie
spetniato: y =,

Tw. 2. n—hi=c:3:b c=a

Dem. Zalozenie stwierdza, ze: (1) istnieje z
takie, ze (b,z)Sa, (2) kazde takie z spetnia: C,
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(3) zatem (b, c) Sa, a wiec h, ce A i skoro (J> a)S.r,
to juz x= a
Wielokrotnosc.
Oef. 2. Gdy aeA i n jesl liczbg naturalng
[liF V], to:
w U .u). = <> (),
B P (("+D1<)r = F("r«+")m
MoglibySmy tez powiedzie¢, ze:
@) 1la oznacza U nas a
(8 (d-J-D).'ii oznacza za$ n.a-\-ti |
Tw. Gdy neA i ne Yi, to istnieje takie h, Ze
ii.a b i beA

Dem. 1 Dla n—1 mamy a -a, wiec wedle
umowy: 1l.a a;

2. gdyby twierdzenie bylo stuszne dla danego
u, to obierzemy takiez, zen.a b i le A
Witedy istnieje i obierzmy takie b, iz (/.”, a) Sh.
Otrzymamy .

l-\-a=b i beA.
a stad juz n,a-\- a=b, wiec z definicji:
(H-f-1). a=D.
3. Indukcja matematyczna konczy dowdd.
Podwielokrotnosc¢.

Def. 3. Dla ae A i n naturalnego rozumiemyl 2
zwrot nastepuje:

(1) istnieje takie b, ze n.b: a,
(2) kazde v takie, ze n.z a spekia (.



Def. 4. Jezeli dla kazdego a nalezacego do
i kazdego n naturalnego istnieje b, nalezace do A
i takie, ze n.h a, to mdéwimy, iz system wiel-
kosci dodawalnych (A;rr;-? ;S) jest tez systemem
wielkosci pocizielnych.

Udowodniliby$Smy tatwo, ze wyrazenia:

a—b=c
n a= b dla n naturalnego
H=h u,b,cc A
u
sg niezmienniczemi wobec =. Dowody pozosta-
wiamy czytelnikowi.
11. Moduty.

Def. Element a klasy A nazwiemy quasi-mo-
dutem relacji sumujacej S, gdy dla kazdego x na-
lezacego do A mamy:

(u,x) Sx . [a wiec tez (je, a) Sx],

Tw. 1. Gdy x i /I sg quasi-modulami dla S,
to x il

Dem. Wtedy: {x, a) Sxi (W,y) Sx, zatemx y

Uw. Orzeczenie ,,x jest quasi-modulem Sl
ma charakter niezmienniczy wobec

Czytelnik zauwazy, ze:

aeA i x jest quasi-modulem S
pociagaja: . .
0 x~eix a =x

Tw. 2. Gdy («, 1) Sa, to b jest quasi-modulem S.

Dem. Niechaj ye A, (p, i) Sm, (m,a) Sn, to,
skoro (a,b)Sn, wiec tez (b,a)Su otrzymamy:
[HC]. (p,ci)Sn. Stad juz [lII6]: m p i (I=,b)Sp.
Element p byt jednak dowolnie obrany w klasie A.
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Uw. 1. Analogicznie it-fx=a czy x-\-x=x
pocigga juz, ze X jest quasi-modutem S.

Uw. 2. Dla ogélnosci nie wigczylisSmy w de-
finicji systemu wielkosci dodawalnych postulatu
0 istnieniu quasi-modulu dla S.

12. Zastosowanie zasady abstrakcji.

Omoéwimy tu krétko tylko wynik zastosowania
zasady abstrakcji w jakiejkolwiek jej postaci do
systemu wielkosci dodawalnych. Kwestja ta nie
przedstawia dla nas wiekszego interesu, dlatego
pomijamy szczegGtowe rozwazania.

Obierzmy zatem dla systemu wielkosci doda-
walnych [A;=;-S ;<) jaki$ operator abstrahujacy
I wprowadzmy:

(1) Klase M abstraktéw elementdw klasy A;

(2) zwigzek a < R abstrahujgcy u—? b, gdy a

jest abstraktem a i R jest abstraktem b-
(3) funkcje (dziatanie) u -f R abstrahujgce zwig-
zek (a,b) Sc, gdzie aifBiy sa abstraktami
a,b i ¢ w postaci: n-|-R=y. [p. str. 120],
Otrzymamy wtedy system:
(37, <;-1),
gdzie:

(1) M jest Klasg,

(2) (A, <) jest porzadkiem |str. 130],

(3) ~\- jest dziataniem:

(<) w klasie A, nieograniczenie wykonal-
nem i wewnetrznem w tej klasie;

(R) przemiennem i tgcznem;

(y) jednotliwem.

tatwe dowody poszczegblnych punktow tego
twierdzenia pozostawiamy czytelnikowi.
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Rozdziat VIILI.
Wielkosci i liczby wymierne.
8§ 1. Wielkosci wymierne.

1. Wstep geometryczny. Geometrja wpro-
wadzita pierwsze rozwazania szeregu waznych prak-
tycznie systemow wielkosci. Systemy te, jak naprz.
system wielkosci, jaki tworzg odcinki z ich przy-
stawaniem, mniejszoscig i sumowaniem, lub figury
wieloboczne z ich réwnowaznoscig przez rozkiad,
mniejszoscig i odpowiednig zasada sumacyjna, czy
tez bryty wieloscienne porownywane co do objetosci
it p. sg to systemy wielkosci dodawalnych i po-
dzielmych, posiadajace jeszcze inne cechy szcze-
golne, ktore nie wchodzg w sklad definicji ogdlne;.
Za geoinetrjg poszia fizyka, wprowadzajac réwniez
systemy wielkosci o analogicznych wiasnosciach
w teorji ciezardw, ilosci ciepta, tadunkdéw elektrycz-
nych czy magnetycznych i t. d. We wszystkich
odnosnych tu teorjach powstaje od dawnych bardzo
stadjow tych teoryj idea mierzenia jednych wiel-
kodci przy pomocy innych tego samego rodzaju.
Idea ta pokrywa sie z ideg tworzenia stosunkéw
dwu wielkosci danego systemu. Do rozwazania tej
ostatniej kwestji, a wiec do zdania sobie sprawy,
co zechcemy w teorji danego systemu wielkosci do-
dawalnych i podzielnych uwaza¢ za stosunek dwu
wielkosci tego systemu przystapimy obecnie. Zapro-
wadzito by nas zbyt daleko wdawanie sie¢ w kwe-
stje filozoficznego znaczenia teorji mierzenia czy
stosunkOw, jakotez w rozwazania na temat donio-
stosci praktyczno-zyciowej tych zagadnien. Uimiemy

W. Wilkosz. Podsiflwy Teur. Arytm. 10



rzecz calg ze stanowiska formalnego, ktérego utrwa-
lenie sie poprzedzita dtuga praca badawcza.

Zadamy sobie teraz jaki$ system wielkosci bez-
wzglednych, dodawalnych i podzielnych.

(h;=:-5:s)
i postaramy sie o okresSlenie pojecia stosunku dwu
wielkosci o. i b dowolnych tego systemu.

Idea stosunku rozwijata sie atoli w trzech eta-
pach, ktdre dla ich kapitalnej waznosci przejdziemy
kolejno.

| Etap. Dano nam wielkoSci a i b naszego
systemu. Przypusémy, ze:

1° a=n.b [n catkowite, ™ | p. str. 142],
2° liczba n jest jedyna.
Witedy stosunkiem a/b nazwiemy owg liczbe n.
Dodatkowo:
gdy 1° n jest guasi-modulein sumowania,
2° nieistnieje liczba naturalna u taka,
by o n.b,
3° b nie jest guasi-modutem,
to przez stosunek a/b rozumiec bedziemy liczbe zero.
Zamiast wyrazenia: ,stosunek wielkosci a i bu
mozemy wedle tradycji moéwic:
»miara wielkosci a w jedynostce ba

W ten sposob ustalone pojecie stosunku wy-
starcza w praktyce do$¢ rzadko.

Albo, mianowicie, konkretnie rzecz biorac, chce-
my sie zadowoli¢ przyblizeniem, wtedy zbyt czesto
doktadno$¢ tak osiggnieta nie wystarcza, lub tez
z teoretycznego punktu widzenia definicje nasza
musimy uwaza¢ za taka, ktdra obejmuje niewiele
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tylko wypadkéw par wielkosci danego systemu.
Poza nig pozostanie wiekszos¢ par, ktorych sto-
sunku definicja nasza nie pozwala oznaczyc.
Dodatnieini stronami tego ujecia sg jednak fakty,
ze 1° wystarczaja tu liczby catkowite, 2° stosunek
okreslony w ten sposob jest niezmiennikiem réw-
nowaznosci, a wiec, gdy para (ci,b) ma stosunek
n bla-a' b =b\ topara (n',b") posiada¢ be-
dzie réwniez stosunek a /b' réwniy poprzedniemu :

a'/b'=a b
Il Etap. Rozwazamy w dalszym ciggu system
wielkosci (A; =« ;S) bezwzglednych, dodawal-

ngch i podzielngch. Mamy tu najpierw definicje:
Def. Wielkosci a i b naszego systemu na-
zwiemy spOtmiernemi, jezeli znajdg sie:
(1) wielko$¢ c; (2) liczby catkowite m i n
takie, ze:
a-m.c
i b n.c

Pojecie spotmiernosci jest, jak tatwo widzie¢, po-
jeciem niezmienniczem wobec in.

Co wiecej, w klasycznych wypadkach systemdéw
wielkosci bezwzglednych, dodawalnych i podziel-
nych zachodzg nastepujace fakty:

1° jezeli w parze (o,b), wielkosci danych, b

nie jest quasi-modutem sumacji i pare liczb

(ni, n) catkowitych jak wyzej nazwiemy parg
mierzacg stosunek wielkosci (i i b, to n==0.

2° jezeli pary (m,n) i (hr n) sg parami mie-
rzacemi stosunek wielkosci ct i b, przyczem

b nie jest quasi-modutem, to pary (m,n)
lu*
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i (m',n) sa proporcjonalne, lo znaczy:
mXn=m'x ii
3° Jezeli (mi,n) jest parg mierzacg dla sto-
sunku wielkosci a i b, gdzie b nie jest quasi-
moduleni i para {in, n') jest proporcjonalna
do (m,n), to znaczy:

mXn=mXn,

przyczem »'4= 0, wtedy (m’,ii) jest rowniez
para mierzacg stosunek wielkosci ci i b.

Blizsze badanie okaze, ze proporcjonalnosc¢
wsérdéd par (m, n) liczb catkowitych, gdzie jeszcze
n 4 0, jest rbwnowaznoscig. Daje to asumpt do
stosowania zasady abstrakcji. Jesli to uczynimy, to
stosunkiem wielkosci spoi.niemych ci i b, gdzie b
nie jest quasi-modulem sumacji, nazwiemy wspolny
wszystkim parom (m,n) mierzacym stosunek uib
abstrakt (wzgledem proporcjonalnosci) tych par.

W tradycyjnych teorjacli wielkosci istniejg za-
zwyczaj pary wielkosci niespotmiernych. Klasycz-
nym przyktadem jest tu odkrycie przez Szkole Pi-
tagorejskg niespolmiernosci boku kwadratu i jego
przekatni w teorji odcinkéw. W tych wypadkach
definicja nasza zawodzi.

Rozwiniecie teorji stosunkdéw, obejmujacej row-
niez i stosunki wielkosci niespotmiernych stanowi
przedmiot 111" etapu rozwoju teorji stosunkdw,
ktéry na razie pozostawimy bez omdwienia. Ze sta
nowiska konkretnych zastosowan moglibySmy na-
0gol pozosta¢ przy |l etapie teorji, gdyz w prak-
tyce pary konkretnych wielkosci dodawalnych i po-
dzielnych zawsze mozemy uwazac¢ za spohnierne,
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pozostajac w ramach dowolnie wysokich wymagan
co do doktadnosci pomiarow.

Il etap teorji mierzenia i stosunkéw sklania nas
do zajecia sie teorjg proporcjonalnosci par liczbo-
wych (m,n), gdzie m i n sg catkowite i n 4= 0.
Do tego teraz przystepujemy.

2. Proporcjonalnos¢ par liczb catko-

witych.

Rozwazymy najpierw klase A wszystkich par
(m, n), takich ze m jest liczbg catkowitg i n liczbg
naturalng [meNo, ne \i]. Zatem:

Def. ulL A
oznacza: 1° a= (p’a,/c'a), [p. sir. 27].

2° p’aeiVvo, Ic’'ae Ni.

Def. Pary a i B klasy A nazwiemy propor-
cjonalnemi, gdy:

p'uX/cB=p'R XI-o0-

Uprzedzajgc fakty, oznaczymy na czas naszych
rozwazan proporcjonalno$¢ przez =.

Powtarzamy definicje formalnie:

a=08.=.aliA.paXc’=pR X/,
lub inaczej:
(m, n) = (m', n) oznacza:
1° m, m'e No, n, n's .V],
2° mXn'=m'xn.

Przyktady:

(2,3) =(4,6) _(6,9), (0,2)=(0,1),
1>)=2,2)=@3,3) it d

Przyjmiemy tu, ze proporcjonalno$¢ par klasy

A jest relacja.
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Tw. \zasadniczé\. Relacja proporcjonalnosci jest
réwnowaznoscig w klasie A.
Dem. Stwierdzamy kolejno:
1° Niechaj cied, wtedy p'o.e Ao, //aeAli, wiec
p’ce X /lcc = p'o. X //a, gdyz mnozenie jest tu
wykonalne, a stad: (//cc, kcc)™ (p’ce, ii 0)
czyli a a [Samozwrotno$c].
2° Niechaj: cc=0R. Wtedy:
p'cc,p’Be Ao, /,’'a., /.’ ReAj
i pox —//BxAa. Stad:
p'Rx//la=paXKkeQ,
czyli, ze B=cc [Ocluiraca/nosc].
3° Niechaj: anf3 i Bny. Wtedy:
p'a,p’B ,p’yexVo; //a, Ir’i ,Ic’y c. i
p'ax/.’B=p’R X//a, (1)
pP’RBx//y=p’yx//13. (2)
Slad, przez mnozenie roéwnosci (1) i (2) przez
k'\ i /lcc:
paX/’Bxty =pBX/MTaX//l
p’B X /ly X [la=p’y X /B X //a.
Lecz skoro mamy do czynienia z liczbami calko-
witemi, to stad wynika, ze:
p’cc X /y X Ic’B =p’y X //a X /I3,
atoli  //R 4= 0. wiec:
p'ax A’y =p’y X /Ica,
czyli: any [Preec/iodnibscj.
Polem ,,=" jest klasa A, jak to wprost juz
z definicji i samozwrotnosci wynika.
Przejdziemy zatem do poszukiwania gtownych
niezmiennikdw proporcjonalnosci.



3. Mniejszos&¢.
Def. Powiemy, ze para a jest mniejsza (w sen-
sie naszej teorji) od pary B dla zaznaczenia, iz:
() a,BeA i (2) paxA’R<p’RxAa.l
Oznaczymy ten fakt przez: u -i RB.
Tw. 1. Relacja -$ jest quusi-porzadhiem [str.127]
zwigzanym z réwnowaznosciag = o polu A.
Dem.
1° -f jest relacjg jednorodng. Rzeczywiscie :
-S faczy elementy klasy ! z elementami
tejze klasy, a wiec Ty "® (I'-$ s3 za-
warte w A.
2° Polem jest A. Widoczne: gdy a -, R,
to a,ReA; gdy znéw o.i A, to fatwo
stwierdzi¢, iz « - (p’ci-|-1,A’a), a wiec:
cizatem aet'(-"), Ostatecznie:
6'( )=A
3° Zalozmy, ze a,Be A. Wtedy:
paxABfipBxXA sg liczbami catkowi-
temi, wiec jedno i tylko jedno z trojga za-
chodzi:
[fu X AR < p’B X A'a,
p'ci X AR = p’R X A'a,
p’RXx Aa<pax AR,
a wiec jedno jedyne z trojga:
aSR a B B a
4° Niechaj: o« - B, a'ra, B'=R. Wtedy
najpierw: p'a x A’R < p’f X A'a,

1 Znaki: <,X i jak p6zniej bedziemy mieli: +, —, /
it, 0 rozumiemy w sensie Arytmetyki Liczb Catkowitych,
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p'a'X ka—p’aX Kka.
p’B X I'R'=p'R'X Ic’R.
Stad: pax/t'lBx/ca'< p’R X/ca x [c'a,
gdyz Ic’a' > 0, a wiec
pa'x/cax e’ < p’B X /[cax/ca'.
Dalej:
paxzB<pBXA,
gdyz k'a. >0. A wiec: a'-$B. Analogicznie juz
otrzymamy:
Pplax ARXIeR'<p’B Xicax 'R, [[c’3'>0]
p'ax t’B X [c’R' <p’B'x [c’R X [c'a’,
Skad : paXAR<pR X/f[a' [AR = 0]
a wiec: a'H R
5° Zatézmy, ze a-4 R i R -?y. Wtedy:
paXkB<p'BXIa,
p’R X’y < p’y x Ic’B,
stad paXkfB X ki <pyXIlBXka
[ca=01iley=>=0j

Atoli: [’ > 0, wiec:
p'ax/c’y <p’yXIta,
czyli: ay.

Poréwnujac 1°—5° z warunkami definicji na
str. 127 otrzymujemy twierdzenie.
Tw. 2. Dla = i -§ zachodzg wszystkie twier-
dzenia zespolu «& na str. 128 i system:
ur,=; )

jest systemem wielkosci w sensie szerszym.
~ Dem. Dowodzi nam tego tw. zasadnicze nr. 2
i tw. 1, nr. 3.
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4. Para zerowa.
Def. Orzeczenie, ze a jest uaig zerowa (w na-
szej teorji), oznacza, iz:
(1) ceA 1 (2) pa=0.

Tw. 1. Orzeczenie: ,a jest parg zerowg“ jest

niezmiennicze (wobec =).

Dem. Gdy a jest parg zerowg i a==Rg, to:
n,BR/I, p'ax/lcR =p'R x/c’a, p'a=0,
wiec: p'R X /c'a=0,
lecz Ic'a 0, zatem p’B =0, a stad

R jest parg zerowa.
Tw. 2. Gdy aiR sg parami zerowemi, to R
Dem. Wtedy: p’a=p’f =0, wiec:
paxkB=0=pR X/,
skad : a=A~=.
Tw. 3. Gdy a jest parg zerowa, Rej4, lecz
R nie jest parg zerowg, to:
a <if.
Dem. Wtedy p'a=0, p'ax/c’3=0,
p’8 >0, [c’a=> 0,
wiec: 0 =p’ax c’R < p’B X /c’a, skad:
a xR
5. Twierdzenia pomocnicze.
Tw. 1 Gdy ne A, n nie jest parg zerowa,
i okreslimy:
R=(p’a, 2 XIc’a),
to: (1) R nie jest parg zerowa,
2 R Jo.
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Dem. Wtedy p’ae \0) =xA’ae.V1,

gdyz 2301 Aa==0,

wiec RbA.

Poniewaz p'a 0, wiec p’B=p’'ad 0.
Mamy tez:

p'RXArt=plaxl’a<pax2XAa
=paxAR gdyz p'a=>0i Aa=>0.
Stad : B a
Tw. 2. Gdy nei, to a » (p'a-j- 1, A'a).
Dem. Gdyz: p'axA'a<paxAa4d Aa,

skoro A’a > 0. Stad:

paxAa < (pa+ 1) X A,
czyli: a (p'ad"1, Aa).
Tw. 3.

Gdy a Biy=(pa-|-p'R,Aa-(-AR), to
TeA i aXyY )R
Dem.
Witedy: p’a, p’8 htNu, wiec p’a-j-p’R e Au,
A'aF Ai, ARe A], wiec A'a-A-le B e Ni.
Dalej: p’aX [A'a-j-A’R]““p’axA'adp’aX AR
< p'axA’'ad-p’BxA’cc=4p’a-l-p'R)x A'a,
stad: p'aXAy<pyXAa, czyli:
a .
Analogicznie:
plix Ay = p'By IAfi 4 ARl = p'B X Aa -j-
+ p'BX AR >paxAB+phRXAR=
= (p'a4" p'R) X A’B-~pP'y X AR,
Stad: Yy M3-
Tw. 4. Klasa  jest przeliczalna.



Dem. Rozwazmy klasy:

Ai =og6t par (m,n), gdzie m jest liczbg cat-
kowitg (:Vo) i ii jest liczbg naturalng (Aj.).

Kazda z klas A,, dla ii=1,2,3... jest wi-
docznie klasg przeliczalna.!

Widocznie tez:

A—whi A,
»l
a wiec A jako suma przeliczalnej ilosci przeliczal-
nych klas A, jednorodnych [wszystkie A, sag za-
warte w klasie A] jest przeliczalng [obacz Teorja
Mnogosci Punktowych I, § 16].
Def. Gdy (1) a jest parg nalezacg do A.
(2) p’o. i Ic’a sg liczbami pierwszemi
wzgledem siebie, to:
pare u nazwiemy prymitywna.
Przykiad: (2,1), (3,5), (0,1) it. d.
Tw. 5 Gdy (1) o.i B sg parami prymitywnemi
(2) a= B,
to: u==aR, czyli pa=//B i Ic'a—IeR.
Dem. Z zalozenia:
p'aX/cB=p'RXI/a. 1)

Gdy p'ct=0, to a jest parg zerowa, 0.= R,
wiec R jest rowniez zei-owg, czyli p'R =0.

Lecz wtedy: p'o. i 'a pierwsze wzgledem siebie,
ptx=0 i /c’a=|=0, wiec /c’'u=I. Analogicznie
li =1 Stad juz a==~R.

Gdy //a <=0, to p’R == 0 [str. 153]. Ze zwigzku
(1) widzimy, ze p'u dzieli p’'Bx/i'a, lecz p’a

1 patrz moja Teorja Mnogosci Punktowych |, § 16.
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pierwsze wzgledem k’a, k'a 6, zatem p’a dzieli
p’B- Ten sam zwigzek pokaze, ze pP’R dzieli p'c.
A wiec:

pra=pR4=0.
Witedy wedle (1): /c’a=/c’R. Stad juz a==R.

Tw. 6. Gdy a nalezy do A, (s) jest najwiek-
szym wspoOlnym podzielnikiem dla p'a. i Ka, to
(p’al/s, k'a/s) jest parg prymitywng i propor-
cjonalng do a.

Dem. p’a i k'a nie sg jednocze$nie zerem,
wiec najwiekszy wspdlny podzielnik s posiadajg.
Jak wiadomo, s dzieli wtedy p'a i k'a, wiec
p'a/s i Ka/s sa liczbami calkowitemi. Atoli
k’a 4= 0, wiec k’a/s 4= 0. Stad juz:

(p’'a./s, k'a s)el4.

Z arytmetyki wiadomo, ze p'a/s i /*4/s bedg
pierwsze wzgledem siebie, zatem para jest pry-
mitywna,

p'uX (/,'u/s) = (p’'a/s) X k'a

wobec podzielnoSci p’a i K'a przez s, a stad juz
wynika proporcjonalnosc.

Cor. Z twierdzen 5 i 6 wynika, ze gdy
ab6A, to istnieje jedyna para w klasie A propor-
cjonalna do a i prymitywna.

Tw. 7. Og6t par prymitywnych klasy A tworzy
zbior przeliczalny.

Dem. Oznaczmy go przez M. Otéz MC |
i >1 jest zbiorem przeliczalnym [lw. 4], zatem M
jest przeliczalne lub skoriczone-!

1 p. Teorja Mnogosci Punktowych I, § 16.



157

M zawiera jednak podzbidr ztozony z elementow:
(0,1), (1,1, (2,1), (3,1)......... :

a ten jest nieskonczony. Zatem M jest przeliczalne.
Przyjmujemy tu bez dowodu, ze M jest klasa.

§ 2. Liczby Wymierne.
6. Okres$lenie. Rozwazany przez nas system

=5,
gdzie = jest proporcjonalnoscig par, - relacjg
okreslong wyzej, stanowi system wielkosci w sensie
szerszym. Skiania to do zastosowania teorji ab-
strakcji. Wyobrazamy sobie, ze ustalono i wybrano
pewien operator abstrahujacy < [str. 114] i w sto-
sunku do niego:

Dcf. 1. Liczbami wymiememi nazwiemy ab-
strakty [utworzone przy pomocy c¢p] elementow
klasy A [par liczbowych],

Uw. Utworzy¢ mozemy oczywiscie tyle klas
liczb wymiernych, ile réznych operatoréw abstra-
hujacych zechcemy rozwazaé. Zdecydujemy sie na
wybor jednego z nich, okreslonego szczegotowo,
nieco pozniej.

Wiemy juz [str. 129], ze oznaczajac przez Ap
owa klase abstraktow i przez

IC <Cpy
zwigzek mowiacy, ze:
,Dla wszelkich par o. i R takich, ze c i B

nalezy do A i abstraktem cc jest x, abstraktem
za$ B jest y zachodzi:

cc 3«
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otrzymamy system porzadkowy:
(“i>; <}) Lstr. 130],

Relacje <j, nazwiemy mniejszoscig wymierna.

Uw. Tak Ap i jak i <,, zaleza od wyboru .

Mamy tu:

Tw. Mniejszo$¢ wymierna jest porzadkiem typu

1 4-u [str. 77], ktérego polem jest klasa liczb wy-
miernych.

Dem. 1° Z okreslenia pole <, skfada sie z liczb
wymiernych. Gdy jednak x&Awv, to obierzmy
¢t tak, by abstraktem a bylo m i oznaczmy
przez y abstrakt pary (//a-f-1, A’a).
Wtedy: a (//a-|]-1,[c’a), skad x <I,y
[sir. 157], wiec x nalezy juz do pola <,,.
Stad:  e*(<,,) =A,,. Widzimy tez, ze <,,
nie posiada Maximum.

2° Wedle tw. 1 i 2, ust. 4 pary zerowe klasy A
dadzg jeden i ten sam abstrakt. Oznaczmy
go przez 0j. Okazemy, ze:

0j, = Min. (<,,).
Rzeczywiscie: niechaj a,l3e A, abstrakt u=0j,,
abstrakt 3 =.r, x 7= 0j, Wtedy [ust. 4]:
para u bedzie zerowa,
para R nie bedzie zerowa,
wiec: n p [tw. 3, ust 4],
Stad juz [str. 157]: OP<C,x oraz 0je.4j,
3° Po odrzuceniu Qj, porzadek nasz nie bedzie
posiadat Minimum. Rzeczywiscie: niechaj
XeAp i X Op i niechaj abstraktem a, na-
lezacego do A, bedzie x.
Wtedy a nie jest parg zerowg, a wiec
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[ust. 5, tw. 1] P - a, gdy R — (p’a,2X/c'a),
gdzie réwniez B nie jest parg zerowa. Ozna-
Czajac przez z abstrakt pary B otrzymamy:
zEAp,z OP,z pil
4° Porzadek nasz jest gesty. Rzeczywiscie:
niechaj. X <Py, a, 8 eA, abstraktem « be-
dzie x i abstraktem B bedzie y. Wtedy:
a-$ B,
awiec a-z, y AR, gdy przez y oznaczymy':
(/la-]- p’R, A’R)  [ust. 5, tw 3]
Gdy z jest abstraktem vy, to
X<<pz <vy.
Gdy x==0P) to y i z réwniez == OP.
5° Pole <3 po odrzuceniu OF bedzie przeli-
' czalne. Rzeczywiscie: przypiszmy kazdemu
elementowi x z klasy A—{0P} te jedynag
pare a nie zerowg, ktéra ma za abstrakt x
i jest prymitywna [tw. 5, 6 i Corr. ust. 5],
Pary owe utworzg klase przeliczalng [ust. 5,
tw. 7 z drobng modyfikacjg] i odpowiednio$¢
ustalona bedzie, jak fatwo widzie¢, dosko-
nata. Zatem A — {OP| jest klasg przeliczalna.
taczac 1°—-5° razem otrzymamy zadane twier-
dzenie [p. str. 74],
Cor. Dodatkowo uzyskaliSmy jeszcze wiado-
mos¢, ze Minimum porzadku <CP stanowi element OP.
Uw. W toku dowodu postugiwalismy sie bez-
ustannie twierdzeniem, ze skoro tylko a i B, to
juz abstrakt o. <,, abstrakt , do czego uprawnia
nas tw. 1, str. 121, gdyz a R jest zwigzkiem nie-
zZmienniczym.
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Z rozwazan rozdziatu IV, ust. 11 wiadomo nam,
ze wszelkie systemy porzadkowe typu 1 -j- 3 sg izo-
morfijne miedzy sobg. Jezeli obierzemy dwa ope-
ratory abstrahujgce o i \J/ dla naszego systemu par
proporcjonalnych, otrzymamy dwa systemy porzad-
kowe tego typu; powiedzmy: (Ap; <,) i (A"; </),
izomorfijne.

Sposrod réznych odpowiedniosci T wykazujg-
cych owg izomorfje wyr6znijmy pewng szczeg6ling
Tn, ktérg nazwiemy normalng. Okreslimy ja w spo-
sob nastepujacy:

Def. 2 xT,,x' niechaj oznacza, ze:

gdy tylko: x jest cp-abstraktem pary a,
y , “-abstraktem pary B,
to: a=~=_.

Czytelnik zauwazy tatwo, ze orzeczenie naszej
definicji mozna zastgpi¢ nastepujacem:

gdy: ,,x jest cp-abstraktem pary u, to

y jest "-abstraktem tej samej pary*.

Nie sprawi tu juz zadnej trudnosci dowdd, ze
T,, jest odpowiednioscig doskonata, ktéra wykaze
izomorfje miedzy {A,,; <,,) i (/I/; </) i ze przytem:

o/T, (),

§ 3. Arytmetyka Liczb Wymiernych.

7. Ustalenie operatora abstrahujgcego.

Stwierdzenie faktu, ze po przejsciu do abstrak-
tow w systemie par proporcjonalnych otrzymujemy
pewien typ porzadkowy, a mianowicie mniejszos¢
wymierng wsréd liczb wymiernych, nie stwarza
nam jeszcze arytmetyki liczb wymiernych. System
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porzadkowy (Ap; <,,) rozszerzymy jeszcze tak, by
uzyska¢ pewien system liczbowy. W tym celu trzeba
jeszcze dofaczy¢ dwa dziatania na liczbach wy-
miernych. Ze wzgleddéw praktycznych postgpimy
tu nieco sztucznie, wprowadzajgc te dziatania na
drodze abstrakcyjnej. Przedewszystkiem jednak
ustalimy dla wygody okreslony sposob tworzenia
abstraktow dajgcych nam liczby wymierne. Wybie-
rzemy tu zasade abstrahowania przez reprezentacje.

Def. 1. Jezeli (a,b) jest parg liczb klasy A,
a wiec, jezeli a jest catkowita, b naturalng, to:

utamkiem pary (a,b) — oznaczanym przez y —

nazwiemy: jedyng pare prymitywng klasy A, ktéra
jest proporcjonalna do (&, b).

Przyktad:
|—(2,3), (1) =(1,1), §=(2,3).
Ir=(0,1) itd. ..

Tw. 1. Gdy «EA is jest najwiekszym wspol-
nym podzielnikiem dla p’a i kK'a:
s=P.W. P(p'o.,/ca),

to: N = (p'o./s, Ic'als).

Dem.l p’a i /c’a nie sg jednocze$nie zerem,
wiec posiadajg N. W. P. Jezeli jest nim s, to wia-
domo, ze:

| Zaktadamy o czytelnika znajomo$¢ elementow te-
orji podzielnoscl. P. naprz. Ruziewicz-Zylinski.
step do matematyki.

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytm. 11
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(1) p'a i Ic’'a sg podzielne przez s,

(2) pa/s i ka/s sg wzglednie pierwsze,

(3) a=(p’als, k'als) [str. 156],

(4) para prymitywna, proporcjonalna do a moze
istnie¢ tylko jedna [ust. 5],

Stad juz: = (p'a’s, k'als).
Inaczej: gdy (a,b)e,A i s=N.W.P(a,6), to
N = (als, 6/s).
Cor.

1. Gdy (a, 6) jest para prymitywng, to

Cor. 2. Utamek pary (a, 6) z klasy A, czyli »

jest parg klasy A i mamy:
P(f}—arss8'k(gD=b/s’

gdzie s= ATW.P.(a 6).
Mozemy nazwac (nieco inaczej niz w trady-

cyjnem ujeciu) licznikiem utamka liczbe a/S,
mianownikiem zas liczbe 6/s, gdy s=Al. W.P{a, 6).
Okreslanie w utamku — liczby a jako licznik,

6 jako jego mianownik jest niepoprawne z punktu
widzenia logiki, gdyz naprz. — jest identyczne z !
wiec powinnoby stad wynikac, ze:
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(1) licznik utamka — jest identyczny z liczni-
kiem 7)

(2) mianownik — jest identyczny z mianowni-

kiem a tu mielibySmy zatem:
2=1i4=2

W naszej definicji licznik - = 1, mianow-
nik (]) =2.

Def. 2. Ogo6t utamkéw par klasy A oznaczymy,
za przyktadem Peany, przez i?o.

Okreslenie szczegolnej (wobec szczegdlnego usta-
lenia zasady abstrahowania) mniejszosci wymier-
nej bedzie tu brzmiato:

Def. 3. Orzeczenie:

o ® Ny
ma oznacza¢, ze:
1° x,yslio,
2° gdy tylko u,ReA
pa P°3.
lea g ™
tojuz a =R
Tw. 2. Zdanie# <,,,?/jest rbwnowazne zdaniu:
X Ay, czyli: yfx Xlc'y < jly X k'x.
Dem.
1 &y Pa PRt a=a:,i/=R,
wiec: a ™ B. Stad: e <py.
n*



164

2. Gdy x <rlvy, to J”,)—( =.". oW _ X, y«A

i musi byé zatem: x -J /I.
Tw. 3. zdanie & © gdzie (@j>), (.0 F |
jest rébwnowazne zdaniu:
(»fy (6,f), czyli nX (I <h xc.
Dem. Wtedy bowiem jl jest ulamkiem pary

(a,V\Y/), X utamkiem pary (c,u), wiec a ¢ po-

ciaga, ze (rt,ft) (r,(7).
Odwrotnie :zwigzek (fl,8)  (c, fi) jest niezmien-
niczy, wiec juz pocigga, ze w abstraktach:
a c
T a'

Uw< Dzieki rozwazaniom R. VI, ust. 4 mogli-
Smy poming¢ dowod, ze utamki par klasy A sg
rzeczywiscie abstraktami pewnej, opisanej przez nas
obecnie zasady abstrakciji.

UzyskalisSmy zatem szczeg6lny system porzad-
kowy typu 1-f-g, a mianowicie:

(i?0;<r).
Def. 4. Utamek: nazwiemy zerem utamko-
wem: OW.
8. Suma.

Def. 1. Przez sume utamkéw x i y rozumieé
bedziemy:
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ir px X Ky4-jjy X I'x
“= I'x X /c'y
a wiec utamek pary
{P'X X VY 4-2'II X VX, »x1'l).

Przyktad:
2 3 2X74-3X3 23
SR T 3-X7 21
h =3 7=c7
4 2 1X54-2X2 9
@ g+ 571 2X5" 10

[tu: (L2), | =(25)J.

3 2 1X24-1X2 4 |1
6 — 4 2X2

[tu: g=(12), 4= 2)J-

Tw. 1. Gdy (fl,h)i (c,cl) sg parami z klasy A, to
« ¢ __aXdA-bXc
bXd

®)

Dem. Niech bedzie:

= N.W.P.(fl,6), t = N. W. P{c.cl),

d=a/s, h'=h/s, c'=c¢ /, rI'=d/l.
Wtedy: fl ¢ __uXdA-b'Xc

h +"7— ~Txd~

Lecz: (EXd4~bXc, Xr)=

= (sX(X [fI'x rf'4- b'X c'],sx/x [fc'X d,")

— {ct'xtf 4-6"Xrf, 6'XrT")
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Stad: a'xXd-\-b'Xc' _aXd-|-bXc

b'X (V ' bxd
Przykiad:
4 . 2 _AX5-f-2X8_j36 9
8 ' 5 _ 8X5 —40— 10

Tw. 2. Dziatanie -i-ii> jest nieograniczenie wy-
konalne i wewnetrzne w klasie Bo.
Dem. Skoro Xi y nalezg doi?0, to p’x,p'y e No,
Wx, Wy e Ni, zatem p’x X Wy -\-pj’y X Wx e N0,
WxxWyeNi, {p’XxXWy-{-p’'yXWx, WxxJc'y)e A,
p'x X Wy -f- v'y XWx
Wi X Wy e Bo.
Tw. 3. Dziatanie jest taczne.
Dem. Niechaj: X,y,ze R0. Wtedy:
p'x X Wy -\- p'y X Wx
Wx X Wy
(P'XX Ic'y+p'yXWx) X k*z+lcx XK'y XP'z
k'x X k'y X k'z
p'y X I;'’z-\-p’z X Wy
Wy X Wz

o VGV Pra XKk yX Wz [p'y Xk z+p'zXle'y] Xk x

x -y
(mmy+>?) +«>* =

Y -K«e« —

Stad:  (x-fy)  Z—X-"—(y 1 2).

Tw. 4. Dziatanie -f-,, /est obustronnie jecino-
tliwe.
Dem. Gdy X,y,ze B0 i x-\-wz="y-\-wz, to
PXXWz4-p'zXWx__p'y X Wz-\-p'z X Wy
Wx X Wz Wy X Wz
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Stad:
p'x Xk'zXKyXhZ-\-pzXI'xXKyXFzZ=
=p'yXFzXIXX1i'z-\-p'z X7tV X &'a: X X'z,
a wiec: p'xXJc'yXk'z-\-p'zXk'xXK'y =
=p'y XI'X XK'z +Vz X6V X k'X,
gdyz I’z 5}= 0. Nastepnie:
pP'XXEyXLk'z—p'y X I'x X k'z
pP'XX Iy =p’y XI'x \Ic'z == 0],
a wiec: X=Yy,
gdyz x i y sg parami prymitywnemi.
TW. 5. Dziatanie posiada Modut =0,,,
Dem. 1. Gdy xefi0, to *4-r00,, =

o G PXXLEENXO

2. Gdyby r,yeB0 i x-{-y =X, to
pxXXky-f-py XI'x px
k'x X kly =1

stad:
p'xX,/c'y X I'x-f-p’y X K'xXK'X=p'Xx X I'x X K'y
pP'X X I'y~\~py X I'Xx—p'xX X I'y [kK'x == 0]
p'y Xk'x =0, J'’x =0,
a wiec: py=0iy=(0,1)=0,,
Tw. 6. Dziatanie jest przemienne.
Dem. Niechaj x,yeD0. Wtedy:
p'x X Ky -|-p'y X k'x
I'x X Ky
* i PyXIx4-pxXIy
k'x X Ky '
a wiec: X“t-» Y=U “hi«X-

X -f-,., ¥
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Uw. Tw. 6. uwalnia nas od dowodzenia jed-
notliwosci prawostronnej czy tez ,,modularnosci
lewostronnej w tw. 4 i 5.

Twierdzenia 2—6 mdwia, ze (Po; +«>) jest semi-
grupa Abelowg [str. 39].

9. lloczyn. Wprowadzimy teraz mnozenie.

Def. 1. Jezeli x i y sg ulamkami, to iloczyn
wymierny x X,,.y okreslimy przez zwigzek:

o). Af P'XXPY
X X o 2= K'X X [+
Przyktad:

3 15 3X15 _45
1) 2X" 7 2X7 14
2 5 1X5 _ 5
@ 6 Xw 9 3X9 27
2 9 1 X3 3

@) 4X"3  2x1 i

Uw. Podobnie jak w wypadku
najpierw ,utamki uprosci¢“. Uwalnia nas od tego:
Tw. 1. Jezeli (a,b) i (c,d) sg parami klasy A, to
a c_ aXc
bXwd = Txd

Dem.
Niechaj: i= \.W.P(a,b), t=A"W.P(c,d):
a'=alwx b'—b/$, c’=c/t, d'—d/t.
Wtedy: @ ¢ u'XC_sXtXa'Xc
bXwd'— Fxd — sXtxb'Xd"
SXd,XtXC'_«Xe
—sXbXIXd bXd
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Def. 2. Nazwiemy utamkowg jedynkg utamek

le=1

Tw. 2. Gdy (cijb)? A, to r =1,,, wtedy i tylko
wtedy, gdy n=nh,
Dem. 1. Gdy a—b, aX1—1xh, wiec
(f,6) = (1, 1), stad |="=1],.

2. Gdy R =1,, to g=1 stad

«X 1=6X1, czyli a—b.
Tw. 3. Dzialanie xw jest nieograniczenie wy-
konalne i wewnetrzne w klasie Do
Dem.
Gdy x,%ei?0, to p'x,p’ye NO, Fx, Fye Mi,
p'xXpye MO, F. rXFyeMl, (P'xXp'y . k'xXFy)eA,
PXX 'y
XX FyE *n wiec xX'vk/zRo.

Tw. 4. Dziatanie xw jest fgczne.
Dem. Gdy x,y,zeF0, to:
ax, - TF-rXp'U.. P2 pxXp'yXp’z
1 nX"4—hxXFyXwFz AXXFyXFz

Y N xv pyXp'z_ p'xXp'yXp'z
Vi) Fr "Fy XFz—FxXFy X Fz
Stad. (1 Xlvy") Xw z —x Xw (y Xlv

Tw. 5. Dziatanie X,, /e*7 obustronnie jedno-
tliwe z zastrzezeniem co do 0,,. [Modutu -[-fi)].
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Dem. Niechaj: X,y ,z&Ro, XXmz = yXwz
i z5=0,, Witedy:
" p'XXpz nyXpz
X wZ—FxXFz—Fy X Fz—VXwZ
Stad: p'x Xp'z X By XTWz—p'y Xp'z XFxX Fzt
a wiec: p'xX, Fy=pyXFx, gdyz
Fzs0ipz+0, skoro z 0,

Ostatecznie: w=y.

Tw. 6. Jedynka utamkowa 1,, jest Modutem
dziatania Xw.
Dem. 1. Gdy xeRO0, to

p'’xX1 px
*Xo b B X1 Fx

2. Gdy xXz=x dla kazdego x z klasy -fio
i przytem ze.Ro, to wezmy za x element
1,,. Wtedy:

! Iv}(/l\’/z=\?( >8'—Z z—E chzf% .

Tw. 7. Dziatanie Xw jest przemienne.
Dem. Niechaj x,yeRo. Wtedy:

'XXp' 'y Xp'X
XXwy :IJJC’X X I?c‘))// ~F|J<’);// xph'xl* XwX'

Uw. Twierdzenie 7 uwalnia nas od dowodze-
nia jednotliwosci prawostronnej z zastrzezeniem
czy tez inodularnosci 1,, lewostronnej w tw. 5 i 6.

Tw. 8. Dziatanie X, jest odwracalne z za-
strzezeniem co do 0,,,.

Dem. Niechaj X,y e Rqi /[ 4= 0,0- Dzigki tw. 7

X
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wystarczy nam udowodni¢ istnienie odwracalnosci
naprz. tylko prawostronnej. Otdz: p'y 4:0, wiec
Ve'y ,py)eA:
Ky pxxKy
XX, vy* &a XRy e R,
Stad - *X-A _PXXEYXpPY LIX
( ) x Y Tkx XpyXlex  Iex
Ry
wv'y
spetnia zwigzki: xXwz=y 1 ze R0
Dzieki tw. 5 jest to jedyny utamek tego rodzaju.

A wiec ma sens X7, temsamein ma sens X/wy
i jeszcze:

zatem: X X

t p'x XKy
>/ wy+ k'x X p'y

Cor. Gdy (o,) i (c,d) sg parami z klasy A
i ¢c=0, to:

c axd a d
*H  bxe JXW¢
Twierdzenia 3—8 mdwig nam, ze (Ro: Xw) jest
grupa Abelowg z zastrzezeniem co do 0,, [p. str. 51].

Tw. 9. Dzialanie Xw jest rozdzielne wobec
dziatania —+|y:

Dem. Niechaj X,y,zeR0. Wtedy:
_ pxXXKy- pyXkx pz
(»+.m2)) X,,,z= Kx X Iy X"\
_ p'X XKy Xp'z-\-p'y X kKxXp'z
k'x X kly X k'z

/
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p'’xXp'z  p'yXp'z
kx Xk'z ' Vfl Xk'z
XN'zXTUXKzZA-pYy Xp'zXT\eXi'z
kr, Xli'zX 7l XK'z
_ile XKyXp'z-\-p'y X k'x X p'z
k'x X &2 X 1.°z

oc Xiu z~j~iny XwZ*

gdyz 7'z4=0.

Stad: ) XpZ = (x X,,,2) +,, (¥ X,,,2).

Tw. 10. Mod(4-,u) 4= Mod (X,,,), czyli 0,=t= 1«-

Dem. Gdyz: 0,, = (0,1), 1,=(1,1)

i (0,1)4=(1,2).

Twierdzenia 3—10 facznie z tw. 2—6, ust. 8
mowig nam, ze system (/?0; +i«; X,,,) jest semi-
polem [str. 51].

10. System liczbowy arytmetyki utam-
kow.

Mamy tu odrazu bardzo donioste twierdzenie.
Tw. 1. System:
(iol““w) X[,y <Civ)
jest systemem liczbowym bezwzglednym [str. 82],
Dem. Wiemy juz, ze:
I. (io;4-d; X,,) jest semi-polem,
. (2M;<,, ;) systemem porzadkowym,
. Mod (+,,) =0, = Min (<,,,).
Udowodnimy jeszcze, ze:
IV. Gdy X,y,zei?0 i x {l, to
X wWheny-fivz
Rzeczywiscie, wtedy:
PX XKy <p'y X k'x
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p'x X k'z-\-p'z x k'x

X+1112 — k'x x Kk'z
. py X k'z+ p'zx Ky
V+»* k'y x k'z

p'xXkzxavixk'z+pzxXAiXlyxkz

</ XTHXKzZXL'z+)zX Zex 2l xK'z
KX X Z'z[+ xK'z+pzx ],
skadi x-tuz  J'Mwz

Nakoniec dowiedziemy, ze:

V. Dzialanie —w odwrotne do +,(, jest wtedy
i tylko wtedy wykonalne miedzy x i /l, gdy
y—w

Rzeczywiscie

1. Gdy x,y,zeL'o i z+,,,z=", to

L'y XL'z+pzXL'll_p'x

Y X K'z k'x'
stad:  plijXk'zXZ»-fj/z XKy xXI'x =
=p'x XKy x 'z,

a wiec: py Xk'xXk'zrS  Xfevl X2’z
MXx:8p\-cx2ll  |Z2z> 0],
ostatecznie: y~km f
2. Gdy :c,yeRo i 7S,,,a, to
JjU X Z'a; ~gp'x X 27, wiec
Zic X L)Y —p'y X Z"* e Al
O\ XTHN—WIT X e, I'xXZ'M)ejd,
X'« —py X k'x

T=r. TO
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~ p'x Xicy—p'y X li'x

1+ k'x X 1y
(po krotkim rachunku). A wiec istniejg takie z,
ze: zei?0 i y-\-wz =x.

Dziatanie jest atoli jednotliwe, wiec:
p'x XIcy—p’y X Ic'x
Fx X Ity

jest jedynem takiem z, czyli x—wy.

Cor. Gdy (n,b) i (c,d)eA, to:

a Cc__iiXil—1iixc
~b~wd = DXfZ

Zachodzi zatem dla arytmetyki utamkow petny
zespot twierdzen i umow, ktéry oznaczyliSmy przez
{£T) [str.87].

Zespdl ten daje nam juz ogromnie duzy ina-
terjat twierdzen i faktow z arytmetyki liczb utam-
kowych. System liczbowy bezwzgledny, jakim jest
(i?0;+w; XlU;<,,,) posiada jednak jeszcze szcze-
golne, wiasciwe sobie cechy, ktore go zresztg cha-
rakteryzuja w tym obrebie w zupetnosci. Posta-
ramy sie je teraz wydoby¢ na jaw. Mamy tu
twierdzenie:

Tw. 2. Klasa i?0 jest identyczna z klasa ele-
mentéw wymiernych bezwzglednych [str. 102] sy-
stemu (i?0; +i,, ; X,,,;

Dem. Wydobedziemy najpierw z Kklasy i?0 ele-
menty catkowite bezwzgledne [p. str. 96]. Twier-
dzimy, ze klasg Z%-Ao tych elementdéw jest ogot
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utamkoéw typu:
D g 2o, 1, 2,

Rzeczywiscie: oznaczywszy te klase przez K,

otrzymamy: (1) czyli nalezy do i?0 No,
(2) grty NO, to 1e /"o Ao,
zatem: K zawiera sie w i?0 Al.

Atoli K stanowi jedng z klas gatunku (1*1), jak
na str. 96, gdyz:
(1) #Ci?,,,
(2) 0,,eAT,
(3) gdy a:eAT, toa 1,, e K, jak tatwo
stwierdzic.
Stad . i?70Aro C A
Ostatecznie wiec: K=BoNO0.
Niechaj teraz: xe L'0. Wtedy:

’QZ—,R:,X eFrQ'OﬁlTO, I(x T 0,

i mamy:

p’x kK'x_ p'x 1 p'x

~T/WT——rx"¥x =m: "X
a wiec x jest ilorazem wymiernym dwu elemen-
tow z BoNo- Poniewaz jednak elementy wymierne
systemu, czyli elementy klasy B0 A0 sg juz zawarte
w Bo, wiec

Bo—BoBo,

co bylo do udowodnienia.
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11. Elementy catkowite i wymierne
wsrod utamkow.

W rozdziale V, ust. 7 nauczyliSmy sie tworzy¢
t. zw. elementy celhowite bezwzgledne systemu licz-
bowego. W zastosowaniu do systemu:
{Ho: "l-w ; Xu, ; <Ciu)
otrzymamy klase Ho-No, ktdérg bedzie ogdt utam-

kéw typu E, gdzie n przebiega wartosci catko-

wite O,1,2,.......... Elementy klasy i?0 Ao otrzy-
mamy, wyszediszy z Modulu dodawania (+,,.),

czyli ~ przez kolejne dodawanie don Mo-

dubu mnozenia (X,,) czyli -m W ten sposéb

otrzymamy kolejno: A" T'T'T'"' jezeli juz
otrzymalismy Vs to dalej uzyskamy fi -f 1. czyli
Nn+1 1

1

Dzieki rozwazaniom R. V, ust. 7 mozemy twier-
dzi¢, ze system:

(i70iVo; +«/; XiUr; <«/) 1)
gdzie +,,/, Xw\ <,/ oznaczajg Koo zwe-
zone do i?0 Ao, pokrywa sie formalnie z Arytmetyka
Liczb Catkowitych, ktéra mozna uwaza¢ za rozbu-
dowe systemu:

(iVuj+ejX.. 2
Miedzy systemami (1) i (2) zachodzi izomorfja,
ktérg uzyskamy kiadac naprz. za odpowiednik efe-
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n
mentu n z klasy No, utamek — z klasy Jio No.

Wykazanie izomorfji nie przedstawia zadnych trud-
nosci. Ale mozemy powiedzie¢ wiecej:
Odpowiednio$¢ cotylko okre$lona jest jedyna,
wykazujgca izomorfje miedzy (1) a (2).
W kazdej bowiem odpowiedniosci tego rodzaju
musi 0 (Modut-f)) przejs¢ w 0,,,(Modut —-f(), czyli

y, jakotez 1 (Modut Xc¢) w 1» (Modut X,,), czyli v

Poniewaz odpowiednio$¢ taka ,,zachowuje doda-

L L 11 2

wanie“, wiec 2 =1+, 1 przejdzie w —+n.y =yi
2 i 3

3 =2 1 przejdzie wy y=~-+ 1+ ogoblnie

I n 1 L re-fel . u
n 1wy vy, czyli - ,0ile n przeszto w y

W ten sposob atoli otrzymujemy odpowiednios¢
poprzednio okreslona.

Jezeli system (2) przedstawia dla nas pewien
okreslony i ustalony egzemplarz Arytmetyki Liczb
Catkowitych i przy pomocy niego utworzymy so*
bie system:

(flo; +«; X,,,; <C«i), 3)

to zaden element klasy Jio systemu (3) nie bedzie
rowny zadnemu elementowi klasy Yo, czyli: zadna
liczba catkowita nie bedzie réwna zadnemu utam-
kowi.
Mozemy jednak postgpi¢ tak:
(1) System (2) wraz z jego rozbudowg zastgpimy
przez system (1), biorgc wszedzie zamiast

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytm. 12
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liczby catkowitej n utamek — i zastepujac

+«, Xc i <c przez X/,

(2) Kazde twierdzenie Arytmetyki Liczb Catko-
witych, odnoszace sie do -Aro, --c, Xc, <c i po-
je¢ pochodnych, zastapimy przez odnosne, for-
malnie mu réwnowazne twierdzenie syste-
mu (1).

(3) Przestaniemy sie w dalszym ciggu postugiwac
liczbami catkowitemi i dziataniami systemu (2)
i pozwolimy sobie na ,symboliczng identyfi-
kacje™ piszac w miejsce:

-70-h0> f~in, X0, w, Z(y, <Ciu i b o.
odpowiednio:
—I-c, Xo, e, /ZC] «€C it d,

postugujac sie jednocze$nie terminami systemu (2)
dla ich odpowiednikébw w systemie (I). Nie be-
dziemy sie przytem obawiali dwuznacznosci, gdyz
postanowiliSmy juz zarzuci¢ dawny (2) egzemplarz
Arytmetyki Liczb Catkowitych zastepujac go nowym
(1). Wedle tezy wysunietej przezemnie [p. str. 125]
stanowi przeciez Ar. L. Calk. tylko 2e'e pietro ab-
strakcyjne pewnej teorji niezmiennikow réwnowaz-
nosci, jaka jest rownoliczno$¢ wsrod zbiorow skon-
czenie-licznych. Zastgpienie (2) przez (1) bedzie
tedy tylko zmiang zasady abstrakcji [p. str. 117]
i na istotng tres$¢ pierwotng zdan Arytm. L. Catk.
wplywaé nie moze.

W sensie powyzszych umow bedziemy mogli
teraz powiedzie¢, ze Arytmetyka Utamkow jest roz-
szerzong Arytmetyka Liczb Catkowitych, gdyz:
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Wsréd TMamkéw (klasy H0) odnajdg sie

wszystkie liczby catkowite (klasy NO).

Klasa Ho bedzie jednak obszerniejsza od

klasy iVo.

Dziatanie dzielenia, tak rzadko wykonalne

w arytmetyce liczb catkowitych, bedzie tu,

z wyjatkiem wypadku dzielnika zerowego,

zawsze wykonalne.

Jezeli uib sa%) dawnemi catkowitemi ib 0,
a a

to a wiec mozemy, dzieki sym-

bolicznej identyfikacji potozyc:

a_aswb

i uwazac R za iloraz a przez b.

W tej chwili jednak spostrzegamy, ze:
Tw. | Klasa elementéw wymiernych systemu

(/'o; -f-w; X ju)

[p. str. 102], czyli i?0iio zlewa sie z klasg i?0, gdyz
kazdy utamek bedzie ilorazem swego licznika przez
swoj mianownik.

Jeszcze jedng konsekwencje wazng zdotamy
stad wysnuc:

Tw. 2. Systemy liczbowe bezwzgledne posia-
dajagce te wihasnos¢, ze klasy ich elementow zle-

waja

sie z odpowiedniemi klasami ich elementéw

wymiernych sg izomorfijne miedzy soba. Istnieje
przytem jedyna tylko odpowiednio$¢ doskonata,
ktéra owa izomorfje wykazuje.

12*



180

Dem. Niechaj owemi systemami beda:
(L +:2X<) i {AY X;<),
gdzie jeszcze:
Afil=A, A'BI=A"
Rozwazmy najpierw klasy A MO i A'M) i ele-
menty 0,0, 1,1' (Moduty).
1° Elementowi 0 przypiszmy 0'.
2° JezelibySmy elementowi n z /1 Ao przypi-
sali » z A'No, to elementowi » + 1 (réw-

niez z /1/Yo) przypiszemy element
(z klasy A'-Yo).

W ten sposéb uzyskamy juz odpowiednios$¢ do-
skonatlg miedzy elementami klas ylA'd i -rUAo
Udowodnimy fatwo, ze zachowuje ona w obrebie
tych klas dziatanie dodawania, mnozenia oraz mniej-
sz0SC.

Odpowiednio$¢ uzyskang rozszerzymy teraz tak,
ze gdy a,heANO,b1=0, (i,beA'No,V 0ia
posiadato odpowiednik a za$ b odpowiednik b',
to elementowi a/b przypiszemy element a'/'b".
Dowdd, ze lak rozszerzona odpowiednio$¢ jest do-
skonatg miedzy elementami klas A So i A'Bo,
a wiec A i A' oraz, ze wykazuje izomorfje syste-
méw nie przedstawia zadnej juz trudnosci.

Ogdlng teorje systeméw liczbowych bezwzgled-
nych posiadajacych dodatkowo wiasnos$c te, ze klasy
ich elementow sg identyczne klasom ich elemen-
tow wymiernych, bedziemy uwazali za abstrakcyjng
i aksjomatyczng teorje Arytmetyki Liczb Wymier-
nych.

Mozemy jej budowe rozpocza¢ od tego, ze:
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1° Wymieniamy elementy skladowe systemu:
A+ Ix!<C [pojecia pierwotne teorji],
2° Stawiamy warunki |—V ze str. 82—83 z do-
datkiem:

VI: A—Alio [aksjomaty czy postulaty].
3° Prowadzimy dalszg rozbudowe przy pomocy
zasad logiki.

Kazdy egzemplarz Arytmetyki Liczb Wymier-
nych bedzie mégt by¢ uwazany, dzieki swej (je-
dynej) izoinorfji z arytmetykag systemu utamkow
(I'o; {-fo; X,,,; <,,,) za pietro abstrakcyjne teorji
niezmiennikow proporcjonalnosci wséréd par liczb
{a,b), gdzie i=j=0. My jednak o lem, budujac te-
orje aksjomatycznie, t. j. tak jak przed chwilg opi-
sano, wiedzie¢ nie musimy.

Nie bedziemy sie juz zastanawiali nad celowo-
§cig | pozytecznoscig rozbudowy teorji arytmetyki
liczb wymiernych dla systemow wielkosci konkret-
nych czy wyidealizowanych przez teorje. Sa to
rzeczy dostatecznie znane z praktyki i elementar-
nej matematyki.

Rozdziat IX.

Arytmetyka Liczb Rzeczywistych
Bezwzglednych.

§ 1. Pary Ciagdw Mierniczych.

1. Trzeci etap teorji miary i stosunku.

Zadajemy sobie zndéw jaki$ system wielkosci
bezwzglednych dodawataych i podzielnych. Pra-
gniemy teraz wprowadzi¢, o ile moznosci, takg de-
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finicje stosunku wielkosci dowolnych n i b sy-
stemu, aby stosowala sie ona, pomingwszy przy-
padek, gdy b jest quasi-modutem sumacji, tak
w wypadku wielkosci spolmiernych jak i niespol-
miemych.

Systemy wielkosci bezwzglednych, z jakiemi
mamy przewaznie w praktyce do czynienia posia-
daja cenng tu dla nas wiasnos¢ nastepujgca:

Gdy c jest wielkoScig systemu i nie jest quasi-
modulem sumacji, to istnieje jedna jedyna liczba
catkowita n taka, ze:

a,.c"to, -? (w-(- 1).c.

Powiemy, Ze system nasz spetnia wtedy ,,postulat
Archimedesau.

Zatozmy, ze ma to miejsce w naszym wypadku.

Niechaj ¢ oznacza jakakolwiek podwielokrotng
wielkosci b [str. 142], Poniewaz b nie jest quasi-
modulem, wiec i ¢ nim nie bedzie i znajdzie sie
jedyna liczba n naturalna (4= 0!) taka, ze:

n.c=n
Procz tego znajdzie sie jedyna liczbha m taka, ze:
m.c™Na-A (i + 1).c
Temsamem rozwazanie dowolnej podwielokrotnej c
wielkosci b pozwolito nam wyznaczy¢ utamek —
&
0 kazdym u’ramku—, gdzie /. jest ca}kowne

i h  m powiemy, ze ,,mierzy on stosunek wiel-
kosci a i b przy pomocy podwielokrotnej ¢ z ewen-
tualnym niedomiarem“ [uwazamy, Zze niema nhie-
domiaru, gdy: m,c =a).
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O utamku l, gdzie p jest catkowite i p -j-1

powiemy, ze ,,mierzy on stosunek wielkosci a i b
z nadmiarem (przy pomocy c)“.
Rozwazmy teraz pare (a,R), gdzie:

10

[¢]

30

50

60

70
80

0. jest ciggiem utamkoéw [str. 26].

R jest ciggiem utamkow.

00 5S ai 55 0258S........ [.,0. jest ciggiem nie-
malejgcym*].

RONBINR2N [R jest ciggiem nie-
rosnacyrn.

0., <HB, dla kazdych m i n catkowitych

[m, (10, 1,2.......... ]
Istnieje najwyzej jeden utamek X taki, ze:
a, X R, damn|0O 1, 2.....
Kazdy utamek a, mierzy stosunek wielkosci
a i b z ewentualnym niedomiarem.
Kazdy utamek B, mierzy stosunek wielkosci
a i b z nadmiarem.

O kazdej takiej parze (a, R) powiemy, ze ,,jest
ona parg ciggoéw miernicza dla stosunku wielkosci
« i 6" i ze ,mierzy ona dokfadnie" Ow stosunek.

tatwo teraz okaza¢, ze dla danych a ib mozna
utworzy¢ wiele réznych par mierniczych, takich
jak powyzsza. W wypadku naszych systemow wiel-
kosci moglibySmy tez okazaC, ze o ile pary mier-
nicze (a,BR) i (y,0) ,mierza dokladnie” stosunek
wielkosci a i b, to zachodzi miedzy niemi naste-
pujacy zwigzek:

p dla n,pl0, 1,2
U dla mq\0,1, 2
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Optaca nam sie teraz zaja¢ blizej teorjg par
ciggéw utamkow spetniajacych warunki 1°—6° oraz
zwigzkiem (#), ktory jak sie okaze, jest pewng
réwnowaznoscia.

2. Pary miernicze ciggow.

Stawiamy definicje .
Def. 1. Parg mierniczg ciggdw nazwiemy pare

KR).
gdzie:
1° a jest ciggiem niemalejacgm utamkdw:
au' (7
2° R jest ciggiem nierosngcym utamkow:
RONBIN..........

3 <w<B, dlari,mlo0, 1, 2.....
4° Najwyzej jeden utamek X spetnia zwigzek:
on5IX51R, da u,w|0, 1.
Przykiady:
1 a- V21 3n 4/s> ble.........
R: 1-5, 1'05, 1-005, 1'0005 ..........

20
30

To1-1, r0| I00| ............
: 0-9, 0-9, 0-99,0 99, 0-999,0-999,...
01,1, 01, 1,.....

Def. 2 Ogo6t par ciggdw mierniczych ozna-
czymy sobie przez Am.

3. Réwnowaznos$¢ miernicza.

Def. Powiemy, ze pary (n,P) i (y, 6) sg mier-
niczo réwnowazne, gdy

4°

DCcCToORL
(=)
<o
oF
<"

' ©
o
©
(o}
1 ©
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1° (a,R) jest parg mlernlczq ClngW.
2° (i ,0) jest parag miernicza ciggow.
3° u,,586,, dla n,p|0 1, 2.....
4° uSiR»/ dla m9IoQ, 1, 2.........
Oznaczymy to, piszac:
(ic, 8) =,., (v, 0),
lub krétko: (u,B) = (y,6) (przynajmniej w toku
obecnego rozdzia’fu).
Przyjmiemy, ze —m jest relacja.
Tw. 1. Roéwnowazno$¢ miernicza (=,,) jest
robwnowaznoscig o polu Am.
Dem. 1. Gdy (a,B) jest parg z A,u, to
(a,R) =,,, (ci,R)
[samozwrotnos¢].
Rzeczywiscie, z definicji mamy wtedy:
(°n  RP dla v,pl0,1,2...
I n, 8R,, dla »i, <10, 1,2...

Temsamem jeszcze kazde (a,B) z A,, nalezy
do ({=...). A
2. Gdy (a,RB)ee, {, ,0), to
(r ,8)™»«(0-,i3)
[odwracalnosc]
Wtedy bowiem:
[ «,tSSj, dla »,i>0,1...
j ¥, 588m dla m.q0, 1, .. .,
a wiec:
I VW, ?ik/> dla n,p\O, !
| au"8,,, dla m,c0, 1., .,

czyli: (v, 6)=,,, (0. RB).
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3. Gdy (a,R)=(y.8) i (v.8)=(e,Q, to
(a18) = (Byy
. [przechodnio$c].
Rzeczywiscie wtedy:

8,
¥, 55K, dla mnl0, 1,2...
y» N
St 6,
Gdyby dla pewnych Wio, ia byto:
L"o )
toby:
(M) V»M»'o < dla n,wi.|0, 1, 2...
(2) utamki: X = a° 3 i p-=£,,,.+

J--—-( ™ bwo) gppjniajyijy zwigzki:

r» ai fx. <X <P <«,,,,,"8,,, dla m,n\0,1,2...
a wiec;
y» < X<p <8, da um\o, 1,2...
wbrew temu, ze (y,8) jest parg miernicza. Zatem:
dla n,m\O, 1,2...
Analogicznie:
_ _e>,=B«. dla w,wt|0, 1,2...
I ostatecznie:
(a B)—fe,
4, Gdy (a,R)=,,(y,S), to z definicji (a, B)
i (y>B) nalezg do Allt, wiec:
C(=,,) zawarte w Anm,
~Uw. Poniewaz C(=,,) =A i =, jest relacja,
wiec Am jest klasa.
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4. Poprzedzanie miernicze.

Def. Powiemy, ze para miernicza (a,R) po-
przedza mierniczo (jest mniejsza mierniczo) pare
miernicza (y,8), gdy:

Istniejg Wo i rio catkowite takie, ze:

Boid 1y

Oznaczymy to przez:

(a,P)-Mv,S).

Symbole c-,,,, i c~m wprowadzimy w zwy-
kty sposob.

Przyjmiemy, ze stosunek -5, jest relacja.

Tw. 1. Gdy (0., B) < ,8), to

0, < 8 dla «,ih|0, 1 ...

Dem. Obierzmy takie mo i «o, by

Bm0 Y01

Witedy .

u¢, Bi«) 1u, & dla nfi,ntO, 1, 2 ..

czyli:

om <8 dla m,n|O, 1,2...

5. System &« - —B-Udowodnimy prze-
dewszystkiem:

Tw. 1. System [V m) jest systemem
wielkosci w sensie szeiszym [P- str. 127].

Dem.

1. A, jest klasa, jak to juz zauwazyliSmy po-

przednio.

2. =», jest relacjg réwnowaznosci, ktérej polem

jest Am, co udowodnilismy uprzednio.

3(@) < jest relacjg jednorodng, gdyz w kaz-

dym razie, wedle definicji, elementami jej
pola sg pary ciggoéw mierniczych klasy Am.
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(R) Gdy (a,B) jest parag miernicza, to zau-
wazmy, ze kladac:
a: al+ 1, oi+ 1.......
B Ro—-1, Bi+ 1,......
otrzymujemy pare mierniczg (cd, R'), dla
ktérej mamy:
(«,P) $» («, P).

a wiec (a, B) nalezy juz do pola

Stad: A C a ze przedtem juz wy-
kazano zwigzek: C(,,,) C A\, wiec
A,,, = C(H*).

(y) Gdy (a,B) i (y ,8) nalezg do A,,,, to
(1°) albo stale:
{; rifel} dk™' ““1071........

a wtedy (et,B)=,,, (v, 8)
lub nie. Wtedy jednak:
(2°) albo
RB», < Y« dla pewnych m0 i n0,
a zatem
KP) A, (y,«)
lub nie, lecz wtedy:
(3°) 8i,< dla jakiego$ /«0
i jakiego$ Jfo
i stad: (y\8) 7,,.(ct,R).
Z przeprowadzonego rozumowania wynika, ze
wypadki (1°) (2°) (3°) wykluczajg sie wzajemnie
[nalezy uwzgledni¢ ust. 4, tw. 1].
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(8) Niechaj: (a t B) $(y,8)

<< BONKNR)
(t, SH=,,,(V.8).
Okazemy, ze
KRHYN-(T',8").
Rzeczywiscie:
dla n,m|O, 1, 2 ...
Wi 8,
oraz: By, < ym dla pewnych fflo i »h.
Stad: «¢i,'<1i,,558,/ dla »)»w|0, 1,...,
wigc: «, BY—i (+ 8 Ilub
& 89

Atoli, gdyby pierwsza z tych okolicznosci miata
miejsce, bytoby:
(a )= (&, B)=(y", 6)=(y.8), wiec:
KR) =10 ,8),
co wyklucza zatozenie: (u,RB) -%,,,(Y.8).

(e) Niechaj: (u,R) (y,8) -H, (el).
Okazemy, ze (a,B) -1, (e. C).
Rzeczywiscie:

f,,,SS,,, dla m,n|0, 1, 2. ..
oraz 8.t<<e, dla pewnych »o i Jo
Wtedy:
a,, i1S8,, <en<C, dla to,n[O, 1 ...
zatem juz:
(cc,B)=.., (e,y
lub (", BHm (&,iC).
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Lecz, gdyby (a,R)=,, (e £), byloby: '

(v» » (ery =m (aiR)i
wiec (v, 8) <o (a B) [dzieki (8)],
co sprzeczne z zatozeniem, ze (<*, R) (v.8).
CzeSciowe wnioski 1, 2, 3 (a—e) dowodza
twierdzenia.
Tw. 2. Dzieki rozwazaniom R. VII, ust. 2, cala
grupa twierdzen, oznaczona na sir. 128 przez
zachowuje swag waznos¢ w wypadku na-

szego systemu.

6. Zastosowanie teorji abstrakcji.

Podobnie jak w § 2, R. VII wyobrazamy sobie,
ze ustalono i wybrano pewien operator abstrahu-
jacy o [str. 114] dla naszej réwnowaznosci
i w stosunku do niego:

Def. 1. Abstrakty [utworzone przy pomocy ]
elementow klasy Am, a wiec par ciggéow mierni-
czych nazwiemy liczbami rzeczywistemi bezwzgled-
nemi. Ogdt ich oznaczmy naprz. przez B,,.

Znéw tu, jak w 8 2, R. VII, mozemy utworzy¢
wiele réznych Klas liczb rzeczywistych bezwzgled-
nych. W szczegoélnosci, gdy w dalszym ciggu zde-
cydujemy sie na okreslony wybér zasady abstra-
howania, nazywac¢ bedziemy liczbami rzeczywistemi
bezwzglednemi tylko te, ktére przy jej pomocy zo-
staty utworzone. Wiemy tez, Zze relacje -4», mo-
zemy (w stosunku do cp) zabstrahowac, kiadac:

Def. 2. (Mniejszos¢ rzeczywista bezwzgledna) :
oy
dla zaznaczenia, ze:
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nx iy nalezg do klasy abstraktéw, czyli do
Bm, oraz dla wszelkich par ciggébw mierni-
czych (a, B) i (y,S) takich, ze:

abslr (0., B) = x, abslr (y, 8) =yt
zachodzi:

(U.P) (v.8).

Rozwazania ust. 3, R. VIl dowodza, ze:

Tw. 1. System (B,,j <<m) jest systemem po-
rzadkowym w sensie Cantora.

tatwo wykazac, ze utworzywszy przy pomocy
dwu réznych operatoréw ¢ i ¢p' systemy (B,, ; <,,,)
i {B,«; <»/) i kfadac:

X Tx\

gdy X jest cp-abstraktem tych samych par mierni-
czych, ktorych cp'-abstraktem jest X', otrzymamy
odpowiednio$¢ doskonatg T, wykazujgca izomorfje
miedzy (Bm; <,,,) a (/?./;

Po ustaleniu operatora abstrahujgcego wyka-
zemy w szczegllnym wypadku, ze jeden ze syste-
méw {B,,, ; <) ma typ porzagdkowy 1-|-X [p. str. 81].

Dzieki izomorfji bedziemy mogli wtedy powie-
dzie¢, ze:

Tw. 2. Niezaleznie od wyboru operatora ab-
strahujacego, system (B,,, ; <,,) jest systemom po-
rzadkowym typu 1 -j- X.

7. Zastosowanie do teorji stosunkéw
wielkosci.

W tych systemach wielkosci bezwzglednych, do-

dawalnych i podzielnych, ktére spetniajg postulat

Archimedesa i dla ktorych okresliliSmy znaczenie
zwrotu:
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»para miernicza ciaggéw (cc, R)
mierzy stosunek wielkosci « i bl

nazwiemy miarg stosunku a i h wspolny abstrakt
wszystkich par ciggébw mierzacych 6w stosunek,
a wiec pewng okreslong liczbe rzeczywistg bez-
wzgledna.

Nie zastanawiamy sie nad wprowadzeniem po-
jecia miary stosunku wielkosci a i b systemu, ktory
nie spetnia postulatu Archimedesa. Jest to sprawa
0 wiele bardziej skomplikowana.

§ 2. Liczby rzeczywiste bezwzgledne.

8. Odcinki i przekroje wyznaczone
przez pary miernicze.

Za podstawe rozwazan przyjmujemy jak w § 1
Arytmetyke Utamkéw (Hq; ;X ; <), a wihasciwie
(i70; X <,,) Oraz pary ciggébw mierniczych
zbudowanych z utamkdw.

Niechaj zatem («, B) bedzie takg parg miernicza.
Oznaczmy sobie krétko przez [0, cov] klase wszyst-
kich utamkow x (elementéw 7%) spetniajacych wa-
runek: 0 5Sx 1S a,,. Wszystkie [0, a,] dlan|0,1,2...
sg klasami jednorodnemi i dlatego mozemy utwo-
rzy¢ ich sume mnogos$ciowg [str. 13]

A=2,[0;a,.

Def. 1. Klase A utworzong w tej chwili na-

zwiemy odcinkiem wyznaczonym przez pare (a, R).

Przykiad:

1. N.b. a: 09, 0-99, 0'999,..........
R: 1,1, 1-01, 1001, ..........
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Witedy A skiada sie z ogotu liczb (utamko-
wych) x takich, ze:
1)
co oznaczymy przez [0,1).
{Nawias ) przy 1 zaznacza tu, ze 1 nie na-
lezy do [0,1)}.
2.Nb. a3 1,1, 1 1,.....
R 1-1, 1-01, 1-001,..........
Tu: A'—[0,1] = ,,0g6t liczb utamkowych »
spetniajgcych warunek
OfSicrgl*.
{Nawias ] przy i oznacza tu, ze 1 nalezy
do [0,1]}.

Uw. Przyklady powyzsze pokazujg, ze pary
moga by¢ mierniczo roéwnowazne {tu naprz.
(a,R)=,, (@, R} a tymczasem ich odcinki A 1A'
nie muszg by¢ identyczne.

Tw. 1. Odcinek A wyznaczony przez (a,R)
jest klasg niepusta.

Dem. Nalezy don choéby «o, a nawet kazde a,,.

Tw. 2. Odcinek A jest klasg ograniczong od
géry, t. zn., iz znajdzie sie utamek k, taki ze:

XSk, gdy tylko xeA.

Dem. Taka liczbg jest naprz. Ro, a nawet
kazde B, dla w|0, 1, 2..........

Tw. 3. Gdy (a,R) wyznacza A; z nalezy do
A i X<z to & nalezy réwniez do A.

Dem. Gdyz wtedy:

0S*<zSa,l dla pewnego n catkowitego.

Tw. 4. Gdy A jest odcinkiem wyznaczonym
przez pare (a,R) i przez B oznaczymy roznice
W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytmet. 13
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Bo—A, to para (.1,B) tworzy przekréj systemu
porzadkowego (Ho; <,,,) [str. 68] {mowimy krétko:
,.przekréj /fo*}.

Dem. Witedy:

1° 1 jest klasg niepusta,

2° I3 jest klasg niepusta,
gdyz nalezy tam choéby Ro-j- 1.

3* A+ B = B0

4° Gdy xeA i yeB, to musi by¢ x <«
gdyz inaczej, wedle tw. 3, y 2l x pocig-
gnetoby, ze y nalezy do A, a wiec nie
nalezatoby do B.

Def. 2. Przekr6j powyzszy {A ,B) nazwiemy
przekrojem wyznaczonym przez pare mierniczg
(a. B).

Przyktad. W przyktadach poprzednio poda-

nych mamy:
1. A=][0,1), B= Bo—10,1) = o0gol x takich,
ze 1 «
2. A=[0,1], B—Bo— [0,1] = og0t x takich,
ze 1

W pierwszym wypadku przekroj byt regularny
na prawo, w drugim regularny na lewo [p. str. 68].

Poniewaz mamy tu do czynienia z przekrojami
porzadku (/A). <), a wiec porzadku typu 1-f-g3
[str. 77 i 130], zatem nie mozemy sie spodziewac
skoku [str. 68, 74, 77], Pokazemy na przykladzie,
ze jednak moze wystapi¢ czasem luka [str. 68],

Lemmat 1. Nie istnieje utamek x taki, by

2. 2.
Dem. Gdyby nim byt utamek gdzie jak
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mozemy lu zalozy¢, p i < catkowite sg wzgledem
siebie pierwsze, to mielibysmy

fs = 2, ZQ*' -F, V+ O,

slad p parzyste i kladac |> = 2s, gdzie 1 catkowite,
otrzymaliby$my:
2e2 =4s2, iy2 =252, wiec ( parzyste,
a zatem // i y jednocze$nie podzielne przez 2, wiec
niepierwsze wzgledem siebie.
Oznaczmy przez p,, dlan!0, 1, 2... najwiekszg

liczbe catkowitg taka, by:

(» V<2

ALY N

22

Poniewaz Vg s 100 > 2, wiec gdy

{Tfs"\z’\ 2, to / < 10*+I, a wiec najwieksza wsrod
takich k istnieje i tylko jedna.
Bedziemy tez mieli:
(P»~\~1\2" g [réwnos¢ wykluczona
10" 3 dzieki Lemmatowi 1].
Obliczenie szczeg6towe pokazuje naprz., ze:
Po=1 Vi=14. P2=141, P3= 1415, ...
Lemmat 2. Gdy potozymy:

m_ 8 8. P41 dla n\0, 1, 2
to para (a, B) jest para mierniczg ciggoéw.
Dem. 1° Dla ?i|0, 1........ mamy:

P)) 10p11 V
100 107+ S04 Uor sy <2

13*
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(ur™t) <2, wiec 1°i;""=Ni+D

gdyz i}, +i miato by¢ najwieksze.
Stad: —"~S~™L dle n|o, 1, 2........ ,

wiec cigg a jest niemalejjacy.
2° Dla n\U, 1, 2........ mamy:
>, +1 10/j,,+10 /10/J-+ 10\a™ ,,
10» 10,+1  \ 10"+* [/ N
zatem jj,,+i < 10/g, -(- 10, skad
JW.+1S10jC4H10,texIS11l,

wiec cigg R jest nierosnacy.
3° Dle m,w|0O, 1, 2........ mamy:
IPm\2 .9 . (Ph+ 1\2
Vio-*) < < ( io» J

wiec: u,, = = . dla w,n|O, 1
4° Gdyby stale to. dla v0
takiego, ze —X = —— dostaniemy sprzecz-
nos¢.

Oznaczmy teraz przez (A ,B) przekrdj wyzna-
CzONny przez powyzsza pare miernicza.

Lemmat 3. Przekr6j (A, B) jest lukg

Dem. Jesliby A posiadato maximum i bylo
niem s} to:

se A, sa<<?2 i (‘-f-e)2 > gdy Fylko e>0.
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Atoli wystarczy'obra¢
:min]2g™-1 %}=>0 gdzie A= 2-

aby tatwym rachunkiem przekonaé sie, ze:
s+e<2ie=>0.
Rachunek ten ma postac:

0 < Bgg 2s\-1' 2se +e="=2—*2 e2<l,

s2 + 2SE-|-e2<sa-|-2se-|-e:S2, (s-}-e)2 < 2.

Analogicznie B nie moze posiada¢ minimum.
Zatem (A,B) jest luka.

Def. 3. Jezeli A jest odcinkiem wyznaczonym
przez pare miernicza (a, ), B =Yio—A, a wiec
(Q’ B%)przekrojem odnosnym, to oznaczmy przez
J1(0.,13):

1° odcinek A, gdy B nie posiada minimum;

2° A\ {min 15}, gdy B posiada minimum.

Przez 15(a,B) oznaczmy jeszcze Ao— A (0., ).
Natychmiast wida¢, ze gdy B posiada minimum ¢, to

A(o.,B) =[O0, Ic] = og6t oc takich, ze
0
i wtedy A(a, ) posiada maximum =Kk.

Gdy B nie posiada minimum, to A{a, ) moze
posiada¢ maximum lub nie. Poprzednio podane przy-
kfady realizujg wszyslkk mozliwe tu przypadki.

Wida¢ tez, ze 4(a,R), 15(a,B) jest przekro-
jem i ze pizekréj ten moze by¢ tylko lukg lub
regularnym na lewd.

Den 4: Gdy (a, R) jest parg miernicza, to A(a,B)
nazwiemy odcinkiem znormalizowanym, wyznaczo-
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nyin przez (a, R), przekroj za$ (d(ct, B), B(a, R))
przekrojem znormalizowanym, réwniez wyznaczo-
nym przez (0., R).

9. Odcinki i przekroje normalne.

Woprowadzimy na poczatek definicje:

Def. 1. Odcinkiem zbioru lio lub porzadku
(/io; <w) nazwiemy kazdy zbi6r utamkéw M o wia-
snosciach:

(1) MCino,

(2) M niepuste,

(3) M ograniczone od gory, to znaczy, ze
istnieje taki utamek z, iz kazde x nalezace
do M spetnia warunek 5Sz,

(4) gdy x<yiyeM, to xeM.

Tw. 1. Gdy M jest odcinkiem, to (M,Ro—M)

jest przekrojem porzadku (i?u; <)
— (krétko: ,,przekrojem

Dem. Natychmiast widoczne z definicji !
i okres$lenia przekroju.

Zachodzi¢ teraz mogg trzy rozne wypadki:

1° M posiada maximum naprz. s, wtedy:
M=;[0, s] = ,,096t x takich, ze OfScefSs"
i wtedy tez przekr6j (M, 70— M) jest re-
gularny na lewo.

2° M nie posiada maximum, lecz lin—M po-
siada minimum t i wtedy:
M=0, i) = ,,0g6t x takich, ze 05Se& < t“
a przekréj (M, Thh— M) jest regularny na
prawo-



3° M nie posiada maximum, ani Jl» M nie
posiada minimum, a przekréj (M,T?0—d/)
jest luka.
Wypadki 1° i 3° nazwiemy normalnemi. Stad:
Def. 2. Odcinek M jest normalny, gdy Jfo—M
nie posiada minimum; przekréj (M, N) jest nor-
malny, gdy jest lukg lub regularny na lewo.
Witedy tez, dzieki definicji z ust. 8:
Tw. 2. Gdy (u»>)) jest parg mierniczg ciggow,
vl(a,R) jest odcinkiem normalnym,
(1 ((., B), B{p., R)) przekrojem normalnym.
Def. 3. Przez domkniecie M odcinka M rozu-
mie¢ bedziemy:
(1) odcinek M, gdy M jest normalne,
2 s=min (llo—M) w wypadku
pozostatym.
Stad juz:
Tw. 3. Domkniecie M odcinka M jest odcin-
kiem normalnym.
Cor. 1. Gdy (<',B) jest parg miernicza, to

A(<c,r$)=YnT0>,,].

Cor. 2. Gdy I-e /?n, to [0, /+] jest odcinkiem
normalnym i [0,t) —[0, A].
Tw. 4. Gdy M i N sg odcinkami i MC V,
to MC X

Dem. 1° Gdy M=M, to M = MC XC X.

2° Gdy M= M -j- {s}, s— min (BO— M), to
wobec tego, iz (j\,J?%0— X) jest przekrojem
normalnym sbN i wtedy IICIV Ilub
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seJio—N. Atoli 'S$—N niema minimum,
wiec jakie$ t jest <s i nalezy jeszcze do
Ra- - IV, a wiec t~ elf. Lecz s=min (Ro—M),
wiec teM, co niemozliwe, bo M C N.

Got'. 1. Gdy MCN i N jest odcinkiem nor-

malnym, to MC N.

co

Tw. 5. Gdy (a,R) jest parg miernicza, to
A, =n,,][0,R,]

{=,.wspolna czes¢ zbiorow [0, §,] dlan|O, 1...).
Dem.
[0,a,]C[O,R,] dla n,m!10, 1 ..., wiec
%([0, 0«]C[0,RB,J i A(a R) = % [0,aj C[O,R,,]

da m|0, 1.......... Stad:
yl (&, B)Cn,, [o,RJ.
P

Gdyby zen[O,Rp], z~e.A(a,R), to bytoby
P

z™Rp dla p|O, 1. .. i zeB(a, ). Lecz
B (a, B) nie posiada minimum, wiec dla jakie-
gos t mieliby$my:
t<<z5iRp dlayl0, 1 ..., ieR(a,R),
r~[O, ct,] dla »]0, 1 ... i ostatecznie
a» <t<zbSRk"dla n, plO,1...,
niemozliwe, gdyz (a, B) jest parg mierniczg.
Cor. Dla pary mierniczej (a,R) mamy:'
(1) a,,eA(a,R) dla njo, 1........ ;
(2) gdy xeA{a,$), to tf:SR,, dla n|0, 1...
i odwotnie;
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(3) gdy «—= mdla n\O, 1 ..., to
A(a,R)CJO0,/c].
~Tw. 6. Gdy (u.,B) i (v.,8) sg réwnowazne
mierniczo, to
A(a,R)=A(yY,6).
Dem. Wobec a,,86, dla m,n\0, 1... mamy
Afcc,B)Cn[0,6,] =A( ,8). Wobec zas:

V» &R, dla 7.,n 0, 1... mamy
VA(Y)S)CA(«,R).
Tw. 7. Gdy A(cc, B)==A(y,6), to
(a,R)=,n(Y,8).
Dem.
u,, SA(v., B) =A(', 6) dla n|0, 1..., wiec
a,,"o,,, dla n,Mi|0, 1 .. Analogicznie:
y« ™R, dla n,m |0, 1..........
Cor. Gdy (a,B) (v, 8), to przekroje
(/Ka,R), J5(a,R)) i (A(y,8), R(y,fi)
sg identyczne i odwrotnie.
Tw. 8. Gdy M jest odcinkiem normalnym, to
znajdzie sie para miernicza taka, ze M= A(alR).
ktem. Potézmy dla n—0, 1, 2 ...

— Pn Pn_+1
= 0. 8= o
gdzie p,, jest najwieksza catkowitg, takg ze
Pn My -f-1
10--6M’ lecz 0. " (=] |

Analogicznie jak na str. 196 udowodnimy, ze
(a. R) jest parg mierniczg. Mamy tu
[0, a,] (MCIO,R8,] dla n,m\0O, 1...,
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wigc  "I(U,p)CMCN[O.pi) — AU, B)

gdyz 3/ normalne.
Stad: M —A (u, B).

10. Liczby rzeczywiste bezwzgledne
w szczegolnosci.

Ze wzgledu na twierdzenia 6,7 i Cor. ust. 9
nasuwajg nam sie dwie mozliwosci:
1° albo abstraktem pary mierniczej (a, p) na-
zwiemy przekrdj (/4 (u, B), B (rt, B)), lub
2° abstraktem (@, B) nazwiemy odcinek /I(a, R).

Obranie piei-wszej drogi datoby nam tak zwang
teorje Dedekinda [p. R. Dedekind. Stetigkeit und
irrazionale Zahlen 1872],

Drugg droge obrat G. Peano i my nig pdj-
dziemy w dalszym ciggu.

Zauwazmy, ze moznaby tez przyjac za abstrakt
pary (a RB) zbior B (a, B) i miatoby to nawet pewne
korzystne strony w praktyce.

Okre$limy zatem:

Def. 1. Liczbami rzeczywisiemi bezwzglednemi
nazwiemy [w szczeg6lnosci] odcinki normalne klasy
B0 (porzadku (Rq\ <,,)}.

Petng ich klase oznaczymy przez Qo-

Woprowadzimy jeszcze mniejszo$¢ rzeczywistg
bezwzyledng — <r—.

Def. 2. Powiemy, ze M <,» A, gdy:

1° M i N sg odcinkami nonnalnemi.

2° Gdy tylko M= _.A(a,R) i V=74.(y",6),

to (ct.B) -§,, (V,8).
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Tw. 1. Gdy M i Y nalezag do to M<m \,

wtedy i tylko wtedy, gdy:

1° AIC A, 2° V— M niepuste.

Dem.

1. Niechaj AL= A («, B), Al=<4 ,6), Ai<,-JV.
Witedy R, <TC,, dla pewnych «to i «o,

a stad:
t, <B,0<'1»,<6,. dla /« -0, 1...,
wiec:

M=A(v,B)C10,B,JC|0,yH|CA( ,6)=A,
przytem V,0e.4(y,0) i V« "e *R),
wiec A7—M niepuste.

2. Niechaj M =/I((..B), Ai=A(y, 8), AICAT
i A7— Al niepuste. Niechaj zeAliz~e
Witedy ze, lio— A/, /70—M nie posiada
nimum, wiec jakie$ t jest <z i /£i?20—
t~EA/.

Dla jakiego$ wio i jakiego$ /'0 bedzie

t+z
B)), = -C- <y-m|

inaczej bytoby
2-(-

g, — Z+t
1,

<z "o, dlawi»10.1 ..
Stad: Bifil<il» i (a>R) (Vi8)

Jak juz wiemy [str. 130], system (Qo; <r) be-
dzie systemem porzadkowym w sensie Cantora. Typ
porzadkowy dla (Qo; <A) zbadamy nieco pOzniej.
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§ 3. Dziatania na liczbach .rzeczywistych
bezwzglednych.

11. Dodawanie i Mnozenie.

Def. Gdy M i N sa elementami Qo i ozna-
czymy:

M oiV =ogdt z takich, ze z=x-\-y dla ja-

kiego$ x z klasy M i jakiego$ y z klasy N-

MO N=og6t z takich, ze z—xXy dla ja-
kiego$ x&M i jakiego$ y eiV,

to przez sume M-|-rN rozumie¢ bedziemy do-

mknigcie MO Nt a przez iloczyn MXriV domknie-

cie MO N.

M-\-rN=Mc N
MxrX=MO~N.

Niechaj M i IY nalezg do Qo, a wiec. bedg od-
cinkami normalnemi klasy 7%. Udowodnimy, ze
MO N i Mn N sg odcinkami.

Rzeczywiscie:

1° 0=0+0=0X0, 0eM, OeN,, wiec |,
OsMoff i OzMn N, zatem M i N nié-
puste.

2- Gdy u ogranicza od gory M, a v ogra-
nicza Nf to u + « i uXv ograniczajg MoN
wzglednie M n N.

3° Gdy xeM, yeN, wiec X1 y«MoiV
i XX y&Mu a »e<E+y, v<xXy, to

uXx . uxXy XXV
1/ >+ XXy Xy
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przyozem:
uXx hXy XXV
Vy—| XXy yooy,
wigc nXx Vi UXY o
.r-fy “oexy &+l
a zatem veil/lOA, ve.llOAL
Stad:
Tw, 1. M,NeQO:~:M-i,-rN,MXrNFQo
Dem. M = MnN, Mx,N = MoN,

zatem sg to odcinki normalne.
Dodawanie -fv i mnozenie Xr sg nieogranicze-
nie wykonalne i wewnetrzne w Qo.

12. Zwigzek sumy i iloczynu z pa-
rami mierniczemi.

Lemmat. Gdy

1° a jest ciggiem niemalejacym, B ciggiem nie-
rosnacyin utamkéw.

2° a, <®B, da nm|O, 1.....

3° Dla kazdego utamka e > 0 mozna dobrac p
catkowite tak, ze
fm—«I»<6 dla »An\p,p -pl.. .,

to (a,B) jest parg mierniczg i odwrotnie.

Dem.

1° Gdyby u, rSX <p.:88, dla n,m|0, 1...,
to biorac £ =) — X = 0 mielibySmy

R, —a,,ige dla w,7i|O,1..........
sprzeezae z zatozeniem 3°.
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2° Odwrotnie: gdy («, B) jest parg miernicza
i e=0, to nie moze by¢ stale a,, ¢€:88,
czyli —E, gdyz wtedy

[0,a»]C10, +rICfO,R,] dla m, n|O, ! ...

Alf*  R) C ﬁ(o, +d) C ri |(), B,] = y\(c<, B),
ﬁ [0, u,, -|-dj=A (a,R).

[0,a,]C[0,R, —e] C[0,Rn] dla w,Jil0, I ...
A(a,B)C 1[0, 8, —riCno,B8]=A@,QR),

2[0,4a, +'& =A (u,B) =N, » —e¢j

i stad: a,,-j-e gR»-E dla 1...
czyli: u.,,-f-2e 5S 3, dla w.,n|O, 1...
Postepujac dalej w ten sposéb okazemy, ze
c'MnerSR,, dla m,n,pl0, 1...;
w szczegdlnosci zas:
nl +pe~Ro dla 1. ..
skad P~ AkN~r~ dla /0, 1 ...,

co niemozliwe.
Zatem Kiedys ci*, t-&=R8,0, czyli B,.—
a wtedy oznaczywszy p = max (i»0, ?0) otrzymamy :
R,— <e dla n,m\p,p-fl,...
Okreslmy
Def 1 (av8)+!n (y| 6)= (*+y18+6)
(a,R) Xik(y,8) = (aXy,RX 6),
gdzie (u,B) i (y,R) sa parami mierniczemi,
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<<-H oznacza cigg: ul—+ Vo, Oi+ti. ..
rxXy N . o« XVouiXu...
it od
Tw. | Gdy (<-B) i (y,S) sa parami inierni-
czemi, to (B3) (£.8) i (<*\B) X,, (y ,R)
sg rowniez takiemi.
Dem.
1. Ciggi ci-f-y i uXy sa nieinalejgce, R --S
i BX B nierosngce oraz
A~ Ve Rii SR <w Xy ni << B, X B,

dla di,a[0, 1. ..
2. Niechaj bedzie e =0 i > catkowite obrane
tak, by
, f . £
R»  «fi" Re  yni  —

dla v.m\p,p-|-1
Wtedy (B, + B,) — («,, -f-" ) < f
dla "",wl/sp +1 ...
3. Niechaj bedzie f>n 0 i g calkowite takie, ze
R e < A+ M-T' 6" IAVARS Bn-fA +T
dis DI Nt fj+ 1. ..
Witedy:
BnXBn <Xy u—=RilX B,, B, X Vin -fRii X Ym—<-m XV,
=Rn(Bli liii)"t_.1 i®» <m)—BRo(B» in)-j-Bo(Bn— CCp)
N Roxf fpXe
Ro—-Bo-~1 Ro-j- Ro-|-1
dla m,n|jg,qg 1...
Dzieki Lemmatowi twierdzenie zatem stuszne.
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Tw. 2. Gdy (0.,B) i (y,6) sg parami niierni-
czemi, M—A (a, ), N=A(y, 6), to

M  iV=A[(aNRB) +,, (y,8)]
M xrN = A[(a,B) x», (y, fi)].
Dem.
1. Gdy xbM i pJV, to X™3,,,y
®+i/MB»+ *xySB,X8, dla ??0, 1...
Stad : MoNCUﬂ[O, B*-)-6,,],

Mn/Vcen[o,R,,xs,,]

i M-+rNCA[(a,R) 6)],
M XrNCA[(a,B) X (v, S)]
2. S[0, +y,]CX][O,¢et,] O £[O,yP]

A[{a, B) +,, (Y, 6)] CM0JVCJIIi-j-rV.
3X[0, Xy, ]CX[0.2,]0X[0,y]
»

CMNNCMXx,N.

Obierajac pary miernicze KR), (r, 0), (e.t
tok, by M= G N a8y, TS S

udowodnimy z fatwoscia:

Tw. 3.
M, NzQo:D: M +, N=N-+rM. MxrN=NxrM
[przemietlitos¢ i Xr],
Tw. 4.

M,N,PeQO0: } : (NV) -f-,.P=M +,.(N +,P).
(M Xr N) XrP=M Xr(N XrP)
[tacznosé rjffci Xr].
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Tw. 5.
M,N,PeQ00O : MXr{N+rP)=MxrN-+rMxrP
[rozdzielnos¢ -J-r wobec Xr].

13. Zero i Odejmowanie.

Def. 1. Zerem rzeczywislem bezwzglednem Or
nazwiemy odcinek [0,0] czyll {0}, nalezacy do Qo.
Tw. 1. MeQoO :M \-,.0,.=iJ,

Dem. Widoczne z definicji.
Tw. 2. MgQb.N <,.P: D :M [-.jV <,.ilf+rP.
Dem. 1. Poniewaz PC P wiec widocznie

M -F,.NC M-\-rP.

2. Obierzmy (cx,R), (v, 8), (e,£) tak, by
i4(0,B)=.M,il(y,8)=iV; A(e, Q =P.
Wtedy: M -f-,.iV=jd(a-j- y, R + 8),

¥+rP=ylla+e,R +g.
Gdybpy M N—M-frP, to
@+y R+ =Dy (a+e B+y>
wiec 0., +e., SRR, +8, i

Ew - (R« "f-8,, dla m,n\OQ, | .....
Tymczasem dla pewnych Wo i mamy:
8¢, < wiec

0'xe&l 8 E, Op B) O
dla p~mo,n0, a poniewaz od pewnego miej-
sca bedzie Rp— ap < e,,0— 8,0, zatem byltoby
— 0«, < eiiil —S.,,, co niemozliwe.
Cor 1. MeQO.N=rPO:M-\-rN=rM-{-rP.
Uw. P>,.P oznacza: P <rP.
Cor. 2. ¥,P,Pe(3o0.ili+r-Al=
= i¥+,.P:5:iI\r=P
W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytmet. 14
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Dem. Gdyz A7<(.P lub -A =,P lub AT=P,
atoli t\v. 2 i Cor. 1 odrzucajg dwie pierwsze ewen-
tualnosci.

Dziatanie —+r jest jednotUwe.

Cor. 3. M,NeQO0.M-\-,.N=zM:j):N—Or.

Dem. M-\-, i =M= wiec AT=0,-.

tacznie z tw. 1. mamy wiec:

0,- jest Modutem dla

Tw. 3. MeQo.M 0, 3:0r<M.

Dem. {0}C.M, M 4= (0), wiec M—{0}

niepuste.

Zero 0,. jest Minimum porzadku (Qo; <C)

Oznaczajgc réznice (wynik odejmowania —
a wiec dziatania odwrotnego do -f>) przez M—,.N
mamy:

Tw. 4. Gdy M,NeQo i N—IM ma sens,

to M"sN.

Dem. Gdyz wtedy

N—rMe Q0) wiec N—M 2?,-0-
VI—M  0-rS,. M (N M)—N.
Tw. 5 Gdy M,Ne.Qo i M
ma sens.
Dem.
(1) Gdy M =N, to M-\-rOr=N, dziatanie
A-r jest jednotliwe, wiec o. = N—,-M.

(2) Zat6zmy wiec M <, Al

Oznaczmy przez K =o0g06l z takich, ze z=x—y
dla pewnego oc z klasy N i pewnego y z klasy
M, a przez L domkniecie A Udowodnimy z ta-
twoscig juz, ze K jest odcinkiem, L nalezy do Qo
i jeszcze: M-\-,.L = N. Poniewaz jest jedno-
tliwe, wiec L =N —M.
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14. Jedynka i Dzielenie.
Def. 1. Jedynka rzeczywistg bezwzgledng 1,
nazwiemy odcinek [0,1], nalezacy do Qo.
Tw. 1. MeQOQ: 3 :Mx, |,. =M.
Dem. Niechaj M =A(u.,&), vy, =1
dla nl0, 1 ... A(y fi)=1.

wtedy:
M X, 1. = 2[0,c,,, ¥..] = Z]o. ct,] = M.
Tw. 2. Or4=1.

Dem. Widoczne z definicji.
Tw. 3. Gdy MeQo i M40,, 1/,. M, czyli
/,.M ma sens i nalezy do Qo.
Dem.
I. Niechaj il/= A (a, R); mozemy zatozy¢, ze
«u=>0da n O,1..., gdyz inaczej byloby
M = o..

. t 1 fi.R .
2. Oznaczajac przez Ry R'fi clagi:

14
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5. Gdyby MX.N=1, to A~

="{(4A) Xr(M XrN) =

=1Aa(l, 1) xrM] XrN= 1P XrN=N.

Tw. 4. Gdy M,NeQo i iY 3= to iloraz
M/rN ma sens.
[Dziatanie X, jest odwracalne z zastrzeze-
niem co do Or (Modutu (+n)].
Dem.
1. Wtedy ma sens /,-Ni NXr{Mx,(/rN)} =
= MXr[Nxr (/,.iV)] = MXrlr=M
zatem takie X, ze N X,-X— M istnigje.
2. Gth/JP/ NXrP =M, to (A?Xr P? Xr(/rAD)=
= MXr[/rX), wiec P=PXrlivVX].i/r 7))
= ilfX,.(/,.iV).
3. llorazem jest wiec MX, (/rX) nalezace do Qo.
Tw. 5. Gdy MxrP= M dla kazdego MeQo,
to P=I,,
Dem. Wtedy tez: IrX,.P=Il,., P=1.
,Ir jest Modulem X.,.“
Twierdzenia ust. 11—14 dowodza, ze:
Tw. 6. System (Qo; +,*; Xr; <,.) jest systemem
liczbowym bezwzglednym.

( "a;crEodzq i[u zatem wszystkie twierdzenia grupy
) [str. 87].
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15. Elementy wymierne.

Odcinki [0, a], gdy aei?0, nalezg jako normalne
do Qo. Bedziemy tez mieli, jak to fatwo uzasadnic:

0, «]-)--[0 , b] = [0, «--4]
[O fI1X[ ]]=O,aX6]] _
0,aj—r|0,P]=[0,a—bh], o ile a™h.
[0,a] /r[0,fj=1[0,«/ ®] o ile b4=0.
Oznaczajmy przez chwile krétko:
[0,a] =ar, gdy aei?0.

Tw. 1. Elementy ar, gdzie cteRo stanowig
klase elementéw wymiernych bezwzglednych sy-
stemu (Qo; X <),

Dem. Nalezg tu rzeczywiscie Or i 1,.; przytem

ur 1r=(@® Dr, wiec catkowitemi elementami
bedg nr, gdzie n|0, 1, 2 ...

Gdy jednak ae 20, to a=— przy n i p cak

kowitych i p 4= 0, wiec a.=ur Zrpr. Ogot ar be-
dzie to zatem klasa QoRo
Tw. 2. System (Qo”o; +/; X/; </), gdzie
+/, X/, </ oznacza zwezenia -)-r, Xr, <r do
klasy Qo po, jest systemem liczb wymiernych szcze-
golnego rodzaju, izomorfijnym z
(MO “i"w i XWy AUh*
Dem. lzomorfje wykaze natychmiast odpo-
wiednio$¢ T, gdzie
T'a=ar dla aeRa
Cor. Stad tez (Qo Ra; <r) jest systemem po-
rzgdkowym typu 1-j-3.

16. Typ porzadkowy (Qo;<u).
Tw. 1. System (Qo; <r)jesttypu 1+X [str. 81].
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Dem. Wiemy juz, ze (Qo: <»m) jest systemem
porzadkowym i ze jego Minimum jest 0. Wystarczy
zatem udowodni¢, ze

1° tyo—(0-} nie posiada Minimum. Rzeczywi-
Scie, gdy M (0 i M==0, to jakieS a4=0
nalezy do M, a wtedy: e

[ O,<r$'<,U.

2° Kilasa Qo [czy Qo—{0,.}] nie posiada Maximum.
Rzeczywiscie, gdy MeQo—{0,}, to
M+, \r>rM.
3° Przekroje nie sg nigdy lukami.
Rzeczywiscie: gdy (01, B) jest przekrojem

to li— 21tQi) i musi naleze¢c do H
lub do B, a wtedy k— max<-j.TT lub
h- - min”™. B.

4° Przeliczalna klasa Qo Pu jest wszedzie gesta
w Qo.

Rzeczywiscie: gdy M<,-7V, to N—,,,M nie-
puste i jakies (teN—mM, a wtedy:
M <ru, <,. N, a,e Q0 R0.

Cor. Terasameni tez typ porzadkowy wszel-
kich systemow liczb rzeczywistych, bezwzglednych,
utworzonych przy pomocy innych zasad abstralio
wania od jest ten sam, a mianowicie 1 -j- .

17. 1zomorfja.

Tw. Kazdy system {A; ;X;<) taki, ze:

@) {A;+;X,; <) jest systemem liczbowym
bezwzglednym:;
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(2) (A;<) jest typu 1+ X
(3) Klasa A i?0 jest wszedzie gesta w A;
jest izomorfijny z (Qo;+, ; X,.;
Dema Szkicujemy jedynie dowdd, pozostawia-
jac czytelnikowi tatwe jego wykonczenie:
1° Systemy {Ai?0; -K; X" <) i (Qo No;+/;
X/; </), gdzie +'; X'; <' sg zwezeniami
do Alio, a +/, X,i </ do Go I>0, sg izomor-
fijne [str. 87] i tylko w jeden sposab.
Niechaj izomorfje wykazuje (jedyna) relacja T.

2° Gdy li'le Go, to oznaczmy przez Mr Klase
powstatg z M przez zastgpienie kazdego «
nalezagcego do M elementem a. Niechgj
M'=T" Mr.

Udowodnimy, ze (MIA—M’) jest przekrojem
regularnym na lewo. Relacja S, ktéra elementowi
M przypisuje max M' = max ™ T” Mv wykaze
izomorfje i to w jedyny mozliwy sposab.

Ptyng stad nastepujgce konsekwencje:

1 Teorja systemow (/1; ;X; <) o wiasno-
Sciach (1) (2) (3) jest abstrakcyjng teorjg liczb
rzeczywistych bezwzglednych.

2° Szczegélny wybdr (Go;+/e; X,.; <,) nie ma
w sobie nic koniecznego, ale tez jest dla teorji
formalnej zupetnie obojetny.

3° Mozemy i postgpimy tak:

(@) przyjawszy szczeg6lny egzemplarz

(Go; -j-i-; X,.; <,) liczb rzeczywistych bez-
wzglednych, zastgpimy dawny egzemplarz
liczb wymiernych (Ho X, <i,,) przez
formalnie réwnowazny

(GoHo; -f,"; X/; </);
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(R) odrzucimy pisanie znaczka wyrdzniajagcego
(Ni teraz juz niepotrzebnego. Temsamem
tez egzemplarzem arytmetyki liczb catkowi-
tych bedzie (QoiVo = Xr'; </"), gdzie
+#m", Xr, </' oznhaczaja Xr, <r zwe-
zone do QONO.

(y) pisa¢ bedziemy Ro, No i t. d., zamiast
Qo Ro, QONO, i t. d.

Rozdziat X
Liczby Rzeczywiste Wzgledne.

§ 1. Pary liczb rzeczywistych bezwzglednych.
Liczby rzeczywiste wzgledne.

1. Pary arytmetyczne.

Def. Nazwiemy parg arytmetyczng kazda pare
(A,B), gdzie A,B sg liczbami rzeczywistemi bez-
wzglednemu Og6t ich oznaczymy przez

2. Proporcjonalnos¢ i poprzedzanie
arytmetyczne.
Def. 1. Pary arytmetyczne (A,B) i (G, D)
nazwiemy arytmetycznie proporcjonalnemu:
(A,B)MC,D), gdy A+D =B+C.
Def. 2. Powiemy, ze (A,B) poprzedza aryt-
metycznie {G, /)), czyli (A,B) ~<a(C,D), gdy:
(\A,B) i (C,D) sa parami arytmetycznemi
[ A-\-D<B-\-C.
Tw. 1. Proporcjonalno$¢ arytmetyczna (=,,)
jest rownowaznoscig o polu £%.1



4.

217

Dem.

(A,B)™,,(A,B), gdyz A-\- B =B-\-A.
Gdy (<4, B) =,, (C, D), to A-\\-D=B-\-C, wiec
C+B =D-\-A, stad (C,I))=tt(A,B).
Gdy (A,B)=,,(C,B)=B(E,F), to

A-\-D =B-\-C, C+F=D+E, wiec
A + F+D=B+C-\-F=B-\-D+E, stad
A-FF=B +E i (A B)=a(E,F).

C(=a) — iQf widoczne.

Tw. 2. Poprzedzanie arytmetyczne (Ho) jest

quasi-porzadkiem, o polu £2L, zwigzanym z =n.

2.
3.

Dem.
1.

C(-8,,) C £%E z definicji, lecz gdy (A, B)
to(A,B) (»4+1, B), wiec (A,B) e
Stad: CHJ = Af.
Jednorodnosc jest z definicji widoczna.
Dla par arytmetycznych (A,B) i1(C, D) mamy
A-\-D=B+C lub A+D<B +G
lub A-\- D> B-\-C
i tylko jedna z tych okolicznosci zachodzi.
Stad: (A,B)=n(C,D) lub (A,B)™a (C,D)
lub (C,L>) -ia(A,B) i wypadki te sg roz-
faczne.
Gdy (A, B)...(X,E) (C,B)=a(C, D,
to A'+B=B'+A, A +D <B-\-C,

C+ jy=D-\-C"
Stad:
A'+ D+B = A-\ B'-\-D<B'-\-B-\-C,
wiec A'-\- D<iB' \C Dalej:
A'+D'-\ D <B'-\-iy-j-C=B'+ D4-C,
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skad: A'-\- D'<g B'-\- C, wiec:

5. Gdy (A,B) (C,))) (E, F), to
A+ n<B-\-C, C+ F <DA-E,
A-+F-biID<B + C+ b <B + D + E,
skad A+F<B+E i (A ,B) (/i, F).
A wiec:
Tw. 3. System (,5iZ ;=«; A«) jest systemem
wielkosci w sensie szerszym i zachodzag tu twier-
dzenia grupy (€)6> ) (str. 127, 128).

3. Pary zredukowane.

Def. 1. Reduktem pary arytmetycznej (A,B)
czyli (A\B) nazwiemy:
1° pare (/1I—B,0), gdy A"B,
2° pare (0,B—A), gdy AggB.
Uw. Gdy AgiB i ArSjB czyli, gdy A =B,
to obie czesci definicji dadza nam (/1| B) = (0,0).
Oznaczymy tez:
Def. 2. (j4,00 =+ A, (0.,®=—2~.
Def. 3. Pary (A,B), gdzie A=0 lub B=o
nazwiemy zredukowanemu
Tw. 1. (A,B)sSg:1:(A\B)ESZ,
Dem. Z definicji.
Tw. 2. (A,B) ={C, ))-":(AL B) = ((\I>).
Dem. Wtedy A-\- 1) =B -\- (\ wiec:
1° albo AggB, to CggD\A—B —C—L_>, skad
(A\B) = (A-B,0) = (¢-D,0) = (C\D),
2° albo A''B, to Cggl) i B—A=D—ZC,
skad: (A\B)=(0, B—A)=(0, D-C)=(C\D).
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Tw. 3. (A,B), (C,B)» .(AIB)=
= {C\B)-B:(A,B)
Dem. Wtedy:
1° albo (.4|R) = (yl—£,0) = (6— 0,0),
A—B=C—D i A+B=B-\-C,
2° albo (A\B) = (0,B—A) =((VD—C)=(C|Z>)
i B—A =B—C, skad A+ D=B-\-C.
Przyktady:
(3,2)=,, (5,4) ; (3,2) -7« (4,2) =,, (2,0) =+ 2;
(311) = (2,0) = + 2; 317) = (0,4) = —4.

4. Abstrahowanie od

Wybierzemy tu zasade reprezentacji:

Def. 1. Abstraktem pary arytmetycznej (A,B)
nazwiemy pare zredukowang (<4 B).

Tw. 1. Kazda para zredukowana jest reduk-
tein jakiej$ pary arytmetyczne;j.

Dem. Woystarczy zauwazyé, ze gdy (A,B)
jest parg zredukowang, to (A\B) = (A,B).

Def. 2. Ogél par zredukowanych oznaczymy
przez ij i nazwiemy og&tem liczb rzeczywistych
(wzglednych).

Abstrakcja od -§,, da nam teraz:

Def. 3. Okreslimy zwigzek f; <<7*/, jako spet-
nianie warunkow :

(1) c,ye<i.

(2) ilekro¢ (/1|B)y=x i (C B)—y, to

(A,B)A0Id,B).

Dzieki niezmienniczosci Aa wobec =n mamy:
Tw. 1. x<l«U jest rownowazne stwierdzeniu,
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ze (p'x, hx) 7, (i/i/, 1)
lub, ze p'x -f-h'y < k'x-|-py.

System (O;<<a) jest systemem porzadkowym,
ktorego typ zbadamy pozniej.

§ 2. Dziatania na liczbach rzeczywistych
(wzglednych).

5. Dodawanie i Mnozenie.

Moglibysmy wprowadzi¢ sume i iloczyn tak,
jak to czynig elementarne ksigzki szkolne. Wiekszg
elegancjg odznacza sie postepowanie nastepujgce:

Def. 1. Gdy x i y sg liczbami rzeczywistemi
(wzglednemi), to

XJIr<iV-={fx+i>\]l +Vy)
X Xay. =. (j)xXpy~\-lcx XK'y | p’x XK’y-\-
+p'y XK'X).

Przykiady :

(+3) +9 (+ 7)=(3,0)+5(7,0)=(1010)=+10,

(+3)+9(=7)=(3,0)-K(0,7)=@I7) =

=(0,4) = -4,

=(4,0) = + 4,
(-3) +, (—7)=(0,3)+, (0,7)=(0110) =

=(0,10) =4-10

(4-3) X,(4-7)=(S,0)X,(7,0)=(ftj0)=+21
(4-3) X,(—7)=(3,0)X,(0,7)=(0]21)=—21
(—3) X,(@-7=(0,3) X, (7,0) =(0121)=—21
(-3) X, (-7=(0,3) X, (0,7) = (2110)=4-21.
Z definicji tej wynika prawie natychmiast:
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Tw. 1. Dzialania -j-# i X( sg nieograniczenie
wykonalne i wewnetrzne w g, przemienne, tgczne
i -\-q jest rozdzielne wobec Xgq:

Def. 2. Oznaczymy:
0g=(0,0)0=+0=—0.
le==(1»0)=+-1

Tw. 2. X&1.} i&-\-g0g=X, [ Xg lg=x.

Dem. Przez wykonanie dziatari odnosnych.

Tw. 3. Gdy x-\-gy—*, a xXgz=x dla
kazdego X nalezacego do g, to

v 0Oqgi z 194.
Dem. Witedy:
?2r=0q*“l“qy==0,, Z 15XqgZ 1q
A wiec: 05 jest Modutem -j-a i la jest Modutem Xt.

Tw. 4. 03a=lg"

6. Odejmowanie i Dzielenie.

Tw. 1. Kazda liczba rzeczywista x posiada
symetrycznag {str. 89} i jest nig:

X = Qi'x | p’x) = (Ic’X, p’'%x).

Dem. Rzeczywiscie:

X-\-gx = (p'%x -(- kI'x | Ic’x -\-p’x) = (0,0) = 0Og.

Gdyby
®&+2/=0g, to i/=(ce-|-g«)+gi/ =&+ 0,=c.

Tw. 2. Dzialanie -|-§ jest nieograniczenie od-
wracalne (obustronnie) i rdznicg

x—qV jest x-\-gVy.

Dem.

t- y-\-Aze-\-<iy)=ce-\-g(y-\-Qy)—3s+gogq=x.
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2. Gdyby y-\-gZ—x, to yj\-g{y-\gz)=xJtuy,
wiec z=2z-)ra(yA-,y)=*x -foy.
Tw. 3. Gdy x == O, to lg/,jX, czyli /ax ma
sens i nalezy do (.
Dei“
1. alt

XXQgZ =

2. albo a;,—(0,h'x) i Vx==0, to analogicznie

Tw. 4. Dziatanie X, jest nieograniczenie od-
wracalne z zastrzezeniem co do o,
Dem. 1. Gdy X,yeq i to
y X[ (x xv Zijy) =xx,j1{=x.
2. Gdyby jeszcze y X,,z=1x, to byloby
z r7qvly Xgz xxq/Zqy.
llorazem ></qy jest wiec XXq{/qtj).
TW. 5. xs q.y <qZ:?) :x-\-qy <gX -\-qZ.
Dem. x-\-qy=(p'xA-p'WIc'x-{-Jc’y), xX-\-qz=
=(j>'x +p'zlh'x-(-h'z), pry + hz<Kky—+ P’z
wiec px-|-p'y + k'x -f h'z <h'x -(- I'y-\-p’x-\-p’z,
skad : x Y<~XA=>iz.
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Tw. 6. 0,<,, .(,<,,!/m):0, <(xX,/.
Dem. Witedy: 0</p’x, O0<<p'y, I'x=J3:y=0,
wiec 0 KfxXp"y, skad 0q <((s X.,.y/,
gdyz ' & X, /Il = (i/le X p'y, 0).

§ 3. System liczb rzeczywistych.

7. System (<1;-)-y; X, ; <<1). Twierdzenia po-
przednich ustepdéw wykazujg, po konfrontacji z okre-
Sleniem na str. 88, ze system (q;-\-q; X, ; <CV) jest
systemem liczbowym wzglednym. Mamy prawo sto-
sowaC calg grupe twierdzen oznaczong na str. 95
przez (j .

Rozwazmy jeszcze klase:

q Qo= 096t x takich, ze x =>(o,"
oraz system: fooo; X[ <0,
gdzie s Xons zwezono odpowiednio do “Qo.

Kiadgc p'x — T{x) dla xeqQo, wykazemy izo-
morfje z systemem (Qn;—; X ;m<) i otrzymamy
nowy egzemplarz systemu liczb rzeczywistych bez-
wzglednych.

Temsamem system porzadkowy (qgfjo; *<</) ma
typ 1 + X

8. Elementy wymierne.
Wykazemy fatwo, ze:
(1) klase gl\ro stanowig liczby -j-I- dla AlO, 1...

(2) klase g MNoO , » I+ dla 7<;|0,1...
(3) klase qRo - »  -|“x, gdzie 7b /1)
(4) klase gRO . —X, gdzie xe.R0
(5) klase qr » o+ —X

[p. str. 102 i dalsze]. gdzie xeRq
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System (<Z-Ko; +a"; X3"; <.q"), gdzie -\-q, Xq, <3
zwezono do B0 daje nam egzemplarz systemu
liczb wymiernych bezwzglednych, system

(Qr;=+¢"-X¢";<q™),
ze zwezeniem ~\-q, Xq, <C3 do gr system liczbowy
wzgledny liczb wymiernych.

9. Typ porzadkowy systemu (q;<q).

Udowodnimy teraz tw.:

Tw. 1. System (g; <<3) ma typ porzadkowy X
[str. 78].

Dem. Wiemy juz, ze skoro (Qo; <) posiada
typ 1+7s to ($;<'), gdzie Q=Qo—{0} i <
oznacza zwezenie < do Q mie¢ bedzie typ X
Odpowiednios¢ dosko,iata (jak to tatwo wykazac)
nastepujaca:

y =2 gdy xeq i x=290

="y gdy Xe( | *<c®

wykaze nam izomorfje miedzy (q; <3) a {Q; <'),
a wiec temsamem uzasadni, ze [q; <<3) posiada

typ [)S(adzimy, ze w Arytmetyce Liczb Rzeczywistych
Bezwzglednych zbudowano juz teorje funkcji wy-
kiadniczej y = 2.

Zauwazymy tez, ze klasa przeliczalna qr jest
wszedzie gesta w g, gdyz skoro x <qy, to:
albo x <qOg<qy i wtedy Ogeqr i lezy

miedzy X a vy,
albo 0g™Ngx<=qy, wiec x=-\-fx, y=-\-p'y
0 Lp'x<jp'y, a wtedy jakie$ z z klasy Bo
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da nam: p'tfi<z <p'y, wiec x <v-) z <i/l,

affco wigc . =——7=—/"1,
onNiw//< f’a; i jakie$ 2 z Ao da nam
kil <2 <k, wiec a: <,,—z <,,/l.

10. Systemy liczb wzgladnych.
Tw. Kazdy system (A;-|-;X;<) laki, ze:
1° (/l;-; X; <) jest Systeme:» liczbowym
wzglednym,
2° (A; <) jest typu X,
3° Klasa Ar jest wszedzie gesta w A,
jest izomorfijny z systemem (?;-(-«; X(/; <,,) i tylko
w jeden sposadb.
Dem. 1. Wykazanie, ze (>l+; X' <,
gdzie A+ oznacza ogol x takich, ze me A
i &> 0 (=Mad t-f)) i -(-, X,< zwezono do /1+,
nie przedstawia trudnosci.
Temsamem (/1L+2X"; <") jest izomortijne
z (Co; +j-; 2X; <,-) i tylko w jeden sposob fstr. 214],
Jezeli zwigzek
u==S(r), dla ve/lu
wykazuje owa izomorfje, lo kladac
T(x) = S(i‘r) dlax qQ
i f(z) =S(k'x) dla x S*q0 !
wykazemy izomorfje zadana.
Warunki 1° 2° 3° stanowig postulaty abstrak-
cyjnej teorji liczb rzeczywistych (wzglednych).

1 S(k\c) oznacza tu element symetryczny w systemie
(' +: X. O do «(/.>).

W. Wilkosz. Podstawy Teor. Arytm. 15
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A teraz: Przyjawszy (</; +,; X,,; <<q) za egzem-
plarz ustalony tej teorji:
1° Zastepujemy (Ro,; +,m; X ) przez
[Qo*4V; X/[; </).

2° Zarzucamy znaczek odrozniajacy (</)

3° W obrebie (e;4-+X; <C) rozbudowujemy
Arytmetyke i Analize funkcyj — rzeczywi-
stych zmiennych.

11. Algebra Zespolona.

W mej Algebrze | [Bibl Kotka Mat. Fiz. t. 5]
znajdzie czytelnik jeszcze jedno pietro rozbudowy
Arytmetyki, a mianowicie Teorje (klasycznych) Liczb
Zespolonych. Charakterystycznem bedzie, ze stwa-
rzamy tam system ztozony z klasy liczb zespolo-
nych i dziatan na nich wykonywanych, ktéry juz
nie jest systemem liczbowym w zwykiem tego stowa
znaczeniu, gdyz nie wprowadzamy tam, zgodnie
z tradycja, pojecia porzadku wsrod liczb zespo-
lonych.

Z powodu znacznej kz objetosci ksigzki
i przekroczenia miejsca na ten cel poswieco-
nego, zmuszony jestem rozdziat, zapowiedziany
w tekScie, a zawierajgcy uwagi odnosnie do
redakcji ukladéw zatozen réznych, rozwaza-
nych w ksigzce teoryj niestety opuscic.
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