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PRZEDMOWA.

Sprawa rozpowszechnienia, a zwłaszcza pogłębienia znajo
mości m etod statystyki m atem atycznej jest obecnie bardzo ak tu
alnym  zagadnieniem  nauki polskiej. Dotychczas nie posiadamy 
bowiem w  k raju  ośrodka gromadzącego teoretyków-specjalistów 
pracujących twórczo w  tym  dziale wiedzy, jakkolwiek w dzie
dzinie jej zastosowań praktycznych możemy się wykazać po
ważnym  dorobkiem. Metody statystyki m atematycznej zdobyły 
sobie bowiem u  nas praw a obywatelstwa nie tylko w różnych 
działach nauk biologicznych, a przede wszystkiem w antropolo
gii, lecz sięgnęły też i do dziedziny nauk humanistycznych. Za
równo w etnologii jak  i w  językoznastwie, inicjatyw a wyszła 
przy tym  ze strony nauki polskiej, rozwijającej i unowocześnia
jącej praw ie zupełnie zapomniane poczynania znakomitego 
angielskiego etnologa E. B. TYLOR’a.

Ześrodkowanie się na zastosowaniach angielskiej statystyki 
m atem atycznej i na oryginalnym-rozwinięciu aparatu  indukcyj
nego umożliwiło stworzenie polskiej szkoły antropologicznej, 
przeciwstawiającej się angielskiemu kierunkowi biom etryczne
m u swoimi m endelistycznym i założeniami, i pozwoliło na ilościo
we uzasadnienie polskiej syntezy slawistycznej. Ponadto prze
niesienie tych osiągnięć metodologicznych do dziedziny botani
ki, stworzyło podstawy obiektywnego ustosunkowania się do 
zagadnień fitosocjologii, a w dziedzinie językoznastwa umożli
wiło naw et uporanie się z zagadnieniem system atyki języków 
australijskich.

Mimo tak  poważnych osiągnięć zastosowań nowoczesnej 
statystyki m atem atycznej w różnych dziedzinach wiedzy w bie
żącym stuleciu i przy posiadaniu tak  wybitnego teoretyka, ja 
kim w poprzedniej generacji był śp. W ładysław BORTKIEWICZ,
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a obecnie jest Jerzy  Spława-NEYMAN, profesor U niw ersytetu 
Berkeley w  Kalifornii, nie posiadamy dotychczas uniw ersytec
kiego kom pendium  tej dziedziny wiedzy.

Śp. Dezydery SZYMKIEWICZ był tak  w yjątkow ym  biolo
giem, że posiadane wykształcenie m atem atyczne pozwalało mu 
na podjęcie trudu  opracowania tego rodzaju podręcznika, jednak 
był on tak  przeciążony, swoimi zajęciami zawodowymi, że sp ra
wa poszła w  odwłokę. Dopiero częściowa przym usowa bezczyn
ność spowodowana przez wypadki wojenne i w tej dziedzinie 
zaktualizowała pracę nad podręcznikam i uniwersyteckim i. 
W tym  dopiero okresie został napisany ten na  znacznie skrom 
niejszą m iarę zakrojony podręcznik. Był on planow any jako za
rys elem entarny, um ożliw iający osiągnięcie orjentacji ogólnej 
i praktyczne stosowanie m etod statystycznych. Stanowi on w y
nik prac przygotowawczych do oddawna planowanego kom pen
dium, nieukończonego w skutek przedwczesnej śm ierci wielce 
zasłużonego uczonego.

W Poznaniu, dnia 23. VIII. 1948 r.
Jan Czekanowski
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W S T Ę P

1. Zadania statystyki. S t a t y s t y k a  m a  z a  z a d a 
n i e  o p i s  s t a n ó w  r z e c z y  n a  p o d s t a w i e  w i e l k i e j  
i l o ś c i  d a n y c h .  Na przykład ustalono pewnego razu w An
glii na podziałce przyrządu mierniczego położenie jednej 
z kresek pod mikroskopem. Pom iar powtórzono 40 razy i otrzy
mano następujące w y n ik i1) w  dziesięciotysięcznych częściach 
yarda.

3,68 2,81 5,48 3,28 3,11 4,65 3,76 3,78
4,76 3,27 4,59 3,22 2,75 4,08 2,64 3,98
4,15 4,51 2,98 3,91 5,08 4,43 4,21 5,21
2,95 3,43 5,23 4,43 6,35 3,26 4,45 2,28
3,78 2,48 3,95 4,10 4,49 4,84 2,66 4,18

Albo przy oznaczaniu liczby kwiatów w  szczytowych ko
szykach bław atka (Centaurea Cyanus) autor tej książki stw ier
dził u 40 okazów wziętych na chybi trafi z pól w okolicach 
Zimnej Wody pod Lwowem następujące liczby kwiatów:

ЗО 27 33 33 ЗО 41 34 33 33 39
ЗО 33 32 33 35 35 33 27 36 28
35 ЗО 27 39 37 31 36 26 26 29
25 41 41 37 35 28 ЗО 28 35 28

Takie dane mogą mieć zresztą charakter jakościowy, np. 
dotyczyć płci noworodków, barwy kwiatów itp. Jako przykład

b Comptes Rendus. Tom 106, str. 784 (1888).

Zadania i m etody statystyk i 1



przytoczę dane co do płci 40 dzieci ochrzczonych w rzym sko
katolickiej parafii w Zimnej Wodzie w  czasie od 3 września 
1916 do 12 m aja 1918 roku:

ż ż ż ż m ż ż m ż m ż ż m m m m m m m ż
ż ż ż ż ż ż m ż m ż m m ż ż ż m m ż m m

Ilość podobnych danych w ogromnej większości zagadnień 
jest nieograniczona — można przecież te same pom iary pow ta
rzać tyle razy, ile się tylko spodoba i zbierać bław atki bez 
końca z coraz to innych pól albo ze specjalnych kultur. Je s t na 
ogół niemożliwością brać pod uwagę wszystkie możliwe dane. 
W ypada zadawalać się ich częścią, starając się zresztą o to, by 
mieć ich jaknajw ięcej. Mówi się przeto w statystyce o p r ó 
b a c h  takiej czy innej p o p u l a c j i ,  rozum iejąc pod próbą 
zbiór danych w rodzaju przytoczonych czterdziestek a pod 
populacją ogół istniejącego lub możliwego do uzyskania m ate
riału faktycznego. Nazwa populacji pochodzi stąd, że sta ty 
styka zrodziła się z zagadnień społecznych i politycznych i do
tyczyła początkowo głównie ludności. Dla uniknięcia nieporo
zumień, w arto jest zaznaczyć, że populacja nie jes t zbiorem 
jakichś ciał ani zjawdsk. tylko zbiorem liczb określających 
cechy ciał lub zjawisk albo zbiorem jakościowych określeń 
tych cech.

Spotyka się zrzadka populacje ograniczone, naprzykład 
fakty dotyczące ludności danego k ra ju  w  danym  czasie. W ta 
kich przypadkach można operować całością populacji, co jednak 
w praktyce jest zwykle niewykonalne. Jeżeli chodzi na przy
kład o określenie wzrostu ludności, niepodobna wym ierzyć go 
u wszystkich ludzi danego kraju . Trzeba zadowolić się próbą, 
dotyczącą najw yżej kilkudziesięciu tysięcy osobników, których 
się bierze zwykle wśród poborowych.

Stw arza się w  ten  sposób konieczność sądzenia o popu
lacji według próby, o całości na podstawie przypadkow ej 
części jej, k tóra przy nieograniczonym  zakresie populacji jest 
znikomo mała, a naw et przy ograniczonym zakresie nigdy nie 
stanowi poważniejszej jej części. C harakter próby zależy
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zawsze w pewnej mierze od przypadku. Pociąga to za sobą 
szerokie zastosowanie nauki o prawdopodobieństwie w sta ty
styce. Z a t o  t e ż  p r ó b y  m u s z ą  m i e ć  n a p r a w d ę  
p r z y p a d k o w y  c h a r a k t e r .  W s z e l k i e  d o b i e r a n i e  
i c h ,  n i e ś w i a d o m e  c z y  r o z m y ś l n e ,  p r o w a d z i  
z a w s z e  d o  f a ł s z y w y c h  w n i o s k ó w .

Trzeba jeszcze do tych ogólnych uwag o statystyce dodać 
w yjaśnienie wartości jej wyników. Pod tym  względem zacho
dzą nieraz nieporozumienia. Chodzi o to, że w y n i k i  b a d a ń  
s t a t y s t y c z n y c h  c h a r a k t e r y z u j ą  p o p u l a c j e ,  
o p i s u j ą  j e ,  a l e  n i e  d a j ą  n i c  p o n a d t o .  Szczególnie 
ciekawe nieporozumienie zachodzi pod tym  względem odnośnie 
do dokładności pomiarów. Przyjm uje się powszechnie, że śred
nia arytm etyczna obliczona z wyników pomiarów zbliża się 
nieograniczenie do mierzonej wielkości w miarę zwiększenia 
ilości pomiarów. Otóż tak  nie jest. Średnia obliczana1 z co
raz liczniejszych pomiarów zbliża się istotnie do prawdziwej 
średniej charakteryzującej populację złożoną z wyników po
m iarów wykonanych i niewykonanych, ale możliwych do w y
konania. Nie w ynika jednak z tego bynajm niej, by średnia 
tej populacji była identyczna z mierzoną wielkością. Jest to 
założenie niczem nieuzasadnione. Prawdziw a wartość m ierzo
nej wielkości nie może być tą drogą ustalona i zdaje się nie 
da wogóle ustalić. Na ten  tem at prowadzili dyskusje ludzie te] 
m iary co L a p l a c e  i G a u s s  ale bezskutecznie. Ciekawe 
uwagi w  tej kwestii znajdzie czytelnik w rozprawie szwedz
kiego astronom a C h a r l i e r a  pt. „Ueber das Fehlergesetz” 
(M eddelanden fran  Lunds Astronomiska Observatorium  N 24). 
Obszernie referu je  odnośne dyskusje C z u b e r  w książce pt. 
„Theorie der Beobachtungsfehler” (Lipsk 1891), w ktorej jest 
podana źródłowa literatura.

W końcu trzeba omówić podział zajmującej nas nauki. 
Można w niej wyróżnić dwa działy. Jeden zajm uje się pojedyn
czą populacją. Przedm iotem  drugiego są związki zachodzące 
między populacjam i, na przykład związek między wzrostem 
synów a wzrostem  ojców, związek między barwą włosów a bar-

i*



4 § 1, 2

wą oczu. Związki te są ujm ow ane jako zależności funkcjonalne, 
nie przyczynowe. Dlatego też z dwóch populacji, pozostają
cych ze sobą w związku, uważa się bez różnicy jedną lub drugą 
za zmienną niezależną. Na przykład, jak  chodzi o związek mię
dzy wzrostem  synów a wzrostem  ojców, rozpatru je  się równo
cześnie zależność w zrostu synów od wzrostu ojców i zależność 
wzrostu ojców od wzrostu synów, jakkolw iek z pewnością 
w  tym  drugim  przypadku nie zachodzi.zw iązek przyczynowy. 
Mówi się przeto w  statystyce nie o zależności, lecz o w s p ó ł 
z a l e ż n o ś c i  między populacjam i. W tym  zagadnieniu sta
tystycznym , tak  samo jak  we wszystkich innych, chodzi tylko 
o opis.

2. Materiały statystyczne. Mogą one mieć treść bardzo różną. . 
Początkowo stosowano m etody statystyczne tylko do zagadnień 
społecznych i politycznych (skład ludności, rozdział m ajątku, 
podatki itp.). Sam a nazwa statystyki stąd pochodzi. Wywodzi 
się ona z łacińskiego w yrazu s t a t u s ,  k tórem u w średniowie
czu nadano sens równoznaczny z wyrazem  państwo — stąd 
w języku angielskim  państwo oznacza się wyrazem  s t a t e ,  
w niem ieckim  przez S t a a t ,  we francuskim  przez é t a t .  
S t a t y s t ą  dawniej nazywano męża stanu, co np. można 
widzieć w tekście „H am leta” pochodzącym z roku 1602. P ierw 
szym, k tóry  użył w yrazu „sta tystyka” w  obecnym jego zna
czeniu, m iał być G o t f r y d  A c h e n w a l l ,  profesor nauk 
politycznych w Getyndze, autor dzieła „Abriss der S taats
wissenschaft der europäischen Reiche” (1749). Nie jest to 
pewne, n iektórzy autorowie tw ierdzą, że nazwa ta  była przed 
A c h e n w a l l e m  używ ana przez S c h m e i t z e l a 1).

Następnie już w  wieku XIX., za inicjatyw ą Belga J  a k  ó b a 
Q u e t e  ľ e  ť a  (1796— 1874) i zwłaszcza Anglikówr F r a n 
c i s z k a  G a l t o n a  (1822— 1911) i K a r o l a  P e a r s o n a  
(1857—1936) wprowadzono m ëtody statystyczne w  szerokiej 
mierze do nauk  biologicznych. W yrazem  tej pracy angielskich 
badaczy jest czasopismo „B iom etrika”, wychodzące ód ro-

*) Zob. A n d r é  L i e s ś e. Là sta tistique. 5 wyd. P aryż 1933, s'tr. 2.
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ku 1902. B i o m e t r i ą  nazwano statystykę biologiczną. Jed
nocześnie m etody statystyczne zastosowano w szerokiej mierze 
do zagadnień kinetycznej teorii m aterii i naw et do zagadnień 
dotyczących gwiazd stałych, nie licząc zastosowania tych m e
tod do określenia błędów obserwacyjnych.

Te różnice w  treści m ateriałów  m ają jednak małe znacze
nie, — stosuje się w  nich zawsze te same metody. Na przy
kład zagadnienie ilości płatków w kwiatach jaskrowatych jest 
opracow ywane tą  samą metodą, co częstość wypadków śmierci 
w  arm ii od kopnięcia konia (zob. ust. 37). Natomiast poważne 
znaczenie m a j ą  r ó ż n i c e  w  j e d n o l i t o ś c i  m a t e 
r i a ł ó w .

Można wogóle postawić na czele metodyki statystycznej 
Wymaganie, by m ateriał był jednolity. Nie należy tego rozu
mieć dosłownie, bo w  przyrodzie niem a dwóch rzeczy i zdarzeń 
w zupełności do siebie podobnych. Nie tylko organizmy tej 
samej rasy nie są jednakowe, ale prawdopodobnie naw et atomy 
tego samego pierw iastka i zaw arte w  nich elektrony. A co do
piero mówić o zdarzeniach, jak  pomiary, obserwacje i stany 
pogody. Chodzi tu  o jednolitość względną. Trzeba natom iast 
zdawać sobie sprawę z jej stopnia, który zresztą może być 
różny, zależnie od charakteru zagadnień.

Uchybienia zasadzie jednolitości mogą doprowadzić do na j
bardziej niedorzecznych wniosków. Na przykład w okresie czasu 
około roku 1938 pewien odłam prasy francuskiej podniósł alarm  
z powodu rzekomo wielkiej przestępczości wśród cudzoziemców 
mieszkających we Francji, m. i. wśród Polaków. Wniosek ten 
był oparty na stosunku liczby więźniów danej narodowości do 
jej ogólnej liczebności we Francji. Okazało się jednak, że wielu 
cudzoziemców przebywa w więzieniu za przewinienia, których 
Francuz we Francji popełnić nie może, a mianowicie za nie
legalny pobyt na francuskim  terytorium . Po odrzuceniu tych 
przypadków, które nie m ają nic wspólnego z przestępczością, 
okazało się, że stosunkowa liczba więźniów cudzoziemców nie
wiele się różni od odnośnej liczby więźniów Francuzów i o w y
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jątkowej ¡przestępczości wśród cudzoziemców we F rancji nie 
może być mowy.

Zasada jednolitości m ateriału  statystycznego nie pozwala 
m. i. na łączenie w jedną populację wyników obserwacyj w y
konanych przez różne osoby, gdyż każdy człowiek m a swoiste 
skłonności do popełniania błędów. Nie pozwala ona traktow ać 
łącznie dochodowość inw estycji w różnych częściach kraju  
z uwagi na różne w arunki ekonomiczne. Nie pozwala na do
kładniejsze porównanie obserwacyj meteorologicznych wyko
nanych w różnych miejscach, jeżeli pochodzą one z różnych 
okresów itd.

Największe bodaj znaczenie posiada om awiana zasada dla 
nauk biologicznych, a to z powodu istnienia w obrębie nieomal 
każdego gatunku, rozumianego w zwykłym  tego słowa znacze
nia, licznych nieraz gatunków elem entarnych, zwanych od
mianami, rasam i, czystymi liniam i itp. Są one nieraz do siebie 
bardzo podobne i różnią się tylko cechami ilościowymi. Ma
teriał w tedy wydaje się jednolitym , co w  istocie nie ma miejsca 
Taki przypadek zachodzi np. u fasoli. Stw ierdził to J o h a n n -  
s e n  ') mierząc i ważąc osobno nasiona pochodzące od różnych 
jej osobników. W ynik tych pom iarów był następujący: można 
osobniki tej rośliny podzielić na grupy takie, że w obrębie 
każdej grupy średnia waga i w ym iary nasion będą jednakowe, 
natom iast różne w różnych grupach. Te średnie wartości u trzy 
mują się bez zmiany w dalszych pokoleniach, wobec czego 
każda taka grupa stanowi odrębny elem entarny gatunek, na
zwany przez J o h a n n s e n a  c z y s t ą  l i n i ą .  Pomieszane ze 
sobą osobniki różnych czystych linij fasoli nie dają się roz
poznać przez ważenie i pom iary nasion, bo odnośne wielkości 
wykazują odchylenia od średniej tego samego rzędu wielkości 
co różnica między średnimi, charakteryzującym i dane linie 
Naprzykład czysta linia В  m a średnią wagę nasion 520 mg. zaś 
linia O — 310 mg, ale jednocześnie w  obu tych liniach są na
siona o wadze 250—520 mg.

') W. J  o h a n n  s e n. U eber E rblichkeit in Populationen und in 
reinen L inien — Jena (1903).
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U fasoli wyróżnienie gatunków elem entarnych było sto- . 
sunkowo łatwe, gdyż można było otrzymać bez trudu  potom
stwo każdego osobnika oddzielnie bez udziału innych osobni
ków, a to skutkiem  samozapylenia właściwego tej roślinie. 
Gorzej jest, jeżeli roślina rozm naża się przez krzyżowanie, jako 
to zwykle bywa. W tedy para osobników, biorąca udział w roz
m nażaniu, może należeć do różnych gatunków elem entarnych 
Skutkiem  tego gatunek będzie mieszanina nie tylko gatunków 
elem entarnych, ale jeszcze i mieszańców między nimi. O trzy
manie jednolitego m ateriału  statystycznego staje się w tedy da
leko trudniejsze.

M ateriał biologiczny może być niejednolity jeszcze z inne
go powodu. W różnych w arunkach bytowania ilościowe cechy 
organizmów zwykle wykształcają się różnie, na przykład wzrost 
ludzi w yraźnie m aleje przy niedostatecznym  odżywianiu. N aj
silniejsze zmiany tego rodzaju wykazują rośliny. Szczególnie 
jaskraw ym  przykładem  jest mak, którego liczne znamiona są 
nieraz przedm iotem  rozważań statystycznych. Jest ich naj
częściej 13, ale to tylko w dobrych w arunkach wegetacji. Nie
korzystne w arunki pom niejszają ich ilość i to tak  dalece, że 
w krańcowych wypadkach tworzą się kw iaty z dwoma tylko 
znamionami. Jeżeli zatem chcemy stwierdzić, jak i jest wym iar 
cechy właściwy danem u gatunkowi, trzeba brać osobniki, które 
wyrosły w jednakowych w arunkach otoczenia. O trzym any w y
nik będzie przytem  ważny tylko dla danych warunków. Nato- 
miafet m ateriał pochodzący z różnego otoczenia nie będzie jed
nolity i da w yniki chwiejne.

Jeżeli chodzi o ustalenie cech gatunkowych metodami 
statystycznym i, trzeba następnie mieć na uwadze, że każda 
liczba w  odnośnym m ateriale powinna odnosić się do innego 
osobnika. Jest to szczególnie ważne przy badaniu roślin, u któ
rych widzi się często narządy pozornie jednakowe, np. kwiaty. 
Dla uproszczenia pracy badacze są skłonni traktow ać równo
rzędnie cechy takich narządów bez względu na ich przyna
leżność do tych czy innych osobników. Na przykład przy zli
czani ach znamion w kwiatach m aku brano wszystkie kwiat;.?.
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Tymczasem kw iaty  wykazują w yraźne różnice zależnie od po
łożenia ich na roślinie. I tak  autor tej książki otrzym ał dìa 
liczby znamion m aku następujące średnie u  100 osobników 
wziętych z pewnej ku ltu ry  Ogrodu Botanicznego w Dublanach:

kw iaty szczytowe 12.80
kw iaty górnej gałęzi 12.14
kw iaty  drugiej gałęzi 12.61
kw iaty  trzeciej gałęzi 13.05

Zatem  gdyby się wzięło wszystkie kw iaty m aku bez względu 
na ich położenie na roślinie, m iałoby się m ateriał niejednolity. 
Trzeba brać tylko kw iaty  szczytowe albo z pewnej określonej 
gałęzi, po jednem u z każdego osobnika.

Na tym  jeszcze nie koniec. Oddzielne rośliny, k tó re  się 
widzi w  przyrodzie albo w kulturach, nie zawsze stanowią od
rębne osobniki — mogą one być odrębnie żyjącym i częściami 
tego samego osobnika. Nie dotyczy to m aku, k tó ry  jest jednp- 
roczną rośliną. Każdy jego okaz w yrasta z osobnego nasienia 
i jes t odrębnym  osobnikiem. Jeżeli jednak weźm iem y trw ałe 
rośliny rozm nażające się w egetatyw nie, jak  poziomki albo 
ziemniaki, możemy mieć mnóstwo pozornie odrębnych roślin, 
będących tylko częściami tego samego osobnika — całe pole 
ziemniaków' może stanowić jeden osobnik! Takie pozornie od
rębne osobniki noszą nazwę k l o n ó w .  Otóż różnice między 
klonami, pochodzącymi od tego samego osobnika, są znacznie 
mniejsze niż między napraw dę odrębnym i osobnikami. Przeto 
zaliczanie do tej samej populacji cech klonów, pochodzących 
od różnych osobników, da m ateriał niejednolity. W dziedzinie 
zoologii ma się takie trudności tylko u niższych zwierząt.

3. Metody statystyki. Mnogość m ateriału , k tórym  operuje 
statystyka, powoduje to, że m usi ona posługiwać się liczbami 
naw et wtedy, kiedy m ateriał opracow ywany ma charakter ja 
kościowy. W tym  ostatnim  przypadku ustala się ilość danych 
dla tej lub innej cechy. Na przykład w  trzecim  przykładzie 
ust. 1 mamy 18 chłopców i 22 dziewczyny. Z konieczności tedy 
m e t o d y  s t a t y s t y k i  m a j ą  c h a r a k t e r  m a t e r n a -
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t y c z n y .  S t a t y s t y k a  j e d n a k  n i e  j e s t  d z i a ł e m  
m a t e m a t y k i .

Jest to kw estia zasadnicza nie tylko dla statystyki, lecz dla 
wszystkich nauk zajm ujących się badaniem  rzeczywistości, czy 
to w  dziedzinie przyrody, czy w zakresie nauk społecznych 
Zachodzi bowiem zasadnicza różnica między wspomnianymi 
naukam i, które można nazwać „realistycznym i”, a naukam i 
m atem atycznym i. Mianowicie, podczas gdy w m a t e m a t y c e  
z a ł o ż e n i a  m o g ą  b y ć  d o w o l n e ,  w  n a u k a c h  r e a l i 
s t y c z n y c h  m u s z ą  o n e  w y t r z y m a ć  p r ó b ę  s p r a w 
d z a n i a .  Sprawdzanie polega na porównywaniu wniosków 
wyprowadzonych z założeń z obserwowanymi faktami. W yma
gana jest zgodność jednych z drugimi, podczas gdy w  m atem a
tyce wystarcza logiczna konsekwencja przy wyprowadzaniu 
wniosków.

W stosowaniu m etod m atem atycznych do zagadnień sta ty 
stycznych spotykam y się z niemałą trudnością, wynikającą 
z charak teru  danych statystycznych. Mianowicie l i c z b y  
m a t e r i a ł ó w ,  k t ó r y m i  o p e r u j e  s t a t y s t y k a  s ą  
z a w s z e  c a ł k o w i t e .  Jest to oczywiste w przypadkach, 
kiedy m ateriał otrzym uje się przez zliczanie — kwiatów 
w kw iatostanach, chłopców wśród dzieci itp. Mniej oczywiste 
są przypadki, w  których dokonuje się pomiarów. Ma się wtedy 
liczby pozornie ułamkowe, jak  te, które zostały przytoczone 
w pierwszym  przykładzie ust. 1. Są to jednak ułam ki z tym  
samym  mianownikiem, a więc właściwie liczby całkowite, po
dające ilość jednostek m iary użytej przy pomiarach. We 
wspom nianym  przykładzie taką jednostką jest milionowa 
część yarda. Dopiero opracowanie m ateriałów  daje liczby na
praw dę ułamkowe, kiedy się oblicza z różną dokładnością 
średnie arytm etyczne, prawdopodobieństwa błędów i inne w iel
kości charakteryzujące populacje.

Niema przeto, ciągłości w m ateriałach statystycznych, pod
czas gdy m atem atyka operuje przeważnie zmiennymi ciągłymi. 
Ten brak  ciągłości jest spowodowany w pewnej mierze szero
kim rozpowszechnieniem nieciągłości w przyrodzie, daleko
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szerszym niż się to w ydaje na pierwszy rzu t oka. Pozornie 
ciągła m ateria  okazała się zbiorem odrębnych cząsteczek —■ 
drobin, drobiny — zbiorem atomów, atom y •— zbiorem pro
tonów, neutronów  i elektronów. Ostatnio „zatomizowano” na
wet energię, przynajm niej prom ienistą, na kw anty  i fotony. 
Skutkiem  tego „atom izowania” przyrody pom iary coraz częściej 
są zastępowane przez zliczania. N aprzykład dla charakterystyki 
pierwiastków chemicznych używa się obecnie num erów  zam iast 
ciężarów atomowych. Te num ery są to liczby elem entarnych 
dodatnich ładunków w jądrach atomowych. I tak  wodór, ze 
swoim ciężarem atom owym  1.008, jest określany jako pierw ia
stek n u m e r  p i e r w s z y  i to wraz ze swoimi dwoma odmia
nam i (izotopami), z k tórym  jeden m a atom y dwa razy, a drugi 
trzy  razy cięższe. Chlor, posiadający ciężar atomowy 34.45, stał 
się ze swoimi dwoma izotopami o ciężarach atomowych 35 i 37 
pierw iastkiem  n u m e r  s i e d e m n a s t y  itd. Trzeba przy tym  
jednak mieć na uwadze, że gdyby naw et ciągłość panowała 
w  przyrodzie, to nieuniknione użycie jednostek w  pomiarach 
spowodowałoby zawsze rozbicie jej na wielokrotności użytych 
jednostek.

M atem atyczne m etody sta tystyki są bardzo zawiłe i w y
m agają dobrej znajomości rachunku nieskończonościowego i na
uki o prawdopodobieństwie. Chcąc umożliwić korzystanie z tej 
książki możliwie szerokim kołom czytelników, nie będę mógł 
podać pełnego uzasadnienia om awianych metod. Natom iast 
będę się starał na przykładach z możliwie różnych dziedzin 
w yjaśnić ich znaczenie dla należytego zobrazowania rzeczy
wistości.

Opracowanie m etod statystycznych jest głównie zasługą 
angielskich badaczy, w szczególności P e a r s o n  a, F i s h e r a  
oraz G o s s e t  a, k tóry  niewiadomo dlaczego ukryw ał się pod  
pseudonim em  S t u d e n t a .  Następnie dużo wnieśli do tej 
dziedziny pracy naukowej Skandynawowie, zwłaszcza szwedzki 
astronom  C h a r l i e  r, oraz Rosjanie: C z e b y s z e w ,  C z u -  
p r o w. Poważny jest udział polski, zwłaszcza dzięki pracom  
ś. p. W ł a d y s ł a w a  B o r t k i e w i c z a .
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Co się tyczy nauki o prawdopodobieństwie, k tóra odgrywa 
wielką rolę w metodach statystycznych, to dzieje jej sięgają 
bardziej odległych czasów niż dzieje statystyki, czasów B ł a 
ż e j a  P a s c a l a  (1623— 1662)- i J a k ó b a  B e r n o u l l i’ego 
(1654— 1705).

W form ie współczesnej została ona ugruntow ana przez 
L a p l a c e ’a (1749— 1827) .w dziele pt. „Théorie analytique 
des probabilités” ogłoszonym w ostatecznej formie jako 3 w y
danie w  r, 1820.' Paryska Akademia Nauk wydała je ponownie 
w roku 1886.

4. Literatura i pomoce. W języku polskim mamy trzy pod
ręczniki statystyki. Dwa są oryginalne: J. C z e k a n ó w -  
s k i e g o „Zarys metod statystycznych w zastosowaniu do an
tropologii” (Warszawa 1913) oraz S. M o s z c z e  ń s k i e g o  
„M etody statystyczne w zastosowaniu do organizacji gospo
darstw  rolniczych, ogrodniczych i leśnych” (Warszawa 1924). 
Obie te książki; mimo swojego specjalnego zadania, dają dobry 
przegląd metod statystyki.

Trzecim podręcznikiem w języku polskim jest tłum aczenie 
książki angielskiego badacza Y u 1 e ’ a „Wstęp do teorii sta ty
styk i” (Warszawa 1921). Jest pisany przystępnie, ale nieco 
zawile.

Pożyteczne są wreszcie artykuły  A. Ł o m n i c k i e g o ,  
drukow ane w „Kosmosie, Seria B” z lat 1928 i 1930 pt. „Za
gadnienia statystyki m atem atycznej”.

W literaturze obcojęzycznej najbardziej przystępny wykład 
metod statystycznych znajdzie czytelnik w książce duńskiego 
botanika W. J o h a n n s e n  a „Elemente der exacten Erblich
keitslehre” (Jena 3 wyd. 1926).

Bardzo cenne są dalej dwa przystępnie pisane podręczniki. 
Jeden C. V. L. C h a r 1 i e r a „Vorlesungen über die Grundzüge 
der m atem atischen S tatistik” (Lund 1920). Drugi rosyjski B. U. 
R o m a n o w s k i e g o  „Elem entarnyj kurs matematiczeskoj 
s ta tis tik i” (Moskwa — Leningrad 1939).

W ymienione powyżej książki nie wymagają znajomości ra 
chunku nieskończonościowego. Dla czytelników mających na-
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leżyte przygotowanie m atem atyczne można polecić dwa pod
ręczniki. Szczególnie cenna jest książka szwedzkiego statystyka 
O s k a r a  N.  A n d e r s o n a  „E inführung in  die m athem atische 
S ta tis tik” (Wiedeń 1935). Pisana jest z werwą i hum orem , co 
kontrastu je  osobliwie z wielkim  aparatem  m atem atycznym . 
Z konieczności trudna  w czytaniu, przedstaw ia jasno omawiane 
zagadnienia. A utor sprzeciwia się stanowczo trak tow aniu  sta ty 
styki, naw et tzw. m atem atycznej, jako działu m atem atyki, co 
znalazło swój w yraz na wstępie w  podaniu m otta z dzieł С z u- 
p r  o w  a: „S tatistik  spielende M athem atiker können n u r durch 
m athem atisch ausgerüstete S tatistiker überw unden w erden”. 
Ciekawa jest osoba A n d e r s o n a  — Szwed podający się za 
za ucznia Rosjanina C z u p r o w a i  Polaka B o r t k i e w i c z a ,  
uwzględniający skrupulatn ie dorobek polski, podający ty tu ły  
prac polskich z dokładną pisownią, zatrudniony w Sofji jako 
dyrektor Insty tu tu  Statystycznego do badań gospodarczych na 
U niwersytecie.

Nie mniej cenna jest książka R. A. F i s h  e r  a, najw y
bitniejszego obecnie angielskiego statystyka, pt. „Statistical 
m ethods for research w orkers” (Edym burg — Lohdyn, 6 wyd. 
1936). N iestety, pisana stylem  telegraficznym , jest zbiorem ła
migłówek, pomimo licznych przykładów.

Źródłowa lite ra tu ra  teoretycznej sta tystyk i jest silnie roz
proszona. Są jednak  dwa czasopisma specjalnie jej poświęcone: 
wspom niana powyżej w  ust. 2 angielska „B iom etrika” oraz 
międzynarodowe czasopismo „M etron” wychodzące we Wło
szech.

Co się tyczy nauki o prawdopodobieństwie, m am y w języku 
polskim jeden tylko podręcznik W. G o s i e w s k i e g o :  „Za
sady rachunku praw dopodobieństwa” (Warszawa 1906). Z licz
nych książek w obcych językach można polecić poza podstaw o
wym  dziełem L a p l a c e ’ a zbiorowe dzieło wychodzące pod 
redakcją E m i l a  B o r e l a o d r .  1925 pt. „T raité de calcul des 
probabilités”. Teoria sta tystyki jest nim  objęta również.

Do wykonania rachunków  bardzo pożyteczne są maszyny^ 
do rachow ania (arytm om etry). Między innym i bardzo wygodna
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j est szwedzka m aszyna system u O d h n  e r. Niemiecka B r  u n- 
s v i g a jest nieznaczną odmianą tej szwedzkiej m aszyny o nieco 
gorszym wykonaniu. Niestety, te maszyny są drogie i nie każ
demu dostępne.

Można jednak i bez nich prowadzić badania statystyczne. 
Trzeba w  tym  celu zaopatrzyć się w  tabele iloczynów, np. „Re
chentafeln’' Z i m m e r m a n n a  (Berlin 1918), które dają ilo
czyny liczb trzycyfrow ych przez dwucyfrowe i w  znacznej mie
rze zastępują maszynę do rachowania, o ile chodzi o mnożenie. 
Dają one także kw adraty, sześciany i pierw iastki kwadratow e 
liczb trzycyfrowych. Jeżeli jednak chodzi o dodawanie i odej
mowanie, nic nie może zastąpić m aszyny do rachowania. 
W braku  jej trzeba uzbroić się w  cierpliwość i z rezygnacją 
przyjąć nieuniknioną stra tę  czasu.

Tablice logarytmiczne są oczywiście niezbędne, ale te mo
żna zawsze mieć. W ystarczą 5-cyfrowe.



CZĘŚĆ PIERWSZA 
STA TY STY K A  P O J E D Y N C Z Y C H  P O P U L A C J I

ROZDZIAŁ I.
s z e r e g i ; r o z d z ie l c z e

5. Układanie szeregu rozdzielczego. Pierw szym  krokiem  
w opracowaniu każdego jako tako licznego m ateriału  statystycz
nego, mającego postać zobrazowaną przykładam i ust. 1, jest 
ułożenie s z e r e g u  r o z d z i e l c z e g o .  Poszczególne dane 
w takim  m ateriale noszą nazwę ' w a r i a n t ó w .  Takie w arianty  
są częściowo jednakowe, częściowo różne. T r z e b a p o l i c z y ć  
i l e  r a z y  p o w t a r z a  s i ę  k a ż d y  r o d z a j  w a r i a n t ó w  
i z e s t a w i ć  i c h  c z ę s t o ś c i .  T a k i e  z e s t a w i e n i e  
n a z y w a -  s i ę  s z e r e g i e m  r o z d z i e l c z y m .

Najprościej przedstaw ia się omawiane zadanie, jeżeli m a
teriał statystyczny składa się z danych jakościowych. Ma się 
w tedy do czynienia z niewielką ilością rodzajów w ariantów  
I tak  w  trzecim  przykładzie ust. 1 m am y tylko chłopców 
i dziewczynki, pierwszych jest 18, drugich 22. Bardziej zawiłe 
jest to zadanie w przypadkach m ateriału  ilościowego — jest 
w tedy więcej różnych w ariantów . A więc w przykładzie 2 
ustępu 1 mamy dla liczby kwiatów w szczytowych koszykach 
bław atka 15 różnych wartości od 25—41. Napiszmy w jednym  
wierszu te liczby we W zrastającym porządku ich wielkości, nie 
pomijając tych, które nie są wcale reprezentow ane. Pod nimi
umieścimy ich częstości, przyczem  częstość nieobecnych w ar
tości oznaczymy przez zero.

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
1 2 3 4 1 5 1 1 7 1

!i)
35 36 37 38 39 40 41
5 2 2 0 2 0 3
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Ułożyliśmy w ten  sposób szereg rozdzielczy dla danego m a
teriału.

W artości w ariantów  w takim  szeregu można uważać za 
wartości pewnego rodzaju zmiennej niezależnej, tzw. z m i e n 
n e j  e w e n t u a l n e j .  Róiżni się ona od zmiennych niezależ
nych rozpatryw anych w m atem atyce tym, że przybiera tylko 
wartości całkowite, a więc jest nieciągła. Odnośne częstości mo
żemy uważać za pewnego rodzaju funkcje takiej zmiennej nie
zależnej. Będą one zawsze dodatnie i całkowite albo równe zeru, 
zatem  ta funkcja będzie się odznaczała również brakiem  cią
głości.

Form a otrzymanego szeregu (1) jest prowizoryczna i w  dal
szym ciągu trzeba będzie ją ulepszyć, ale już teraz uzyskujemy 
pewne inform acje o badanej populacji. Przede wszystkim wi
dzimy, w  jakich granicach są zawarte liczbowe wartości w a
riantów, inaczej mówiąc określamy z a k r e s  z m i e n n o ś c i  
w ariantów. Następnie stwierdzam y, że pośrednie wartości w a
riantów  wystąpiły na ogół w większej ilości, są częstsze, nato
m iast krańcowe — zarówno najm niejsze jak  i największe — są 
w m niejszej ilości, są rzadsze.

Rzucającą się w oczy wadą rozpatryw anej form y szeregu 
są gwałtowne przeskoki w  ciągu częstości, spowodowane przez 
przypadkowość próby, np. 34 występuje raz jeden, podczas gdy 
sąsiednie wartości w arian tów — 33 i 35 — 7 i 5 razy. Tak jest 
zawsze, kiedy wielkość próby jest mała w  porównaniu z w iel
kością wariantów. Lepiej to wypada, jeżeli w arianty są m niej
sze. N aprzykład jeżeli weźmiemy liczbę płatków u przylaszczki 
(Anem one Hepática), k tóra to liczba waha się w  granicach od 
6 do 11, to próba tej wielkości, jaka była wzięta u bławatka, 
już może dać szereg wyrównany. 1 tak  naprzykład próba:

7 7 7 7 6 8 9 7 7 6  
8 7  10 6 7 6 8 8 6 6
7 6 6 6 6 6 6 6 6 8  
7 7 5 6 7 8 6 6 8 6
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daje szereg rozdzielczy bez przeskoków w częstościach

6 7 8 9 10
19 12 7 1 1 . ...

Zwiększenie próby w yrów nuje stopniowo omawiane nie
prawidłowości szeregu rozdzielczego. Trzeba jednak  dużego 
m ateriału, by osiągnąć ten  cel bodaj w  części, jeżeli wartości 
w ariantów  są znaczne. Na przykład jeżeli do czterdziestko we j 
próby bławratka dodamy 260 w ariantów  z tego samego m ate
riału, by mieć próbę z 300, otrzym am y szereg następujący:

21 22 23 24 25 26 27 28 ■ 29 30
1 1 3 2 4 5 7 19 12 12

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
19 30 22 18 23 15 15 19 16 6

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
15 13 5 4 0 4 1 0 3 1

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
3 0 0 1 0 0 0 0 0 0

61 .62 
0 1

W nowej form ie szereg w ykazuje w  środkowej części 
mniejsze przeskoki. Zupełne ich usunięcie jest niemożliwe na
w et w  wielotysięcznych próbach —  praw ie zawsze zostają one,, 
co praw da tylko na końcach szeregu.

Przytoczony powyżej większy m ateriał w ykazuje rozsze- 
rzenie zakresu zmienności — w artości w ariantów  są teraz 
w  gram cach od 21— 62, zam iast 25 i 41. Dalsze powiększenie 
próby dałoby praw dopodobnie dalsze rozszerzenie, zresztą tylko 
do pewnej granicy. W idzimy zatem, że z a k r e s  z m i e n n o 
ś c i  z a l e ż y  n i e t y l k o  o d  m a t e r i a ł u ,  l e c z  o d  
w i e l k o ś c i  p r ó b y .
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Obecność przeskoków w częstościach powoduje, że szeregi 
rozdzielcze poddaje się przekształceniom. Mianowicie łączy się 
wartości w ariantów  w grupy równej wielkości, tzw. k l a s y ,  
i oblicza się częstości dla tych klas przez sumowanie częstości 
zaw artych w  nich wartości wariantów. Ilość łączonych wartości 
należy w ybrać o tyle dużą, żeby częstości obliczone dla klas 
zmieniały się stopniowo. Jeżeli w  naszym m ateriale bław atka 
utw orzym y klasy po dwie wartości, tego celu nie osiągniemy — 
przeskoki wprawdzie złagodnieją, ale zostaną. Widoczne to jest 
z następującego zestawienia:

21—22 23—24 25—26 27—28 29—30 31—-32
2 5 9 26 24 49

33—34 35—36 37—38 39—40 41—42 43—-44
40 38 34 22 28 9

45-—46 47— 48 49—50 51— 52 53—54 5 5 - -56
4 1 4 3 1 0

57--58 59--60 61--62
0 0 1

Trzeba wobec tego użyć podziałów klasowych większych. 
Spróbujm y łączyć wartości wariantów po trzy. Możemy to 
uczynić w  tro jaki sposób, poczynając od wartości 19, 20 albo 
21. W ogóle jest ty le  sposobów łączenia w ariantów  w  klasy, 
ile jest wartości w klasie. Dla bław atka wobec tego będziemy 
mieli do wyboru trzy różne form y szeregu (4), (5) i (6).

19— 21 22—24 25—27 28—30 31—33 34—36
1 6 16 43 71 56

37— 39 40—42 43—45 46—48 49—51 52—54
50 34 9 5 7 1

(4)
55—57 58—60 61—63 

0 0 1 
Zasady i metody statystyki 2
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20— 22 23— 25 26—28 29—31 32—34 35— 37
2 9 31 43 70 53

38—40 41— 43 44—46 47—49 50—52 53—55
41 33 8 4 4 1

5 6 - -58 5 9 - -61 6 2 - -64
0 0 1

21— 23 24—26 27—29 30—32 33—35 36—38
5 11 38 51 63 49

39—41 42—44 45—47 48— 50 51— 53 54—56
37 22 5 4 3 1

(6)
57— 59 60—62

0 1

N ajlepiej wyrów naną form ą szeregu jest trzecia (6). We 
wszystkich trzech b.ardzo nieprzyjem nie zaznacza się skrajny 
w arian t 62, odległy od wszystkich innych. Takie skrajne w a
rian ty  czasem się odrzuca, czasem przeciwnie nadaje się im 
szczególne znaczenie. Kw estia ta  będzie osobno omówiona 
w ust. 32. Wogóle w  w yborze przedziałów klasowych należy 
kierować się tym , by częstości zm ieniały się stopniowo. Poza 
tym  dobrze jest zwrócić uwagę na to, by w arian ty  o ile moż
ności były skupione w środkach klas.

Szerokość klas nie powinna być zbyt duża, bo w tedy sze
reg wypadnie za krótki. Najdogodniejszą jest liczba klas między 
15 a 25. Nasz szereg jest właściwie trochę za krótki, bo w praw 
dzie w  pierwszych dwóch form ach ma 15 w yrazów  (w trzeciej 
14), ale ostatni wyraz jest oddzielony od reszty dwiema (w trze
ciej form ie jedną) pustym i klasam i.

Dalej ważną rzeczą przy opracowaniu szeregów rozdziel
czych jest ustalenie g r a n i c  k l a s  i ich w a r t o ś c i  ś r o d -
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к o w y c h. Granicami klasy nie są jej krańcowe wartości w a
riantów. Na przykład dla klasy 31—33 ani 31 nie jest granicą, 
ani 33. G r a n i c e  k l a s  w y t y c z a  s i ę  p o ś r o d k u  m i ę 
d z y  o s t a t n i ą  w a r t o ś c i ą  j e d n e j  k l a s y  a p i e r w 
s z ą  n a s t ę p n e j .  W ten  sposób granicami klasy 31—33 będą 
liczby 3OV2 i 33V2. Będą to fikcyjne wartości zmiennej ewen
tualnej, żaden bowiem w arian t nie ma ułamkowych wartości. 
Jest to jednak konieczne dla porównywania szeregów rozdziel
czych z ciągłymi funkcjam i, co będzie rozpatryw ane w rozdzia
łach IV i VI.

W yznaczanie środkowej wartości klasy, nazywanej także 
po prostu środkiem  klasy, nie przedstawia żadnych trudności, 
jeżeli klasy zawierają nieparzystą ilość wartości wariantów. 
Tak jest z form am i (4), (5) i (6) naszego szeregu, gdzie na przy
kład dla klasy 31—33 środkową wartością będzie 32. Zadanie 
jest bardziej zawiłe, jeżeli ilość wartości wariantów  w klasach 
jest parzysta, jak  w  formie (3). W tedy trzeba przyjąć jako w ar
tość środkową fikcyjną wartość zmiennej ewentualnej po 
środku klasowego podziału. I tak  w formie (3) dla klasy 31—32 
wartością środkową będzie liczba SlW

W artości środkowe są niezbędne dla rachunkowego opra
cowywania szeregów rozdzielczych. W tedy, jak  to zobaczymy 
w następnym  rozdziale, służą one do wyznaczania n u m e r ó w  
k l a s .  T e  n u m e r y  o b l i c z a  Si ę,  d z i e l ą c  . w a r t o ś c i  
ś r o d k o w e  p r z e z  s z e r o k o ś ć  k l a s ,  t o  z n a c z y  
p r z e z  l i c z b ę  w a r t o ś c i  w a r i a n t ó w  w k l a s i e .  
O trzym uje się liczby całkowite, albo mieszane, np. w  formie 
(5) otrzym am y num ery 7, 8, 9, . . . , w  formie zaś (4) 6%, 7%, 
8 %, . . . Liczby mieszane jako num ery wyglądają trochę gro
teskowo, ale to nic nie szkodzi. Chodzi bowiem o to, że przez 
wprowadzenie ich można opracowywać szeregi tak, jakgdyby 
w arian ty  nie były zgrupowane i jakgdyby w każdej klasie 
m iały jednakow ą wartość, równą num erowi danej klasy. N u- 
m e r y  w  t e n  s p o s ó b  b ę d ą  n i c z y m  i n n y m  j a k  o s o 
b l i w ą  f o r m ą  z m i e n n e j  e w e n t u a l n e j .  Ze zwykłymi 
zm iennymi ew entualnym i mają one tę właściwość wspólną, że

2*
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w ciągach przez nie złożonych sąsiednie w yrazy różnią się o je 
dynkę, tak  samo jak  w  ciągach wartości zwykłych zmiennych 
ewentualnych.

Jednocześnie z w prowadzeniem  num erów  klas trzeba zmie
nić liczbowe wartości granic, dzieląc je  także przez szerokość 
klas. A więc granice dla szeregu form y (5) będą 61/2, 
7%, 8'% ,.. . ,  dla form y zaś (4) б1/«, 71/«, 8*/в,. . .  Znowu otrzy
m ujem y ciągi, k tórych w yrazy różnią się o jedynkę.

Jest często rzeczą korzystną podawać dla wartości w arian
tów c z ę s t o ś c i  w z g l ę d n e , ,  k tóre o trzym uje się dzieląc 
częstości przez liczbę w ariantów . W związku z tym  dla unik
nięcia nieporozumień, częstości nazyw a się nieraz c z ę s t o 
ś c i a m i  b e z w z g l ę d n y m i .  Częstości względne są ułam 
kami, k tórych sum a powinna być rów na jedności. W praktyce 
różni się ona zwykle cokolwiek od jedności z powodu odrzu
cania dalszych dziesiętnych.

Takie przeliczenia są pożyteczne między innym i przy po
rów nyw aniu podobnych m ateriałów , zwłaszcza przy porówny
waniu różnych prób tej samej populacji. N aprzykład dla liczby 
kwiatów w szczytowych koszykach bław atka można przytoczyć 
oprócz podanego powyżej m ateriału  z pól Zimnej Wody m a
teriał pochodzący z pewnej ku ltu ry  Ogrodu Botanicznego 
w  D ublanach (tabela 5,1) a liczący 200 w ariantów . W tej tabeli 
ciągi wartości zmiennej ew entualnej i ich częstości są wypisane 
w  pionowych szeregach a nie poziomych, jak  dotąd. Jest to 
zwykle wygodniejsze.

Zgrupujem y te dane w klasy po trzy, poczynając od w ar
tości 19 jak  w  zestawieniu (4). Przeliczając otrzym ane częstości 
na  częstości względne i zestawiając je z częstościami względ
nym i z m ateriału  z Zimnej Wody, otrzym am y następujące po
rów nanie (tab. 5,2).

Bardzo pożyteczne jest graficzne przedstaw ianie szeregów 
rozdzielczych. Są na to dwa sposoby. W pierwszym  z nich na 
osi odciętych oznacza się wartości zmiennej ew entualnej albo 
dla m ateriałów  grupowanych num ery klas.
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Tabela 5,1
Liczby kwiatów w szczytowych koszykach bław atka z kultury  

N r 149 Ogrodu Botanicznego w Dublanach

Liczby
kwiatów

Ich czę
stości

Liczby
kwiatów

Ich czę
stości

Liczby
kwiatów

Ich czę
stości

19 1 30 11 41 4
20 3 31 14 42 2
21 1 32 19 45 2
22 1 33 14 51 1
23 4 34 13
24 2 35 14
25 G 36 11
26 5 37 i
27 12 38 11
28 17 39 5
29 23 40 3

Tabela 5,2
Zestawienie częstości względnych liczb kwiatów w szczytowych 

koszykach bław atka z Dublan i Zimnej 1 7ody

Zakres klas Dublany Zimna Wod

19—21 0,025 0,003
22— 24 0,035 0,020
25— 27 0,115 0,053
28— 30 0,255 0,143
31—33 0,235 0,237
34—36 0,190 0,187
37—39 0,085 0,167
40—42 0,045 0,113
43—45 0,010 0,030
46—48 0,000 0,017
49—51 0,005 0,023
52—54 tr,ooo 0,003
55—57 0,000 0,000
58—60 0,000 0,000
61— 63 ! 0,000 0,003
Sumy 1,000 0,999
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Z tych punktów  rysuje się rzędne o długoścach proporcjo
nalnych do odnośnych częstości. Łącząc wierzchołki rzędnych, 
otrzym uje się linię łam aną (rye. 1).

Dla m ateriału  b ław atka wznosi się ona i po osiągnięciu 
pewnego szczytu, odpowiadającego najczęstszej wartości, opada. 
W innych przypadkach może ta  linia mieć inny kształt, np.

Rye. 1. — W ykres zmienności dla liczby kw iatów  w  szczytowych 
koszykach b ław atka z Zim nej Wody. W edług drugiego sposobu 
grupow ania m ateria łu  w  klasy. Liczby u  dołu oznaczają n u 
m ery klas, liczby u  góry —; częstości w arian tów  w  odnośnych

klasach.

posiadać kilka wierzchołków itp. Nazywa się ją  k r z y w ą  
z m i e n n o ś c i ,  jakkolw iek nie jest to krzywa.

Daleko ważniejszą jest drug£ form a om aw ianych w ykre
sów. Na osi odciętych zaznaczamy teraz granice klas. Robimy 
to naw et w tedy, kiedy w arian ty  nie są grupowane. Wówczas te 
granice wytyczam y po środku między wartościam i wariantów. 
Na zaznaczonych w ten  sposób odcinkach o długościach rów
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nych jedności budujem y prostokąty o Wysokościach równych 
odnośnym częstościom. Otrzym am y „schodkowaną” figurę 
o form ie w  ogólnych zarysach podobnej do „krzyw ej” pierw 
szego sposobu (ryc. 2).

Takie figury noszą nazwę „histogram ów” według term inu 
wprowadzonego przez P e a r s o n  a.

'ІЗ

31

70

53

33

I 1
7 S S 10 II 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Ryc. 2. — H istogram  dla tego samego m ateria łu  s ta ty 
stycznego co w  rys. 1.

H istogram y są mało estetyczne. Ich wartość ujaw nia się 
dopiero przy porównywaniu szeregów rozdzielczych z ciągłymi 
funkcjam i, ale już teraz w arto jest zaznaczyć, że pola prosto
kątów  w histogram ach są równe odnośnym częstościom, gdyż 
podstaw y prostokątów są równe jedności. Suma tych pól równa 
się liczebności wariantów, w  razie zaś użycia częstości względ
nych, rów ne są jedności.

Skale odciętych i rzędnych w obu rodzajach wykresów 
mogą być różne, gdyż chodzi tu  o różne rodzaje wielkości, od
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cięte bowiem przedstaw iają w artości zmiennej ew entualnej lub 
num ery klas, rzędne zaś ich częstości.

Dotychczasowe wywody o szeregach rozdzielczych doty
czyły m ateriałów  otrzym yw anych przez zliczenia. W przypadku 
m ateriału  pomiarowego opracowanie jego przedstaw ia się tak  
samo, gdyż ułam ki figurujące w  takich m ateriałach m ają ten  
sam m ianow nik i są właściwie liczbami całkowitymi. Różnica 
polega na tym , że będziemy tu  m ieli liczby tak  duże i przeto 
tak  różne, że grupow anie w ariantów  w klasy będzie zawsze 
konieczne, podczas gdy przy m ateriale zliczeniowym może być 
zbyteczne, jak  w  przytoczonym  powyżej m ateriale przylaszczki. 
1 tak  w  pierwszym  przykładzie ust. 1 m am y milionowe części 
yarda, w ahające się w granicach od 228 do 635. Jest tu  w  pró
bie złożonej tak  samo z 40 w ariantów  nie 15 jak  w  przypadku 
bław atka, lecz aż 38 różnych w ariantów , z k tórych powtarzają 
się tylko dwa: 378 i 443.

Szerokości klas w  m ateriałach pom iarowych bierze się 
zwykle w  wym iarze 10 lub wielokrotności tej liczby. Jako 
pierwszy w arian t każdej klasy bierze się liczby wielokrotne 10. 
Od tego praw idła odstępuje się tylko w tedy, jeżeli te w ielokrot
ności w ystępują szczególnie często, co jest skutkiem  zaokrągla
nia liczb. Dla pierwszego przykładu ust. 1 trzeba będzie wziąć 
szerokość klas w  wym iarze stu  jednostek pom iarowych i sze
reg będzie miał formę:

200—299 300—399 400—499 500—599 600— 699 
8 13 14 4 1

Trzeba przytem  pamiętać, że jednostką pomiarową dla zmien
nej ew entualnej jest w  nim  milionowa część yarda.

W tej form ie szereg jest całkowicie w yrównany. Wadą 
jego jest to, że m a za mało wyrazów, co jes t nieuniknione wo
bec szczupłości m ateriału. Zarówno granice klas, jak  i wartości 
środkowe będą reprezentow ane przez fikcyjne wartości zmien
nej ew entualnej. Naprzykład dla klasy 400—499 granicam i
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będą liczby 399V2 i 4991/2, środkiem zaś liczba 449,5 (nie 450!). 
Num eram i klas będą liczby mieszane, naprzykład dla przyto
czonej klasy będzie to liczba 4.495.

Dla skrócenia można klasy oznaczać przez same tylko po
czątkowe wartości w ariantów  w klasach z dodaniem kreski. 
N aprzykład omawiany szereg pomiarowy można napisać 
w formie:

200 — 8
300 — 13
400 — 14
500 — 4
600 — 1

6. Formy prostych szeregów rozdzielczycri. Już  z przy
toczonych w poprzednim  ustępie przykładów widoczne są dwie 
różne form y szeregów rozdzielczych: d w u b o c z n a ,  jak
w przykładach bław atka i pomiarów podziałki, i j e d n o -  
b o c z n a ,  jak  u przylaszczki. Jest jeszcze trzecia bardzo 
rzadka form a — s z e r e g u  w k l ę s ł e g o .  Inne jeszcze for
my powstają, jeżeli m ateriał składa się z dwóch lub k ilku róż
nych m ateriałów  zestawionych razem. Będzie o tym  mowa oso
bno w ust. 7.

P rzyjrzyjm y się formie obu przytoczonych dwubocznych 
szeregów. Widzimy, że w środkowej ich części jedna z klas ma 
większą częstość, niż inne. Reprezentuje ona t. zw. m o d a l n ą  
w a r t o ś ć  wariantów, bardzo ważną dla charakterystyki m a
teriałów  statystycznych. Porównując ze sobą częstości klas po
łożonych na jednakowej odległości po obu stronach klasy mo
dálnej, widzimy, że są one nierówne: w  przypadku bław atka 
większe są częstości w ariantów  większych od wartości modal- 
nej, w  przypadku pomiarów podziałki przeciwnie, większa 
jest częstość w ariantów  mniejszych. Oba szeregi wykazują za
tem  w yraźną a s y m e t r i ę ,  inaczej mówiąc s k o ś n o ś ć .
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Można powiedzieć, że w pierwszym  z tych szeregów jest ona 
d o d a t n i a ,  w  drugim  u j e m n a .

Tak jest zazwyczaj. Szeregi s y m e t r y c z n e  są rzadkie. 
Klasycznym ich przykładem  są szeregi rozdzielcze w zrostu lu 
dzi. Najlepszym  znanym  autorow i m ateriałem  tego rodzaju 
jest zestawienie, ogłoszone przez L i n d e r s a ’) (tab. 6,1). 
Dotyczy ono 46981 mężczyzn w  wieku między 20 a 22 la t z arm ii 
i floty szwedzkiej. W artości w zrostu są podane w przedziałacn 
centym etrowych. Trzeba je wobec tego traktow ać tak, jak  gdy
by były wykonane w m ilim etrach.

Przykładem  sym etrycznej krzyw ej może służyć także 
otrzym any przez autora szereg rozdzielczy dla liczby kwiatów 
w koszykach sałatnicy (Aposeris foetida) (tab. 6,2) zebranej 
w .leäle Suchowoli pod Lwowem. Z każdego okazu był wzięty 
jeden koszyk. Koszyki u  tej rośliny są pojedyńcze, ale łodyg 
kwiatow ych w yrasta u  tego samego okazu zwykle większa 
ilość. W arto jes t zaznaczyć, że tak  samo w  tym  przykładzie, 
jak  i poprzednim , są pewne odchylenia od sym etrii — bez tego 
nigdy się nie obchędzi.

W przeciw ieństwie do liczby kw iatów  w koszykach ilość 
w ew nętrznych listków okryw y u tej samej rośliny dała szereg 
z w yraźną sym etrią dodatnią (por. drugą część tejże tabeli 6,2). 
Nie jest to bynajm niej fak t odosobniony, że różne cechy tego 
samego organizm u dają szeregi rozdzielcze o różnym  charak
terze. I tak  podczas gdy wzrost ludzi układa się w  szeregi 
sym etryczne, ich waga daje szeregi asym etryczne. Jako przy
kład przytaczam  za Y u 1 e ’m  dane angielskie. Wagę noto
wano w okrągłych funtach  (tab. 6,3). A sym etria jest tu  silna 
i w ybitnie dodatnia.

Odnośnie do listków okryw y u  sałatnicy w arto jeszcze do-

b F. J. L i n d e r s .  C ontributions to  the  know ledge ol the sta tu re  
and its varia tion  w ith in  d iffe ren t social s tra ta  in  Sweden. —| Geogra- 
fiska A nnaler. 1930.
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dać jedną ważną uwagę. W yróżnia się ten m ateriał poza asy
m etrią jeszcze jedną ważną cechą, mianowicie tym , że modal- 
na wartość m a częstość znacznie większą od sąsiednch.

Tabela 6,1
W zrost 46981 Szwedów.

Wzrost w 
mm

Częstość
Wzrost w 

mm
Częstość

1510— 8 1740— 2788
1520— 7 1750— 2732

1530— 6 1760— 2332

1540— 13 1770— 2161

1550— 43 1780— 1726

1560— 69 1790— 1532

1570— 110 1800— 1153

1580— 179 1810— 926

1590— 292 1820— 719

1600— 450 1830— 535

1610— 607 1840— 385

1620— 851 1850— 277
1630— 1121 1860— 199
1640— 1359 1870— 143

1650— 1672 1880— 80

1660— 2146 1890— 56

1630— 2337 1910— 33

1690— 2865 1920— 17

1700— 3031 1930— 13

1710— 3115 1940— 9

1720— 3084 1950— 4

1730— 3093 1960— 3

1970— 1
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Tabela 6,2
Sałatnica (Aposeris foetida)

Ilość 
kwiatów 

w koszykach

Liczby osob
ników z  ta la 
mi ilościami 

kwiatów

Ilości
listków
okrywy

Liczby osob
ników z ta k i
mi okrywami

2 11
7 12 6 1

16 13 7 10
29 14 8 42
42 15 9 234
45 16 10 10
54 17 11 1
46 18
43 19
36 20
19 21
15 22

1 23
2 24
1 25

Ogółem 359 Ogółem 300

Tego rodzaju- szeregi rozdzielcze są częste u  roślin, m. i. 
kiedy chodzi o liczbę kw iatów  języczkowych w koszykach zło
żonych. Jako przykład podam m ateriał dla Senecio jluviatïlis  
według ku ltu ry  Ogrodu Botanicznego w D ublanach (tab. 6,4). 
W ust. 7 będą podane dwa podobr e zliczenia dla Chrysantne- 
m um  segetum  (tab. 7,9). U іщ ierzą \ takie zjaw iska są rzadkie. 
W arto jest przytoczyć w tym  względzie zliczenie A. G. 
M a y e r a  odnośnie do liczby prom ieni u  m eduzy Pseudoclytia  
peritata (tab. 6,5).
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Tabela 6,3
Waga dorosłych Anglików.

Waga w fun Ilość osób
tach angielskich o takiej wadze

90— 2
100— 34
110— 152
120— 390
130— 867
140— 1623
150— 1559
160— 1326
170— 787
180— 476
190— 263
200— 107
210— 85
220— 41
230— 16
240— 11
2 5 0 - 8
260— 1
270— 0
280— 1

Ogółem 7749

Tabela 6,4 Tabela 6,5
Liczby kwiatów języczko Liczby promieni u meduzy
wych w szczytowych koszy- Pseudoclytia peritata.

Ъ-апЪ K p r i .p o r n  i / ?ll'iin .î.î ТІ.Я.

Liczby Ich
Liczby ich promieni częstości

kwiatów częstości
2 1

5 1 3 8
6 14 4 56
7 43 5 860
8 113 6 64

' 9 4 7 6
10 1 8 1

Ogółem 176 Ogółem 996
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Podam  jeszcze kilka przykładów dwubocznych szeregów 
z różnych dziedzin. Bardzo ciekawe są m. i. m ateriały  m eteoro
logiczne a to przez swój rozm aity charakter. Dają one krzyw e 
zmienności sym etryczne, skośne, jednoboczne i wklęsłe. I tak  
średnie tem pera tu ry  pow ietrza w  Krakowie w  lipcu dają szereg 
sym etryczny, natom iast tem pera tu ry  styczniowe -—■ szereg b a r
dzo silnie skośny (tab. 6,6 i 7). W obu przypadkach zliczenia 
opierają się na 25-letnich obserw acjach z la t 1886— 1910. Tem
pera tu ry  są w  nich zaokrąglone do całych stopni, zatem  klasa к  
obejm uje tem peratu ry  od к —• 0.4° do к +  0.5°. Inne przykłady 
m ateriałów  meteorologicznych będą przytoczone w dalszych 
częściach tego ustępu.

Tabela 6,6
Średnie tem peratu ry  dobowe lipca w Krakowie 

(1886— 1910)

Temperatury Ich częstości Częstości zgrupo
wane w klasy po 3°

11 1
12 7 35
13 27
14 38
15 66 194
16 90 ("ívhh ‘.-'•'¡V
17 97
18 95 211
19 109
20 90
21 66 197
22 41
23 21
24 14 45
25 10
26 2
27 1 3

Ogółem 775 775



Tabela 6,7

Średnie dobowe tem peratury  stycznia w Krakowie 
(1886— 1910)

Temperatury Ich częstości Częstości 
zgrupowane po 3°

- 28 1
- 27 0 1
-2 6 0

- -25 0
-2 4 1 1
-23 0
-22 2
-21 1 6
-20 3
-19 6
-1 8  , 4 12
-17 2
- 16 8
- 15 9 23
-1 4 6
-13 13
- 12 18 50
-11 19
-10 18
- 9 28 69
- 8 23
- 7 43
- 6 28 110
- 5 39
- 4 45
- 3 42 131
- 2 44
-  1 63

0 52 195
-  1 80
- 2 82
- 3 41 153
- 4 30
- 5 15

_ -  6 7 23
_ -  7 1

- 8 1
- 9 0 1

- -10 0

Ogółem 775
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Bardzo ciekawy szereg rozdzielczy zestawił J. W i t k o w 
s k i  dla błędów obserwacyj astronom icznych1). Są to różnice 
między kolejnym i obserwacjam i rektascencji gwiazd, dokona
nym i przez J. K o w a l c z y k a  w W arszawie. M ateriał został 
zgruptowany w klasy szerokości 0.15 sekundy (tab. 6,8). Dzięki 
tem u, że liczba wartości w ariantów  w klasach jest nieparzysta, 
środkowe wartości w  tym  przykładzie przypadają na realne, nie 
fikcyjne w artości zmiennej ew entualnej.

Tabela 6,8
Różnice między kolejnym i obserw acjam i rektascencji gwiazd.

Środki klas Ilości przypadków

— 0,90 0
— 0,75 55
— 0,60 245
— 0,45 854
— 0,30 1358
— 0,15 1948
— 0,00 2297
+'0,15 2052
+  0,30 1582
+'.0,45 1020
+ ' 0,60 351
+  0,75 ' 70
+  0,90 13

Ogółem 11854

Przytaczam  dalej przykład z dziedziny zoologii. Dotyczy on 
liczby prom ieni w  płetw ach ogonowych flądry  (Pleuronectes), 
złowionych koło Skagen i zbadanych przez C. G. P e t  e r s e n  a 
(tab. 6,9). Zapożyczam go z książki J o h a n n s e n a .  Asymetria 
szeregu jest dodatnia.

1) J. W i t k o w s k i .  An astronom ical exam ple of a non-G aus- 
sian  frequency curve. — B ull Acad. Polon. Sc. et L. Série A. 1923.«
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Tabela 6,9
Liczby promieni w  płetwach ogonowych flądry.

Liczby promieni Ilości osobników

47 5
48 2
49 13
50 23
51 58
52 96
58 134
54 127
55 111
56 74
57 . 37
58 16
59 4
60 2
61 1

Ogółem 703

Przechodzim y do szeregów jednobocznych. Już w  ust. 5 
przytoczyłem przykład takiego szeregu dla liczby płatków 
u przylaszczki (Anemone Hepática), oparty na czterdziestkowej 
próbie. Podaję poniżej zestawienie obfitszego m ateriału  (tab. 
6, 10). W tej tabeli podaję także podobne dane dla jaskrów- 
(Ranunculus) według moich obserwacyj w okolicach Zimnej 
Wody i Suchowoli pod Lwowem. Zbierałem  kw iaty w  odległości 
kilku m etrów  jeden od drugiego, ażeby w miarę możności re
prezentow ały inne osobniki a nie klony. Z każdego osobnika 
brałem  jeden kwiat. Z jaskrów brałem  tylko kw iaty szczytowe, 
gdyż u nich zaznacza się podobna różnica między różnie po
łożonymi kwiatam i, jak  u m aku (por. ust. 2). Z przylaszczką nie 
było tego kłopotu, bo kw iaty są pojedyńcze.
Zasady i m etody s tatystyk i
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Tabela 6,10
Częstość ilości płatków u jaskrow atych.

Nazwa rośliny
Ilość

obser-
wacyj

I l o ś c i  p ła t k ó w

5 6 7 8 9 10 11

Anem one hepática 439 -- 204 139 61 24 9 2
Ranunculus poly- 
anthemos 428 410 16 1 __ 1 _
R. acer 518 458 47 7 3 2 — • —

R. repens 413 314 56 26 13 3 1 —
R. fiam m ola 145 111 24 8 2 -- -- ■—■

Co do jaskrów  w arto jest zaznaczyć, że w ich kw iatach 
zmienność liczby owocków jest zgoła inna niż płatków: o trzy
m uje się dwuboczne szeregi sym etryczne. Naprzykład dla 
R. acer otrzym ałem  w  K rynicy w ynik zliczeń zestawiony 
w tab. 6,11.

Tabela 6,11
Liczby owocków w  szczytowych kw iatach Ranunculus acer.

Liczby Ich czę
owocków stości

15 — 1
20 — 12
25 — 36
ЗО — 48
35 — . 35
40 — 18
45 — 2
50 — 3
55 — 2

Różnica w  zmienności różnych cech 
tego samego organizm u jest tu  
jaskraw a, o wiele silniejsza niż 
w  omówionym poprzednio przy
padku wzrostu i wagi ludzi.

Ogółem 157
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Jednoboczne krzywe zmienności nie są rzadkie w meteoro
logii. N aprzykład C h a r l i e r  podał bardzo ciekawy przykład 
odnośnie do ilości dni z burzam i (wyładowaniami elektrycz
nymi) dla Lundu za okres 105-letni (1753-1857). Liczby tabeli 
6,12 podają, ile było lat, w których dany miesiąc wykazywał 
tyle a ty le dni z burzami.

Tabela 6,12
Ilości la t w  których poszczególne miesiące miały 

ty le a tyle dni z burzami. Obserwacje w  Lund z lat 
1753— 1857.

Dni 
z bu
rzami i II III IV V VI VII VIII IX X XI XII

0 105 105 101 82 48 27 12 24 62 93 102 105
1 — —- 4 17 36 86 25 26 24 11 3 —

2 — — — 6 14 26 24 19 9 1 — —

8 — — — — 5 9 15 13 5 — — —

4 — — — — 2 5 14 9 5 — — —

5 — — — — — 2 9 6 — — — —

6 — — — — — — 2 5 — — — —

7
Q

— — — — — — 1
1

2 — — — —

O

9
1

10 — — — — — — 1 — — — — —

11 — — —- — — — — 1 — — — —

Podaję wreszcie sławny przykład B o r t k i e w i c z a ,  do
tyczący częstości wypadków śmierci od kopnięcia konia 
w 10 korpusach arm ii pruskiej w  poszczególnych latach 
20-letniego okresu (tab. 6,13). Liczby tej tabeli podają, ile było 
korpusów, w których zdarzyło się tyle a tyle przypadków 
śmierci w  ciągu roku.

з*
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Tabela 6,13
W ypadki śmierci od kopnięcia konia.

Ilości wypadków 
w ciągu roku

Ich częstości

i 0 190
1 65
2 22
3 3
4 1

Ogółem 200
u trzeba omówić szeregi rozdzielcze

W nich najczęstsze są skrajne wartości wariantów : najm niej
sze i największe. Tylko stopnie zachm urzenia dają w yraźne 
szeregi tego rodzaju. Na przykład dla Bazylei otrzym ano nastę
pujący szereg według obserwacyj z okresu 1907— 10 (tab. 6,14).

Y u l e  podaje jeszcze przykład ze sta tystyki amerykan* 
skiej, dotyczący ilości głuchoniemych wśród dzieci rodziców, 
z których przynajm niej jedno było dotknięte tym  kalectwem, 
ale sam przyznaje, że m ateriał jest zbyt szczupły, by zapewnić 
szeregowi w yraźną formę. To też pom ijam  ten  przykład.

Tabela 6,14
Częstości stopni zachm urzenia w  Bazylei dla la t 1907—-1910.

Stopnie Ich częstości
zachmurzenia względne

0,0 0,138
0,1 0,062

0,0510,2
0,3 0,047
0,4 0,039
0,5 0,034
0,6 0,033
0,7 0,048
0,8 0,052
0,9 0,078
1,0 0,418

Suma I 1,000
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7. Szeregi rozdzielcze złożone. Ma się je wtedy, kiedy ma-, 
teriał statystyczny jest mieszaniną wariantów, pochodzących 
z dwu albo kilku różnych populacyj. Jest to zjawisko bardzo 
nieprzyjem ne, bo nieraz złożoność szeregu nie przejaw ia się 
w  jego charakterze. Tak się dzieje, kiedy są zmieszane dwa 
m ateriały  sym etryczne mniej więcej jednakowo liczne o po
dobnym charakterze, ale' z częstościami przesuniętym i w  stronę 
m niejszych lub większych wartości wariantów. Naprzykład 
m am y w tabeli 7,1 zestawione takie dwa fikcyjne szeregi (1) 
i (2), z których drugi ma częstości przesunięte o 2 wyrazy 
V/ stronę większych wartości wariantów. Podaję tu, tak  samo 
jak  w  dalszych zestawieniach, tylko ciągi częstości z pominię
ciem wartości wariantów, które są obojętne.

Tabela 7,1

1 8 28 56 70 56 28 8 1 -  - (1)
— —- 1 8 28 56 70 56 28 8 1 (2)

1 8 29 64 98 112 98 64 29 8 1 (3)

Częstości wartości modálnych są zaznaczone tłustym  dru
kiem. Złączone ze sobą, te dwa m ateriały dają szereg (3) tak 
samo symetryczny.

Jeżeli jeden z takich szeregów będzie bardziej liczny, 
powstanie szereg skośny. Tak wypadnie naprzykład, jeżeli 
drugi ze składanych szeregów będzie trzy  razy liczniejszy 
(tab. 7,2).

Tabela 7,2

1 8 28 56 70 56 28 8 1 — —
— — 3 24 84 168 210 168 84 24 3;

1 8 31 80 154 224 238 176 85 24 3

Tym bardziej tak  będzie, jeżeli składane szeregi m ają nie- 
tylko różną liczebność, ale także różne stosunki częstości, po-
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zostając zresztą sym etryczne. Naprzykład tak  będzie w  zesta
w ieniu tabeli 7,3.

Tabela 7,3

1 8 28 56 70 56 28 8 1
— — 1 6 15 20 15 6 1

1 8 29 62 85 76 43 14 2

Niewątpliwie nie jeden skośny szereg zawdzięcza tę cechę 
swojej złożoności. Nie można tego jednak  tw ierdzić napewno. 
N atom iast jeżeli szereg ma dwie albo więcej wartości w arian
tów o częstościach większych niż sąsiednie, jeżeli innym i
słowami ma dwa lub więcej „szczytów”, to jego złożoność nie
ulega wątpliwości. Musi to być zresztą szereg o dużej liczeb
ności, bo przeskoki w częstościach, o których była mowa 
w ust. 4, mogą tworzyć szczyty iluzoryczne.

Tego rodzaju szereg otrzym am y naprzykład, jeżeli do 
szeregu (1) dodamy drugi o częstościach przesuniętych nie
o 2 wyrazy, lecz o 4 (tab. 7,4).

Tabela 7,4

1 8 26 56 70 56 28 8 l  — — — _
—    — 1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 8 28 56 71 64 56 64 71 56 28 8 1

Przytoczę w  dalszym ciągu realne przykłady złożonych 
szeregów. I tak  L u d w i g 1) ogłosił następujące zestawienie 
liczb prom ieni w szczytowych baldachach podagrycznika 
(Acgopodium Podagraria), rośliny z rodziny baldaszkowych 
(tab 7,5). W ystąpiło tu  zjawisko bardzo ciekawe: szczyty od
dalone od siebie o trzy  w yrazy szeregu. A utor tej książki w yka

b F. L u d w i g .  U eber V ariationskurven und V ariationsflächen 
der Pflanzen. — Botan. C entralbl. Vol. 64 (1895).
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zał, że to zjawisko jest bardzo rozpowszechnione w rodzinie bal- 
daszkow atych1).

Tabela 7,5

Liczby prom ieni w  szczytowych baldachach podagrycznika.

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
8 13 22 34 40 46 92 126 120 127

Ь-
1

СО 19 20 21 22 23 24 25 26 27
168 120 119 136 85 47 32 34 21 8

28 29 30 31 32
4 2 1 1 . 1

Nie mniej ciekawy jest przykład drugi, który zawdzię
czamy również L u d w i g o w i 2). Dotyczy on liczby kwiatów 
w  kw iatostanach pierwiosnka (Primula officinalis). Szczytów 
jest aż pięć! (tab. 7,6).

Tabela 7,6

Liczby kwiatów w kwiatostanach pierwiosnka.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 13 78 54 237 173 116 188 76 108 56 19 21 10 6

16 17 18 19 20 21 22
4 5 3 2 0 0 1

Cztery 2 pomiędzy tych szczytów a mianowicie 3, 5, 8 i 13 
są reprezentow ane przez tzw. szereg F i b o n a c c  i’ego na
zwany tak  na cześć włoskiego m atem atyka z XIII wieku. Sze-

b D. S z y m k i e w i c z .  Observations biom étriques. I. — Acta 
Soc. Bot. Polon. Vol. 9 (1932).

2) F. L u d w i g .  Eine fünfgipfelige V ariationskurve. — Ber. 
Deutsch. Botan. Ges. Vol. 14 (1896).
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reg ten  zaczyna się od jedynki i dwójki a jego dalsze w yrazy 
tworzą się przez dodawanie dwóch poprzednich. P iąty  szczyt 
ma wartość także jednej z liczb F  i b o n а с с i ’ego, ale po
mnożonej przez dwa: 10 =  5X2.  Tego rodzaju liczby bardzo 
często charakteryzują wartości modálne u roślin. Już  po
przednio m ieliśm y 8 jako wartość modalną w okrywie sałatnicy 
(tab. 6,2) i dla kw iatów  języczkowych Senecio fluviatilis  (tab. 
6,4). Zjawisko to nosi miano praw a L u d w i g a .

Jako przykład szeregu wieloszczytowego z dziedziny zoolo
gii przytoczę pom iary w yrostków odwłoka u skorka (Forfícula) 
w ykonane przez B a t e s o n  a 1) (tab. 7,7).

Tabela 7,7

Częstość długości wyrostków  odwłoka u skorka, 
wym ierzonych w  mm.

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0
64 125 52 7 12 24 42 42 90

7.5 8.0 8.5 9.0
68 44 8 6

Różnice w  biologicznych m ateriałach, powodujące w ytw o
rzenie wieloszczytowych szeregów rozdzielczych, mogą w yni
kać ze zróżnicowania organizmów na  gatunki elem entarne. 
I tak  d e  V r i e s 2) zbadał jednoroczną roślinę z rodziny zło
żonych Chrysanthem um  segetum. Dała ona dla liczby kw ia
tów języczkowych w  szczytowych koszykach krzyw ą zmien
ności ze szczytami przy 13 i 21 liczbach F i b o n a c c i  ego 
(tab. 7,8).

*) B a t e s o n .  M aterials for the study of varia tions — Lon
don. 1894.

") H. de V r i e  s. U eber Curvenselection bei Chrysanthem um  se
getum. — Ber. Deutsch. Botan. Ges. Vol. 17 (1899).
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Tabela 7,8

K w iaty języczkowe u Chrysathem um  segetum.

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
7 3 3 5 14 153 77 60 55 31

18 19 20 21 22 23 24 25 26
33 39 41 56 10 1 0 0 1

Przez selekcję udało *się tem u badaczowi wyosobnić dwa 
gatunki elem entarne o jednoszczytowych krzywych zmienności 
dla liczby kwiatów języczkowych. Jeden z nich dał szereg ze 
szczytem przy 13, drugi przy 21 (tab. 7,9).

Tabela 7,9

K w iaty języczkowe u Chrysanthem um  segetum

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 3 8 31 221 50 8 5 4 3

19 20 21
1 2 1

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
1 3 0 3 7 14 43 142 43 21

24 25 26 27 32
11 5 3 1 1



ROZDZIAŁ П.

PODSTAWOWE CHARAKTERYSTYKI MATERIAŁÓW 
STATYSTYCZNYCH

8. Wstępne uwagi. Z g o d n i e  z o g ó l n y m  z a d a n i e m  
s t a t y s t y k i  n a j w a ż n i e j s z y m  z a g a d n i e n i e m  b a 
d a n i a  p o p u l a c y j  j e s t  w y s z u k a n i e  m o ż l i w i e  
m a ł o  l i c z n y c h  w i e l k o ś c i ,  k t ó r e b y  j e  c h a r a k t e 
r y z o w a ł y  w  s p o s ó b  m o ż l i w i e  n  a j b a r  d Zj i e j p o 
g l ą d o w y  i d o k ł a d n y  z a r a z e m .  S ą  t o  t z w .  c h a 
r a k t e r y s t y k i .  Zadaniem  tego rozdziału jest omówienie 
podstawowych wielkości tego rodzaju, mianowicie w a r t o ś c i  
m o d á l n e j ,  ś r e d n i e j  a r y t m e t y c z n e j  i o b l i c z o 
n y c h  w z g l ę d e m  n i e j  m o m e n t ó w .

Z tych charakterystyk  podstawowych w ypadnie w ypro
wadzić jeszcze dalsze, p o c h o d n e  jak  to się mówi: odchyle
nie przeciętne i średnie, skośność i inne, co będzie przedm io
tem  następnego rozdziału.

9. Wartość modalna. Je s t to  n a j c z ę s t s z a  w a r t o ś ć  
w a r i a n t ó w ,  o k tórej już była mowa w poprzednim  roz
dziale. N ajłatw iej daje się ona ustalić dla szeregów rozdziel
czych o niegrupow anych w artościach w ariantów . I tak  w  ust. ö 
m ieliśm y liczne przykłady: dla liczby kw iatów  w  koszykach 
sałatnicy w artość m odalna była 17, dla liczby w ew nętrznych 
listków okrywy u tejże rośliny 8 (tab. 6,2), dla liczby prom ieni 
u m eduzy Pseudoclytia peritata 5 (tab. 65), dla liczby prom ieni 
w płetw ach ogonowych flądry  53 (tab. 6,9) itd. U roślin ta 
wartość bardzo często rów na się liczbom szeregu F i b o n  a c- 
c i ’ e g o, o czym już była mowa w  ust. 6.
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Ustalenie wartości modálnej dla szeregów o zgrupowa
nych w ariantach jest o wiele trudniejsze. Łatwo jest w praw 
dzie wskazać klasę o największej częstości, ale to nie daje ża
dnej określonej liczby, co najw yżej określa granice, w  których 
się ona mieści. Chcąc w  tym  przypadku wyznaczyć określoną 
wartość, trzeba wyznaczyć częstości wartości w ariantów  za 
pomocą ciągłej funkcji i w ybrać największą wartość tej funk
cji z pomiędzy jej wartości dla poszczególnych wartości w a
riantów. Odpowiadająca jej wartość zmiennej ewentualnej 
będzie wartością modalną. Zadanie to będzie rozpatrzone 
w rozdziale VI. Tam w ust. 36 tab. 4 będzie tytułem  przykładu 
wyznaczona wartość modalna dla liczby kwiatów w szczyto
wych koszykach bławatka. W ypada ona równa 34, liczbie 
z szeregu F i b o n a c c i ’ego.

W yznaczenie wartości modálnej wym aga dużego m ate
riału, tym  większego im  większa jest ta  wartość. Wobec tego 
na przykład wartość modalna 34 dla bław atka przy 300 w a
rian tach  jest niepewna, tak  samo wartość modalna 53 dla flądry 
przy 703 w ariantach, natom iast wartość 8 dla kwiatów języcz
kowych w koszykach Senecio fluviatilis  jest ustalona pomimo 
176 zaledwie w ariantów  (tab. 6,4).

Jeżeli szereg jest wieloszczytowy, szczytowe wartości wa
riantów  mogą być uważane za pewnego rodzaju wartości mo
dálne.

10. Średnia arytmetyczna i geometryczna. Średnia arytm e
tyczna, od której zaczniemy, jest w  zespole charakterystyk 
wielkością podstawową, bo praw ie wszystkie charakterystyki 
są z nią w ten  czy inny sposób związane. Jak  to powszechnie 
jes t wiadome, ś r e d n i a  a r y t m e t y c z n a  je s i t  i l o r a 
z e m  o d  p o d z i e l e n i a  s u m y  w a r i a n t ó w  p r z e z  
i c h  l i c z b ę .  Jeżeli zatem  oznaczymy w arianty przez symbole 

í/¿, u¡, . . . un, gdzie n jest ich liczba, to możemy napisać 
że ich średnia arytm etyczna m równa się

— u, +  u., +  . . . +  un
m  — u = --------- =--------------------n
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Oznaczyliśmy tu  średnią arytm etyczną symbolem u, to 
znaczy symbolem w ariantów  z kreską u góry. Takie znako
w anie jest bardzo wygodne, bo wskazuje odrazu z jakich w iel
kości średnia arytm etyczna została wyprowadzona.

Będziemy w tym  zagadnieniu, jak  i w wielu dalszych, po
sługiwali się symbolem Ï . Oznacza on sumę wielkości, sta
nowiących pewien zespół albo sumę wartości jakiejś funkcji 
takich wielkości. W ielkości te oznacza się pewną literą  z do
daniem  u dołu litery  i, zaznaczającej num erację rozpatryw a
nych wielkości. Po znaku 2  pisze się symbol danych w iel
kości albo symbol funkcji. W ten  sposób ąumowanie w arian- 
tów dla obliczenia średniej arytm etycznej może być oznaczone 
przez w yrażenie 2ui. Dla bliższego określenia, k tóre wielkości są 
sumowane, pisze się u  dołu litery  S num er pierwszej z nich, 
u góry zaś num er ostatniej. Naprzykład gdyby chodziło o zsu
mowanie w ariantów  od drugiego do ósmego, napisalibyśm y

S u . Dla obliczenia średniej arytm etycznej sum uje się wszyst-
2 ' . ,

kie n  wariantów. Wobec tego wzór dla tej charakterystyki 
będzie

n

W związku z użyciem symbolu £ należy pam iętać 
o tym, że sumowanie może być algebraiczne i arytm etyczne. 
Pierw sze w ykonuje się w  ten  sposób, że dodaje się osobno do
datnie i ujem ne składniki i od sumy dodatnich odejm uje się 
sumę ujem nych. W ynik może wypaść dodatni lub ujem ny. 
P rzy  sumowaniu algebraicznym  symbole sumowanych wielko
ści w pisuje się za znakiem  2  bez żadnych szczególnych od
znak. Inaczej jest przy sum ow aniu arytm etycznym  — tu  
dodaje się razem  wszystkie liczby bez względu na znak, uw a
żając je wszystkie za dodatnie. Innym i słowami sum uje się 
a b s o l u t n e  w a r t o ś c i  liczb. W tym  przypadku symbol 
sum owanych wielkości za znakiem  2  u jm uje się w  nawias
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złożony z pionowych kresek, np. w ust. 17 spotkamy się
я  I — iz w yrażeniem  S j u . _  u j . Taki nawias oznacza absolutną

wartość danej wielkości. J e ż e l i  n i e  b ę d z i e  t o  s p e 
c j a l n i e  z a z n a c z o n e ,  w s z y s t k i e  s u m y  w t e j  
k s i ą ż c e  n a l e ż y  r o z u m i e ć  j a k o  a l g e b r a i c z n e .

W artość średniej arytm etycznej jest pośrednia między 
wartościam i wariantów. Stanowi ona pewnego rodzaju ośro
dek w ich zbiorze. Nazwa jej podkreśla tę właściwość. Dla 
skrócenia nazywa się ją nieraz po prostu średnią.

Jeżeli m ateriał statystyczny jest niewielki, obliczenie śre 
dniej arytm etycznej nie spraw ia żadnych trudności. Może 
tylko chodzić o dokładność wyników. O t ó ż  m o ż n a  p r z y 
j ą ć  z a  z a s a d ę  p r z y  w s z e l k i c h  o b l i c z e n i a c h ,  ż e  
w y n i k  n i e  p o w i n i e n  z a w i e r a ć  w i ę c e j  n i ż  c z t e r y  
c y f r y .  Zwykle wystarczają naw et trzy. W tym  praw idle zera 
przed znaczącymi cyfram i nie liczą się, liczą się natom iast je 
żeli w ystępują na końcu. Naprzykład liczba 0.02750 ma cztery 
cyfry, nie sześć, zresztą także nie trzy. Powyższe prawidło do
tyczy tylko ostatecznego wyniku. Natomiast obliczenia trzeba 
nieraz przeprowadzić z większą ilością znaków dziesiętnych. Na 
ogół trzeba m ieć o dwa więcej niż ich ma być w wyniku osta
tecznym, by otrzymać dokładną cyfrę dla ostatniego znaku.

W arto jest jeszcze przy rachunkach zwrócić uwagę na na
stępujący szczegół. W ypadu często w wynikach odrzucać dal
sze znaki dziesiętne. Przyjęto powszechnie, że jeżeli odrzucone 
cyfry dają liczbę mniejszą od połowy jednostki ostatniej zacho
wanej cyfry albo równą połowie, to tę cyfrę zostawia sie bez 
zmiany, w  przeciwnym  zaś razie powiększa się ją o jedynkę. 
Ustalony w  ten  sposób wynik jest zatem nieco mniejszy albo 
nieco większy od dokładnej wartości. Otóż dobrze jest w ie
dzieć, czy jest on mniejszy od niej, czy większy. W tym  celu 
należy ostatnią cyfrę wyniku podkreślać, jeżeli jest on więk
szy. I tak, naprzykład, jeżeli zamiast 5.286 weźmiemy 5.29, to 
należy 9 podkreślić.
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Użyteczność takiego znakowania ujaw nia się nieraz, jeżeli 
w ynik podlega dalszym rachunkom . Przypuśćm y, że podaną 
powyżej liczbę 5.29 trzeba podzielić przez dwa z zachowaniem 
tej samej liczby znaków dziesiętnych. Będziemy w tedy w kło
pocie, czy m am y wziąć 2.64 czy 2.65, jeżeli nie będziemy wie
dzieli, czy ta  liczba 5.29 była obliczona z nadm iarem , czy z nie
dostatkiem . W pierwszym  przjrpadku iloraz będzie 2.64, 
w drugim  2.65.

Użyteczność omawianego znakowania ujaw nia się także 
wtedy, kiedy trzeba odrzucić ostainią cyfrę a nią jest 5, na- 
przykład gdy chodzi o liczbę 7.385. Czy wziąć 7.38 czy 7.39? 
Oczywiście jeżeli to będzie 7.385, trzeba będzie wziąć 7.38, je 
żeli zaś 7.385 bez podkreślenia —  to 7.39. Takie piątki na 
końcu liczb są bardzo nieprzyjem ne i zmuszają nieraz do obli
czania dalszych znaków dziesiętnych.

Jeżeli m ateriał statystyczny jest duży, obliczanie średniej 
arytm etycznej jest bardziej zawiłe. M ateriał ma w tedy formę 
szeregu rozdzielczego. Przypuśćm y, że w artości w ariantów  są 
w  liczbie l : Xj, x 2, x 3, . ., x i . Stanowią one zmienną ew entu
alną, o której była mowa w ust. 5. Niech ich częstości będą
odpowiednio fj, f2, f 3, .......... , fi, przy czym sum a tych częstości
rów na się n, liczbie w ariantów . W tedy średnia arytm etyczna 
zostanie określona równaniem :

Średnią arytm etyczną w ariantów  można uważać za śre
dnią arytm etyczną wartości w ariantów , ale z tym  zastrzeże
niem, że to będzie średnia w a ż o n a .  Tak nazyw a się średnia 
arytm etyczna liczb, różniących się między sobą pod względem 
swojego znaczenia w  danym  zagadnieniu. W tedy każda taka 
liczba ma swoją „wagę”, określającą to znaczenie, a średnią 
arytm etyczną otrzym uje się, mnożąc każdą liczbę przez jej wagę 
i dzieląc sumę takich iloczynów przez sumę wag. Tak właśnie 
przedstaw ia się wzór (2) podany powyżej. W nim  rolę wag dla

m =  u = f 1 x i ¿  f z _ X a - 1-  ■ ■ ■ +  f l  X I

1
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wartości zmiennej ewentualnej x  odgrywają częstości /  tych 
wartości. Średnią ważoną oznacza się podobnie jak  zwykłą 
średnią przez symbol składników z kreską u góry, ale po
dwójną. Można więc napisać:

m  = u  — x

Ze średnią arytm etyczną ważoną ma się do czynienia m. i. 
w tedy, kiedy trzeba przeprowadzić obliczenia, nie mając bez
pośrednio w ariantów , mając tylko częściowe średnie arytm e
tyczne, to znaczy jeżeli zbiór w ariantów  został podzielony na 
części i dla każdej części z osobna była obliczona średnia. Wagą 
każdej takiej częściowej średniej będzie liczba wariantów, 
z k tórych ona była obliczona. I tak  przypuśćmy, że m am y do 
dyspozycji trzy  średnie częściowe: jedną o wartości 5.2 dla 
12 w ariantów , drugą 7.1 dla 20 w ariantów  i trzecią 9.0 dla 5 
wariantów. Średnią arytm etyczną ważoną obliczymy według 
wzoru

5.2 X 12+ 7.1  X 20 + 9 . 0 X 5
--------------------------------- -------- = 6 .7

12 +  20 +  5

Byłoby natom iast błędnym  obliczanie średniej arytm etycznej 
w tym  przypadku według wzoru

5.2 +  7.1 +  9.0
 з  = 7Л’

gdyż omawiane wielkości, dla których ma być znaleziona śre
dnia, nie są równoważne: największe znaczenie m a 7.1 repre
zentująca 20 wariantów, najm niejsze 9.0, reprezentująca 
tylko 5.

Równania (1) i (2) mogą służyć do obliczenia średniej a ry t
m etycznej. Lepiej jest jednak przy dużej ilości w ariantów  
uprościć sobie zadanie przez zastosowanie m e t o d y  w a r t o 
ś c i  w y j ś c i o w e j .  Metoda ta  opiera się na podstawowej 
własności średniej arytm etycznej, którą można sformułować' 
w sposób następujący: s u m a  a l g e b r a i c z n a  o d c h y l e r
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w a r i a n t ó w  o d  i c h  ś r e d n i e j  r ó w n a  s i ę  z e r u .  Od
chyleniam i nazyw am y różnice między w ariantam i a jakąś
stałą wielkością. Jeżeli tę wielkość oznaczymy przez a, wzór
na odchylenie będzie щ  — a.

Dla przeprow adzenia dowodu weźm iemy zasadnicze rów 
nanie

П
£ ut 
i 'u = -------n

Przekształcając je kolejno otrzym ujem y :
n n   Tl   n____________

nu == У ui , У u =  Ц u . , S (ń; — u ) == 0.
i i i i

O statnia form a rów nania jest m atem atycznym  wyrazem  oma
w ianej własności średniej arytm etycznej.

Tylko średnia arytm etyczna ma taką własność. Sum a al
gebraiczna odchyleń od każdej innej liczby nie jest równa 
zeru. W istocie, niech będzie a jakakolw iek liczba. Będziemy 
mieli

П / \ П / — — \ 71 / —\ n /— 4v (u . — a) =  £  (u. — u +  u — a) =  £  (u. — u) +  £ (u  — a),
1 1 l i

Pierw sza z otrzym anych dwóch sum  jest sumą odchyleń od 
średniej i przeto rów na zeru. Druga zaś rów na się n ( u — a). 
Wobec tego otrzym am y równanie

Tl___________________ _
£ (u. — o) =  n (u — a),
i

które 'jest dowodem rozpatryw anego tw ierdzenia.
Z powyższego rów nania można dla średniej arytm etycz

nej otrzym ać wzór:

, o»u =  a ---------------
n

który  jest podstawą m etody wartości wyjściowej dla oblicza
nia tej charakterystyki. W nim  a jest wartością wyjściową.
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Tę wielkość można obrać dowolnie. Dla uproszczenia bierze 
się liczbę całkowitą pośrednią między wartościam i wariantów. 
W tedy w  obliczeniach będziemy mieli do czynienia z liczbami 
stosunkowo małymi.

M etody wartości wyjściowej można używać przy każdej
form ie m ateriału  statystycznego. Najważniejsze jest jednak
jej zastosowanie do szeregów rozdzielczych. W t e d y '  w y 
b i e r a  s i ę  j a k o  w a r t o ś ć  w y j ś c i o w ą  n a j c z ę s t s z ą  
w a r t o ś ć  w a r i a n t ó w ,  p r z e z  co l i c z n e  o d c h y l e 
n i a  s t a n ą  s i ę  r ó w n e  z e r u .

Głównym zadaniem  jest teraz obliczenie sumy odchyleń
П

w ariantów  od wartości wyjściowej czyli sumy ^ (uř — a) 

w rów naniu (3). Będzie ona równa sumie

—  a) +  f 2{x2 — a )+  . . . f¡ (x, — û) =  1 f ¡ (x¡ — a)

i rów nanie (3) przybierze formę:

Ц  — a)
u =  u 4- =  i

W nim  ostatni wyraz przyjęto oznaczać przez b:

^  fi (x i a) i f ^ X - a )
6 = 1  , =  1---------------

Dodawanie wielkości b do wartości wyjściowej daje śre
dnią arytm etyczną : u  — a + 'b .

Obliczanie średniej arytm etrycznej dla szeregu rozdziel
czego należy przeprowadzać według schematu, który pokażę 
na przykładzie liczby kwiatów w koszykach sałatnicy (tab. 6,2).
Z asady i m etody s tatystyk i 4
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O bieram y jako w artość wyjściową wartość modalną 17. Otrzy 
mamy w tedy (tab. 10,1)

Tabela 10,1

Liczby kwiatów w koszykach sałatnicy

X f x - — a f ( x  —  a)

11 2 —6 — 12
12 7 —5 —35
13 16 —4 —64
14 29 — 3 —87
15 42 —2 —84
16 45 — 1 —45
17 54 0 —327

18 46 +  2 +46
19 43 + 2 +  86
20 36 + 3 +  108
21 19 + 4 +  76
22 15 + 6 +  75
23 1 +.6 + 6
24 2 +  7 +¡14
25 1 +  8 +  16

359 +427

427 —  327
Wielkość b w ypadnie rów na --------------- =  0.279 a średnia

359
arytm etyczna m  =  u  =  a  + b =  17 +  0.279 =  17.279. W ystarczy 
wziąć cztery cyfry i przyjąć m  =  17.28.

W podobny sposób przeprow adza się obliczenia dla sze
regów rozdzielczych z w ariantam i zgrupow anym i w  klasy.
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T r a k t u j e  s i ę  w t e d y  m a t e r i a ł  s t a t y s t y c z n y ,  
j a k  g d y b y  w a r i a n t y  k a ż d e j  k l a s y  m i a ł y  j e d 
n a k o w ą  w a r t o ś ć ,  r ó w n ą  n u m e r o w i  d a n e j  
k l a s y .  N um ery te, będące nową formą zmiennej ew entual
nej, oznacza się dla odróżnienia od wartości pierwotnej zmien
nej ew entualnej symbolem x ’ zamiast x  i operuje się nim i zu
pełnie tak  samo jak  poprzednio z niezmienionymi wartościam i 
wariantów. Tak samo częstości klas oznacza się przez f ’.

W yniki otrzym uje się wyrażone w szerokości klas jako 
jednostce pomiarowej. Nie są one ostateczne. Dla oznaczenia 
ich używa się tych samych symbolów co poprzednio, ale z do
daniem  u góry przecinka, tak  samo, jak  dla oznaczenia nowej 
form y zmiennej ew entualnej, a więc przez b’ zamiast b, m ’ 
zamiast m. Ostateczne wyniki otrzym uje się, mnożąc tymcza
sowe przez szerokość klas.

Tytułem  przykładu obliczymy średnią arytm etyczną liczby 
kw iatów  w szczytowych koszykach bław atka z Zimnej Wody. 
W eźmiemy do tego zadania z ust. 5 wszystkie trzy  form y (4), 
(5) i (6) m ateriału  zgrupowanego po trzy  wartości wariantów. 
Zrobimy to dlatego, żeby wykazać wpływ różnego grupowania 
na w ynik obliczeń. W yniki bowiem są obciążone błędami, gdyż 
w arianty  zaw arte w  tej samej klasie mają częściowo różne 
wartości. Błędy te są nieuniknione i nieraz bardzo przykre. 
Chcąc ich uniknąć, trzeba oprzeć się na pierwotnym  m ateriale, 
co pociąga za sobą wielkie u trudnienie w  rachunkach. Korzyści, 
które się Osiągnie, są zwykle zbyt małe, by warto było sobie 
ten  tru d  zadawać. Trzeba jednak zawsze zdawać sobie sprawę 
z wielkości błędów powodowanych przez grupowanie w arian
tów. W łaśnie dla zobrazowania tego zagadnienia przerobim y 
wszystkie trzy  form y naszego szeregu i nadto porównamy 
otrzym ane przybliżone wyniki z dokładnymi, wyprowadzony
mi z pierw otnej (2) form y szeregu.

Dla pierwszej form y szeregu obieramy jako wartość w yj
ściową x,  dla najliczniejszej (modálnej) klasy 31—33, a więc 
«==102/з. O trzym am y w yniki zestawione w tabeli 10.2.

4*
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Tabela 10,2

Liczby kwiatów w koszykach bław atka. Pierw szy sposób 
, grupowania.

Zakresy klas

19 — 21 
22 — 24 
25 — 27 

. 28 — 30 
31 — 33 
34 — 36 
37 — 39 
40 — 42 
43 — 45 
46 — 48 
49 — 51 
52 — 54 
55 — 57 
58 — 60 
61 — 63

W artości
środkowe

20
23
26
29
32
35
38
41
44
47
50
53
56
59
62

x

6 2/ 3
7 %
8 % 
9 %

10 2/3

11 %
12 2/3
13 2 /3

14 2/3
15 2/s
16 2 /3

17 2 /3

18 2 /3

19 % 
2 0 2 /3

Г

1
6 

16 
43 
71 
56 
50 
34 

9 
5 

■ 7 
1 
0 
0 
1

x a  f ' ( x  —  a )

— 4
— 3
___ 2
—  1 

0
+ 1  
+ 2 
+ '3  
+  4 
+  5 ' 
+ 6 
+  7 
+ '8  
+  9 

+ ,  10

300

— 4 
— 18
— 32
— 43
— 97 

56
100
102
36
25
42

7
0
0

10

+  378

O trzym ujem y b ’= .+ 281
oOO 0,937 i m ’ =  10 7 3 +  0,937

=  10.667 +  0.937 =  11.604 w przedziałach klasowych. Ostatecz
nie wypada: m =  3 X 11.604 =  34.812. Można przyjąć m =  34.81. 

Dla drugiej form y szeregu, biorąc a =  11, otrzym am y na-
1-37stępujące w yniki (tab. 10,3): b ’ =  + "к 0,623, то’ =  11 +

w: 0,623 =  11,623, zatem  то =  34,869. Można wziąć m =  34,87. 
Wreszcie trzecia form a szeregu da nam  przy a =  1173

(tab. 10,4): b’ — ' 3300 =  +  0.243, то’ =  11 7o +  0.243 =

-  11,333 - 
m =34.73.

0.243 =11.576. Stąd то =  34.728. Można przyjąć
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Obliczając dokładną wartość średniej arytm etycznej na 
podstawie szeregu (2) ust. 5, otrzym uje się liczbę 34,77. Zesta
wiając ją  z przybliżonym i wynikami, znajdziemy błędy: dla 
pierwszej form y szeregu -r 0.40, dla drugiej +  0.10, dla trze
ciej — 0.04. Najlepiej wypadły w yniki dla pierwszej i trzeciej 
form y szeregu. Pochodzi to stąd, że w  pierwszej formie szeregu 
częstości zgrupowały się najbardziej w  środkach klas, a trzecia 
form a jes t najlepiej wyrównana. Różnice są zresztą wszystkie 
niewielkie. Tak jest zawsze dla szeregów mniej więcej syme
trycznych, takich jak  rozpatryw any szereg bławatka, bo w tedy 
błędy pochodzące od m niejszych w ariantów  równoważą się 
m niej więcej przez błędy od większych. Dla szeregów bardzo 
skośnych i jednobocznych błędy mogą wypaść duże.

Tabela 10,3

Liczby kwiatów w koszykach bławatka. 
Drugi sposób grupowania.

Zakresy
klas

Wartości
środkowe

x ' r x '— a f ( x ' —

2 0 — 2 2 2 1 7 2 — 4 — 8

23— 25 24 8 9 — 3 — 27
26— 28 27 9 31 — 2 — 62
39— 31 30 1 0 43 — 1 — 43
32— 34 33 1 1 70 0  j —140
35— 37 36 1 2 53 + . 1 53
38— 40 39 13 41 +  2 82
41— 43 42 14 33 + 3 99
44— 46 45 15 8 -r'4 32
47— 49 48 16 4 t 5 2 0

50— 52 51 17 4 +  6 24
53— 55 54 18 1 +  7 7
56— 58 57 19 0 +  8 0

59— 61 60 2 0  4 0 +:9 0

62— 64 63 2 1 1 + 1 0 1 0

300 +  327
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Tabela 10,4

Liczby kw iatów  w  koszykach bław atka. 
Trzeci sposób grupowania.

Zakresy Wartości X / ' х '  — а f ( x  — а)
klas środkowe

21—23 22 7 Уз 5 — 4 — 20
24— 26 25 8 Уз 11 —3 — 33
27— 29 28 9 Vs 38 — 2 — 76
30— 32 31 10 Уз 61 — 1 — 61
33— 33 34 И  Уз 63 0 j — 190
36— 18 37 12 Уз 49 +  1 49
39 41 40 13 Уз 37 +  2 74
42—44 43 14 Уз 22 +  3 66
45— 47 46 15 Уз 5 + 4 20
48— 50 49 16 Уз 4 +,5 ' 20
51—53 52 17 Уз 3 +  6 18
54— 56 55 18 Уз 1 +'7 7
57—59 58 19 Уз 0 . + 8 0
60—62 61 20 Уз 1 +  9 9

300 +263

Dla lepszego w yjaśnienia m etody obliczeń średniej a ry t
m etycznej przytaczam  jeszcze jeden przykład szeregu zgrupo
wanego, mianowicie szereg otrzym any z pom iarów wagi doro
słych Anglików (tabi. 6,3). Znaczenie tego przykładu polega 
na dokładnym  w yjaśnieniu pojęcia w artości środkowej. Szero
kość klas jest tu, ták  jak  to się często robi przy pom iarach, 
rów na 10 i początkowe wartości w ariantów  w klasach są w ie
lokrotne 10. Zdawałoby się, że w artości środkowe powinny być 
w ielokrotne 5. Otóż tak  nie jest. Łatwo jest przekonać się, że 
będą one ułamkowe, fikcyjne —  zakończone cyfram i 4.5, na- 
przykład dla klasy 90—99 w artość środkowa nie będzie 95, 
lecz 94.5.
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Tabela 10,5

Waga dorosłych Anglików.
Podziały
klasowe

Wartości
środkowe

x' f •X ' — a f '(  x '  — a) j

90 —  99 94,5 9,45 2 —  5 —  1 0

1 0 0 — 109 104,5 10,45 34 —  4 —  136
1 1 0 — 119 114,5 11,45 152 —  3 —  456
120 —  129 124,5 12,45 390 —  2 —  780
1 3 0 — 139 134,5 13,45 867 — 1 —  867
140 —  149 144,5 14,45 1623 0 —  2249
150 —  159 154,5 15,45 1559 +  1 1559
160 —  169 164,5 16,45 1326 +  2 2652
170 —  179 . 174,5 17,45 787 +  3 2361
180 —  189 184,5 18,45 476 +  4 1904
190 —  199 194,5 19,45 263 +  5 1315
200 —  209 204,5 20,45 107 +  6 642
210 —  219 214,5 21,45 85 +  7 595
220 —  229 224,5 22,45 41 . +  8 328
230 —  239 234,5 23,45 16 +  9 144
240 —  249 244,5 24,45 1 1 - f  1 0 1 1 0

250 —  259 254,5 25,45 8 +  1 1 8 8

260 —  269 264,5 26,45 1 +  1 2 1 2

270 —  279 274,5 27,45 0 +  13 0

280 —  289 284,5 28,45 1

7749
+  14 14

+  11724

W ypada zatem  (tabi. 10.5) b’ =  ^ 49" =  +  1.223,
m ’ =  14.5 +  1.223 =  14.673, skąd m  =  146.7.

Jeszcze jedną rzecz trzeba podać o średniej arytm etycznej. 
Poznaliśm y już jej podstawową własność, że suma algebraiczna 
odchyleń w ariantów  od niej jest równa zeru. Otóż posiada 
ona jeszcze jedną ważną własność: s u m a  k w a d r a t ó w  o d 
c h y l e ń  o d  ś r e d n i e j  a r y t m e t y c z n e j  j e s t  m n i e j 
s z a  o d  k a ż d e j  i n n e j  l i c z b y .  Istotnie niech będzie
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a dowolna liczba. Sum a kw adratów  odchyleń od niej będzie
TL —

£ (ui — a) '. W stawm y do tego wzoru a = u  — b, gdzie b jest

znaną już nam  wielkością. Będziemy mieli:

2ľ(u; — a)'“ = 2 ' ( u i — u¡ 4- b)2 =  2 ( a  u ;— u)s+4ľ 2 b (u i — u) +
i ! í i i

-\~2 h2 =  2 (uj — u)2 Jr 2 b 2 ( u i — u) 4- n b 2
i i  i

W otrzym anym  trójm ianie drugi wyraz zawiera jako czynnik 
sumę odchyleń od średniej, będzie zatem  rów ny zeru. Osta
tecznie wypadnie równanie

£ (ui — o)2 =  £ (ur — u)2 +  n b 2,

które stanowi dowód om awianej własności średniej ary tm e
tycznej.

Przechodzim y wreszcie do średniej geom etrycznej. Ś r e d 
n i a  g e o m e t r y c z n a  d a n y c h  w i e l k o ś c i  j e s t  
p i e r w i a s t k i e m  z i l o c z y n u  t y c h  w i e l k o ś c i .  
S t o p i e ń  t e g o  p i e r w i a s t k a  r ó w n a  s i ę  i c h  l i c z 
b i e .  W ten sposób średnia geom etryczna wielkości a i b jest
2 ___ _ 3 __

У  де" średnia geom etryczna wielkości a, b i с jest ] /  abc itd.

Średnia geom etryczna m a m niejsze znaczenie od średniej 
arytm etycznej, ale czasem jest niezbędna, mianowicie wtedy, 
kiedy jakiś stan rzeczy trzeba scharakteryzow ać za pomocą 
jednej liczby na podstawie dwóch albo kilku różnych cech. 
Naprzykład gdybyśmy chcieli scharakteryzow ać w artość kłę
bów ziemniaczanych na podstaw ie ich wielkości i zawartości 
skrobii, to średnia arytm etyczna nie m ogłaby być użytą, gdyż 
dodawać można tylko wielkości tego samego rodzaju. Nato
m iast nic nie stoi na przeszkodzie wziąć średnią geometryczną 
z wagi i zawartość w nich skrobii. Podobnie „dorodność ludzi 
m ożnaby scharakteryzow ać przez średnią geometryczną z ich 
wagi i wzrostu. Z tego rodzaju średniej zrobim y użytek 
w ust. 40 przy om awianiu charakterystyk  korelacji.
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Dodatkowo trzeba wspomnieć o tym, że czasem ■— bardzo 
rzadko —  używany jest jeszcze jeden rodzaj średnich — ś r e 
d n i a  h a r m o n i c z n a .  Nie ma ona poważniejszego znacze
nia i omawiać jej nie będę.

11. Pojęcie momentów. Średnia arytm etyczna, mimo pod
stawowego jej znaczenia, nie wystarcza do scharakteryzow ania 
m ateriału  statystycznego. Stanowi ona pewnego rodzaju ośro
dek w zbiorze wariantów, nie określa jednak, jak  są one w nim 
rozmieszczone. Do tego są potrzebne odchylenia w ariantów  
od niej, z którym i już mieliśmy do czynienia w poprzednim 
ustępie. Ponieważ odchylenia są różne, trzeba ich zbiór scha
rakteryzow ać za pomocą odpowiednich wielkości. Jest rzeczą 
zupełnie naturalną wziąć w tym  celu ich średnią arytm etyczną. 
Je st to jednak  niewystarczające.

Spotkam y się przede wszystkim z trudnością wynikającą 
z n a tu ry  odchyleń w średniej arytm etycznej: ich suma alge
braiczna jest zawsze rów na zeru i średnia przeto także równa 
się zeru. Można tem u coprawda zaradzić, trak tu jąc  osobno od
chylenia dodatnie i ujem ne albo biorąc ich wartości absolutne. 
Główna rzecz jest jednak w czym innym: r ó ż n e  z b i o r y
l i C z b  m o g ą  d a ć  t ę  s a m ą  ś r e d i ą  a r y t m e t y c z n ą .  
Przeto średnia arytm etyczna odchyleń od średniej, gdyby się 
naw et nie rów nała zeru, nie wystarcza dla charakterystyki ich 
zbioru, bo może się znaleźć inny m ateriał, k tóry  da dla zbioru 
odchyleń od średniej taką samą średnią. Trzeba wobec tego 
wyszukać inne jeszcze charakterystyki tego zbioru, któreby 
były różne dla różnych materiałów.

Dla rozwiązania takiego zagadnienia niem a innego środka, 
jak  użycie obok odchyleń jeszcze ich potęg: kwadratów , sze
ścianów itd. N aturalnie dla otrzym anych tą drogą zbiorów 
trzeba będzie znowu obliczać średnie arytm etyczne. W ten 
sposób dochodzimy do pojęcia momentów.

M omentem к - e g o  s t o p n i a  w z ’g l e d e m  j a k i e j ś  
w i e l k o ś c i  a n a z y w a m y  ś r e d n i ą  a r y t m e t y c z n ą  
k  -y c h  p o t ę g  o d c h y l e ń  w a r i a n t ó w  o d  t e j  w i e l 
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k o ś c i .  Z tego określenia wyprowadzam y ogólny wzór dla 
momentów

11 к
Ï  (u. — a)

w =  1 1 (D
‘ к /г

Z tego rodzaju wielkościami już m ieliśmy do czynienia 
przy obliczaniu średniej arytm etycznej. I tak  wielkość b, 
k tó ra  tam  występowała, jest niczym  innym  jak  m omentem  
pierwszego stopnia względem wartości wyjściowej l można 
napisać:

(li; — a)

n

Sama średnia arytm etyczna jest m om entem  pierwszego sto
pnia a mianowicie względem zera:

1 (U; — a)
m =  - n

Zgodnie z poprzednim i wywodam i dla charakterystyki 
m ateriałów  statystycznych weźm iem y m om enty względem 
średniej arytm etycznej. B ę d z i e m y  j e  n a z y w a l i  p o  
p r o s t u  m o m e n t a m i  i będziemy oznaczali literą  m z od
powiednią liczbą wskaźnikową:

" .
Ï  (u. — u)

m k =  “ —   — (2 )K n

Frzy  obliczaniu ich . w ypadnie posługiwać się m om entam i 
względem w artości wyjściowej. B ę d z i e m y  j e  n a z y w a l i  
m o m e n t a m i  p o m o c n i c z y m i  i oznaczali literą  /л. 
W ielkość b jest pierwszym  takim  m omentem.

Ile trzeba wziąć m omentów dla należytej charakterystyki 
m ateriału  statystycznego? W idzieliśmy, że m om ent pierwszego
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stopnia nie wystarcza, naw et jeżeli go weźmiemy osobno dla 
dodatnich i ujem nych odchyleń. Trzeba do niego dodać mo
m ent drugiego stopnia. C harakterystyka m ateriału  będzie 
lepsza, bo jeżeli jest dużo różnych m ateriałów  o tym  samym 
momencie pierwszego stopnia, to jest mniej takich, co m ają te 
same m om enty i pierwszego i drugiego sopnia. Jeszcze mniej 
będzie takich, co mają te same m omenty pierwszego, drugiego 
i trzeciego stopnia itd.

Ja k  daleko należy iść tą drogą? Oczywiście nie za daleko, 
bo w tedy dla charakterystyki zbioru liczb, jakim  jest m ateriał 
statystyczny, m ielibyśm y nowy zbiór innych liczb, który  też 
wym agałby charakterystyki. Niektórzy badacze, szczególnie 
meteorologowie, zadowalają się m omentem  pierwszego sto- 
.pnia, odpowiednio zmienionym, tak  żeby nie równał się zawsze 
zeru. Większość zatrzym uje się na momencie drugiego stopnia. 
Mniej liczni idą dalej. Poza czwarty stopień iść nie warto, bo 
jak  to zobaczymy w dalszym ciągu, za pomocą pierwszych 
czterech momentów można dostatecznie dokładnie scharakte
ryzować każdy m ateriał statystyczny.

12. Momenty pierwszego stopnia. Są one, jak  to widzieliśmy 
w ust. 10 i 11, równe zeru dla każdego m ateriału. Nic jednak 
nie stoi na przeszkodzie, by obliczyć taki m oment osobno dla 
w ariantów  m niejszych od średniej i osobno dla wariantów 
większych do niej. W a r i a n t y  m n i e j s z e  o d  ś r e d n i e j  
n o s z ą  n' a z w ę  m i n u s  w a r i a n t ó w ,  w i ę k s z e  o d  n i e j  
— n a z w ę  p l u s  w a r i a n t ó w .  Te nazwy często używane 
i wygodne m ają n iestety tę wadę, że używa się ich także w in 
nym  znaczeniu: m i n u s  w a r i a n t a m i  n a z y w a  s i ę
n i e r a z  w a r i a n t y  m n i e j s z e  o d  w a r t o ś c i  m o d á l 
n e j ,  p l u s  w a r i a n t a m i  •—• w a r i a n t y  w i ę k s z e  od  
n i e j .

Z powyższego wynika, że w ypada rozpatryw ać dwa c z ę 
ś c i o w e  m o m e n t y  p i e r w s z e g o  s t o p n i a .  Pierwszy 
z nich obliczony dla m inus w ariantów  jest ujem ny, drugi zaś 
obliczony dla plus w ariantów  jest dodatni. Dla obliczenia
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trzeba najpierw  podzielić szereg rozdzielczy na dwie części. 
Przypuśćm y, że pierwsza część — złożona z m inus w arian
tów — obejm uje w yrazy szeregu od 1 do fc z n 1 w ariantam i, 
druga zaś — złożona z plus w ariantów  —• w yrazy od к + 1 
do n z n2 w ariantam i.

Dla pierwszego częściowego m om entu pierwszego stopnia, 
k tóry  oznaczamy symbolem m 1:t, będziemy mieli wzór:

f l ixx    ii) -f (лг2 — u) +  . . . fk (xk — u)Тґіі i — " ~
h  +  ■• • § h

W stawiam y do niego u =  a +  b, gdzie a i b są znanymi 
już nam  wielkościami. W stawiam y nadto: / i  +  jz /  ==
— rij. O trzym am y

f i  (aT j —  u  —  b )  +  f s  —  u  —  b )  +  . . +  f k  ( x k  —  a  —  b )
m u  ■

'h

! ( ^ _ 0 ) _ b ( f 1 _ f 2 +  . . .  + f fc)  

ih
к ' к
S (л:; — а) — пкЬ S (о — ^ ŕ) +  Пх b

(D
n,

Dla drugiego częściowego m om entu pierwszego stopnia, 
który  oznaczymy symbolem m 12 w podobny sposób w ypro
wadzimy wzór:

(2)
* 1 2 n.2

Za pomocą powyższych wzorów można przeprowadzać 
obliczenia tych m om entów metodą w artości wyjściowej. Przy 
tym  trzeba mieć na uwadze, że licznik w  rów naniu (1) jest ab
solutną wartością sum y ujem nych odchyleń od średniej, a licz
n ik  w  rów naniu (2) jest sumą dodatnich odchyleń. Ponieważ 
sum a algebraiczna wszystkich takich odchyleń jest rów na
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zeru, oba liczniki powinny być sobie równe. Ew entualne róż
nice pochodzą z odrzucania dalszych znaków dziesiętnych.

Zastosujemy te wzory do liczby kwiatów w koszykach sa- 
łatnicy. Będziemy tu  mogli skorzystać z rachunków ust. 10. 
Minus w arian ty  będą m iały wartości od 11 do 17, plus w a
rian ty  — od 18 do 25. Pierwszych jest 195, drugich 164. Weź
m iemy tę samą wartość wyjściową a = 1 7 . Otrzymamy:

m,, =

=  — 1,96

327 +  195 X 0,279 
195

m, 427 — 164 X 0,279 
164

327 +  54,4 
195

1 427 — 45,8 =  +  381,2 
~  164

381,4
195

164
2,32

W podobny sposób przeprowadza się obliczenia dla m ate
riałów  zgrupow anych w klasy. Dla trzech form  szeregu roz
dzielczego liczby kwiatów w koszykach bław atka będziemy 
mieli w artości (tab. 12,1). W tej tabeli są podane wartości mo
m entów w przedziałach klasowych, oznaczone symbolami m ’11 
i m ’12, oraz ostateczne ich wartości otrzym ane przez pomno
żenie przez szerokość klas, to znaczy przez trzy. 
wartości są m 11 =  —4,473 i m 12 =  +4.782.

Dokładne

Tabela 12,1

M omenty pierwszego stopnia dla trzech form zgrupowanego 
szeregu liczby kw iatów  w koszykach bławatka.

Momenty
F o r m y  s z e r e g u

I П III

m' n —  1.645 —  1.526 —  1.310
m n —  4.935 —  4.578 —  3.930

m ' i 2 +  1.382 +  1.632 +  1.913
m 12 +  4.146 +  5.739 +  5.739
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Błędy powodowane przez grupowanie w ypadły tu  daleko 
większe niż dla średniej artym etycznej. Nie jest to wcale 
dziwne wobec tego, źe przy obliczaniu m omentów pierwszego 
stopnia błędy pochodzące od m inus i plus w ariantów  nie rów
noważą się.

M om enty pierwszego stopnia są bardzo cenne, gdyż dają 
w ym iar odchyleń w ariantów  od średniej, określają s t o p i e ń  
r o z s i e w u  w a r i a n t ó w ,  jak  się to mówi.

Í3. Momenty drugiego stopnia. Są one oczywiście zawsze 
dodatnie. Obliczenie ich można oprzeć na rów naniu, w ypro
wadzonym  w końcu ust. 10. Napiszmy je  w form ie

S (u. — u)- — -  (u. — a)- — nb'2
i i

W ystarczy to rów nanie podzielić przez n, by otrzym ać od • 
nośny podstawowy wzór

m., =      b2
n

Przez w prowadzenia pojęcia pomocniczych m om entów wzglę
dem wartości wyjściowej powyższy wzór przyjm ie formę:
m 2 =  /¿g —  //.j2

Dla szeregów rozdzielczych pomocniczy m om ent ,uz oblicza się 
na podstawie wzoru:

-  fi Ц  — a)- 1
I-h, = ------------------
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Obliczenie przeprowadza się według schem atu, k tó ry  przed
stawię dla liczb kw iatów  w  koszykach sałatnicy (tab. 13,1). Zo
stała wzięta ta  sama w artość a  — 17.
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Tabela 13,1

Liczby kwiatów w koszykach sałatnicy

X f ( x  —  a ) 2 f ( x  —

1 1 2 36 72
1 2 7 25 175
13 16 16 256
14 29 9 261
15 42 4 168
16 45 1 45
17 54 0 0

18. 46 1 . 46
19 43 4 172
2 0 36 9 324

2 1 19 16 304
2 2 15 25 375
23 1 36 36
24 2 49 98
25 2 64 128

359 2460

O trzym ujem y /¿2 =  =  6-352, m„ =  6.852 — 0.2792 =

=  6.852 — 0.078 =  6.774.

Z m ateriałem  zgrupowanym  w  klasy obliczenia prowadzi 
się tak  samo, trak tu jąc  num ery klas jako wartości wariantów. 
O trzym any prowizoryczny w ynik mnoży się przez k w a d r a t  
szerokości klas. W eźmiemy znowu m ateriał bław atka. Obli
czenia przeprowadzim y osobno dla wszystkich trzech form 
grupow ania i dla m ateriału  niegrupowanego, tak  samo jak to 
zrobiliśmy dla średniej arytm etycznej.
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Dla pierwszej form y szeregu (tab. 13,2) otrzym ujem y przy
1404  '

a =  10% : ,u’2 =  =  4,667, m ’s =  4.6 9 7 — 0.93 72 =  4.69 7 —

— 0.878 =  3.819.

Mnożąc przez kw adrat szerokości klas, otrzym am y ostatecznie 
m 2 =  34.371. Można przyjąć m 2 =  34.37.

Tabela 13,2

Liczby kw iatów  w koszykach bław atka 
Pierw szy sposób grupowania.

Zakresy klas X f ( x '  ■— a ) 2 f ( x  —

19— 6 % 1 16 16
2 2 — 7% 6 9 54
25— 8 % 16 4 64
es 9% 43 1 43
si 1 0 % 71 0 0

si— 1 1 % 56 1 56
37— 1 2 % ,50 4 2 0 0

40— 13% 84 9 306
43— 14% 9 16 144
46— 15% 5 25 125
49— 16% 7 36 252
52— 17% 1 49 49
55—  . 18% 0 64 0

58— 19% 0 81 0

61— 2 0 % 1 1 0 0 1 0 0

300 1409
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Dla drugiej form y szeregu przy a =  11 wypada:
-I Q1  к

,u’2 =  - ^ - = 4 . 3 8 3 ,  m ’2 =  4.383 — 0.6232 =  4.3 83 — 0 .3 8 8 -  .995,

m 2 =  9 X  3.995 =  35.995. Można przyjąć m 2 =  35.99. Szczegółów 
obliczeń dla tej form y i dla trzeciej nie podaję, pozostawiając 
czytelnikowi przeprowadzenie rachunków.

W reszcie dla trzeciej form y szeregu przy a =  I I 1/3 wypada:
1205

/X  =  - 300- =  4-017? m,2 =  4.017 — 0.2432 =  4.017 — 0.059 =  3.958.

Stąd m 2 =  35.622. Można przyjąć m 2 =  35.62.
Niegrupow ana form a omawianego m ateriału  daje m 2 =  

=  34.704. Wobec tego pierwsza form a szeregu dała w ynik za 
mały, dwie pozostałe — za duży. Różnice wynoszą kolejno: 
— 0.33, +j 1,29, +  0.92. Są one większe niż dla średniej arytm e
tycznej, bo błędy pochodzące z minus i plus w ariantów  nie 
równoważą się.

Angielski sta tystyk  S h e p p a r d  zaproponował użycie 
poprawki, k tó ra  częściowo w yrów nuje błędy, jakie występują 
przy obliczeniu m om entu drugiego stopnia skutkiem  grupowa
nia w ariantów . W ynik w ypada mianowicie z reguły za duży.

Poprawkę przeto odejm uje się. Wynosi o n a — Я2, gdzie X

jest szerokością klas. Ta popraw ka nie zawsze popraw ia w y
nik. W arunkiem  powodzenia jest przede wszystkim stopnio- 
wość w  zmianach częstości w  przejściu od jednego w yrazu do 
drugiego w pierw otnej form ie szeregu. Następnie form a sze
regu powinna być nietylko symetryczna, ale jeszcze zbliżona 
do norm alnej krzyw ej prawdopodobieństwa, o której będzie 
mowa w  ust. 25.

W naszym  przykładzie mamy szereg nie odbiegający zbyt
nio od norm alnej krzyw ej prawdopodobieństwa, ale pierw otna 
jego form a w ykazuje silne przeskoki w  częstościach. To też 
popraw ka S h e p p a r d a  do pierwszej form y szeregu nie da 
się wogóle zastosować, bo w ynik i tak wypadł za mały. Drobne
Zadania i m etody sta ty styk i 5
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wyrów nanie otrzym uje się tylko dla trzeciej form y szeregu, 
dla k tórej po wprowadzeniu popraw ki w ypada w artość mo
m entu równa 34.87.

Trzecia form a szeregu bław atka, ogólnie biorąc, w ypada 
więc najlepsza, bo i średnia arytm etyczna była bliska praw dzi
wej. Była to form a szeregu najlepiej wyrównana. Można przy
jąć zatem  za prawidło ogólne, by wybierać form y szeregów 
możliwie najbardziej wyrównane. Można zalecić stosowanie 
do nich popraw ki S h e p p a r d  a, trzeba jednak zawsze mieć 
na uwadze podane powyżej zastrzeżenia.

M omenty drugiego stopnia m ają większe znaczenie od 
wszystkich innych, a mianowicie o tyle, że oprócz charaktery
styki m ateriału  statystycznego, mającego praw ie zawsze cha
rak te r próby, odgryw ają one poważną rolę przy ocenie stop
nia, w  jakim  dana próba charakteryzuje całość populacji. Bę
dzie o tym  mowa w rozdziale V.

14. Momenty trzeciego stopnia. W stawiając do zasadniczego 
wzoru

-  (», — »)
!m — ---------------

n

u — a +; b, otrzym ujem y wzór roboczy dla tego rodzaju mo
m entów

m,. =
( l i j  — a  — b f  2 (u. — a )  — 3 b -  (ur — a ) 2 +

n

+ S b 2 2 (щ — а) — 1 Ir
----------- —- ^ 1-------- !— =  ,m3 — 3b,u2 -H 2b 6 —- 3/^ (м2 +  2//-,

n  ' ' .
і: . ■

W idzimy, że do obliczenia m om entu trzeciego stopnia trze
ba oprócz pomocniczego m om entu jus obliczyć jeszcze dwa po
przednie m om enty tego rodzaju: /% i y 2.
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Tabela 14,1

Liczby kwiatów w koszykach sałatnicy.

X f (x -— a)3 ' f ( x  —  a)3

11 2 — 216 — 432
12 7 — 125 — 875
13 16 — 64 — 1024
14 29 — 27 — 783
15 42 1— 8 — 336
16 45 —-1 — 45
17 54 0 — 3495
18 • 46 +  1 ~ 46
19 43 +  8 344
20 36 +  27 972
21 19 +  64 1216
22 15 +  125 1875
23 1 +  216 216
24 2 -L 343 686
25 2 +  512 1024

359 +  6379

Dla szeregów rozdzielczych m am y wzór na pomocniczy mo
m ent ju3: .

y f ^ x - a f  ,
УГ

W edług tego wzoru możemy ty tułem  przykładu przepro
wadzić obliczenia dla liczby kwiatów w koszykach sałatnicy

2884(tab. 14,1). O trzym amy /.i3 =  + ------ 1 =  +  8.034.
359

Poprzednio otrzym aliśm y:

^  =  0.279 i ,u2 =  6.852. W ypadnie więc 3^0.% =  5.735 i 2// \  =  
==0.044. Ostateczny w ynik będzie:

m 3 =  +  8.034 — 5.735 +  0.044 =  2.343.
5*
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Jeżeli w arian ty  są zgrupowane w klasy, obliczenia prze
prowadza się z początku tak  samo. Potem  mnoży się w ynik  
przez t r z e c i ą  potęgę szerokości klas. Jako przykład weźm ie
m y m ateriał bław atka zgrupow any trzecim  sposobem (tab. 
14,2). Ta form a szeregu w ypadła bowiem najlepsza. O trzym am y:

24-Q7=  æ  =  +  8.323.
300

Poprzednio mieliśmy: =  +  0.243, ¡л ’2 =  4.017. Wobec tego
m ’3 =  8.323 — 3X 0.243 X 4.017 +  2 X 0.2433 =  8.323 —  2.928 +  
0.C29 =  +  5.424. Ten w ynik jes t w yrażony w  przedziałach 

klasowych. Mnożąc go przez sześcian szerokości klas, to zna
czy przez 27, otrzym am y ostatecznie m 3 =  146.448. Można 
przyjąć: m 3 =  146.4.

Tabela 14,2

Liczba kw iatów  w koszykach bław atka. 

Trzecia form a szeregu.

Zakres klas x ’ r (x’ a) f  (*’-
21— T h 5 — 64 —320
24— T h 11 —27 — 297
27— T h 38 — 8 — 304
30— 107* 61 — 1 — 61
33— lib's 63 0 — 982
36— 127* 49 +  1 49
39— 137* 37 +  8 296
42— 147* 22 .+ 27 594
45— 157* 5 +  64 320
46— 167* 4 ,+125 500
51— 177* 3 +  216 648
54— 187* 1 +  343 343
57— 197* 0 +512 0
60— 207*

«
1

300
+  729 729

+'3479
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Dla tego m ateriału  zgrupowanego pierwszym  i drugim 
sposobem otrzym am y dla m om entu trzeciego stopnia wartości 
140.9 i 136.5. Przeprowadzenie rachunków pozostawiam czytel
nikowi. Dokładna w artość wynosi m 3 =  149.4. W idzimy, że 
i w  tym  przypadku trzeci sposób grupowania jest najlepszy. 
P rzy  obliczaniu momentów trzeciego stopnia błędy wynikające 
z grupow ania nie powinny być duże, gdyż wpływy minus i plus 
w ariantów  częściowo znoszą się. W naszym przykładzie te 
błędy są jednak  znaczne, co wypływa z charakteru  m ateriału, 
przez silne przeskoki w  częstościach w pierwotnej jego formie. 
P rzyjęte  jest przy obliczaniu m omentów trzeciego stopnia nie 
stosować żadnej popraw ki na grupowanie.

M omenty trzeciego stopnia mogą mieć wartości dodatnie 
i ujem ne. Stoi to w  związku z charakterem  skośności. Szeregi 
zupełnie sym etryczne dałyby wartość równą zeru. W artość 
absolutna w ypada tym  większa, im  szereg jest bardziej skośny.

15. Momenty czwartego stopnia. Dla obliczenia tych mo
m entów  wstawiam y, jak  zwykle, do wzoru zasadniczego

М щ - й г

u — a +  b. O trzym am y:

5 (u. — o)1 — 4b -  (ui — a f  +
i i

+  6 b 2 S (u. — a f  -  4b3 S (щ — a) +  5 6і =  [r, — 4 è u 3 +  6¿>2p2 — 
і і

— 3&4 =  [Aá — 4|г1а3 +  6F'2ih ì — 3[j/i 

Dla szeregów rozdzielczych mamy wzór roboczy:

S (u. — a — b)Ł
m  i n



70

W edług niego ty tu łem  przykładu obliczymy . m om ent 
czwartego stopnia dla liczby kwiatów w koszykach sałatnicy 
(tab. 15,1).

Tabela 15,1

Liczba kw iatów  w koszykach sałatnicy.

X f (x — a)4 f  (x — a)'

11 2 1296 2592
12 7 625 4375
13 16 256 4096
14 29 81 2349
15 42 16 672
16 45 1 45
17 54 0 0
18 46 1 46
19 43 16 688
20 36 81 2916
21 19 256 4864
22 15 625 9375
23 1 1296 1296
24 2 2401 4802
25 2 4096 8192

359 46308

Będziemy mieli

Poprzednio otrzym aliśm y: /і г =  b =  0.279 ,м2 =- 6.852 =  8.034.

Wobec tego otrzym am y:
m 4 =  128.99 — 4 X 0.279 X 8.034 +  6 X 0.2792 X 6.85 2 — 
— З X 0.2 794 =  128.99 — 8.95 :+¡ 3.19 — 0.02 =  123.2.

Obliczanie momentów czwartego stopnia dla m ateriałów  
zgrupowanych w klasy przeprowadza się tak  samo, trak tu jąc



71

num ery klas jako wartości wariantów. W ynik otrzym uje się 
w przedziałach klasowych jako jednostce pomiarowej. Osta
teczną wartość otrzym uje się, mnożąc przez c z w a r t ą  potęgę 
szerokości klas.

Jako przykład przeprowadzimy rachunki dla bław atka 
według m ateriału  zgrupowanego trzecim  sposobem (tab. 15,2). 
Otrzym amy.

21803«:4 -• =  72.98,m ’4 =  66.30. Mnożąc go przez 34 =  81 otrzy-
' 3 0 0  ’ 4 .
mu jem y m4 — 5370.

Tabela 15,2

Liczby kwiatów w  szczytowych koszykach bław atka. 

Trzecia forma szeregu.

res klas x ‘ f (х — а)1 f  On—

21— 7 Уз 5 256 1280
24— 8 kf 11 81 891
27— 9 Уз 38 16 608
30— 10 Уз 61 1 61
33— 11 Уз 63 0 0
36— 12 Уз 49 1 49
39— 13 Уз 37 16 592
42— 14 Уз 22 81 1782
45— 15 Уз 5 256 1280
48— 16% 4 625 2500
51— ' 17 Уз 3 1296 3888
54— 18% 1 2401 2401
57— 19% 0 4096 0
60— 20% 1 6561 6561

300 21893
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Dla pierwszego i drugiego sposobu grupow ania w ypadają 
w artości 4981 i 5582. Dokładna w artość wynosi 5915. Najlepiej 
w ypadła w  tym  przypadku druga form a grupowania, nie trze
cia jak  dotąd. Różnice są znaczne, bo niem a w yrów nania dzia
łaniem  plus i m inus wariantów.

Przy  obliczaniu m om entów czwartego stopnia używ a się 
poprawki, k tó ra  wynosi:

gdzie Я jest szerokość klas. Popraw kę trzeba odejmować. 
Zastosowanie jej dla trzech form  szeregu daje wartości: 4828, 
5423 i 5212. W naszym  przypadku popraw ka w yw ołuje po
gorszenie wyników.

M omenty czwartego stopnia są natu raln ie  zawsze dodat
nie. Znaczenie ich polega na  tym , że określają one, w  jakim  
stopniu w arian ty  są skupione przy średniej arytm etycznej. 
Im  bardziej w arian ty  są skupione przy średniej, tym  m niejszy 
w ypada m om ent czwartego stopnia — m niejszy nie większy, 
jak  by się można było spodziewać.



ROZDZIAŁ III.

P O C H O D N E  C H A R A K T E R Y S T Y K I  M A T E R I A Ł Ó W  
S T A T Y S T Y C Z N Y C H .

16. Wstępne uwagi. W rozdziale II rozpatrzyliśm y pod
stawowe charakterystyki szeregów rozdzielczych. Trzeba te 
raz wyzyskać je dla bezpośredniego, można powiedzieć poglą
dowego, przedstaw ienia osobliwości m ateriałów  statystycz
nych.

Najbardziej poglądową charakterystyką m ateriałów  sta ty 
stycznych jest w artość modalna, wartość w ariantów  najczę
stsza. N iestety, jak  to było wyjaśnione w ust. 9, wyznaczenie 
jej jest możliwe tylko dla obfitych m ateriałów  statystycznych.

Średnia arytm etyczna jest mniej poglądową charak tery
styką. Jeżeli m ateriał układa się w  szereg rozdzielczy mniej 
więcej sym etryczny, różni się ona nieznacznie od wartości mo
dálnej. Dla szeregów jednobocznych mówi niewiele. Tym nie 
mniej jest to charakterystyka podstawowa, gdyż daje się za
wsze ustalić i nadto służy za podstawę do obliczenia innych 
charakterystyk.

Bardzo cenne są częściowe momenty pierwszego stopnia, 
gdyż dają bezpośredni wyraz rozsiewu wariantów wokół śred
niej arytmetycznej.

W szystko to jednak nie wystarcza i trzeba wprowadzić 
jeszcze inne charakterystyki. Będą to funkcje charakterystyk 
podstawowych i przeto mogą być nazwane p o c h o d n y m i .  
Do rozpatrzenia ich teraz przystąpim y.
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17. Przeciętne i średnie odchylenie. Trzeba przede 
wszystkim  ustalić charakterystykę, k tó ra  by dawała obraz 
stopnia zmienności w ariantów , obraz stopnia ich rozsiewu. 
Zadanie to spełniają częściowo m om enty pierwszego stopnia. 
Jest to jednak niedostateczne o tyle, że jest ich dwa: osobn;/ 
dla minus w ariantów , osobny dla plus wariantów. Trzeba mieć 
jeszcze ogólną charakterystykę rozsiewu, wspólną dla wszyst
kich wariantów.

Do tego służyć może przeciętne odchylenie w ariantów  od 
ich średniej arytm etycznej, nazyw ane w skrócie o d c h y l e 
n i e m  p r z e c i ę t n y m .  J e s t  t o ; ś r e d n i a  a r y t m e 
t y c z n a  a b s o l u t n y c h  w a r t o ś c i  w s z y s t k i c h  
o d c h y l e ń  w a r i a n t ó w  oíd ś r e d n i e j  a r y t m e t y c z 
n e j .  Można ją zatem  określić przez równanie:

II
V

77

Obliczenie tej wielkości przeprowadza się za pomocą czę
ściowych m om entów pierwszego stopnia, gdyż jak  to widzie
liśmy w ust. 12 jeden z nich określa średnią wielkość odchy
leń ujem nych, drugi — dodatnich. Trzeba wziąć średnią 
w a ż o n ą  ich absolutnych wartości.

#  -  \m n\ n i +  » h -2 Щ
Щ +  Щ

gdzie щ  jest liczbą w ariantów  m niejszych od średniej, n 2 liczbą 
w ariantów  większych od niej. Średnia m usi być ważona, gdyż 
te  częściowe m om enty nie są równoważne, reprezentując na 
ogół różne liczby w ariantów .

Zestawiając wzory dla obu momentów, otrzym uje się dla 
wykonania obliczeń równanie:

к
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Obliczenie łatwo jest przeprowadzić, wyzyskując liczby 
rachunków  do obliczenia średniej arytm etycznej. I tak  dla 
liczby kwiatów w koszykach sałatnicy^ gdzie jest 195 minus 
w ariantów  i 164 plus wariantów, będziemy mieli:

л  __ 327 +; 427 +  (195— 164) X 0.279 _
359

327 +  427 +  31 X 0.279 762.65
=  ------    ----- = -------------=  2.124

359 895

Dla m ateriałów  zgrupowanych rachunki przeprowadza się 
tak  samo, operując num eram i klas jak  wartościam i wariantów. 
Ostateczny w ynik otrzym uje się, mnożąc przez szerokość klas. 
Dla trzech form  m ateriału bław atka wypadają wartości prze
ciętnego odchylenia równe 4.993, 4.731 i 4.665.' Dokładna w ar
tość wynosi 4.623. Trzecia form a grupowania daje zatem  wynik 
najlepszy, tak  jak  dla wszystkich innych charakterystyk z w y
jątk iem  m om entu czwartego stopnia.

Odchylenie przeciętne jest najlepszym , bo najbardziej 
poglądowym, przedstaw ieniem  wielkości odchyleń od średniej, 
a przeto i zmienności wariantów. Używając tej wielkości, na
leży jednocześnie podawać oba częściowe m omenty pierwszego 
stopnia, charakteryzujące osobno odchylenia ujem ne i dodatnie. 
J ako przykład można podać przeliczenia S m o s a r s k i e g o 1) 
dla średnich dobowych tem peratur Poznania w  poszczególnych 
miesiącach lat 1848 — 1922 (tab. 17,1). Ta tabela zawiera nadto

średnie arytm etyczne tem peratu r (m) i wielkości a i -- , o któ
rych będzie mowa później.

Pomimo swoich zalet odchylenie przeciętne rzadko jest 
obliczane. Jedynie meteorologowie korzystają stale z tej wiel
kości, przykładem  przytoczona praca S m o s a r s k i e g o .

i) W. S m o s a r  s к  i. T em peratura i opady w  Wielkopolsoe. — 
P race K om isji M atem atyczno - Przyrodniczej Tow. Przyjaciół N auk 
w  Poznaniu. Seria A. Tom 2 (1925).
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Zw ykle dla charakterystyki zmienności w ariantów  bierze się 
t. zw. o d c h y l e n i e  ś r e d n i e ,  k t ó r e  j e s t  p i e r w i a 
s t k i e m  k w a d r a t o w y m  z m o m e n t u  d r u g i e g o  
s t o p n i a :  a =  ¡/ m 2.

Oczywiście ta  wielkość nie daje tak  dobrego obrazu w iel
kości odchyleń, jak  odchylenie przeciętne. W niektórych przy
padkach daje wręcz złe o tym  pojęcie, mianowicie kiedy w a- 

e riantów  jest mało i trafią  się wśród nich niektóre wyjątkowo 
silnie odbiegające od średniej arytm etycznej. W tedy te  ostatnie 
w arian ty  dają wyjątkow o duże odchylenia, k tóre będąc pod
niesione do kw adratu  przy obliczeniu średniego odchylenia 
w pływ ają nadm iernie na jego wartość. P rzy  obfitych m ateria
łach tak  źle nie jest, bo w praw dzie mogą się w  nich trafić  ta
kie w yjątkow e w arian ty , ale ich liczba w  stosunku do ogólnej 
ilości w ariantów  nigdy nie jes t duża.

Jeżeli pomimo swojej m niejszej poglądowości średnie od
chylenie jest powszechnie używ ane zam iast przeciętnego, tłu 
maczy się to głównie tym , że przeciętne odchylenie poza przed
staw ieniem  rozsiewu w ariantów  nie znajduje żadnego praw ie 
innego zastosowania, podczas gdy odchylenie średnie znajduje 
bardzo ważne zastosowanie w  ocenie wiarogodności charakte
rystyk. Jak  to będzie dokładniej objaśnione w  rozdziale V, 
m ateriały  statystyczne praw ie zawsze są próbam i wziętym i 
z jakiejś populacji. Przeto obliczone na ich podstaw ie charak te
rystyk i tylko w przybliżeniu określają osobliwości populacji. 
Określenie, w  jak im  stopniu to czynią, .wymaga znajomości 
średniego odchylenia.

Ta okoliczność jeszcze nie w ystarczyłaby do porzucenia 
przeciętnego odchylenia, ale do tego dochodzi jeszcze ta  właści
wość obu om awianych odchyleń, że stosunek między nim i jest 
mało zmienny. Jak  to widać z tab licy  17,1, odchylenie przecięt
ne jest mniejsze od średniego, ale stosunek jednego do drugiego 
w aha się dla odnośnego m ateriału  w  granicach od 0.755 do 
0.858. W innych przypadkach jes t mniej więcej tak  samo. 
W ten  sposób, m ając tylko odchylenie średnie, można mieć 
przybliżone pojęcie o rozsiewie w ariantów .
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Tabela 7,1

Średnia dobowa tem peratu r pow ietrza w  Poznaniu 
dla poszczególnych miesięcy i la t okresu 1848 — 1922.

C
ha

ra
k

te
ry

st
yk

i

I II III ІУ V VI VII VIII IX • X XI XII Rok

m —2.0 —0.7 +2 .4 7.8 13.1 17.1 18.6 17.6 13.7 8.4 2.6 —0.6 8.2
m n --2.53 —2.74 —2.07 —1.42 — 1.41 —1.21 —1.30 —0.95 -0 .9 5 —1.32 — 1.64 —2.34 —0.62
m 12 2.13 1.86 1.79 1.39 1.44 1.22 1.04 1.19 1.04 1.42 1.50 1.36 0.58

{)■ 2.32 2.22 1.92 1.40 1.43 1.22 1.15 1.06 0.99 1.37 1.57 2.06 0.60
a 3.01 2.94 2.32 1.75 1.77 1.50 1.34 1,28 1.27 1.67 1.90 2.53 0.70
&

G 0.770 0.775 0.828 0.800 0.808 0.813 0.858 0.828 0.780 0.820 0.826 0.814 0.790

t



78

Do tego dochodzi jeszcze jedno: odchylenie przeciętne, 
lepiej charakteryzując poszczególne próby, nieco gorzej od 
średniego charakteryzuje populácie, z k tórej próby były 
wzięte, (por. ust. 30). W reszcie wzór dla średniego odchylenia 
jest prostszy niż dla przeciętnego.

Dla om awianych stale przykładów sałatnicy i bław atka 
średnie odchylenie wynosi: dla pierwszego z tych m ateriałów  
<7 — [/' 6.774 =  2.603, dla drugiego użytego bez grupowania 
a =  i 34.70 =  5.891. Sposób grupow ania wpływa naturaln ie  
na otrzym yw any wynik. Dla trzech form  szeregu bław atka m a
my w artości I 33.621 =  5.798, | 35.245 =  5.937 i! 34.872 =  
=  5.905.

Stosunek odchylenia przeciętnego do średniego w ypada 
dla sałatnicy 0.815 a dla b ław atka 0.785. Są to liczby, które 
mieszczą się w  granicach wartości, jakie dał m ateriał m eteoro
logiczny S m o s a r s k i e g o .  Dla szeregów rozdzielczych form y 
norm alnej, której istota będzie w yjaśniona w ust. 25, ten  sto

sunek równa się =  0.798. Jest to tzw. wzór C o r n u .

W arto jest jeszcze poświęcić trochę uw agi nazwom oma
w ianych w tym  ustępie charakterystyk. Panuje tu  wielkie za
mieszanie. W języku polskim „przeciętny” znaczy to samo co 
„średni”. Należałoby zmienić te term iny. Najlepiej byłoby dla 
uniknięcia nieporozumień nazywać przeciętne odchylenie „śre
dnim  liniow ym ” a średnie „średnim  kw adratow ym ” tak  jak  
to czynią Francuzi ( d e v i a t i o n  l i n é a i r e  m o y e n n e  e t  
q u a d r a t i q u e  m o y e n n e ) .  W j ęzyku angielskich twórców 
współczesnej statystyki tych niejasności niema: tam  odchyle
nie przeciętne nazyw a się m e a n  d e v i a t i o n ,  średnie zaś 
s t a n d a r t  d e v i a t i o n .
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Na ostatku w arto jest zaznaczyć, że rozsiew w ariantów  
może być scharakteryzow any bez względu na ich średnią a ry t
m etyczną. W edług propozycji jednego z włoskich statystyków  
można do tego celu użyć średniej arytm etycznej absolutnych 
wartości różnic między wariantam i, zestawiając je we wszelki 
moiżliwy sposób. Obliczenie takiej wielkości nie jest zawiłe, 
chociaż mozolne. W ątpliwe jest tylko, czy taka charaktery
styka  jest lepsza od omówionych w tym  rozdziale charakte
ry styk  zmienności wariantów.

18. Wskaźnik zmienności. Dla lepszego zobrazowania 
zmienności m ateriału  statystycznego dobrze jest obliczyć 
w s k a ź n i k  z m i e n n o ś c i .  J e s t  t o  s t o s u n e k  m i a r y  
o d c h y l e ń  o d  ś r e d n i e j  a r y t m e t y c z n e j .  Stosownie 
do tego, czy się weźmie za taką miarę odchylenie przeciętne 
czy średnie, będziemy mieli 2 równania:

- m m

Dla liczby kwiatów w koszykach sałatnicy otrzymamy:

^ .  =  - ^ -  =  0.123. = - | ^  =  0.150.
17.28 17-28

Dla bław atka zaś biorąc dokładne wartości charakterystyk:

= ^ ^ -  =  0.133 i ^ = 5 ^ 1  =  0.169.
34.77 0 34.77

Zwykle w yraża się wskaźnik zmienności w  procentach, a więc 
dla sałatnicy będą wartości 12.3% i 15.0% a dla bław atka 
13.3% i 16.9°/o.

Wobec powszechnego użycia odchylenia średniego poda
w ane w  literatu rze wartości wskaźnika zmienności prawie 
zawsze odnoszą się do wielkości Jako przykład można
przytoczyć następujące dane co do cech człowieka według źró
deł angielskich (tab. 18,1). Mamy tu  wartości bardzo różne-
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Tabela 18,1

W skaźnik zmienności v r¡ dla cech człowieka w  procentach.

Cechy Mężczyźni K o b i e t y

Waga śledzony u  zdrowych 38.2 —
Waga śledzony u  chorych 50.6 —
W aga serca u chorych 38.4 •—■
W aga ciała 10.1 13.4
Siła dłoni 14.1 18.6
W aga mózgu 9.2 9.7
W zrost 4.0 4.1
Obwód czaszki 2.9 2.7

Przykładów  wielkości trzeba szukać u meteorologów. 
Dla przytoczonych w  poprzednim  ustępie danych S m o s a r-  
s k  i e g o o tem peraturze pow ietrza nie m ożna obliczyć w skaź
nika zmienności, chybaby się wzięło tem pera tu ry  absolutne 
za przykładem  Anglików. Ale znajdujem y w  tej samej roz-. 
praw ie dane o opadach w  Poznaniu za ten  sam  okres 
1848— 1922 (tab. 18.2). M amy tam  tylko odchylenia przeciętne 
i obliczone na ich podstaw ie w skaźniki zmienności dla poszcze
gólnych miesięcy i dla całego roku. W arto jest zwrócić uwagę 
na to, o ile m niejszy jest ten  w skaźnik dla roku  w  porów naniu 
do miesięcy.

19. Wskaźnik skośności. Z kolei trzeba zająć się charak
terystyką skośności szeregów rozdzielczych. Jest to zadanie 
dosyć zawiłe i może być rozwiązane w dwojaki sposób.

Pierw szy sposób opiera się na  rozkładzie częstości wzglę
dem w yrazu o najw iększej częstości, reprezentującego w artość 
m odalną zmiennej ew entualnej. Jeżeli w yrazy jednakow o od
ległe od wspomnianego w yrazu porównam y ze sobą, ujaw nia 
się, że ich częstości praw ie zawsze są nierówne. Jeżeli w yrazy 
o większej wartości zmiennej ew entualnej m ają częstość więk
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sza od wyrazów mniejszej wartości tej zmiennej, uważać mo
żna skośność za dodatnią, w przeciwnym razie za ujem ną. Tak 
kw estia skośności szeregów rozdzielczych była traktow ana do
tychczas (por. ust. 6).

Takie porównania m usiałyby dotyczyć wszystkich w yra
zów szeregu, co jest niewygodne. Otóż można je zastąpić przez 
jedno tylko porównanie — wartości modálnej ze średnią a ry t
metyczną. Łatwo jest bowiem zdać sobie sprawę, że przy skoś
ności dodatniej średnia jest większa od wartości modálnej,

Tabela 18,2

Opady atm osferyczne w Poznaniu w okresie 1848— 1922 (w mm)

C
ha

ra
k

te
ry

st
yk

i

I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII Rok

m 32 26 32 36 46 57 70 62 43 35 33 36 508

%■ 13 14 14 16 19 24 31 27 20 17 15 16 63

V
a 41 54 54 44 41 42 45 44 46 48 46 43 12

przy skośności ujem nej natom iast mniejsza od niej. Przy tym  
odchylenie średniej od modálnej jest tym  większe, im skośność 
jest silniejsza. W ten  sposób powyższe odchylenie można uw a
żać za m iarę skośności.

Samo odchylenie od modálnej nie wystarcza jednak dla 
charakterystyki skośności. Trzeba jeszcze wziąć pod uwagę 
rozsiew wariantów. Istotnie dwa szeregi jednakowo skośne, to 
znaczy o jednakowych różnicach częstości w  jednakowo od 
modálnej odległych wyrazach wykażą różne odchylenie średniej 
m odálnej wartości, jeżeli rozsiew w ariantów  jest różny: przy 
większym rozsiewie rozpatryw ane odchylenie będzie większe,
Zadenia i m etody statystyki 6
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przy m niejszym  — mniejsze. Można coprawda rozumować tak 
tylko w odniesieniu do wyrazów szeregu niezbyt daleko odle
głych od wartości m odálnej, ale to nie zmienia zasadniczo 
istoty zagadnienia. W y n i k a  z t e g o  r o z u m o w a n i a ,  ż e  
a b y  mj i e ć  m i a r ę  s k o ś n o ś c i ,  t r z e b a  p o d z i e l i ć  
o d c h y l e n i e  ś r e d n i e j  o d  m o d á l n e j  p r z e z  m i a r ę  
r o z s i e w u  w a r i a n t ó w ,  p r z e z  p r z e c i ę t n e  a l b o  
ś r e d n i e  o d c h y l e n i e .  Na tej zasadzie P e a r s o n  za
proponował jako miarę skośności funkcję:

m  — Aa = -----------
a

gdzie A  jest wartością modalną. Tę funkcję będziemy nazywali 
w s k a ź n i k i e m  s k o ś n o ś c i  p i e r w s z e g o  r o d z a j u .

Dla zobrazowania zagadnienia rozpatrzm y kilka przykła
dów. Pierw szym  będzie liczba kw iatów  w  koszykach sałatnicy. 
Dla niej m ieliśmy m =  17.279, A = 1 7 , a =  2.603. Wobec tego 
w ypada a =  +0.107. Jest to słaba skośność dodatnia.

Następnie weźm iemy liczbę w ew nętrznych listków  okrywy 
u  tej samej rośliny (tab. 6,2). Obliczamy średnią i średnie od- 
cíhyíleme. W ypada m =  8.1967, o =  0.6094. Ponieważ A =  8, 
o trzym ujem y a = + 0 .3 2 3 . Skośność jest tak  samo dodatnia, 
ale silniejsza.

W reszcie rozpatrzym y liczbę kw iatów  języczkowych 
w  szczytowych koszykach Senecio fluviatilis. (tab. 6,4). Dla 
niego m =  7.6114, A =  8, o =  0.7155. Wobec tego a =  —0.543. 
W skaźnik skośności zgodnie z charakterem  szeregu wypadł 
ujem ny.

Powyższy sposób ujęcia zagadnienia skośności jest prosty 
i jasny. N iestety, nie zawsze można je tak  traktow ać, gdyż 
wyznaczenie w artości m odálnej jest trudne dla szeregów ze 
zgrupow anym i w artościam i w ariantów  i niemożliwe dla m ate
riałów  mało licznych. Dla zaradzenia złem u trzeba szukać innej 
drogi, mianowicie trzeba wziąć za punkt wyjścia m om ent trze
ciego stopnia. Je s t on równy zeru dla szeregów dokładnie 
sym etrycznych. Dla szeregów skośnych może wypaść dodatni
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lub ujem ny zależnie od rozkładu częstości. Trzeba przy tym  na
tu raln ie  wyeliminować, tak  samo jak poprzednio, stopień roz
siewu wariantów.

W ten  sposób dochodzi się do wskaźnika s k o ś n o ś c i  
d r u g i e g o  r o d z a j u  określonego równaniem

N ietrudno jest wykazać, że jest to osobliwego rodzaju mo
m ent trzeciego stopnia. W istocie wstawiam y w powyższe rów
nanie wzór m omentu trzeciego stopnia

I  (u,. — u)3 
1

Otrzym am y

1 (uř — u)3 
1

Ponieważ średnie odchylenie jest wielkością stałą dla danego 
szeregu, można je wprowadzić pod znak sumy:

W idzimy, że jest to takie same równanie jak  powyżej 
przytoczone dla m omentu trzeciego stopnia, tylko wym iar 
wielkości w ariantów  jest inny: za jednostkę pomiarową jest 
przyjęte średnie odchylenie. Jest to zatem osobliwy moment 
trzeciego stopnia, który można nazwać m o m e n t e m  t r z e 
c i e g o  s t o p n i a  d r u g i e g o  r o d z a j u .

Zobaczmy, jakie wartości przybiera ten nowy wskaźnik 
skośności w  przykładach poprzednio omówionych. Dla liczby 
kw iatów  w koszykach sałatnicy mieliśmy m 3=  +2.343 i przeto 
w ypada = . +  0.133. Dla listków okrywy tej samej rośliny

'---------- ( i*
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otrzym uje się m 3 =  +0.3900 i zatem  ''+ =  +1.724. W reszcie dla 
liczby kw iatów  języczkowych u Senecio fluv ia tü is  m s =  — 0.3732 
i ^  =  — 1.019.

Otrzym aliśm y w artości odmienne od w artości wskaźnika 
pierwszego rodzaju. W yjątkowo może się zdarzyć, że naw et 
znak odwrotny. Tak jest dla m ateriału  otrzym anego dla kw ia
tów języczkowych w  szczytowych koszykach syberyjskiej ro 
śliny Senecio octoglossus w  pewnej ku lturze Ogrodu Bota
nicznego w D ublanach (tab. 19,1). W ypadło tam : m =  7.9802,
0 =  0.4445, A  = 8, m 3.= +0.00806. Stąd wynika, że a = —0.445, 
71 =  +Ю.0918.

Tabela 19,1

Liczby kw iatów  języczkowych w koszykach 
Senecio octoglossus

Liczby kwiatów: 5 6 7 8 9 10 11
Ich częstości: 1 2 14 277 4 4 1

Te niezgodności między dwoma rodzajam i w skaźnika 
skośności pochodzą stąd, że p i e r w s z y  z n i c h  o k r e ś l a  
r ó ż n i c e  r o z s i e w u  w a r i a n t ó w  w z g l ę d e m  w a r 
t o ś c i  m o d á l n e j ,  d r u g i  z a ś  w z g l ę d e m  ś r e d n i e j  
a r y t m e t y c z n e j .  W skaźnik drugiego rodzaju nie daje tak 
jasnego obrazu skośności jak pierwszy, zato można go zawsze 
obliczyć, gdyż jvartosč m odalna jest tu  niepotrzebna a mo
m enty zawsze dadzą się obliczyć.

Dla m ateriałów  zgrupow anych w klasy w skaźnik drugiego 
rodzaju oblicza się tak  samo jak  dla m ateriałów  niegrupow a- 
nych. Do tego nie potrzeba ostatecznych wartości charak
tery styk  m s i o, wystarczą w artości prowizoryczne m ’3
1 o’ w yrażone w szerokości klas. Przytem  przy obliczeniu śre
dniego odchylenia trzeba stosować popraw kę S h e p p a r d a

1 X2
w w ym iarze - =  0.0833... a nie w w ym iarze ■ - .
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W ykonując ty tu łem  przykładu obliczenia dla trze
ciej form y szeregu bławatka, otrzymamy: m \  — +  5.424, 
u ’ =  l 3.958 — 0.083 = ] / 3.875 =  1.968 i wreszcie '>'1= +0.711. 
Dokładna w artość wynosi: y1=  +'0.731.

20. Wskaźnik skupienia wariantów i eksces. Ostatnią cechą 
szeregów rozdzielczych jest stopień skupienia wariantów w po
bliżu wartości modálnej. Tu znowu wobec trudności w  wyzna
czaniu tej wartości trzeba zmienić punkt wyjścia i traktować 
zagadnienie jako kwestię skupienia w ariantów  przy średniej 
arytm etycznej. W tedy można ją rozwiązać- za pomocą mo
m entu czwartego stopnia. Podobnie jak z m omentu trzeciego 
stopnia można wyprowadzić miarę skośności, tak  z m omentu 
czwartego stopnia wywodzi się wskaźnik skupienia wariantów, 
określony przez równanie:

Jedt to m om ent czwartego stopnia drugiego rodzaju, gdyż 
można napisać:

Przybiera on tym  większe wartości, im  bardziej skupione 
są w arianty  przy średniej. Moment czwartego stopnia w praw 
dzie zmniejsza się wtedy, ale średnie odchylenie zmniejsza się 
także i to w  takim  stopniu, że skutkiem  podniesienia do czwar
tej potęgi zmniejszenie odchylenia wpływa silniej na wynik 
obliczenia aniżeli zmniejszenie momentu. N ietrudno jest to 
wykazać na przykładach. W eźmiemy w tym  celu następujące 
szeregi rozdzielcze.

Rozpoczniemy od szeregów wklęsłych, w  których wa
rian ty  są skupione nie w  środkowej części szeregu rozdziel
czego, lecz na obu jego końcach. W ypadną przeto szczególnie 
małe wartości wskaźnika skupienia wariantów. Naprzykład za-

ß
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chm urzenie w  Bazylei (tab. 6,14) da m 4 =  0.03935, a =  0.3922 
a więc

0.02365

Dalej liczby kw iatów  w koszykach sałatnicy (tab. 6,2) bę
dziemy mieli: m 4 =  123.2, o =  2.603 i przeto JS =  2.685.

Następnie dla liczby kwiatów języczkowych w koszy
kach Senecio fluviatilis  (tab. 6,4) otrzym am y: m 4 =  1.0385 
i a =  0.7155 a więc /3 =  3.962

Dla listków okryw y sałatnicy (tab. 6,2) w ypadnie 
m =  1.1754, o =  0.60936 i /3 =  8.525.

Dla liczby prom ieni m eduzy Pseudoclytia pentata  (tab. 6,5) 
otrzym uje się: m 4 =  0.50818, o =  0.4516 i /1=13.40.

W reszcie przytoczony w poprzednim  ustępie Senecio octo- 
glossus daje: m 4 =  0.8209, a =  0.4445 i /3 =  21.02.

W idzimy, że wskaźnik skupienia w ariantów  w aha się 
w daleko szerszych granicach niż wskaźnik skośności.

Omawianą właściwość szeregów rozdzielczych można 
także określić za pomocą innej jeszcze charakterystyki, zwa
nej e k s c e s e m ,  oznaczanej symbolem у2. E k s c e s  j e s t  
t o  w s k a ź n i k  s k u p i e n i a  w a r i a n t ó w  p o m n i e j 
s z o n y  o 3. Użycie tej charakterystyki m a swój sens przy 
porów nyw aniu dwubocznych szeregów rozdzielczych z nor
m alną funkcją prawdopodobieństwa, o której będzie mowa 
w ust. 25. Dla niej wskaźnik skupienia w ariantów  wynosi 3. 
Skutkiem  tego eksces wskazuje, o ile skupienie w ariantów  
przy średniej jes t mniejsze lub większe niż w  szeregach z roz
kładem  częstości według norm alnej funkcji prawdopodobień
stwa. Skupienie słabsze niż u  takich szeregów jest rzadkie 
i przeto eksces jes t przew ażnie dodatni. W naszych przykła
dach tylko dwa pierwsze m ają eksces ujem ny: zachm urzenie 
— 1.336 i kw iaty sałatnicy —0.315. Poza tym  jest on dodatni: 
od +  0.963 u Senecio fluvia tilis do + 18.02 u S. octoglossus.

. Dla m ateriałów  zgrupowanych w klasy wskaźnik skupie
nia w ariantów  oblicza się podobnie jak  w skaźnik U, za pomocą
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charakterystyk  wyrażonych w szerokości klas. I tak  dla trze
ciej form y szeregu bław atka będziemy mieli: m ’4 =  64.35, 
o’ — 1.968, a zatem /5 =  4.286. Dokładna wartość wynosi

5332
ß = ------------ =4.427

5.8914
Eksces będzie miał odpowiednio wartości +1.286 i +1.427.



ROZDZIAŁ IV.

NIEZBĘDNE DLA STATYSTYKI WIADOMOŚCI Z NAUKI 
O PRAWDOPODOBIEŃSTWIE.

21. Pojęcie prawdopodobieństwa. Zagadnienie praw dopodo
bieństwa dotyczy częstości zdarzeń, powodowanych przez dwa 
różne rodzaje przyczyn. Są to z jednej strony przyczyny dające 
się dokładnie ustalić — przyczyny o k r e ś l o n e ,  z drugiej 
zaś strony takie, które można scharakteryzow ać tylko ogólni
kowo ■—• przyczyny n i e o k r e ś l o n e .  N aprżykład częstość 
w ystąpienia czarnej karty  w  ciągnieniach z dobrze wym iesza
nej talii k a rt zależy od dającego się ustalić składu danej talii —• 
od stosunku liczby czarnych k a rt do ogólnej ich ilości. Zależy 
nadto od niedającego się przewidzieć układu ich w  talii i od 
niedających się przewidzieć tak  samo ruchów  ręki. N aturalnie 
zakłada się przytem , że szulerskie chw yty nie są stosowane, 
w  przeciw nym  bowiem razie będą działały tylko przyczyny 
określone i o prawdopodobieństwie nie będzie mowy.

Częstość zdarzeń, zgodnie z wywodam i ust. 5, może być 
rozum iana dwojako — jako częstość b e z w z g l ę d n a ,  poda
jąca liczbę danego rodzaju zdarzeń, i jako częstość w z g l ę 
d n a ,  określona stosunkiem  liczby zdarzeń do liczby p rzy
padków, w których takie zdarzenia mogą wystąpić. W rozw a
żaniach na tem at prawdopodobieństw^ chodzi zawsze o czę
stość względną, którą też dla skrócenia nazywa się zwykle po 
prostu  częstością. Tak rozum iana częstość w yraża się liczbą 
mniejszą od jedności. W krańcowych przypadkach rów na się 
ona zeru i jedności: rów na się zeru — jeżeli zdarzenie nie w y
stępuje wcale, jedności — jeżeli w ystąpi w  każdym  możliwym 
dla niego przypadku.

Częstości tego samego rodzaju zdarzeń w ypadają różnie. 
Naprżykład francuski zoolog B u f f o n  w r. 1777 określał 
częstość występowania orła w grze w  orła i reszkę przy dużej 
ilości rzutów. Było ich 4040. Orzeł wystąpił 2048 razy, częstość
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zatem  w ypadła 0.5069. Na początku XIX wieku angielski m a
tem atyk  de M o r g a n  powtórzył te zliczenia i otrzym ał tę 
samą liczbę wystąpień orła na 4092 rzuty. Częstość otrzymał 
zatem  równą 0.5005. Belgijski astronom  Q u e t e l e t ,  o któ
rym  była mowa w ust. 2 jako o jednym  z twórców współ
czesnej statystyki, także przeprowadził w  r. 1846 podobne zli
czenia, w yjm ując kule z urny, zawierającej 20 kul białych 
i 20 czarnych. Takie ciągnienia oczywiście dają wyniki po
dobne do rzutów  monetą. Białą kula wyszła 2066 razy na 4096 
ciągnień, czyli częstość wypadła 0.5044.

Przytoczone częstości podobnych zdarzeń są zbliżone, nie 
są jednak równe. Tylko w bardzo rzadkich przypadkach w y
padają  one dokładnie sobie równe, ale to nie zmienia postaci 
rzeczy. Otóż fakt, że otrzym ywane w doświadczeniu różne 
częstości dla tego samego rodzaju zdarzeń są zbliżone, jest po
wodowany przez działanie przyczyn określonych — przez sy
m etrię m onety w  grze w orła i reszkę, przez równą ilość czar
nych i białych kul w urnie itp. Różnice zaś między poszczegól
nym i wartościam i częstości pochodzą z działania przyczyn nie
określonych, jak  ruchy ręki, podskoki m onety przy uderzeniu 
o  stół, układ kul w  urnie i inne podobne okoliczności.

G d y b y  p r z y c z y n y  n i e o k r e ś l o n e  n i e  d z i a 
ł a ł y ,  c z ę s t o ś ć  d a n e g o  r o d z a j u  z d a r z e ń  w y p a 
d a ł a b y  z a w s z e  j e d n a k o w a .  T a k ą  s t a ł ą  w a r t o ś ć  
c z ę s t o ś c i  n a z y w a m y  p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m .

Faktycznie obserwowane częstości są, poza w yjątkow ym i 
przypadkam i, zbliżone do wartości prawdopodobieństwa. Jest 
ona w  przytoczonych powyżej przykładach, jak  się zaraz prze

konamy, rów na 2 • Zatem  odchylenia częstości od niej w  tych

przykładach wynoszą 0.0069, 0.0005 i 0.0044.
W artość prawdopobieństwa można obliczyć, jeżeli się zna 

dokładnie przyczyny określone. W tedy, zakładając że przy
czyny nieokreślone nie działają, trzeba najpierw  ustalić liczbę 
j e d n a k o w o  m o ż l i w y c h  a z a r a z e m  r ó ż n y c h  
e w e n t u a l n o ś c i ,  w. których m o ż e  wystąpić dane zdarzę-
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nie. Trzeba dalej zliczyć z pośród tych ewentualności takie, 
w  których zdarzenie wystąpić m u s i .  O trzym a się w  ten  spo
sób dwie liczby całkowite. Dzieląc drugą przez pierwszą, o trzy
mamy w artość liczbową prawdopodobieństwa dla danego ro
dzaju zdarzeń.

I tak  w  grze w  orła i reszkę są dwie ewentualności: m oneta 
spadnie ukazując orła albo reszkę. Obie są równie możliwe, je 
żeli m oneta jest sym etryczna i nieuszkodzona. Jedna z tych 
ewentualności daje rozpatryw ane zdarzenie, jakim  jest ułoże
nie się m onety na stole Orłem do góry. Prawdopodobieństwo

w ypada zatem równe - . Będzie ono inne, jeżeli skutkiem

licznych uderzeń o stół m oneta zostanie wykrzyw iona lub 
w inny sposób uszkodzona.

W przypadku urny  z 20 białym i i 20 czarnym i kulam i 
m am y 40 ewentualności, bo wyjęcie każdej kuli jest jedna
kowo możliwe, jeżeli są one jednakow ej wielkości i są wyko
nane z tego samego m ateriału. Z tych 40 ewentualności w y
stąpienie białej kuli jest pewne w 20, mianowicie kiedy ręka 
sięgająca do urny  natrafi kulę tej barw y. Prawdopodobieństwo

takiego zdarzenia jest j  ■

Podobnie jest z ciągnieniem k art z talii. Wyciągnięcie 
każdej karty  jest jednakowo możliwe. Zatem  ilość różnych 
m ożliwych ewentualności przy użyciu pełnej talii bez jockera 
jest rów na 52. Jeżeli będzie chodziło o czarne karty , to tak  
samo wyciągnięcie każdej z nich jest równe możliwe — ilość 
odnośnych ewentualności wyniesie przeto 26. Prawdopodo- 

26 1
bieństwo wypadnie 9 • O ile by jednak  chodziło o w y

ciągnięcie nie byle jakiej czarnej karty , lecz czarnego asá, to 
liczba ewentualności dla takiego zdarzenia spadłaby do 2

2 1
a prawdopodobieństwo do ^  .

Różnica między prawdopodobieństwem  a faktycznie ob
serw owanym i częstościami na ogół m aleje w  m iarę zwiększę-
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nia liczby przypadków. Jest to tzw. p r a w o  w i e l k i c h  
l i c z b ,  podstawowe w nauce o prawdopodobieństwie.

M atem atyczne opracowanie tego praw a jest zasługą 
szwajcarskiego m atem atyka J a ó b a  B e r n o u l l i  (1654 — 
1705), k tóry straw ił nad tym  zagadnieniem 20 lat życia. Da się 
to praw o sformułować w sposób następujący:

J e ż e l i  w s z e r e g u  p r z y p a d k ó w ,  w k t ó r y c h  
w y s t ę p u j e  j a k i e ś  z d a r z e n i e ,  p r a w d o p o d o b i e ń 
s t w o  j e g o  w y s t ą p i e n i a  n i e  u l e g n i e  z m i a n i e ,  t o  
p r z y  d o s t a t e c z n i e  w i e l k i e j  i l o ś c i  p r z  y p  a d k  ó w 
z p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m  d o w o l n i e  b l i s k i m  j e d 
n o ś c i ,  t o  z n a c z y  d o w o l n i e  b l i s k i m  p e w n o ś c i ,  
m:o ż n a  s p o d z i e w a ć  s i ę ,  że  c z ę s t o ś ć  d a n e g o  
z d a r z e n i a  b ę d z i e  d o w o l n i e  m a ł o  r ó ż n i ł a  s i ę  
o d  j e g o  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a .

W tej formie prawo wielkich liczb zostało przez B e r- 
n o u l l i ’e g o  dowiedzione w drodze rozumowań m atem a
tycznych, których nie przytaczam  z powodu ich zawiłości. Dla 
przyrodnika i wogóle dla badacza faktów jest to niedosta
teczne. Ponieważ to prawo dotyczy obserwacyj rzeczywistości, 
powinno być sprawdzone przez porównania z faktami. W tym  
celu trzeba je  ująć inaczej, a mianowicie w  sposób nastę
pujący.

J e ż e l i  b ę d z i e m y  b r a l i  c o r a z  w i ę k s z e  z b i o r y  
p r z y p a d k ó w ,  w  k t ó r y c h  w y s t ę p u j e  j a k i e ś  z d a 
r z e n i e ,  t o  z e  z w i ę k s z e n i e m  t y c h  z b i o r ó w  a l e  
c i ą g l e  w t y c h  s a m y c h  w a r u n k a c h  c o r a z  c z ę 
ś c i e j  w y s t ą p i ą  c z ę s t o ś c i  t e g o  z d a r z e n i a ,  k t ó r e  
c o r a z  m n i e j  b ę d ą  s i ę  r ó ż n i ł y  od j e g o  t e o > r e t y c z -  
n i e  o b l i c z o n e g o  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a .

Praktycznie rzecz biorąc, można porównanie tak  ujętego 
praw a wielkich liczb z faktam i przeprowadzić w sposób nastę
pujący. Zliczamy, ile razy wystąpi dane zdarzenie w  zbiorze 
dziesięciu przypadków. Pow tarzam y takie zliczenie dla wiel
kiej liczby, powiedzmy stu, innych zbiorów, liczących także po 
dziesięć przypadków. Otrzym amy na ogół różne częstości dla
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różnych zbiorów. Obliczmy, ile każda częstość różni się od 
prawdopodobieństwa i jaka wypadnie średnia tych różnic. 
N astępnie w ykonajm y to samo dla coraz większych zbiorów — 
po 50, 100, 500, 1000 itd. przypadków  i porównajm y ze sobą 
otrzym ane średnie różnic między częstościami a prawdopodo
bieństwem. Te średnie powinny wypaść coraz mniejsze.

Takie zliczenia i rachunki były n iejednokrotnie w ykony
wane. Dla większych zbiorów były one jednak  nieliczne, co nie 
je s t wcale dziwne wobec ogromnej ich uciążliwości. Przytoczę 
poniżej dane, k tóre udało mi się zebrać. W szystkie one odnoszą

się do prawdopodobieństwa ^ .

Zacznę od danych ogłoszonych przez C h a r l i e r a  w  jego 
podręczniku (zob. ust. 4). Ten autor przy pomocy swoich przy
jaciół wykonał 10 tysięcy ciągnień z talii k a rt i notował czarne 
karty . M ateriał został rozbity na zbiory po 10, 50 i 500 ciągnień 
(tab. -22,1-3).

Tabela 22,1

Czarne karty  w  zbiorach po 10 ciągnień

Liczby Ilości zbiorów, w  których
czarnych k a rt one wystąpiły

0 3
1 10
2 ' 43
3 116
4 221
5 247
6 202
7 115
8 34
9 9

10 0
Ogółem 1000
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Tabela 21,2

Czarne karty  w  zbiorach po 50 ciągnień
Liczby 

czarnych kart
14
15
16
17
18
19
20 
21 
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

Ilości zbiorów, w których 
one wystąpiły 

1 
0 
2 
2
4 
8 
6

15
13 
15 
34
14 
21 
26
14 „
10
5 
5 
3 
2

Ogółem 200

Tabela 21,3
Czarne karty  w 20 zbiorach po 500 ciągnień 

252, 235, 248, 271. 260, 246, 228, 229, 234, 250,
271, 234, 258, 233, 273, 244, 249, 241, 231, 245.

Z danych tabeli 21,3 można utworzyć 10 zbiorów po 1000 
ciągnień, dodając po dwie kolejne liczby. W ypadnie: 487, 519, 
506, 457, 484, 505, 491, 517, 490, 477. Oprócz tego można utw o
rzyć 2 zbiory po 4000 ciągnień, dodając po 8 liczb. W ypadną 
w nich liczby czarnych kart 1969 i 1975.
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Podobne doświadczenie wykonał W e s t e r g a a r d ,  ciąg
nąc kule z worka, zawierającego rów ne ilości białych i czer
wonych kul (cytuję za A n d e r s o n e m ) .  Ciągnień było tak  
samo 10 tysięcy. Zostały one zgrupow ane w zbiory po sto. 
Liczby białych kul w tych zbiorach są zestawione w tabeli 21,4.

Tabela 21,4

Liczby białych kul w  zbiorach po 100 ciągnień.

Liczby Ilości zbiorów, w  których
białych kul te liczby wystąpiły

34 1
39 1
40 2
41 2
42 2
43 3
44 3
45 4
46 5
47 6
48 5
49 11
50 9
51 5
52 10
53 4
54 8
55 3
56 5
57 4
58 4
61 1
62 1
63 1

Ogółem 100
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Dalej mamy przytoczone na początku czterotysięczne 
zbiory B u f f o n  a, d e  M o r g a n a  i Q u e t e l e t a .

Przychodzą z kolei zbiory dziesięciotysięczne. Dwa takie 
doświadczenia ogłosił d e v o n s  w r. 1887 (cytuję za R o m a 
n o w s k i m ) .  Było to rzucanie m onet po 10240 razy. Jedno 
z doświadczeń jest obciążone błędem (być może po prostu cho
chlik drukarski). Drugie dało 5222 razy orła, a więc częstość 
0.5100. Do tego dochodzi doświadczenie C h a r l i e r a  z kar
tam i. Dało ono 4933 razy czarną kartę na równe 10 tysięcy 
ciągnień. Wreszcie doświadczenie W e s t e r g a a r d a  dało 
5011 razy białą kulę także na 10000 ciągnień.

Bardzo ciekawe dane dla rozpatrywanego zagadnienia 
ogłosił M a r b e ‘) odnośne do wyników gry w  ruletkę. Ru
letka posiada, jak wiadomo., równe ilości pól czerwonych 
i czarnych, nadto jedno pole zerowe. Prawdopodobieństwo 
czerwieni w ypada równe V2> tak  samo jak  w  grze w  orła 
i reszkę, jeżeli nie liczyć wystąpień zera. M a r  b e obliczył dla 
różnych zbiorów częstości wystąpienia czerwieni dla ruletek 
w  M onte Carlo i w Baden-Baden. W ybieram z tych danych 
niektóre liczby

Monte Carlo 4253 Częstość czerwieni 0.5079
10479 0.5050
29922 0.4991
58597 0.4984

Baden-Baden 4142 0.5171
9865 0.5122

29703 0.5070

Wreszcie R o m a n o w s k i  ogłosił w r. 1912 w „W arszawskich 
Uniw ersitetskich Izw iestjach” w yniki swoich doświadczeń 
z 80640 rzutam i monet. Orzeł wystąpił 39702 razy a więc z czę
stością 0.4923.

b K a r l  M a r b e .  G rundfragen der angew andten W ahrschein
lichkeitsrechnung und theoretischen Statistik. — M ünchen (1934). .
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Obliczając średnie w artości różnic między częstościami 
a prawdopodobieństwem, otrzym ujem y dla tych wszystkich da
nych następujące zestawienie (tab. 21,5).

Tabela 21,5

Wielkości zbiorów 
w przybliżeniu

Ich liczby. Średnie różnic między 
częstościami a praw do

podobieństwem

10 1000 0.1107
50 200 0.0561

100 100 0.0409
500 20 0.0227

1000 1.0 0.0161
4000 7 0.0046

10000 5 0.0070
30000 2 0.0019
58000 1 0.0016
80000 1 0.0077

W idzimy, że na ogół doświadczenie potw ierdza praw o 
wielkich liczb. Dla w ielkich zbiorów jednak  kw estia pozostaje 
niew yjaśniona, a to z dwóch powodów. Po pierwsze doświad
czenia z takim i zbiorami są nieliczne i przeto niem iarodajne, 
bo najm niej naw et praw dopodobne zdarzenia czasem w ystę
pują. Po w tóre w  doświadczeniach z w ielkim i zbiorami trzeba 
mieć na uwadze to, że prawo wielkich liczb zachowuje swoją 
wartość tylko w tedy, jeżeli zdarzenia w ystępują dokładnie 
w  tych samych w arunkach. Otóż przy wielkich zbiorach przy
padków jest to praktycznie niew ykonalne. Jeżeli zdarzenia do
tyczą występowania takich czy innych k a rt w  ciągnieniach, 
sposób m ieszania ich powinien być ciągle tak i sam, co nieko
niecznie m a miejsce.' Nadto stan  k a rt powinien być ten  sam, 
a przecież one ścierają się i stają się lepkie przez ciągłe ze
tknięcie się z dłońmi. Podobnie jest w  doświadczeniu z rzu
caniem m onet — ścierają się one przy uderzeniach o stół itd.
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22. Prawdopodobieństwo całkowite i złożone. W poprzednim 
ustępie omawialiśmy najprostszą a zarazem podstawową formę 
prawdopodobieństwa, które dotyczyło pojedynczego zdarzenia. 
Zagadnienia prawdopodobieństwa mogą oczywiście dotyczyć 
także dwu i więcej zdarzeń. Zdarzenia te mogą wykluczać się 
wzajem nie albo przeciwnie występować łącznie. Stosownie do 
tego b ę d z i e m y  m i e l i  o p r ó c z  p r a w d o p o d o b i e ń 
s t w a  p r o s t e g o  — p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  c a ł k o 
w i t e  i p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  z ł o ż o n e .  Trzeba 
umieć obliczać te bardziej złożone form y prawdopodobieństwa 
na podstawie prawdopodobieństwa prostego poszczególnych 
zdarzeń.

Prawdopodobieństwo całkowite dotyczy zdarzeń wyklucza
jących się wzajemnie. Obliczenie wartości prawdopodobieństwa 
jest w  tym  przypadku bardzo proste. J e ż e l i  z d w ó c h  
r o d z a j ó w  z d a r z  eń w y k l u c z a j ą c y c h  s i ę  w  z a- 
j e m n i e  j e d n o  m a  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  p v  
a d r u g i e  p2, t o  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  c a ł k o w i t e ,  
ż e  z a j d z i e  a l b o  p i e r w s z e ,  a l b o  d r u g i e  z d a r z e 
n i e ,  j e s t  r ó w n e  i c h  s u m i e :  p =  P i ' + p 2- Naprzykład, 
jakie jest prawdopodobieństwo, że z talii k art wyciągniemy 
albo pika, albo czerwonego asa? Prawdopodobieństwo pierw -

13 2
szego zdarzenia jest , drugiego zaś ■ Prawdopodo

bieństwo, że ciągnąc kartę  natrafim y albo na pika, albo na
. . .  13 , 2 15 r-, , ,

czerwonego asa,- jest oczywiście +  ~ ß 2 ~ ~ ^2  - ťoclobnie
będzie, jeżeli będzie chodziło o większą ilość różnych a w y
kluczających się rodzajów zdarzeń.

Z praw idła całkowitego prawdopodobieństwa wynika, że 
jeżeli weźmiemy wszystkie możliwe w pewnym  zakresie ro
dzaje zdarzeń, to suma ich prawdopodobieństw będzie równa 
jedności. Istotnie w tedy którekolwiek zdarzenie wystąpi z pew
nością a pewność to jest prawdopodobieństwo równe jedności. 
Stąd wypływ a ważny wniosek dotyczący prawdopodobieństwa 
niew ystąpienia zdarzenia. J e ż e l i  p r a w d o p o d o b i e ń -
Z adania i m etody s tatystyk i ?
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s t w o  w y s t ą p i e n i a  z d a r z e n i a  j e s t  p, t o  p r a w 
d o p o d o b i e ń s t w o  q n i e w y s t ą p i e n i a  g o  b ę d z i e  
r ó w n e  1—p. Naprzykład można postawić pytanie, jakie jest 
prawdopodobieństwo niewyciągnięcia pika. Ponieważ praw do-

13 1
podobieństwo wyciągnięcia takiej k a rty  rów na się ,

prawdopodobieństwo w ystąpienia jakiegokolwiek innego koloru

Przechodzim y z kolei do prawdopodobieństwa złożonego. 
Odnosi się ono do częstości łącznego występow ania dwóch lub 
w ielu nieżależnych od siebie rodzajów zdarzeń, np. do wyciąg
nięcia czarnej karty  z jednej talii i jednocześnie czerwonego 
asa z drugiej. Otóż p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  z ł o ż o n e  
r ó w n a  s i ę  i l o c z y n o w i  p r a w d o p o i d o b i e ń s t w  d a 
n y c h  r o d z a j ó w  z d a r z e ń .

Jeżeli dajm y na to m am y dwa rodzaje zdarzeń i praw do
podobieństwo jednego z nich jest p Ł a drugiego p2, to praw do
podobieństwo łącznego w ystąpienia tych dwóch rodzajów zda
rzeń będzie rów ne p =  РхРз-

A więc w  przytoczonym  przykładzie prawdopodobieństwo

wyciągnięcia czarnej karty  rów na się ~  , prawdopodobień

stwo zaś wyciągnięcia czerwonego asa jest • Przeto p raw 

dopodobieństwo łącznego w ystąpienia tych zdarzeń rów na się

ta lii może spotkać się z każdą kartą  drugiej, ilość różnych jed 
nakowo możliwych ewentualności jest 52X52. W śród nich 
każda z 26 czarnych k a rt może spotkać się z każdym  z 2 czer
wonych asów. Zatem  liczba różnych spotkań tego rodzaju jest 
26 X 2. W ten  sposób prawdopodobieństwo spotkania się czarnej

л  ̂ 26 X 2 1
k arty  z czerwonym asem w ypada równe г)2 X ~)2 ~  "52 ‘
samo można rozumować w każdym  innym  przypadku.

. 1 3j e s t l _ T = 4 ,

52 ' W istocie, ponieważ każda karta  jednej
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23. Prawdopodobieństwo powtarzania się zdarzeń. Szereg
dwumianowy. Podane w poprzednim ustępie twierdzenie 
o prawdopodobieństwie złożonym może być stosowane nie ty l
ko do łącznego występowania różnych rodzajów zdarzeń, lecz 
także do łącznego występowania tego samego rodzaju zdarzeń, 
a więc może być użyte do obliczenia prawdopodobieństwa po
wtórzeń tego samego zdarzenia. To zagadnienie było opraco
w ane na przełomie XVII i XVIII wieku przez B e r  n  o u 11 i ’e g o,
0 k tórym  była już mowa w ust. 21.

Rozpatrzm y z początku najprostszą formę zagadnienia, 
kiedy zdarzenie występuje najwyżej dwukrotnie. Tym zdarze
niem  niech będzie występowanie czarnej karty  w ciągnieniach 
z talii. A więc ciągnijm y z dwóch talii po jednej karcie albo, 
co na  jedno wyjdzie, ciągnijmy z tej samej talii powtórnie po 
włożeniu do niej z powrotem  wyciągniętej poprzednio karty
1 po przetasow aniu talii. Będziemy mieli cztery równie możli
we ewentualności: 1) pierwsze i drugie ciągnienie dadzą czer
wone karty , 2) pierwsze da czerwoną, a drugie czarną, 
3) pierwsze czarną a drugie czerwoną i wreszcie 4) oba ciągnie
nia dadzą czarne karty . Oznaczymy zjawienie się czarnej karty  
znakiem  .+ , czerwonej znakiem — . Będziemy wtedy mogli ze
staw ić omawiane ewentualności w  formie następującej:

1 )  -  -

2) -  +
3) +  -
4) +  +
Są tu  zestawione we "wszelki możliwy sposób dwa różne 

rodzaje zdarzeń. Podobne zestawienia noszą nazwę p r z e 
m i a n  (wariacyj). Zestawienie zbiorów tak  mało licznych jest 
proste. Natom iast dla większych zbiorów zadanie staje się 
o wiele trudniejsze, zwłaszcza jeżeli są rozpatryw ane nie dwie 
tylko jak  tu  ewentualności, lecz większa ich ilość. Istnieje na
w et osobna gałęź m atem atyki, k o m b i n a t o r y k i 1), która 
się tym  zajm uje.

h N ajbardziej w yczerpującym  źródłem  w  tej dziedzinie jest książka 
E. N e t t o .  Lehrbuch der Com binatorik (Lipsk, 2 wyd. 1927).
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W idzimy odrazu, że przem iana 1 nie da żadnej czarnej 
karty , przem iany 2 i 3 dadzą jedną czarną kartę, wreszcie 
przem iana 4 da dwie k a rty  czarne. Prawdopodobieństwo każ
dej przem iany jest w edług praw idła złożonego prawdopodo-

1 1 1  bieństwa X --- =  —-  . Składając prawdopodobieństwa

przem ian 2 i 3, otrzym am y dla jednorazowego w ystąpienia 
czarnej k a rty  prawdopodobieństwo podwójne. Ostatecznie wy
padnie następujący szereg prawdopodobieństw:
Liczby czarnych k a rt w  zbiorach 0 1 2

1 2  1 
Ich prawdopodobieństwa ^ ^

Sum a tego szeregu w ypada rów na jedności, co jest na
turalne, bo są tu  uwzględnione wszystkie możliwe ew entual
ności, jakie mogą wystąpić w  dwójkowych zbiorach ciągnień.

Ciągnijmy następnie karty  trzykro tn ie — będziemy mieli 
trójkow e zbiory przypadków. Liczba jednakowo m ożliwych 
zestawień będzie teraz dwa razy większa niż poprzednio. Istot
nie każdej przem ianie dwójkowych zbiorów będą tu  odpowia
dały dwie, bo w  trzecim  ciągnieniu może wyjść zarówno czer
wona jak  czarna karta . Oznaczając literam i a i b ewentualności 
trzeciego ciągnienia, możemy zestawić następujący zespół prze
mian:

l a ) — — —

I b ) — — +
2  a) — + 1 —

2  b) — “b +
3 a) '+ — —

3 b )
i

T — +:
4 a) + .+ —

4 b) • f i + +

Teraz przem iana la  nie da żadnej czarnej karty , przem ia
ny Ib, 2a і За dadzą jedną czarną kartę, 2b, 3b i 4a — dadzą 
dwie i wreszcie przem iana 4b — trzy  czarne karty . Praw do

podobieństwo każdej przem iany jest -4— X -4 — X -4 “  =
Z Z Z.  o
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Składając prawdopodobieństwa, otrzym am y szereg prawdopo
dobieństw dla trójkowych zbiorów:

Liczby czarnych kart w  zbiorach: 0 1 2 3

Ich prawdopodobieństwa: 3 X-^- 3 X—̂-----

Sum a wyrazów szeregu znowu równa jest jedności.

Zastosujem y z kolei takie rozumowanie do czwórkowych 
zbiorów ciągnień. Znowu każdej przem ianie poprzedniego za
dania będą odpowiadały dwie przem iany a i b nowego. Otrzy
m am y 16 przem ian:

1 aa) — — — ---
1 ab) — — ' — +

1 ba) — — + —
1 bb) — — 1 . +

2 aa) — T"’- — —
2 ab) — + — +

2 ba) — ' + + —
2 bb) — + + +
3 aa) + — — —
3 ab) + — — +.
3 ba) J_1 — 4- —
3 bb) + — + +

4 aa) + + — —
4 ab) i + + ' —
4 ba) .+ + _L1 —
4 bb) + + “Ґ

lobieństwo każdeji przem iany będzie

-  X X X —— =  . Zliczając przem iany o jednako-
¿i Li ¿i J - ' - '

wej liczbie czarnych kart, ułożymy szereg prawdopodobieństw: 
Liczby czarnych kart w zbiorach: 0 1 2 3 4

Ich prawdopodobieństwa: ~Тб
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Rozumując w  podobny sposób dla zbiorów po 5 kart, otrzy
m am y szereg:
Liczby czarnych

Tak samo można rozumować dalej przy coraz większej 
ilości ciągnień. Zawsze przy  tym  suma prawdopodobieństw bę
dzie rów na jedności.

Porów nując ze sobą otrzym ane szeregi prawdopodobieństw, 
widzimy, że ich współczynniki są takie same, jak  w  rozwinię
ciu dw um ianu N e w t o n a  takiego samego stopnia jak  liczba 
przypadków  w  danych zbiorach. Oznaczając prawdopodo
bieństwo wyjścia czarnej k a rty  przez p, prawdopodobieństwo 
zaś wyjścia czerwonej, to znaczy nie w yjścia czarnej, przez q, 
możemy odnośne rozwinięcia napisać w  formie:

N ietrudno jest stwierdzić, że te w ielom iany nietylko m ają 
takie same współczynniki jak  rozpatryw ane szeregi praw dopo
dobieństw, lecz dają w prost w yraz po wyrazie odnośne p raw 
dopodobieństwa, jeżeli w staw im y w miej ce p i q ich liczbowe 
wartości, k tó re  tu  są obie równe Vz- Stąd te szeregi noszą 
nazwę d w u m i a n o w y c h .  Nazywa się je  także szeregami 
B e r n o u l l  i ’ego.

To jeszcze nie wszystko. Rozwinięcie dw um ianu N e w t o n a  
daje praw dopodobieństwa powtórzeń zdarzenia także wtedy, 
kiedy prawdopodobieństwo w ystąpienia go nie jest równe 
prawdopodobieństwu niezjaw ienia się. Rozpatrzm y naprzykład 
prawdopodobieństwo wyciągnięcia nie byle jakiej czarnej 
karty , lecz specjalnie pika. Prawdopodobieństwo zdarzenia bę-

3
dzie teraz  %  a nie w ystąpienia go ^ .

k a rt w  zbiorach: 
Ich praw dopo
dobieństwa:

0 1 2 3 4 5

(q +  P)2 =  T  +  2qp +  p2
(q +  p)3 =  q3 +  3qřp +  3qpa +  p :i
(q .+  p)4 =  q4 +  4q3p +  6q2p* +  4qp3 +  p4
(q -b p )5 =  q5 + :5q4p +  10q3p2 +  10q2p3 -b5q4 +  p5
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Możemy tu  wykorzystać te  same zestawienia przemian, 
jakie m ieliśmy poprzednio, ale ich prawdopodobieństwa nie 
będą jednakowe. I tak  oznaczając literą p z odpowiednim 
znaczkiem ich prawdopodobieństwa, będziemy mieli dla dwój

kowych zbiorów: |  - X -  J  -  =  ,  p 2 =  p 3 =  A  - X  .1 (

1 v  1 /  1

W ypadnie w tedy szereg prawdopodobieństw według dwumianu
3

drugiego stopnia (q +  p)", jeżeli w  nim wstawimy q ~  ,  ,

jsSaw- ■
' И 1p =  - ^ - , a mianowicie:

Liczby pików w  zbiorach: 0 1 2

/ 3Ich prawdopodobieństwa: (

W trójkow ych zbiorach otrzym am y dla różnych w ystępu
jących w nich przem ian prawdopodobieństwa, które można 
zestawić w sposób następujący, jeżeli się oznaczy je po prostu 
znaczkami przem ian w kwadratow ych nawiasach:

3[la] =  (

[I6 ] =  [2a] =  [ 3 a ] = ( - | - ) 2 X - |

|2/>]— ¡з/)] --- (  І у

і « і = ( т

W ypadnie zatem  szereg prawdopodobieństwa według dwu-
/ • 3 , 1  \ 3 

m ianu trzeciego stopnia X ^ J ■

Liczby pików w zbiorach: 0 1 2 3 4

Ich prawdopodobieństwa:^-—̂) З X ^ J  X“  ЗХ-^ Х ^ У
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Tak samo można przerobić czwórkowe zbiory. Będziemy 
m ieli następujące prawdopodobieństwa różnych przem ian:

Szereg prawdopodobieństw wypadnie zgodnie z dwu-

Tak samo będzie dla zbiorów jeszcze większych. 
Porównując ze sobą szeregi dwum ianowe widzimy, że 

prawdopodobieństwo niew ystąpienia zdarzenia jest równe 
pierwszem u wyrazowi szeregu, prawdopodobieństwo jedno
krotnego w ystąpienia rów ne drugiem u wyrazowi, dw ukrot
nego — trzeciem u, trzykrotnego — czw artem u itd. Dochodzimy 
w ten  sposób do ogólnego praw idła:

J e ż e l i  p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  w y s t ą p i e n i a  j a 
k i e g o ś  z d a r z e n i a  j e s t  p a p r a w d o p o d o b i e ń s t w o  
n i e w y s t ą p i e n i a  g o  q =  1 — p, t o  p r a w d o p o d o 
b i e ń s t w o ,  ż e  z d a r z e n i e  w y s t ą p i  к  r a z y  w z b i o -

m ianemm ianem  -f- -

L iczby 
p ików  w
zbiorach: 0 1 2 , 3 4
Ich  p raw

f e t ;  ( І ) ‘4х Ш Ч - Ш Ч і Г  4x t x ( I ) ’ ( т ) ‘
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r a c h  p o  n  p r z y p a d k ó w ,  j e s t  r ó w n e  ( к +  1) - n e m u  
w y r a z o w i  d w u m i a n u  (q +  p ) ,!. T a k i e  p r a w d o p o -  
d o b i e ń s t w o w y r a ż a s i ę w z o r e m :

n (n — 1) . . .  (n — к -г 1) n-к к і í і-------------- q p
1.2.3.  . . .  к

Ten wzór można napisać w  formie bardziej przejrzystej, 
jeżeli użyje się tzw. s i l n i ,  iloczynów kolejnych liczb całkowi
tych od jedynki począwszy. Silnie oznacza się ostatnią liczbą 
z wykrzyknikiem , np. 1. 2. 3. 4. 5. przez 5! Rozpatrywany wzór 
będzie wtedy:

7z! n-k к------------------ q  p
к ! (n — к) !

« '
P rzy  stosowaniu jego trzeba mieć na uwadze, że silnia O! 

jes t rów na jedności.
Do obliczenia wyrazów szeregu dwumianowego wypada 

ciągle obliczać współczynniki dwum ianu N e w t o n a .  Jest to 
bardzo kłopotliwe przy wysokich potęgach. Dla ułatw ienia 
można przytem  korzystać z tzw. t r ó j k ą t u  P a s c a l a .  Układa 
się go w  sposób następujący. Piszemy w pierwszym  wierszu 
dwie jedynki. W drugim  wierszu piszemy między nimi ich 
sumę i dopisujemy z obu stron nowe jedynki:

1 1 
1 2  1

Dodajemy następnie stojące obok siebie liczby drugiego 
wiersza i wpisujem y sumy w trzecim  wierszu pomiędzy odnoś
nym i liczbami drugiego. Oprócz tego dopisujemy znowu je 
dynki po obu stronach:

1 1 
1 2 1 

1 3  3 1

Postępując tak  samo dalej, ułożymy tró jkąt P a s c a l a .
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który  natu raln ie  można przedłużyć do nieskończoności. Poniżej 
podaję go w form ie doprowadzonej do 10-go stopnia:

1 1
1 2  1 

1 3  3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 79 56 28 8 1

1 9 ” 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

By otrzym ać współczynniki dw um ianu k-ego stopnia trzeba 
wziąć wiersz num er k.

Sum a współczynników dla dw um ianu k-ego stopnia równa 
się 2k, np. dla dw um ianu 10 sotpnia wynosi 1024. Istotnie m am y 
(1 +  1) k =  2k.

Przy bardzo wysokich potęgach naw et użycie tró jkąta  
P a s c a l a  jes t zbyt mozc lne. Można w tedy sobie radzić, u jm u-

72 Î
jąc spółczynniki za pomocą silni a więc w  form ie - — -

k i  (n —  k ) l  .

Je st to  wygodne dzięki wzorowi angielskiego m atem atyka 
S t i r l i n g  a, k tóry  daje możność przybliżonego w praw dzie 
ale wygodnego obliczenia silni. W zór ten  jest następujący:

n! =  1. 2. 3  n  =  | / 2 í r ¿  X_nn X e~n

W nim  e jest przestępną liczbą, k tórą można obliczyć za 
pomocą nieskończonej sumy:

i i 1 ^  1 ■ 1 i
6 =  T ľ  Ж  "зГ ••••

Je j przybliżona w artość wynosi: 2.718251828459045... 
Porównując ze sobą różne szeregi dwumianowe, łatwo jest 

stwierdzić, że jeżeli prawdopodobieństwo w ystąpienia zdarzenia 
jest równe połowie a więc jeżeli q =  p, to szereg będzie syme
tryczny, w przeciw nym  razie — skośny. I tak  dla czwórkowych
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zbiorów przy p =  V2 wypadł nam  szereg (wyrażony w szesna
stych częścach jedności): 1, 4, 6, 4, 1. Natomiast przy p =  ^4 
otrzym aliśm y (w 256-ych częściach jedności) : 81, 108, 54, 12, 1.

Skośność w  drugim  przypadku wypadła bardzo silna, bę
dzie ona jeszcze silniejsza, jeżeli p i q będą się jeszcze bardziej 
różniły. Szereg przy ¡dostatecznie dużej różnicy między tym i 
prawdopodobieństwami może stać się naw et jednobocznym. 
I tak  przy p =  Vі», q =  V10 wypadnie on (w dziesięciotysięcznych 
częściach jedności) dla czwórkowych zbiorów: 6561, 2916, 486, 
36, 1.

Zwiększenie zbiorów wyrów nuje skośność w  znacznym 
stopniu naw et przy dużej różnicy między p i q. I tak  Y u l e  
obliczył następujące prawdopodobieństwa (w dziesięciotysięcz
nych częściach jedności ) dla zbiorów złożonych ze 100 przy
padków przy p =  V10 (tab. 23,1). W tej tabeli wartości mniejsze 
od połowy dziesięciotysięcznej są pominięte. Tak małe prawdo
podobieństwa w ypadają dla wysokich liczb powtórzeń, miano
wicie dla 24 do 100. Równie małe jest prawdopodobieństwo nie 
w ystąpienia zdarzenia.

Tabela 23,1

Prawdopodobieństwa różnych powtórzeń zdarzenia o praw 

dopodobieństwie w  zbiorach złożonych ze 100 przypadków 

(dziesięciotysięczne części jedności).

Liczby powtórzeń Ich prawdopodobieństwa
I ' ' ■ '  ' • V ' . '

0 —
1 3
2 16
3 59
4 159
5 339
6 596
7 889
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Liczby powtórzeń Ich prawdopi

8 1148
9 1304

10 1319
11 1199
12 988
13 743
14 513
15 327
16 193
17 106
18 54
19 26
20 12
21 5
22 2
23 1
24 — .

Ponieważ szereg dwum ianowy obejm uje prawdopodobień
stw a wszystkich możliwych zestawień zdarzeń, sum a jego w y
razów  jest zawsze rów na jedności. D aje to możność spraw dza
n ia obliczeń.

Użycie dw um ianu N e w t o n a  do obliczania prawdopodo
bieństw  można rozszerzyć na zagadnienia, w  których chodzi 
o pow tarzanie się nie jednego zdarzenia, lecz dwóch i więcej. 
Można naprzykład postawić sobie zadanie obliczyć praw dopo
dobieństwa występow ania czarnych k a rt i kierów. Nie będę 
om awiał szczegółowo takich zagadnień, gdyż jest to dosyć za
wiłe. Podam  tylko gotowy wzór.

N i e c h  b ę d ą  Pj,  p2 . . . p  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a  
w y s t ę p o w a n i a  s r ó ż n y c h  r o d z a j ó w  z d a r z e ń ,  
p r z y  c z y m  s u m a  t y c h  p r a w d o p o d o b i e ń s t w  j e s t  
r ó w n a  j e d n o ś c i .  W ó w c z a s  p r a w d o p o d o b i e ń 
s t w o  w y s t ą p i e n i a  Oj r a z y  p i e r w s z e g o  r o d z a j u
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z d a r z e ń  a j e d n o c z e ś n i e  a,  r a z y  z d a r z e ń  d r u 
g i e g o  r o d z a j u  i t d .  i as r a z y  o s t a t n i e g o  r o 
d z a j u  w  z b i o r a c h  p o  n p r z y p a d k ó w ,  g d z i e  
n = a1 +, <z2 +  . . + as, w y r a z i  s i ę  w z o r e m :

u  ! a.2

Je s t to ogólny wzór w yrazu w wielomianie (p1 + p2 + .. ..
+  P s )  n

Dla w yjaśnienia, jak  się korzysta z powyższego wzoru, 
obliczmy jakie jest prawdopodobieństwo, że w zbiorach cią
gnień po 5 kart otrzym a się trzy  czarne karty  i jednego kera. 
Prawdopodobieństwo czarnej karty  jest V2, jest to р г. Praw do
podobieństwo» kera jest Ví, m am y zatem  p2 =  % . Ponieważ 
sum a tych prawdopodobieństw jest m niejsza od jedności, trzeba 
jeszcze wprowadzić trzecie — prawdopodobieństwo wystąpienia 
k a rt nieczarnych i niekerów p 3 =  %  . Odnośne liczby powtórzeń 
będą: аг =  3, a2 — 1, a 3 =  1. Prawdopodobieństwo tych powtó
rzeń wypadnie:

5! / 1 \ 1 _  1 28
3! 1! l! \ 2 / X  4 X  4 128~

Szereg dwum ianowy ma podstawowe znaczenie dla nauki 
o prawdopodobieństwie i statystyki. Nie dość na tym, że sam 
przez się odgrywa poważną rolę, ale nadto wywodzą się z niego 
dwie doniosłe koncepcje — norm alna funkcja prawdopodobień
stw a zwana inaczej funkcją d e  M o i v r e ’a i  szereg P  o i s- 
s o n a .  W dalszych ustępach zajmiemy się tym i koncepcjami.

24. Charakterystyki szeregu dwumianowego. Szeregi roz
dzielcze w ielu m ateriałów  statystycznych są podobne do sze
regu dwumianowego. W tym  szeregu liczby powtórzeń grają 
rolę zmiennej ew entualnej a ich prawdopodobieństwa rolę czę
stości. Analogia jest bardzo ścisła, bo prawdopodobieństwo, jak  
widzieliśm y w  ust. 21, jest graniczną wartością częstości przy 
zwiększaniu liczby przypadków, jeżeli częstość« jest wzięta
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w  form ie częstości względnej. Wobec tego jest konieczne usta
lenie dla szeregu dwumianowego takich samych charaktery
styk, jak  dla szeregów rozdzielczych.

Rozpoczniemy od średniej arytm etycznej. Zastosujem y tu  
naturaln ie  metodę w artości wyjściowej, przyjm ując tę w artość 
równą zeru. Użyjem y znanego nam  schem atu rachunkowego 
(tabi. 24,1).

Tabela 24,1

x  (liczby f  ich praw do- x f
pow tórzeń) podobieństw a

0 qn 0
1 nqn~'p nq'l~ 'p

2 n_(n— 1 ) ,г_2 a n ( n —l ) q n~-p-
1.2

3 n  i'1 —  . _ 3 :î n  ( n  — D r» — 2) s  ,

1.2 .3 . 1.2

Sum ując iloczyny x f  i wynosząc za nawias wspólny czynnik 
np,  otrzym am y jako sumę odchyleń od w artości wyjściowej w y
rażenie:

{n — 1) (/i — 2) „ .. , ,
I  x f  — np  k/" 1 i I (n -1) 9" - 2P - j 2 <Г Р +  • • • 1

W ielomian w nawiasie jest niczym innym  jak dwum ianem  
N e w t o n a  (q +  p ) n—1. Ponieważ sum a wyrazów  takiego 
dw um ianu rów na się jedności, w ypadnie 2  x f — np. Dla otrzy- 
otrzym ania pomocniczego m om entu trzeba sumę odchyleń 
podzielić przez sumę f, a ponieważ jest to sum a w yrazów dw u
m ianu (q +  p ) n—ł, k tóra jest rów na jedności, dzielenie jest
zbyteczne i otrzym ujem y odrazu — np. Taką samą wartość
będzie m iała średnia arytm etyczna, gdyż wartość wyjściowa 
jest rów na zeru.
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Przychodzimy teraz do momentów. Pomijamy częściowe 
momenty pierwszego stopnia, gdyż do nich obliczenia trzeba 
oddzielić minus warianty od plus wariantów. Jest to łatwe 
w poszczególnych przypadkach, natomiast w formie ogólnych 
wzorów jest niemożliwe. Przechodzimy więc do momentów 
wyższych rzędów. I tak dla momentu drugiego stopnia bę
dziemy mieli, przyjmując znowu jako wartość wyjściową, zero 
(tab. 24,2). Sumując iloczyny f x 2 i wyciągając za nawias 
wspólny czynnik np, otrzymamy:

У f x 2 =  np \ąn- 1 +  2 (/г — 1) qn- 2 p +  3 r” ~~ ^  (̂  ~  2) qn~-' pa +

+ 4 (»-D (/l~ 2) (?г~3) n u - ,  „в i
1.2.3. 1 ^ ’ -1

Tabela 24,2

X f x ¿

0 q i i 0 0

1 nqn~xp 1 nqn~ 1p

2
71 (71— 1) 2 2 

1 . 2
4 2n (n—

3 71 (71— 1 ) (71— 2 ) _-3P3 9 a a f c -
1.2.3

4§; 71 (n— 1) (ті— 2) (71- — q n - i p 1- 16 4 / / (" -

1.2

д а  1 .2 .3 .4  £ r  1-2.3

W ielomian zaw arty w  nawiasach przekształcam y w ten 
sposób, by z niego wydzielić dwum ian (q + ' p) :

V f x J =  np [q”- 1 +  (71 — 1) qn- 2p +  (" " ^  (" ~ 2)qn- y +

( »  —  1 )  (7i —  2 )  (n  —J ł )  3 _ _ l  ( 7j _  qn-2p  +

1.2.3
+  2 ( n - l )  ( n - 2^ +  g ( п - 1 ) ( п_̂ 2 )  ( n - 3) qn_ ipi +  j
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M amy teraz w  naw iasach dwa wielom iany. Pierw szy z nich 
jako suma wyrazów  szeregu dwumianowego jest rów ny jed
ności. Co do drugiego, porów najm y go z wyprowadzoną po
przednio sumą odchyleń od zera wyrazów szeregu (q +  p ) n. 
W idzimy, że ten  drugi wielom ian da się wyprowadzić z w yra
żenia dla wspom nianej sumy, jeżeli n  zastąpi się przez n— 1. 
Jest to zatem  średnia arytm etyczna szeregu (q +  p ) '!_1 a więc 
ma w artość (n — 1) p. W ten  sposób dla sum y iloczynów fx~ 
w ypadnie w yrażenie np [ +  (n — l)p ] , czyli np + n2p~ -— np1. 
O trzym aliśm y w ten  sposób pomocniczy m om ent ¡л2, gdyiż dzie
lenie przez ^  f =  1 jest zbyteczne. Ostatecznie dla m om entu 
drugiego stopnia otrzym am y:

m 2 =  ¡r, — [J.2 =  np  +  rrp- — np2 — n-p- =  np — np2 =  np  (1 — p) =  npcf

Stosując tę samą metodę do m om entów trzeciego i czw arte
go stopnia, otrzym am y:

m 3 =  npq (p — q)

m 4 == 3rrp2q2 +  npq  (1 — 6pq)

W yprowadzenie tych wzorów jest zbyt zawiłe, by je tu  
przytaczać.

25. Normalna funkcja prawdopodobieństwa. W idzieliśmy 
w ust. 23, że w  szeregu dwum ianow ym  skośność powodowana 
przez różnicę między prawdopodobieństwam i p i q w yrów nuje 
się przy należytym  zwiększeniu n. Mało tego, można dowieść, 
że przy nieograniczonym  zwiększaniu n  szereg dwum ianowy 
zbliża się do pewnej stałej postaci, określonej funkcją

1 x 2
2^ -

W tym  rów naniu e jes t znaną już nam  liczbą przestępną 
a wielkość a jest stałą wielkością, k tóra może mieć różne w ar
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tości. Ta funkcja nosi nazwę n o r m a l n e j  f u n k c j i  p r a w 
d o p o d o b i e ń s t w a  albo f u n k c j i  d e  M o i v r e ’ a. Zwy
kle przypisuje się ją  L a p i a c  e’o w i  albo G a u s s o w i. Jest 
to niesłuszne. Ja k  to stw ierdził P e a r s o n ,  d e  M o i v r e  zaj
mował się nią o wiele wcześniej — od r. 1733 w dziele „Miscel
lanea analytica”.

Dla należytego w yjaśnienia związku między szeregiem 
dwum ianowym  a funkcją d e  M o i v r e  a, trzeba użyć przed
staw ienia graficznego (ryc. 3).

«—  с

Ryc. 3

W idzimy na takim  wykresie, że krzyw a funkcji wznosi 
się najw yżej dla x  =  0. Od tego punktu  opada ona sym etrycz
nie w  obie strony, idąc nieskończoność. Z początku obie gałęzie 
są wklęsłe względem osi odciętych, następnie począwszy od 

+  o dla praw ej gałęzi i od æ =  — a dla lewej stają się wy
pukłe. Jedna i druga stopniowo i bezgranicznie, asym ptotycz
nie jak  się to mówi, zbliżają się do osi odciętych. Kształt krzy
wej przypom ina w pewnym  stopniu klosz albo według do
wcipnego francuskiego określenia kapelusz żandarma. Ten 
„kapelusz” jest tym  bardziej wysmukły, im mniejsza jest 
wielkość a, z jelj zwiększeniem przypłaszcza się.
Z adćnia i m etody statystyki 8
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Wobec wielkiego znaczenia funkcji d e  M o i v r  e ’a obli
czono z wielką dokładnością jej wartości, biorąc je  w  formie

,, =  ?" (î) =  7 ? ï  e
w  której stała o jest wyłączona. Taką formę przybiera rów na-

Y]
nie funkcji przez zmianę zmiennych: æ =  a f, y  = — . Zm ienne

ê і y noszą nazwę n o r m a l n y c h .  Za pomocą przytoczonych 
wzorów można przy danym  a obliczyć w artość y  dla każde
go x  według wartości funkcji <p0(f). Te w artości zostały obli
czone według rów nania nieskończonej sumy:

t-2 £2 44 4«
  - I _____  Ц U . ^  _  4  4 .

e 2 2 ' 22 2 ! 28 3!
W tabeli 25,1 są zestawione w artości funkcji <p o (|) dla 

dodatnich wartości I  w  odstępach 0.1. D la ujem nych w artości 
tej zmiennej będą natu raln ie  takie same w artości funkcji jak

Tabela 25,1

Funkcja d e  M o i v r e ’a

's ri S 7¡ S rl S . rJ

0.0 0.3989 1.3 0.1714 2.6 0.0136 3.8 0.0003
0.1 3970 1.4 1497 2.7 0104 3.9 0002
0.2 3910 1.5 1295 2.8 0079 4.0 0001
0.3 3814 1.6 1190 2.9 0060 4.1 0001
0.4 3683 1.7 0940 3.0 0044 4.2 0001
0.5 3521 1.8 0790 3.1 0033 4.3 0000
0.6 3332 1.9 0656 3.2 0024 4.4 0000
0.7 3123 2.0 0540 3.3 0017 4.5 0000
0.8 2897 2.1 0440 3.4 0012 4.6 0000
0.9 2661 2.2 0355 3.5 0009 4.7 0000
1.0 2420 2.3 0283 3.6 0006 4.8 0000
1.1 2179 2.4 0224 3.7 0004 4.9 0000
1.2 1942 2.5 0175
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dla odnośnych dodatnich wartości bo ta  zmienna w ystępuje 
podniesiona do kw adratu. W artości ^ od f  =  4.3 począwszy są 
mniejsze od 1/2 X 0.0001 i przeto są podane w tabeli w  formie 
0.0000. W końcu książki (tabela A) będą podane wartości <pu(i) 

w odstępach 0.01.
Dla przeprowadzenia porównania funkcji d e  M o i v г е'а 

z szeregiem dwumianowym i wogóle z szeregami rozdzielczymi 
trzeba obliczyć dla niej średnią arytm etyczną i momenty. 
W tym  celu trzeba powrócić do graficznego przedstawienia 
szeregów rozdzielczych, omówionego w ust. 5. Były tam  podane 
dwa sposoby tego przedstawienia: za pomocą łam anej linii 
(ryc. 1) i za pomocą tzw. h i s t o g r a m u ,  złożonego z prosto
kątów (ryc. 2). Było przytem  zaznaczone, że histogram  jest 
bardziej celowy, a mianowicie lepiej nadaje się do porówny
w ania szeregów rozdzielczych z ciągłymi funkcjami, takim i 

■jak funkcja d e  M o i v r e ’a.
Otóż widzieliśmy, że histogram  buduje się w sposób na

stępujący. Każdy wyraz szeregu zostaje przedstawiony prosto
kątem  o podstawie równej jedności, z wysokością równą często
ści. Przytem  skala szerokości może być dla wygody wybrana 
inna niż dla wysokości. Ponieważ szerokość klas w  m ateriale 
niegrupow anym  jest rów na jedności, pole każdego prostokąta 
w  histogram ie równa się odnośnej częstości a suma tych pól 
rów na się liczbie wariantów. To samo będzie z m ateriałem  
zgrupowanym, o ile przyjm ie się szerokość klas za jednostkę 
dò pom iaru wartości wariantów, co prowadzi do użycia „num e
rów ” do oznaczenia wyników takich pomiarów.

Zastosujm y ten sam sposób rozumowania do krzyw ej przed
staw iającej funkcję d e  M o i v r  e ’a. Dzielimy figurę ograni
czoną przez krzywą i oś odciętych na wycinki za pomocą szeregu 
rzędnych (ryc. 4). Te wycinki o kształcie zbliżonym do trapezów 
będą odpowiednikami prostokątów histogramu. W szystkie ich 
boki, z w yjątkiem  górnego, będą prostoliniowe.
Podstaw a każdego wycinka będzie odpowiednikiem przedziału 
klasowego w  szeregach rozdzielczych, pole jego ■— odpowiedni
kiem odnośnej częstości.

i*.
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Rye. 4

Pola podanych powyżej wycinków krzyw ej funkcji d e 
M o i v r  e ! a, ograniczonych przez dwie sąsiednie rzędne, można 
obliczyć zgrubsza, przyjm ując wycinek za trapez. Jeżeli od
nośne rzędne m ają w artości | 2 i i, (!, >  to pole w ycinka 
będzie w  przybliżeniu równe

2

N aprzykład jeżeli £2 =  1.1, £1 =  1.0, otrzym am y na pod
staw ie tabeli 25,1 wielkość pola w ycinka równą

W tym  w ypadku w ypada w artość dokładna do czwartego 
znaku dziesiętnego. Niezawsze tak  jest. Ogólnie w ynik będzie 
tym  dokładniejszy, im  rzędne są bliższe a więc w ycinek węższy. 
Dokładne wartości pól dla wycinków dowolnej szerokości można 
otrzym ać tylko za pomocą rachunku całkowego, obliczając 
tzw. całką L a p 1 а с e ’a

. К ( У  +  ср0( Ш ^ - Ц

[0.2179 +  0.2420] X 0.1 
2

=  0.0230

- Ž 2 

e 2 . d i
:  OO
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Daje ona wielkość pola figury ograniczonej przez oś od
ciętych, l e w ą  część krzywej i rzędną dla danej wartości f  
(ryc. 5). Dla i  = .— зо całka

6

Ryc. 5

L a p i a c  e’a równa się zeru, dla £ =  O przybiera wartość ‘Z2,, 
a przy nieograniczonym zwiększeniu f  zbliża się do jedności. 
W artości tej całki oblicza się za pomocą nieskończonej sumy:

Q (t)
i

(š
2 l/2  x

z ogólnym wyrazem  (— 1)̂ '

6
2k+l

40 336
+ )

2k l(2k + l)
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Za pomocą tabeli В  podaną w końcu książki pola wycinków 
dadzą się łatwo i dokładnie obliczyć, odejm ując odnośne w ar
tości funkcji Q (І). Pole wycinka ograniczonego przez wartości 
í 2 і (І2 > fj) będzie rów ne Q (І2) — Q ( f j .

Trzeba w  tym  m iejscu dla uniknięcia nieporozumień za
znaczyć z naciskiem , że zm ienna І  (względnie cc) funkcji d e 
M o i v r e ’a jes t odpowiednikiem zmiennej ew entualnej, nato
m iast zm ienna у (względnie y) nie reprezentu je  częstości — 
odpowiednikam i częstości są pola wycinków krzyw ej, określone 
przez całkę L a p i a c  e ’a.

Co do zmiennej І  trzeba jeszcze dodać, że przybiera ona 
zarówno dodatnie jak  i ujem ne wartości, podczas gdy wartości 
zmiennej ew entualnej są zwykle podawane w  form ie liczb do
datnich. W ynika stąd pewna trudność przy porów nyw aniu 
szeregów rozdzielczych z funkcją d e  M o i v r  e ’a, jak  zresztą 
i z innym i funkcjam i tego rodzaju. Trudność tę, jak  zobaczymy 
poniżej, łatwo jest przezwyciężyć, przesuw ając początek spół- 
rzędnych.

Możemy teraz przystąpić do określenia średniej arytm e
tycznej i m omentów funkcji d e  M o i v r e ’a. W ust. 10 m ie
liśm y dla obliczenia średniej rów nanie (2)

71

Łatwo jest wykazać, że licznik tego wzoru w  zastosowa
niu  do funkcji d e  M o i v r  e ’a rów na się zeru. Istotnie niech 
będzie ABCD  jakikolw iek w ycinek po praw ej stronie krzywej 
funkcji (ryc. 6). Pole jego będzie rów ne częstości dla klasy CD, 
względnie dla jej w artości środkowej, określonej przez środek 
odcinka CD. Dla każdego w ycinka z figury  krzyw ej można 
znaleźć sym etrycznie po drugiej stronie krzyw ej podobny w y
cinek A ’B ’C’D’, którego pole będzie reprezentow ało częstość 
dla klasy C’D’ z taką samą w artością środkową, ale ujemną. 
Mnożąc pola tych wycinków przez +  z  w  jednym  przypadku, 
przez — x  w  drugim , otrzym am y jednakow e iloczyny, ale
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o przeciw nych znakach. W ten  sposób otrzym am y wartość zero 
dla średniej arytm etycznej funkcji d e  M o i v r e ’a.

ĄA

Ryc. 6

Daleko bardziej zawiłe jest zagadnienie momentów. Dla 
obliczenia ich trzeba pole figury zakreślonej przez krzywą i oś 
odciętych rozbić gęsto ustawionym i rzędnym i na liczne wąskie 
wycinki. Trzeba następnie pola tych wycinków mnożyć przez 
odpowiednie potęgi odległości ich środków od rzędnej środko
wej, reprezentującej średnią arytm etyczną. Trzeba wreszcie do
dać te  iloczyny i podzielić otrzym aną sumę przez pole figury, 
k tó ra  reprezentuje sumę częstości wszystkich klas wariantów. 
To dzielenie jest zresztą zbędne, bo wspomniane pole jest 
rów ne jedności. Im więcej będzie wýcinków, im one będą skut
kiem  tego węższe, tym  dokładniejszy wypadnie wynik. Do
kładne wartości można otrzymać tylko za pomocą rachunku 
całkowego.

Za pomocą tego rachunku otrzym uje się dla częściowych 
m om entów pierwszego stopnia wartości:

Rachunek całkowy daje dla m om entu drugiego stopnia 
bardzo proste rów nanie m 2 =  o2. Moment trzeciego stopnia jest
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wobec sym etrii krzyw ej równy zeru. W reszcie m om ent czwar
tego stopnia rów na się т± — 3 o\

Z tego wynika, że charakterystyczna dla funkcji d e 
M o i v r  e ’ a stała a jes t średnim  odchyleniem  tej funkcji. Ozna
czenie jej tą samą grecką literą co odchylenie średnie jes t za
tem  bardzo celowe. W ynika następnie, że w skaźnik skośności 
jes t rów ny zeru, a wskaźnik skupienia w ariantów  rów ny 3.

Po tym  długim, ale koniecznym  wstępie przystępujem y 
do rozwiązania zagadnienia postawionego na początku ustępu. 
Chodzi o to, że szereg dwum ianow y ze zwiększeniem n  zbliża 
się do funkcji d e  M o i v r e ’a. Przeprow adzenie ścisłego do
wodu jest niemożliwe bez rachunku nieskończonościowego. 
N ietrudno jest natom iast sprawdzić omawiane twierdzenie, 
porów nując z tą funkcją poszczególne szeregi. W eźmiemy na- 
przykład szeregi (% +  Vs)4 i (14 +  Vs)16.

Porównanie, do którego przystępujem y, wym aga użycia 
dla szeregów dwum ianow ych i dla funkcji d e  M o i v r  e ’a tej 
samej zmiennej niezależnej. Funkcję w eźm iem y w form ie

i 2
ф   1 p —..' nie zawierającej stałej o. Zm ienna f  jest,

1/2 я
jak  widzieliśmy, określona przez rów nanie Ponieważ
nadto początek tej zmiennej zbiega się ze średnią arytm etyczną 
funkcji, k tóra jest rów na zeru, wobec tego rów nanie określa
jące zmienną f  trzeba napisać w  formie:

x  =  m  +  o Š.

Ponieważ dla szeregów dwum ianowych m  =  np, o =  ] /npq,  
rów nanie powyższe przybierze formę:

x  =  np +! f  j/npq

skąd

t   x  — np

V  nąp
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A więc dla szeregu (A +  У2 ) 4 będziemy mieli:

É -  * - 4  X і/, __ ^
)/4  X 1/8X 1/2 ^

dla szeregu zaś +. Va)18 ;

j   x  —  16X Уд  jc  — 8
S ~  | / Í 6 X'i /2X'I /¡ _  2

Co się tyczy częstości w dwumianowych szeregach, nie 
trzeba  będzie wprowadzać żadnych zmian, gdyż są to częstości 
względne, a więc suma ich równa się jedności, tak  samo jak 
sum a częstości w funkcji d e  M o i v r e ’a form y <p 0 
W ujęciu graficznym  znaczy to, że suma pól prostokątów 
w  histogram ie szeregu równa się polu figury zakreślonej przez 
krzyw ą funkcji i przez oś odciętych.

Dla pierwszego z naszych szeregów otrzym am y w ten 
sposób zestawienie w  tab. 25,2, dla drugiego w tab. 25,3.

Tabela 25,2

Szereg (A + ' Угу

Zm ienna ewen- x =  0 1

tualna £ =  ■ — 2 — 1

Częstości w  16-tych

częściach jedności 1 4

Dla porównania z funkcją <:/-.,(£) trzeba będzie jeszcze 
przedstaw ić częstości w formie ułamków dziesiętnych a miano
wicie z czterem a znakami, tak  bowiem są obliczone wartości 
funkcji w tabelach, z których będziemy korzystali.

Trzeba wreszcie obliczyć pola wycinków krzywej funkcji 
% (Í) odpowiadające częstościom naszych szeregów dwum ia
nowych, względnie prostokątom odnośnych histogramów.

2 3 4

0 + 1  + 2

6 4 1
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Tabela 25,3

Szereg +  1!2) 16

Zmienna
ewentualna

Częstości wyrażone
1 1w —

Zrtìienna
ewentualna

Częstości wyrażone
1 1w —

216 655:16 
częściach jedności

210 65536 
częściach jednościX i « ' X

0

O’ф1 1 9 40 .5 11440
1

Юco1 16 10 41 .0 8008
2 i co o 120 11 41.5 4368
3 -2 .5 560 12 42 .0 1820
4 1 to o 1820 13 +2.5 560
5 - 1 .5 4368 14 43.0 120
6 - 1 . 0 8008 15 43.5 16
7 0.5 11440 16 1 O 1
8 0 . 0 12870

Obliczenie pól wycinków z figury krzyw ej uskutecznim y 
za pomocą całki L a p i a c  e’a. Dla przeprow adzenia rachun
ków trzeba będzie wyznaczyć w artości zmiennej I  dla rzędnych 
ograniczających wycinki, inaczej mówiąc w artości tej zmiennej 
dla boków prostokątów  histogram u. To zadanie sprowadza się 
do w yznaczania granic klasow ych przedziałów, co było już 
rozpatryw ane w ust. 5.

Dla szeregu (1/2 +  1/ 2)4 te  granice będą:

— 2.5, — 1.5, — 0.5, + 0 .5 , + 1 .5 , + 2 .5 .

Dla nich z tabeli В  w  końcu książki znajdziem y w artości całki 
L a p l a c e ’a: 0.0063, 0.0668, 0.3085, 0.6915, 0.9332, 0.9937.

Odejm ując te  w artości kolejno od siebie, otrzym am y po
trzebne nam  pola wycinków fígury  krzyw ej (+■ Zestaw iając 
je  z częstościami szeregu, otrzym am y tabelę 25,4. W idzimy, 
że zgodność je s t niezła mimo m ałej w artości n.
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Tabela 25,4

Porównanie szeregu (% +  Va)4 2 całką L a p i a c  e ’a.

£ Szereg Całka Różnica

- 2 . 0 0.0625 0.0605 + 0 .0020
- 1 . 0 0.2550 0.2417 +0.0083

0.0 0.3750 0.3830 -0 .0 0 8 0
1.0 0.2500 0.2417 + 0 .0083

+ 2 .0 0.0625 0.0605 + 0 .0020

Zgodność będzie lepsza dla szeregu (V2 +  V2) 10. Ponieważ 
ten  szereg, tak  samo zresztą jak  i poprzedni, jest symetryczny, 
w ystarczy rozpatrzyć połowę jego. Granice prostokątów będą 
kolejno -—• 4.25, — 3.75, — 3.25, — 2 .7 5 ,... Otrzym am y zesta
wienie następujące, (tab. 25,5).

Tabela 25,5

Porów nanie szeregu (Z +  Va)15 /  całką L a p i a c  e ’a.

S 1 Szereg Całka Różnica

- 4 . 0  : 0.0000 0.0001 - 0 . 0 0 0 1

- 3 . 5 0.0002 0.0005 0.0003
- 3 . 0 0.0018 0.0024 -0 .0 0 0 6
- 2 .5 0.0085 0.0092 -0 .0 0 0 7
- 2 . 0 0.0278 Ô.0279 - 0 . 0 0 0 1

—1.5 0.0666 0.0656 + 0 .0 0 1 0
- 1 .0  j 0.1222 0.1200 + 0 .0012
- 0 .5 0.1746 0.1747 - 0 . 0 0 0 0

0 . 0  : 0.1964 0.1974 - 0 . 0 0 1 0

Dla jeszcze wyższych potęg n  zgodność będzie jeszcze 
lepsza.

Porów nanie szeregów dwumianowych z funkcją d e 
M o i v r  e ’a przeprowadziliśm y powyżej za pomocą całki L a -



124

p l a c  e’a. Takie porównanie można także przeprowadzić bez
pośrednio. Pola prostokątów  histogram u pozostaną w  dalszym  
ciągu odpowiednikam i pól z figury  krzyw ej 'f0 (ž), ale dla tych 
ostatnich pól- będziemy brali wartości przybliżone, a to w  spo
sób następujący. Przez środek każdego wycinka przeprow a
dzimy rzędną tzw. r z ę d n ą  ś r o d k o w ą  (AD na ryc. 7) 
i pole w ycinka przyrów nam y polu prostokąta o tej samej pod
staw ie z wysokością równą rzędnej środkowej. Popełni się 
przytem  pew ien błąd, który  będzie tym  m niejszy, im  wycinek 
będzie węższy. Rzędna środkowa będzie się cokolwiek różniła 
od wysokości odnośnego prostokąta hisogram u (CD na  ryc. 7), 
znowu tym  mniej, im w ycinek i prostokąt będą węższe. Teraz 
m am y do porównania zam iast w ycinka i prostokąta —  dwa 
prostokąty. Ponieważ te  prostokąty m ają wspólną podstawę, 
można porównywać nie ich pola, lecz wysokości, to znaczy 
rzędną środkową z wysokością prostokąta histogram u.

Dla przeprow adzenia tego porów nania trzeba w  wziąć pod 
uwagę, że przez wprowadzenie zmiennej f  zam iast pierw otnej x  
została wprowadzona nowa jednostka pom iarowa dla podstaw 
prostokątów  histogram u. Ta jednostka jest ty le  razy większa 
od jedności, ile razy o jest większe od jedności. W ynika to

x — m
z rów nania zam iany zmiennej |  — . Wobec tego podstaw y

prostokątów w yrażają się teraz liczbami m niejszym i niż było

С

Ľ
Ryc. 7
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poprzednio w  stosunku 1 : a. Ażeby wielkość pól nie uległa 
zmianie, trzeba powiększyć w tym  samym stosunku wysokości 
prostokątów, czyli pomnożyć częstości przez a. Jeżeli więc 
oznaczymy częstości w  szeregach przez y, będziemy mieli 
rów nanie zamiany zmiennej w form ie r¡ — ay. Innym i słowami 
m usim y tu  wprowadzić zmienne normalne, takie, jakich uży
liśm y na początku ustępu dla funkcji d e  M o i v r  e ’a.

Ponieważ dla pierwszego z rozpatryw anych szeregów dwu
m ianowych 0 = 1, częstości dla niego nie ulegną zmianie. Dla 
drugiego natom iast a =  2, wypadnie wobec tego podwoić często
ści. Biorąc z tabeli 25,1 wartości funkcji 93,(f), otrzym am y te
raz porównanie zestawione w tabelach 25,6 i 25,7. Porównanie 
znowu wypadło lepsze dla większego n.

Tabela 25,6

Porównanie szeregu ( ^  +  У2 ) 16 z funkcją d e  M o i v r  e’a.

Ç . Szereg- Funkcja Różnice

- 2 . 0 0.0625 0.0540 + 0 .0085
- 1 . 0 0.2500 0.2420 + 0 .0 0 8 0
0 .0 0.3750 0.3989 -0 .0 2 3 9

Tabela 25,7

Porównanie szeregu (V2 +  '% ) 16 z funkcją d e  M o i v r  e’a.

I Szereg Funkcja Różnice

- 4 . 0 0.0000 0.0001 - 0 . 0 0 0 1

- 3 . 5 0.0004 0.0009 -0 .0 0 0 5
- 3 . 0 0.0036 0.0044 -0 .0 0 0 8
- 2 . 5 0.0170 0.0175 -0 .0 0 0 5
- 2 . 0 0.0556 0.0540 + 0 .0016
- 1 . 5 0.1332 0.1295 + 0 .0037
- 1 . 0 0.2444 0.2420 + 0 .0 0 2 4
- 0 . 5 0.3492 0.3521 -0 .0 0 2 9

0.0 0.3938 0.3989 - 0 .0 0 0 1
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Funkcja d e  M o i v r e ’a i wyprowadzona z niej całka 
L  a p 1 а с e’a m ają w ielkie znaczenie w  statystyce. Pochodzi to 
stąd, że liczne szeregi rozdzielcze m ają rozdział częstości zbli
żony do szeregu liczb, jakie otrzym uje się dla pól wycinków 
krzyw ej d e  M o i v  r  e ’a za pomocą całki L a p i a c  e ’a. Mówi 
się o takich szeregach, że m ają n o r m a l n y  r o z k ł a d  
c z ę s t o ś c i  albo że m ają f o r  mę n o r m a l  ną. Ju ż  na oko 
widoczne to jes t z przykładów  przytoczonych w  ust. 6 . Do
kładnie ta  kw estia będzie omówiona w rozdziale VI. Jeszcze 
ważniejszym  jest zastosowanie tej funkcji przy ocenie w iaro- 
godności charakterystyk, co będzie tem atem  rozdziału V.

26. Szereg Poissona i jego charakterystyki. W idzieliśmy 
w ust. 23, że szereg dwum ianowy w ypada skośny, jeżeli p — 
prawdopodobieństwo zdarzenia — jest małe. Jeżeli jest bardzo 
małe, szereg staje się jednobocznym. Zwiększenie n, liczby 
przypadków  w zbiorach, pom niejsza skośność.

Opierając się na powyższych zasadach, rozpatrzm y teraz 
zagadnienie pow tarzania się zdarzenia, kiedy jego praw dopo
dobieństwo jest bardzo małe, a zbiory przypadków  są bardzo 
duże. Przy takim  założeniu iloczyn Я =  тар oczywiście może 
mieć różne wartości, na ogół jednak ani zbyt duże, ani zbyt 
małe. Jaka  będzie w tedy form a szeregu dwumianowego?

Otóż można dowieść, że będzie on m iał form ę zbliżoną do 
wzoru ustalonego przez francuskiego m atem atyka P o i s s o n a :

Z tego szeregu pierw szy wyraz, to znaczy e daje p raw 
dopodobieństwo niew ystąpienia zdarzenia, drugi w yraz czyli

Яе — prawdopodobieństwo jednokrotnego w ystąpienia zda-
X2

rżenia, trzeci a więc - ^ — e ~'k — prawdopodobieństwo dw u

krotnego w ystąpienia itd. Sum a tych  wyrazów jes t rów na
X . X3 . X3 .

jedności, gdyż suma wyrazów szeregu 1 +  ^  2 ! 3 ! n '
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"̂ Xjest =  g . Pod tym  względem szereg P o ’i s s o n a  jest po
dobny do szeregu dwumianowego oraz do całki L a p l a c e ’a.

N ietrudno jest przekonać się, że jeżeli 1 jest mniejsze od 
jedności, to w yrazy szeregu będą malały. N aprzykład przy 
/1 =  0.5 wypadnie (w tysiącznych):

607, 303, 76, 13, 2 , . . .

P rzy 1 = 1  pierwsze dwa w yrazy będą największe i będą 
sobie rów ne a dalsze coraz mniejsze: 368, 368, 184, 61, 15, 3 ; . . .  
P rzy  1 >  1 będą one z początku wzrastały a potem malały. Na
przykład przy 1 =  2 będziemy m ieli (zawsze w  tysięcznych 
częściach jedności): 135, 271, 271, 180, 90, 36; . . .

W idzimy w tym  ostatnim  przykładzie, że w  nim  tak  samo 
jak  w  poprzednim  dwa w yrazy są jednakowe, tylko nie pierw 
szy i drugi, lecz drugi i trzeci. Przy całkowitych wartościach 1 
zawsze dwa kolejne w yrazy wypadną jednakowe. Będą to w y
razy największe. Tego nie będzie przy niecałkowitych w arto
ściach 1, naprzykład przy 1 =  2.5 otrzym am y szereg: 82, 205, 
257, 214, 134, 67, . . .

Szereg P o i s s o n a  jest nieskończony, ale z niego trzeba 
wziąć tylko n +  1 wyrazów, tyle ma ich bowiem szereg dwu
m ianowy. Stąd w ynika pewna niezgodność między tym i szere
gami. Ponieważ jednak w yrazy szeregu P o i s s o n a  maleją 
bardzo szybko, a liczba n jest bardzo duża, różnica między 
om awianym i szeregami jest m inimalna, co można łatwo spraw 
dzić.

I tak  przypuśćm y, że prawdopodobieństwo pewnego zda
rzenia jest jedna setna a zbiory liczą po sto przypadków. 
Będziemy w tedy mieli 1 =  np =  1 i szereg P o i s s o n a  przy-'

bierze f o r m ę (1 + 1  + - | - +  ”  + —̂  +  ■ • ) +  ^ ( T  ' ' ' )

Odpowiedni szereg dwum ianowy będzie następujący:

/ 99 , 1 \ 100 / 99 \ 100 , 100 / 99 \ "  1 ,
1 100 100 / 1 100 / 1 1 100 / 100



1 28 2 6

100 .99 / 99 \ 98 1 , 100 . 99 . 98 / 99 \ 97 1
1 .2  \ 100 / 1002 ' 1 . 2 . 3  \1 0 0  / 100s ‘

Porów nanie kolejnych wyrazów tych dwóch szeregów da 
w ynik następujący w tysięcznych częściach jedności (tab. 26,1).

Tabela 26,1

Szereg
Poissona

4 Szereg 
dwumianowy Różnica

368 367 + 1  '
368 370 - 2

184 185 - 1
61 61 0
15 15 0

3 3 o .

Zgodność w ypadła doskonała.

Trzeba jeszcze obliczyć średnią arytm etyczną i m om enty 
dla szeregu P o i s s o n  a. Dla obliczenia tych  charakterystyk  
weźm iemy za w artość wyjściową zero. Dla średniej ary tm e
tycznej będziemy m ieli (tab. 26, 2). Sum owanie iloczynów f x

da nam  po w yprow adzeniu za naw ias czynnika Ле '' : 

Z f x = \ e  (1 +  — + - _  +  - r +  . . . )

Ponieważ suma szeregu stojącego w  nawiasach wynosi e1' , 
suma odchyleń będzie rów na Я. Taką samą w artość będzie miał 
pomocniczy m om ent gdyż sum a f  rów na się jedności. Ponie
waż średnia arytm etyczna rów na się /ł1 przy w artości wyjścio
wej zero, będzie ona także rów na /.
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X
Liczby

powtórzeń
zdarzenia

f
Częstość względna 

tych liczb

f x

0 e - X 0
1 Xe-X Xe~x
2 - ^ e- x1 .2 X2e - X

3 X3
Xs . -X 

--------------- e
1 . 2 . 3 1 .2

4 X4 _x-------  --- g À4 —X—1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3

M omentów pierwszego stopnia nie można określić w ogól
nej form ie dla tych samych powodów, jak  dla szeregu dwu
mianowego. Natom iast m oment drugiego stopnia da się obli
czyć z łatwością tą samą metodą. Będziemy mieli według ze
staw ienia tabeli 26,3:

{r2 Xe (1 +  2X +  3 j  /2  +  4 1 . 2 . 3 +  5 1 . 2 . 3 .4  +  ■ ■ ^  

W ydzielając z wielom ianu stojącego w nawiasach wielomian

X'21 +A +  -f X3
1 .2  1 . 2 . 3

otrzym am y: y-., — Xe X (eX +  X +  2  ̂ ^ +  3  ̂ 9 0 +  4  ̂ j
X2

. . . =  e

X3 +

=  Xe-X (eX +  XeX) =  X +  X2

Stąd wypadnie m 2
Zadania i m etody s tatystyk i ~

=  a„ — u.2 =  X +X 2 _ X 2 =  X
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W podobny sposób można wyprowadzić wzory dla mo
m entów trzeciego i czwartego stopnia: m 3 =  Я, m 4 =. /  -ті ЗЯ".

Tabela 26,3

X f X - x  f -

0 e - ' - 0 0

1 'ke~~L 1

2 >-3 -X 
1 - 2 Є 4

3 1 . 2 - 3 9

4 16 11 2 . 3 . 4 I . 2 . 3

5 >-5 . л 25 5 }'5 c - X1 . 2 . 3 . 4 . 5 e 1 . 2 - З .4

Szereg P o i s s o n a  jest bardzo pożyteczny przy opraco
w yw aniu jednobocznych szeregów rozdzielczych.



R O Z D Z IA Ł  V.

WIARYGODNOŚĆ CHARAKTERYSTYK MATERIAŁÓW 
STATYSTYCZNYCH.

27. Istota zagadnienia wiarogodności charakterystyk. Omó
wione w rozdziałach 11 i III charakterystyki m ateriałów  staty
stycznych były ustalone bez względu na to czy te m ateriały 
obejm owały całą populację, czy też stanowiły jej część. Otóż 
zdarza się tylko wyjątkowo, żeby opracowywano w całości 
m ateriał jakiegoś zagadnienia, naw et jeżeli jest on ograniczony 
i dostępny, jak  na przykład spis ludności. Praw ie zawsze bierze 
się z populacji tylko niewielką jej część, w y b r a n ą  u m y ś l 
n i e  w  s p o s ó b  p r z y p a d k o w y  i na podstawie tej tak 
zwanej p r ó b y  sądzi się o całości populacji. N aturalnie tylko 
w yjątkow o może się zdarzyć, że próba jest w  zupełności po
dobna do populacji. Stajem y więc wobec niezmiernie ważnego 
zagadnienia — w  jakim  stopniu próba jest podobna do populacji. 
W tłum aczeniu na język statystyki będzie to równoważne z py
taniem , w  j a k i m  s t o p n i u  c h a r a k t e r y s t y k i  p r ó b y  
z b l i ż a j ą  s i ę  do  t a k i c h  s a m y c h  c h a r a k t e r y s t y k  
c a ł o ś c i  p o p u l a c j i .  Jest to zagadnienie w i a r o g o d n o 
ś c i  tych charakterystyk.

Bezpośredniej odpowiedzi na powyższe pytanie dać nie 
można. Byłoby to bowiem równoznaczne z dokładną charak
terystyką populacji według próby, co jest niemożliwe. M o ż n a  
t y l k o  u s t a l i ć ,  j a k a  c z ę ś ć  w s z e l k i c h  m o ż l i w y c h  
p r ó b  m a  t a k ą  c z y  i n n ą  z g o d n o ś ć  z p o p u l a c j ą .

9 *
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Inaczej można powiedzieć posługując się językiem  nauki 
o prawdopodobieństwie, że o k r e ś l e n i e  w i a r o g o d n o ś c i  
c h a r a k t e r y s t y k  m o ż e  p o l e g a ć  t y l k o  n a  u s t a l e 
n i u  p r a w d o p o d o b i e ń s t w a  t a k i e g o  l u b  i n n e g o  
s t o p n i a  z g o d n o ś c i  m i ę d z y  p r ó b ą  a p o p u l a c j ą .

Trzeba zaraz na  wstępie zaznaczyć, że pojęcie prawdopodo
bieństwa będzie tu  odmienne od podanego w poprzednim  roz
dziale. Różnica nie jest zasadnicza, — inaczej nie można by było 
używać tego samego term inu. I tu  i tam  chodzi o częstość zda
rzeń, o ile ona jest powodowana przez określone przyczyny. 
Ale przyczyny określone sprow adzają się. teraz do jednej 
tylko —  tej samej we wszystkich zagadnieniach —  do składu 
populacji. I to jeszcze nie jest rzecz główna — ta  przyczyna 
jest zawsze okryta tajem nicą, podczas gdy w nauce o praw do
podobieństwie przyczyny określone były znane. Tam mogliśmy 
za pomocą kom binatoryki z tych  przyczyn wyprowadzić licz
bową w artość prawdopodobieństwa. Tu jest to niemożliwe. 
M amy tu  prawdopodobieństwo osobliwego rodzaju —  p r a w 
d o p o d o b i e ń s t w o  s t a t y s t y c z n e .

A więc stajem y przed zadaniem  nierozwiązalnym  — po
wie czytelnik. I tak, i nie. Zadanie da się rozwiązać częściowo 
a to w  sposób następujący. Zakładam y, że populacja m a taki 
a tak i skład i badam y, jak  się będą przedstaw iały wszelkie moż
liw e próby, jakie z niej można otrzymać. U stalam y tą drogą 
związki zachodzące między populacja a ogółem prób. Poznaw 
szy te  związki, będziemy mogli w  pewnej m ierze sądzić o n ie
znanym  charakterze populacji według wziętych z niej prób. 
Zazwyczaj zakłada się, że populacja m a charak ter norm alny. 
Dodatkowo bada się, o ile odchylenia od tego charak teru  w pły
w ają na związek między populacją a próbam i.

Z powyższego wypływa, że w  zagadnieniach wiarogodności 
charakterystyk  prowadzi się rozum owania tym i sam ym i m eto
dami co w  nauce o prawdopodobieństwie. Stąd też jej podsta
wowe tw ierdzenia, w  szczególności tw ierdzenie o prawdopodo
bieństwie całkowitym  i złożonym, zachowują swoją, ważność. 
Można by naw et ogólne pojęcie prawdopodobieństwa ująć w  spo
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sób statystyczny. Można mianowicie rozpatryw ane zbiory zda
rzeń traktow ać jako próby w yjęte z pewnego rodzaju populacji 
obejmującej wszystkie możliwe zbiory danych zdarzeń. W tedy 
ilościowe określenie prawdopodobieństwa sprowadziłoby się po 
prostu  do względnej częstości zdarzenia w takiej populacji. Tak 
też trak tu je  się prawdopodobieństwo w statystyce. O ile się 
w  niej mówi o prawdopodobieństwie, chodzi po prostu o wzglę
dną częstość w populacji. Trzeba przy tym  operować uważnie 
takim i pojęciami, mianowicie trzeba uważać na to, by nie po
mieszać populacji z próbą. Częstość względna wariantów 
w  próbie nie może być uważana za żaden rodzaj prawdopodo
bieństwa.

W związku z powyższym trzeba jeszcze bliżej określić po
jęcie próby. Traktow aliśm y ją jako część populacji. Takie okre
ślenie jest niedostateczne. Dotyczy ono jednej tylko odmiany 
omawianego pojęcia — p r ó b y  b e z  p o w t ó r z e ń .  A jest 
jeszcze druga odmiana: p r ó b a  z p o w t ó r z e n i a m i .

O co tu  chodzi? Jeżeli próba ma być częścią populacji, to 
wszystkie zaw arte w  niej w arianty  muszą być różne. Niektóre 
z nich mogą być jednakowe, ale nie te same. Na przykład je 
żeli z u rny  zawierającej białe i czarne kule wybierzemy część 
ich, powiedzmy dziesięć, to może w niej być sześć jednakowych 
czarnych kul i cztery jednakowe białe, ale będą to kule różne. 
Można jednak utworzyć próbę w  inny sposób. Można m iano
wicie wziąć z u rny  jedną kulę, zanotować jej barwę i włożyć 
ją z powrotem. Następnie po wymieszaniu można wziąć — 
zawsze na chybi trafi — znowu jedną z kul i po zanotowaniu jej 
barw y włożyć ją z powrotem  do urny. Pow tarzając tę czyn
ność dziesięć razy, możemy otrzymać próbę złożoną także z sze
ściu czarnych i czterech białych kul, ale o m nym  charakterze. 
W niej mogą się spotkać kule nietylko podobne ale i iden- 
tyczne — może się przecież zdarzyć, że wyciągniemy tę samą 
kulę naw et wielokrotnie. Będzie to próba z powtórzeniami. Na
tom iast wyjęcie dziesięciu kul z urny bez wkładania ich z po
wrotem  da próbę bez powtórzeń.
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W praktyce statystycznej ma się do czynienia zwykle z pró
bam i bez powtórzeń. Istotnie, jeżeli na  przykład liczy się kw iaty  
w  koszykach bław atka, to bierze się coraz inny koszyk, albo 
jeżeli m ierzy się wzrost poborowych, to ma się do czynienia 
z coraz to innym  osobnikiem. Jednakże przy wielkich w po
rów naniu z próbam i populacjach, a tym  bardziej przy nieogra
niczonych, branie prób bez powtórzeń daje ten  sam w ynik co 
z powtórzeniam i. Istotnie usuw a się przy tym  pewne w arianty  
z populacji, ale wobec w ielkiej ich ilości skład populacji za
chowuje praw ie ten  sam charak ter przy ograniczonym  jej za
kresie i dokładnie ten  sam  przy nieograniczonym . Jest w tedy 
bardzo mało prawdopodobne, by usunięcie z populacji składni
ków jednej próby miało wpłynąć na skład dalszych prób.

Zagadnienia, k tóre będziemy omawiali w  tym  rozdziale, 
muszą być traktow ane inaczej p rzy  próbach z powtórzeniami, 
aniżeli przy próbach bez powtórzeń. Rozumowania i w yniki 
w  pierwszym  przypadku są o wiele prostsze, a ponieważ w p rak 
tyce różnica między jednym  a drugim  rodzajem  prób zaciera 
się, będziemy uważali, że rozpatryw ane próby są brane z pow
tórzeniam i, jakkolw iek w rzeczywistości jest odwrotnie.

W dalszych ustępach będziemy badali przedstaw ione tu  
zagadnienie wiarogodności. Jest to zadanie zawiłe i trudne. 
Trzeba będzie rozwiązywać je stopniowo, przy czym wypadnie 
wprowadzać nowe pojęcia i stosować naukę o prawdopodo
bieństwie. Narazie można powiedzieć ogólnie, że im  próba jest 
większa, tym  bardziej zbliża się swoim charakterem  do popu
lacji, ale niekoniecznie. Przypadek może zrządzić, że właśnie 
w ielka próba będzie się różniła silnie od populacji. T rafia się to 
tym  rzadziej, im  próba jest większa, ale trafić  się może zawsze.

Zwiększenie zakresu prób nie rozw iązuje zatem  kwestii. 
Nadto otrzym yw anie wielkich prób jest trudne i często naw et 
praktycznie niew ykonalne. Nieraz w ypada pracować z próbam i 
po kilka w ariantów  zaledwie, jak  to jest praw idłem  w  doświad
czalnictwie rolniczym. Zagadnienie m ałych prób m a przeto 
szczególne znaczenie w Statystyce i będzie omówione osobno 
w ustępie 31.
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28. Populacje charakterystyk. Z wywodów poprzedniego 
ustępu wynika, że zagadnienie wiarogodności charakterystyk 
m ateriałów  statystycznych wym aga zbadania ogółu prób, jakie 
mogą być otrzym ane z populacji. Każda próba ma swoje cha
rak terystyk i: średnią, m omenty itd. Możemy wobec tego utw o
rzyć dla każdej charakterystyki osobne populacje, tzw. 
w t ó r n e ,  złożone z¡ wartości charakterystyk poszczególnych 
prób. Dla uniknięcia nieporozumień można populację, z której 
się one wywodzą, nazywać pierwotną. Populacje w tórne są 
zawsze nieograniczone, naw et jeżeli populacja pierwotna jest 
ograniczona. Można bowiem bez końca wybierać próby z popu
lacji, jak  kule z urny, jeżeli się je  wkłada z powrotem. Będą to 
natu ra ln ie  próby z powtórzeniami.

Populacje w tórne m ają swoje charakterystyki, jak każda 
populacja. Nadano im groteskową nazwę „nadziei m atem atycz
nych”. A więc przede wszystkim będziemy mieli średnią a ry t
metyczną, k tóra odgrywa szczególnie ważną rolę.

Dalej ważną charakterystyką w tórnych populacji jest mo
m ent drugiego stopnia, względnie średnie odchylenie, będące 
pierw iastkiem  kwadratow ym  z tego momentu. Stwarza on pod
stawę do obliczenia tak  zwanego ś r e d n i e g o  b ł ę d u ,  któ
rym  są obciążone charakterystyki prób.

W reszcie nie można pominąć m omentów trzeciego i czwar
tego stopnia, względnie wyprowadzanych z nich pochodnych 
charakterystyk  — skośności i ekscesu. Cp do tych ostatnich za
chodzi rzecz wielkiej wagi: p r z y  z w i ę k s z e n i u  z a k r e s u  
p r ó b  s k o ś n o ś ć  i e k s c e s  p o p u l a c j i  w t ó r n y c h  
z m i e r z a j ą  d o  z e r a .  To znaczy, ż e p r z y  z w i ę k s z e n i u  
z a k r e s u  p r ó b  p o p u l a c j e  w t ó r n e  z b l i ż a j ą  s i ę  d o  
f o r m y  n o r m a l n e j .  Trudności m atematyczne nie pozwalają 
podać dowodu tego podstawowego twierdzenia. Można jednak 
dla w yjaśnienia istoty zagadnienia sprawdzić je na konkretnych 
przykładach. Zróbmy to dla średniej arytm etycznej.

Pierw szym  takim  przykładem  będzie bardzo prosta popu
lacja złożona z 5 wariantów: 1, 2, 3, 4, 5. W eźmiemy z niej 
próby po trzy  w arianty  naturalnie z powtórzeniami i rozpa
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trzym y populację w tórną złożoną ze średnich arytm etycznych 
dla tych prób. Pomimo nieograniczności tej popupalcji możemy 
ustalić jej skład. Istotnie łatwo jest ustalić listę rów nie p raw 
dopodobnych spotkań w ariantów  przy w ybieraniu prób. Będzie 
to lista obejm ująca 53=  125 takich spotkań (tab. 28,1).

Tabela 28,1

1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 4 1 1 5
1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 1 2 5
1 3 1 1 3 2 1 3 3 1 3 4 1 3 5
1 4 1 1 4 2 1 '4 3 1 4 4 1 4 5
1 5 1 1 5 2 1 5 3 1 5 4 1 5 5

2 1 1 2 1 2 2 1 3 2 1 4 2 1 5
2 2 1 2 2 2 2 2 3 2 2 4 2 2 5
2 3 1 2 3 2 2 3 3 2 3 4 2 3 5
2 4 1 2 4 2 2 4 3 2 4 4 2 4 5
2 5 1 2 5 2 2 5 3 2 5 4 2 5 5

3 1 1 3 1 2 3 1 3 3 1 4 3 1 5
3 2 1 3 2 2 3 2 3 3 2 4 3 2 5
3 3 1 3 3 2 3 3 3 3 3 4 3 3 5
3 4 1 3 4 2 3 4 3 3 4 4 3 4 5
3 5 1 3 5 2 3 5 3 3 5 4 3 5 5

4 1 1 4 1 2 4 1 3 4 1 4 4 1 5
4 2 1 4 2 2 4 2 3 4 2 4 4 2 5
4 3 1 4 3 2 4 3 3 4 3 4 4 3 5
4 4 1 4 4 2 4 4 3 4 4 4 4 4 5
4 5 1 4 5 2 4 5 3 4 5 4 4 5 5

5 1 1 5 1 2 5 1 3 5 1 4 w5 1 5
5 2 1 5 2 2 5 2 3 5 2 4 5 2 5
5 3 1 5 3 2 5 3 3 5 3 4 5 3 5
5 4 1 5 4 2 5 4 3 5 4 4 5 4 5
5 5 1 5 5 2 5 5 3 5 5 4 5 5 5
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W tej liście część prób różni się między sobą tylko porząd
kiem  wariantów. Zbierając razem  podobne próby, otrzymamy 
35 rodzajów ich. Częstość tych rodzajów jest częściowo różna. 
N ietrudno jest ustalić te częstości. Będziemy mieli nową listę 
prób z częstościami względnymi w 125-tych częściach jedności 
(tab. 28,2). Te częstości będą oczywiście niczym innym, jak 
prawdopodobieństwami statystycznymi. We wspomnianej ta 
beli są podane oprócz tych prawdopodobieństw średnie arytm e
tyczne w yrażone w  trzecich częściach jedności. Na podstawie 
tych  danych można teraz ułożyć szereg rozdzielczy w tórnej 
populacji, złożonej ze średnich dla prób (tab. 28,3).

Szereg ten  wypadł sym etryczny —  tak  jest zawsze, jeżeli 
populacja w tórna wywodzi się z populacji sym etrycznej. Co się 
zaś tyczy ekscesu, to wypada on ujem ny i równa się —0.538. 
Widzimy, że rozpatryw ana populacja nie odbiega zbytnio od 
norm alnej.

Tabela 28,2

Rodzaje prób Ich prawdopodo- Ich średne 
bieństwa w  ’ /ігб w Уз

1 1 1 1 3
1 1 2 3 4
1 1 3 3 5
1 1 4 3 6
1 1 5 3 7
1 2 2 3 5
1 2 3 6 6
1 2 4 6 7
1 2 5 6 8
1 3 3 3 7
1 3 4 6 8
1 3 5 6 9
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Rodzaje prób Ich prawdopodo
bieństwa W 1/ 125

Ich średnie
w  Уз

1 4  4 3 9
1 4 5 6 10
1 5 5 3 11
2 2 2 1 6
2 2 3 3 . 7
2 2 4 3 8
2 2 5 3 9
2 3 3 3 8
2 3 4 6 9
2 3 5 6 10
2 4 4 3 10
2 4 5 6 11
2 5 5 3 12
3 3 3 1 9
3 3 4 3 10
3 3 5 3 11
3 4 4 3 11
3 4 5 6 12
3 5 5 3 13
4 4 4 1 12
4 4 5 3 13
4 5 5 3 14 '
5 5 5 1 15

Ale tego jest mało. Trzeba wziąć próby większe.

W eźmiemy w tym  celu inną populację, um yślnie silnie 
asym etryczną, naw et jednoboczną. Skład jej będzie następu
jący: 50 % w ariantów  z wartością 1, 30 % w ariantów  z w ar
tością 2 i 20 % w ariantów  3. Inaczej można powiedzieć, że 
statystyczne prawdopodobieństwo w ariantów  1 jest 0.5, w arian
tów 2 jest 0.3 i w ariantów  3 jest 0.2.
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Tabela 28,3

Średnie prób Ich prawdopodobieństwa
W Vg W

3 1
4 3
5 6
6 10
7 , 15
8 18
9 19

10 • 18
11 15
12 10
13 • 6
14 3
15 1

W eźmiemy z początku próby po 3 w arianty, tak  jak  po
przednio. Będziemy mieli tylko 10 rodzajów prób: 111, 112, 113, 
122, 123, 133, 222, 223, 233, 333. Częstości względne tych rodza
jów prób, inaczej mówiąc ich prawdopodobieństwa statystycz
ne, są różne. Dadzą się one obliczyć z łatwością według uogól
nionego dwum ianu N e w t o n a  (ust. 23). Będziemy mieli praw 
dopodobieństwa (tab. 28,4).

Tabela 28,4 

Prawdopodobieństwa

3!
dla prób 1 1 1 3¡0¡0¡ X 0.53 X 0.3° X 0.2° =  0.125 

” ” 1 1 2  2 Ї ІГ 0 Г  X  0'52 X  °-31 X  0'20 =  °-225
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?) J?

З! .
1 1 3 2! 0Гі! Х ° '52 Х 0'3° Х 0 Г  — 0Л50 

З!
1 2 2 у ! 2! X 0 .5 і X 0.32 X 0.2° =  0.135 

З!
1 2 3 Т П Т Т Г  X 0 .5 і X 0 .3 і X 0.2і =  0.180 

З!
1 3 3 "і;  о; 2! X  0 .5 і X 0.3° X 0.22 =  0.060 

Зі
„ 2 2 2 0 !3 !0 !  X 0.5° X 0.33 X 0.2° =  0.027

З!
„ „ 2 2 З Х 0-5° Х °-32 Х °-21 ^  0'054

З!
,, 2 3 3 ()! ^  2 , X 0.5° X 0 .3 і X 0.22 =  0.036

Зі
» » 3 3 3 717777^7- X  0.5Ü X 0.3° X 0.23 =  0.008и! и! о!

. Na tej podstawie możemy ułożyć szereg rozdzielczy śred
nich dla prób trójkow ych (tab. 28,5). W ypadł szereg wyraźnie 
skośny.

Tabela 28,5

Próby trójkowe

Średnie . Ich prawdopodobieństwa
w Уз

3 0.125
4 0.225
5 0.285
6 0.207
7 0.114
8 0.036
9 0.008
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Układając tą  samą metodą szeregi dla prób większych — 
czwórkowych, piątkowych i szóstkowych — otrzym am y sze
regi mniej skośne, pomimo skrajnej skośności rozpatryw anej 
pierw otnej populacji (tab. 28,6—8).

Tabela 28,6

Próby czwórkowe

Ich prawdopodobieństwa

0.0625 
0.1500 
0.2350 
0.2340 
0.1761 
0.0936 
0.0376 
0.0096 
0.0016

Tabela 28,7

Próby piątkowe

Średnie Ich prawdopodobieństwa
w Vs

5 ’ 0.03125
6 0.09375
7 0.17500
8 0.21750
9 0.20525

10 0.14643
11 0.08210

Średnie
w %

■ 4
5
6
7
8 
9

10
11
12
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Średnie Ich prawdopodobieństwa
w V5

12 0.03480
13 0.01120
14 0.00240
15 0.00032

Tabela 28,8

Próby szóstkowe

Średnie Ich prawdopodobieństwa
w Ve

6 0.015625
7 0.056250
8 0.121875
9 0.180000

10 0.202875
11 0.178290
12 0.126029
13 0.071316
14 0.032460
15 0.011520
16 0.003120
17 0.000576
18 0.000064

Porów najm y ostatni, szóstkowy, z tych szeregów z krzyw ą 
norm alna. W eźmiemy do tego cztery znaki dziesiętne zamiast 
w szystkich sześciu w  w artościach prawdopodobieństw. Obliczmy 
odchylenie średnie. O trzym am y o — 1.9136, w yrażone w  Ve jako 
jednostce. Stąd wyprowadzim y za pomocą całki L a p l a c e ' a  
następujące porównanie populacji z krzyw ą norm alną (tab. 28.9).
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Tabela 28,9

Próby szóstkowe

Średnie
w ’/e

Ich prawdopodo
bieństwa w 7 1 0 0 0 0

Wartości krzywej 
normalnej w 710000 Różnice

6
9

156 198 - 4 2
7 562 525 + 3 7
8 1219 1074 + 1 4 5
9 1800 1690 + 1 1 0

10 2029 2079 - 5 0
11 1783 1881 - 9 8
12 1260 1371 - 1 1 1
13 713 685 + 2 8
14 325 305 + 2 0
15 115 94 + 2 1
16 31 23 + 8
17 6 4 + 2
18 1 1 0

W idzimy, że zgodność wypadła niezła, jakkolwiek próby
nie były duże.

29. Nadzieja matematyczna. Jak  to było podane w poprzed
nim  ustępie, n a d z i e j a  m a t e m a t y c z n a  t a k i e j  c z y  
i n n e j  c h a r a k t e r y s t y k i  j e s t  t o  ś r e d n i a  a r y t 
m e t y c z n a  w a r t o ś c i  d a n e j  c h a r a k t e r y s t y k i  
d l a  o g ó ł u  p r ó b  w z i ę t y c h  z d a n e j  p o p u l a c j i ,  
inaczej mówiąc, ś r e d n i a  a r y t m e t y c z n a  o d n o ś n e j  
w t ó r n e j  p o p u l a c j i .  Oznacza się ją literą E (espérance) 
z podaniem  w nawiasach symbolu odnośnej charakterystyki. 
A więc na przykład E (m) jest nadzieją m atem atyczną średniej 
arytm etycznej.

Znaczeme nadzieji matematycznej w ynika stąd, że daje 
ona pewne pojęcie o wartości charakterystyk dla populacji, daje 
nadzieję bliższego oznaczenia takich charakterystyk na pod
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staw ie prób z populacji wziętych. Jak  każda nadzieja, jest ona 
złudna i zbyt wiele od niej spodziewać się nie można. Sprawa 
przedstaw ia się w sposób następujący. C harakterystyki nieogra
niczonej populacji nie mogą być obliczone bezpośrednio. Chce
my jednak je  ustalić przynajm niej w  przybliżeniu. Otóż dla 
każdej charakterystyki populacji można distalić zupełnie do
kładnie, za pomocą rów nania, związek jej z odnośną nadzieją 
m atem atyczną. Zadanie sprowadza się zatem  do obliczenia tej 
nadzieji. Ponieważ jest to średnia arytm etyczna w artości cha
rak terystyk i dla prób, można ją obliczyć z dowolną dokładno
ścią, jeżeli się weźmie tych prób dostatecznie dużo. W praktyce 
spraw a przedstaw ia się jednak  niekorzystnie, gdyż ma się zw y
kle jedną tylko próbę. W idoki należytego rozwiązania popra
w iają się, jeżeli próba jest duża, ale zasadnicza niepewność po
zostaje, gdyż można przypadkowo natrafić  n a  próbę znacznie 
różniącą się od populacji. Im  próba jes t większa, tym  rzadziej 
tak i „pech” wystąpi.

Rozpatrzm y nadzieje m atem atyczne poszczególnych cha
rak terystyk . W artości charak terystyk  dla prób będziem y ozna
czali m ałym i literam i, tak  jak  dotąd, natom iast ich w artości dla 
populacji ■—- przez odnośne duże litery , na przykład średnią 
arytm etyczną próby będziemy oznaczali przez m,  średnią zaś 
populacji przez M. Będziemy mieli tu  do czynienia z rów nania
mi, k tórych wyprowadzenie jest bardzo zawiłe. To też muszę 
ograniczyć się do podania tych  równań i spraw dzenia ich waż
ności na przykładach.

Najprościej przedstaw ia się rozpatryw ane zagadnienie dla 
średniej arytm etycznej : n a d z i e j a  m a t e m a t y c z n a
ś r e d n i e j  r ó w n a  s i ę  ś r e d n i e j  d l a  p o p u l a c j i :  
E (m) — M. Nie trudno jest sprawdzić to tw ierdzenie na p rzy 
kładach poprzedniego ustępu. Dla populacji 1, 2, 3, 4, 5 M =  3. 
Z podanego w tabeli 28,3 szeregu rozdzielczego średnich dla 
ogółu prób w ynika naw et bez obliczeń taka  sam a wartość.

Dla drugiej z rozpatryw anych w  poprzednim  ustępie po- 
pulacyj M = 1.7. Obliczmy średnią dla w tórnej populacji zło-
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•żonej z trójkowych prób. Na podstawie danych tabeli 28,5 otrzy
mamy: j ,

E  ( m )  “ (:X = ' i / a (3 X 0.125 +  4 X 0.225 - f  5 X 0.285 + .
: ¿-lT

+  6 X 0.207 -f- 7 X 0 .1 H  +  8 X 0.03,6 +  9 X 0.0Ö8) : (0.125 +
+  0.225 + ,0 .2 8 5 ; +  0.207 +  0.114 +  0.036 +  0.008) =
=  Vs (0.375 i 0.900 i 1 4 2 5  i 1:242 +  0.798 +  0.288 +
+  0.0<|2) =  Vs X 5 .1 0 0 =  1.7 =  MI ' ' •
Czytelnik może łatwo przekonać się, że taki sam' wynik 

dadzą w tórne populacje większych prób tej populacji.
Przechodzimy do: m omentu drugiego stopnia. Tu nadzieja 

m atem atyczna nie będzie równa,wart,ości tego m omentu dla po
pulacji. Będzie mianowicie trochę za mała:

: r , 7 1 M2 +  .
i  n  .

W tym  rów naniu n, jak  zawsze, jest liczbą w ariantów  w próbie.
Łatwo jest sprawdzić to równanie na kohkretnym  przy

kładzie, np. na populacji 1, 2, 3, 4, 5. Dla niej M,¿ =  2. Obliczmy 
nadzieję m atem atyczną według-danych tabeli 2:8,2. Tabele 29,1 
i 29,2 dają przebieg obliczeń.

Tabela 29,1

Rodzaje
prdb

Ich prawdo
podobień

stwa w !/125

Ich momen
ty drugiego 

stopnia 
w '/'¿7

Rodzaje
prób

Ich prawdo
podobień

stwa w ‘/125

Ich momen
ty drugiego 

stopnia 
w ‘/27

1 1 1 1 0 1 3  3 3 ■ 24
1 1 2 3 6 1 3  4 6 42
1 1 3 3 24 1 3  5 6 72
1 1 4 3 54 1 4  4 3 54
1 1 5 3 96 1 4 6 6 78
1 2  2 3 6 1 5  5 3 96
1 2  3 6 18 2 2 2 1 0
1 2  4 6 42 2 2 3 3 6
1 2 5 6 78 2 2 4 3 24

Zadania i metody statystyki 10
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'
Rodzaje

prób

Ich prawdo
podobień

stwa w 7125

Ich momen-1 
ty drugiego 

stopnia 
w '/ISS

Rodzaje
prób

Ich prawdo
podobień

stwa w 7 1 2 5

Ich momen
ty drugiego 

stopnia 
w 727

2 2 5 3 54 3 3  5 3 24
2 3 3 3 6 3 4  4 3 6
2 3 4 6 18 3 4  5 6 18
2 3 5 6 42 3 5 5 3 24
2 4  4 3 24 4 4  4 1 0
2 4  5 6 42 4 4  5 3 6
2 5 5 3 54 4 5 5 3 6
3 3 3 1 0 5 5 5 1 0
3 3 4 3 6

Tabela 29,2

Wartości momen
tów drugiego 
stopnia w 727

Ich prawdo
podobieństwa

w 7 1 2 5

Wartości momen
tów drugiego 
stopnia w 7 2 1

Ich prawdo
podobieństwa 

w 7 1 2 5

0 5 54 12
6 24 72 6

18 18 78 12
24 18 96 6
42 24

W ypadnie ostatecznie średnia ary tm etyczna w tórnej popu
lacji złożonej z m om entów drugiego stopnia dla prób:

podczas gdy m om ent drugiego stopnia dla pierw otnej populacji 
wynosi M2 =  2. Ponieważ n  w  tym  w ypadku rów na się 3, więc 
zgodnie z rozpatryw anym  rów naniem  otrzym am y:

Я — i 4
E ( m , )  =  g X 2 =  y

Z  powyższego w ynika praw idło do obliczenia m omentów 
drugiego stopnia dla prób. Zam iast tego, żeby dzielić sumę kw a
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dratów  odchyleń przez liczbę wariantów, trzeba ja dzielić przez 
liczbę o jedynkę mniejszą według wzoru

X (u- — u f
m , = n  — 1

W ten  sposób otrzym uje się wartości bliższe wartości tego 
m om entu dla populacji. N aturalnie ma to znaczenie tylko przy 
małych próbach, ale z takim i próbam i właśnie wypada często 
pracować.

Obliczenie średniego odchylenia dla prób ulegnie odpowie
dniej zmianie. Dla uniknięcia nieporozumień dobrze jest otrzy
m ane tą  zmienioną metodą wartości oznaczać nie grecką literą « 
lecz odnośną łacińską s

-Ш /  2 ( u r — li) -b f  n

‘ n —  1 “ r  ті —  1

Nadzieje m atem atyczne momentów wyższych stopni rów
nież nie są równe wartościom tych momentów dla populacji. 
M ianowicie mamy dla nich równania

i?/ i (n  — * H 71 — uE(  m j  =  —-------- ^ -------

K(mĄ) =  (n- 1)faT 2)(rl~ 3)- M, +  (ra~ 1)(f ł~-3) Д, + Ж 1'  4 /г" 4 n A г

Te równania nie mają praktycznego znaczenia.

30. Błąd średni i prawdopodobny. Wywody poprzednich ustę
pów m iały charakter wstępu do właściwego zagadnienia wiaro- 
godności charakterystyk. Rozwiązanie tego zagadnienia może 
być częściowo przeprowadzone za pomocą pojęcia b ł ę d u  
ś r e d n i e g o .  B ł ę d e m  ś r e d n i m  c h a r a k t e r y s t y k i  
n a z y w a  s i ę  ś r e d n i e  o d c h y l e n i e  d l a  o d n o ś n e j  
w t ó r n e j  p o p u l a c j i .  Otóż było podane w ustępie 28, że 
takie populacje zbliżają się szybko do formy norm alnej przy 
powiększeniu zakresu prób. Normalny zaś rozkład częstości
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m ą tę  właściwość, źe blisko dwie trzecie częstości, dokładniej mó
wiąc część 0.6826 całości, mieści się w  przedziale między ujem ną 
a dodatnią w artością średniego odchylenia. W idoczne to jest 
z całki L a p l a c e ’ a (zob. tabelę В podaną w końcu książki). 
Można zatem  powiedzieć, że ś r e d n i  b ł ą d  d a n e j  c h a r a k 
t e r y s t y k i  o k r e ś l a  w p r z y b l i ż e n i u  g r a n i c e ,  
W k t ó r y c h  m i e s z c z ą  s i ę  w  d w ó c h  p r z y p a d k a c h  
n a  t r z y  o d c h y l e n i a  t e g o  r o d z a j u  c h a r a k t e r y 
s t y k  d l a  p r ó b  o d  i c h  ś r e d n i e j  c z y l i  o d  n a d z i e i  
m a t e m a t y c z n e j  d a n e j  c h a r a k t e r y s t y k i .  Wi
dzieliśmy nadto w  poprzednim  ustępie, że nadzieja m atem a
tyczna jes t zbliżona do wartości danej charakterystyki dla po
pulacji, a w przypadku średniej arytm etycznej naw et jej równa. 
Wobec tego można powiedzieć, że ś r e d n i  b ł ą d  d a n e j  c h a 
r a k t e r y s t y k i  o k r e ś l a  w  p r z ' y b l i ž  e n  i u  g r a n i c e ,  
w k t ó r y c h  m i e s z c z ą  s i ę  w  d w ó c h  p r z y p a d k a c h  
n a  t r z y  o d c h y l e n i a  t e g o  r o d z a j u  c h a r a k t e r y 
s t y k  d l a  p r ó b  ó d  w a r t o ś c i  d a n e j  c h a r a k t e r y 
s t y k i  d l a  p o p u l a c j i .

Średni błąd oznacza się grecką lite rą . £ z podaniem  sym 
bolu odnośnej charakterystyki w nawiasach, np. średni błąd 
średniej arytm etycznej oznacza się symbolem s (m). W artość 
średniego błędu dodaje się zwykle do Wartości charakterystyki 
ze znakiem  ± , np. pisze się m  є (m).

Najprościej przedstaw ia się rozpatryw ane zagadnienie dla 
średniej arytm etycznej ; mianowicie można dowieść, że ś r e 
d n i e  o d c h y l e n i e  w t ó r n e j  p o p u l a c j i  z ł o ż o n e j  
z e  ś r e d n i c h  d l a  p r ó b  r ó w n a  s i ę  ś r e d n i e m u  o d 
c h y l e n i u  p o p u l a c j i  p i e r w o t n e j  p o d z i e l o n e m u  
p r z e z  p i e r w i a s t e k  k w a d r a t o w y  z w i e l k o ś c i  
p r ó b y .

Istotnie widzieliśmy, że populacja 1, 2, 3, 4, 5 m iała m om ent 
drugiego stopnia rów ny dwa, a więc średnie odchylenie )/2 . 
Obliczmy m om ent drugiego stopnia dla w tórnej populacji zło
żonej ze średnich dla trójkow ych prób według danych tabeli
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28,3. O trzym am y wartość równą ; , a więc średnie odchylenie” ■ ' i i.". v : o л г ■

równe |  / ^ zgodnie z podanym pow yżej'tw ierdzeniem .

Będziemy zatem mieli d la ; obliczenia średniego błędu śre-
Sdniej arytm etycznej wzór £ (m) = , , gdzie S  jest średnim

\  n
odchyleniem» dla populacji, a n  liczbą wariantów' w próbach. 
W praktycznym  w ykonaniu obliczenia będzie się miało trudność, 
wynikającą stąd, że dokładne wartości charakterystyk populacji 
nie są znane. Otóż widzieliśmy w ustępie poprzednim, że wiel

kość s =  c l  /  — - jest zbliżona do wielkości S. Wobec tego tę
У n — t

ostatnią wielkość używa się zamiast S przy obliczaniu średniego 
błędu średniej arytm etycznej, tak  samo zresztą jak  we wszyst
kich innych przypadkach,-w  których m a się do czynienia ze 
średnim  odchyleniem dla populacji.

Zanim  przejdziemy do rozpatrzenia średniego błędu innych 
charakterystyk, w arto jest mimochodem rozpatrzyć stosowane 
czasem zamiast średniego błędu pojęcie błędu prawdopodobnego. 
Odznacza się on tym, że o d c h y l e n i a  w a r t o ś c i  c h a r a k 
t e r y s t y k i  d l a  p r ó b  o d  j e j  n a d z i e i  m a t e m a t y c z 
n e j  w y p a d a j ą  r ó w n i e  c z ę s t o  w i ę k s z e  j a k  
i m n i e j s z e  o d  n i e g o .  Z całki L a p l a c e ’a wynika, że 
błąd prawdopodobny jest m niejszy od średniego w stosunku 
0.67449... do 1. Użycie tej wielkości nie daje żadnych korzyści 
większych od użycia błędu średniego.

Równania średniego błędu dla innych charakterystyk są na- 
ogół bardziej złożone. I tak  średni błąd momentu drugiego sto
pnia w yraża się wzorem:

є (m.,' — 11 /  Жї-— М \

a średni błąd odchylenia średniego:
' B - Ì

4/7

^  =  V -
niego; 

3 ( a ) , . , ,V j / y



gdzie В  jest wskaźnikiem  skupienia w ariantów  w populacji. 
Przy użyciu ekscesu zam iast wskaźnika skupienia w ariantów  
wzór przybierze formę:

e(a) =

gdzie Г, jest ekscesem dla populacji.

Dla populacji niezbyt odbiegających od form y norm alnej 
eksces je s t mały. Można go przyrów nać zeru i w tedy wzór ulega 
uproszczeniu:

Zagadnienie średniego błędu dla odchylenia przeciętnego 
jes t bardziej zawiłe niż dla średniego. Wobec tego podam  tylko 
przybliżony wzór dla populacji niezbyt silnie odbiegających od 
form y norm alnej:

Z tego wzoru wynika, że średni błąd dla przeciętnego od
chylenia jest nieco większy niż dla średniego.

Dalej dla m omentów trzeciego i czwartego stopnia będziemy 
mieli równania:

'm k — M |— б M4M2+9M2
n .

n

Zawierają one m om enty wyższych stopni, aż do ósmego. 
Oczywiście przy takiej złożoności nie mogą mieć znaczenia prak-



151

tycznego. Ale jeżeli populacja nie odbiega zbytnio od formy nor
malnej, następuje znaczne uproszczenie:

Bardzo proste są wzory dla błędów wskaźnika skośności / ,  
i ekscesu 72:

Różnią się one od wszystkich poprzednich tym, że żadne 
m om enty w  nich nie występują. Dla obliczenia ich wystarczy 
wiedzieć n  — liczbę w ariantów  w próbie.

Zastosowanie wszystkich tych wzorów z wyjątkiem  dwóch 
ostatnich jest utrudnione przez to, że w  nich w ystępują charak
terystyk i populacji. W praktycznym  wykonaniu obliczeń, kiedy 
ma się tylko jedną próbę, niem a innego wyjścia jak  użycie cha
rak terystyki próby zamiast charakterystyki populacji. Dla śre
dniego odchylenia ta  kwestia była dokładniej omówiona.

Zastosujm y tytułem  przykładu powyższe wzory do liczby 
kw iatów  w koszykach sałatnicy. Obliczmy najpierw  średni błąd 
średniej arytm etycznej. Otóż mieliśmy dla tego m ateriału: 
m =  17.28, o =  2.603, n= 359 . W ypadnie e (m )= 0 .l4  i m  =  
=  17.28 dz 0.14.

Obliczmy dalej średni błąd średniego odchylenia. Ponieważ 
eksces v2 —- — 0.315, otrzym am y e (o) =  0.107 i o =  2.603 d; 0.107,v

W reszcie średnie błędy wskaźnika skośności i ekscesu będą

s (T]) =  0.129 s<Y2) =  0.258

a zatem  7 , = — 1.461 d; 0.129, 72 =  — 0.315 ±  0.258.
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Ęedobnie' otraym am y dla liczby kwiatów w szczytowy cli
koszykach bław atka z Zimnej W ody:'

m  = 34.77 0.34

■v 4  o = '  5.891 Hz 0.140

. . , ; l. : ;;;:,Xł, Ž= - 4  0.731 zi; 0.141

T2 =  +1.427 +  0.283

Na ostatku trzeba- jeszcze rozpatrzyć zagadnienie śred
niego błędu dla różnicy ńiiędzy wartościarni tej samej charak
terystyk i obliczonymi dla różnych m ateriałów  statystycznych. 
Jest to zagadnienie bardzo zawiłe. Ograniczę się wobec tego do 
przedstaw ienia go odnośnie do średniej arytm etycznej. Niech 
będą dwie próby: jedna  złożona z щ  w ariantów , druga złożona 
z n2 w ariantów . Te próby mogą pochodzić z tej samej populacji 
albo z różnych: ¡Średnia dla pierwszej z nich niech będzie та’, 
dla drugiej та". Sumę kw adratów  odchyleń od średniej dla
pierwszej próby oznaczymy przez 2 '15 dla drugiej przez 2 ’„.
W tedy średni błąd różnicy średnich m — m" w yrazi się 
wzorem

Jeżeli obie próby są jednakow ej wielkości, to znaczy, że 
n 1 = n 2, powyższy wzór ulega uproszczeniu:

W tym  przypadku średni błąd różnicy średnich arytm etycz
nych rów na się pierw iastkow i kw adratow em u z sumy kw adra
tów błędów dla średnich obu prób:

s ( m '—m")

I/  n rn2 (nx +  щ  — 2)
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Zastosujmy te wzory ■ tytułem  przykładu do podanych 
w ust. 6 m ateriałów  dotyczącyh liczby kwiatów w  szczytowych 
koszykach bław atka pochodzącego z dwóch różnych miejsco
wości. Potrzebne do tęgo sumy kw adratów  odchyleń obliczymy 
według wzoru:

W  V  n '  Í S ( « , — a ) fЦ(и; — m) — S  u, — “  ---------------------. ' n

w którym  a jest wartością wyjściową (por. ust. 13).

Dla m ateriału  z Zimnej Wody mamy m  — 34.77. n 1 — 300, 
2  (ui — a)2 =  10589, 1  ( u , — a) =  231 przy a =  34.

Dla m ateriału  z Dublan mamy: m" =  31.06, n2 =  200, 

(ur —  a)2 =  5094, 2 ' (u¡ — a) =  130 przy a =  31.

W w yniku obliczęń otrzymamy: e (m — m") = _h 0.51
i m — m" =  3.71 zb 0.51. Wypadła różnica między średnimi 
z górą 7 razy większa od swojego błędu. Tak wielką w  porów
naniu  do swojego błędu różnicę można uważać za istotną. Można 
wogóle przyjąć za prawidło, że j e ż e l i  r ó ż n i c a  m i ę d z y  
w a r t o ś c i a m i  c h a r a k t e r y s t y k i  d l a  d w ó c h  p r ó b  
p r z e w y ż s z a  c o n a j m n i e j  t r z y k r o t n i e  s w ó j  ś r e d n i  
b ł ą d ,  t o  m o ż n a  j ą  u z n a ć  z a  i s t o t n ą ,  c z y l i  n i e  p o 
c h o d z ą c ą  z p r z y p a d k u ,  l e c z  s p o w o d o w a n ą  p r z e z  
r ó ż n i c ę  w c h a r a k t e r z e  m a t e r i a ł ó w ,  z k t ó r y c h  
p r ó b y  b y ł y  w z i ę t e .  Jeżeli natom iast ta  różnica jest 
m niejsza od trzykrotnego błędu, trzeba już liczyć się z możli
wością przypadkowego zestawienia prób z tej samej populacji. 
Tak w łaśnie będzie, jeżeli porównamy ze sobą nie całości m a
teriałów  z Zimnej Wody i Dublan, lecz tylko koszyki „ósem
kowe” — z ośmioma obwodowymi płonnymi kwiatam i 
(tab. 30,1).
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Tabela 30,1

t

Liczby kw iatów  w szczytowych koszykach bławatka 
z 8 płonnymi obwodowymi kwiatami.

Liczby
kwiatów

Ich częstości w materiale
Liczby

kwiatów

Ich częstości w m ateriale

z Zimnej 
Wody z Dublan z Zimnej 

Wody z Dublan

21 1 z przen. 53 33
22 1 — 32 11 5
23 1 — 33 9 4
24 —  ■ 1 34 6 5
25 2 • 1 35 4 4
26 1 1 36 4 2
27 3 4 37 ------ 1
28 13 10 38 2 3
29 10 9 39 2 —

30 9 2 42 — 1
31 1 2 - 5 45 — 1

do przen. 53 33 Ogółem 91 59

M amy teraz dla m ateriału  z Zimnej Wody m' — 30.88, щ  - 91, 
(Ui ■— a)2 =  1116, Ľ  (u¿ — a) =  80 przy a =  30. Dla m ateriału  

zaś Dubłańskiego: m" =  31.37, n2 =  59, 2 ' (Ui — a)2 =  982,
2  (щ— a) =  22 przy a =  31. Z tych danych otrzym am y dla róż
nicy średnich arytm etycznych średni błąd є (m' — m " ) = ¿ 0 .6 2 ,  
a zatem  m —  m" — — 0.49 ±  0.62. Różnica średnich wypadła 
tu  m niejsza od swojego błędu. By ocenić jej wartość, trzeba 
obliczyć prawdopodobieństwo pochodzenia jej z przypadku. 
To zagadnienie będzie omówione w następnym  rozdziale.

31. Wiarogodność charakterystyk małych prób. Z wywodów 
poprzedniego ustępu wynika, że błąd średni tylko przy wiel
kich próbach rozwiązuje zagadnienie wiarogodności charakte
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rystyk. Dla prób małych, z jakimi na przykład wypada praco
wać w doświadczalnictwie rolniczym, trzeba szukać innej drogi 
N ie m ożna tu  zastępować wartości charakterystyk populacji 
przez ich wartości dla próby. T r z e b a  c z ę s t o ś c i  
w z g l ę d n e ,  i n a c z e j  m ó w i ą c  p r a w d o p o d o b i e ń 
s t w a  s t a t y s t y c z n e  r ó ż n i c  m i ę d z y  c h a r a k t e r y 
s t y k a m i  p r ó b y  i p o p u l a c j i  w y z n a c z a ć  b e z p o 
ś r e d n i o  w e d ł u g  w ł a ś c i w o ś c i  p r ó b y .  Rozwiązanie 
postawionego w  ten  sposób zagadnienia wypadnie naturalnie 
różnie, zależnie od charakteru  populacji. W dotychczasowych 
pracach n a d 'ty m  zagadnieniem przyjmowało się, że populacja 
m a charak ter normalny. Na szczęście okazało się, że dla innego 
rodzaju populacji w yniki zachowują swoje znaczenie, o ile 
rozkład częstości różnych wartości w ariantów  w populacji nie 
zanadto odbiega od rozkładu normalnego.

D la średniej arytm etycznej zagadnienie zostało rozwią
zane przez W i l l i a m a  G o s s e t a  (1876 ■— 1937) piszącego 
pod pseudonim em  S t u d e n t .  Stopień zgodności między śre
dnią próby a średnią populacji określił on za pomocą funkcji

j j i  Af
t - - , gdzie m jest średnia dla próby, M — średnią dla

populacji, ■ £ (m) — średnim  błędem średniej arytm etycznej 
próby. W artości funkcji t  mogą być dodatnie i ujem ne sto
sownie do znaku różnicy m  — M. Absolutna wartość ich jest 
na ogół tym  mniejsza, im średnia próby jest bliższa średniej 
dla populacji, ale nie zawsze.

Na przykład jeżeli weźmiemy znowu populację 1, 2, 3, 4, 5, 
to na podstawie tabeli 28,2 otrzym am y dla 35 rodzajów prób 
następujące wartości t (tab. 33,1). W tej tabeli nieokreśloną
w arto ść . —- dla prób 333 przyjm iem y równą zeru. Z niej wi
dzimy na  przykład, że próby 334 dają średnią różniącą się od 
średniej populacji о Уз, próby zaś 155 średnią różniącą się 
o % a jednocześnie t  dla pierwszego rodzaju prób jest równe 
1.0, podczas gdy dla drugiego rodzaju ma wartość 0.5 — nie 
większą zatem, jak by się należało spodziewać, lecz mniejszą.



Tabela 31,1

W artośei
Rodzaje

prób
m —  M 

dja tych 
. prób. w 1/з

t Rodzaje
prób

m —  M 
dla tych 

. prób w ’/З
■ t

135
144
225

0 0 455 ■ i-5 —5.0000

555 > 6 oo

234 
, 333

125
134
224
233

—i 0.2773
0.3780

—0.5000
— 1.0000145 

235 
244 ‘ 
334

; + '1 0.2773
0.3780
0.5000
1.0000

115
124
133
223

. .- . ‘2 —0.5000
—0.7560
— 1.0000
—2.0000155

245
335
344

+  2 0.5000
0.7560
1.0000
2.0000

114
123
222

: —3 — 1.0000
—1.7321

255
345
444

+  3 1.0000
1.7321

oo

oo

113
122

— 4 —2.0000
—4.0000

355 • + 4
. . . .

2.0000 112 5 ' ■ —5.0000
445 4.0000 111 ■ —6 ■ oo

Wobec powyższego w dalszym  ciągu tych  wywodów bę
dziemy nazywać „lepszym i” próby m ające t  o w artościach ab
solutnych m niejszych, jakkolw iek ich średnie nie zawsze będą 
bliższe średniej dla populacji niż średnie prób „gorszych”.

W tym  założeniu S t u d e n t  dowiódł, że częstość względna 
występowam a wartości funkcji t  w  zespole prób wziętych 
z populacji o form ie norm alnej w yraża się funkcją:
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w której współczynnik С zależy tylko od wielkości próby. 
Można go obliczyć za pomocą funkcji „gamma”, oznaczanej 
symbolem F (x):

, l rf)
j/' — 1) ľ( " 2 1 )

Funkcja gamma określa się równaniem

Г — Um 1 - 2 -3 • ' • (n 1)/r n*
n L  X  (+  D ( X  +  2) . . (.r 4- n )

F unkcja s (t) daje jednakowe wartości dla dodatnich i ujem 
nych wartości zmiennej niezależnej, podobnie jak  funkcja 
d e  M o i v r e ’a. Tak samo jak  ta ostama, funkcja s(i) maleje 
nieograniczenië' ze zwiększeniem absolutnej wartości t. Ze 
zwiększeniem wielkości próby zbliża się ona do funkcji d e 
M o i v r e ’a i dla те =  co przybiera znaną już nam  formę:

1 • -, ( f )=  с 2 
У 2 тс

Za pomocą rachunku całkowego można obliczyć dla każdej 
wartości i  częstość względną prób o wartościach tej zmiennej 
m niejszych od danej; przy czym naturalnie wszystkie wartości 
ujem ne trzeba uważać za mniejsze od najm niejszych nawet 
dodatnich. Uskutecznia się to za pomocą cabri

Sił)  -  С f  (1 +  —^ ) “ ^
. . ■ V  . —  GO

analogicznej Całki L a p i a c  e’a. Tak samo jak ta  ostatnia, 
całka S(t) określa pole figury, zakreślonej przez oś odciętych 
i krzyw ą funkcji s(t), licząc od lewego jej końca do rzędnej 
odpowiadającej danej wartości t  (por. ryc. 5).

Tak samo jak  dla całki L a p l a c e ’a, pole całej tej figury 
równa się jedności, a rzędna t  — 0 dzieli to pole na dwie równe 
części. W ten  sposób S(—^o) =  0, /5(0) =  0,5, S(-l- \  ) =  1.
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W artość całki S{t) dla t ¡> 0 są podane w  końcu książki 
w tabeli E. P rzy  korzystaniu z tej tabeli przew ażnie jest obo
jętne czy średnia próby jes t większa, czy m niejsza od średniej 
dla populacji, chodzi tylko o to, jak  bliska jes t tej ostatniej. 
Stąd w ypada opierać się na absolutnej w artości t  bez uwzględ
nienia znaku i poszukiwać częstość względną prób, dla któ
rych w artość bezwzględna t jest m niejsza od w artości bez
względnej tej funkcji dla danej próby. Dlatego też w  tabeli E 
są pom inięte wartości funkcji S(t) dla w artości t  <  0.

Niech będzie a absolutną w artością funkcji t  dla danej pró
by. W tedy częstość względna prób, m ających i  o w artości ab
solutnej m niejszej od a, czyli pole prób „lepszych” od danej, 
będzie rów na polu wycinka figury krzyw ej, ograniczonej przez

-cs.

Ryc. 8.

rzędne i  — — a i t — +  a (ryc. 8). Ta częstość w yraża się 
wzorem: P (j t  ľ<a j =  2 S(a) ■—• 1, w  którym  literą  P  jest ozna
czone prawdopodobieństwo zależności przedstaw ionych przez 
symbole zaw arte w  nawiasach ( f. Będzie to prawdopodobień
stwo statystyczne prób lepszych od danej.

Na podstawie powyższego wzoru można wyznaczyć ta 
kie a, żeby próby m ające t  zaw arte w  granicach od — a do 
+ a stanow iły z góry określoną część ogółu prób. Wielkość tej
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części może być obrana dowolnie i nosi nazwę w s p ó ł c z y n 
n i k a  u f n o ś c i .  Jeżeli oznaczymy ten  współczynnik przez ß 
(ß <  1), to będziemy mieli równanie ß = 2 S ( a )  —  1. Z niego

1 -t ß
wyprowadzam y zalełżność S(a) =  —  . k tóra da możność

wyznaczania u według tabeli dla funkcji S  (t).
[m — MJ

Dalej m am y (í j =  — - .  Wobec tego będziemy mieli 

|m  — MJ
 e (m) — a - Stąd wypływa równanie

P { \ m  — M¡ < a  е(тгі)} =  ß,

z którego wynika, że nieznana średnia populacji mieści się 
w granicach między m — a s  (m) i m  + a s (m) z prawdopodo- 
dobieństwem równym  współczynnikowi ufności. W praktyce 
współczynnik ufności przyjm uje się zwykle równy 0.95 albo 0.99. 
Dla tej drugiej wartości wypada a większe i przeto granice za
kreślone dla średniej populacji szersze. W ybór takiego czy 
innego współczynnika ufności zależy od ważności zadania oraz 
od psychologii badacza. Dla ważniejszych zagadnień bierze się 
współczynnik większy. Ostrożniejsi badacze wolą większe współ
czynniki dla większej pewności — ostrożność nigdy nie za
wadzi!

Zastosujm y tę metodę do konkretnego przykładu. Otóż 
w  pewnym  doświadczeniu wykonanym  na torfowisku Czemerne 
pod Sarnam i w r. 1931 “) sucha masa traw y na 4 poletkach 
z pełnym  nawożeniem o powierzchni 50 m 2 wyniosła w kilo
gram ach 55.1, 50.3, 58.4, 45.6. W ypada z tych danych średnia 
arym etyczna 52.35, jej średni błąd 2.78. W ynikało by z tego, 
że gdyby doświadczenie było wykonane nie na czterech polet
kach, ale na  bardzo wielkiej ich liczbie i gdybyśmy wzięli 
z takiej populacji nie jedno doświadczenie, 4-poletkowe, lecz 
wielką ich ilość, to dwie trzecie tych doświadczeń dałoby śred-

í) D. S z y m k i e w i c z  i B. Ś w i ę t o c h o w s k i .  Doświadcze
nia nad żyznością torfów. — Rocznik łąkowy i torfowy. 1936.
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nie plony zaw arte w  granicach od 52.35—2.78 do 52.35 +  2.78. 
Tak wypadło by, gdyby średni błąd był dokładnie obliczony. 
,Otóż było już w yjaśnione w ust. 30, że to tak  nie jest, jeżeli 
próba jes t mała. Za pomocą funkcji S(t) możemy dokładniej 
obliczyć wspom niane granice.

W tym  celu trzeba przyjąć dla współczynnika ufności w ar

tość %. O trzym am y z rów nania S(a) — dla S(a) wartość

0.833. Z tabeli funkcji S(i) przez interpolację wyprowadzam y 
w artość dla a równą 1.15 i wobec tego  granice, w  których 
mieszczą się średnie dwóch trzecich prób będą szersze w' sto
sunku 1.15 : 1, a więc wyniosą 52.35 — 3.20 i 52.35 +  3.20.

Ale współczynnik ufności % jest za mały. W praktyce bierze 
się conajm niej 0.95. W tedy w ypada S(a) =  0.975, a —3.2 i g ra
nice, w  których mieszczą się średnie 95% prób, będą 52.35 — 8.90 
i 52.35 +  8.90. W tych też granicach z prawdopodobieństwem 
0.95 będzie się m ieściła średnia całej populacji złożonej z w y
ników doświadczeń na  nieograniczonej liczbie poletek. Prawdo^ 
podobieństwo 0.95 oznacza, że 5% prób 4-poletkowych dałoby 
inny  w ynik -— inne granice dla średniej arytm etycznej popu
lacji. Nigdy nie jest wykluczone, że się na taką próbę natrafi 
— jak  się ma pecha, to nic na  to się nie poradzi.

Dla ułatw ienia om awianych obliczeń podaję za R o m a 
n o w s k i m  tabelę 31,2 wartości a dla dwu najczęściej uży
w anych współczynników ufności 0.95 i 0.99 przy różnym  zakresie 
prób, począwszy od prób czwórkowych. Dla prób o zakresie 
większym od 20 można używać w artości dla prób nieskończonej 
wielkości.

Funkcja s(t) i wywodząca się z niej S(i) znajdują jeszcze 
dalsze i to ważniejsze zastosowanie. Mianowicie p o z w a l a j ą  
o n e  s t w i e r d z i ć  z o k r e ś l o n y m  p r a w d o p o d o 
b i e ń s t w e m ,  c z y  r ó ż n i c a  m i ę d z y  ś r e d n i m i  a r y t 
m e t y c z n y m i  d w ó c h  p r ó b  p o c h o d z i  z p r z y p a d 
k u ,  c z y  t e ż  s t ą d ,  ż e  p r ó b y  b y ł y  w y b r a n e  z r  ó ż- 
n  y c h  p o p u l a c j i .
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Będziemy rozumowali w sposób następujący. W ybieramy 
z populacji wszelkie możliwe próby po n 1 wariantów, następnie 
wszelkie możliwe próby po n 2 wariantów. Każdą próbę pierw 
szej grupy zestawiamy kolejno ze wszystkim próbam i drugiej. 
Dla każdej pary  prób obliczamy wartość funkcji

$ ) ),   m — m
s(m' — m ”)

gdzie m ’ jest średnią arytm etyczną jednej próby, m ” taka sam a 
charakterystyka drugiej próby a e (m’ — m ”) — średni błąd 
różnicy średnich, obliczony według wzoru podanego w ust. 30..

Tabela 31,2
W artości a dla różnych wielkości prób (n)

n
Współczynnik ufności

n
Współczynnik ufności

0.95 0.99 0.95 0.99

4 3.18 5.85 14 2.16 3.01
5 2.78 4.60 15 2.15 2.98
6 2.57 4.04 16 2.13 2.95
7 2.45 3.70 17 2.12 2.92
8 2.37 3.50 18 2.11 2.90
9 2.31 3.36 19 2.10 2.89

10 2.26 3.25 20 2.09 2.87
11 2.23 3.17 21 2.09 2.86
12 2.20 3.11 oo 1.96 2.58
18 2.18 3.06

Widoczne jest od razu, że funkcja ť  jest podobna do roz
patrzonej poprzednio funkcji

; . m — M 
1 s (m)

Może naw et być z tej ostatniej wyprowadzona. Istotnie jeżeli 
weźm iemy populację złożoną z różnic m ’ — m ”, to średnia a ry t
m etyczna takiej populacji będzie równa zeru, gdyż dla każdej 
różnicy m ’ — m ” można dobrać różnicę m ” — m ’ równą, ale 
ze znakiem  odwrotnym. Można więc założyć we wzorze funkcji t

Zadania i m etody statystyki
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M =zO. W ystarczy teraz zam iast średnich m wprowadzić 
różnice średnich m ’ — m ”, by z rów nania funkcji t otrzym ać 
rów nanie dla funkcji ť .

W artość absolutna | t ’] jest na ogół tym  mniejsza, im  m niej
sza jest w artość absolutna \m’ ■— m”j. Zależy ona jednak  tak 
że od wielkości błędu e{m’-—m ”). Jeżeli przeto będziemy po
rów nyw ali różne pary  prób, może się zdarzyć, że jedna para 
prób będzie miała większe jťj a m niejsze jm’-— m ”\ niż druga 
para. Pod tym  względem w ystępują tu  podobne zdarzenia jak  
dla funkcji t, gdzie dla większych |tj tra fia ją  się m niejsze róż
nice \m  — M\. Można powiedzieć, że dwie próby są tym  bar
dziej „zgodne”, im  m niejsze jest dla nich |ť |, a to w  tym  da
nym  sensie, w jakim  nazyw aliśm y „lepszym i” próby o m niej
szym (t|.

P rzy  powyższych założeniach można ' dowieść, że częstości 
względne wartości ť  w yrażają się tą samą funkcją S t u d e n t a ,  
z jaką m ieliśm y do czynienia poprzednio. Będziemy tedy mieli 
funkcję:

w której п — п 1 + п 2 — 1. Będziemy także mielk funkcję:

która będzie dawała częstości względne dla w artości ť  m niej
szych od danej.

Jeżeli teraz mamy jakąś parę prób o w artości ť , której 
absolutna wielkość rów na się a, to częstość względna par prób 
bardziej od niej „zgodnych” w yrazi się rów naniem  P j ]ťj <  a j =  
=  2S(a)— 1, takim  samym  jakie m ieliśm y dla częstości prób 
„lepszych” niż ta  próba, dla k tórej [t] =  a.

Po tych w stępnych wywodach powróćmy do naszego za
gadnienia. Mamy parę prób. Jeżeli one pochodzą z tej samej 
populacji, to nie powinno być zbyt dużo par prób zgodniejszych 
od nich. bo takie próby odznaczają się większą zgodnością niż

S(ť) =  c  j  (l
— cc
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próby wzięte z różnych populacyj. Można wobec tego wybrać 
pewną granicę, której częstość prób zgodniejszych niż dane nie 
powinna przekraczać. Można ją nazwać tak  samo współczynni
kiem  ufności, jak  poprzednio przy rozpatryw aniu odchyleń 
średnich dla prób od średniej dla populacji. Jeżeli ta  granica 
nie jest przekroczona, można będzie uznać, że próby pochodzą 
z tej samej populacji. Jeżeli zaś częstość prób zgodniejszych 
niż dane w ypadnie większa od współczynnika ufności, to trzeba 
będzie uznać, że próby pochodzą z różnych populacji. Trzeba 
zatem  dla danej pary  prób obliczyć wartość ť  i według tabeli 
funkcji S(t) obliczyć prawdopodobieństwo bardziej zgodnych 
prób według przytoczonego poprzednio równania P  j [ t’| <«} =  
~  2S (a) — 1. Badanie sprowadza się ostatecznie do sprawdzenia 
czy prawdopodobieństwo statystyczne P  {jťj <  a ¡ jest mniejsze, 
czy większe od współczynnika ufności, k tóry wybiera się zwykle 
w wym iarze 0.95 albo 0.99, tak  samo jak poprzednio.

Zastosujmy powyższe prawidło do konkretnych przykła
dów. I tak  we wspomnianych powyżej kulturach na torfowisku 
Czemernem oprócz pełnego potasowo-azotowo-fosforowego na
wożenia [K1VP| stosowano także nawożenie potasowo-azotowe 
bez fosforu |K1V| i azotowo-fosforowe bez potasu [1VP|. W szyst
kie doświadczenia były 4-poletkowe. Nawożenie ¡KNj dało 
plony siana 47.8, 47.6, 46.0, 47.2 kg, nawożenie jjVP] 29.9, 
19.0, 22.2, 24.7., Pierwsze dało średnią 47.15, ± 0 .4 0 , drugie 
23.95 ±  2.30. Zestawiając te dane z plonami otrzym anym i na 
pełnym  nawożeniu, otrzym am y różnice:

¡KNP| —- !KIV¡ =  5.20 ± 2 .8 1
[KlVPj — [IVPj =  28.40 ±  3.61

Stąd dla pary prób [KNP] — [KN] otrzymamy ť  =  1.85, dla 
pary  zaś (K1VP| — [iVPj ť  =  7.87. Ponieważ zakres prób obej
mował 4 w arianty, m am y n =  7. Stąd według tabeli funkcji S(t) 
znajdziem y dla rozpatryw anych par prób prawdopodobieństwa 
statystyczne

P { ¡ t ’í<  1.85 j =  Ü.886
P{ ! f |  <7.87} = 1 .0 0 0
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W nosimy stąd, że próby pierwszej pary  można uważać za 
pochodzące z tej samej populacji, próby zaś drugiej za pocho
dzące z różnych populacyj. W ten  sposób różnica w  plonach 
w ynikająca z niezastosowania nawozów fosforowych okazała 
się przypadkową, natom iast różnica powodowana przez brak  
potasu była istotna.

Omawiana m etoda porów nyw ania średnich dla prób może 
być stosowana także do dużych prób. Zastosujm y ją do liczb 
kw iatów  w koszykach bław atka z Zimnej Wody i D ublan (tab. 
5 (1) oraz 5,1 i 30,1). Tu według obliczeń ust. 30 dla całości obu 
m ateriałów  w ypada m ’ — m ” =  3.71 i  0.51. Stąd [ť | =  7.27. 
W ypada P praw ie rów ne jedności. Te m ateriały  możemy uznać 
za pochodzące z różnych populacyj naw et przy największym  
współczynniku ufności. Natom iast dla koszyków z ośmioma 
płonnym i kw iatam i obwodowymi otrzym aliśm y m ’ —• m ” =  
=  — 0.49 zh 0.62 a zatem  [ť] = 0 .7 9  i P  =  0.785. Można więc 
przyjąć, zarówno przy współczynniku ufności 0.95, j a k i  0.99, że 
„ósemkowe” koszyki pochodzą z tej samej populacji.

Podobna do powyższej m etoda oceny wiarogodności śred
niej arytm etycznej została przez S t u d e n t a  i F i s h e r  a 
zastosowana do średniego odchylenia. Rolę funkcji t  od
gryw a tu  inna funkcja. Nie będziemy rozpatryw ali tego za
gadnienia, gdyż znaczenie jego jest niewielkie. Odnośne infor
m acje znajdzie czytelnik w podręcznikach F i s h e r  a i R o 
m a n o w s k i e g o .

32. Krańcowe warianty. Trzeba omówić jeszcze ostatnią 
kwestię dotyczącą wiarogodności charakterystyk. W artości nie
których z nich zależą w silnym  stopniu od krańcow ych w arian
tów, mianowicie wartości m om entów wyższych rzędów. Pocho
dzi to stąd. że częstości krańcowych w ariantów  przy obliczaniu 
takich m omentów są mnożone przez wysokie potęgi odchyleń. 
Stąd już zmiana tych częstości o jedynkę wystarcza, by w wy-* ô
niku w ystąpiła poważna różnica, a takie zmiany skutkiem  przy
padkowości w  doborze w ariantów  są na porządku dziennym.
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Szczególnie duże różnice w wartościach momentów występują 
wtedy, kiedy m ateriał jest nieliczny. Jako przykład tego ro
dzaju zjaw isk można przytoczyć odosobniony pojedynczy w a
rian t o wartości 62 w m ateriale bławatka. Jeżeli go odrzucimy, 
to przy trzecim  sposobie grupowania otrzymamy: m ’=  11.547 
zam iast 11.576, m '2 =  3.630 zamiast 3.958, m ‘3— -ŕ 3.519 zamiast 
+  5.424 i m '4=  45.42 zamiast 64.35.

Dla zaradzenia złu, powodowanemu przez niepewności 
w liczbie krańcowych wariantów, trzeba je odrzucać, ale na
leży postępcwać ostrożnie, kierując sie pewnym  prawidłem. 
Chodzi tu  o pojedyncze w arianty wysokiej względnie niskiej 
wartości, takie jak  przytoczony powyżej w ariant. 62 w  ma
teriale  bław atka. Prawdopodobieństwo występowania takich 
w ariantów  jest małe. Przeto wystąpią- one tylko, w części prób 
w ybranych z danej populacji. Jeżeli jednak skutkiem  przypad
kowego zbiegu okoliczności wystąpią w rozpatryw anej próbie, 
można je  odrzucić, jeżeli ich średnia częstość w próbach danej 
wielkości jest mniejsza niż gdyż wtedy w większości prób 
one nie ukażą się wcale. Jest to prawidło zaproponowane przez 
C h a u v e n e  ťa. Trzeba je stosować osobno dla krańcowych 
plus w ariantów  i minus wariantów.

Dla zastosowania prawidła C h a u v e n e  ťa  trzeba znać 
ogólny rozkład częstości w  rozpatryw anym  m ateriale. Dokładna 
znajomość tego rozkładu jest oczywiście niemożliwością. Ale 
wystarczy znajomość ogólnikowa. W szczególności łatwo jest 
stosować prawidło C h a u  v e n  e ť a  do szeregów rozdzielczych 
o form ie zbliżonej do norm alnej. Wtedy za pomocą całki 
L a p 1 а с e’a można obliczyć prawdopodobieństwo występowa
nia skrajnych wariantów, a mnożąc to prawdopodobieństwo 
przez liczbę wariantów  w rozpatryw anej próbie, można zna
leźć średnią częstość takich wariantów w próbach danej wiel
kości. Oznaczając przez p wspomniane prawdopodobieństwo, 
przez n liczbę w ariantów  w próbie, otrzym ujem y równanie

np  — V2, z którego wypływa p =  ^ . Według tej wartości p 

z tabeli całki L a p 1 a c e’a znajdujem y wartość zmiennej
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ktorej dane p odpowiada. Ja k  to już nam  jes t wiadomo z ust. 25, 
zm ienna f  jest związana ze zmienna ew entualną rów naniem

£ = — - , z k tórej w ypływa x  =  c s ę+m.  Jeżeli obliczona

w ten  sposób w artość x  wynosi a, to trzeba odrzucić minus 
w arian ty  o w artości <  a i plus w arian ty  o wartości większej
niż a +  m.

Dla przeprow adzenia takich obliczeń potrzebne są wartości 
całki L a p l a c e ’a dla wysokich wartości zmiennej f  z 5 zna
kam i dziesiętnymi. Tabela В  do tego nie zawsze wystarcza 
i dlatego podaję dodatkową tabelę 32,1.

Zastosujm y powyższe wyw ody do m ateriału  bław atka 
zgrupowanego trzecim  sposobem. Ponieważ liczba w ariantów  
jes t tu  300, w ypada p — Veoozn 0.00167. Ż tabeli 32,1 wynika, 
że f==2.93, a ponieważ m '=  11.576 i o' — 1.968, otrzym ujem y 

. — 5.766. Trzeba zatem  odrzucić minus w arian ty  o w artości x'
m niejszej niż 5.766 i plus w arianty  o w artości x' większej niż 
17.342. W ypadnie więc zachować wszystkie m inus w arianty  
i odrzucić krańcowy plus w arian t 62 z klasy x' =  20 Уз, o któ
rym  była mowa poprzednio.

Tabela 32,1

W artość całki L a p i a c  e ’a w stutysięcznych

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

- 2 .9 187 181 175 169 164 159 154 149 144 139
- 3 .0 135 131 126 122 118 114 111 107 103 100
-3 .1 97 94 90 87 84 82 79 76 74 71
- 3 .2 69 66 64 62 60 58 56 54 52 50
- 3 .3 48 47 45 43 42 40 39 38 36 35
- 3 .4 34 32 31 30 29 28 27 26 25 24
- 3 .5 23 22 22 21 20 19 19 18 17 17
- 3 .6 16 15 15 14 14 13 13 12 12 11
- 3 .7 11 10 10 10 9 9 8 8 8 8
- 3 .8 7 7 7 6 6 6 6 5 5 5
- 3 .9 5 5 . 4 4 4 4 4 4 3 3
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Tabela 32,2

Częstości (w tysięcznych) tem peratur m inimalnych powietrza 
w  trzech dekadach m aja

Temperatury
К r a k ó W T a r n o p o l W i l n o

1 2 3 1 2 3 1 2 ‘ 3

( -4 .9 H —0.1) 20 5 10 10 66 43 16
0.0 — 4.9 175 130 41 265 115 68 359 325 97
5.0 — 9.9 670 605 350 425 425 336 407 380 378

10.0 — 14.9 135 255 554 285 390 564 156 252 449
15.0 — 19.9 — 5 55 15 60 32 12 — 60

Średnie
tem peratur 7 8.6 10.7 7.4 9.2 '10.3 5.9 6.6 9.7

Na tym  jeszcze nie koniec. Bywają przypadki, w  których 
nie m a mowy o odrzucaniu skrajnych wariantów, kiedy prze
ciwnie —• m ają te w arianty największe znaczenie. Tak jest 
na przykład z m inim alnym i tem peraturam i powietrza w wio
sennych miesiącach, kiedy częstości krańcowych najniższych 
tem peratu r schodzących poniżej zera określają częstość zgub
nych dla roślinności wiosennych przymrozków. Ilustracją może 
być tabela 32,2 obliczona dla Krakowa. Tarnopola i W ilna na 
podstawie 20-letnich obserwacyj.

I



ROZDZIAŁ VI.

W Y RÓ WN ANI E  S Z ER EG ÓW ROZDZI ELCZYCH.

33. Ogólne zasady. W idzieliśmy na  przykładzie bław atka 
w ust. 5 , że ciągi częstości w  szeregach rozdzielczych w yka
zują zazwyczaj przeskoki, powodowane przez przypadkowość 
prób. Dla w yrów nania tych przeskoków łączy się wartości 
zmiennej ew entualnej w  klasy, których szerokość w ybiera się 
o ty le dużą, ażeby częstość zm ieniała się stopniowo. Pociąga to 
tę niedogodność, że zatracają się częstości dla poszczególnych 
wartości zmiennej ew entualnej. Tymczasem są one nieraz po
trzebne dla różnych celów, zwłaszcza praktycznych, np. 
w  ubezpieczeniach. Są m. inn. potrzebne dla wyznaczenia w ar
tości modálnej. Dla zaradzenia złem u trzeba przedstaw ić sze
regi w  form ie funkcyj, k tóre dadzą możność obliczenia czę
stości dla każdej w artości zmiennej ew entualnej, np. w  przy
padku bław atka częstości poszczególnych liczb kw iatów  w  ko
szykach.

Poza tym  tego rodzaju funkcje charakteryzują zmienność 
m ateriałów  statystycznych i mogą zastąpić omówione w roz
działach II i III charakterystyki.

Jakie funkcje mogą być użyte do zobrazowania szeregów 
rozdzielczych? Pierw szy w arunek po tem u jest, żeby nie przy
bierały wartości ujem nych, bo częstości są zawsze dodatnie. 
Poza tym  w zasadzie każda funkcja może być użyta. Trzeba 
jeszcze dobrać taką, któraby dostatecznie dokładnie przedsta
wiała szereg rozdzielczy. Nie chodzi przy tym  bynajm niej o to, 
by dokładność była zupełna, co jes t łatwo osiągnąć za pomocą 
funkcji L a g r  a n  g e ’a. Trzeba bowiem mieć na uwadze, że 
m a się zwykle do czynienia z przypadkow ym i próbam i i przeto 
stojące do dyspozycji w artości częstości nie są dokładne. Na
leży zatem  w ybrać takie funkcje, k tóreby  w yrów nyw ały przy-
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padkowe odchylenia częstości w próbie do odnośnych częstości 
w  populacji. Stąd wynika, że przy wyborze funkcyj trzeba kie
rować się nauką o prawdopodobieństwie.

Najgłębsze badania nad omawianym zagadnieniem prze
prowadził C h a r l i e r 3), opierając się na zasadach wyłożo
nych w  wiekopomnym dziele L a p 1 а с e’a „Théorie analitique 
des probabilités”. W tych badaniach traktow ał C h a r l i e r  
specjalnie kwestię błędów obserwacyjnych, ale jego sposób ro
zumowania może być zastosowany także do innych podobnych 
faktów. Można mianowicie rozumować w sposób następujący. 
Mamy taką czy inną zmienną — mogą to być wyniki pomiarów, 
liczby kwiatów itp. W artości tej zmiennej zależą z jednej 
strony od przyczyn działających stale, z drugiej zaś strony od 
przyczyn występujących od czasu do czasu. Mamy tu  te same 
dwa rodzaje przyczyn, z którym i zaznajomiliśmy się w  nauce
0 prawdopodobieństwie i które były nazwane określonymi
1 nieokreślonymi. Te ostatnie mogą być także nazwane przy
padkowymi. Gdyby przyczyn przypadkowych nie było, 
zmienna m iałaby stałą niezmienn ą wartość. Działania tych 
przyczyn powodują odchylenia od wspomnianej stałej w ar
tości. Nie znając bliżej przyczyn przypadkowych, można wiel
kość i częstość odchyleń przedstawić za pomocą pewnych funk- 
cyj, jeżeli się założy, że przyczyny przypadkowe są liczne i że 
działanie każdej z nich z osobna jest słabe. Przy takich zało
żeniach C h a r l i e r  dowiódł, że zmienność powodowana przez 
przyczyny przypadkowe da się zobrazować za pomocą dwóch 
rodzajów funkcyj, nazwanych przez niego „typem  A” i „ty
pem B ”.

Pierwszy z tych typów wyprowadza się z funkcji 
d e  M o i v r e ’a i charakteryzuje szeregi dwuboczne niezbyt 
odbiegające od formy normalnej. Sama funkcja d e  M o i v r e’a 
stanowi poszczególny przypadek tego typu. Тур В wyprowa
dza się z szeregu P o i s s o n a  i stosuje się do szeregów jedno-

i) „Ueber das Fehlergesetz“ (Meddelanden Iran  Lunds Astrono- 
m iska O bservatorium  N. 25) oraz „Die zweite Form  des Fehlerge
setzes“ (ta sam a seria p raw  N. 26).
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bocznych oraz do dwubocznych silnie odbiegających od form y 
norm alnej. N aturalnie sam szereg P o i s s o n a  należy do tego 
typu. Тур В stopniowo przechodzi w  typ A  przy zwiększeniu 
charakterystycznej dla niego stałej

W szystkie te funkcje wywodzą się, jak  to było wyjaśnione 
w ust. 25 i 26, z szeregu dwumianowego. W pew nych przy
padkach sam ten  szereg może służyć do w yrów nyw ania sze
regów rozdzielczych.

W praktycznym  zastosowaniu po wyborze rodzaju funkcji 
trzeba w ybrać określoną jej formę. Do tego służy oczywiste 
prawidło, że średnia arytm etyczna oraz m om enty f u n k c j i  
s ł u ż ą c e j  d o  w y r ó w n y w a n i a  s z e r e g u  r o z d z i e l 
c z e g o  p o w i n n y  b y ć  r ó w n e  o d n o ś n y m  c h a r a k 
t e r y s t y k o m  s z e r e g u .

Dodatkowo należy zaznaczyć, że liczni statystycy propono
w ali wiele różnych funkcji do w yrów nyw ania szeregów roz
dzielczych, Najdokładniej tę kwestię rozważał P e a r s o n .  Za
proponował on użycie oprócz szeregu dwumianowego i funkcji 
d e  M o i v r e ’a jeszcze siedm iu innych funkcji. Obszerny wy
kład tych funkcyj znajdzie czytelnik w  książce W. P a l  i n  
E l d e r t o n a  „Frequency curves and correlation” (3 wyd. 
Cam bridge 1838).

34. Szereg dwumianowy. Rozpoczniemy od szeregu dw um ia
nowego, z którego wywodzą się, jak  widzieliśmy, inne funkcje 
charakteryzujące zmienność szeregów rozdzielczych. Pomimo 
swojego podstawowego charakteru  może on być stosowany ty l 
ko w bardzo ograniczonym  zakresie. Przyczyną tego jes t m ała 
rozmaitość jego form. Ja k  to było w yjaśnione w ust. 24, form y 
te są określone przez dwie tylko wielkości n i p .  Tymczasem 
dla charakterystyki m ateriałów  statystycznych trzeba użyć co 
najm niej czterech: a mianowicie średniej arytm etycznej oraz 
m omentów drugiego, trzeciego i czwartego stopnia. Średnie 
arytm etyczne można wyrównać przez odpowiednią zamianę 
zmiennej ew entualnej, m am y więc do obliczenia dwóch charak
terystycznych stałych szeregu dwumianowego trzy  równania.
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Oczywiście wielkości otrzymane z dwóch równań nie muszą 
czynić zadość trzeciemu. Jeżeli naprzykład szereg dwumianowy 
będzie miał właściwe momenty drugiego i trzeciego stopnia, 
to na ogół wykaże inną wartość dla m omentu czwartego stop
nia niż rozpatryw any szereg rozdzielczy.

W łaściwe swoje zastosowanie znajduje szereg dwumianowy 
w zagadnieniach dotyczących powtarzania się zdarzeń, z których 
to zagadnień został wyprowadzony. Rozpatrzymy w tym  wzglę
dzie dwa przykłady zaczerpnięte z książki F i s h e r  a.

Pierw szy przykład dotyczy gry w kości. Rzucano naraz 
12 kości i notowano, na ilu kościach ukazywały się liczby 5 i 6 . 
Rzutów dokonano 26 306. Segregując te rzu ty  według liczby 
kości z num eram i 5 albo 6, otrzymano interesujący szereg rozr- 
dzielczy przedstawiony w tabeli 34,1 wraz z różnymi liczbami, 
odnoszącymi się do danego zagadnienia.

Tabela 34,1
Rzuty dwunastoma kośćmi

Rzuty Liczby takich rzutów Liczby Różnice
względem

liczb
obserwo
wanych

o różnych 
ilościach 

kości z nu
merami 5 

albo 6

obserwo
wane

obliczone 
dla kości 
prawidło

wych

Różnice
rzutów 

obliczone 
dla wykrzy

wionych 
kości

0 185 203 - 1 8 187 - 2
1 1149 1216 - 6 7 1146 - 3
2 3265 3345 - 8 0 3215 +  50
3 5475 5576 -1 0 1 5465 +  10
4 6114 6273 -1 5 9 6269 -1 5 5
5 5194 5018 +  176 5115 +  76
6 3067 2927 +  140 3043 +  24
7 1331 1255 +  76 1330 +  1
8 403 392 +  11 424 - 2 1  ‘
9 105 87 +  18 96 +  9

10 14 13 +  1 15 - 1
11 4 1 +  3 1 +  3
12 0 0 0 0 0

Ogółem 26306 26306 -4 2 5  
+  425

26306 -1 7 9  
+  179
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W trzeciej kolum nie tej tabeli są podane liczby rzutów  
obliczone teoretycznie za pomocą szeregu dwumianowego. Cho
dzi tu  mianowicie o pow tarzanie się pewnego zdarzenia —  w y
stąpienia- num eru 5 albo 6 — w  dwunastkow ych zbiorach przy
padków. Prawdopodobieństwo takiego zdarzenia jest rów ne 
2 1„ =  0 . W yniki doświadczenia powinny zatem  układać się we- 

o
/ 2 1 Y12’dług szeregu dwumianowego (g“ “b i j /  • W idzimy, że zgodność

teorii z faktam i jes t dosyć dobra. Rzuca się jednak  w  oczy, że 
odchylenia liczb teoretycznych od obserwowanych są z początku 
stale dodatnie, potem  zaś stale ujem ne. Jeżeli te odchylenia 
m ają być rzeczą przypadku, to ujem ne ich w artości powinny 
być rozrzucone wśród dodatnich. To nasuw a przypuszczenie, 
że prawdopodobieństwo rozpatryw anego zdarzenia nie było 
dokładnie Уз. Przyczyną mogło być w ykrzyw ienie kości, co przy 
tak  wielkiej liczbie rzutów  nie byłoby niespodzianką. Istotnie 
obrachowując liczbę wszystkich przypadków w ystąpienia nu
m eru 5 albo 6 o trzym ujem y wartość 106 602 na ogólną liczbę 
przypadków wynoszącą 315 672. Daje to prawdopodobieństwo 
nieco większe od Уз a mianowicie 0.3376986. Obliczając ilości 
rzutów  przy takim  prawdopodobieństwie, otrzym ujem y liczby 
kolum ny piątej. Odchylają się one od liczb obserwowanych 
w  m niejszym  stopniu niż ilości rzutów  obliczone dla praw idło
wych kości, zestawione w kolum nie trzeciej. Co więcej, ujem ne 
odchylenia są teraz pomieszane z dodatnimi. Można przypuścić, 
że pochodzą one z przypadku.

Rozpatrzone doświadczenie F i s h  e r  a ma niem ałe zna
czenie dla zagadnienia praw a wielkich liczb (ust. 21). W idzimy 

»

tu  dosyć znaczne odchylenie obserwowanych częstości od p raw 
dopodobieństwa pomimo ogromnej liczby przypadków  —  z górą 
300 tysięcy! Spotkaliśm y się nadto z trudnością, z jaką jest 
związane otrzym anie licznych m ateriałów  statystycznych, 
z trudnością polegającą na ścisłym zachowaniu tych samych 
w arunków  w  ciągu całego doświadczenia.



§  34 173

W doświadczeniu F i s h e г a rozpatryw aliśm y po raz 
pierwszy stopień zgodności między szeregiem rozdzielczym 
a funkcją użytą do wyrównania. Ściślej mówiąc są tu  dwa 
odrębne zagadnienia: jedno dotyczy stopnia zgodności między 
teorią a doświadczeniem, drugie zaś kwestii, czy odchylenia 
liczb doświadczenia od liczb teoretycznych pochodzą z przy
padku, czy też z nieodpowiedniego doboru funkcji.

Pierwsze zagadnienie najprościej może być rozwiązane 
przez obliczenie stosunku sumy absolutnych wartości odchyleń 
od sum y wartości funkcji względnie liczebności szeregu. Ten 
stosunek w rozpatrzonym  przykładzie przy założeniu prawidło
wych kości wynosi 3.6%', przy założeniu zaś wykrzywionych 
1.4% a więc z górą dwa razy mniej. Zgodność jest tym  lepsza, 
im  podany powyżej stosunek jest mniejszy.

Drugie zagadnienie jest bardziej zawiłe. P e a r s o n  za
proponował jego rozwiązanie przez użycie innego sposobu 
określenia zgodności między szeregiem a funkcją, mianowicie 
przez użycie funkcji уД której wartości oblicza się w  sposób 
następujący. Od częstości każdej wartości wariantów (fi) obej
m uje się odnośną wartość funkcji (tą), różnicę podnosi się do 
kw adratu  i dzieli się przez wartość funkcji. Otrzym ane w ten 
sposób liczby dodaje się i dzieli przez wartość funkcji. Jest to 
w artość funkcji 7 2 dla danego szeregu obliczana według rów
nania:

w którym  Z jest liczbą wartości wariantów, nie liczbą wa
riantów!

Im większa jest zgodność między szeregiem a funkcją, 
tym  m niejsze jest y 2. Następnie, mając wartość tej ostatniej 
funkcji dla danej próby, oblicza się, jaka część wszystkich 
możliwych prób wziętych z rozpatryw anej populacji da w ar
tości równe i większe. Im większa część wypadnie, tym  jest 
prób mniej zgodnych z funkcją niż próba dana. Jeżeli takich 
prób mniej zgodnych będzie dostatecznie dużo, będzie można
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uznać, że funkcja została dobrana udatnie, w przeciw nym  ra 
zie trzeba będzie w ybrać inna funkcję. Mamy tu  rozum owanie 
podobne do tego, z jakim  spotkaliśm y się przy rozpatryw aniu 
wiarogodności charak terystyk  dla m ałych prób (ust. 31). P rze
prowadzenie tego rozum owania jest bardzo zawiłe i dlatego 
nie będę go podawał, odsyłając czytelnika' do podręczników 
F i s h e r  a, R o m a n o w s k i e g o  i A n d e r s o n a .

Zgodność między szeregami a funkcjam i będziemy nadal 
określali prostym  sposobem podanym  na początku. Do tego 
jeszcze dodam, że pewną charakterystykę zgodności daje także 
m aksym alna w artość odchyleń a zwłaszcza rozkład znaków 
+  i — w ciągu odchyleń: pomieszanie znaków świadczy o wię
kszej zgodności szeregu z funkcją niż rozdział ich. I jeszcze 
jedno: ważną jest rzeczą, żeby ciągi częstości obserwowanych 
i obliczonych „chw ytały się końcami”, to znaczy, żeby duża 
zgodność była dla najm niejszych i najw iększych częstości. D la 
pośrednich częstości można natom iast dopuścić większe różnice.

Jako drugi przykład w yrów nyw ania szeregów rozdziel
czych za pomocą, szeregu dwumianowego, rozpatrzym y dane 
G e i s s l e r a  co do ilości chłopców w niem ieckich rodzinach 
m ających ośmioro potomstwa. M ateriał obejmował 53680 ro
dzin (tab. 34,2).

Tabela 34,2

Ilości
chłopców

Liczby rodzin 
z takimi ilościami 

chłopców

Liczby te 
obliczone 

teoretycznie
Różnice

0 215 165 +  50
1 1485 1402 +  83
2 5331 5203 +  128
3 10649 11035 -3 8 6
4 14959 14628 +  331
5 11929 12410 -4 8 1
6 6678 6580 +  98
7 2092 1994 +  98
8 342 264 +  78

Ogółem 53680 53681 - 8 6 7  
+  866
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W tym  zagadnieniu mamy ogółem 221019 chłopców na 
429440 dzieci. Zatem prawdopodobieństwo urodzenia chłopca 
wypada 0.51467, nieco większe niż 'urodzenia dziewczyny. 
Według tej wartości prawdopodobieństwa zostały obliczone 
liczby trzeciej kolumny za pomocą wzoru

5368 (0.48533 +  0.51467)8 ,

Zostało to uskutecznione w przypuszczeniu, ze płeć jednego 
dziecka jest niezależna od płci drugiego. Odchylenia liczb ob
serwowanych od obliczonych są na ogół tego samego rzędu 
wielkości co w  poprzednim przykładzie. Ujemne wartości są 
pomieszane z dodatnimi. W skazywałoby to na przypadkowość 
odchyleń, gdyby nie dziwne ujem ne odchylenia o 3 i 5 chłop
cach. Są to największe odchylenia i jedyne ujemne! K ryje się 
tu  działanie jakiejś określonej przyczyny, zwłaszcza, że te 
ujem ne odchylenia dotyczą wartości zmiennej ewentualnej nie 
byle jakich, lecz określonych — mianowicie położonych syme
trycznie względem wartości modálnej. Pochodzi to być może 
z tej przyczyny, że powody w tej samej rodzinie nie są odnoś
nie do płci zdarzeniami niezależnymi od siebie. Stopień zgod
ności wynosi 3.2%.

35. W yrównywanie szeregów rozdzielczych za pomocą nor
malnej łunkcji prawdopodobieństwa. Spotyka się czasem szeregi 
rozdzielcze, dla których wskaźnik skośności drugiego rodzaju 
(y1) oraz eksces (y2) są małe. Takie szeregi można wyrównywać 
za pomocą norm alnej funkcji prawdopodobieństwa (ust. 25).

Klasycznym przykładem  są tu  m ateriały statystyczne do
tyczące wzrostu ludzi, np. m ateriał szwedzki przytoczony 
w  ust. 6 (tab. 6,1). W artości wzrostu są w nim zgrupowane 
w  przedziałach centymetrowych. Trzeba je traktow ać tak, jak  
gdyby pom iary były wykonane w milimetrach. Do wyrówny
wania szereg jest za długi. Skrócimy go, łącząc klasy po dwie 
(tab. 35,1). Na ' tej  podstawie otrzymamy charakterystyki: 
m' ■— 86.115, ď =  2.9692, Уі =  +0.1185 i  0.0113, y2 =  —0.0425 i  
±  0.0226.
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Tabela 35,1

Wzröst Szwedów

Zakresy klas 
w m m  

X

Numery klas 

x '

Częstości

r
1510— 75.975 15
1530— 76.975 19
1550— 77.975 112
1570— 78.975 289
1590— 79.975 742
1610— 80.975 1458
1630— 81.975 2471
1650— 82.975 3818
1670— 83.975 5017
1690— 84.975 5896
1710— 85.975 6199
1730— 86.975 5881
1750— 87.975 5064
1770— 88.975 3887
1790— 89.975 2685
1810— 90.975 1645
1830— 91.975 920
1850— 92.975 476
1870— 93.975 223
1890— 94.975 89
1910— 95.975 45
1930— 96.975 22
1950— 97.975 7
1970— 98.975 1

Ogółem : 46981

Metoda porów nyw ania szeregu rozdzielczego z norm alną 
funkcją prawdopodobieństwa była już objaśniona w ust. 25 
d la  szeregu dwumianowego. W idzieliśmy, że są dwie jej od
miany: jedna za pomocą całki L a p i a c  e ’a przez porów ny
w anie pól, druga za pomocą funkcji d e  M o i v r  e ’a przez po
rów nyw anie rzędnych. W jednej i drugiej trzeba wprowadzić
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do szeregu norm alną formę dla zmiennej ewentualnej według 
rów nania

4   X'  — m
~ a' .

Przeprow adźm y z początku wyrównanie szeregu za po
mocą całki L a p l a c e ’a. Trzeba będzie w  tym  celu wyznaczyć 
granice klas i po nadaniu form y norm alnej dla zmiennej1 ewen
tualnej w ybrać z tabeli В wartości całki dla wartości granic. 
Kolejne odejmowanie wartości dla całki da nam częstości 
względne dla poszczególnych klas. Mnożąc je przez liczebność 
szeregu otrzym am y teoretyczne częstości bezwzględne. Tok 
obliczeń jest zestawiony w tabeli 35,2, w yniki w  tabeli 35,3. 
Z tej ostatniej w ynika zgodność częstości obserwowanych z te 
oretycznym i w wym iarze 3,2%. Granice klas w tabeli 35.2 
są oznaczone literą x.

Tabela 35,2

Porównanie wzrostu Szwedów z całką L a p 1 a c e’a (Q)

k X’ ■; /
x ' 'Г Z  — m

ř X —m
a Q

Częstości
względne
obliczone

75.975 75.475 —10.640 —3.58 0.0001
0.0005

76.975 76.475 —9.640 —3.25 0.0006
0.0012

77.975 77,475 —8.640 —2.91 0.0018
0.0033

78.475 —7.640 —2.57 0.0051
78.975 0.0075-

79.475 —6.640 - 2  24 0.0126
79.975 0.0161

80.475 —5.640 —1.90 0.0287
80.975 0.0307

81.475 —4.640 —1.56 0.0594

Zadania i m etody statystyki
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Tabela 35,2 (dokończenie)

Porów nanie w zrostu Szwedów z całką L a p 1 a с e’a (Q)

x '

51.975

82.975

83.975

84.975

85.975

86.975

87.975

88.975

89.975

90.975

91.975

92.975

93.975

94.975

95.975

96.975

97.975

98.975

X

81.475

82.475

83.475

84.475

85.475

86.475

87.475

88.475

89.475

90.475

91.475

92.475

93.475

94.475

95.475

96.475

97.475

98.475

99.475

X  —  m

—4.640 

—3.640 

—2.640 

—1.640 

—0.640 

-¡-0.360 

H-1.360 

-f2.360 

+ 3 .360  

+ 4 .360  

+ 5 .360  

+ 6 .360  

4-7.360 

+ 8 .360  

+9 .360  

+  10.360 

+11.360 

+12.260 

4-13.360

X - m

—1.56 

—1.23 

—0.89 

—0.55 

— 0.22 

+ 0.12 

+ 0  46 

+ 0 .79  

+ 1 .13  

+ 1 ,4 7  

+ 1 .81  

+ 2 .1 4  

+ 2 .4 8  

+ 2 .8 2  

+ 3 .15  

+ 3 .4 9  

+ 3 .83  

+ 4 .1 6  

+ 4 .50

Û

0.0504

0.1093

0.1867

0.2912

0.4129

0.5478

0.6772

0.7852

0.8708

0.9292

0.9649

0.9838

0.9934

0.9976

0.9991

0.9998

0.9999

1.0000

1.0000

Częstości
względne
obliczone

0.0499

0.0774

0.1045

0.1217

0,1349

0.1294

0.1080

0.0856

0.0584

0.0357

0.0189

0.0096

0.0042

0.0015

0.0007

0.0001

0.0001

0.0000
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Tabela 35,3
Porównanie wzrostu Szwedów z całką L a p 1 а с e’a

Zakresy klas 

w m m

С z ę s t o ś с i
Różnice

obserwowane obliczone

1510—
!

15 23 — 8
1530— 19 56 — 37
1550— 112 155 — 43
1570— 289 353 — 63
1590— 742 756 — 14
1610— 1458 1452 +  16
1630— 5471 2345 + 126
1650— 3818 3697 +181
1670— 5017 4916 +107
1690— 5896 5718 +178
1710— 6199 6338 —139
1730— 5881 6080 —199
1750— 5064 5074 — 10
1770— 3887 4022 —135
1790— 2685 2744 — 59
1810— 1645 1677 — 32
1830— 920 888 +  32
1850— 476 451 +  25
1870— 224 197 +  26
1890— 89 70 +  19
1910— 45 33 +  12
1930— 22 5 +  17
1950— 7 5 +  2
1990— 1 0 ■ +  1

Ogółem 46981 46978 —739
+742

Przeprow adźm y następnie porównanie szeregu z nor
malną funkcją prawdopodobieństwa za pomocą funkcji d e 
M o i v r e ’a. Tak jak  to jest pokazane w tabeli 35,4, nadajem y 
zmiennej ew entualnej formę normalną. Z tabeli A  wybieram y 
odnośne wartości funkcji d e  M o i v r  e ’a. Będą to wartości 
zmiennej norm alnej rj, k tóra jest związana z częstościami у

rów naniem  rj =  у  o Stąd wypada y  — ~ ,  a częstości bezwzględne

obliczymy z rów nania f  =  n  A  , gdzie n  jest liczbą wariantów.

Zgodność, jak to widać z tabeli 35,5 wypada równa 2.4%,
12*
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a więc lepsza niż przy stosowaniu całki L a p i a c  e’a. Zwykłe 
byw a odwrotnie.

Tabela 35,4
Porównanie wzrostu Szwedów ż funkcją d e  M o i v r  e ’a

x ' x '  — rn
x ' — m'

я, — ....... f
a ?«

75.975 -10.140 -3.42 0.0011
76.975 -  9.140 -3.08 0.0035
77.975 -  8.140 -2.74 0.0093
78.975 -  7.140 -2.40 0.0224
79.975 -  6.140 -2.07 0.0468
80.975 -  5.140 -1.73 0.0893
81.975 -  4.140 -1.39 0.1518
82.975 -  3.140 -1.06 0.2375
83.975 -  2.140 -0.72 0.3079
84.975 -  1.140 -0.38 0.3712
85.975 -  0.140 -0.05 0.3984
86.975 +  0.860 -0.29 0.3825
87.975 ' +  1.860 -0.63 0.3271
88.975 - 2.860 -0.96 0.2516
89.975 - 3.860 -1.30 0.1714
90.975 - -  4.860 - -1.64 0.1040
91.975 - -  5.860 -1.97 0.0573
92,975 - 6.860 -2.31 0.0277
93.975 -  7.860 - -2.65 0.0119
94.975 - 8.860 -2.98 0.0047
95.975 -  9.860 -3.32 0.0016
96.975 -10.860 -3.66 0.0005
97.975 -11.860 -3.99 0.0001
98.975 . - 12.860 -4.33 0.0000

Dla kontroli obliczeń dobrze jest dodawać częstości 
względne otrzym ane z całki L a p i a c  e’a — suma powinna 
wypaść bliska jedności. W naszym  przykładzie otrzym ujem y 
0,9999. Dla kontroli drugiej odm iany m etody trzeb a  dodać, 
w artości (p0 funkcji d e  M o i v r  e ’a. Sum a powinna być bliska 
w artości średniego odchylenia szeregu. W naszym  przykładzie 
tæ  sum a wynosi 2.9796 podczas gdy a '=  2.9692..................... ......
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Tabela 35,5
Porów nanie wzrostu Szwedów z funkcją d e  M o i v r e ’a

Zakresy klas С z ę s t  o ś с i T?ńr/.nii‘.A
w тлі obserwowane obliczone

1510— 15 17 - 2
1530— 19 55 -  36
1550— 112 147 -  35
1570— 289 353 -  64

' 1590— 742 740 -  2
1610— 1458 1408 - 50
1630— 2471 2394 +  77
1650— 3818 3745 +  73
1670— 5017 4855 + 1 6 2
1690— 5896 5853 • - -  48
1710— 6199 6282 -  83
1730— 5881 6031 -150
1750— 5064 5158 -  94
1770— 3887 3967 - 8 0
1790— 2685 2702 -  17
1810— 1645 1640 г  5
1830— 920 903 - 17 .
1850— 476 , 437 - - 39
1870— 223 188 - 35
1890— 89 74 - 15
1910— 45 25. - - 20
1930— 22 8 - - 14
1 9 5 0 - 7 2 - 5
1970— 1 0 -  1

Ogółem 46981 46984 —561
4 5 5 8

36. Funkcje typu A. Jeżeli charakterystyki ^  i y2 szeregu 
rozdzielczego m ają znaczne wartości, norm alna funkcja praw 
dopodobieństwa nie nadaje się do wyrównywania. Jeżeli szereg 
jest dwuboczny, ale niezbyt silnie odbiega od form y norm al
nej, najlepiej jest użyć funkcyj C h a r l i e r ’a typu A. Dla 
szeregów dwubocznych silnie odbiegających od form y norm al
nej trzeba natom iast użyć funkcyj typu Б, tak  jak dla szere
gów jednobocznych. Będzie o tym  mowa w następnym  ustępie.
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Funkcje C h a r l i e r a  typu A  są to nieskończone sumy 
funkcyj, które przy użyciu współrzędnych norm alnych m ają 
•formę:

<P («) =  ?o («) +  c 8 ?з (У . +  c 4 ср4 (g) 
gdzie Ç70 (ř) jest funkcją d e M o i v  r  e ’a a 'f:1 (?) 'ft (?) . . .  są to 
pochodne tej ostatniej trzeciego, czwartego itd. rzędów. W y
starcza z powyższej sumy wziąć pierwsze trzy wyrazy. R achu
nek nieskończonościowy pozwala określić formę pochodnych, 
które tu  wchodzą, mianowicie:

Ф:;(5) =  =  ( -  Є« + 3  4) Фо(4)

ф,(4) =  =  (4l -  6 4 2 +  3) <p0(4)

W końcu książki są podane w tabelach C i D wartości 
tych funkcyj dla w artości £ w  odstępach 0.01 z czterem a zna
kam i dziesiętnymi. Na razie przytaczam  dla orientacji zesta
wione w  tabeli 36,1 wartości cp:, (£) i rpi (£) dla wartości £ 
w  odstępach 0.5. Rycina 9 przedstaw ia formę om awianych 
funkcyj.

. . .  .......

/  /  
j  / J

-4 -3 -2 O ♦£ t3

Кус. 9. Funkcje cp3 (linia ciągła) i cp4 (linia przerywana). 
Na osi odciętych zaznaczone w artości zmiennej niezależnej 

(W edług C h a r l i e r a ) .
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Tabela 36,1

ŕЦ <P 3 (£) <pJŹ)

-— oo 0.0000 0.0000
—4.0 +0.0070 -0.0218
—3.5 +0.0288 -0.0694
—3.0 +0.0708 -0.1330
—2.5 +0.1424 -0.0800
—2.0 +0.1080 -0.2700
—1.5 —0.1457 -0.7043
—1.0 —0.4839 -0.4839
—0.5 —0.4841 +0.5501

0.0 0.0000 - -1.1968

+ 0 .5 +0.4841 +0.5501
-1- 1.0 +0.4841 -0.4839
+ 1 .5 +0.1457 -0.7043
+ 2.0 —0.1080 -0.2700.
+ 2 .5 —0.1424 -0.0800
+ 3 .0 —0.0798 -0.1330
+ 3 .5 —0.0283 -0.0694
+ 4 .0 —0.0070 _ -0.0218
—j— OO 0.0000

-
0.0000

Rachunek całkowy pozwala obliczyć dla funkcyj typu A  
średnią arytm etyczną i m om enty drugiego, trzeciego i czwar
tego stopnia. O trzym uje się:

m  =  Q 
m 2 =  ì  
m s =  — 6C3 
m 4 =  24 C4 +  3

Dla porównania szeregu rozdzielczego z funkcją typu A  
trzeba wprowadzić do niego współrzędne norm alne według

X  —  T i  l  f  • ć ^  frównań f  = =  a — względnie i — - , , == 3
G i i  u
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W tedy jego średnia arytm etyczna stanie się rów na zeru, 
m om ent drugiego stopnia stanie się rów ny jedności, m om ent 
trzeciego stopnia przybierze w artość w skaźnika skośności 
drugiego rodzaju (y j a m om ent czwartego stopnia — wartości 
ekscesu (y2) powiększonego o 3. W ten  sposób ażeby charak
terystyk i funkcji typu  A  były równe odnośnym charak terysty 
kom szeregu, współczynniki Cs i C4 powinny czynić zadość 
równaniom :

— 6C 3 =  T,
24 C4 - f  3 =  7a +  3

Stąd dla nich otrzym ujem y wzory:

. C:> =  — -g- Yi, C4 =  -p  72 •

W prowadzenie współrzędnych norm alnych jednocześnie 
przyrów nuje średnią szeregu i jego m om ent drugiego stopnia 
odnośnym charakterystykom  funkcji.

Porów nyw anie szeregu z funkcją może być przeprowadzone 
obu m etodam i użytym i w  poprzednim  ustępie. W ystarcza 
jednak porównywanie rzędnych. Unika się przez to złożonych 
rachunków , które nie przynoszą należytych korzyści.

Zastosujm y wyłożoną powyżej metodę do konkretnych 
m ateriałów  statystycznych. Zaczniemy od w ielokrotnie trak to 
wanego m ateriału  bław atka, zgrupowanego trzecim  sposobem. 
W eźmiemy go w form ie popraw ionej na  zasadzie kry terium  
C h a u v e n e t a  bez krańcowego plus w ariantu . Będziemy mieli 
dla niego charakterystyki: m' =  11.547, a =1.9053, y1 =  +  0.5088, 
72 = +  0.4464 i otrzym am y cg =  — 0.0848, c4 =  + 0.0186. 
Obliczmy wartości funkcji tp0 (i) i ę> ($) dla poszcze
gólnych wyrazów naszego szeregu (tab. 36,2). W idzimy z po
rów nania częstości obliczonych i obserwowanych (tab. 36,3), 
że użycie funkcji (p (ý) dało w ynik lepszy niż przy funkcji 
<p0 (f)- W ypada mianowicie stopień zgodności w  pierwszym ^ 
przypadku jest 11.2%, w  drugim  zaś 14.4%. O lepszej zgodności
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Tabela 36,2

Liczby kw iatów  w koszykach bław atka

X  ’ x ’ — m' tЦ ? о
■: ! :

Фч-
■ Ті с з ? з eV-Pi CD

71/ , . -4.214 —2.21 0.0347 +0.1445 —0.0840 -0.0127 —0.0016 0.0208
s 1/ ; -3.214 —1.69 0.0957 +0.0233 —0.5720 - - 0.0020 —0.0107 0.0807

-2.214 —1.16 0.2036 —0.3907 —0.6642 - -0.0331 —0.0124 0.2243
lOVs -1.214 —0.64 0.3251 —0.5389 +0.2309 т -0.0457 +0.0043 0.3751
I I 1/., -0.214 —ОДІ 0.3965 —0.1303 +1.1609 - - 0.0110 +0.0216 0.4291
121/g -4-0.786 + 0 .41 0.3668 +0.4259 +0,7408 -0.0361 +0.0138 0.3445
і з 1/, -1.786 + 0 .94 0.2565 +0.5102 —0.3901 -0.0433 —0.0073 0.2059
14V3 -2 786 + 1 .4 6 0.1374 +0.1742 —0.7209 -0.0148 —0.0134 0.1092

' 151/, -3.786 + 1 .99 0.0551 —0.1052 —0.2797 +0.0089 —0.0052 0.0588
161/., -4.786 + .251 0.0171 —0.1416 +0.0836 - 0.0120 +0.0016 0.0307

18*/з
-5.786 + 3 .04 0.0040 —0.0746 +0.1290 +0.0063 +0.0024 0.0127
-6.786 + 3 .56 0.0007

1.8932

—0.0244 +0.0680 + 0.0021 +0.0013 0.0041

1.8959
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Tabela 36,3

Liczby kwiatów w koszykach bław atka

Zakresy
klas

n
To —  a

n
T —  •a ť

n
To - г  — fa L

n  , ,

t  —  — f  ■a

21— 5.4 3.3 5 ■ - f  0.4 — 1.7
24— 15.0 12.7 11 -f- 4.0 4 - 1.7
27— 32.0 35.2 38 — 6 .0 ' — 2.8
30— 51.0 58.9 61 —10.0 — 2.1
33— '62.2 67.3 63 — 0.8 4 - 4.3
36— 57.5 54.1 49 +  8.5 +■'5.1
39— 40.3 32.3 37 +  3.3 — 4.7
42— 20.6 17.1 22 — 1.4 — 4.9
45— 8.6 9.2 5 4  3.6 '4- 4.2
48— 2.7 4.8 4 — 1.3 4 - 0.8 •
51— 0.6 2.0 3 — 2.4 — 1.0
54— 0.1 0.6 1 — 0.9 — 0.4

Ogółem 296.0 297.5 299 4-19.8 —22.8 4  16.1 —17.6

przy użyciu funkcji cp (!) świadczy także w ym iar poszczegól
nych odchyleń, k tóry  wynosi najw yżej 5.1, podczas gdy przy 
funkcji (p0 (!) dochodzi do 10.0. Zgodność jest zresztą mierna, 
co jest skutkiem  małej liczebności próby. W edług C h a r  l i e r  a 
wogóle nie w arto przeprowadzać w yrów nyw ania szeregów 
przy m niej niż tysiącu w ariantów  w próbie, a tu  było za
ledwie 299.

Na przykładzie bław atka spróbujm y za pomocą w yrów na
nia szeregu określić .wartość modalną. Mieści się ona gdzieś 
w  środku szeregu. Trzeba wobec tego obliczyć w artości funkcji 
(p (!) dla poszczególnych najczęstszych w artości zm iennej ew en
tualnej. W tabeli 36,4 jes t przedstaw iony tok obliczeń. W ypada 
z nich, że najczęstszą jest wartość x  =  34, a więc liczba z sze
regu F i b o n a c c i e g o .  Nie jest to w ynik pewny z uwagi 
n a  małą liczebność m ateriału.



Tabela 36,4

Liczby kwiatów w koszykach bław atka

a: ' X x'-— m ž <Po фг <Pi c ?, Фя C4 cp

31 i o 1/* — 1.214 — 0.64 0.3251 — 0.5389 + 0 .2 3 0 9 + 0 .0 4 5 7 + 0 .0 0 4 3 0.3751

32 102/3 — 0.880 — 0.46 0.3589 — 0.4603 + 0 .6 3 7 1 + 0 .0 3 9 0 + 0 .0 1 1 9 0.4098

33 11 — 0.547 — 0.29 0.3825 — 0.3235 + 0 .9 5 7 2 + 0 .0 2 7 4 + 0 .0 1 7 8 0.4277

34 llV s — 0.214 — 0.11 0.3965 — 0.1303 + 1 .1 6 0 9 + 0 .0 1 1 0 + 0 .0 2 1 6 0.4291

35 í l ' 2 j.. + 0 -1 2 0 + 0 .0 6 0.3982 + 0 .0 7 1 6 + 1 .1 8 6 1 — 0.0061 + 0 .0 2 2 1 0.4142

36 12 + 0 .4 5 3 + 0 .2 4 0.3876 + 0 .2 7 3 7 + 1 .0 3 0 2 — 0.0232 + 0 .0 1 9 2 0.3836

37 12і / , + 0 .7 8 6 + 0 .4 1 0.3668 + 0 .4 2 5 9 + 0 .7 4 0 8 — 0.0361 + 0 .0 1 3 8 0.3445

CO —Л

§ 
36
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Daleko lepsze w yniki w yrów nania da drugi m ateriał, jaki 
rozpatrzym y — m ateriał dotyczący wskaźnika głównego 
szwedzkich rekru tów  z la t 1897 i 1898, ogłoszony w r. 1902 
przez P e t r i u s a  i b’ ü r s t a  (tab. 36,5). Zapożyczam go 
z książki C h a r l i e r a .  M amy tu  22 505 wariantów.

W skaźnik główny jest to stosunek szerokości czaszki do 
jej długości. W yraża się go w setnych częściach.

Tabela 36,5

W skaźnik główny szwedzkich rekrutów  (setne części jedności)

Zakresy klas Ich częstości

65— 66 12
67— 68 87
69— 70 510
71— 72 1952
73— 74 4346
75— 76 6039
77— 78 5050
79— 80 2822
81— 82 1172
83— 84 377
85— 86 94
87— 88 31
89— 90 13

Ogółem 22505

Charakterystyki tego drugiego szeregu są następujące: 
m '=  38.029, a’=  1.5176, y1 =  +  0.2553 ys =  + 0.3901. Stąd 
otrzym am y: c3 =  — 0.0426, c4 =  + 0.0163. W tabelach 36,6— 7 
są podane szczegóły rachunków . Tabela 36,8 daje zestawienie 
częstości obserwowanych i obliczonych. W ypływ a z niej że sto
pień zgodności wynosi przy użyciu funkcji cp (I) 3.4%, przy 
użyciu zaś funkcji <£>0 (f) 5.5%.
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Tabela 36,6
W skaźnik główny szwedzkich rekrutów

Zakresy
klas x ' x ' -  m ; x ' —  m '

■ (par
a

65— 66 32.75 — 5.279 — 3.48 0.0010
67— 68 33.75 — 4,279 — 2.82 0,0075
69— 70 34.75 ' — 3.279 — 2.16 0.0387
71— 72 35.75 — 2,279 — 1.50 0.1295
73— 74 36.75 — 1.279 — 0.84 0.2803
75— 76 37.75 — 0.279 — 0.18 0.3925
77— 78 38.75 . -¡-0.721 + 0 .4 8 0.3555
79— 80 39.75 + 1 .7 2 1 + 1 .1 3 0,2107
81— 82 40.75 + 2 .7 2 1 + 1 .7 9 0.0804
83— 84 41.75 + 3 .7 2 1 + 2 .4 5 0.0198
85— 86 42.75 + 4 .7 2 1 + 3 .1 1 0.0032
87— 88 43.75 + 5 .7 2 1 + 3 .7 7 0.0003
89— 90 44.75 + 6 .7 2 1 + 4 .4 3 0.0000

Tabela 36,7
W skaźnik główny szwedzkich rekrutów

i <Рз Сз<Рз <p i С і У - і cp

- 3 .4 8 -0 .0298 — 0.0013 ■ + 0 .0 7 2 1 + 0 .0 0 1 2 0.0009 ;
— 2.82 -0.1045 — 0.0044 + 0 .1 3 8 6 + 0 .0 0 2 3 0.0054
— 2.16 -0 .1393 — 0.0059 — 0.1249 — 0.0020 0.0308

1.50 -0 .1457 + 0 .0 0 6 2 -  0.7043 — 0.0114 0.1243
- 0 . 8 4 -0 .5403 + 0 .0 2 3 0 — 0.2063 — 0.0034 0.2999
— 0.18 -0 .2097 + 0 .0 0 8 9 + 1 .1 0 1 7 + 0 .0 1 7 9 0.4193
+ 0 .4 8 ' І--0 .4726 - 0 .0 2 0 1 + 0 .5 9 4 0 + 0 .0 0 9 7 0 3151
— 1.13 • + 0 .4 1 0 2 — 0.0175 — 0.6386 — 0.0104 . 0.1828

. 1+> -0 .0 2 9 4 j  0.0012 — 0.4789 — 0.0078 0.0738
' 2.45 -0 .1 4 5 9 + 0 .0 0 6 2 — 0.0598 : 0.0010 0.0270 '

3.11 0.0657 ■ + 0 .0 0 2 8 0.1219 : 0:0010 0 0 0 8 0  ''
• + 3 .7 7  V- -0 .0 1 3 9 - 0.0006 0 0394 + 0 .0006- 0.0018: :

+ 4 .4 3 -0 .0 0 1 6 + 0 .0 0 0 1 0.0060 0.0001 0 .0 0 0 2  •
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Tabela 36,8

W skaźnik główny szwedzkich rekrutów

Zakresy
klas

Częstości
obserwo

wane

f

Częstości obliczone Różnice

n
Ч3 о Г a

nc p - j
a

, ,  n
t  — (P cf~~7a

Л , 11
t  —  <P — Гa

65— 12 15 13 -  3 -  1
67— 87 111 80 -  24 +  7
69— 519 573 456 -  64 +  54
71— 1952 1918 1841 +  34 +  111
73— 4346 4152 4442 + 1 9 4 -  90
75— 6039 5814 6211 +  225 - 1 7 2
77— 5050 5266 5119 - 2 1 6 -  69
79— 2822 3121 2708 - 2 9 9 +  114
81— 1172 1191 1093 -  19 +  79
83— 377 293 400 +  84 -  23
85— 94 47 119 +  47 -  25
87— 31 4 27 +  27 +  4
89— 13 0 3 +  13 +  10

22505 22505 22512 — 624 - 3 8 6Ogółefn +  624 +  379

Jako trzeci przykład przytaczam  (tab. 36,9) szereg opra
cowany przez J. W i t k o w s k i e g o ,  dotyczący błędów obser
wacyjnych rektascencji gwiazd, (tab. 6,8). C harakterystyki są 
tu  następujące: / n ' =  +0.133, a ' =  1.967, c3 =  +  0.004, c4 =  
=  —  0.017. Były one obliczone bez popraw ki S h e p p a r d  a. 
Zgodność częstości obserwowanych i obliczonych wynosi 4.7%.

Dodatkowo w arto jest zauważyć, że opracowany w po
przednim  ustępie m ateriał w zrostu Szwedów wym aga Właści
wie zastosowania funkcji typu  A.  W skazuje na to rozkład zna
ków przy różnicach między częstościami teoretycznym i i obser
wowanymi. Pozostawiam  czytelnikowi sprawdzenie.
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Tabela 36,9

Błędy obserwacyj rektascencji gwiazd

Wartość środkowa С г ę s t o ś с i
Różnice

klas obserwowane obliczone

— 0.90 9 6 +  3
— 0.75 55 72 —  17
— 0.60 245 289 — 44
— 0.45 854 741 + 1 1 3
— 0.30 1358 1386 —  39
— 0.15 1948 1983 —  35

0.00 2297 2374 — 77
-[-0.15 2052 2121 —  69
+ 0 .3 0 1582 1585 —  3
+ 0 .4 5 1020 910 + 1 1 0
+ 0 .6 0 351 380 — 29
+ 0 .7 5 70 102 _  32
+ 0 .9 0 13 12 +  1

Ogółem
11854 11961 — 333

+ 2 2 7

37. Funkcje typu B. Do wyrównywania szeregów jedno- 
bocznych a także dwubocznych silnie odbiegających od formy 
norm alnej trzeba uciec się do funkcji C h a r 1 i e r a typu B. 
Wywodzą się one z szeregu P o i s s o n  a, stanowiąc pewnego 
rodzaju uogólnienie tego szeregu. Ogólny wzór tych funkcyj 
ma formę nieskończonej sumy:

ó(x) =  ф„(х) +  fc2 Д2 ó0(x) +  к л Д3 Фо(х) +  . . . .

W nim  yj0 (x) jest to znana już nam z ust. 26 funkcja 
P o i s s o n a

, ,  . -X
Фо(*) =  e

k2, k3, . , . są to stałe spółczynniki а А' Ф0(л )» • • • S£ł
przyrostam i funkcji drugiego, trzeciego itd. stopnia.

)
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Oblicza się te przyrosty według wzorów:
■H.Cv) - -  %(x) — b,.(.v 1)
Д2 ф0'х  =  Д ò(l x  — Д ф0 x  — 1 =  ф„ .v — 2 ф,/д- — 1) +  Ф0'л- — 2)
Д а Ф о ( ^ )  =  д а  Ф о ( ^ )  —  Д"' Ф і)(л: —  1 )  —  Ф о ( ^ )  —  3  Ф о ( х  —  1 )  !

3 Ф„(х ~  2) — ф0(л: — 3 )

Z sumy określającej funkcję typu В bierze się ograniczoną 
liczbę wyrazów. Zależnie od form y szeregu rozdzielczego, który  
m a być w yrów nany, bierze się jeden, dwa lub trzy  wyrazy. 
C h a r  l i e r  b rał dwa wyrazy. Dodanie trzeciego w yrazu nie 
było dotychczas, o ile mi jest wiadome, przez nikogo stoso
wane. ’j

W edług zasady wyłożonej w ust. 33 funkcja, • k tóra ma 
służyć do w yrów nania szeregu, powinna mieć średnią i mo
m enty równe odnośnym charakterystykom  szeregu. W zasto
sowaniu do rozpatryw anego zagadnienia będzie tu  chodziło po
za średnią o m om enty drugiego i trzeciego stopnia. M oment 
czwartego stopnia byłby potrzebny tylko w tedy, gdyby się 
wzięło czwarty, wyraz w  nieskończonej sumie y> (x). Ale to 
jest bezcelowe.

Dla funkcyj typu В otrzym uje się metodą, zastosowaną 
w ust. 26 do szeregu P o i s s o n  a, następujące charakterystyki: 

m  — Я 
m 2 — Я : 2?c2 
m 3 =  Я + 6k2 — 6řc3 

Stąd otrzym ujem y dla charakterystycznych stałych rozpatry
w anych funkcyj następujące wzory:

). =  vn

, my —  m
---  ' 2

3 m.j — іщ — 2 /n

’) Zob. pracę autora tej książki pt. „Observations bíómétriques. 'VI“ 
(Acta Societatiś Botanicomm Poloniàe. Tom XVII (1946).
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Przy obliczeniach wartości funkcji typu В trzeba pamiętać 
o tym , że dla ujem nych wartości zmiennej niezależnej funkcja 
P o i s s o n a  ma stale wartość zero.

Przy stosowaniu funkcyj typu В do wyrównywania szere
gów jednobocznych nie trzeba wprowadzać współrzędnych nor
m alnych. Trzeba natom iast przenieść początek współrzędnych 
dla zmiennej ewentualnej tak, żeby wartość jej mająca n a j
większą częstość równała się zeru. I tak  dla liczby płatków 
w szczytowych kwiatach jaskra płożącego się ( R a n u n c u l u s  
r e p e n s )  mamy szereg (tab. 6,10):

5 6 7 8 9 10
314 56 26 13 3 1

Nadajem y mu formę:

0 1 2 3 4 5
314 56 26 13 3 1

Funkcje typu В dają częstości względne, które przeracho- 
w ujem y na bezwzględne mnożąc je przez liczbę wariantów.

Przeprow adźm y wyrównanie przytoczonego powyżej sze
regu jaskra  płożącego się. Obliczamy jego charakterystyki: 
m  — 0.3971, m 2 =  0.6898, m g = + 1.3721. Stąd wypada Я =  0.3971,

0.6723, řc2 r= +  0.1463, k3 =  — 0.0161. W tabeli 37,1 są 
zestawione przeliczenia w dziesięciotysięcznych. Przerachowu- 
jąc otrzym ane częstości względne na bezwzględne (n =  413), 
otrzym ujem y zestawienie wartości teoretycznych i obserwowa
nych (tab. 37,2). Zgodność wypadła doskonała, stopień jej 
jes t 0.08%.

W wielu przypadkach trzeba pominąć trzeci wyraz funk
cji y  (cc). Na przykład dla liczby płatków u przylaszczki ( A n e 
m o n e  H e p á t i c a )  (tab. 6,10) lepszy w ynik otrzym uje się 
z dwoma w yrazam i niż z trzema. Pozostawiam czytelnikowi 
przeprowadzenie obliczeń.

Zadania i m etody statystyk i 13
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Tabela 37,1

Liczby płatków  w  szczytowych kw iatach jaskra  płożącego się

X
Ш І - Ч о ¿ H o Л;Ч'и fc2A > o V

0 6723 +6723 •!• 6723 '+ 6723 +  984 - 1 0 8 7599
1 2670 -4 0 5 3 -1 0 7 7 6 -1 7 4 9 9 -1 5 7 7 +  282 1375
2 530 -2 1 4 0 +  1913 +  12689 +  280 - 2 0 4 606
3 70 -  460 +  1680 -  233 +  246 +  4 320
4 7 -  63 +  397 -  1283 +  58 +  21 86
5 0 7 +  56 -  341 +  8 +  5 13

10000 -1 5 7 7 - 3 1 2 9999
+  1576 +  312

Tabela 37,2

Liczby płatków  u jaskra płożącego się

Liczba płatków
I c h  с z ę s t o ś с i

Różnice
obliczone obserwowane

5 313.8 314 —0.2
6 56.8 56 + 0.8
7 ’ 25.0 26 —1.0
8 13.2 13 —0.2
9 3.6 3 + 0.6

10 0.5 1 —0.5

Ogółem 412.9 413 —0.17
+ 0 .16

Czasem dla w yrów nania szeregu trzeba ograniczyć się do- 
pierwszego w yrazu funkcji ip (x), to znaczy wziąć pó p rostu  
funkcję P o i s s o n  a. K lasycznym  tego przykładem  jest m a
teriał wypadków śmierci od kopnięcia konia w  arm ii pruskiej, 
opracow any przez B o r t k i e w i c z a  (tab. 6,13). Tu m  =• 
— — 0.61, e ^= 0 .5433 . W tabeli 37,3 są zestawione częstości.
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W ymiar zgodności wynosi 2.4%. Jest ona gorsza niż w po
przednich dwóch wypadkach.

Tabela 37,3

W ypadki śmierci od kopnięcia konia w 20 korpusach 
arm ii pruskiej w ciągu 10 lat

X
С z ę s t o ś с i

Różnice
obliczone obserwowane

0 108.7 109 — 0.3
1 66.3 65 + 1 .3
2 20.2 22 — 1 8
3 4.1 3 + 1 -1
4 0.6 1 • — 0.4

Ogółem 199.9 200 — 2.5 ' + 2 .4

Ja k  to było wzmiankowane na początku tego ustępu, funk
cje C h a r l i e r a  typu В mogą być także użyte do wyrówny
wania szeregów dwubocznych, jeżeli te szeregi silnie odbiegają 
od form y normalnej. Mamy dwa takie przypadki: w  jednym  
szeregi są silnie skośne, w drugim  poza skośnością, która zresztą 
bywa różna, częstość wartości modálnej znacznie przewyższa 
częstości sąsiednich wartości zmiennej ewentualnej.

Dla ilustracji pierwszego rodzaju takich szeregów dwu
bocznych przytoczę przykład C h a r l i e r a ,  jedyny zresztą, 
jaki przez niego został podany w jego podręczniku. Dotyczy 
on częstości dni z burzami w sierpniu w Lund (tab. 6,12). Dla 
niego Д =  2.133, k2 =  1004 — użyte tu  są dwa w yrazy funkcji 
гр (x). W tabeli 37,4 są zestawione częstości obserwowane 
i obliczone. Zgodność wypadła mierna: wym iar jej wynosi 
13.6% a oprócz tego ciągi częstości nie bardzo się „trzym ają 
końcami”.

13*
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Tabela 37,4

Dni z burzam i w sierpniu w Lund

Liczby dni
С z ę s t o ś с i

Różnice
obserwowane obliczone

0 24 24.8 - 0.8
1 26 28.2 - 2,2
2 19 15.9 +  3.1
3 13 10.2 + 2.8
4 9 9.5 - 0 .5
5 6 7.9 - 1 .9
6 5 4.6 ' +  0.4
7 2 2.5 - 0 .5
8 0 0.7 -0 .7
9 0 0.3 - 0 .3

10 0 0.1 - 0.1
11 1 0.0 + 1.0

Ogółem 105 104.7 - 7 .0
+  7.3

Jako drugi przykład, przytoczę ciekawy m ateriał S t u 
d e n t a  podany przez F i s h e r a  w jego podręczniku. Obser
wowano pod m ikroskopem  zawiesinę drożdży i liczono komórki, 
k tóre znalazły się w  400 m ałych kw adratach, na jakie był po
dzielony 1 mm? na  szkiełku przedm iotowym . Jest to zasada, 
na  k tórej opiera się użycie h e m a t o c y m e t r u ,  przyrządu 
służącego do określenia liczby ciałek krwi. W tabeli 37,5 są 
zestawione obserwowane i obliczone częstości poszczególnych 
liczb komórek. Obliczenia przeprowadzono za pomocą samej 
tylko funkcji P o i s s o n  a, dla k tórej w tym  przypadku l — 
=  4.68, e~'K =  0.009279. Zgodność w ypadła m ierna. Je j wym iar, 
rów ny 9.6%, jes t w praw dzie lepszy niż w  poprzednim  p rzy
padku, ale „trzym anie się końcami” przedstaw ia się gorzej.



Tabela 37,5

Komórki drożdży obserwowane w hematocymetrze

Liczby komórek
I c h  c z ę s t o ś c i

Różnice
obserwowaue obliczone

0 0 3.7 -  3.7
1 20 17.4 +  2.6
2 43 40.6 +  2.4
3 53 63.4 -1 0 .4
4 86 74 2 +  11.8

’ 5 70 69.4 +  0.6
6 54 54.2 -  0.2
7 37 36.2 ■ +  0.8
8 18 21.2 -  3.2
9 10 11.0 -  1.0

10 5 5.2 -  0.2
11 2 2.2 -  0.2
12 2 0.9 +  1.1

Ogółem 400 399 6 -1 8 .9  
+ 19.3

Przechodzimy w końcu do rozpatrzenia w yrównyw ania 
szeregów dwubocznych odznaczających się wybitną częstością 
wartości modálnej, poza tym  zresztą' zwykle dosyć silnie asy
m etrycznych. W ust. 6, 7 i 19 były przytoczone przykłady tego 
rodzaju szeregów. Między innym i taki szereg daje meduza 
P s e u d o  c l y t i a  p e n  t a t  a (tab. 6,5). Zastosowanie do nich 
funkcyj typu В  wymaga gruntow nej przeróbki odnośnych sze
regów rozdzielczych. Trzeba tu  rozumować w sposób następu
jący. W odnośnych zjawiskach są czynne trzy rodzaje przy
czyn. Pierw sza z nich działa stale i silniej od innych, powoduje 
przeto wyjątkow ą częstość wartości modálnej. Dwie pozostałe 
działają rzadziej i słabiej. Jedna z nich powoduje powiększe
nie zmiennej ew entualnej, druga zaś — pomniejszenie. Można 
wobec tego z danego szeregu wydzielić dwa nowe szeregi. Je 
den z nich będzie charakteryzował działanie przyczyny po
m niejszającej zmienną ewentualną a drugi — działanie przy
czyny powiększającej tę zmienną.
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Otóż dla liczb prom ieni u m eduzy Pseudoclytia mieliśmy 
szereg rozdzielczy:

Liczby promieni: 2 3 .4 5 6 7 8
Ich częstości: 1 8 56 860 64 6 1

Dla przyczyny pom niejszającej liczbę prom ieni w ypada szereg:
Działania przyczyny: 0 1 2  3
Ich częstości: 931 56 8 1

W eźmiemy w tym  przypadku dwa w yrazy íunkcji y  {x). O trzy
mamy: m =  0.0753, m 2 =  0.0917, 1 =  0.0753, e~ X=  0.9275,
k 2= - f 0.0082. Zgodność w ypada w w ym iarze 0.3% (tab. 37,6) 
a  więc bardzo dobra.

Tabela 37,6

Przyczyna pom niejszająca liczbę prom ieni m eduzy

■
Działania
przyczyny

I c h  c z ę s t o ś c i
Różnice

obliczone obserwowane

0 9314 931 +  0.4
1 55.0 56 - 1.0
2 9.1 8 +  1.1
3 (16 1 - 0 .4

Ogółem 996.1 996 - 1 .4  
+  1.5

Dla przyczyny powiększającej liczbę prom ieni otrzym am y 
szereg:

Działania przyczyn: 0 1 2 3
Ich częstości: 925 64 6 . 1

Zastosujem y tu  trzy  w yrazy funkcji y  (x). C harakterys
tyk i w ypadną: m  =  0.0793, =  0.0911, m :. =  0.1170,
k2 =  +  0.0059, k3= — 0.0004. Zgodność w ypada w  w ym iarze 0.2% 
■(tab. 37,7) a więc doskonała.
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Tabela 37,7
Przyczyna powiększająca liczbę promieni meduzy.

Działania
przyczyny

I c h  с z ę s t o ś с i
Różnice

obliczone obserwowane

0 925.3 925 +  0.3
1 63.7 64 - 0 .3
2 6.2 6 +  0.2
3 0.1 1 - 0 9

Ogółem 995.3 996 - 1.2 
+  0.5

Przy zastosowaniu funkcyj В  .wypadają czasem rażące nie
zgodności między częstościami obliczonymi a obserwowanymi, 
powodowane przez skąpe w arianty. Na przykład dla jaskra 
wielokwiatowego (Ranunculus polyanthemos)  były przytoczone 
następujące częstości dla liczb płatków (tab. 6,10).

Liczby płatków: 5 6 7 8 9
Ich częstości: 410 16 1 0 .1

Charakterystyki wypadną: m =  0.05140, m 2=  0.08148,
m 3 =  0.19293, Я =  0.05140, e“ 1 =  0.9499, k2 =+0.01504,
k3= — 0.0855. W konsekwencji otrzym uje się częstości para
doksalne (tab. 37,8) — jedna z nich ujemna!

Tabela 37,8
Liczby kwiatów płatków u Ranunculus polyanthemos.

Liczby płatków
I c h  с z ¿ s t o ś с i

obliczone obserwowane

5 409.2 410
6 19.2 16
7 -4 .3 1
8 3.3 0
9 0.2 1

Ogółem 427.6 428
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Jest to spowodowane przez napotkanie bardzo rzadkiego 
osobnika rośliny z 9 płatkam i. W ystarczy odrzucić ten  w y
jątkow y w ariant, by otrzym ać doskonałą zgodność, jak  to w i
dać z tabeli 37,9. C harakterystyki teraz są: то =  0.04215,
Too =  0.04502, m 3 =  0.05044, _э 'SIEtO'O — ľ /- =  0.9585, 
/с2 =+0.00143, kg =+0.00005. M amy tu  nowy przyczynek do 
zagadnienia skrajnych  w ariantów , omówionego w ust. 32.

W końcu dodatkowo trzeba jeszcze powiedzieć parę słów 
o w yrów nyw aniu szeregów wklęsłych, w ystępujących praw ie 
wyłącznie przy badaniach nad  zachm urzeniem  (por. tab. 6,14). 
Żadna z omówionych w tym  rozdziale funkcyj nie nadaje się 
dla tej form y szeregów rozdzielczych. P e a r s o n ,  układając 
funkcje do w yrów nyw ania szeregów, nie pominął tej w yjątko
wej form y zmienności. Ponieważ to nie ma poważniejszego 
znaczenia, nie będę się tą kw estią zajmował. Czytelnik znaj
dzie odnośną funkcję P e a r s o n a  w książce E l d e r t o n a  
(zob. ust. 33).

Tabela 37,9

Liczby płatków u Ranunculus polyanthemos.

Liczby płatków
I c h  с z ę s t  o ś с i 0

obliczone obserwowane

5 409.9 410
6 16.1 16
7 1.1 1

Ogółem 427.0. 427



CZĘŚĆ DRUGA 

W SPÓ ŁZALEŻNO ŚĆ MIĘDZY P O P U L A C JA M I

r o z d z i a ł  v i i .

K O R E L A C J A

38. Pojęcie korelacji. Współzależność między populacjam i 
może mieć charakter k o r e l a c j i  i k o n t y n g e n c j i .  
Pierw sze zachodzi wtedy, kiedy w arianty różnią się między 
sobą ilościowo, drugie — jeżeli różnice między wariantam i 
w obu porównywanych populacjach albo przynajm niej w jed
nej z nich mają charakter jakościowy.

Można porównywać ze sobą. także nie dwie ale liczne po
pulacje. W tedy zjawia się zagadnienie k l a s y f i k a c j i ^  
czego rozpatryw ać nie będziemy.

Jako przykłady korelacji można przytoczyć współzależność 
między liczbą kwiatów języczkowych i rurkow ych w koszy
kach roślin z rodziny złożonych (Compositae), współzależność 
między wzrostem  ojców i synów, między wiekiem męża i żony 
itd. Jako przykłady kontyngencji można podać współzależność 
między barwą oczu a barw ą włosów, między wypadkami 
śm ierci od dyfterytu  a stosowaniem szczepionki B e h  r  i n  g a, 
między śmiertelnością a płcią itp.

W tym  rozdziale zajmiemy się zagadnieniem korelacji, 
odkładając kontyngencję do następnego rozdziału. W zagadnie
niu korelacji mamy do czynienia z dwoma populacjami, za
zwyczaj z próbkam i dwóch populacyj o jednakowej liczbie 
wariantów, przy czym k a ż d e m u  w a r i a n t o w i  j e d n e j  
o d p o w i a d a  p e w i e n  w a r i a n t  d r u g i e j ,  d l a  k a ż 
d e g o  z n i c h  i n n y ,  j a k k o l w i e k  n i e k o n i e c z n i e



202

o d m i e n n y .  Takie powiązanie w ariantów  dwóch populacyj 
pochodzi bezpośrednio albo pośrednio z blizkości w  czasie lub 
w  przestrzeni przedm iotów czy zjaw isk będących źródłem roz
patryw anych populacyj. N aprzykład korelacja między liczbami 
kwiatów rurkow ych i języczkowych pochodzi stąd, że jedne 
i drugie bierze się z tych samych koszyków, korelacja między 
tem peraturam i dwóch m iast pochodzi z jednoczesności obser- 
wacyj meteorologicznych. O ile chodzi o pośredni stosunek 
przestrzenny i czasowy, można przytoczyć korelację między 
wzrostem  ojców i synów, między wiekiem  męża i żony. Czy 
takie związki są przestrzenne czy pośrednie, zawsze istotnym  
ich źródłem są związki przyczynowe. Nie w ynika z tego by
najm niej, by sta tystyka m iała zajmować się badaniem  przy- 
czynowości. Celem jej zawsze tylko opis, k tóry  zresztą może 
być użyteczny do badań nad przyczynowością. Stąd pochodzi 
równorzędne traktow anie obu porów nyw anych populacyj 
w zagadnieniach korelacji. Na przykład sta tystyka rozpatruje 
równorzędnie zależności wzrostu synów od w zrostu ojców 
i zależność w zrostu ojców od w zrostu synów, jakkolw iek 
wzrost synów jest częściowo uw arunkow any przez wzrost 
ojców, natom iast na wzrost ojców wzrost ich synów nie ma 
żadnego wpływu. Przy rozpatryw aniu  korelacji, tak  samo 
zresztą jak  kontyngencji, chodzi tylko o związki m atem aty
czne, funkcjonalne a nie przyczynowe. Dlatego właśnie 
mówi się o współzależności między populacjam i a nie o za
leżności jednej od drugiej.

Ustalm y teraz dokładniej zadanie badania korelacyjnego. 
Podałem  powyżej, że każdem u w ariantow i jednej populacji 
odpowiada pewien w arian t drugiej, dla każdego inny, ale nie
koniecznie odmienny. Z reguły przy tym  jest tak, że danej w ar
tości w ariantów  jednej populacji odpowiadają różne i to liczne 
wartości w ariantów  drugiej. To nas prowadzi do rozpatryw a
nia związków nie pomiędzy poszczególnymi w ariantam i, lecz 
między w artościam i w ariantów . Trzeba znowu zrobić użytek 
z pojęcia zmiennej ew entualnej, ale będziemy tu  mieli nie
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jedną jak  poprzednio zmienną tego rodzaju, lecz dwie — 
osobne w rozpatryw anych populacjach.

Niech będzie populacja, względnie próba z populacji, zło
żona z n w ariantów  u 15 u 2, . .  . u n . Przypuśćmy, że mają one h 
różnych wartości x 1; x 2, . . .  . . ,  Xn, przy czym naturalnie h <  n. 
Niech będzie druga populacja złożona tak jak pierwsza z n 
wariantów  Uj, v 2, .......... , vn wykazujących l różnych w arto
ści y 1, y 2, . . . . ,  y h gdzie i <  n i nadto z reguły l =i= h. Niech 
każdemu w ariantow i щ pierwszej populacji odpowiada w ariant 
■Vi drugiej. Zmienna x  będzie zmienną ewentualną pierwszej 
populacji, zmienna у  takąż zmienną drugiej.

Chcąc terąz przedstawić za pomocą jakiejś funkcji zwią
zek między populacjami, nie będziemy tego mogli zrobić za 
pomocą samych tylko zmiennych x  і у w formie y — f 1 (x), 
x  - f 2 (y), bo każdej danej wartości zmiennej x  będą naogół 
odpowiadały różne wartości zmiennej у i odwrotnie. Trzeba 
będzie wprowadzić nowe zmienne X  i Y  a to w sposób nastę
pujący. Z m i e n n a  Y m a  d l a  k a ż d e j  w a r t o ś c i  x  
p r z y b i e r a ć  w a r t o ś ć  p o ś r e d n i ą  m i ę d z y  o d p  o- 
w i a d a j ą c y m i  j e j  w a r t o ś c i a m i  z m i e n n e j  y. Bę
dzie to pewna funkcja zmiennej x  : Y  =  f 1 (x). W podobny 
sposób dla zmiennej x  trzeba ustalić nową zmienną X  zwią
zaną ze zmienną y równaniem  X  = f 2 (y). W arto jest 
przy tym  zrobić uwagę, że funkcja f 2 nie jest od
wrotnością funkcji f,. Przytoczone powyżej równanie dla 
zmiennych Y i X  noszą nazwę r ó w n a ń  r e g r e s j i .  
Term in regresji pochodzi stąd, że badanie korelacji zrodziło 
się z badań nad dziedzicznością. Mianowicie zapoczątkował je 
angielski biolog i etnograf F r a n c i s z e k  G a l t o n  w dziele 
pod ty tu łem  „N atural Inheritance”, które ukazało się w r . 1889. 
Powodem wyboru tego term inu było stwierdzenie faktu, że 
potomstwo na ogół mniej odbiega od przeciętności niż jego 
rodzice, ulega więc uwstecznianiu — regresji, co ujaw nia sic 
przy badaniu korelacji między cechami potomstwa i rodziców 
W arto jest jeszcze zaznaczyć, że m atematyczne podstawy ra
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chunku korelacyjnego wywodzą się z jednej z prac francus
kiego fizyka A u g u s t a  B r a v a i s  (1811— 1863), k tóra uka- 

'zała się w  r. 1846.
Jeszcze trzeba dodać jedno w yjaśnienie do pojęcia kore

lacji. W praktyce nigdy praw ie nie m a się do czynienia z ca
łymi populacjam i, tylko z próbam i, nieraz o małej liczebności. 
Otóż jeżeli próby są małe, często się zdarza, że poszczególnym 
wartościom  jednej zmiennej ew entualnej odpowiadają poje
dyncze wartości drugiej. Zagadnienie jednak pozostaje bez 
zmiany, gdyż zadaniem  rachunku korelacyjnego jest badanie 
związku nie między próbam i, lecz całymi populacjam i. Przy 
m ałych próbach m ożnaby wprawdzie ustalić związek funkcjo
nalny  między zm iennym i ew entualnym i za pomocą wzoru 
interpolacyjnego L a g r  a n  g e'a, ale to nie dałoby żadnego 
obrazu związku między populacjam i. Trzeba i w  tym  w ypadku 
wprowadzić owe zmienne Y i X  i użyć równań regresji takiej 
samej form y, jak  przy trak tow aniu  dużych prób. Nie można 
będzie w tedy powiedzieć, że zm ienna Y przybiera dla każdej 
wartości x  w artość pośrednią między odpowiadającym i jej 
wartościam i zm iennej y  w  rozpatryw anym  m ateriale s ta ty 
stycznym, bo w nim  jest tylko jedna taka wartość. Zm ienna Y  

będzie jednak  przybierać w artości pośrednie między w artościa
mi y, ale między wartościam i całości populacji, nie danego 
m ateriału.

Form a funkcyj f 1 (x) i f 2 (y) może być różna i da się ogól
nie przedstaw ić w  form ie parabolicznej:

(x) =  a t +  Ьгх  +  CjX2 +  d1x í! + .........

f 2 (У) ~ a 2 + b2y  +  c2y 2 +  d2y 4 + -----

W praktyce statystycznej w ystarcza przew ażnie skrócona 
form a liniowa

fj (x) =  a-L +  b]X

f 2 (У) =  +  b2y
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i rachunki sprowadzają się do wyznaczenia dwu tylko współ
czynników dla każdej funkcji.

Taka prosta form a równań regresji ma swoje źródło 
w tym , że zmienność wariantów  w populacjach jest skutkiem 
działania licznych przyczyn, z których każda z osobna nie w y
wołuje w ybitnych skutków. Jest to ten  sam stan rzeczy, który 
powoduje, że zmienność da się przedstawić za pomocą okre
ślonych funkcyj, wywodzących się z szeregu dwumianowego.

Uwzględnienie bardziej złożonych form równań regresji 
wym aga bardzo zawiłych rachunków i przeto nie może być 
om awiane w tej książce.

39. Wyznaczanie stałych równania regresji. Zadanie to może 
być rozwiązane w rozm aity sposób. Jednakże jedno wym aga
nie m usi być zawsze uwzględnione: mianowicie s u m a  d o 
d a t n i c h  o d c h y l e ń  w a r i a n t ó w  у  o d  o d n o ś n y c h  
w a r t o ś c i  Y m a  b y ć  r ó w n a  s u m i e  o d c h y l e ń  u j e m 
n y c h ,  i t a k  s a m o  s u m a  d o d a t n i c h  o d c h y l e ń  x  
o d  X  m a  b y ć  r ó w n a  s u m i e  o d c h y l e ń  u j e m n y c h .

Najbardziej naturalnym  rozwiązaniem rozpatrywanego 
zagadnienia byłoby znalezienie takich wartości dla współczyn
ników  a i b, żeby wspomniane powyżej sumy były możliwie 
małe. Niestety, dla takiego rozwiązania nie można wyprowa
dzić żadnych ogólnych wzorów, a w  poszczególnych przypad
kach trzeba by było wyszukiwać wartości współczynników przez 
mozolne próby, po trosze na chybi trafi. Trzeba szukać metod 
opartych na innej zasadzie. Powszechnie przyjętą jest m e t o- 
d a n  a j m n  i e j s z y c h  k w a d r a t ó w .  O p i e r a  s i ę  o n a  
n a  w y m a g a n i u ,  b y  s u m a  k w a d r a t ó w  o d c h y l e ń  
w a r i a n t ó w  y  o d  o d n o ś n y c h  w a r t o ś c i  Y ( w z g l ę d 
n i e  x  o d  X) b y ł a  m o ż l i w i e  m a ł a .  Na tej zasadzie za 
pomocą rachunku nieskończonościowego można wyprowadzić 
wzory dla współczynników równań regresji. Jeżeli, tak  jak  to 
było podane poprzednio, ' w arianty zmiennej ewentualnej x
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. oznaczymy przez u, w arian ty  zaś zmiennej y  przez v, wzory 
te bedą m iały formę:

^ u2 Xt> — S n  Suo
7 7, ł •u 2 -  (Su )2

77 S UD  -— S U S D

n i U 2 -  (S u)2

s??2:i  u — S o S UD

n ■̂j o2 -  (S o)2

77 S UO  - -  S u S o
n S o2 — "(S v f

Równaniom regresji można nadać prostszą formę, w  k tó 
rej nie będzie współczynników a1 i a2. Istotnie wzór dla p ierw 
szego z tych współczynników można przekształcić, biorąc pod 
uwagę, że =  nu  i Z v — no:

i i o h n 2 — S u S u o   no  S u2 — ti(Su )2 +  ü(Su)2+ SuSiro _
Í?1 n  І  u2 —- (S u)2 n  S u2 — (S u)2

, u (Su)2 — S u S iw   - _L Su (w Su — Stm)
”  y +  71 Su2 — (Su)2 =  w n u Su2 -— (Su)2 “

1 7tu ( l /S u  —- Suv) lt(77 S UV --- 711/ Su)2
W ' U Su2   (Su)2 17 77-S u 2   (Su)

— ?!Suv — 2 ’u-S' w — 7 —== V — u — „ — V — b^i
п 2 и -  —  { 2 и у .

W ten sposób pierwsze rów nanie regresji przybiera prostszą 
form ę z jednym  tylko współczynnikiem

Y = o +  b : ( x •—-u) (1)

Podobnie drugie rów nanie otrzym a formę:

X  — U + Ъ2 (у — v) (2)
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Wzory na współczynniki i b2 można także przekształcić, na
dając im  wygodniejszą do obliczeń formę. A więc dla pierw
szego z nich będziemy mieli:

, _ n { 2 u v  — 2 u 2 v )    n 2 u v  — пи У v
^  ľ“  n 2  ir  — J 2 u ) 2 ~  V 2 i ř  — 2{2  u f  -f [ 2  u f  =

n 2  (uv — uv)    2  v ( и —-и)
п 2  и2 — 2 п и 2 и  -j- i ŕ i ŕ  2  и2 — 2 u 2  и +  пи2

2  v (и — u)   2  v (и — u)
2 і i r  — 22 ші+ 2 1? ~  2 (ii — u f

Prowadząc dalej te przekształcenia, można otrzymać inną 
jeszcze formę powyższego wzoru. Mianowicie od licznika jego 
można odjąć sumę v 2  (u-— u), która jest. równa zeru. Bę
dziemy w tedy mieli:

^  2  v (u — u) — v 2 (u —  u)   2 V (u —  u) —  v (u —  u)  

1 ľ  (u — u f  -S (u — u f

  ľ  (u — u) (a — v)
ž  (u—u f

Podobnie dla drugiego współczynnika otrzymamy wzory:

^ __ 2 it(^ —  v) 2  (и — u) (v — v)
2 ~  2 ( v  — v ) 2 =  2 ( v  — ' v f

Współczynniki Ò! i b2 noszą nazwę w s p ó ł c z y n n i k ó w  
r e g r e s j i .

D la rów nań regresji form y (1) i (2) można dowieść, że bez 
względu na wartość spółczynników Ьх i b2 suma dodatnich 
odchyleń w ariantów  u  i zmiennej x  od odnośnych wartości X  
jest rów na sumie odchyleń ujem nych i tak samo suma dodat
nich odchyleń w ariantów  v  zmiennej у  od odnośnych w ar
tości У jest . równa sumie ujemnych.
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W yprowadzone w tym  ustępie rów nania są zwykle pisane 
inaczej. M ianowicie zam iast symboli w ariantów  u i v  popula- 
lacyj pisze się symbole odnośnych zm iennych ew entualnych 
л  i y. Pod pew nym  względem jest to wygodniejsze, trzeba 
ty lko pam iętać o tym , że sumowanie dotyczy nie wartości
w ariantów , lecz samych w ariantów . Zam iast średnich ary tm e
tycznych u i v  dla w ariantów  bierze się przy tym  średnie zm ien
nych  ewentualnych, ale nie zwykłe, lecz ważone, k tóre ozna
cza się symbolami x  i y  a nie x  i y. Będziemy w ten  sposób 
m ieli rów nania form y następującej:

Y  =  y~+ by(x  — x), X  =  x  +  b,{y — y)

h =  2 y  ( x  —  x )  =  2  ( x  — x ) ( y — y)
’ 2 ( x  — x f  2 { x  — x f

Ъ 2  ХІ'У ~Z ^  =  2  (x  — х )  (у — у
2 1 (у— у)2 2  (у — у)

Т о  ogólnie przyjęte znakowanie będziemy stosowali w  dal
szym  ciągu, m ając zawsze na m yśli powyższe zastrzeżenia.

Zastosujm y powyższe wzory do realnych przykładów. 
W eźmiemy z początku dla większej przejrzystości m ateriały  
złożone tylko z dziesięciu w ariantów . Poszczególne wartości 
zm iennych ew entualnych będą tu  na ogół reprezentow ane przez 
pojedyncze w arianty. W eźmiemy mianowicie (tab. 39,1) m a
jow e średnie tem pera tu ry  pow ietrza z 10-letniego okresu 
1899 — 1908 dla miejscowości:

Kraków 50°04' N 19°57’E
Poznań 52°26' 16°56'
Kijów 50°27' 30°30'
Nerczinskij Zawód 51°19’ 119°37'
Swerdłowsk 56°50' 60°38'
(Jekaterinburg)
Tomsk 56°30' 84°58'
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Tabela 39,1
Średnie majowe tem peratury.

Data Kraków Poznań Kijów
Nerczin-

skij
Zawód

Swer-
dfowsk Tomsk

1899 13.7 127 14 8 8 4 10,1 11.4
1900 12.3 12.0 14.7 10.2 12.1 12.1
1901 14.2 15.1 15.1 10.0 10.6 10.1
1902 10.3 10.5 12.9 5.7 9.8 7.1
1903 14.4 14.0 15.0 8 7 7.9 8.2
1904 12.4 12.2 12.4 9.9 11.4 12.2
1905 14.0 141 15.9 7.9 10.7 7.6
1906 14.8 15 3 18.4 11 0 130 7.2
1907 15.7 14.8 17.3 10.8 71 9.2
1908 151 14.7 14.7 8.4 8.3 12.7

Średnie 13 69 13.54 15.12 9.10 10.10 9.78

Zestawmy tem peratury  Krakowa z tem peraturam i pięciu 
innych miejscowości podanych w  tabeli 39,1. Dla przykładu 
podam  szczegółowe rachunki dla zestawienia Kraków — Ki
jów  (tab. 39, 2). Tem peratury Krakowa będziemy uważali ze 
zmienną .x, tem peratury  Kijowa za y.

Tabela 39,2
Tem peratury majowe Krakowa {x) i Kijowa (y).

Data X x —  X ( x  — x )'2 У У —У (У-у)* ( х — х) (у-  у)

1899 13.7 +  0.01 0.0001 14.8 -0 .3 2 0.1024 — 0.0032
1900 123 - 1 3 9 19321 14.7 -0 .4 2 01764 + 0 5838
1901 142 +  0.51 0.2601 15.1 - 0  02 0.0004 — 0.0102
1902 10.3 - 3  39 11.4921 12.9 - 2.22 4 9284 -4- 7.5258
1903 14.4 +  0.71 0 5041 15.0 - 0.12 0.0144 — 0 0852
1904 12.4 —el  29 16641 12.4 -2 .7 2 7.3984 + 35088
1905 14 0 +  0 31 0 0961 15.9 +.0.78 0.6084 .+ 02418
1906 14 8 +  1.11 12321 18.4 +  3.28 10.7584 + 3.6408
1907 15 7 +  2 01 4.C401 17,3 +  218 4.7524 + 4.38Í8
1908 15 1 +  1.41 1.9881 14.7 - 0  42 0.1764 — 0.5922

S u m y 136.9 +  6.07 23 2090 151.2 +  6.24 28.9160 +19.8828
-6 .0 7 -6 .2 4 — 0.6908

Zadania i m etody statystyk i 14
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Na podstaw ie tej tabeli znajdujem y b-¡ =  0.8269, b2 =  0.6637. 
W podobny sposób można obliczyć współczynniki regresji dla 
pozostałych pięciu zestawień (tab. 39,3).

Tabela 39,3

W spółczynniki regresji dla średnich m ajowych tem pera tu r dla 
różnych miejscowości w  stosunku do Krakowa.

Miejscowości К b.

Poznań +  0.9300 : +  0.9342
Kijów +  0.8269 +  0.6637
Nerczinskij Zawód +  0 5731 +  0.5709
Swerdłowsk -0 .4270 - 0  3109
Tomsk +  0.0520 +  0.0275

40. C harakterystyki korelacji. Z przykładów  poprzedniego 
ustępu w ynika, że charak ter korelacji może być bardzo różny. 
Można wobec tego mówić o różnych jej s t o p n i a c h  i róż
nej ś c i s ł o ś c i .  S t o p i e ń  k o r e l a c j i  p o d a j e ,  o i l e  
z m i e n i a  s i ę  — w z r a s t a  l u b  z m n i e j s z a  s i ę  — 
z m i e n n a  Y  s k u t k i e m  p r z y r o s t u  z m i e n n e j  x  
o j e d n o ś ć  w z g l ę d n i e  o i l e  z m i e n i a  s i ę  x,  j e ż e l i  
z m i e n n a  y  w zrasta o j e d n o ś ć .  W jednym  i w  drugim  
w ypadku m iarą stopnia korelacji będą odnośne współczynniki 
regresji. Chcąc mieć jedną, wspólną m iarę trzeba wziąć średnią 
tych dwóch współczynników. Ponieważ te  współczynniki są 
wielkościami różnego rodzaju, trzeba tu  użyć średniej geome
trycznej. O trzym am y w ten  sposób jako miarę® stopnia kore
lacji nową funkcję, k tó ra  nosi nazwę w s p ó ł c z y n n i k a  ko
r e l a c j i .

W s p ó ł c z y n n i k  k o r e l a c j i  j e s t  z a t e m  ś r e d n i ą  
• g e o m e t r y c z n ą  w s p ó ł c z y n n i k ó w  r e g r e s j i .

r  =  V  b { b*
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Nadaje m u się znak taki, jaki m ają współczynniki regresji. 
Dla przykładów  poprzedniego ustępu będzie on miał wartości:

Poznaň +  0.932
Kijów + 0.741
Nerczinskij Zawód +0.572 
Swerdłowsk — 0.364
Tomsk +  0.0378

W arto zaznajomić się bliżej z tą funkcją statystyczną. 
W stawiając do rów nania r — ] / bj b2 wzory współczynników 
regresji z poprzedniego ustępu, otrzym am y równanie:

_  Z(x — x)(.y — y) '

V  2' (x — x) 2 (y — y) 2

Ponieważ 2  (x — x)" — nax i 2 1 (y — y)2 = n a y , gdzie 
ox i Gy są to średnie odchylenia zmiennych x  i y,  otrzym u
jem y wzór:

( х — ~х) {y —  y)r  :
П Gx Gy

który  może służyć do obliczenia omawianego współczynnika. 
Następnie można zrobić jeszcze jedno przekształcenie:

y  X (У — У)
f  — *—>  a!¡

П

Mamy. teraz w  rów naniu znane już nam  współrzędne nor
m alne:

t  X  — X  у  — w
---------------- ,  71 =  » ------- ^

Gx Gu

Wobec tego można napisać:

n
14*
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Ten ostatni wzór dowodzi, że współczynnik korelacji jest 
pewnego rodzaju m om entem  drugiego rodzaju, podobnie jak  
wskaźnik skłonności drugiego rodzaju i wskaźnik skupienia 
w ariantów  (por. ust. 19 i 20). W yróżnia się on od wszystkich 
momentów, z jakim i mieliśmy! dotychczas do czynienia tym, 
że figurują w  nim  dwie zmienne: jes t to m o m e n t  m i e 
s z a n y .

Za pomocą współczynnika korelacji m ożna wyprowadzić 
dla współczynników regresji nowe wzory, k tóre mogą być uży
teczne:

Jak  to już było wspomniane, współczynnik korelacji uważa 
się za dodatni, jeżeli współczynniki regresji są dodatnie, za 
ujem ny w  przeciw nym  razie. Jego wartość absolutna jest za
w arta  w  granicach od 0 do 1. W ust. 29 przykłady zostały 
dobrane um yślnie dla zobrazowania tych różnic. Można 
dowieść, że współczynnik korelacji nie może być większy od 
jedności. Dowód jest zawiły, dlatego też nie podaje się. Czy
te ln ik  znajdzie go w podręczniku A n d e r s o n a  (str. 275—G).

Przechodzim y teraz do określenia ś c i s ł o ś c i  k o r e 
l a c j i .  Chodzi tu  o wielkość odchyleń w ariantów  zmiennej y  
od odnośnych wartości Y, Względnie o podobne odchylenia 
x  od X.  Ponieważ te  odchylenia są różne, trzeba wziąć ich 
średnią. Najbardziej poglądowa byłaby średnia arytm etyczna 
ich  wartości absolutnych, czyli osobliwego rodzaju odchyle
nie przeciętne, ale na to nie można wyprowadzić ogólnego 
wzoru. Trzeba wobec tego wziąć pewnego rodzaju odchylenie 
średnie — pierw iastek kw adratow y z sumy kw adratów  tych 
odchyleń podzielonej przez ich liczbę:

względnie
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Dla tych wielkości nie trudno jest wyprowadzić wzór ogólny. 
A więc dla pierwszej z nich będziemy mieli: Y =  y +  bj (x — ж) 
i wobec tego

/ ■

/  2  (y -  Ÿ f  
n

S  (y — y)~ — 2 bj 2  (x — æ) +  Ъг2 H (x — ж)2 
n

V + b,2«/ -2b,
П

2 ^  , o ' 2 „ , 2  (x — x) (y — y) 2  {x —  X?V  f b r  ax — 2 b, ------- .-----=------   - =
• 2"(ж — ж)2 n

=  /  о2 Ч- b* a2 - 2  b! a2 =  /  a2 -  b* a2 .r  ÿ  1 ж 1 Зґ І2 ÿ ї ж

Ponieważ zaś według przytoczonego poprzednio wzoru
J . Oy m
b =  —  r  .otrzym am y ostatecznie:

Podobnie wypadnie:

1 — r2

D la oceny tych średnich odchyleń trzeba je porównać 
z wielkością wariantów. W tym  celu trzeba je  podzielić przez, 
odnośne średnie. O trzym amy w ten sposób wielkości:

analogicznie do wskaźnika zmienności.
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Dla charakterystyki korelacji trzeba mieć jedną taką w iel
kość wspólną dla obu populacyj. Podobnie jak  przy współ
czynniku korelacji trzeba będzie wziąć średnią geom etryczną:

уЯнН 737)
O trzym ana wielkość będzie charakteryzow ała wym iar 

om aw ianych odchyleń. Je s t ona zawsze m niejsza od jedności 
i tym  większa im  ścisłość korelacji jest m niejsza. Wobec tego 
dla charakteryzacji ścisłości korelacji lepiej jest wziąć dopeł
nienie do jedności:

Tę wielkość można nazwać w s k a ź n i k i e m  ś c i s ł o - ,  
ś c i  k o r e l a c j i .  W skaźnik ten  jest m niejszy od jedności. 
Tylko przy r  =  1 dochodzi on do tej granicy. Ścisłość-kore
lacji jes t w tedy najw iększa i każdej w artości x  odpowiada 
jedna  tylko w artość у  i odwrotnie.

Przykłady na w skaźnik ścisłości korelacji będą podane 
w  następnych ustępach, bo dla przytoczonych powyżej m ate
riałów  klim atologicznych obliczyć go nie można, chyba że się 
wprowadzi tem pera tu ry  absolutne.

41. Wiarogodność charakterystyk korelacji. Tak samo jak  
d la  w szystkich innych charakterystyk, trzeba teraz rozpatrzyć 
wiarogodność charak terystyk  korelacji. Trzeba zobaczyć, w  ja 
kim  stopniu w artości tycłi charakterystyk  otrzym ane z prób 
różnią się od odnośnych wartości dla całości populacji. Trzeba 
wziąć, tak  jak  w  ust. 28, wszystkie możliwe próby z porówny
w anych populacyj i dla każdej pary  prób obliczyć wartości 
charak terystyk  korelacji. O trzym am y w  ten  sposób w tórne po
pulacje, k tó re  dadzą możność rozwiązania postawionego w  ten  
sposób zadania. Je s t ono bardzo tru d n e  i dlatego ograniczym y 
się do konkretnego przykładu.
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Weźmiemy mianowicie 90 par danych, z których pierwsza 
jest liczbą promieni w  szczytowych baldachach olszëwnika 
(Selinum carvïfolia), druga zaś liczbą promieni w pierwszym 
bocznym baldachu tejże rośliny (tab 41,1). Widzimy od razu, 
że baldachy szczytowe mają na ogół więcej promieni niż 
boczne. Liczby dla szczytowych baldachów będziemy uważali 
za warianty zmiennej ewentualnej x ,  liczby dla bocznych —• 
za warianty zmiennej y.

Obliczmy dla tych dwóch populacyj jeden ze współczyn
ników regresji oraz współczynnik korelacji. Wypadnie:

' :  ; ■ . . ' t

bx =  + 0.4321, r =  + 0.679.

Tabela 41,1

Liczby promieni w szczytowych i pierwszych bocznych bal
dachach olszewnika.

31 33 27 32 24 25 28 26 28 29
23 29 27 25 23 23 26 21 27 21

40 41 34 24 34 30 27 32 33 29
27 24 26 22 28 25 25 29 25 24

30 40 33 29 28 28 31 25 24 28
24 27 30 18 18 22 23 18 18 24

26 29 40 25 24 29 32 27 26 29
24 21 28 21 17 25 26 26 22 23

36 27 24 31 38 • 31 24 32 29 30
23 23 19 29 29 26 21 26 29 22

33 28 29 2-5 23 26 31 34 25 28
25 25 26 23 23 21 25 28 23 26
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22 27 33 24 27 , 22 , 39 29 29 28
21 24 25 22 23 25 30 25 24 26

39 33 38 37 29 28 29 28 26 26
30 30 30 28 23 22 25 22 20 26

35 29 26 32 28 27 29 30 28 21
26 24 27 25 23 22 21 25 23 21

Weźmiemy następnie z omawianego materiału 9 prób po 
10 par wariantów według tabeli 41,1 i zobaczymy, jakie war
tości wypadną dla tych samych współczynników. Wartości blt 
i r są zestawione w tabeli 41, 2. Są to częściowe populacje 
wtórne tych charakterystyk korelacji.

Tabela 41,2

Baldachy szczytowe i boczne olszewnika.

Próby b. r

1 0.8926 0.432
2 0.1572 0.404
3 0.7007 0.744
4 0.5044 0.728
5 0.4776 0 602
6 0.4252 0.648
7 0.3908 0.834
8 0.6278 0.837
9 0.2898 0 519

Ś r e d n ie 0.4407 0.639

Wypadły one różnie dla różnych prób i odmiennie dla prób 
niż dla całości materiału. Średnie arytmetyczne wartości dla 
prób zbliżają się natomiast do wartości odnośnych charakte
rystyk dla całości materiału. Zupełnego wyrównania nie
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można się spodziewać nawet wtedy, gdyby się wzięło wszyst
kie możliwe próby. Mielibyśmy wtedy wprawdzie pełne popu
lacje wtórne, ale jak to było wyjaśnione w ust. 29, tylko po
pulacje wtórne złożone ze średnich dają średnią równą war
tości charakterystyki dla populacji.

Zbadanie pełnych populacyj wtórnych dla charakterystyk 
korelacji prowadzi do określenia wymiaru średnich błędów 
dla tych charakterystyk. Otrzymuje się wzory:

ч a</ ] / 1 — r 2 , a* \/ 1 — r 2 , ' 1 — r-E(¿i) = -----, s (fe2) =  v , s(r) =  ,
V n — 2 Vy V n — 2 [ n — 1

Dla podanych powyżej populacyj dla olszewnika mamy 
0^ =  4.465, öj, =  2.840 i wobec tego wypada £ (bj) — 0.1651,. 
є (r) =  0.245.

Co do wzorów na średni błąd współczynników regresji i ko
relacji trzeba zrobić to samo zastrzeżenie, jakie było obszernie 
omówione odnośnie podobnych wzorów dla charakterystyk po
jedynczych populacyj w ust. 30. Mianowicie jako tako dokładne 
wartości otrzymuje się z nich tylko przy dużej liczbie warian
tów. Przy małej ich liczbie trzeba obliczać, tak jak dla śred
niej arytmetycznej, prawdopodobieństwo gorszych — bardziej 
odbiegających od prawdziwej — wartości niż ta. którą się 
otrzymało dla danej próby (por. ust. 31). \yykonanie takich 
obliczeń znajdzie czytelnik w podręcznikach F i s h e r a  i R o 
m a n o w s k i e g o .

Trzeba dodać jeszcze jedno zastrzeżenie: podane wzory 
dla błędów charakterystyk korelacji zostały wyprowadzone 
w założeniu, że rozpatrywane populacje mają formę normalną. 
Ponieważ tak na ogół nie jest, wynikają z tego dalsze odchy
lenia wartości obliczonych od prawdziwych.

Można naturalnie postawić zagadnienie wiarogodności 
wskaźnika ścisłości korelacji. Wobec zawiłości tego zagadnie
nia nie będę go rozpatrywał. Ograniczę się do podania war
tości wspomnianego wskaźnika dla materiału olszewnika. Dla
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niego mamy: 0а; =  4.465, оу —2.840, х  =  29.47, у =  24.28,
г =  0.679. Wobec tego wypada со =  0.902.

42. Tabele korelacyjne. Przy dużych populacjach trzeba 
dla uproszczenia obliczeń układać dane w t a b e l e  k o r e l a 
c y j n e ,  albowiem wtedy te same pary wartości x  і у  wystę
pują wielokrotnie. W tym  celu rysuje się szachownicę i wypi
suje się u góry pionowych rzędów wartości ж a na początku 
poziomych wartości y. Następnie na skrzyżowaniu jednych 
i drugich wpisuje się częstości odnośnych par wartości x  i y. 
Wreszcie u dołu pionowych rzędów umieszcza się częstości 
wartości zmiennej x,  a na końcu poziomych rzędów częstości 
wartości zmiennej y.

Jako przykład podam: 1) liczby dzieci u matki i córki 
według danych P e a r s o n  a, L e e  i M o o r  e’a, 2) wiek męża 
i żony według angielskiego spisu ludności z r. 1901, 3) liczby 
kwiatów języczkowych i rurkowych w szczytowych koszykach 
arniki według badań własnych nad materiałem z Łojowej 
w okolicach Delatyna i 4) średnie zachmurzenie i dobowe am
plitudy tem peratury powietrza w Batawii na Jawie z lat 
1908 — 1917. Pomijam natomiast klasyczny przykład kore
lacji między wzrostem syna i ojca, przytaczany nieomal we 
wszystkich podręcznikach, gdyż odnośne materiały angielskie 
są wadliwe z powodu niewłaściwego wytknięcia granic klas, 
przez co częstości wypadły częściowo ułamkowe.

Dla obliczenia charakterystyk korelacji z takich tablic 
metodą najmniejszych kwadratów używa się tych samych 
wzorów, jakie poprzednio stosowaliśmy do małych materia
łów, a więc:

' b  =  21 ( * — æ) (У  —  У )

S  (x — x)2

_  2 ( x  —  x ) { y — y)
Oo — -----------    —

^  (y —  y ) 2

r =  ]/



Tabela 42,1

Korelacja między liczbą dzieci u matki i u jednej z jej córek 
w małżeństwach trwających conajmniej 15 lat według angielskiej statystyki.

Liczba dzieci L i c z b a d z i e с і u m a t k і
Ogółem

u córki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 И 12 13 14 15 16

0 5 i 9 n i .Bj 21 15, 8 9 6 3 2 3 — — — 110
1 12 ! 5 14 15 10 13 9 8 5 3 2 2 — — — — 98
2 9 i 9 10 15 18 15 9 3 2 4 2 — — — — 1 97
3 v0 10 16 11 9 14 13 10 4 8 2 3 — — — — 105
4 5 5 19 17 21 15 18 10 14 2 1 5 1 — — — 133
5 7 6 7 17 23 9 12 13 14 8 3 2 2 — — — 123
6 4 5 8 11 15 12 15 14 7 5 3 3 1 — — — 103
7 5 4 3 8 4 13 9 8 5 10 2 1 1 — — — 73
8 1 2 4 12 9 9 8 5 12 3 4 1 2 1 — — 73
9 — 4 3 3 4 7 5 8 2 2 1 — — — — 34

10 — — 1 2 1 3 4 6 3 2 1 — 1 — — 24
11 — — 2 1 1 1 — — 1 2 — — — — — 8
12 — 2 1 2 3 — 1 1 — — 1 1 — 1 — 13
13 — — — — 2 1 — — — ' — 1

і
2 — — — 6

Ogółem 53 57 100
I 1 
132 ; 140

1 .1
124 113 92 76 52 25 22 1 10 2 1 1 1000



Tabela 42,2

Korelacja między wiekiem żony i męża według angielskiego spisu ludności z r. 1901.
Częstości oznaczają tysiące par.

Wiek
mężów

( y )

W e i ż o n ( x )
Ogółem

15— 20— 2 5 - 3 0 - 35— 40— 45— 50— 55— 60— 65— 70— 75— 80— 85—

15 - 2 2 4
20— 16 173 46 4 1 240
25— 4 185 402 84 10 2 1 688
3 0 - 1 41 265 411 84 12 2 1 • 817
35— — 9 69 251 369 80 12 1 1 — — — — — — 793
40— — 3 17 71 219 309 66 12 2 1 — — — — — 700
45— — 1 6 20 66 178 252 59 10 2 1 — — — - 595
50— — — 2 8 19 57 146 • 195 44 10 2 — — — — 483
55— — — 1 3 8 18 46 110 141 35 6 1 — — — 369
6 0 - — — —- 1 3 8 16 39 81 101 23 4 1 — — 277
65— — — — 1 1 3 6 11 26 53 58 13 2 1 — 175
70— — — — — 1 1 2 5 8 18 31 31 6 1 — 104
75— 1 1 2 3 5 10 14 12 2 — 50
80— — — — — — — — 1 1 1 2 4 5 3 1 18
85— 1 1 1 1 — 4

Ogółem 23 414 808 854 781 669 550 437 317 226 134 68 27 8 1 5317
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Tabela 42,3
Korelacja między liczbą kwiatów języczkowych i rurkowych w szczytowych koszykach arniki

z okolic Łojowej.
Liczby kwiatów L i c z b y к w i a t ó w 1 ę z у с z к o w y c h ( x ) Ogółem
rurkowych ( y ) 10 1 11 1 12 13 14 15 1 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

43— I 1 1
48 - -- -- 2 - 1 3
53—
5 8 -
63—

1 1 -- 1 1 2 0
Q

_ : --- 1 1 1 1 4
68— --  1 -- 1 1 1 2 5
73— 
78— -- ___ i 1 2 4 — 1 2 1 1 13
83— -- --- 2 2 4 4 7 7 3 2 3 35
8 8 - — -- 1 — 3 9 12 4 7 6 1 '— — 1 — •— — — 44
93— -- 1 1 — 4 3 11 10 6 10 2 — 2 50
98— — -- 1 1 3 5 13 14 15 U 6 2 1 72

103— -- -- — 3 3 7 U 21 13 10 U 2 5 2 1 — — — 89
108— -- --- 1 1 1 4 7 12 7 8 13 5 4 0 — — — — 68
113— 3 U 18 16 10 10 12 1 1 1 1 — — 84
118— -- -- 1 — 1 2 4 16 13 21 12 9 5 4 1 — — — 89
123— --- _ _ — 3 1 — 7 o 5 16 9 15 15 6 1 — — — 83
128 - --- -- — - — — 5 7 2 9 14 11 9 2 5 2 — — 66
133 - -- -- — — 1 1 3 1 2 6 7 6 0 3 — 1 1 1 38
ISS -- -- — — — 1 1 1 1 8 4 8 4 4 3 2 — 1 38
U S - 2 1 3 6 6 3 9 4 1 2 — — 37
148— — - 1 5 2 5 U 2 — 1 — — 27
153— 2 — 1 3 1 4 1 1 1 14
158— 
1 6 3 -  
168 -

3 1 3 1 2 2 1 13
Q

2 2
173— 1 1
178— 1

Ogó:em 1 1 1 ! 12 15 27 1 45 . 101 i 118 1 98 1136 104 85 78 38 20 12 5 4 899

§ 
42 
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Tabela 42,4 tototo
K orelacja między średnim  zachm urzeniem  a dzienna am plitudą tem pera tu ry  powietrza 

w  Bataw ii w  m iesiącach czerwiec — sierpień 1908 — 1917 lat.

Dzienne
ampl i tudy Ś r e d n i e  z a c l i m u r z e n i e w s e t n y c h ( x )

Ogółemtem peratury
(У) 5— 10— 1 5 - 2 0 - ■¿5— 30— 3 5 - 4 0 - 45— 5 0 - 55— 6 0 - 65— 70-

7 5 - 8 0 - 8 5 - 9 0 - 95—

2 .0 -
2 .5 -
3.0—
3 .5 -
4.0—
4.5 -
5.0—
5.5 -
6.0—
6.5 —
7.0—
7 .5 -  
8 0 -
8 .5 -
9 .0 -
9 .5 -  

10.0— 
10.5— 
11.0

1

2
6
3

14
5
6 
2

2 2

1
1

1
2
4
3

2

2
2
5
5
4
5 
1 
4 
1

3
5
8
5

Ï
5
2
2

2
10
16
12
12

9
3
1

1

1
14
14
14
5
8
5
3

2
8

13
27
18
9
7

1
5 

12 
24 
20 
15
4
6 
1

1

6
5
9

18
20

9
4
8

1
1
7
6

17
17
16

1
3

1

5 
1

12
15
10
9
6 
3 
2 
2

2
1
5

13
14 
16 
13 
4

2

1
3
2
6

16
14
6

2

2
2
7

11
6

12
7
3
1

1 -

3
6
5
6 
5 
5 
1 
1 
1

2

1
4 
6
5 
5 
2 
2

3

1
4 
3
5 
1 
1 
1

0 
2
5
6 
2 
2

1 
1

0
9
9

19
34
48
90

122
170
168
101

58
50
16
12
4
3

Ogółem 2 12 29
1

37 66 ¡6 4 84 89 74 81 j 65
1

i  68 54 51 40 34 27 19 24 920
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Przede wszystkim trzeba obliczyć sumę 21 (x — x) (y — y). 
W tym  celu trzeba uciec się do m etody wartości wyjściowej. 
N ietrudno jest wyprowadzić odnośny wzór. Przyjm ujem y dla 
zmiennej x  wartość wyjściową a i r dla zmiennej y  — w ar
tość a2. Będziemy mieli:

ž  (x — dj) (y — a2) -  2 1 (x  —  x  + x  —  a j  {у —  у  + у  —  а2) =

=  2 і (x — æ) (y — у) +  2; (x — x) (у — a2) +  2  (x — {у —  у) + 

+  2  (x — a j  (y — a.¿) = 2  (x — x) (у — у) + (у — а2) 2  (х — х) + 

+  ^х — a j  2  (у — у) +  n  (x — dj) (у — а2) .

Ponieważ sumy 2  (x — x) і 2  (у — у) jako sumy algebraiczne 
odchyleń od średniej są równe zeru, drugi i trzeci wyraz zni
kają. O trzym ujem y zątem:

2  (x — x) (y — y) =  2  (x — d t) (y — d2j — n (x — dj) (y — d2) .

2  (x — dj)
Ale z drugiej strony x  =  dj +  

У — Й2 +

n

■Z (У —  a2)
n

Wobec  tego będziemy mieli ostateczny wzór:
=  ’ =  2  (x — d1) 2 ( y - - d 2)

2  (x — x) (y — y) =  2  (x — d, ) (y — d2) ------------------ --

Sum owanie dotyczy naturalnie wszystkich par w ariantów  obu 
zmiennych.

Pozostaje jeszcze obliczyć sumy kw adratów  odchyleń od 
średniej. Je s t to zadanie już nam znane, równoważne z obli
czaniem średniego odchylenia. Dla zmiennej x  mamy na to 
wzór:

=  „ №  (x  — h j ) ] 2
2  (x — x)2 =  2  (x — di)2 ------------------ —̂

i podobny wzór dla drugiej zmiennej:
. = -  [^ ( y  — «2)]2

(У — yj2=  (У — а2)" ----------- ~
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W praktycznym  w ykonaniu porządek obliczeń jest od
w rotny. Pokażę go na przykładzie liczb dzieci u  m atki i córki 
(tab. 42,1). Obliczenie sum  kw adratów  odchyleń, zestawione 
w  tabelach 42,5— 6 nie w ym aga żadnych wyjaśnień.

Przyjm ujem y aL — 5, a2 — 4. O trzym ujem y (x — cij) — -f 398,

2  (y — a2) — +  335 oraz 2  (x —  a j 2 =  8814, (y — a ,)2 =  8919.
__

Stąd 2 1 [x —  x f  =  8814 — , ^  =  8814 — 806 =  8008 

2 ( y  —  y f  =  8919 — ^ 0()0 =  8919 — 112 =  8807

Tabela 42,5

X f x  —  a 1 /  (я — Ch) f  (x — aj)2

1 53 — 4 212 848
2 57 — 3 171 513
3 100 — 2 200 400
4 132 —  1 132 132
5 140 . 0 — 715
6 124 4- 1 124 124
7 113 +  2 226 452
8 92 +  3 276 828
9 76 +  4 304 1216

10 52 +  5 260 1300
11 25 + 6 150 900
12 22 4- 7 154 1078
13 10 i- 8 80 640
14 2 +  9 18 162
15 1 + 10 10 100
16 1 +  11 11 121

1000 +  1613 8814
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Tabela 42,6

У f у  —  аг f ( y  —  a 2) Í (У — a2)

0 110 — 4 440 1760
1 98 — 3 294 882
2 97 — 2 194 388
3 105 — T 105 105
4 133 0 — 1033
5 123 + 1 123 123
6 103 + 2 206 412
7 73 + 3 219 , 657
8 73 +  4 292 1168
9 34 +  5 170 850

10 24 +  6 144 864
11 8 +  7 56 392
12 13 +  8 104 832
13 6 +  9 54 486

1000 +  1368 8919

Teraz przychodzi z kolei bardziej zawiłe obliczenie sumy 
2  ( x — x) (y — y). W tym  celu piszemy na nowo tabelę kore
lacyjną pozostawiając w  niej wolne rzędy, odpowiadające w ar
tościom wyjściowym  (tab. 42,7), przez co tabela zostaje podzie
lona na cztery „kw adraty”. Następnie u  góry piszemy odchy
lenia zmiennej x  od wartości wyjściowej a,, z lewej zaś strony 
takie same odchylenia y od a2 i wreszcie w  każdej kratce pi
szemy u góry z lewej strony odnośne częstości. Po tych wstęp
nych czynnościach przystępujem y do obliczeń. W każdej kratce 
u dołu z praw ej strony piszemy iloczyn częstości przez odchy
lenie y  — a2. Te iloczyny sumujemy osobno dla każdego kwa
d ratu  i wpisujem y sumy w  wolnym poziomym rzędzie.- Sumy 
będą dodatnie w  dolnych kwadratach, ujem ne — w  górnych.

Zadania i m etody statystyki І6



Tabela 42,7

— 4 — 3 — 2 — 1 0 + 1 +  2 +  '3 +  4 +  5 +  6 +  7 +  8 +  9 +  10 +  И

— 4 5
20

9
36

11
44

18
72

ló
60

8
32

9
36

6
24

3
12

2
8

3
12

—  3 12
36

5
Ц

14
42

15
45

13 ■ 1 
39

9
27

8
24

5 i
15

3
9

2
6

2
6

— 2 9
18

9
18

10
20

15
30

15
30'

9
18

3
6

2
4

4
8

2
4

1
2

— 1 5
6

10
10

16
16

11
11

14
14

13
13

10
10

4
4

8
8

2 1 3
2 a

0 — 79
+  34

— 79
+  52 T 122

96 i 158
161

—143
+162 i 90

168
— 76 
+154

— 47 
+131

— 37
+  96 i“Г

20
58

21
26 +  41 +  >» +  8

— 2

+  1 7
7

6
6

7
7

17
17

9
9

12
12

13
13

14 1 8
14 8

з
3

2
2

2
2

+  2
4

8
5

1C
8

'6
11

22
12

24
15

30
14

28
7

14
5

10
3

6
3

6
1

2

+  з
5

15
4

12
3

9
8

24
13

39
9

27
8

24
5

15
10 230 6

1
3

1
3

+  4
1 ľ 2

4 8
4

16
12

48
9

36
8

32
5

20
12

48
3

12
4

16
1

4
2

8
1

4

+  5
4

20
3

15
4

20
7

35
5

25
3

15
2

10 2 10
1

5

+  6
1

6
2

12
3

18 4 24
! 6

36
3

18
2

12
11 1

6
1

6

+  7
2

14
1

7
1

7 j 1
7

2 1
14і

+  8 !
2

16
1

8
! 2

16
1

8
i

8
1

8
1

8
1

8

+  9 i ' 1
1

9 11
J 1

9
2

18
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Tabela 42,8

Liczba dzieci u m atki i córki.

X  —a, ( +  ) ( - )
2 =

=  ( + )  +  ( - ) ( X  — a , ) !

-  4 34 79 - 4 5 + 180
-  3 52 79 - 2 7 + 81
-  2 96 122 - 2 6 + 52
-  1 

0
161 158 +  3 — 3

+  1 162 143 +  19 + 19
+  2 168 90 i - 78 + 156
+  3 154 76 +  78 + 234
+  4 131 47 +  84 + 336
+  5 96 37 +  59 + 295
+  ß 58 20 +  38 + 228
+  7 26 21 +  5 + 35
+  8 41 — +  41 + 328
+  9 10 — +  10 + 90'
+  10 8 — +  8 + 80
+  11 2 -  2 — 22

+  2114
z -  25

+  2089

Otrzym ane wyniki zbieram y w osobną tabelę 42,8. A mia
nowicie piszemy w pierwszej kolumnie odchylenia x  — an  
w  osobnych kolumnach (drugiej i trzeciej) sumy dodatnie 
i ujem ne iloczynów z poprzedniej tabeli. W następnej kolum
nie (czwartej) umieszczamy sumy algebraiczne tych sum 
osobno dla każdego odchylenia x  — а г. Następnie mnożymy 
te  ostatnie sum y przez wspomniane odchylenia, a iloczyny 
w  ten  sposób otrzym ane piszemy w ostatniej kolumnie. W resz
cie sum ujem y te iloczyny, uważając na znaki — dodawame 
m a być algebraiczne! Otrzym ujem y w ten  sposób:

A1 (x — a j  (y — a2) =  +  2089
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W końcu odejm ujem y popraw kę:
Ž  (x — c^) 2  (y — a2) 898 X 335

=  300.83,
n І000

co daje ostatecznie 2  (x —-x) (y —  y) =  2089 —  301 =  1788.
Na podstaw ie otrzym anych w  ten  sposób w yników  w y

pada ostatecznie:

01 = lS o 8  =  *  °-2233’ ba =  8807 =  +  0-203()’ r  ^  +  °-2129- 
Równania regresji będą m iały formę:

! Y =  4,33 +  0.2233 (x — 5.90)
X  =  5.90 +  0.2030 (y — 4.33)

Dla obliczenia średnich błędów będą jeszcze potrzebne 
wartości średnich odchyleń ax i oy. W ynoszą one w naszym 
przypadku ax =  2.830, 0  ̂=  2.968. Wobec tego є (bj) =  0:0324, 
Є (b2) =  0.095, E (r) =  0.0302.

W reszcie w skaźnik ścisłości korelacji jest rów ny ш =  0.440. 
M amy w tym  przypadku niew ielką w artość współczynnika 

korelacji i m ierną jej ścisłość.
Pozostałe przykłady potrak tu ję  m niej szczegółowo, pozo

staw iając czytelnikowi tru d  w ykonania obliczeń. A więc przy
kład drugi, dotyczący korelacji między wiekiem  żony i męża,
różni się od poprzedniego tym , że w arian ty  są zgrupowane. 
Niewielka z tego w ynika kom plikacja, gdyż szerokość klas 
jest dla obu zmiennych jednakow a, mianowicie 5. Operując 
num eram i klas, jak  w artościam i zm iennych ew entualnych, 
otrzym ujem y wartości:

¿ ■ (x — ^ ) 2 =  34347, (y -— y')2 =  36497.

Trzeba od nich odjąć popraw kę S h e p p a r d a  w  wysokości 
11

określonej wzorem w ypadnie w tedy:

2  {x‘ —  æ7)2 =  33904, (y  — y')2 =  36054.

Następnie suma 2 { x  —  x )  { y — y') będzie rów na 32374.
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Wobec tego, że szerokość klas jest jednakowa dla obu 
zmiennych, możemy otrzym ane wartości użyć bez zmian do 
dalszych obliczeń, tak  jak  gdyby x  — x,  y' — y  otrzymamy:

ЬН з 9044 - = М 550’ Ь° =  36054 = 0-8980- Г =  °-926’
£ (bj) =  0.0053, £ (Ь2) =  0.0050, £ (г) =  0.052, со =  0.883. 

Równania regresji będą Y ш 42.31 +  0.955 (æ — 40.06)
Z  =  40.06 +  0.898 (y — 42.31).

M amy tu  w przeciwieństwie do pierwszego przykładu wy
sokie wartości współczynnika korelacji i wskaźnika ścisłości.

Większe komplikacje będą w trzecim  przykładzie, doty
czącym liczb kwiatów rurkow ych i języczkowych w szczyto
wych koszykach arniki (tab. 42,3), gdyż liczby kwiatów ru r
kowych są zgrupowane, liczby zaś kwiatów języczkowych nie- 
zgrupowane. Szerokość klas dla kwiatów rurkow ych jest 5. 
Oglądając tabelę korelacyjną, czytelnik zapewne zdziwi się, 
dlaczego zakresy klas nie są w ytknięte przez liczby wielo
krotne 5. Otóż zostały one ustalone w ten sposób, żeby wartości 
środkowe wypadły wielokrotne 5.

Dla liczby kwiatów języczkowych (zmienna x) otrzym u
jem y Y (x — x)2 =  7009. Operując num eram i klas dla liczby 
kw iatów  rurkow ych (zmienna y), będziemy mieli Z  ( y — y')" =  
=  16365, a po zastosowaniu poprawki S h e p p a r d a  w  w y

m iarze — ^2 =  — 75 otrzym am y 16290. Suma Z  {y — y)2 bę

dzie 25 razy większa.
Przy obliczaniu sumy Z  {x —  x) (y —  y) będziemy dla 

zmiennej y operowali num eram i klas. Otrzymamy Z  {x— x) 
{ y — y)  =  6388. Suma Z  (x — x) (y — y) będzie 5 razy większa.

Stąd otrzymamy:

Ь- =  - - 700X9 -  =  4'557’ b! =  16290 X Ž5 =  0'° 784’ Г =  0'598 
Równania regresji będą: Y =  115.1 + 4.557 (ж 18.73)

X  — 18.73 +  0.0784 (у — 115.1).
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Nadto mając ciągle na uwadze grupow anie zmiennej y, bę
dziemy m ieli średnie błędy є (bj) — 0.218, e (b2) — 0.0033, 
є (r) -  0.021 i w skaźnik ścisłości korelacji w — 0.863.

W reszcie w  ostatnim  przykładzie, dotyczącym zachm urze
n ia  i dobowej am plitudy tem pera tu ry  powietrza, m am y obie 
zmienne zgrupowane, ale o różnej szerokości klas: wynosi ona 
dla zachm urzenia 0.05, dla am plitudy tem pera tu ry  0.5 czyli 
10 razy więcej.
Dla zachm urzenia (zmienna x)  o trzym ujem y 2' (x‘ — x')2 =  
=  15878, po zastosowaniu popraw ki S h e p p a r d a  15801. Dla 
otrzym ania sum y 2 ' (x — x)2 trzeba tę liczbę pomnożyć przez 
kw adrat szerokości klas, to znaczy przez 0.0025.

Dla am plitud tem pera tu ry  (zmienna y) będziemy mieli 
2  { y — y')2 =  6322, a po zastosowaniu popraw ki S h e p p a r 
d a  6245. Dla otrzym ania sumy 2  (y — y)2 trzeba pomnożyć 
przez 0.52 =  0.25.

Sum a 2  ( x — x )  { y — y )  w ypada u jem na rów na —-6780. 
Dla otrzym ania 2  (x  — x) (y —  y) trzeba tę liczbę pomnożyć 
przez 0.05 X 0.5 =  0.025.

W spółczynniki będą m iały wartości:

_ _  _6780 X 0.025 2
1 15801 X 0.0025 ’

b2 =  j =  — 0.1086,6780 X 0.025 
6322 X 0.25

r  =  — 0.629.

Rów nania regresji będą: У =  7.251—-4.291 (ж — 0.515)
X = 0 .5 1 5  — 0.1086 (у — 7.251)

Wreszcie będziem y m ieli średnie błędy є (b3) — 0.1614. 
г (b2) — 0.0041, £ (r) =  0.020 i wskaźnik ścisłości korelacji
o j • 0.792.



ROZDZIAŁ Vili.

К О N T У N G E N C J A.

43. Pojęcie kontyiigencjt K o n t y n g e n c j ą  n a z y w a  
s i ę  w s p ó ł z a l e ż n o ś ć  m i ę d z y  p o p u l a c j  am i, z k  t ó- 
r y c h  j e d n a  p r z y n a j m n i e j  m a  c h a r a k t e r  j a k o 
ś c i o w y .

Jeżeli populacja ma charakter jakościowy, to jej w arianty 
dają się podzielić na dwie grupy na podstawie posiadania 
względnie braku takiej czy innej cechy. Na przykład o ile cho
dzi o barwę włosów i oczu, taką cechą będzie występowanie 
barw ika. W ten sposób włosy czarne, szatyniaste i rude będą 
m iały tę cechę, włosy zaś blond są jej pozbawione. Z, drugiej 
strony oczy piwne i czarne będą miały, niebieskie zaś szare 
i zielone są jej pozbawione. W ystępowanie danej cechy ozna
czamy jakąś literą, powiedzmy A, brak jej natom iast taką 
samą literą ale małą, a więc a.

Rozpatrzmy teraz dwie populacje jakościowe, pozostające 
ze sobą w związku z jakiejkolwiek przyczyny, na przykład 
wspomniane powyżej barw y włosów i oczu u tych samych 
osób. Oznaczamy występowanie cechy pierwszej populacji 
przez A,  cechy drugiej przez B, nadto brak  pierwszej z tych 
cech przez a, b rak  drugiej przez b. Otóż ogólnie można się 
spodziewać, że część wariantów A  będzie miała cechę drugiej 
populacji, część zaś będzie jej pozbawiona i to samo można 
przypuszczać o w ariantach a. Wobec tego można będzie jedną 
i drugą populację podzielić na cztery części. W arianty pierw 
szej części będą m iały cechy i pierwszej, i drugiej populacji, 
oznaczymy je AB.  W arianty drugiej będą miały tylko cechę



232

pierwszej, oznaczymy je  przez Ab.  Trzecia część w ariantów  
będzie m iała cechę tylko drugiej populacji, będą to w arianty  
aB. O statnia wreszcie będzie pozbawiona cech obu populacyj, 
będą to w arian ty  ab. Liczebność tych grup w ariantów  można 
zestawić w  tabelę podobną do tabeli korelacyjnej ale złożoną 
tylko z czterech k ratek  (tab. 43,1). Te liczebności oznaczymy 
symbolami w ariantów  ujętym i w  nawias.

Tabela 43,1

Cechy A a Ogółem

В
b

(AB)
(Ab)

(aB)
(ab)

(AB)  +  (aB)  
(Ab) +  ( ab)

Ogółem (АВ)-г(АЬ) (aB)  +  (aB) n =  ( А В ) 4- ( а В ) +  
4- (Ab) +  (ab)

Jako konkretny przykład weźm iem y współzależność mię
dzy barw ą włosów i oczu w edług badań A m m o n a w  Badenii 
(tab. 43,2). Nazwijm y ciem nymi włosy i oczy posiadające w y
raźny barw ik, jasnym i nie m ające go.

Tabela 43,2

Oczy
W ł o s y

Ogółem
Ciemne Jasne

Ciemne 742 115 857
Jasne 3229 2714 5943

Ogółem 3971 2829 6800

Tego rodzaju tabele służą za podstawę do oceny charak
teru kontyngencji, jeżeli jedna z populacyj ma charakter iloś
ciowy, mają one inną formę — składają się z dwóch szeregów
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kratek. Na przykład P e a r s o n  ogłosił następujące dane doty
czące związku między wiekiem dzieci a anemią (tab. 43,3).

Tabela 43,3

B arw a krw i
W i e Ł d i e 2 І

Ogółem
7 8 9 10 11 12 13

N aturalna 34 29 27 32 31 35 41 229
Blada 17 17 23 19 21 21 17 135

Ogółem 51 46 50 51 52 56 58 364

Trzeba jeszcze dodać, że każdą populację ilościową można 
potraktować jako jakościową. Można bowiem w arianty  więk- 

■ sze od pewnej granicznej wartości uważać jako posiadające 
pewną cechę a mniejsze jako nie mające jej. Taki podział jest 
stosowany na przykład w antropologii, kiedy się wyróżnia 
osobniki długogłowe od krótkogłowych.

W następnym  ustępie zajmiemy się określeniem charak
teru  kontyngencji. Ograniczymy się do najprostszego przy
padku, kiedy są porównywane dwie' populacje, obie jakościowe.

44. Współczynnik kontyngencji. Badanie kontyngencji ma 
zupełnie inny charakter niż rozpatrzone w poprzednim roz
dziale badanie charakteru korelacji. Mianowicie dotyczy ono 
częstości wariantów, podczas gdy tam  chodziło o ich wartości. 
To też nie można tu  mówić o stopniu ścisłości, tylko ogólnie 
o charakterze kontyngencji.

Jak  zawsze w statystyce, chodzi i w tym  przypadku o uję
cie liczbowe. Trzeba ustalić jakiś w s p ó ł c z y n n i k  k o n t y n 
g e n c j i ,  któryby określał charakter tego rodzaju współzależ
ności między populacjami. Taki współczynnik powinien przede 
wszystkim  czynić zadość warunkowi, aby się równał zeru, 
skoro między cechami rozpatryw anych populacyj niem a żad
nego związku, to znaczy jeżeli częstość względna A  będzie taka
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sama dla w ariantów  m ających i niem ających cechy В  i od
wrotnie. K orzystając z oznaczeń tabeli 43,1 poprzedniego ustę
pu, można ten  w arunek zapisać w form ie proporcji:

(AB) (Ab) (AB) (aB)
(aB) ~~ (ab) (Ab) _  (ab)

Stąd wynika, że wzór na współczynnik kontyngencji powi
nien zawierać czynnik (AB) (ab) — (Ab) (aB).

Dalej ten  współczynnik przybierać powinien wartość plus 
jeden  przy najsilniejszym  powiązaniu cech A i B. Najsilniejsze 
powiązanie będzie wtedy, jeżeli każdem u w ariantow i A  odpo
w iada w arian t В i odwrotnie. Zajdzie to w tedy, kiedy (aB) — 
=  (Ab) =  0. W reszcie współczynnik kontyngencji powinien przy
bierać w artość m inus jeden, jeżeli cechy А і В w yłączają się 
wzajem nie, to znaczy, jeżeli żadnem u w ariantow i z cechą A 
nie odpowiada w arian t z cechą В i odwrotnie. Taki przypadek 
wystąpi, jeżeli (AB) — 0.

Powyższym trzem  w arunkom  czyni zadość zaproponowany 
przez Y u 1 e’a współczynnik:

__ (ABI fab) -  (Ab! (aB)
® (Ab) (ab) +  (Ab) (aB)

Takie rozwiązanie zagadnienia nie jest jedyne. Propono
wano różne inne form y podobnego współczynnika. W szczegól
ności często można spotkać się z tzw. w s p ó ł c z y n n i k i e m  
k o r e l a c j i  d l a  c e c h  n i e w y  m i e r z a l n y c h ,  określo
nym  przez wzór:

p __  _________ (AB) (ab) -  (Ab) (aB)  ______________
~  [(AB) +  (aB)] [(AB) +  (Ab)] [(aB) +  (ab)] [(Ab) +  (ab)]

Така funkcja ma tyle wspólnego ze współczynnikiem ko
relacji, że da się wyprowadzić według praw ideł obliczenia 
wspomnianego współczynnika, jeżeli się założy, że w arian ty  
А і В m ają w artość jeden, a w arian ty  a i b —  w artość zero. 
Takie założenie oczywiście nie m a żadnego sensu. Powyższy 
„współczynnik korelacji m a ten  sam licznik co współczynnik



235

kontyngencji q, a więc staje się równym  zeru jednocześnie 
z nim. W innych przypadkach daje wartości odmienne, na przy
kład dla przytoczonegd powyżej m ateriału statystycznego do
tyczącego barw y włosów i oczu wypada g =  0.689, ñ  =  0.201.

Przytoczę jeszcze jeden przykład: skuteczność działania 
surowicy B e h r i n g a  przy zastosowaniu jej do dzieci cho
rych na płonicę (dyfteryt). F i b i g e r  ogłosił w tym  względzie 
ciekawe dane z obserwacyj wykonanych w Kopenhadze 
(tab. 44,1). W ypada tu  £> =  0.591, i? =  0.160. Widzimy, że róż
nice pomiędzy obu funkcjam i m ającym i charakteryzować kon- 
tyngencje są ogromne. Ciekawy to przykład względności me
tod statystycznych.

Tabela 44,1

Współzależność między stosowaniem surowicy B e h r i n g a  
do dzieci chorych na płonicę a wyzdrowieniem.

W yzdro
wienie Śmierć Ogółem

Z surow icą 
Bez surow icy

231
215

8
29

239
244

Ogółem 446 37 483



2 3 6

T a b e la  A

1 X2 
<p0 =  - 7 — = -  e - ^ -

У  2x

x  O 1 2 3 4  5 6  7 8 9

0.0 3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0.1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0.2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0.3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3725 3712 3697
0.4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538

0.5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0.6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0.7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0.8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0.9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1.0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1.1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1.2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1.3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 • 1561 1539 1518
1.4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315

1.5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1.6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1.7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1.8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0894 0681 0669
1.9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2.0 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2 1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2.2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2.3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2.4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180

2.5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2.6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2.7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2.8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2.9 0060 0058 0053 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046

3.0 0044 0033 0024 0017 0012 0009 0006 0004 0003 0002

4.0 0001 0001 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
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T a b e la  В
x x2

Q —  — f  e 2 d x' 1/2- J
— c o

Dziesięciotysięczne

x 0 1 2 8 4 5 6 7 8 9

— 3.0 0014 0010 0007 0005 0003 0002 0001 0001 0001 0001

— 2.9 0019 0018 0018 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014
— 2.8 0026 0025 0024 0023 0023 0022 0021 0021 0020 0019
— 2.7 0035 0034 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0027
—  2.6 0047 0045 0044 0043 0041 0040 0039 0038 0037 0036
— 2.5 0062 0060 0058 0057 0055 0054 0052 0051 0049 0048

—  2.4 0082 0080 0078 0076 0073 0071 0070 0068 0066 0064
— 2.3 0107 0104 0102 0099 ,0097 0094 0091 0089 0087 0084
— 2.2 0139 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110
— 2.1 0179 0174 0170 0166 0162 0158 0154 0150 0146 0143
— 2.0 0228 0222 0217 0212 0207 0202 0197 0192 0186 0183

— 1.9 0287 0281 0274 0268 0262 0256 0250 0244 0239 0233
— 1.8 0359 0351 0344 0336 0329 0321 0314 0307 0301 0294
— 1.7 0446 0436 0427 0418 0409 0401 0392 0384 0375 0367
— 1.6 0548 0537 0526 0516 0505 0495 0485 0475 0465 0455
— 1.5 0668 0655 0643 0630 0618 0606 0594 0582 0571 0559

— 1,4 0808 0793 0778 0764 0749 0735 0721 0708 0694 0681
— 1.3 0968 0951 0934 0918 0901 0885 0869 0853 0838 0823
— 1.2 1151 1131 1112 1093 1075 1056 1038 1020 1003 0985
— 1.1 1357 1335 1314 1292 1271 1251 1230 1210 1190 1170
— 1.0 1587 1562 1539 1515 1492 1469 1446 1423 1401 1379

—  0.9 1841 1814 1788 1762 1736 1711 1685 1660 1635 1611
— 0.8 2119 2090 2061 2033 2005 1977 1949 1922 1894 1867
—  0.7 2420 2389 2358 2327 2296 2266 2236 2206 2177 2148
— 0.6 2743 2709 2676 2643 2611 2578 2546 2514 2483 2451
— 0.5 3085 3050 3015 2981 2946 2912 2877 2843 2810 2776

—  0.4 3446 3409 3372 3336 3300 3264 3228 3192 3156 3121
— 0.3 3821 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557 3520 3483
— 0.2 4207 4168 4129 4090 4052 4013 3974 3936 3897 3859
— 0.1 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
— 0.0 5000 4960 4920 4880 4840 4801 4761 4721 4681 4641
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T a b e la  В (dokończenie) 
x х2_

Q  =  f  e ~  T dx

—  C O

D ziesięeiotysięczne 

л 0 1 2 3  4 5 6 7 8 9

0.0 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0.2 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
0.4 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879

0.5 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
0.7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0.8 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
0.9 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389

1.0 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
1.1 8643 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830
1.2 8849 8869 8888 8907 8925 8944 8962 8980 8997 9015
1.3 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319

1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 • 9545
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1.8 9641 9649 9656 9664 9371 9678 9886 9693 9699 9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9734 9750 9756 9761 9767

2.0 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 Э846 9850 9854 9857
2.2 9861 9864 9868 9871 9874 9878 9881 9884 9887 9890
2.3 9393 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
2.4 9918 9920 9922 9924 9927 9929 9930 9932 9934 9936

2.5 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
2.6 9953 9955 9956 9957 9958 9930 9961 9962 9963 9964
2.7 9965 9966 9967 9968 9968 9970 9971 9972 9973 9974
2.8 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9931
2.9 9981 9982 9982 9983 9984 9894 9985 9985 9986 9986

3.0 9986 9990 9993 9995 9997 9998 9999 9999 9999 9999
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T a b e la  С

9?3(x) = á 3 9? n
d x ó =  — ( х ъ +  Зх )

Dziesięcioty sięczne

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

+0000
+1187
+2315
+3330
+4184

+0120
+1303
+2422
+3423
+4259

+0239
+1419
+2529
+3514
+4332

+0359 
+  1534 
+2634 
+3604 
+441)3

+0478
+1648
+2737
+3693
+4472

+0597
4-1762
42840
+3779
+4539

+0716
+1874
+2941
+3864
+4603

+0834 
+1986 
+3040 
+ 3947 
+4666

+0952
+2097
+3138
-1-4027
+4726

+1070
+2207
-13235
+4106
+4785

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

+4841
+5278
+5486
+5469
+5245

+4895
+5309
+5495
+5456
+5212

+4946
+5338
+5501
+5440
+5177

+4996 
+5365 
4 5504 
+5423 
+5140

+5043 
+5389 
+5506 
+5403 
4 5102

+5088
+5411
+5505
+5381
+5С62

+5131
+5431
+5502
+5358
+5021

+5171
+5448
4-5497
+5332
+4978

+5209
+5463
+5490
+5305
+4933

+5245
+5476
+5481
+5276
+4887

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4

+4839
+4290
+3635
+2918
+2180

+4790
+4228
+3566
+2845
+2106

+4740 
+4166 
+3495 
+2771 
+ 2033

+4688
+4102
+3425
+2697
+1960

+4635
+4038
l+3354
+2623
+1887

+4580 
+3973 
+3282 
+ 2549 
+1815

+4524 
+3907 
+3210 
+ 2475 
+1742

+4467 
+3840 
+3138 
+ 2402 
+1670

+4409
+3772
+3065
+2328
+1599

4-4350
+3704
+2992
+2254
“‘-1528

1.5
1.6
1.7
1.8 
1.9

+1457
+0781
+0176
-0341
-0760

+1387
+0717
+0120
-0387
-0797

+1317
+0634
+0065
-0433
-0832

+1248
+0391
+0011
-0477
-0867

+1179
+0529
-0942
-0521
-0900

+1111
+0468
-0094
-0563
-0933

+1044
+0408
-0146
-0605
-0964

+0977
+0349
-0196
-0645
-0994

+0911
+0290
-0245
-0685
-1024

+0846
+0233
-0294
-0723
-1052

2.0
2.1
2,2
2.3
2.4

-1080
-1301
-1436
-1491
-1483

-1106
-1320
-1435
-1494
-1480

-1132 
-1336 
-145  ¡ 
-1495 
-1475

-1156
-1351
-1463
-1496
-1470

-1180
-1365
-1467
-1496
-1465

-1203
-1330
-1473
-1495
-1459

-1225
-1393
-1478
-1494
-1453

-1245
-1405
-1483
-1492
-1446

-1265
-1416
-1486
-1490
-1439

-1284
-1126
-1490
-1487
-1432

2.5
2.6
2.7
2.8 
2.9

-1424
-1323
-1207
-1073
-0934

-1416
-1317
-1194
-1059
-0923

-1407
-1335
-1181
-1045
-0933

-1399
-1294
-1163
-1031
-0892

-1389
-1232
-1154
-1017
-0879

-1380
-1270
-1141
-1003
-0885

-1370
-1258
-1127
-0989
-0852

-1360
-1245
-1 1 )4
-0976
-0838

-1349 
-1233 
-1100 
-  0962 
-0824

-1339
-1220
-1086
-0948
-0811

3.0 -0798 -0669 -0552 -0449 -0359 -0283 -0219 -0168 -0127 -0095

4.0 -0070 -0051 -0036 -0026 -0018 -0012 -0008 -ООС6 -0004 -0002
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T a b e la  D

Ç 'J a r )  =  ~ d ^ i  == (æ 4 —  6 X  2 +  3) cp0 

D ziesięciotysięczne 

x O  1 2 3 4  5 6  7 8 9

0.0 +11968 + 11965 + 11956  +11941 +1 920 411894  +11861 + 1  ' 8 2 2 + 1 1 7 7 7 + !  1727 
0.1 +11671 + 11609 +11541 + 11468  +11388  +11304 +1 ¡2 :4  +  11 4 8 + 1  H)!7 +10911
0.2 +10799 +10682 + .0 5 6 0  + 1 0 4 3 4 +Ю ЗС2 4 1 0  65 +1CC24 + 9 8 7 8  +  9727 + 9 5 7 2
0.3 + 9 4 1 3  -19250 + 9 0 8 2  + 8 9 ) 0  +  8735 + 8 5 5 6  +  8378 + 8 .8 6  + 7 9 9 6  + 7 8 0 3
0.4 + 7 6 0 7  + 7 4 0 8  + 7 2 0 6  + 7 0 0 1  + 6 7 9 3  + 6 5 8 3  + 6 3 7 1  + 6  Ł6 + 5 9 4 0  + 57 2 1

0.5 + 5501 + 5279 + 5056 + 4831 + 4605 -1- 4378 +  4 50 + 3921 + 3691 + 3461
0.6 + 3231 + 3000 + 2770 + 2539 + 2309 +2078 +  84У + .620 + 1391 + 1164
0.7 + 0937 + 07 2 + 0487 + 0265 4 0043 -- 0  76 -C 894 —06 1 - (825 —1037
0.8 1247 — 1454 — 1660 — 1862 —20 63 --226') - 2455 —2646 - 2835 —3021
0.9 —3203 —3383 —3559 —3731 —3901 --4066 -4 2 2 8 —4387 —4541 - 4692

1.0 - 4 8 3 9 - 4 9 8 3 — 5122 — 52r 7 - 5 3 8 9 - 5 5 1 6 - 5 6 8 9 - 5 7 5 8 -  5873 - 5 9 8 4
1.1 - 6 0 9 1 - 6  93 - 6 2 9 2 -  6386 - 6 4 7 6 — 6561 -  6642 -6 7 2 1 ) -  6791 -  6861
1.2 -  6925 - 6 9 8 6 - 7 0 4 2 -  7093 - 7 1 4 I — 7 '8 5 -  7224 - 7 2 5 9 -  7292 -  7318
1.3 - 7 3 4 1 - 7 9 6 1 - 7 3 7 6 -  7388 - 7395 — 7199 -  7400 -  7886 - 7 8 8 9 -  7378
1.4 - 7 3 6 4 - 7 3 4 7 - 7 3 2 6 - 7 3 0 1 - 7 2 7 4 - 7 2 4 3 -  7209 - 7 1 7 2 - 7 i32 - 7 0 8 8

1.5 -7043 -6 9 9 4 -6 9 4 2 -6 8 8 8 -6 8 3 -6 7 7 2 - 6 7  0 -6 6 4 6  -  6580 -  6511
1.6 -  6441 -6 3 6 8 -6 2 9 3 - 6 2  6 -  6 37 -6 0 5 7 5975 -5891  -5 8 0 6 -6 7 2 0
1.7 -5 6 3 2 -5 5 4 2 -  5452 -  5360 -5 2 6 7 -5 1 7 3 -5 0 7 9  -4 9 8 3  -4886 -  4789
1.8 -4 6 9 2 -  4593 -4 4 9 4 -  4395 -4 2 9 5 - 4  95 -  4095 -Ć S95 -  í 894 -3 7 9 3
1.9 -3 6 9 3 -3 5 9 2 -3 4 9 2 -3 3 9 2 -3 2 6 2 -3 1 9 2 -  3093 -2 9 9 4  -2 8 9 5 -2 7 9 7

2.0 - 2 7 0 0 - 2 6 0 3 - 2 5 0 6 - 2 4 1 1 -  23 6 2222 — 2129 - 2 0 3 6 - 1 9 4 5 -  1854
2.1 - 1 7 6 5 -  1676 -  1588 -  1502 - 4 6 -  1332 -  1249 - 1 1 6 7 -  086 -  )0C6
2.2 - 0 9 2 7 - - 0 8 1 0 - 0 7 7 4 - 0 7 0 0 -  0626 -  0554 - 0 4 8 3 - 0 4 1 4 - 0 3 4 6 - 0 2 7 9
2.3 - 0 2 1 4 -  0150 - 0 0 8 8 - 0 0 2 7 - 0 0 3 3 +  0092 +  0148 +  0204 + 0 2 5 8  + 0 3 1 1
2.4 +  0362 +  0 4 ,2 +  0 ,61 +  0508 +  0554 +  0598 +  0641 + 0 6 8 3  + 0 1 2 3  + 0 7 6 2

2.5 + 0800 +  0836 +  0871 + 0905 + 0937 4 0968 +  0998 + 1027 H- ’054 + 1080
2.6 + 1105 +  1129 +  1152 + 1)73 + 1194 + 1213 +  1231 + 1248 + 1204 j - 1279
2.7 + 1293 +  1306 +  1317 + 1328 1~r 1338 + 1347 +  1855 + 1363 + 1869 + 1375
2.8 + 1379 +  1383 +  1386 + 1387 -F 890 + 1391 4-1891 + 1391 + 1889 + 1388
2.9 + 1385 +  1382 +  1378 + 1374 + 1869 + 1364 4-1358 + 1351 + 1345 + 1337

3 0 + 1330 +  1231 +  1107 + 0969 + 0829 4 0694 +  0570 + 0460 + 0865 + 0284

4.0 + 0218 +  0165 +  0123 + 0090 + 0065 + 0047 +  0033 + С С 23 + 0 0 .6 + C010
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Ust. 32 T a b e la  E(70)
Funkcja S (i ) S t u d e n t a  (Metron Vol. 5 N3 ,  1925) 

Tysięczne
i n = 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0.0 500 500 500 500 500 500 500 500 500 500
1 532 535 537 537 538 538 538 539 539 539
2 563 570 573 574 575 576 576 577 577 577
3 593 604 608 610 612 613 614 614 614 815
4 621 636 642 645 647 648 650 650 651 651

0.5 648 667 674 678 681 683 684 685 686 686
6 672 695 705 710 713 715 716 717 718 719
7 694 722 733 739 742 745 747 748 749 750
8 715 746 759 766 770 773 775 777 778 779
9 733 768 783 790 795 799 801 803 804 805

1.0 750 789 804 813 818 822 825 827 828 830
1 765 807 824 834 839 843 846 848 850 851
2 779 824 842 852 858 862 865 868 870 871
3 791 838 858 86'8 875 879 883 885 887 889
4 803 852 872 883 890 894 898 900 902 904

3.5 813 864 885 896 903 908 911 914 916 918
6 822 875 896 908 915 920 923 926 928 930
7 831 884 906 918 925 930 934 936 938 940
8 839 •893 915 927 934 939 943 945 947 949
9 846 901 923 935 942 947 950 953 955 957

2.0 852 908 930 942 949 954 957 960 962 963
2 864 921 942 954 960 965 968 970 972 974
4 874 931 952 963 969 973 976 978 980 981
6 883 938 960 970 976 980 982 984 986 987
8 891 946 966 976 981 984 987 988 990 991

3.0 898 952 971 980 985' 988 990 992 992 993
2 904 957 975 984 988 991 992 994 995 995
4 909 962 979 986 990 993 994 995 996 997
6 914 965 982 989 992 994 996 996 997 998
8 918 969 984 990 994 996 997 997 998 998

4.0 922 971 986 992 995 996 997 998 998 999
2 926 974 988 993 996 997 998 998 999 999
4 929 976 989 994 996 998 998 999 999 999
6 932 978 990 995 997 998 999 999 999 1000
8 935 980 991 996 998 998 999 999 1000

5.0 937 981 992 996 998 999 999 1000
2 940 9'82 993 997 998 999 999 1000
4 942 984 994 997 998 999 1000
6 944 985 994 998 999 999 1000
8 946 986 995 998 999 999 1000

6.0 947 987 995 998 999 1000
Zadania i m etody sta ty styk i 16



2 4 2

T a b e la  F  (dokończenie)

Funkcja S (i) S t u d e n t a  (Metron Yol. 5 N3. 1925) 
Tysięczne

t 7 1 = 1 2 13 14 15 16 17 18 19 2 0 2 1

0.0 500

»

500 500 500 500 500 500 500 500 500
0.1 539 539 539 539 539 539 539 539 539 540
0.2 577 578 578 578 578 578 578 578 578 579
0.3 615 615 616 616 616 616 616 616 616 618
0.4 652 652 652 652 653 653 653 653 653 655

0.5 686 687 687 688 688 688 688 688 688 691
0.6 720 720 ' 721 721 721 722 722 722 722 726
0.7 751 751 752 752 753 753 753 754 754 758
0.8 780 780 781 782 782 782 783 783 783 788
0 .9 ' 806 807 808 808 809 809 810 810 810 . 816

1.0 831 832 832 833 833 834 834 835 835 841
1.1 853 854 854 855 856 856 857 857 857 864
1.2 872 873 874 875 876 876 877 877 877 885
1.3 890 891 892 893 893 894 894 895 895 903
1.4 9Ö6 907 908 908 909 910 910 911 911 919

1.5 919 920 921 922 923 924 924 924 924 933
1.6 931 932 933 934 935 935 936 936 936 945
1.7 941 943 944 944 945 946 946 947 947 955
1.8 950 952 952 953 954 955 955 956 956 964
1.9 958 959 980 961 962 962 963 963 963 971

2.0 965 967 967 967 968 969 969 970 970 977
2.2 975 976 977 977 978 979 979 979 979 :986
2.4 982 983 984 985 985 986 986 986 986 992
2.6 988 988 989 990 990 990 991 991 991 995
2.8 991 992 992 993 993 994 994 994 994 997

3.0 994 994 995 995 996 996 996 996 996 999
3.2 996 996 996 997 997 997 997 998 998 999
3.4 997 997 998 998 998 998 998 998 998 1000
3.6 998 998 998 999 999 999 999 999 999 1000
3.8 998 999 999 999 999 999 999 999 999 ,1000

4.0 999 999 999 999 999 1000 1000 1000 1000 1000
4.2 999 999 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
4.4 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
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INSTYTUT BADAWCZY LEŚNICTWA
INSTITUT POLONAIS DES RECHERCHES FORESTIERES

P race  z serii D
(P  o d r ę c z n i k i )

Nr 1. Dr Feliks Jezierski — Pozyskiwanie żywicy 
sosnowej z drzew żywych — 1938, str. 146, 
rys. 92 (wyczerpane).

Nr 2, Dr Stanisław Tyszkiewicz — Nasiennictwo 
leśne — (w druku).

Nr 3. Inż. Henryk Orłoś — Grzyby jadalne i tru
jące — (w druku).

Nr 4. Dr Dezydery Szymkiewicz — Zadania i me
tody statystyki.

Nr 5. Dr Tadeusz Gieruszyński — Dendrometria — 
(w druku).
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