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W poniższej pracy podaję niektóre rezultaty poszukiw ać 
nad całkowalnością algebraiczną funkcyj algebraicznych. Są to 
po części rezultaty znane, po części zupełnie now e, które jako 
takie, sądzę, powinny budzić pewien interes. Podwaliny całej 
odnośnej teoryi położył Ab e l :  po nim L i o u v i 11 e, C z e b y s z e w, 
i inni rozpowszechnili ją znakomicie, przyczem pierwszy posłu­
giwał się własną metodą, którą możnaby nazwać „metodą iden­
tyczności“, drugi metodami A b l a .  Po tych genialnych poszu­
kiwaniach zdawaćby się mogło dziwną rzeczą, iż przedmiot 
ten pozornie tak wyczerpująco zbadany, zostaje jeszcze poru­
szonym — wszelako wielka ogólność i różnorodność jego uspra­
wiedliwią zaiste aż nadto może każde podobne przedsięwzięcie. 
Zdobycze czynią się tu na bardzo wdzięcznem polu, a chociaż 
szczególne trudności napotykają się tutaj co krok prawie, to te 
nie odstraszają badacza — rżecz dziwna, umysł ludzki rzuca się 
tam najchętniej, gdzie najwięcej trudności napotyka.

Od dawna ulubionym przedmiotem analizy matematycznej 
była dla mnie ta  gałąź matematyki, która zajmuje się całkowa­
niem ogólnych funkcyj algebraicznych i do nich podobnych 
(L i o u v i l  le). Genialne utwory wspomnianych powyżej geome­
trów zachęciły mię do próbowania sił własnych, jak sądzę, z nie- 
jakiem powodzeniem, co mię tern bardziej skłoniło do dalszego 
zajmowania się tym przedmiotem. Jedną część tych dociekań 
uczyniłem przedmiotem niniejszej rozprawki.
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Niech mi będzie wolno na tem miejscu złożyć swe podzn 
kowanie Wielmożnemu Panu Dr. W a w r z y ń c o w i  Ź m u r c e ,  

•Profesorowi Uniwersytetu we Lwowie, za Jego wzniosłe prelekcy-; 
tamże i osobiste z Nim rozmowy pełne pożytku dla mní. 
dzięki którym pobudzony zostałem do oddania, się głównie 
temu kierunkowi matematyki. Jakiegokolwiek zresztą przyjęcia 
dozna ta  moja p rac a , uwielbienie moje dla Niego pozostanie 
niezachwianem.

Rozprawkę tę dzielę na dwie części: w pierwszej zajmuję 
się własnościami i badaniem całkowalności funkcyj algebraicznych 
w y r a ź n y c h  (rozwikłanych), w drugiej poddaję rozważaniu 
funkcye algebraiczne n i e w y r a ź n e  (zawikłane), wyłącznie któ­
rych to całkowaniem Ab e l  się zajmował. Uwagi godną jest 
rzeczą, iż oba te rodzaje funkcyj algebraicznych dozwalają zu­
pełnie podobnego traktowania (jak to zobaczymy) tak, że dalszy 
ciąg badania jednej z nich jest metodycznie zawartym w drugiej. 
Z tego powodu przy funkcyach algebraicznych pierwszego ro­
dzaju, t. j. wyraźnych, można, opuścić te rozumowania i rozwi­
nięcia, które przy funkcyach algebraicznych drugiego rodzaju 
się powtarzają. Nadarzającego się zastosowania, jakie te roz­
ważania w teoryi równań różniczkowych linijnych (o ogólnym 
całkowitym dodatnym wskaźniku), o współczynnikach wymiernych 
zmiennej niezależnej za sobą pociąga, nie umieszczamy tutaj, 
aby zbyt daleko nie odbiegać od rzeczy.

-----
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I.

Funkcye algebraiczne wyraźne,

1. Ogólnym kształtem funkcyi algebraicznej wyraźnej jest

( 1) ■ ■ ■ ~\~Pa—i
gdzie
(2) r (T =  ÿ.

Taka funkcya algebraiczna zowie się funkcyą //go rzędu (ordre), 
a Vf ogólności mgo stopnia (degré), jeżeli funkcye y?0, p l , 
Pi . .  . jPit—i, są /igo rzędu, (m—l)go stopnia, ą algebraiczną 
(,«—l)go rzędu, a a liczbą całkowitą dodatną i pierwotą. ') 
Znaczenie, pojęć „rzędu“ i „stopnia“ funkcyi algebraicznej uczy­
nimy zrozumiałem, jeżeli powiemy:

Funkcya algebraiczna /¿go rzędu, stopnia zero, jest funkcyą 
' algebraiczną (/¿ — l)go rzędu; funkcya algebraiczna rzędu zero, 
stopnia jakiegokolwiek, jest funkcyą algebraiczną wymierną.3) 
Funkcya algebraiczna pierwszego rzędu zawiera tylko pierwia- 
stniki z funkcyj wymiernych w ilości m‘, a ta  ostatnia liczba 
jest jej stopniem; funkcya algebraiczna drugiego rzędu zawiera 
tylko pierwiastniki z funkcyj algebraicznych pierwszego rzędu 
w ilości m" oznaczającej jej stopień i funkcye algebraiczne 
pierwszego rzędu i t. d .3)

Oczywiście, że ;wszystkie funkcye, z których ogólna 
jest zbudowaną, są funkcyami zmiennej niezależnej x.

O ile mi wiadomo, dotąd nie zajmowano się wcale bada­
niem całek z funkcyj kształtu A a , zakładając je zbudowanemi 
W powyższy sposób ze zmiennej niezależnej x. A jednak teorya 
taka jest nie tylko łatwiejszą od teoryi całek funkcyj algebrai-

J) A b e l  O’Euvres completes t. І. pag. 9; t. II. pag 195.
Ab e l  Journal f. d. reine u. angewandte Math. h. v. Grelle 

t. I. pag. З і nast.
S e r r e t  Cours ď Algèbre Supérieur t. I.

■) Abe l  Д. c. t. I. pag. 8.
3) Ab e l  1. c. t. I. pag. 7; t. II. pag. 195.
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cznycli wyrażony cli niewyraźnie równaniami algebraicznemi o 
współczynnikach wymiernych i całkowitych, lecz oraz dogo­
dniejszą w zastosowaniach tak teoretycznych, gdy chodzi o zna­
lezienie własności całek, jako też i praktycznych, gdy potrzebną 
jest znajomość w y r a ź n a  całki funkcyi algebraicznej.

Załóżmy, że /¿=1, t. j. funkcya A  jest algebraiczną pier­
wszego rzędu. Wówczas funkcye p 0, p2, . . . są także rzędu
pierwszego lecz stopnia o jedność niższego, q funkcya wy­
mierną.

2) Pochodna funkcyi A  będzie

= У о + ( р 'і г+ Р і О + ( 2Л*'3+ 2р 2гг ')+ (У зг 3+ З р 3г :У)Ч- . . . +

+  (p'ff - 1 Î *<T 1~ H <T l)jP'<r— i  r ^ - V )

mnożąc obustronnie przez r  i bacząc na (2), otrzymamy stąd r'

gdzie dla skrócenia położyliśmy:

Podstawiając wartość (3) w rozwinięcie na A \ , otrzymamy 
po uporządkowaniu według potęg r

tak tutaj jak i w następstwie, pochodne funkcyi oznaczać 
będziemy sposobem L a g r a n g e ’a, t. j. kreskując samą funkcyę 
odpowiednią ilość razy.

A ‘

= ('ř |i0+ P 'i ,'+Po/r2+ P '3r 3+  . . . ra Od-

+ r '( p 1+ 2 ^ 2r + 3 ^ ?ř 2+ . . . А -{о~ \)ра_ хг а- 2).

Różniczkując równanie (2) otrzymamy

(3)

(5)
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Dotąd nie dbaliśmy o to, jakiego s t o p n i a  ma być funkcya
A ,. Załóżmy naśamprzód, iż jest ona stopnia pierwszego, to
funkcye p u, Pi, Pi ■■ ■ będą wymiernemi, a ponieważ q, zatem 
i i są funkcyami wymiernemi, przeto współczynniki ostatniego 
rozwinięcia będą także fnukcyami wymiernemi zmiennej nieza­
leżnej x. . Pochodna A \  będzie więc fnnkcyą algebraiczną pier­
wszego rzędu i pierwszego stopnia, a co więcej o tym samym 
pierwiastniku fradykalu) r.

Takie dwie funkcye algebraiczne, które są zbudowane z tego 
samego pierwiastnika r, które przeto posiadają kształty

Ро+ Р іГ+Р2Г2+  . . . -j-Pa—! r 17-1'
îT o + ^ r + ^ r H -  . . . + 7 f ( i _ J r * - 1 ’

gdzie
r (!= q  ,

bez względu na ich rząd i stopień nazwiemy f u n k c y a m i  al- 
g e b r a i c z n e m i  p r z y s t a j ą c e m i  (congru) odpowiedniego rzędu 
i stopnia.

Widzimy tedy, że
Pochodna funkcyi algebraicznej pierwszego rzędu i pier­

wszego stopnia, jest przystającą tego samego rzędu i stopnia.
Stąd wynika bezpośrednio, że
Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej pierwszego rzędu 

i pierwszego stopnia jest przystającą tego samego rzędu i stopnia.
Załóżmy teraz, że. stopień funkcyi A t jest 2. Zatem funkcye 

Po-, Pn Pi • • • są stopnia pierwszego, q zatem i t funkcyami 
wymiernemi. Według poprzedniego twierdzenia, pochodne

P \ i P ‘n P \  ■ ■ ■ 

są algebraicznemi stopnia pierwszego do

P<n Pu Pi ■ ■ ■ 

przystającemi, zatem współczynniki rozwinięcia (5)

P ‘oi (P‘i + M ,  (P‘i+ ^PA) . ■ ■ 

są również algebraicznemi stopnia pierwszego, do funkcyj

Po, Pi, Pi ,



przystającemi. Widoczną jest bowiem rzeczą, że summa kilku 
przystających funkcyj stanowi znowu przystającą funkcyę. A że 
funkcye p '0, р ‘г . . .  są tego samego rzędu i stopnia co 
Poi Pi-, Pí ■ • • przeto oczywiście

Pochodna funkcji algebraicznej pierwszego rzędu, drugiego 
stopnia, jest przystającą tego samego rzędu i stopnia, mającą 
nadto współczynniki ') funkcyami przystającemi do współczyn­
ników danej funkcyi.

Stąd wynika bezpośrednio, że
Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej pierwszego rzędu, 

drugiego stopnia jest przystającą tego samego rzędu i stopnia, 
mającą nadto współczynniki funkcyami przystającemi do współ­
czynników danej funkcyi.

Podobne twierdzenia istnieją . dla funkcyi algebraicznej 
pierwszego rzędu, a jakiegokolwiek stopnia. Oznaczywszy ten 
stopień przez m, udowodnimy to łatwo zapomocą t. z. wyższej 
indukcyi, t. j. przypuszczając jego prawdziwość dla funkcyi 
algebraicznej pierwszego rzędu, stopnia (m—l)go i udowadniając,, 
że następstwem tego założenia jest prawdziwość jego dla funkcyi 
tego samego rzędu, a stopnia o jedność wyższego.

W  istocie zakładając, że funkcje р 0, yj,, p2 . . . vsą alge­
braicznemu pierwszego rzędu stopnia (m -l)g o , q funkcyą wy­
mierną —- funkcja Л, będzie algebraiczną pierwszego rzędu, 
stopnia mgo. Pochodne р ‘0, /У., у>'2 . . . mocą uczynionego zało­
żenia będą funkcyami algebraicznemi (m—l)go stopnia, do 
Poi Pu Pi • ■ ■ przystającemi, zatem i współczynniki rozwinięcia 
(5) będą takiemi funkcyami, a pochodna A \  funkcyą, równego 
co i A, stopnia, do niej przystającą. Twierdzenie powyższe 
będąc tedy ważnem dla stopnia (m —1), jest także ważnem dla 
stopnia m. Ponieważ jest ono ważnem dla m =2, przeto jest 
ważnem i dla m =3, 4 . . . je s t więc ogólnem.

Dla podobnej przyczyny A ‘\  będzie algebraiczną równego 
cod A \  stopnia, do niej przystającą, zatem także równego co 
i Aj stopnia do niej przystającą i t. d., zatem w końcu możemy 
powiedzieć, że

’) Współczynnikami nazywamy dla krótkości funkcye mnożące 
wyraźne pierwiastki, t. j. funkcye p a) yą, p 2 . . . innym ra­
zem у  0, (p \-Y p p )  . . .
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Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej pierwszego rzędu, 
stopnia Migo, jest funkcyą algebraiczną pierwszego rzędu, stopnia 
mg o do pierwszej przystającą.

Nadto współczynniki rozwinięcia pochodnych są funkcyami 
do odpowiednich współczynników danej funkcyi przystającemi.

3. Z kolei zauważmy funkcye algebraiczne drugiego rzędu. 
Niechaj taką funkcyą będzie

(G) A ===i/o+.?i/,+'5'2/,:!+  • • • +,9i/—i /0V  -  l

(7) ,°V=~Y

a funkcye g0, gx, . . . są algebraicznemi drugiego rzędu sto­
pnia (m—l)go, funkcyą y algebraiczną rzędu pierwszego, a v 
liczbą całkowitą, dodatną i pierwotną. Funkcyą A., jest zatem 
stopnia mgo.

Pochodna funkcyi A 2 jak poprzednio tak i teraz będzie 
miała kształt

A '2

1)+ .

+ (д і+ 2д2іо+Зд3,о2+  . ■ ■ l)S h -i

Z równania (7) otrzymamy różniczkowaniem

mnożąc obustronnie przez p i bacząc na (7) otrzymamy na / /

p‘— —  • />=© . p  ' v y .  ‘

gdzie dla skrócenia położyliśmy

(8) 1 . -h ‘ - 0 .v у

Podstawiając powyższą wartość na / /  w rozwinięcie na 
A \  otrzymamy porządkując według potęg pierwiastnika p

(9) Л'*
—  9'o+(9'i 0 ) / ° 0)^ a-y . . . +

+  (^'v—i+ (v  — 1-
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Stopień funkcyi A 2 był dotąd nieoznaczonym, załóżmy 
więc nasamprzód m = l. Funkcye ^0, </,, f/2 . . . będą wówczas 
algebraicznemi rzędu drugiego, stopnia zerowego czyli funk- 
cyami algebraicznemi rzędu pierwszego, a to samo i funkcye 
ff'ni 9'ii 9 \  ■ ■ • mocą poprzednich twierdzeń. Potrzeba jeszcze 
bliżej rozpoznać funkcyę 0 .

Otóż ? jest funkcyą algebraiczną pierwszego rzędu, a we­
dług poprzedzających twierdzeń 7-' jest także funkcyą algebrai­
czną pierwszego rzędu do pierwszej przystającą, a to jakim­
kolwiek byłby ich stopień /. Funkcyą, którą dla skrócenia przez
0  oznaczyliśmy, będzie wyglądać

0 _  Р«+Ріг^гР У +  • • • + P r i r l ^  _  . / ,  ( æ , r )  '  

л-п+я-,г+л-2г 24 -  . . . 4-гг(7_ 1г'7- 1 / 2(ж,г)

gdzie
ra — q

a p,,, Рп Pi . . . “o, я-j . . . są fimkcyami algebraicznemi 
pierwszego rzędu stopnia (d--l), q algebraiczną zerowego rzędu 
czyli funkcyą Avymierna. Oznaczywszy licznik tego wyrażenia 
przez /,(a;,r), mianownik przez / 2(æ,r), jak to uczyniliśmy, mo­
żemy pisać

e== • • ■ А(Ріга °'~1)
Â (xP aìfi(xPa 2)Л(ж,гл-:i) . . . f.i {x.ran- v)

gdzie a jest pierwiastkiem pierwotnym równania

an — 1= 0 .

Mianownik powyższego wyrażenia jest funkcyą wymierną
1 symetryczną pierwiastków równania

r<¡ — 5= 0,

daje się przeto mocą twierdzenia W a r i n g  — L a g r a n g e ’a 1) 
wyrazić wymiernie współczynnikami tego równania i fimkcyami
7t0, я-j, 7t2 . . .  czyli wymiernie zapomocą funkcyj q, я0, ^ , /т2 . . .

’) E. W a r i n g  Meditationes algebraicae Ed. III, Cantabr. 1782. 
S e r r ç t  Cours ď Algèbre supérieure t. I. pag. 372 i nast.
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Ponieważ, zaś funkcye ?r0, гг,, ?r2 . . . są algebraicznemi pier­
wszego rzędu, stopnia (ż—l)go, przeto wspomniany mianownik 
jest również fnnkcyą algebraiczną pierwszego rzędu, stopnia 
(ż- 1). Licznik zaś ostatniego wyrażenia na 0, daje się wia­
domym sposobem rozwinąć według całkowitych dodatnycłi potęg 
pierwiastnika r  i ograniczyć do liczby a członów, t a kż e  ©przed­
stawi się w postaci ilorazu funkcyj algebraicznych pierwszego 
rzędu, stopnia żgo a względnie (ż—l)go. Ponieważ wprzód takie 
funkcye dające na iloraz funkcyę 6  były obie stopnia/go, przeto 
widzimy, iż stopień mianownika daje się zniżyć powyższem 
działaniem o jedność, podczas gdy stopień licznika pozostaje 
niezmiennym. Zważając, że nowy licznik jest przystającym do 
dawnego licznika, łatwo zobaczymy, iż zniżając w ten sposób 
ciągle stopień mianownika do zera, t. j. mianownik stanie się 
funkcyą algebraiczną pierwszego rzędu stopnia zerowego, t. j. 
rzędu zerowego czyli funkcyą wymierną, podczas gdy licznik 
będzie trwale algebraiczną pierwszego rzędu , a tak funkcyą 0 
b ę d z i e  a l g e b r a i c z n ą  p i e r w s z e g o  r z ę d u  c z y l i  a l g e ­
b r a i c z n ą  d r u g i e g o  r z ę d u ,  z e r o w e g o  s t o p n i a  do у 
p r  z y s t  aj ą с ą.

To pamiętając, jak  również to, że funkcye 

i/o, #'), (J \  • ■ •

zatem i współczynniki

(ö^+ shö), (У а-Н & б) • • •

są funkcyami algebraicznemi pierwszego rzędu czyli drugiego 
rzędu, zerowego stopnia, widocznem jest z rozwinięcia (9), że

Pochodna funkcyi algebraicznej drugiego rzędu pierwszego 
stopnia, jest przystającą tego samego rzędu i tego samego 
stopnia.

Wynika stąd bezpośrednio, że
Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej drugiego rzędu 

pierwszego stopnia jest przystającą funkcyą drugiego rzędu 
pierwszego stopnia.

Należy teraz założyć m = 2. Wówczas funkcyą algebraiczna 
rzędu drugiego jest stopnia drugiego, a funkcye g2 . . .
algebraicznemi drugiego rzędu stopnia pierwszego, у jak  wprzód 
funkcyami algebraicznami pierwszego rzędu, Pochodneg ' g \ , g \ . . .
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będą teraz według poprzedniego algebraicznemi rzędu drugiego 
stopnia pierwszego, a ponieważ i w tym razie funkcya в  będzie 
algebraiczną pierwszego rzędu, przeto współczynniki

s'», (У і+ л О ), (У2+ ^ . 0 ) . . .

będą funkcyami algebraiczneini rzędu drugiego, stopnia pier­
wszego, więc A '2 algebraiczną rzędu drugiego stopnia drugiego. 
Zatem :

Pochodna funkcyi algebraicznej rzędu drugiego stopnia 
drugiego jest algebraiczną rzędu drugiego, stopnia drugiego, do 
danej funkcyi przystającą 

Stąd wynika, że
W szelka pochodna funkcyi algebraicznej rzędu drugiego 

stopnia drugiego jest algebraiczną rzędu drugiego, stopnia dru­
giego, do danej funkcyi przystającą.

Za pomocą wyższej indukcyi łatwo stąd wysnuć tw ier­
dzenie :

Pochodna funkcyi algebraicznej rzędu drugiego stopnia 
m go , jest algebraiczną tego samego rzędu i stopnia, do danej 
funkcyi przystającą,

czego koniecznem następstwem będzie twierdzenie : 
Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej rzędu drugiego, 

stopnia mgo, jest funkcya algebraiczną tego samego rzędu i sto­
pnia do danej funkcyi przystającą,

4. Nasuwa się teraz samo przez się . pytanie, czy takie 
samo twierdzenie jest ważnem dla funkcyj algebraicznych /¿go 
rzędu mgo stopnia , czyli dla ogólnych funkcyj algebraicznych. 
Okażemy zaraz, że tak jest w istocie, przyczęm uczynimy użytek 
znowu ze sposobu dowodzenia t. z. wyższą indukcyą.

Załóżmy, że pochodne funkcyj - algebraicznych, (/¿—l)go 
rzędu, jakiegokolwiek stopnia, są algebraicznemi tego samego 
rzędu i stopnia, do pierwszych przy staj ącemi; okażemy, że 
w takim razie ma to miejsce i dla funkcyj algebraicznych /¿go 
rzędu.

Jak powyżej tak i tutaj rozpoczniemy od m = l. Funkcya

(10)
gdzie
(11) ^  =  C
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będzie rzędu/¿go stopnia pierwszego, zatem funkcye ä0, ä,, A, . .  . 
algebraicznemi rzędu, /¿go stopnia zerowego, t. j, algebralcznemi 
rzędu f/¿—l)go, timkcya C również algebraiczną (/¿—l)go "zędu, 
г liczbą całkowitą dodatną i pierwotną.

Pochodna, wyrażenia (10) będzie

A.' ¡i
. . . +A /£_ 1̂ f—1) +

+  (Ä'1+ 2 / í^ + 3 Ä 3 ^ 3+  . . . + ( £ - 1 )/*£ - і ^ - 2Ж ,  

a ponieważ z równania (11) różniczkowaniem otrzymujemy

. skąd wypada
(12)

przeto wstawiając tę w artość. w rozwinięcie na A'a  i porząd­
kując według potęg piefwiastnika otrzymamy

(13) A ‘a
= Ä'o + (Ä'i+ Ä i7)^-)-(Ä'2+ 2Ä2̂ ) + .  . . - j - ^ ' ^ j + í í - l ) ^ - ! ^ ) ^  _1

Szukajmy kształtu fimkcyi, którą dla skrócenia oznaczy­
liśmy przez Г) ,

с
■ .

Funkcya С jest algebraiczną (/¿—l)go rzędu, stopnia n. p. 
żgo, a mocą uczynionego założenia pochodna C" będzie algebrai­
czną tego samego rzędu i stopnia do. pierwszej przystającą, 
tak  że fiiukcya rj będzie wyglądać

\ + l ^ + \ w ' 1Ar  . . . -)_/s_ lWs—i F j(x,w)

Y* /с„+^і№+ ^ 2ад:!+ • • • + * s —l wS—1 Fi{X;W)

gdzie A;0, 7 ,̂ 7c2 . . .  l0, l,, l2 . .  . są funkcyami algebraicznemi 
(¿¿—l)go: rzędu, (2—l)go stopnia, funkcya w określona równa­
niem

ws =  д
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gdzie A  jest algebraiczną (« —l)go rzędu, s liczbą całkowitą 
dodatną i pierwotną.

1\(а>,юуЖ,fa&oj'Fifaü*tb) . . . F.,(íľ, a ®  ! t o )  .

F3(x,w)F3(x,aw)Ft(x,a*w) . . . FJx, as~ìw)

gdzie a jest pierwotnym pierwiastkiem równania

as — 1= 0 .

Niepotrzebujemy zdaje się nawet nadmieniać, że funkcye 
F1 i F2 służą do skróconego pisania powyżej napisanych wielo­
mianów całkowitych co do pierwiastnika w.

Mianownik powyższego wyrażenia jest widocznie funkcyą 
wymierną i symetryczną pierwiastków równania.

u-s -—Д = 0

a jako taki daje się wyrazić wymiernie zapomocą współczyn­
ników tego równania i funkcyj к , /¡ą, l>\ . . . t. j. zapomocą 
funkcyj A , kĄ 7í,, k2 . . . Mianownik będzie przeto funkcyą 
algebraiczną (//—l)go rzędu, (ż—l)go stopnia, licznik zaś dający 
się jak .poprzednio rozwinąć według całkowitych dodatnych potęg 
pierwiastnika w i ograniczyć doMczby s członów, tak  że funkcyą 
-r¡ przedstawi się w postaci ilorazu funkcyj algebraicznych ( / / - l)go 
rzędu, a względnie stopnia Л i (ż—1). Ponieważ wprzód te 
funkcye dające na iloraz funkcyę ÿ były obie stopnia ż, przeto 
widzimy, iż stopień mianownika w wyrażeniu na r¡ daje się 
zniżyć o jedność, podczas gdy stopień licznika pozostaje nie­
zmienionym. Zważając, że nowy licznik jest i teraz przysta­
jącym do dawnego licznika, łatwo zobaczymy, iż zniżając w ten 
sposób ciągle stopień mianownika, dojdziemy do zera, t. j. mia­
nownik stanie się funkcyą algebraiczną (/*—l)go rzędu, stopnia 
zerowego czyli algebraiczną (¡j .—2)go rzędu, podczas gdy licznik 
ówczesny pozostanie funkcyą algebraiczną f/z—l)go rzędu, do 
s przystającą, zawierającą tyleż pierwiastników, co ostatnia funkcyą. 
W y ciągamy stąd dalszy wniosek, iż w wyrażeniu funkcyi r, rząd 
mianownika daje się zniżyć o jedność, przeto o dwie, trzy . . . 
jedności, podczas gdy licznik co do swego rzędu pozostanie nie­
zmienionym, a mianownik wreszcie stanie się funkcyą algebrai­
czną zerowego rzędu czyli funkcyą wymierną. Funkcyą r¡ będzie 
przeto



15

^ = m (1-)-n!lw-}-m.,í(j--|- . . .  w?s _ 1ws 1

gdzie от,,, m,, тг . . . są fankcyami algebraiczuemi (/г—l)go 
rzędu, ( i—l)g'o stopnia, tak że funkcja у będzie algebraiczną 
(,« —l)go rzędu, stopnia /, czyli algebraiczną /¿go rzędu stopnia 
zerowego.

Pochodne
h o, t , ň. 2 , , ,

są według uczynionego powyżej założenia algebraiczuemi (/*—l)go 
rzędu, stopnia równego odpowiednio stopniom funkcyj

K  K  h ‘í • • ■

i do nich odpowiednio przystającemi. Współczynniki rozwi­
nięcia (13)

h\ (A'2-j-2/i2̂ ) . . .

są tedy funkcjami algebraiczuemi (/¡ —l)go rzędu i pewnego 
stopnia czyli funkcjami algebraiczuemi ¡що rzędu, 0-f - l= lg o  
stopnia. Zatem

Pochodna funkcyi algebraicznej ¡rgo rzędu pierwszego sto­
pnia, będzie algebraiczną tego samego rzędu i stopnia, przysta­
jącą do funkcyi danej, jeżeli uczynione powyżej założenie jest 
prawdziwem.

Bezpośrednio stąd wynika, że
Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej /¿go rzędu, pier­

wszego stopnia, będzie algebraiczną tego samego rzędu i stopnia, 
przystającą do funkcyi danej, jeżeli uczynione powyżej założenie 
jest prawdziwem.

Biorąc m— 2 , funkcye A(), h1. h2 . . . będą algebraiczuemi 
¿¿go rzędu, stopnia pierwszego, funkcja rj pozostanie algebraiczną 
(/¿—l)go rzędu, funkcye

/¿'o, h \, h \  . . .

jako pochodne algebraicznych ggo rzędu, stopnia pierwszego, będą 
również algebraiczuemi pgo rzędu, stopnia pierwszego, a to samo 
oczywiście współczynniki

^O) ( ^ 2+ 2^ )  . . .
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rozwinięcia (13). Fimkcya A \u będzie przeto wówczas algebrai­
czną ¡Ago rzędu, stopnia drugiego do Au  przystającą, skąd wy­
nika, że

Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej pgo rzędu, stopnia 
drugiego, jest przystającą algebraiczną- funkcją tego samego 
rzędu i stopnia, jeżeli uczynione powyżej założenie jest pra- 
wdziwem.

Oczywiście, że tak samo możemy założyć m =3, 4 . . . 
wreszcie (m—1), m, a dla ostatniej wartości przez wyższą 
indukcję z bezpośrednio poprzedzającej podobne tw ierdzenie' 
udowodnić.

Pochodna funkcyi algebraicznej ggo rzędu, wigo stopnia 
jest przeto przystającą funkcyą algebraiczną tego samego rzędu 
i stopnia, jeżeli podobne twierdzenie dla funkcyj algebraicznych 
(g—l)go rzędu, stopnia ogólnego m‘ má miejsce. Lecz udowo­
dniliśmy powyżej, że jest ono ważnem dla p.=2 , zatem będzie 
ważnem dla j i= 3 ,  więc i dla ¡j.=4 . . . dla g.—g. jest więc 
ogólnem. Ponieważ jednak fimkcya algebraiczna rzędu ogólnego 
¡j., stopnia ogólnego m jest najogólniejszą funkcyą algebraiczną, 
przeto możemy wypowiedzieć bardzo ogólne i zasadnicze tw ier­
dzenie.

P o c h o d n a  n a j o g ó l n i e j s z e j  f u n k c y i  a l g e b r a i c z n e j  
g.go r z ę d u ,  wigo s t o p n i a ,  j e s t  p r z y s t a j ą c ą  f u n k c ą  a l ­
g e b r a i c z n ą  t e g o  s a m e g o  r z ę d u  i s t o p n i a ,  czego bezpo- 
średniem następstwem je s t, że

W s z e l k a  p o c h o d n a  n a j o g ó l n i e j s z e j  f u n k c y i  a l ­
g e b r a i c z n e j  ggo r z ę d u ,  wigo s t o p n i a  j e s t  p r z y s t a j ą c ą  
f u n k c y ą  a l g e b r a i c z n ą  t e g o  s a m e g o  r z ę d u  i s t o p n i a .

Pomijam dalsze własności ogólnych funkcyj algebraicznych, 
a to aby nie odbiegać zadaleko od przedmiotu — nadmieniam 
tutaj tylko, iż te funkcye posiadają piękne własności analogiczne 
do własności pewnej klasy funkcyj przestępnych, dozwalające 
rozlicznych zastosowali, n. p. w teoryi linijnych równań różnicz­
kowych. Znajdę może jeszcze kiedy sposobność wyprowadzić je 
i okazać jak  łatw ą i jednostajną metodą dają się wynachodzić 
najdonioślejsze twierdzenia w tej gałęzi analizy matematycznej.

Trzymając się atoli zakresu przeznaczonego tej rozprawce 
jej nagłówkiem, przystąpimy do badania całek funkcyj А ц.

5. Żądajmy algebraicznego wyrażenia całki ogólnej funkcyi 
algebraicznej. W takim razie założyć należy.



1?

(14)

oznaczywszy- pierwszym wskaźnikiem rząd, drugim stopień al­
gebraicznej funkcyi A. Pisząc wyraźnie, żądamy aby było

p„. //,. . . .  są funkcyami algebraicznemi ggo rzędu, (m —l)go
stopnia, Pu, P„ P2 . . . funkcyami algebraicznemi p/go- rzędu, 
(to'—-l)go stopnia, i Q algebraicznemi (p.—l)go i (p.'—l)go 
pzędu, o- i s liczbami całkowitemi dodatnemi i pierwotnemi.

Różniczkowanie równania (14') daje z uwagi na poprzednie 
twierdzenia

gdzie Pm , Р,,л ; P t10 . . . są równego rzędu i stopnia co

i zważajmy, że ono ma być identycznem ’j. Twierdzimy nasam- 
przód, że pierwiastniki r  i i? nie różnią się od siebie, t. j. że 
jest ono ze względu na r  i Ii identycznem czyli

W  istocie różniczkując równanie (IG) w przypuszczeniu 
jego nieidentyczności ze względu na pierwiastniki r  i R, (a—2)

(14') f  (Po4-.PiH-.2V3+  • • ■ +P<T-!r<T l)dx :

=  P ü+ P 17 t+ P 2ñ 2+  . . .

gdzie
(15) re = q  E s— Q;

І Po- P„ Po ■ • •
Dla symetryi równanie to napiszemy tak

(16) Ро,о+Рмг+ Р 2,ог -+  ■ • • 4р<г_і,ог(Г 1 = 

Р51о+РііоР+Р2’оР2_Ь. • -“bPg

r = R
skutkiem czego

<7=S,

’) gdyż równania (14) i (14') wyrażają identyczność.
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razy, otrzymamy z uwagi na poprzedzające twierdzenia (<r- 2) 
równań kształtu

lhn+ lhnrJrPvArlJr  ■ • • i, ił'° 1 =

(17)
і5о,2+ ^ і , 2г + р г,2г 2+  . . . 4 -7 V -! , г»-17-1 =

=  • • • +  Ą  1, 2^ S —1

Ро>зЧ~Рі!3?’- Ь Р 2із, '2_}-  • ■ • - h ř t r —l . 3r '7 1 =

— • • • Ч- PS- l . b ^ ~ \  ■ • •

Funkcje J30, p,, b  . . , czyli p 0,0, ^ 1!0, p 2,0 . . . są dane, 
zatem i funkcje p 0,i, jPim 7 2̂-1 • • • J?mi Piľi
Роїзі 1Рііз> • • • są wiadome. Zawierają one według poprze­
dzającego nie większą ilość pierwiastników jak p 0, p г • • • 
Uważając zatem lewe strony ostatniego układu równań za wia­
dome, widzimy, że równania te są linijne ze ■względu na 
Д  R 1. TP . . . a te w powyższym układzie równań (17) za 
niewiadome uchodzić mogą. Otrzymamy je przeto rozwiązując 
ostatni układ równań wraz z równaniem (16) wyrażone wyy- 
m i e r n i e  zapomocą znanych pierwiastników i funkcyj P 0.0, P i)0, 
P  P  P  P  P  P  P  i t d a te-Ł 210 • * • x  Ol i i  х  l l l l  2 l l  • * • 0?2l “Ł І121 212 • • • i  u *5 a  LC

wartości podstawione w rozwinięcie (14') sprawią, żepierwiast- 
nika R  -we funkcyi Ajľ,m ' zupełnie się pozbędziemy, a więc 
liczbę wszystkich pierwiastników zawartych we funkcyi Ли\ m' 
o jedność zmniejszymy (przypuściwszy z góry, że w niej znane pier- 
wiastniki funkcyi J« , m były już zawmrte). Lecz ilość pierwia­
stników z funkcyj algebraicznych rzędu (g—l)go, jakie zawiera 
funkcja Au,  m jest m,  ilość ich [oczywiście z funkcyj algebrai­
cznych rzędu (¡j/ — 1)] jakie funkcja Ди',ж' zawiera, jest m', przeto 
ilość m ‘ według poprzedniego daje się zniżyć o jedność, następnie 
o drugą jedność, więc o dwie jedności, trzy jedności . . . m' 
jedności, a funkcja -4,u', m‘ rzędu p/go stanie się funkcją rzędu 
(g '—l)go. Jednak zakładając wyrażenie (14), mogliśmy z góry 
przypuścić, że rząd p.' funkcyi m‘ został sprowadzonym do 
najmniejszej możliwej liczby, t. j. założyć, że funkcja ta  była 
n i e r e d u k o  w a l n ą  na inną funkcję A u “, m“ niższego rzędu tak, 
że p."<p/, jako też, że rząd funkcyi A u 1, m‘ był większym niż rząd
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danej funkcji Ли, m. W przeciwnym bowiem razie uważając 
w układzie równań (17) pierwiastniki r, ?’2, r 3. . .  za niewiadome, 
wyrazilibyśmy je wymiernie zapomocą funkcyj niższego rzędu 
P F F  F F P  F  P  P(ПИ l î l î  2)1 * • • -Ł 0)2) 1)2) 2)2  • • • 0)3) 1)3) a  2)3 * * *

i t. d. i pierwiastnika В, o którym w takim razie zawsze przy­
puszczać można, iż jest zwartym we funkcjach y?0,0, p ,,0 . . . 
Ро-лі Рі-л ■ • • Pam Phi • • • a iest możliwem. Zakładając 
przeto :

dochodzimy do przekonania, że w takim razie ¡P daje się zniżyć 
o jedność, zatem także o dwie jedności . . . a ponieważ nie 
może być przeto zniżenie to doprowadzi do równania

Według tego, co poprzednio powiedzieliśmy, funkcja Á/ť, 
nie zawiera innych pierwiastników jak tylko te, które we funkcyi 
A/j^h są już zawarte, w przeciwnym bowiem razie, niezawarte 
w ostatniej, sposobem jaki podaliśmy, dałyby sit; wyrazić wy­
miernie we funkcyi pozostałych, a to jest niemożliwem, gdyż 
obie funkcje A ,,,m  , A u ',m ‘ są nieredukowalne. Zatem koniecz­
nie także

rozwijając funkcję A  ¡ľ. m‘ według tego pierw iastnika, według 
którego funkcja A¡i, m jest już rozwiniętą (co od nas zależało) 
i ograniczywszy to rozwinięcie wiadomym sposobem do <r członów, 
otrzymamy rozwinięcie funkcyi A  ¡ť, m‘

A/ť, m<— p ¡n + í V’- b - P . . . -\-Fe_ íra 1 
tak , że •

B = r , s— a,

co było do dowiedzenia.
Mamy zatem bardzo ogólne i godne uwagi twierdzenie:
Jeżeli całka ogólnej funkcyi algebraicznej jest wyrażalną 

algebraicznie, wyrażeniem jej jest funkcją algebraiczna przy­
stająca do danej, równa jej rzędem i stopniem.

Pociąga to za sobą twierdzenie:
Jeżeli wielokrotna całka funkcyi algebraicznej jest wyra­

żalną algebraicznie, wyrażeniem jej będzie funkcja algebraiczna 
przystająca do danej, równa jej rzędem i stopniem.

2
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Twierdzenie to zawiera av sobie w całej ogólności znajome 
twierdzenie Abla — Liouville’a ’) :

Jeżeli całka

gdzie N  jest funkcyą wymierną zmiennej niezależnej ж, jest wy- 
rażalną algebraicznie; wyrażeniem jej będzie

gdzie 20 jest funkcyą wymierną.
PoAA'yższe twierdzenie zaAviera av sobie całą teorję alge­

braicznej całkoАУ alności funkcyj algebraicznych bndoAvanych Avy- 
miernie z pierwiastnikóAV funkcyj Avymiernych. Takie funkcye 
będące, jak łatwo widać, funkcyami algebraicznemi pierwszego 
rzędu, (Avedlug nomenklatury Abl a)  nazywa pan L i o u A7 i 11 e 
algebraicznemi pierwszego rodzaju (fonctions irrationnelles de 
première espèce), a badając ich całkoAA7alność av sposób podobny 
do powyższego, dochodzi do rezultatóAV podobnych, atoli mniej 
ogólnych 2). Pan L io  u v i l  le  zapowiada wprawdzie, iż swoją 
teoryę później uzupełni i do funkcyj „drugiego, trzeciego . . . 
rodzaju,“ zastosuje mówiąc: „...On peut' étendre cette méthode aux 
fonctions irrationnelles de seconde ou de troisième espèce, et en 
général à une fonction algébrique quelconque: c’est ce que je
prouverai dans un autre écrit; mais le théorie doit alors être 
présentée sons un point de vue un peu différent . . . lecz о 
ile mi Aviadomo, takoAva praca ogłoszoną nie została (przynaj­
mniej dla funkcyj rozAvikłanych). Jak już Avspomnialem, z równą 
łatwością i ogólnością daje się Avynaleźć twierdzenie o cał- 
kowalności funkcyj algebraicznych zapomocą funkcyj algebrai- 
icznych i pewnych przestępnych ^(ж), ęL(;e), фл{х) . . . takich, 
jakie umóAAdmy się za zasadnicze uważać. Do AvyproAvadzenia 
jednak odnośnych Avzorów potrzebnem jest bliższe zbadanie

‘) A b e l  O’Euvres completes t. I.
L i o u v i l l e  Journal für die reine u. ang. Math. her. v. 

Grelle t. X. pag 347.
F o l k i e r s k i  Zasady rachunku róžniczkoAvego i calkoAvego 

t. II. pag . 177.
2) Journal de l’Ecole polytechnique t. XIV. cahier 22. pag. 

139 і nast.

m m

V N cIx =  pV/Ai +  stałej
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własności tychże przestępnych, a z tego powodu ohecnie zająć 
się tem nie możemy.

Prawa, jakie w ten sposób powstają, są niezawodnie naj- 
ogólniejszemi, jakie analiza na wyrażalność funkcyj algehrai- 
•cznych przestępnemi rachunku całkowego zdoła dostarczyć. ’)

G. Zatrzymamy się jeszcze chwilę przy tym przedmiocie, 
ali y wyprowadzić kilka, uwagi godnych twierdzeń. Okażemy na- 
samprzód, że ostatnie twierdzenia są odwracalne, t. j. że istnieje 
twierdzenie :

Jeżeli całka funkcyi algebraicznej nie daje się wyrazić 
funkcyą algebraiczną przystającą do danej, równą jej rzędem 
i stopniem •— całka nie jest wyrażalną algebraicznie.

Бо, gdyby była wyrażalną algebraicznie, kształt jej mocą 
poprzedniego twierdzenia byłby do danej funkcyi przystającym, 
równy jej rzędem i stopniem, a to się sprzeciwia założeniu.

7. T w i e r  d z e n i e. Jeżeli całka ogólnej funkcyi algebrai­
cznej jest wyrażalną algebraicznie

f  (Ро+Ріг+ Р '/ '2 +  • • • -1- =

(według twierdzeń poprzedzających); wyrażenie takowe jest tylko 
jedno możliwe.

Gdyby istniało drugie jeszcze wyrażenie , to mocą poprze­
dniego posiadałoby postać

f  (Po_f'Pir_f'P'2r''i+  • • • "bPff— M —

skąd założywszy, co jest koniecznem

Q „§P 0, Q ,S P M ( k S Ą  . . . 

odejmując, otrzymalibyśmy

') Między innemi postawiłem sobie pytanie, czy wszelka iimkcya 
przestępna da się zbudować sposobami raclnmku całkowego, czy też 
nie. Mimo, że nie udało mi się dotąd znaleźć zaspakajającej odpo­
wiedzi na to pytanie, to jednak, jeśli się nie mylę, znajduję się na 
tropie rozwiązania,

2*
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( Ą - а Ж ^ - • • • + ( P 0- r - Q a - i y - 1= o ,

czyli krócej

( 1 8 )  TT.Ą-n.r^-Tt^Ą- . . . + nu 1 r ° — ^ O .

Pisząc to równanie w postaci

( 1 8 ' )  ñ0,<r\-ni,ür-\-n„ür i+  . . . + ^ _ і , о ^ ~ Ж о

i bacząc, że mocą uczynionego założenia ma być ono nieiden- 
tycznem, otrzymamy zeń kolejnem różniczkowaniem równania

І ^ о п - Ж р Ч - ^ ^ Ч -  • • • + ^ - 1, іГ(Т—1= 0  

• • • 4 - ^ - 1 , 2r<T_1:= 0

nieidentyczne również w takiej liczbie, w jakiej tylko nam by 
się podobało.

Funkcye 7г0, Kj, . . . zatem także і я 0,0, тс^о, 7í:2,0 . . • 
TCoii) Янн S n  • • • S m  S n i S n  • • • i t. d. są jak widać lunk- 
cyami algebraicznemi p.go rzędu, (m—l)go stopnia. Z układu 
równań (19) i z równania (18') eliminacyą pozbędziemy się wszy­
stkich potęg pierwiastnika r  z wyjątkiem jednej, a ta wyrażoną 
oczywiście zostanie wymiernie zapomoćą ilości гг. Podstawiając 
te wartości na r, r 3, r 3 . . . w wyrażenie powyższe na Całkę 
szukaną, otrzymalibyśmy po prawej stronie lunkcyę algebraiczną 
¡Ago rzędu, (m—i)go stopnia, a to się sprzeciwia założeniu. 
Równanie (18) jest tedy identycznością, t. j.

гг0= 0 , S —0, S “ 0 . . . гг(Г_ 1= 0
czyli

Р 0= а ,  Р г Ж ,  . • • Ра—l— Qa—1

со było do dowiedzenia.
8 . Teorya powyższa dozwala jeszcze znamienitego upro­

szczenia, które teraz okażemy. Różniczkując identyczność

/  ( Р о 4 Р іН - Ж +  • • • + P a - ir e- 1)dx  

=  P 0-fP ,r-4 -P2r 3- f  . . . -f .p (r_ 1r ff“ 1



otrzymamy równanie

Р о + Р і Ч - Р ^ 2 4 - • - • +  1><т_1?’сг' - 1=

= F o+ ( p 1+ p 10 )r-i-(P '2+ 2P 20 ) ^ + . ; .  +  

+ ( Р . _ 1+ ( ^ - і ) Р а _ і Є ) Р - 1,

które z tego samego powodu musi być identycznością. W prze­
ciwnym bowiem razie, kolejnem różniczkowaniem wydostalibyśmy 
stąd szereg nieidentyćznycli równań linijnycli co do r, r 2. r3. . . 
r®—i, zapomocą których te ilości z wyrażenia na funkcyę alge­
braiczną A  zostałyby zupełnie wyrugowanemi, co jest niemo- 
żliwem. Oczywiście, że tutaj jak poprzednio

сїr° =  q, Q =

Z ostatniej identyczności wypada

P=P„ 
i h = P r - № e  

y>2= P  2-j-2P20 
 i t. d.;

mnożąc którekolwiek z tych równań, n. p, ste przez r» сіх 
i całkując, otrzymamy

f p ,  r s d x  = J l F s  -fáPs 0 ]r« dx 

(s—0, 1, 2, 3 . . .)
a ponieważ

=  P s  rs - f s P s r® = ( P S - f s P s 0)rs ,

przeto

ý ps rs d x~ P s rs

dla s= 0 , 1, 2, 3 . . . 0 —1).

Mamy zatem następujące uwagi godne twierdzenie:
Jeżeli całka ogólnej funkcji algebraicznej 

( p + iV '- fp O H -  •  •  •/<
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gdzìè
r'1 =  q

jest wyrażalną algebraicznie, to k a ż d a  z jej części składowych

f  P<ßx, j p Lrdx , J ]1,Гг(1х . . . f  Ра-1Г*~Аdx

musi być o s o b n o  wyrażalną algebraicznie. Co gdy się usku­
teczni, wyrażeniem każdej z nich będzie

P„, I \r .  РУ- . . . P a_ xr ,a — 1

9. Znajdziemy jeszcze ciekawy kształt warunków całko- 
walności algebraicznej, íunkcyi i warunek, który gdy się
spełnia, całka funkcyi stanowi przestępną.

Oznaczywszy dla krótkości funkcyę Au,m  przez u , t. j. 
kładąc

(20) w—Роїо+Рі)ог Нт?Ь,о,'2Н- ■ ■ • 4 -  JPa-l; Or'a

to różniczkowaniem kolejnem otrzymamy następujący układ 
równań

u

u"
1

,(T—1

Po,2+ P 1,2’’+ P 2,2ł’24 - +^(Г—1, 2r (J-l

(21)

PO,{a -  2)~ЬРі ,(ff—2)r + P 2 ,(ff  -  2)r2+ -  ■ •+ ? (? —1 ) 4 - 2 ) ^  

= Р 0 ,а - 1 + ^ 1 ,  o— l r + P 2 , f f —l r2 + -  • 1

(7—1

„ff-i

gdzie funkcye p 0,0, ^ ,0  . . . p ün, jp!,! . . .  są algebraicznemi 
równego rzędu z w, stopnia o jedność niższego. Układ równań
(21) w ilości (ff—1) jest co do ilości r, r'\ r 3 . . . r<7—i uwa­
żanych za niewiadome linijnym, a te ilości łatwo stąd się dają 
wynaleźć. Oznaczywszy wyznacznik układu równań (21)

(22)

P in i Р а н  Ргп • • • Pa—1,1 

řb is j P im  P m  • • • Pa—1,4

P i,<7—2) P 2,r>—2 i Рг,а— 2 

Pi,a—1 і P'2,a—1 і Рз,а— 1

Pa—l,o— 2 

P a—1,(7-  1

=  V



otrzymamy na wyrażenie jednej z powyższych nie wiadomych wy­
rażenie
(23) rh . V

=  ^ 1 , 7 c( m /  ' j P ï ï ! i ) +  — ■ Í, 0 1 2 ) +  .  .  . +

+  ^ - 2 ,  h(u 1̂7 2>-P O , (7—2) +  ^ - 1 ,  і(и(<7~ Г>~ ї }0, (T—l)

gdzie í^yfc, U¿, к . . .oznaczają oczywiście minory wyznacznika 
V . Te minory są, jak algebra uczy, wymiernemi i całkowitemi 
funkcyami ilości, z których są zbudowane, t. j. wszystkich ilości 
p, a ponieważ te są funkcyami algebraicznemi ggnjxQ du, 
(m —l)go stopnia, przeto i owe minory są takiemiż 
Podobnież wyrażenie Ль'

üo,k— ~~ (Ul,, ifePon+ Щ *sP0łi+  • • • +. ̂  ' J
+  ЇТ((Г-2), kPo, 0- 2+  ^(ff—1), IJPO, ff—l)  V ¿ > . ' д а -

jest funkcyą algebraiczną ggo rzędu, (m—l)go stopnia 
czy wszy tedy takie funkcye przez i/o, ¿, f/i, . . Ua—i,k,
otrzymamy
(24) rfc . V

= ^ o , / , - f ^ , ; X + ^ ; X '+  • • •

wyrażenie, które w dalszym ciągu tych poszukiwań okazuje się 
użytecznem.

Powyższe twierdzenie jest zawsze możliwem i daje wyra­
żenie na г& (&=!, 2, 3 . . . <7—1), jeżeli tylko

(25) V  ^  0.

Aby otrzymać wyrażenie funkcyi гі zapomocą pochodnych
u \ u", u“‘ . . . м(<7~ і), wystarczyłoby wartości z równania (24) 
dla /г=1, 2, 3 . . . (<7—1) wypadające podstawić w równanie (20). 
Można to uczynić także w ten sposób, że do układu równań (21) 
wliczymy jeszcze równanie (20) : otrzymamy w ten sposób a 
równań między (ff—1) niewiadomemi r, r 2, r 3 . . . rff—i współ­
istniejących, co pociąga za sobą, jak wiadomo, jako konieczne 
następstwo, aby wyznacznik całego układu był zerem, t. j.

’) Wykazaliśmy poprzednio, że iloczyn, a nawet iloraz takich 
funkcyj może być przedstawionym w kształcie znowu takiej funkcyi.
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Tam Füoî T im ................ Pfí—1,0
P ou— W', T m ,  T in  . . . . . .  P c r - 1,1

l-’ou ^ 5 Pl)2l P 212................ To- 1,2

Po, 0- - 2—^  2): P l, (7- 2, P 2, (7-2

P0, ff- 1—m(<T_1), Tl, a 1, T% (7-1

P(7—1, (7—2 

P f f - l .  ff—l

Rozwijając ten wyznacznik minorami według pierwszego 
rządka pionowego, otrzymamy wyrażenie kształtu

J W iW  w) +  ^onCPou w j^^iuaCPoia’ M j-!-  • • • "i-
+  ^ 0, 0—l(P o ,(7— 1— = 0 ,

gdzie F0,0, F0J1 . . . są jak widać funkcyami algebraicznemi pgo 
rzędu, ( m —l)go stopnia. To równanie uporządkowane daje

VMii+ V onu '+ r„ ,2u " +  . . . + F 0)ff_ 1̂ - J) = ,F

gdzie

^^P o íO ^O íO + P o u  ^"o u + P o u  ^ 0 ,2 +  ■ • • + P o ,  (7—1^ 0,(7—1

jest funkcyą algebraiczną rzędu i stopnia funkcyj F0,0, F 0,, . . .  ; 
albo opuszczając dla krótkości pierwszy ze znaczków funkcyi F

(26) V0u~¡-V1tt'-\-V2u"-¡-V3u'"-±- . . . +

+  F ff_ 2M( - 2) + F (T_ lM^ - 1) = F

(27) ^=Ро,оТ;Го+Ро,ЛТ+Ро,2^2+ • • • + P 0 ,a - l Fa_l-

Równanie (26) ostoi się jeszcze, jeżeli obie strony jego 
pomnożymy przez 0 . cfe i nieoznaczenie całkować będziemy, t. j.

J 'Ö Т0И(іе-[- J 4G V f U ' d x - ] -  0F,M"(7æ-j-

+  J Q  ^о_2м(!і_2) ^ +  J 0  К  _ 1mF—1)(?ж= у ’©. F t f e

gdzie 0  jest pewną funkcyą samego x ,  której wyznaczenie za­
strzegamy sobie na później.

Połóżmy dla skrócenia

0 .F S= : TFS 0 . 7 =  Ж



i zauważmy ogólny człon ostatniego rozwinięcia. Całkowaniem 
przez części mamy ogólnie

J T u ^ d x =  j  Td(uís~ vy)=Ti¿s- l) —j T u ^ - ^ d x ,

a podług tego wzoru typowego znacliodzimy dla s=a— ] ,  T— Ws

f  W dx

= f  +  /  Ж Ж ' с і х  +  ■ J '  W3u"'dx-\- .  .  .  - j -

+ /  W (, _ 2)ii* ~ 2)dx-lr  Ж а_ 1и(з “  2)- J  W ^ u ^ - V d x  

J  Wuudx  -j- J  W^u'dx J  W 2u“dx  + j  W?u‘“dxĄ-  .  .  .  + 

Ж f  -  W\a_1)]u(°-Vdx+Wa__1i¿°-y.
Zakładając teraz

s= a:—2, ,  T = W ^ _ 2 )~  Ж '(ст—i)
otrzymamy

j  W .dx

- -f  + J  WjU'dx 4 - J  W 2u"dx  +  J  WM‘“dx-\- . . . +

+ J  W{'_b)û~*)dx +
+ [ Ж (а - -  у  [ Ж '^ . ^ - Ж '^ : ) ] « ^ - 3) ^  +

+  ж (а_ 1)^ - 2) =

у '  Tl^nÆc -f- ^  Ikpdífc +  J  W.xu"dx-\- J  W3ñ‘"dx-\- 

+ J  dx-if-

Ж J  [Ж(а_з)— Ж  (а—2)+ Ж " (а_і)]м(<І—3)c?æ +

+  [ Ж ^ - Ж ^ ^ ! ) ] ^ “ 3) +  ж (с_ 1;^ - 2)



Biorąc tu znowu
s— cr— з , T—  TF(s _ 3)— B/V(a_.2) +TB"(a_ 1)

otrzymamjT

fWA
/  W¡u'clx + J  W2u“dx -f-J  W2u‘“(ix-\- . . . + 

+ f  W {q_ b)4(n~b)dx+

-flW\'_.à)-W‘\'_z)+W‘‘\a_^u^)dxJr

= J  W0udx H- j  W.u'dx + J  W,u“dx + J  W3u‘"dx+ . . . + 
+f  W (s-5 )l^ '~ 5)dxJr

+ f  [W(̂ -W \^Ą-W ‘\q_ ^ r ‘\0_^n^)dx +
+ [ ^ _ 3)~ Ж '(з_ 2)+ Ж " (а_ 1)] ^ - 4) +

+ ÍW{a_2y-W\._1)\u^)+W{o__1)u^)
i t. d.

Prowadząc dalej powyższą redukcję, dojdziemy wreszcie 
do równania

(28)

W dx

(a—lii
udx

f

=f\w~ вл',Н-Ж"2—ж " з + . . . + ( - 1)5- 11 v ! J ¡

^ [ Ж - Ж ' з + Ж ' з -  . . .  + ( - i r ‘2 w faI i î >

+ [Ж2_ Ж '3+  . . . + ( - ! ) - З ж^"^]гР 

+ [ Ж 3 - Ж ' 4 +  .  .  .  + ( - і ) а - 4 Ж ^ > "

+  [ W ( c - 2 )  -  ТГ(0_і)]«(і"  3)+ Ж (а_ і }и(а - 2)



Oznaczywszy dla krótkości 

(29) W — W \ + T T '.,-  TF"3+  • • = S ,
("a— 1)

jak również współczynniki pochodnych u(°\ u \  u" . . . uh—Z) 
w rozwinięciu (28) przez —i0, — i,, — r2 . . . — U - 2 , otrzy­
mamy

(28') y  Sudx =  ; f  Wdx-\-t„u-\-tj ' -j- . . . + t( a_ 2)^ a’

godne uwagi wyrażenie całki z funkcyi algebraicznej ggo rzędu 
zapomocą całki niższego o jedność rzędu i pochodnych danej 
funkcyi u.

Podstawiając tu z poprzedniego układu równań wartości 
na u, u \ u" . . . u{  ̂ otrzymamy po uporządkowaniu według 
potęg pierwiastnika r  rezultat kształtu

(28") J Sudx —  J W d x+ Q fí+ Q ir + Q ^ +  . . . + Q ^ ~ \

Jeżeli mamy stąd znaleźć szukaną całkę J u d x , musimy

żądać, aby S  było ilością stałą , t. j. aby

W a W \ + W '~ W ' : ' 3+  . . . + ( - 1)а _ 1Ж (а-1)= ^
а — 1

a ponieważ
Ws =  Q.Vs

przeto

< 3 0 )9 .r „ -  ¿  ( 0 .F ,)+  ¿  (Є .r d -  ¿  (Є .Г 0 + . . . +

Jeżeli to równanie się spełnia, t. j. jeżeli nieoznaczona 
dotąd fankcya 0 , dogadza temu równaniu różniczkowemu, wy­
rażeniem szukanej całki będzie

(28'") k J  u d x =  J  W dx+ Q 0+ Q lr~\-Q.y-+ . . .

gdzie oczywiście w ilościach W, Q„, , Q2 . . . Qv—i ,  za 0
podstawić należy wartość tej funkcyi, jaka po całkowaniu z ró- 
wnania różniczkowego (30) wypada.

Szukajmy kształtu funkcyj Q„. Q,, Q2 . . . Q a-i. Mamy 
nasamprzód według poprzedniego



зо

(31)

— í 0 = w t—TP2-j- w " 3— . . .  + ( — i ) e _ V ( 5 _ 2 )
( a - l )

Ж , -  i r ,  +  . . . + ( - i ) ’- 8 i r j ’ - J j  

- ( , =  ж , +  . . . - K _ i ) " - V < - ‘>
(a-— і ;

- ^ - 3 =
- r c _ 2 =  Ж 0_ 3 .

Summa

¿i)M+í1w/+ í 2m//+  . . . 2)

znajdująca się po prawej stronie równania (28') dla S=--k. przed­
stawi się podług równań poprzednich w postaci

Qo-1rQ ir-\-Q2r ‘i-\~ • • • 

a przez porównanie otrzymuje się stąd

j <2o= í o í5o )o 4 - í i i ?0 ! iH ~ ^ P ,m +  . . . - \ - t a— 2 P O ,  0— 2

(32) j  Q i = t u P n 112“f" • • • -Ни—2iPl, u—2

Równania (31) napiszemy jeszcze wyraźniej tak :

- ‘. = ^ , - ¿ ( ^ + ¿ ( 0 . 7 , ) - . : . +

á (« -2)

(33) +  ( - і Г - 3 т ж - з г ( Є - ^ - і )

e v -  ¿ ( 0 . F 3) + .  - • +
¿ži«-3)

dx(°~3)
—h—  e .F 3+ .  . . +

+  (- 1)O“ 4Ž ^ ( 0 -7 - )

~ * о - 3 =  Є Ж е_ 2+  ¿ ( 0 . П - ! )

~ F _ 2=  0 .F o_ !
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Bacząc na równania (3 ľ )  і (32) widzimy, że fnnkcye Q 
ze względu na 0  i pochodne tej funkcyi są linijnemi, t. j., że 
następujący ogólny kształt ma miejsce

(3 4 ) Qk=(loQJCcl№ Jr(l'$ ,‘Jr • ■ •+ (? (,)—

które równanie daje się zużytkować przy rozważaniu prze­

stępnych mogących powstać całkowaniem J udx.

10. Jeżeli całka J ' udx ma być wyrażalną algebraicznie, to

j  W dx  i wszystkie ilości Q0, Q,, Q.,. ..'m uszą dać się wyrazić 

algebraicznie. W  przeciwnym bowiem razie, wiedząc, iż algebrai­

cznym kształtem całki k J  udx jest według poprzedniego

k J ' u d x= P ll-\-Plr-\-P.1r 2-{-. . 

otrzymalibyśmy odejmując to równanie od (28"')

/  Wdx+(Qo-Po)+(Q1- P i)r+ (Q -P d r>+  • • • +
+  (ö ff- 1- i 3o _ l)^ (<,- 1)= 0

albo krócej

J  WdxĄ-T,<r\-r,xr-\-r^r‘1-{- . . .

To równanie żąda nasamprzód, aby całka J  Wdx była wy­

rażalną algebraicznie ; różniczkowaniem następnie pozbędziemy

szereg równań kształtu

*0+ ^ - 1- ^ +  • • • + *o-_ l*-<'“ 1= 0

skąd oczywiście pierwiastnik r  dałby się wyrazić we funkćyi 
wymiernej reszty pierwiastników, tak, że liczba pierwiastników

całki J “udx zmniejszyłaby się o jedność, co jest niemożliwem. 

Zatem oba wyrażenia na całkę J ' udx nie mogą być różnemi.
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co żąda, aby funkcje <>„, Q,, Qi . . . były algebraieznemi, 
nadto, aby

Q ^ p , , Q i=Pi . . . J  Wdx-\~QU— Pa,

Aby to być mogło, potrzeba (34), aby funkcja O wyzna­
czona równaniem różniczko wem była najwyżej algebraiczną pgo 
rzędu (m—l)go stopnia. Tylko wówczas bowiem pochodne 
0 ', 0 " . . . są tego samego rzędu i stopnia, a więc i funkcje 
Qn, Qi , Q2 . . .  także pgo rzędu (m —l)go stopnia jak być 
powinno.

Twierdzimy teraz, że, jeżeli całka jest algebraicznie wyra- 
żalną, funkcja 0  jest wymierną samej zmiennej niezależnej x.

W istocie załóżmy

0 = ^ o+ л-^-І-тг,7Ž2+  . . . ^

B v = Q

gdzie w,, są funkcjami algebraieznemi pgorzędu (ra—2)go 
stopnia, Q algebraiczną (p —l)go rzędu, у liczbą całkowitą do- 
datną i pierwotną. Wyrażenie to piszemy dla symetryi z po- 
niższemi równaniami tak

(35) 0 —т:0,0+ ^ 1,о'й?+'*2)()-й/!+  . . . 1

skąd kolejnem różniczkowaniem wyprowadzamy

i 0 " = 7:i),1+ 7ri,i-®4"';ľ2-i 1
(36) ч 0 “— 1

i t. d.
Równanie warunkowe (ЗО) po rozwinięciu wskazanych tam 

różniczkowali iloczynu przybierze postać

(30') Го0 + Г 10 '+ У 20 ' '+  • • • + Т а _ і 0 (а- ^ = / с

mnożąc teraz równanie (35) przez 2j,, równania (36) odpowie­
dnio przez T u T2 . . .  i dodając je stronami do siebie, otrzy­
mamy z uwagi na ostatnie równanie
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[^о'!їою +^і7ГОїі+^’:!кО!2+  • • • І^ОДс—l)“ ^]
+  [ ï ’o 7 : l l O + ^ ’l ' i t l ) l + 2 12 7 : l l 2 +  • • • Л-Tc~-ln]
+  [Т'07С2,0+ Т 1'7Гаи+ Г 2ТГ2,3+  • • • + 2 ’о— l ) ]^2 
+  .  ...........................................................................

Eównailie to musi byé identycznem ze względu na pier- 
wiastnik II ; w przeciwnym bowiem razie pisząc je w postaci 
krótszej

Д ,4-Ж ,Л +І1І2ЙМ- . ■ . + м , _ . 1й ї' - 1= о

kolejnem różniczkowaniem otrzymalibyśmy (̂  — 1) równań co do 
R, B 1 . . .  i?''—i linijnych, skąd te ostatnie ilości wymier­
nie we funkcyi ilości M 0, i ) / ,, Ж , . . .  i pochodnych tych ilości 
wynaleźćby się dały: po podstawieniu icli zatem w równanie 
(35) pozbylibyśmy się zupełnie pierwiastnika В . a tak stopień 
funkcyi 0  dałby się zniżyć o jedność, co jest niemożliwem,gdyż 
zawsze kształt 0  przypuszczać należy nieredukowalnym. Po­
wyższe rozwinięcie jest przeto identycznością ze względu na 
pierwiastnik -ß, a to żąda, aby każdy z jego współczynników 
z osobna stawał się zerem, t. j.

(37)

^0TC0)0+^ť7rOU +  ̂ 12'rc052+ ■ • • l^O, С—1==^
о-— 1 = < )

+  • • • + ? V _1 ^2, c—

Jeżeli funkcya 0  na mocy powyżej uczynionego zastrze­
żenia jest algebraiczną najwyżej ggorzędu (m—l)go stopnia; to 
wszystkie funkcye 7r0, я!, w2 . . . są co najwyżej ggo rzędu 
(та—2)go stopnia: pierwsze z równań (37) w porównaniu z (30') 
wykazuje, że ostatniemu równaniu dogadza także funkcya alge­
braiczna ¡j.go rzędu (та—2)go stopnia. Stąd wynika, że równaniu 
(30') dogodzi na 0  wartość algebraiczna (та—2)go stopnia, za­
tem і (та — 3)go stopnia i t. d. zerowego stopnia czyli funkcya 
algebraiczna (¡л—l)go rzędu. Jeżeli przeto równaniu (30') do­
godzi funkcya ggo rzędu, to dogodzi mu także funkcya alge­
braiczna ( ¡ a—l)go rzędu, zatem i (¡a— 2)go rzędu, ( ¡ a -  3)go rzędu 
i t. d. zerowego rzędu, t. j. funkcya wymierna x , co było do 
dowiedzenia,
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Co więcej, funkcje V0, VÌ1 V2 . . . były algebraicznemi 
IJ-go rzędu, (m—l)go stopnia; zatem bacząc na równania (30) 
i (30') funkcje Tin T n T, . . . są również algebraicznemi ij.go 
rzędu, (m—l)go stopnia. Z równań (37) atoli linijnych co do 
ilości T(), T , , Тг . . . wyrazimy je wymiernie zapomocą funkcyj

algebraicznych ggo rzędu, (m—2)go stopnia tak , że funkcje

pnia. Stąd wynika, że stopień ostatnich funkcyj daje się zniżyć
0 jedność, zatem także o dwie jedności, o trzy  jedności . . .
1 t. d. tak, że wreszcie funkcje te staną się algebraicznemi ggo 
rzędu, zerowego stopnia czyli algebraicznemi (p—l)go rzędu. 
W podobny sposób przekonamy s ię , że one mogą być algebrai­
cznemi (p—2)go rzędu, (p—3)go rzędu i t. d.. wreszcie zerowego 
rzędu, t. j. staną się funkcjami wymiernemi zmiennej nie­
zależnej X .

Zważając, że T'F=0.T7', gdzie V  zatem i W  są funkcjami 
algebraicznemi pgo rzędu, (m—l)go stopnia, otrzymamy po tem 
wszystkiem twierdzenie :

Całka funkcji algebraicznej pgo. rzędu, mgo stopnia, jest 
wyrażalną algebraicznie, jeżeli znajdzie się funkcja wymierna 
0  taka, która uczyni zadość linijnemu równeniu różniczkowemu 
(30') rzędu nie wyższego nad (<*—l)y o współczynnikach wy­
miernych zmiennej niezależnej ж, a nadto jeżeli całka z alge­
braicznej pgo rzędu, (m—1) stopnia

jest wyrażalną algebraicznie.
Możemy zatem dalej powiedzieć:
Całka funkcji algebraicznej pgo rzędu, mgo stopnia jest 

wyrażalną algebraicznie, jeżeli istnieją dwie funkcje wymierne 
0 , 0 , ,  takie, które uczynią zadość liuijnym równaniom różnicz­
kowym kształtu (30') rzędu nie wyższego nad (ff—l)y i (<p—-l)y, 
a nadto, jeżeli całka z algebraicznej pgo rzędu, (m --2)go stopnia

jest wyrażalną algebraicznie. Liczba ^  jest oczywiście wykła­
dnikiem pierw iastnika, według którego funkcja ut= W  została 
rozwiniętą.

*0,0, *0,1, *0,2 • • • *1,0 , *1,1, *1,2 • • ■ *2,0, *2,1, *2,2 • • . І t. d.

T(l, У ,, T, . . . będą algebraicznemi pgo rzędu , (m—2)go sto-
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Podobnie znajdziemy, że :
Całka funkcyi algebraicznej ggo rzędu, mgo stopnia, jest 

wyrażalną algebraicznie, jeżeli znajdzie się m funkcyj wymier­
nych 0 , 0 , , 0 2 . . . 0 яг—1 takich, które uczynią zadość ні li- 
Hjnym równaniom różniczkowym rzędów nie wyższych nad 
( f f - l jy , (ff,—l)y, ( ^ - D y  • • ■ 0 ЯІ- і - 1 ) У ,  o współczynni­
kach wymiernych zmiennej niezależnej x  (kształtu 30'), a nadto, 
jeżeli całka z algebraicznej pgo rzędu, zerowego.stopnia czyli 
z algebraicznej (g—l) rzędu, mgo stopnia

с dít'

jest wyrażalną algebraicznie.
Zapomocą takiej indukcyi dochodzimy oczywiście do tw ier­

dzenia :
Całka funkcyi algebraicznej ggo rzędu, mgo stopnia je s t  

wyrażalną algebraicznie, jeżeli znajdzie się (m-j-mi+wb-j- . . .
funkcyj wymiernych takich, które uczynią zadość 

(m-|-m1-)-m2-j-mi{_ 1) linijnym równaniom różniczkowym rzędów 
nie wyższych nad wykładniki pierwiastników danej funkcyi 
o jedność pomniejszone, o współczynnikach wymiernych zmiennej 
niezależnej x, a nadto jeżeli całka z algebraicznej zerowego 
rzędu i zerowego stopnia, t. j. ilości stałej, jest wyrażalną alge­
braicznie (co się zawsze spełnia).

Twierdzenie to nie przynosi wprawdzie bezpośredniej ko­
rzyści w teoryi całkowania ogólnych funkcyj algebraicznych, 
jest jednak teoretycznie uwagi godnem i zarazem w teoryi ró­
wnań różniczkowych Unijnych stopni ogólnych, o Współczynni­
kach wymiernych zmiennej niezależnej, użytecznem, jak to kiedy 
będg miał może sposobność okazać.

11. Powyższe rozwinięcia mają ważność, dopóki równania 
(24) i (26) istnieją. Jak  już powyżej nadmieniliśmy, tracą one 
swą ważność, jeżeli wyznacznik V  staje się identycznie ze­
rem: natenczas kształt (28'), a tern bardziej (28") i (28'") 
uzyskać się nie daje, a całka nie będąc wyrażalną algebraicznie, 
stanowi pewną funkcyę przestępną. Zatem:

Dostatecznym warunkiem (choć niekoniecznym), aby cał­
kowaniem powstała przestępna, jest

V = 0 ,
3
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Dodaliśmy „choć niekoniecznym“, gdyż zdarzyć się może, 
iż wyznacznik V  nie staje się identycznie zerem , dalsze atoli 
warunki algebraicznej całkowalności są niedopełnione, a całka 
równa się funkcyi przestępnej.

Nie zatrzymujemy się dalej przy tej rzeczy, nadmieniamy 
tylko, że sam przedmiot zdolny jest bardzo wiele ciekawych 
rezultatów dostarczyć; a to nader ogólnych i w tej części ana­
lizy doniosłych, jak również, że na zasadzie powyższych rozwi­
nięć, daje się zbudować teorya funkcyj przestępnych, których 
pochodne są algebraicznemi, misternie przez A b l a  rozpoczęta ‘) 
a przez pana L i o u v i 11 e z innego stanowiska uważana. 
W istocie potrzeba tylko założyć, że wyznacznik V  staje się 
zerem, lub że równaniu różniczkowemu (30) albo (30') wymierną 
funkcyą na 0  dogodzić nie można i w tym przypuszczeniu badać

dalej całkę udx. Wyrażenie takiej funkcyi przestępnej, (którą

nazywam „pierwszą przestępną“) daje się uzyskać w postaci 
uwagi godnej, (oczywiście, że nie we formie wyraźnej), w której 
funkeya takowa może być poddaną bliższemu zbadaniu jej wła­
sności (jak dodawanie przestępnych, okresowość i t. p.). Do po­
dobnych rezultatów pod pewnym względem (mianowicie formal­
nym) prostszych, prowadzi jednak uważanie f u n k c y j  a l g e b r a i ­
c z n y c h  w y m i e r n y c h  i tern zaraz się zajmiemy.

Przykładów całkowania szczególnego, do wyłożonej po­
wyżej teoryi, nie podajemy, zostawiając to na inny raz, zwra­
camy tutaj tylko uwagę na kształty, w jakich całki funkcyj 
algebraicznych w razie algebraicznej wyrażalności się pojawiają 
w szczególnych razach. Tak n. p.

gdzie j) i ą są funkcyami wymiernemi, a P  funkcyą algebrai­
czną pierwszego rzędu — jak łatwo z podanej teoryi wydedu- 
kować można. Twierdzenie to i całe mnóstwo podobnych jest 
analogicznem do znajomego twierdzenia A b l a  — L i o u v i l l e ’a 
całek z pierwiastnika funkcyi wymiernej, a jak widać ogól- 
niejszem.

f y J v + V i  d x = P P + V V  +  stałej
П

’) 1. e.
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W szystkie,odpowiednie twierdzenia, wyprowadzone przez 
pana L i  ou v i l l e ,  dadzą się dla całek powyższego kształtu roz- 
ogólnić i na przykładach jeszcze bardziej szczegółowych spraw­
dzić, co w gruncie rzeczy jeszcze węale ogólnych rezultatów 
dostarcza. Pozostawiamy to sobie wszelako na inny raz.

II.

Funkcye algebraiczne niewyraźne.
12. Za przewodem A l b a ,  funkcyą algebraiczną niewy­

raźną albo krótko algebraiczną nazwiemy funkcyę y ze zmienną 
niezależną x  związaną równaniem

(1) a m У™ а т—\Ут ' +  • ■ ■

gdzie oOT, «Wí_ i  . . . a.,, a ,, an są wielomianami wymiernymi 
całkowitymi samej zmiennej x. Taka funkcya, mimo to, że gdy 
»P>4, a współczynniki a0, o ,, a, . . . są ogólnymi, nie daje się 
wyrazić w postaci algebraicznej wyraźnej, jak to okazali 
R u f f i n i  ') — Abe l  2), a wreszcie pan W a n z e l ,  posiada wła­
sności zupełnie analogiczne do własności funkcyj algebraicznych 
we właściwem ich znaczeniu, tak że w badaniu jej całki nie 
różni się wcale od ostatnich.

Różniczkowanie równania (1J daje

(а 'тУт + а , т - і У т ~ 1+  ■ ■ ■ + a \ y 1+ a \ y ) + ( m ° m y M~ i J r  • • • +

4-
skąd

v<__fi(x iy) =  ї\(х \Уі)
Л ( х іУ) Á & iV Ó

gdzie / ,  і / 2 oznaczają dura wielomiany całkowite co do у i x.

‘) R u f f i n i  Theor. gener. d. Equazioni in cui si dimostra 
imposs. la soluz. algebr, delle equaz. gener. di grado super. Bologna 
1798.

R u f f i n i  Della insolubilità d, equazioni algebra'cliè gener. di 
grado sup. al quarto. Verona 1805.

2) A bel loco citato.
3*
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Ilość 2Л jest jednym z pierwiastków у п y2 . . . ym- i , y m ró­
wnania (1) tym w łaśnie, którego całkę badać podejmujemy się. 

Ostatnie wyrażenie możemy pisać tak

? ,  _  Л &іУШ^УіУіІХіУз) • • - Â ^ y  J  
У ~  М х іУхШх іУІЇ№,Уі) - - ■ f ¿ x <ynó

Mianownik tego wyrażenia jest wymierną symetryczną 
funkcyą pierw iastków  równania (1), a jako taki daje się wy­
razić wymiernie współczynnikami równania (1) czyli wymiernie 
samem x  '), (zważywszy, że współczynniki am «„ są
wymiernemi i całkowitemi funkcyami zmiennej x). Podobnie 
iloczyn

/ 2(х ,у ^ ,{ х ,у г) . . . j \{x ,y m)

jest wymierną, symetryczną funkcyą pierwiastków równania 
całkowitego co do у

а"тУШ ym~ l +  • • •

У - У і

(ž/i jest pierwiastkiem równania (1), które zatem przez czyn­
nik pierwiastkowy (y—y,) jest podzieliłem bez reszty) czyli 
równania

(3) атУт '-K®/«—1+ “«íŽ/i) УІП~ " +

+ ( а т—2 + а т - ' У і + а тУі:‘)Ут 3+  • • ■ = °

daje się zatem wyrazić wymiernie zapomocą æ i współczynników 
ostatniego równania, t. j. wymiernie co do x  i y¡, a jak oka­
żemy nawet całkowicie co do «/,.

Załóżmy

(4) y 2(‘ci2/)==ó0+óiž/-l-ó2?/2-j- . . . - \ - b r  y 1

gdzie ó0, ón ó2 . . . br są funkcyami wymiernemi i całkowitemi 
samego x ,  a dla skrócenia r= m —1 oznacza. Kładąc na miejsce 
y po kolei г/j, ул . . . ym, otrzymamy następujący układ (m — 1 ) 
równań :

') patrz ustęp 3ci.
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f l x 1y ò = b 0+ b ìy i Ar b ìy ì 'i - \ -  . . . + Ъ г у /

/ ^ ^ з ^ г І А У з Ч А г / з Ч -  • • • + ь г у {

fJ ^ 'ìU v ì)  >̂о~3Г )̂іУт~і̂ >гУ^рг'\' • ■ • "WV Угт 

co pisać możemy w postaciach iloczynu

/ ^ і У 0 = Ьг (ÿo—0,)(?/2-  B2) . . . (ÿ2- 0 r )
Л іх >Уз)=Ьг ̂ 3“ 0,)(ž/:)-e2) . . . (Уз -ву)

fAxi!/m)—br (Ут. 0j)(*/)». 0з) • • • (Уіи ~ 0/' h

Oznaczając iloczyn / ^ ^ / ¡ ( ж . ї / з )  . . . f ^ y , ^  krótko 
przez J ,  otrzymamy

ó,.(y2-0,)(ya—0 2) . . . (2/2—0 r)
7_  Mž/з—0і)(2/з—0 2) • • • (2/3—0r)

К  (Ут 0 1)ІУні. 0 2) • • • (ž/»ŕ—0»-)
czyli

J —  bm ~ l (2/2—0 ,)(2/3- e i) • • • ( У т - 0,) 
r (ž/2-02)(?/3—0 2) • • • ( У т - 0 2)

(ž/з 0 г )(2/з 0 r )  • • • (ž2«ŕ. 0 r  )

=  г / " - 1 ( - 1 Г - 4 0 - 2 / 2 ) ( 0 - 2/з) . • • Ф - У Л  

( 1)"1 K ®2 У 2^(0 2 ■ • • (®2 Ут)

{~ 1 )т- Ч % -У з)Ф г—УіІ • • • (в г-У т )-

Zhytecznem zdaje się nadmieniać, że 0 ], 0 2 . . .  0 ,- są 
pierwiastkami równania :

f Á x i 2/)= 0-

Rozwijając ostatnie naznaczone iloczyny w rządkach po­
ziomych i używając zwykłych symbolicznych skróceń
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m m
2 У Х = У ь + У * + .  ■ ■ • + У т ,  2 у ) . У и = У і У і +  • ■ • + У т - \ У т  І t. (1.2 2
otrzymamy

m________________o 'm
Q m -ì+ (rì)^  2у) í/u .0 ,m“ 3+. ..J

m m
J _  [O.;’"“1 + ( -  ' r “2f  ž/;. .CVn“ 2 + M ) TO~ 3 f í / ;. í/u.0SW_3+- • •]

m m
[ 0,4 w-1 + ( - l ) » » - 2J 'ÿ i  . 0 r  «» -2+ ( - i ) » « - 3 >’t/Aí / .m . 0 r  . . ]

2 2

Prawa strona tego równania jest wymierną i symetryczną 
funkcją ilości 0 , , 0 2 . . . 0 r będących pierwiastkami ró­
wnania

/ 3(ж,0 )=О

— w iloczynie J  nawet ślad tych ilości zaginie, gdyż cała ich 
funkcja daje się wyrazić wymiernie współczynnikami ostatniego 
równania, t. j. wymiernie ilościami b0, , Ъ2 . . .  br czyli wy­
miernie samem x. Ilości zaś jak

. m
212/ a  = % + 2 / ;i+  • - • +Ут 
2

m
2yx  Уи=УіУі+ ■ ■ -+ 2 /т  І У m 5 ^  i t1 różne)

2

m
ЇУ і y fr= y ,-yÆ +  ■ • • -h/m , У . . .  r  różne),
2

są właśnie współczynnikami równania (3) bez względu na znak 
i podzielonymi przez funkcyę całkowitą am — zatem w iloczynie 
J  współczynniki równania (3) znajdować się będą między sobą 
tylko mnożone a nigdy dzielone. Lecz każdy taki współczynnik 
zawiera wymierną całkowitą funkcję x  i całkowite potęgi z yti 
zważywszy zatem, iż w rozwinięciu na J  żadna z ilości 
0 , ,  0 j • • • 0;,. znajdować się nie będzie — wyrażenie na J  
zawierać będzie x  wymiernie, а /д całkowicie. Podstawiając 
takowe wyrażenie w równanie (2), otrzymamy rezultat kształtu

2/ —dH c,?/, т-с.іУ{ . . . +c,„ \Уіт—1 -\-cmy ,m_)_ , . .

lub zastępując yl wprost przez у
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(5) ÿ '= c„-fc1?y-fc2?/ 4 -  • • • + ст- 1Ут l+ cmymjr - - -

gdzie c0, с,, c2 . . . cm- і -  cm ■ • • si! funkcyami wymiernemi 
swej zmiennej niezależnej x.

13. Różniczkowanie równania (5) daje

2///==(c/o + c,iž/+ c,2?/2+  • • ■ ~{~c'm—iy m~ ljr c‘mymjr  • • •)
+ (c 1+ 2'Yy+ • • • + (m — l)c m -\y m- 2-{-mcm ym—l+  . . , ) ý ,

a podstawiając tutaj za y‘ znalezioną wyżej wartość, po wy­
konaniu mnożenia obu wielomianów i uporządkowaniu według 
potęg y, dostajemy rezultat następującego kształtu

У,1= е0+ЄіУІ-е2г /+  . . . + ет- іУ т~ 1+ етУш+  • • •

gdzie e0, e j , e2 . . .  ет _ г , em są funkcyami wymiernemi 
zmiennej x.

Widocznem jest, że jakąkolwiek pochodną, n. p. r tą  wzię­
libyśmy, otrzymamy

У{г)= 1^+ Р іУ+Р2У2+  ■ ■ ■ + Тт -\У т~ Л+ТтУт+  ■ ■ •

gdzie Pr,, P !, Pi . . . Pm—i j Pm • • • są funkcyami wymiernemi 
samego x. Lecz z równania (1) określającego funkcyę y, można 
y m i wyższe potęgi funkcyi у wyrazić całkowicie niższemi po­
tęgami у i wymiernie zapomocą x  (a to mnożąc równanie (1) 
kolejno przez ?/0, y l, y~ . . . i wyciągając każdym razem war­
tość na ym, ymJrl, ?/и*+2 . . .), co gdy podstawionem zostanie 
w ostatnie równanie, otrzymuje się

( G )  ž / ( r ) = P o + P 1 ž / + - P a ž / 2+  . .  .  + Ą i - l 2/W- 1

rezultat ważny dla każdego r  całkowitego i dodatnego. P 0, 1\ , 
P 2 . . . Р,й_ і  są funkcyami wymiernemi. tamej zmiennej x  
i wskaźnika ■ r.

Zmieniając we wyrażeniu (6) r  na (г-Ц ), t. j. różniczkując 
obie strony tego. równania, otrzymamy

(7) y ^ ^ ^ — Q Æ Q iy+ Q iy*-^  • • • —i ym~

Uwagi godną jest rzeczą, iż. gdy w równaniu (fi) po lewej 
stronie odbywa się różniczkowanie względem ж, prawa strona
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nie zmienia swej postaci, a nawet liczby członów, tylko funkcye 
wymierne zmiennej niezależnej x ,  t. j. Pu. J \ , 74 . . . 
zmieniają się na inne funkcye wymierne Q0, Q ,, Q2 ■ ■ ■ Qm—i. 
Co więcej pisząc dla wyraźności

z których względności przy badaniu całki ydx, będącej funk-

cyą przestępną, daje się zrobić użytek.
Wygląda ta  rzecz tak przeto, jakgdyby funkcya. y była 

ilością s ta łą , a na samych ńmkcyach P 0, P , , P 2 . . . działania 
algebraiczne i różniczkowe wykonane zostały przy przejściu do 
Qai Q\- • ■ . 'Nazywając te działania krótko p r z e m i e n i a ­
n i e m  (variation), powiemy:

W yrażenie (G) różniczkuje się tak, jak gdyby y było ilością 
stałą , przemieniając tylko funkcye wymierne P  na inne wy­
mierne.

W yrażenie (6) całkowane raz (a następnie ilekolwiek razy) 
zachowa także swą postać i ilość członów, zmieni tylko funkcye 
P 0, P j , Pj . . . P„i—i lia inne wymiernego kształtu. To oka­
żemy niebawem z całą ścisłością, wprzód jednak dowiedziemy 
twierdzenia będącego szczególnym przypadkiem wspomnianego,

t. z. twierdzenia A b l a ,  dającego kształt całki ydx w razie,

Jeżeli całka ydx jest wyrażalną algebraicznie, kształ-

gdzie ^oi P î  h  ■ ■ ■ Ъп—\ SÍ1 funkcyami wymiernemi samej 
zmiennej niezależnej x.

Jeżeli całka <p(x,y)=<p ma być funkcyą algebraiczną x  i y, 
to oczywiście czynić musi zadość pewnemu równaniu algebrai­
cznemu stopnia całkowitego g

(8) Р 0= Р 0(ж,г), 1 \= Р ,(х .г), P.,=P2(x,r) .. . . '

funkcye Qo i Q i, Qì ■ ■ ■ będą

(9) 0,¡=Po(íct 4 - 1): Ö ^ P i C ^ - f l ) ,  Q2= P 2(x:r-\-l) . . .

gdy ta  jest wyrażalną algebraicznie.

14. TAvierd*enie A bla.

tern jej będzie

(io) J y d x = q 0- \ r P y + q y +  ■ • • + 2«í- iž /w _ 1= ř ( ^ 2/)
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( 11 )  Tjx— itpp  і - ) -  . . .  - Ą - T ^ Ą - T ^ — Ф(се,у,(р)— Ф— О

gdzie ftmkcye Т,«, T¡t—\ . . . T j , T„ są funkcjami całkowi temi 
co do x  i y.

Różniczkowanie ostatniego równania daje

(1Ф пФ dę>  q
d x ' d < p  ' da;

gdzie pierwsza pochodna cząstkowa odnosi sią tak  do wyra­
źnego ж, jak i do niewyraźnego, t. j. we funkcji у ukrytego; 
a wykonując naznaczone cząstkowe różniczkowania

C ľ y v y - r T u  . . . - \ - T \  < p -\-T \)  - | -

- f  {T y  v^ - y Ą - T y - \ { u - 1) ^ ^ 2-|-' . . .

Ponieważ atoli
dii

f ‘ =  I x = y

przeto porządkując ostatnie rozwinięcie według potęg cp

(12) T  y < p y -\- \T ' у —і+ у Т у іу \(р У —  ̂ +

+  [ Т > _ 2+ ( / а - 1) Т „ - і г / ] ^ - 24 - . . . + [ T o +  T l2/ ] = 0,

które to równanie napiszemy krócej tak

12') TJytpjy—j— U y — l<p,u—i TJy -  2<py Utl=^0

gdzie, jak łatwo spostrzedz, U y , U y  i . . . ř70 są funk­
cjami całkowdtemi co do x  i y.

Mnożąc równanie (11) przez U y ,  równanie (12') przez T y  
i odejmując je stronami po siehie, otrzymamy

{ T y —\ U у — T y  TJy—i)p,“ -i-j-(Tju—2 Ü y —T y  U y -2 )< p y —2-f- 
+  ( T a U  у  T y  U0 ) = 0

równanie o współczynnikach wymiernych co do х  і у stopnia o 
jedność niższego niż (11).

Jeżeli zatem funkcja <p{x,y) dogadza równaniu (11) stopnia 
g o współczynnikach całkowitych co do x  i y, to dogadza także 
takiemu samemu równaniu stopnia (p —l)go, zatem także stopnia 
(p—2)go, («—3)go . . . i t .  d., wreszcie stopnia pierwszego.
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Gdyby wszelako równanie (11) było nieredukowalnem, tedy 
ostatnie równanie musiałoby być ze względu na <p identycz­
nością, t. j. współczynniki jego potęg z osobna stawać musiałyby 
się zerem czyli

Tu-—\TJfx — T u U u— 1= 0, T u —2 U  u — T¡j,TJj.i—2 = 0  .
T 0 V u — T u U0— 0.

Pierwsze z tych równań po wstawieniu wartości na U  u 
i t/u—i daje

Tfi—i T ‘ 11 =  'Tu ( T 'u —i-\-y .T fjy )
czyli

T'U T ‘U—X Tu T , ,  — i  T u  ,

V Ï - f t P ,  + |л 5 > Г і y  - b + i r - i - *
Załóżmy tu 

• Tu 
T j - l2'д = C  to log Tu —logîju—i=logC

różniczkując
Т ц  ї'ц .—i 1 ďC
Tf.1 Т/л— 1 С dx

a podstawiając te wartości w poprzednie rozwinięcie, otrzy­
mamy

1 ~ ~d<p
т - з з + ^ - ^ й

czyli
d :  ,

= y d(P-

Całkując obie strony, otrzymamy
1 -¡u Tu—i KTfi —Tu—i

' ¡ ¿ к . ,
gdzie К  jost stałą całkowania.

Porównując to równanie z równaniem (11) widzimy, że 
ono jest co do <p stopnia pierwszego

F = 1
zatem

T ^ M T - K T , ) ^  

a że równanie (11) daje teraz

T V r H Í - o
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przeto stała całkowania /< = 0, a

czyli <p{x.y) jest funkcyą wymierną x  i y. Uwolniwszy wiado­
mym a często powtarzanym sposobem wyrażenie

ТМ,У)
T,(x,y)

od mianownika i ograniczywszy rozwinięcie do liczby m członów, 
otrzymamy

f  y à x = P ^ P ty -\-P ^ -} -  . . . + Р т- 1Ут-'=<р(х,у)

gdzie /1,, I\ , P2 . . . Pm j są funkcyami wymiernemi samego
x, a to stanowi właśnie powyżej zapowiedziane twierdzenie.

15. T w i e r d z e n i e .  Jeżeli całka ľy ď x  jest wyrażalną

algebraicznie, wyrażenie jej może istnieć tylko jedyne.
Gdyż inaczej według twierdzenia poprzedzającego mieli­

byśmy równanie

J ydx= Q ll-1r Q¡y-\-Q.¡y'1-{- . . . -\-Qm_ \ y m 1

gdzie Qa, Qa , Q, . . , Qm_ i  należałoby założyć funkcyami wy­
miernemi zmiennej X-, różnemi wszelako od funkcyj wymier­
nych p ; ,  p , , p , . .  . p TO_ b  t. j.

Qo§p„, f e P , ,  Q ,^ p 2 . . . Qm^ P m- i .  

Odejmując ostatnie równanie od powyższego wyrażenia na 

całkę f  ydx,. otrzymamy

(Pm—l~ Q m —\)ym 1 m -2  ~  @т,~2)У'П “"T" • • • +
4- ( Pi— Q i l?/-H  ̂  o “  Q0 )—o ?

które wyznaczając у zapomocą równania (m—l)go stopnia jest 
niemożliwem, gdyż przypuściliśmy, że ostatnia funkcya wyzna­
czoną jest równaniem stopnia mgo nieredukowalnem. Równanie 
powyższe jest więc chyba identycznością, co żąda, aby

Q,M-  l^P ,,, -1 , Qm—'P~Pm — 2 • ■ ■ Q\=Pi * Qo=Pu
co dowodzi powyżej wysłowionego twierdzenia.
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IG. Powróciwszy teraz do poprzednio znalezionych war­
tości na pochodne y \  y", y“‘.

Z równania (G) dla r = l ,  2, 3 . . . (та—1), otrzymamy na­
stępujący układ równań (po sprowadzeniu do wspólnego mia­
nownika), aby w miejsce funkcyj wymiernych wprowadzić funk- 
cye całkowite

Ь̂ У‘І= % п + а^ Ш - а^ У 2-\-азпУ'і-\- ■ ■ ■ Ята-1,2ута-1

(13)1 2 + a J;m—2Ž/4_a2,s«í— 22/3+  ’ ' •+ 

Jr am—l,m—'ïym~~1 
bm—í y(,,i—P—а0рм— ii/3-!" ‘ '

+ a m — ,,111—1

gdzie wszystkie ilości oznaczone głoskami a i b są wielomia­
nami całkowitemi samego x  i prócz tego pewnemi funkcyami 
wskaźnika odpowiedniej pochodnej. ')

Uważając wr powyższym układzie równań y, ?/2, y3 . . . 
ym—i za niewiadome, widzimy, iż jest on linijnym co do tych 
ilości, a tak rozwiązanie jego nie przedstawia żadnych trudności. 
Połóżmy wyznacznik

(14)

151 1 211 am— 1,1 

%»—1,2

a1)m—2 i *2,1»—2 
*1,1» —li *2,1»—1

* i» — 1,)»—2

am—l.i» —1

=  A

to otrzymamy

і»—i

*) Zależność pochodnej yb') funkcji algebraicznej od wskaźnika 
r ,  stanowi może najciekawszy epizod poszukiwań, jakie podjąłem. 
Odnośne wzory wyprowadzę innym razem, gdyż sprawa ta  wiąże się

ściśle z badaniem funkcyj przestępnych kształtu J y d x .
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gdzie D, . .  . Ľ m_ i  oznaczają wyznaczniki kształtu

A =

(Р\У‘ aon) aiJi ■
(à2y " - a ,n2) a2,2 .

am—1,1 
am—1,2

Ф т —2 у ( т ^  а 0,т—2)і a 2,m— 2 • • •  а т —ї,т —2 

0і m—1 г}т~ ^  а 0,да -  і) )  й 2,»г—1 “ m—1,«г—1

podobnie Z>2 . . . Dm—\. Wyznacznik L x możemy rozwinąć 
minorami według pierwszego rządka pionowego, a tak uzyskamy

A=(^iž//—aoii)Ai+(̂ 22///'_CÍ'>;!2)A2+ • ■ • +
~\~Q*m—  ̂ а 2 , « г — l ) A w í _ i

gdzie oczywiście

(15) A l —

«2,2 a m —\,2 «2,1 a m —1,2

1 A 2 —

a 2,m—1 • • a »ł—l,»t—1 а 2,м -1 • ■ a m — \,m  — 1

i t. d.
Oznaczywszy ogólnie

(16) \ . A r = q r

a dla skrócenia

(17) — ( « ü î i A i - b a unA 3+  . ■ ■ і А » г_ і ) = 0

otrzymamy

^ i= Q Jr q ď + q ,y ,'+  ■ ■ ■ -±Ут-2У(т "у' + & - 1г/(т_1)- 

Według powyższego otrzymamy stąd

(18) A .r = A f < z y + < b y 4 - .  • •+5'№í-2Ž/("l~ 2)+ 2 'w-i? /(,” _1)

zapomocą którego równania funkcya у  wyrazić się daje w cha­
rakterystycznej postaci wielomianu budowanego linijnie z jej 
własnych pochodnych i funkcyj wymiernych zmiennej ж, a to 
zawsze jeżeli tylko wyznacznik

A S O .
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Gdy wypadek ten się nie spełnia, t. j. gdy A = n, znaczy 
to, że równań (13) jest za wiele, aniżeli w istocie do wyzna­
czenia niewiadomych у, уг . . . ym^-l jest potrzebnem, czyli że 
pomiędzy równaniami (13) znajduje się przynajmniej jedno, n. p. 
ostatnie, które w poprzedzających (m—2) równaniach jest już 
zawartem. Machaj takiemi dwoma równaniami z pomiędzy układu 
(13) będą rte  i ste

i ry(r)=O o,r+«l,r’/ + « 2,r2/ Q+  • ■

òs xp) =  ]Sy+ a2)Sy2+  . . . + я м_ і Д )И~ 1.

Zakładając je identycznemi należy przypuścić, że różnią 
się one tylko czynnikiem wymiernym i całkowitym samej zmien­
nej niezależnej x. Mnożąc pierwsze z nich przez taki czynnnik 
l r drugie przez podobny h  i odejmując je od siebie, otrzymać 
musimy identyczność

[?r br t / M -  4  bs T/(s)J = =  (Л* a u,r ?S cilt.s ) +

(żr a , , r  — żj flj.s  )y-j-(żr й 2, г —Л« a2 s )т/2 d -  • • •

co żąda, aby poszczególne człony z osobna stawały się zerami 
czyli

?-r br  т/M—żs bs y(s)=0, 

ż rn 0,r — żs a0,s ■—-O, A  otj.r ■—żs ctj.s = 0 , i .r o 2.r żs a 2,s = 0 . . .

i t. d.

Z ostatnich równań otrzymamy

żs  a 0w  »i,»-._ «2̂  _

żr a0,s i*i,s CGiS

a podstawiając którąkolwiek z tych wartości, n. p. pierwszą 
w pierwsze z powyżej napisanych warunkowych równań, otrzy­
malibyśmy

(19) т/M =  ^  y(r)

gdzie P  i Q oznaczają wielomiany całkowite zinienuiej nieza­
leżnej x , równanie, które w powyższem przypuszczeniu wyzna­
czałoby funkcyę y. Ponieważ zawsze założyć można r > s ,  przeto
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ostatnie równanie różniczkowe sprowadza się do równania róż­
niczkowego (r--s)go rzędu.1)

17. Zakładając, że wspomniany wyznacznik nie staje się 
identycznie zerem, zauważymy całkę

J '  S y d x

gdzie <S oznacza funkcyę wymierną samego x .  W tym celu po­
mnożymy równanie (18) przez nieoznaczoną funkcyę Ö i ozna­
czymy dla krótkości 
( 2 0 )  e . q r = t r

to otrzymamy biorąc obustronnie całkę nieoznaczoną po pomno­
żeniu przez d x

J " < d . A y d x =  J ' s . Q d x  +  ^ t í y ‘ d x  -f- J t 2y “ d x - \ -  . . . +

+ J ^т -2У(т~ ^ ^ х  - f  J t m 1 l / m- 1)dx.

Całkowanie przez części daje ogólnie

J '  t r  y { r ) d x  =  U  у (»'—i) -- f  ť r y ( r — V d x  

podobnie dalej

—J ' ~  ~  2) + J ť ‘r y ( ; r ~ 2 ) d x

J  t“r y(z—2)dx=  —i'V ?/(''-3) — J '  ť “ry(r—3)dx 

( - l ) r - 2  J  t { ‘ ~ r > y " d x =  ( _ l ) r - 2^ ‘_2)ž/'+ ( _ l ) r - i y '  l {̂ r > y ' d x

( _ 1 ) , - 1  J /; ^ y ‘¿ x = ( K— !)(''—•Ч/* l)y Ą - { — l ) r  j  y d x

*) Szczególnym przypadkiem powyższego jest badany przez 
A b l a  i L i o u v i l l e ’a przypadek, gdy współczynniki równania (1) 
stają się z wyjątkiem dwóch zerami, t. j. a JM_ 1= 0 ,  ffWi_ 2==0 ...

m
a 2*=0, a ,= 0 , a wówczas y = \ / N ,  gdzie iVoznacza funkcyę wymierną 
zmiennej niezależnej x .  Jest wtedy y{r)— N r%y  gdzie N r  oznacza 
funkcyę wymierną.
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a dodając wszystkie te równania stronami do siebie po opu­
szczeniu obustronnem równy cli wyrazów, otrzymamy

J l r  y ( r ) d x  =  |>]

=  ( t r y { r - ï ) — l/r y { r - 2 ) ^ - t " r y ( r - ^ ‘ó)

-j— (— l)r  U' (? )ydx,

gdzie symbolem [r] oznaczyliśmy dla skrócenia całkę j  tr y(r)dx. 

Będzie przeto

/ г  да—1
0 Аус?ж= j Q .Q c t x + I [ r ]

/
(ni—2)

0.(M u-|—(A—ť 2+ í " 3— • • • +  ( l)"î—

(ill —ä)
. . . +  )y‘

( m — i )
+ ( ŕ 3- ť 4+  . . . + (- іу п і-Н т_ г )y“

+ .....................................................................
+ ( í №i - 2- í ,„í-l)Ž/('rt~ 3)+ í« _ lž /(”1 2)

/
 (m—1)
( _ í '1 + ť ' - Г ' з  +  . . . 4 -  ( У >П~  пі.—! ^  

Oznaczając dla skrócenia

4-і",-. . . - H - i r - ' f c ? - * *  t,-t',4'", -  • • ■ +

4 ( - і г -"<!;;г г = - в ..

t ni—2" t m—1 —3 ■ 4 í—1 -^m—2
(m— 1)

■ g - í A + r t , -  . . = G
napiszemy

J  e .A y d x  =

+  Bm~2 У{т- 2)

czyli jeszcze
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J ( 0 A  JrG)yr]x =  JQ .Q dx-\-B liy+ B 1y/+ B 2yí‘ +  . . . 4 -

+  В т-2 У (т- 2).

АЪу lewą stronę tego równania przywieźć do żądanej 
postaci

J  Sydx

musimy założyć
(22) 0 A - f ö = £

równanie, które dotąd nieoznaczoną funkcyę 0  wyznaczyć po­
winno. Z uwagi na (20) i ostatnie z równań (21), możemy pisać 
równanie (22) tak

Л  , />  Л З

<22') ж ( Є ї . ) - * ї ( Є ї . ) - ї ї ( в . ї , ) + . . . +

dxm- 1

t. j. w postaci równania różniczkowego co do 0  nie wyższego 
rzędu jak (m—1).

Jeżeli ostatniemu równaniu dogodzonem zostanie n. p. całką 

cząstkową na 0 , całka J  Sydx  posiadać będzie kształt

(23) J  Sydx—J  Q .Q dx-^-B^-^B^y'-^-B ^"-^-. . . -\-Bm_.

gdzie 5 0, Д ,  5 , . . . B m_ l są funkcyami wymiernemi zmien­
nej ж, całkowitemi i linijnemi funkcyi 0  i jej pochodnych. Po­
dług równań (21) mamy bowiem

B . = e í l - ¿ ( 0 í , ) + é ( e ?, ) - . , + ( - i r - ^ ( 0 3, _ 1)

B , = e í , - | ( e S, ) + ¿ ( 0 í . ) - . . . + ( - i r - s^ ( e í _ I) 
,-(21') ax

d m~ 2)

Вт -  3 Q(Jm—2 (0 ї» і—l)

B ,n— —1
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które równania po rozwinięciu naznaczonych różniczkowali dają 
się sprowadzić do kształtu

4 = # о , ов + ^ і , оЄ Ч - ^ , о0 'Ч -  • • ■ + ^ г- 2,о0 (те- 2)
. . . + z , w_ 3;1e(™ -3)

5 2= i f o;20 + í r m 0 '+ Í C ,20 " +  . . . +ÄTw_,J)20 ('”- 4)(2ľ

■®»г—3 ^О.т—30 ./¡і—З®
■®»г—2~-^0,т—20

gdzie wszystkie funkcye oznaczone głoskami К  są wielomia­
nami całkowitymi samej zmiennej niezależnej x.

Zakładając, że odpowiednią wartością na funkcyę 0, ró­
wnanie różniczkowe (22 ') dopełnionem zostało, podstawmy 
Av równanie (23) wartości na pochodne y \  y", y“‘ . . .  z równań 
(13), a otrzymamy po uporządkowaniu według potęg funkcyi у

ÿ n~ \(23') J Sydx —J  0 .<2^ж-|-Ро-1-Р]у-|-Р2у2~{- . . . -¡-PHÎ—j

gdzie jak  widać P„, P , , P 2 . . .  są funkcyami wymiernemi 
zmiennej ж, całkowitemi i linijnemi funkcyi 0  i jej pochodnych. 
Mianowicie otrzymujemy nasamprzód

. . .U1 2 Ud

(24)

P ^ + P ^ - f  P 2^ +  P 3^ +  . . .

p 2=  р , ^ +  p a ^ +  ą ^ +  . . .
°2

Рз= . . .

a bacząc na równanie (21")

Po=PO,O0 + P i,o 0 '+ P 2,o0"+-"+Pm -3,O 0(W~ 3) 
Р1=Ро,10 + Р 1,10 '+ Р 2,10"+...+Рж_ 3)10(да- 3)+ Р т- 2;10 М  
P2=Po,50+ L j,20 '+ P 2,20"+...+Pw_3)20 ^ - 3) 
Рз=Ро,з0+Р1,з0'+Р2,з0"+...+Р,и_3)30(— 3)

(24')
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gdzie fimkcye oznaczone głoskami L  z rozmaitemi wskaźnikami 
są wymiernemi samej zmiennej x. Współczynniki P 0, 1 \ . P2 . .  . 
wypisaliśmy tutaj, gdyż znajomość kształtu ich budowy jest

konieczną, zwłaszcza gdy całkaJ ydx nie jest wyrażalną alge­

braicznie, co ma miejsce zawsze wtedy, gdy równaniu różnicz­
kowemu (22 '), algebraiczną wartością na 0  dogodzić nie można.

Ostatnie wspomniane równanie po rozwinięciu naznaczonych 
pochodnych iloczynu można pisać tak

22“) N f i + N ^ + N f i ' ^  . . . +  WOT_ 10 (,ÎÎ- 1W S

gdzie N 0, iVj, N 2 . . . N m_ ,  są wielomianami całkowitemi 
samej zmiennej niezależnej x.

18. Jeżeli weźmiemy £ = 1 , a nadto postawimy żądanie,

aby całka J ydx była wyrażalną algebraicznie, 0  musi być

funkcyą algebraiczną zważając, że ta funkcya wchodzi w budowę 
współczynników P 0., P ,, P 2. . .  [patrz równania (24)], co więcej, 
funkcyą wymierną zmiennej æ, jak tego żąda natenczas tw ier­
dzenie Abla .  Nadto całka funkcyi wymiernej 0 .  Q musi być 
również algebraiczną, t. j. w tym razie funkcyą wymierną x , 
a rozwinięcie (23') staje się wówczas po prostu twierdzeniem 
A b l a .  Źe 0  musi być av takim razie funkcyą wymierną, wy­
nika bezpośrednio z równań (24') eliminując ilości 0 ',  0 “ . . . 
i zakładając, jak tego twierdzenie Abla żąda, fimkcye P„, P , , 
P 2 . . . funkcyami wymiernemi ж, jak  również z równania

J 0 . (pfe—funkcyi wymiernej x

dającego warunek dodatkowy, które różniczkowane daje w istocie

0 =funkcyi wymiernej x.

Możemy przeto powiedzieć :
Jeżeli równaniu różniczkowemu (22') lub (22“) dogodzić 

można w artości, M  0  wyaue™ ,. c a f t a / , * ,  jes t w y r a « » ,  

algebraicznie.
Twierdzenie to , jak łatwo spostrzedz, jest odwracalnem 

czyli istnieje twierdzenie.
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Całka J  ydx jest wyrażalną algebraicznie lub nie według

tego, czy równaniu różniczkowemu (22") można dogodzić war­
tością na 0  wymierną czy nie. Bo jeżeli ostatniemu równaniu 
można dogodzić wymierną wartością na 0 , istnieje kształt

ydx— Q ^Q ^y-^-Q ^f-^- . . . у

wyrażający całkę algebraicznie. Przypuściwszy, że całka jest wy­
rażalną algebraicznie, a równaniu różniczkowemu (22") war­
tością na 0  wymierną dogodzić nie można, wypadałoby z jednej 
strony, według twierdzenia A b l a ,  że ostatni kształt całki 
(gdzie Qm Qi . . . są funkcyami wymiernemi x) jest możliwym, 
a tak, aby usunąć tę sprzeczność, należy przypuścić istnienie 
wyżej wypowiedzianego twierdzenia.

19. Okażemy jeszcze jedno twierdzenie bardzo . in  ř a k t e i  
styczne odnoszące się do cząstkowych całek r ó w n a n i a  różnicz­
kowego (22"). Zakładając jego całki

0 1 , 02  • ■ • 0 „-

przypuśćmy, że jedna z nich, n. p. 0 , j e s t  fankcyą wymierną 
zmiennej x. Funkcye P 0, P , , P , . . . [patrz (24')], są więc funk­
cyami wymiernemi. Podstawiając w równaniach (24') za 0  
[będącą ogólną całką równania (22")], całkę cząstkową 0 2 otrzy­
mamy po wykonaniu eliminacyi pochodnych 0 '2, 0 " 2 . . .  na 
funkcyę wymierną x. Zatem:

Jeżeli równanie różniczkowe (22") posiada jedną cząstkową 
całkę wymierną, to jego całka ogólna jest także funkcyą wy­
mierną ж, gdyż według teoryi równań różniczkowych linijnych 
ogólną całką jest wyrażenie

0 = c i0 1+ c202-b  • • • "HW—1 0 да—i

gdzie c , , c2 . . . cm_ i  oznaczają stałe dowolne.
Podobnie, jeżeli równanie różniczkowe posiada jedną całkę 

cząstkową przestępną, to posiada wszystkie całki cząstkowe, 
zatem i całkę ogólną przestępną. Gdyby bowiem znalazła się 
jedna całka cząstkowa algebraiczna, to ta  według poprzedzają­
cego musiałaby być wym ierną, jeżeli całka ma być wyrażalną 
algebraicznie, zatem wszystkie inne całki cząstkowe musiałyby 
być wymiernemi, co się sprzeciwia założeniu.
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Na tem poprzestajemy,, czyniąc tylko uwagę, że w po­
przednio wyprowadzonych wzorach (23'), (24') i (22^  mieści się 
cała teorya całkowania funkcyj algebraicznych wyrażalnych, 
a to nie tylko algebraicznie, ale i funkcyami przestępnem i, 
które AV skutek całkowania równania różniczkowego (22“) wejść

mogą w wyrażenie całki ydx lub ogólniejszej od niej (23‘).

Całka badana będzie posiadała w każdym razie kształt analo­
giczny do tego, jaki daje twierdzenie A b l a ,  z tą  różnicą 
tylko, że współczynniki P 0, P j, P 2 . . . będące u A b l a  funk­
cyami wymiernemi zmiennej æ, są tylko innemi funkcyami za- 
leżnemi od natury funkcyi, którą powyżej oznaczyliśmy głoską 
0. Według tego, jaką funkcją ta ostatnia się staje, otrzymujemy

wyrażenia na ydx  wyrażalną odpowiednemi przestępnemi

w kształcie Avszelako zawsze tym samym, jaki powyżej podaliśmy, 
który, jak mi się wydaje, bardzo jest dogodnym do badania 
wyrażalności tej całki funkayami, jakie umówimy się za za­
sadnicze uważać.
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