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LUDWIK BIRKENMAIJER.

(Fragment wyjety z rozprawy ,0O ogoélnych metodach catkowania* napisanej
w celu uzyskania stopnia doktora filozofii).

W ponizszej pracy podaj¢ niektore rezultaty poszukiwaé
nad catkowalnoscig algebraiczng funkcyj algebraicznych. Sa to
po czesci rezultaty znane, po czgéci zupetnie nowe, ktore jako
takie, sadz¢, powinny budzi¢ pewien interes. Podwaliny calej
odnos$nej teoryi potozyt Abel: ponim Liouville, Czebyszew,
i inni rozpowszechnili ja znakomicie, przyczem pierwszy postu-
giwal si¢ wlasng metoda, ktora moznaby nazwaé ,metoda iden-
tycznos$ci®, drugi metodami Abla. Po tych genialnych poszu-
kiwaniach zdawacby si¢ moglto dziwna rzecza, iz przedmiot
ten pozornie tak wyczerpujaco zbadany, zostaje jeszcze poru-
szonym — wszelako wielka 0g6lnos¢ i réznorodnos$é jego uspra-
wiedliwig zaiste az nadto moze kazde podobne przedsi¢wzigcie.
Zdobycze czynig si¢ tu na bardzo wdzigcznem polu, a chociaz
szczegbOlne trudnosci napotykaja si¢ tutaj co krok prawie, to te
nie odstraszajg badacza — rzecz dziwna, umyst ludzki rzuca si¢
tam najche¢tniej, gdzie najwigcej trudnos$ci napotyka.

Od dawna ulubionym przedmiotem analizy matematycznej
byta dla mnie ta galaz matematyki, ktoéra zajmuje si¢ catkowa-
niem ogolnych funkcyj algebraicznych i1 do nich podobnych
(Liouvil le). Genialne utwory wspomnianych powyzej geome-
trow zachegcily mi¢ do probowania sit wiasnych, jak sadze¢, z nie-
jakiem powodzeniem, co mi¢ tern bardziej sktonitlo do dalszego
zajmowania si¢ tym przedmiotem. Jedna cze$¢ tych dociekan
uczynilem przedmiotem niniejszej rozprawki.



Niech mi bgdzie wolno na tem miejscu ztozy¢ swe podzn
kowanie Wielmoznemu Panu Dr. Wawrzyncowi Zmurce,
*Profesorowi Uniwersytetu we Lwowie, za Jego wznioste prelekcy-;
tamze 1 osobiste z Nim rozmowy pelne pozytku dla mni.
dzigki ktorym pobudzony =zostalem do oddania, si¢ glownie
temu kierunkowi matematyki. Jakiegokolwiek zreszta przyjecia
dozna ta moja praca, uwiclbienic moje dla Niego pozostanie
niezachwianem.

Rozprawke t¢ dzielg na dwie czgsci: w pierwszej zajmuj¢
si¢ wlasno$ciami i badaniem calkowalnos$ci funkcyj algebraicznych
wyraznych (rozwiktanych), w drugiej poddaj¢ rozwazaniu
funkcye algebraiczne niewyrazne (zawiklane), wylacznie kto-
rych to catkowaniem Abel si¢ zajmowal. Uwagi godng jest
rzecza, iz oba te rodzaje funkcyj algebraicznych dozwalaja zu-
peitnie podobnego traktowania (jak to zobaczymy) tak, ze dalszy
cigg badania jednej z nich jest metodycznie zawartym w drugiej.
Z tego powodu przy funkcyach algebraicznych pierwszego ro-
dzaju, t. j. wyraznych, mozna, opuéci¢ te rozumowania i rozwi-
nigcia, ktore przy funkcyach algebraicznych drugiego rodzaju
si¢ powtarzajg. Nadarzajgcego si¢ zastosowania, jakie te roz-
wazania w teoryi rownan roézniczkowych linijnych (o ogdélnym
catkowitym dodatnym wskazniku), o wspdtczynnikach wymiernych
zmiennej niezaleznej za sobg pocigga, nie umieszczamy tutaj,
aby zbyt daleko nie odbiegaé od rzeczy.



I.

Funkcye algebraiczne wyraine,

1. Ogélnym ksztattem funkcyi algebraicznej wyraznej jest

(1) mmm ~~Pa—i
gdzie
2 r(= .

Taka funkcya algebraiczna zowie si¢ funkcya //go rzedu (ordre),
a Jf ogodlnosci mgo stopnia (degré), jezeli funkcye y0, pl,
Pi .. .jPit—H, sa /igo rzedu, (m—I)go stopnia, ¢ algebraiczna
(«—1)go rzedu, a a liczbg catkowita dodatng i pierwota. ")
Znaczenie, poje¢ ,,rzedu“ i ,,stopnia“ funkcyi algebraicznej uczy-
nimy zrozumiatem, jezeli powiemy:

Funkcya algebraiczna /;go rzedu, stopnia zero, jest funkcya
'algebraiczng (/;—l1)go rze¢du; funkcya algebraiczna rze¢du zero,
stopnia jakiegokolwiek, jest funkcya algebraiczna wymierna.3
Funkcya algebraiczna pierwszego rz¢du zawiera tylko pierwia-
stniki z funkcyj wymiernych w ilosci m; a ta ostatnia liczba
jest jej stopniem; funkcya algebraiczna drugiego rzedu zawiera
tylko pierwiastniki z funkcyj algebraicznych pierwszego rzedu
w iloSci m" oznaczajacej jej stopien 1 funkcye algebraiczne
pierwszego rzedu i t. d.J

Oczywiscie, ze;wszystkie funkcye, z ktorych ogolna
jest zbudowana, sa funkcyami zmiennej niezaleznej x.

O ile mi wiadomo, dotad nie zajmowano si¢ wcale bada-
niem catek z funkcyj ksztaltu 4a, zakladajac je zbudowanemi
W powyzszy sposdb ze zmiennej niezaleznej x. A jednak teorya
taka jest nie tylko tatwiejsza od teoryi calek funkcyj algebrai-

J) Abel OEuvres completes t. 1. pag. 9; t. II. pag 195.
Abel Journal f d. reine u. angewandte Math. h. v. Grelle
t. I. pag. 3 1 nast.
Serret Cours d’Algébre Supérieur t. I.
® Abel I c t. 1. pag. 8.
3 Abel L c t. 1. pag. 7; t. II. pag. 195.

1*



cznycli wyrazonycli niewyraznie rownaniami algebraicznemi o
wspotczynnikach wymiernych i catkowitych, lecz oraz dogo-
dniejsza w zastosowaniach tak teoretycznych, gdy chodzi o zna-
lezienie wtasnosci catek, jako tez i praktycznych, gdy potrzebng
jest znajomo$¢ wyrazna calki funkcyi algebraiczne;j.

Zaléozmy, ze /j=1, t. j. funkcya 4 jest algebraiczng pier-
wszego rzedu. Wowcezas funkcye p 0 p2, . . . sa takze rzedu
pierwszego lecz stopnia o jedno$¢ nizszego, ¢ funkcya wy-
mierng.

2) Pochodna funkcyi A4 bedzie

R
=Vo+(p'irtPiO + (2I*'3+ 2p2rr)+(Y3r3+3p3r¥)u- . . . +
toAf-1i LB a DiP<e it -V )
=("t[i0+P'1,'+Po/r2+P"3r 3+ . . . ra Od-
+r'(p H2 "2a+3 %2+ . . . A-{o~\)pa_xea- 2).

Roézniczkujac rownanie (2) otrzymamy

mnozac obustronnie przez r i baczac na (2), otrzymamy stad 7’

3

gdzie dla skrdécenia polozyliSmy:

Podstawiajac warto$¢ (3) w rozwinigcie na A\, otrzymamy
po uporzadkowaniu wedtug poteg r

(5

tak tutaj jak 1 w nastgpstwie, pochodne funkcyi oznaczaé
bedziemy sposobem Lagrange’a, t. j. kreskujac sama funkcyeg
odpowiednig ilo$¢ razy.



Dotad nie dbaliSmy o to, jakiego stopnia ma byéfunkcya
A,. Zatéozmy nasamprzoéd, iz jest ona stopniapierwszego, to
funkcye pu, Pi, Pi mm mbeda wymiernemi, a poniewaz ¢, zatem
i 1 sg funkcyami wymiernemi, przeto wspotczynniki ostatniego
rozwinigcia beda takze fnukcyami wymiernemi zmiennej nieza-
leznej x. . Pochodna A\ bedzie wigc fnnkcya algebraiczng pier-
wszego rzedu 1 pierwszego stopnia, a co wigcej O tym samym
pierwiastniku fradykalu) r.

Takie dwie funkcye algebraiczne, ktore sa zbudowane z tego
samego pierwiastnika r, ktore przeto posiadaja ksztatty

Po+rPIr'+P2r2+ . .. 4-Pa—rl7-1
iTo+"r+~"tH- . . +7¢G_sr*-1
gdzie
ri=q,
bez wzgledu na ich rzad i stopien nazwiemy funkcyami al-
gebraicznemi przystajgcemi (congru) odpowiedniego rzgdu
i stopnia.
Widzimy tedy, ze
Pochodna funkcyi algebraicznej pierwszego rzedu i pier-
wszego stopnia, jest przystajaca tego samego rzedu i stopnia.
Stad wynika bezposrednio, ze
Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej pierwszego rzedu
i pierwszego stopnia jest przystajaca tego samego rz¢du i stopnia.
Zatozmy teraz, ze.stopien funkcyi At jest 2. Zatem funkcye

Po, Pn Pi * ++ sa stopnia pierwszego, ¢ zatem i ¢ funkcyami
wymiernemi. Wedtug poprzedniego twierdzenia, pochodne

P\iPnP| mmm
sg algebraicznemi stopnia pierwszego do
P<n Pu Pi mmm
przystajacemi, zatem wspotczynniki rozwinigcia (5)
Po (Pi+M , (Pi+"P4) . mnm
sa rowniez algebraicznemi stopnia pierwszego, do funkcyj

Po, Pi, Pi



przystajacemi. Widoczng jest bowiem rzecza, ze summa kilku
przystajacych funkcyj stanowi znowu przystajaca funkcyg. A ze
funkcye p'0, pe ... sa tego samego rz¢gdu 1 stopnia co
Poi Pi-, Pi m+ « przeto oczywiscie

Pochodna funkcji algebraicznej pierwszego rzedu, drugiego
stopnia, jest przystajacg tego samego rzedu i stopnia, majaca
nadto wspotczynniki ') funkcyami przystajacemi do wspodlczyn-
nikow danej funkcyi.

Stad wynika bezposrednio, ze

Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej pierwszego rzedu,
drugiego stopnia jest przystajaca tego samego rz¢du i stopnia,
majaca nadto wspodlczynniki funkcyami przystajagcemi do wspot-
czynnikow danej funkcyi.

Podobne twierdzenia istniejg . dla funkcyi algebraicznej
pierwszego rzedu, a jakiegokolwiek stopnia. Oznaczywszy ten
stopien przez m, udowodnimy to latwo zapomocag t. z. wyzszej
indukcyi, t. j. przypuszczajac jego prawdziwos¢ dla funkcyi
algebraicznej pierwszego rz¢du, stopnia (m—I)go i udowadniajac,,
ze nastgpstwem tego zalozenia jest prawdziwos$¢ jego dla funkeyi
tego samego rzedu, a stopnia o jednoS$¢ wyzszego.

W istocie zaktadajac, ze funkcje pO, yj,, p2 . . . w3 alge-
braicznemu pierwszego rzedu stopnia (m-l)go, ¢ funkcyg wy-
mierng — funkcja JI, bedzie algebraiczna pierwszego rzedu,
stopnia mgo. Pochodne p 0 /Y., y*2 . . . mocg uczynionego zalo-
zenia beda funkcyami algebraicznemi (m—I)go stopnia, do
Poi Pu Pi + mmprzystajacemi, zatem i wspotczynniki rozwinigcia
(5) beda takiemi funkcyami, a pochodna 4| funkcya, réwnego
co i A, stopnia, do niej przystajaca. Twierdzenie powyzsze
bedac tedy waznem dla stopnia (m—1), jest takze waznem dla
stopnia m. Poniewaz jest ono waznem dla m=2, przeto jest
waznem i dla m=3, 4 . . . jest wigc ogdlnem.

Dla podobnej przyczyny A 1 bedzie algebraiczng rownego
cod A | stopnia, do niej przystajaca, zatem takze rownego co
1 Aj stopnia do niej przystajaca it. d., zatem w koncu mozemy
powiedzieé, ze

) Wspodlczynnikami nazywamy dla krotkosci funkcye mnozace
wyrazne pierwiastki, t. j. funkcye pg) ya, p2 . . . innym ra-
zemy 0, (p\-Ypp) ...



Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej pierwszego rzedu,
stopnia Migo, jest funkcya algebraiczng pierwszego rzedu, stopnia
mgo do pierwszej przystajaca.

Nadto wspotczynniki rozwinigcia pochodnych sa funkcyami
do odpowiednich wspotczynnikow danej funkcyi przystajacemi.

3. Z kolei zauwazmy funkcye algebraiczne drugiego rzedu
Niechaj taka funkcya bedzie

G) A =i/0+.21/,4'52+ oo e +9i/—ip" '
(7 V=Y
a funkcye g0 gx . . . sa algebraicznemi drugiego rze¢du sto-

pnia (m—I)go, funkcya y algebraiczna rz¢du pierwszego, a v
liczba catkowita, dodatng i pierwotna. Funkcya A4, jest zatem
stopnia mgo.

Pochodna funkcyi 42 jak poprzednio tak i teraz bedzie

miata ksztatt
A2

D+.
+(0i+20d+30302+ . mnm 1)Sh-i

Z rownania (7) otrzymamy rozniczkowaniem

mnozac obustronnie przez p i baczac na (7) otrzymamy na //
pﬂ}— ¢ [>=0 Ny
gdzie dla skrocenia potozylismy

(8) -0

1
\

Podstawiajac powyzsza warto$¢ na // w rozwinigcie na
A\ otrzymamy porzadkujac wedlug poteg pierwiastnika p
9) JI'*
— 9%+ (9" 0o )y / ° 0Oray ...+

+ (Mv—t(v — 1-
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Stopien funkcyi 42 byt dotad nieoznaczonym, zalézmy
wigc nasamprzéd m =[. Funkcye "0, <, f2 . . . beda wowczas
algebraicznemi rze¢du drugiego, stopnia zerowego czyli funk-
cyami algebraicznemi rz¢du pierwszego, a to samo i funkcye
ffmi 9 9\ mme moca poprzednich twierdzen. Potrzeba jeszcze
blizej rozpoznaé¢ funkcye 0.

Ot6z ? jest funkcya algebraiczng pierwszego rzedu, a we-
dlug poprzedzajacych twierdzen 7 jest takze funkcya algebrai-
czng pierwszego rzgdu do pierwszej przystajacg, a to jakim-
kolwiek bylby ich stopien /. Funkcya, ktora dla skrocenia przez
0 oznaczyliSmy, bedzie wygladac

07 P«+Pic’ PV + .. cpiica » _ (=1
JHHA-,T+a-2r2%4- . .. 4-rr(_Ir'"7 1 / 2(x,r)
gdzie
ra—q
ap,, Pn Pi ... %o s . . . sa fimkcyami algebraicznemi

pierwszego rz¢du stopnia (d--1), g algebraiczng zerowego rzedu
czyli funkcya Avymierna. Oznaczywszy licznik tego wyrazenia
przez /,(a;,r), mianownik przez /2(z,r), jak to uczyniliSmy, mo-
zemy pisac

e== o o mA(Pica®'~1)
A (Paifi(xPadll(x,rn-3 . . . f.i{x.ran- v
gdzie a jest pierwiastkiem pierwotnym rdéwnania
an —1= 0.

Mianownik powyzszego wyrazenia jest funkcya wymierng
1 symetryczng pierwiastkow rownania

l’ﬁ' —5= 0:

daje si¢ przeto mocg twierdzenia Waring — Lagrange’a |
wyrazi¢ wymiernie wspotczynnikami tego rownania i fimkcyami
M0, s, ... czyliwymiernie zapomoca funkcyj ¢, 50, ,/12..

) E. Waring Meditationes algebraicae Ed. III, Cantabr. 1782.
Serr¢t Cours d’Algébre supérieure t. 1. pag. 372 i nast.
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Poniewaz, zas funkcye 20, rr,, %2 . . . s3 algebraicznemi pier-
wszego rze¢du, stopnia (z—Il)go, przeto wspomniany mianownik
jest rowniez fnnkcya algebraiczng pierwszego rze¢du, stopnia
(z- 1). Licznik za$ ostatniego wyrazenia na 0, daje si¢ wia-
domym sposobem rozwina¢ wedlug catkowitych dodatnych poteg
pierwiastnika » i ograniczy¢ do liczby a czlonow, takze ©przed-
stawi si¢ w postaci ilorazu funkcyj algebraicznych pierwszego
rzedu, stopnia zgo a wzglednie (z—I)go. Poniewaz wprzod takie
funkcye dajace na iloraz funkcyg¢ 6 byly obie stopnia/go, przeto
widzimy, iz stopien mianownika daje si¢ znizy¢ powyzszem
dziataniem o jedno$¢, podczas gdy stopien licznika pozostaje
niezmiennym. Zwazajac, ze nowy licznik jest przystajacym do
dawnego licznika, tatwo zobaczymy, iz znizajac w ten sposob
ciggle stopien mianownika do zera, t. j. mianownik stanie si¢
funkcya algebraiczng pierwszego rz¢du stopnia zerowego, t. j.
rzedu zerowego czyli funkcya wymierna, podczas gdy licznik
bedzie trwale algebraiczng pierwszego rze¢du, a tak funkcya 0
bedzie algebraiczng pierwszego rze¢du czyli alge-
braicznag drugiego rze¢du, zerowego stopnia do y
przystajaca.

To pamigtajac, jak rowniez to, ze funkcye

i/o, #), 4\

zatem 1 wspotczynniki

(6~+sho), (Ya-H&O6) - . .

sa funkcyami algebraicznemi pierwszego rzedu czyli drugiego
rzedu, zerowego stopnia, widocznem jest z rozwinigcia (9), ze

Pochodna funkcyi algebraicznej drugiego rz¢du pierwszego
stopnia, jest przystajaca tego samego rz¢du 1 tego samego
stopnia.

Wynika stad bezposrednio, ze

Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej drugiego rzg¢du
pierwszego stopnia jest przystajaca funkcya drugiego rzedu
pierwszego stopnia.

Nalezy teraz zatozy¢ m=2. Wowczas funkcyg algebraiczna
rzgdu drugiego jest stopnia drugiego, a funkcye g2 ..
algebraicznemi drugiego rz¢du stopnia pierwszego, y jak Wprzod
funkcyami algebraicznami pierwszego rz¢du, Pochodneg 'g \, g \...
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beda teraz wedlug poprzedniego algebraicznemi rzedu drugiego
stopnia pierwszego, a poniewaz i w tym razie funkcya B bedzie
algebraiczng pierwszego rzedu, przeto wspodlczynniki

s, (Yit10), (Y2+7.0) ...

beda funkcyami algebraiczneini rze¢du drugiego, stopnia pier-
wszego, wigc A '2 algebraiczng rz¢du drugiego stopnia drugiego.
Zatem :

Pochodna funkcyi algebraicznej rzedu drugiego stopnia
drugiego jest algebraiczng rze¢du drugiego, stopnia drugiego, do
danej funkcyi przystajaca

Stad wynika, ze

Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej rzgdu drugiego
stopnia drugiego jest algebraiczna rzedu drugiego, stopnia dru-
giego, do danej funkcyi przystajaca.

Za pomoca wyzszej indukcyi tatwo stad wysnu¢ twier-
dzenie :

Pochodna funkcyi algebraicznej rzg¢du drugiego stopnia
mgo, jest algebraiczng tego samego rzg¢du i stopnia, do danej
funkcyi przystajaca,

czego koniecznem nastgpstwem bedzie twierdzenie :

Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej rzedu drugiego,
stopnia mgo, jest funkcya algebraiczna tego samego rze¢du i sto-
pnia do danej funkcyi przystajaca,

4. Nasuwa si¢ teraz samo przez si¢ .pytanie, czy takie
samo twierdzenie jest waznem dla funkcyj algebraicznych /;go
rzedu mgo stopnia, czyli dla ogoélnych funkcyj algebraicznych.
Okazemy zaraz, ze tak jest w istocie, przyczem uczynimy uzytek
znowu ze sposobu dowodzenia t. z. wyzsza indukcya.

Zalozmy, ze pochodne funkcyj -algebraicznych, (/;—I)go
rzgdu, jakiegokolwiek stopnia, s3 algebraicznemi tego samego
rzgdu 1 stopnia, do pierwszych przystajacemi; okazemy, ze
w takim razie ma to miejsce i dla funkcyj algebraicznych /;go
rzedu.

Jak powyzej tak i tutaj rozpoczniemy od m =/. Funkcya

(10)
gdzie
(11) rN=C
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bedzie rzedu/;go stopnia pierwszego, zatem funkcye AQ, A,, A .. .
algebraicznemi rzedu, /igo stopnia zerowego, t. j, algebralcznemi
rzedu f/;—I)go, timkcya Crowniez algebraiczna (/;—I1)go "zedu,
r liczbg catkowita dodatna i pierwotng.
Pochodna, wyrazenia (10) bedzie
A.,/'i
. AL M)+
+ AM+H2/ir+3A3A3 L L L+ (£-1)E- 10 - 2K,

a poniewaz z rownania (11) rézniczkowaniem otrzymujemy

. skad wypada
(12)

przeto wstawiajac t¢ warto$¢. w rozwinigcie na 4A'a 1 porzad-
kujac wedlug poteg piefwiastnika otrzymamy

(13) A
= Ro+(Ri+Ai7)N)-(A2+ 280 )+, . -j-A"Aj+ii-1)A-17)A ]

Szukajmy ksztattu fimkcyi, ktora dla skrocenia oznaczy-
lisSmy przez I,

Funkcya Cjest algebraiczna (/;—I1)go rze¢du, stopnia n. p.
7go, a mocg uczynionego zatozenia pochodna C bedzie algebrai-
czng tego samego rzedu i stopnia do. pierwszej przystajaca,
tak ze fiiukcya 7 bedzie wygladaé

1A \w M L L9 Js TWs—i Fi(ow)
F e, +MNNeF A2amt e et *sdwS—1  FifXW)

gdzie AD, 7N, &2 ... 10, [, 12 .. . sa funkcyami algebraicznemi
((¢—)go: rzgdu, (2—I)go stopnia, funkcya w okreslona réwna-
niem

ws = 1
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gdzie A jest algebraiczng («—l)go rzedu, s liczba catkowita
dodatng i pierwotna.

Na>opKfa&koj'Fifaii*th) . . . F,(IL w10y .
F3x,w)F3(x,aw)Ft(x,a*w) . . . FJx, as~iw)

gdzie a jest pierwotnym pierwiastkiem rownania
as — 1- 0.

Niepotrzebujemy zdaje si¢ nawet nadmienia¢, ze funkcye
F1i F2 stuza do skréconego pisania powyzej napisanych wielo-
mianéw catkowitych co do pierwiastnika w.

Mianownik powyzszego wyrazenia jest widocznie funkcya
wymierng i symetryczng pierwiastkow roéwnania.

u-s —J =0
a jako taki daje si¢ wyrazi¢ wymiernie zapomocg wspolczyn-
nikéw tego rownania i funkcyj x, /ja, A . . . t. j. zapomoca
funkeyj A, k4 7i, k2 . . . Mianownik bedzie przeto funkcya

algebraiczng (/—l)go rzedu, (z—Il)go stopnia, licznik za$ dajacy
si¢ jak .poprzednio rozwinaé¢ wedtug catkowitych dodatnych poteg
pierwiastnika w i ograniczy¢ doMczby s cztonow, tak ze funkcya
4 przedstawi si¢ w postaciilorazu funkcyj algebraicznych (//-1)go
rzedu, a wzglednie stopnia JIi (z—1). Poniewaz wprzod te
funkcye dajace na iloraz funkcye ¥y byly obie stopnia z przeto
widzimy, iz stopien mianownika w wyrazeniu na 7 daje si¢
znizy¢ o jedno$¢, podczas gdy stopien licznika pozostaje nie-
zmienionym. Zwazajac, ze nowy licznik jest i teraz przysta-
jacym do dawnego licznika, tatwo zobaczymy, iz znizajac w ten
sposob ciggle stopien mianownika, dojdziemy do zera, t. j. mia-
nownik stanie si¢ funkcya algebraiczna (/*—Il)go rze¢du, stopnia
zerowego czyli algebraiczng (.—2)go rz¢du, podczas gdy licznik
owczesny pozostanie funkcyag algebraiczng f/z—l)go rzedu, do
sprzystajaca, zawierajacg tylez pierwiastnikow, co ostatnia funkcya.
Wyciagamy stad dalszy wniosek, iz w wyrazeniu funkcyi 7 rzad
mianownika daje si¢ znizy¢ o jednos¢, przeto o dwie, trzy . . .
jednosci, podczas gdy licznik co do swego rzg¢du pozostanie nie-
zmienionym, a mianownik wreszcie stanie si¢ funkcya algebrai-
czng zerowego rz¢du czyli funkcya wymierng. Funkcya 7 bedzie
przeto
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A=m (t)-n!lw-}-m.,i(--- . .. ws_lws 1

gdzie or,, m, me. .. sa fankcyami algebraiczuemi (/r—)go
rzedu, (i—Il)g'o stopnia, tak ze funkcja y bedzie algebraiczna
(«—1)go rzedu, stopnia /, czyli algebraiczng /;go rz¢du stopnia
Zerowego.

Pochodne

ho, t, n2, ,,

sa3 wedlug uczynionego powyzej zatozenia algebraiczuemi (/*—Il)go
rzedu, stopnia réwnego odpowiednio stopniom funkcyj

K K hi «*n

i do nich odpowiednio przystajagcemi. Wspodlczynniki rozwi-
nigcia (13)
h\ (A2j-242Y) . . .

sa tedy funkcjami algebraiczuemi (/j—Il)go rzedu i pewnego
stopnia czyli funkcjami algebraiczuemi ;w0 rzedu, O-f-l1=lgo
stopnia. Zatem

Pochodna funkcyi algebraicznej jrgo rzedu pierwszego sto-
pnia, bedzie algebraiczng tego samego rze¢du i stopnia, przysta-
jaca do funkcyi danej, jezeli uczynione powyzej zalozenie jest
prawdziwem.

Bezposrednio stad wynika, ze

Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej /;go rzedu, pier-
wszego stopnia, begdzie algebraiczng tego samego rzedu i stopnia,
przystajaca do funkcyi danej, jezeli uczynione powyzej zatozenie
jest prawdziwem.

Biorgc m— 2, funkcye A), hl h2. . . bgda algebraiczuemi
(o rzegdu, stopnia pierwszego, funkcja 7 pozostanie algebraiczna
(/i—1)go rzg¢du, funkcye

/o, h\, K\

jako pochodne algebraicznych ggo rzedu, stopnia pierwszego, bgda
rowniez algebraiczuemi pgo rze¢du, stopnia pierwszego, a to samo
oczywiscie wspotczynniki

"0) (A2 27)
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rozwinigcia (13). Fimkcya A\u bedzie przeto wowczas algebrai-
czng jAg rzedu, stopnia drugiego do Au przystajaca, skad wy-
nika, ze

Wszelka pochodna funkcyi algebraicznej pgo rzedu, stopnia
drugiego, jest przystajaca algebraiczng- funkcja tego samego
rzgdu 1 stopnia, jezeli uczynione powyzej zalozenie jest pra-
wdziwem.

Oczywiscie, ze tak samo mozemy =zatozy¢ m=3, 4 . . .
wreszcie (m—1), m, a dla ostatniej wartoSci przez wyzsza
indukcje¢ z bezposrednio poprzedzajacej podobne twierdzenie'
udowodnié.

Pochodna funkcyi algebraicznej ggo rzedu, wigo stopnia
jest przeto przystajaca funkcya algebraiczng tego samego rzedu
i stopnia, jezeli podobne twierdzenie dla funkcyj algebraicznych
(g—1)go rzedu, stopnia ogdélnego m‘ ma miejsce. Lecz udowo-
dniliSmy powyzej, ze jest ono waznem dla p.=2, zatem bedzie
waznem dla ji=3, wigc i1 dla jj=4 . . . dla g—g jest wigc
ogolnem. Poniewaz jednak fimkcya algebraiczna rz¢du ogodlnego
- stopnia ogodlnego m jest najogolniejsza funkcya algebraiczna,
przeto mozemy wypowiedzie¢ bardzo ogolne i zasadnicze twier-
dzenie.

Pochodna najogodlniejszej funkcyi algebraicznej
ggo rzedu, wigo stopnia, jest przystajaca funkca al-
gebraicznag tego samego rze¢du i stopnia, czego bezpo-
sredniem nastgpstwem jest, ze

Wszelka pochodna najogélniejszej funkcyi al-
gebraicznej ggo rz¢du, wigo stopnia jest przystajaca
funkcyag algebraiczna tego samego rz¢du i stopnia.

Pomijam dalsze wtasnosci ogdlnych funkcyj algebraicznych,
a to aby nie odbiegaé¢ zadaleko od przedmiotu — nadmieniam
tutaj tylko, iz te funkcye posiadajg pigkne wlasnosci analogiczne
do wtasnosci pewnej klasy funkcyj przestepnych, dozwalajace
rozlicznych zastosowali, n. p. w teoryi linijnych réwnan réznicz-
kowych. Znajd¢ moze jeszcze kiedy sposobno$¢ wyprowadzié je
i okaza¢ jak tatwa 1 jednostajng metoda daja si¢ wynachodzié
najdonios$lejsze twierdzenia w tej galezi analizy matematycznej.

Trzymajac si¢ atoli zakresu przeznaczonego tej rozprawce
jej nagtowkiem, przystapimy do badania catek funkcyj Ay.

5. Zadajmy algebraicznego wyrazenia catki ogolnej funkcyi
algebraicznej. W takim razie zatozy¢ nalezy.
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(14)

oznaczywszy- pierwszym wskaznikiem rzad, drugim stopien al-
gebraicznej funkcyi A. Piszac wyraznie, zadamy aby bylo

(14" f (Po4-.PiH-2V3+ « o wP<T-Ir<T [)dx :

= Pu P 17t+P2i2r

gdzie

(15) re=q Es—Q;

D 1, ... sa funkcyami algebraicznemi ggo rzgdu, (m—)go
stopnia, Py P, P2. . . funkcyami algebraicznemi p/go- rz¢du,

(to'—l)go stopnia, i Q algebraicznemi (p—Il)go i (p.—Il)go
pzedu, o i s liczbami catkowitemi dodatnemi i pierwotnemi.

Roézniczkowanie réwnania (14") daje z uwagi napoprzednie
twierdzenia

gdzie Pm , P,n,; Ptl0. .. sa rownego rzgdu i stopnia co
ligipesipr s ipaas
Dla symetryi rownanie to napiszemy tak
(16) Po,0+Pme+Plee-+ me <+ 4p<r i,orI" 1=
P510+PiioP+P2’0P2b. « “bPg

i zwazajmy, ze ono ma by¢ identycznem ’j. Twierdzimy nasam-
przoéd, ze pierwiastniki r i i? nie rézniag si¢ od siebie, t. j. ze
jest ono ze wzgledu na r i /i identycznem czyli

r=R
skutkiem czego

<7=S,

W istocie rozniczkujac réwnanie (IG) w przypuszczeniu
jego nieidentyczno$ci ze wzgledu na pierwiastniki » i R, (a—2)

) gdyz rownania (14) i1 (14") wyrazaja identycznos$e.
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razy, otrzymamy z uwagi na poprzedzajace twierdzenia (<r- 2)
rownan ksztattu

lhn+1lhnrJrPvArlJr me ¢ i,if° 1=
50,2+ Mi,2r + pr,2r 2+ W ATV m-17-1 =
(17) = e e+ A 1,278

Po>3U~Pi!3?-bP2i3,'2 } em-hitr—1.3r'7 1 =

— ce e U PS-[bA~| moe e

Funkcje J, p,, b . ., czyli p0Q " 1!0 p20 . . . sa dane,
zatem 1 funkcje p0i, jPim 721 ¢ « o J?mi  Pili
Poizi Piiz> e ¢ ¢ s3 wiadome. Zawieraja one wedlug poprze-

dzajacego nie wigksza ilos¢ pierwiastnikow jak pQ pe e
Uwazajac zatem lewe strony ostatniego uktadu réwnan za wia-
dome, widzimy, ze rdéwnania te sg linijne ze mwzgledu na
A RL TP ... ate w powyzszym uktadzie rownan (17) za
niewiadome uchodzi¢ moga. Otrzymamy je przeto rozwigzujac
ostatni uklad rownan wraz z rownaniem (16) wyrazone wyy-
miernie zapomoca znanych pierwiastnikow i funkcyj P 0.0, Pi)0,
5210 o ke fO]ii Pll]l P21] o * . PO‘.’ZI ‘EIIZ] P212 LA } t 81*5 ?‘ t_%
wartosci podstawione w rozwinigcie (14') sprawia, zepierwiast-
nika R -we funkcyi Ajl,m' zupelnie si¢ pozbe¢dziemy, a wigc
liczbe wszystkich pierwiastnikow zawartych we funkcyi Jlul m
0 jedno$¢ zmniejszymy (przypusciwszy z gory, ze w niej znane pier-
wiastniki funkcyi J«, m byly juz zawmrte). Lecz ilo$¢ pierwia-
stnikow z funkcyj algebraicznych rzedu (g—I)go, jakie zawiera
funkcja 4u, m jest m, ilo$¢ ich [oczywiScie z funkcy] algebrai-
cznych rzedu (jj/—1)] jakie funkcja Iu',x' zawiera, jest m', przeto
ilo$¢ m - wedtug poprzedniego daje si¢ znizy¢ o jedno$é, nastepnie
o druga jednos¢, wigc o dwie jednosci, trzy jednosci . . . m'
jednosci, a funkcja “4u', m‘ rzedu p/go stanie si¢ funkcja rzedu
(g'—1)go. Jednak zaktadajac wyrazenie (14), mogliSmy z gory
przypusci¢, ze rzad p' funkcyi m* zostal sprowadzonym do
najmniejszej mozliwej liczby, t. j. zatozy¢, ze funkcja ta byla
niereduko walng na inng funkcj¢ 4u “ m* nizszego rze¢du tak,
ze p."<p/,jako tez, ze rzad funkcyi 4u ] m‘ byl wigkszym niz rzad

’
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danej funkcji Jlu, m. W przeciwnym bowiem razie uwazajac
w ukladzie rownan (17) pierwiastniki r, 72 r3 .. za niewiadome,
wyrazilibySmy je wymiernie zapomocg funkcyj nizszego rzedu
P(nwF it oy fo)z)F nh 2)2 ¢ . . F0)3) P1)3) Pos ¢ v s
i t. d i pierwiastnika B, o ktorym w takim razie zawsze przy-
puszcza¢ mozna, iz jest zwartym we funkcjach yN0 p,,0. . .
Po-ii Pi-n me s Pam PHI **°* a iest mozliwem. Zakladajac
przeto :

dochodzimy do przekonania, ze w takim razie ;P daje si¢ znizy¢
o jedno$¢, =zatem takze o dwie jednosci . .. a poniewaz nie
moze by¢ przeto znizenie to doprowadzi do réwnania

Wedtug tego, co poprzednio powiedzielismy, funkcja A/f,
nie zawiera innych pierwiastnikow jak tylko te, ktore we funkcyi
A/j™h  sa juz zawarte, w przeciwnym bowiem razie, niezawarte
w ostatniej, sposobem jaki podali§my, datyby sit; wyrazi¢ wy-
miernie we funkcyi pozostatych, a to jest niemozliwem, gdyz
obie funkcje 4,,m , Au''m* sa nieredukowalne. Zatem koniecz-
nie takze

rozwijajac funkcj¢ 4 ;I m‘ wedlug tego pierwiastnika, wedtug
ktorego funkcja 4;i, m jest juz rozwinieta (co od nas zalezalo)
1 ograniczywszy to rozwini¢gcie wiadomym sposobem do < cztonow,
otrzymamy rozwinigcie funkcyi A4 ,f, m*

A/t, m<—pnp+iV’- b - P .. .-\-Fe ira 1
tak, ze .
B=r, s—a

co bylo do dowiedzenia.

Mamy zatem bardzo ogdlne i godne uwagi twierdzenie:

Jezeli calka ogodlnej funkcyi algebraicznej jest wyrazalng
algebraicznie, wyrazeniem jej jest funkcja algebraiczna przy-
stajaca do danej, rowna jej rzedem i stopniem.

Pociaga to za sobg twierdzenie:

Jezeli wielokrotna catka funkcyi algebraicznej jest wyra-
zalng algebraicznie, wyrazeniem jej bedzie funkcja algebraiczna
przystajaca do danej, rowna jej rzedem i stopniem.
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Twierdzenie to zawiera AV sobie w calej ogdlnosci znajome
twierdzenie Abla — Liouville’a ’):
Jezeli catka

gdzie N jest funkcya wymierna zmiennej niezaleZnej x jest wy-
razalng algebraicznie; wyrazeniem jej bedzie

VN dx = pV/Ai + stalej

gdzie 2) jest funkcya wymierna.

PoAA'yisze twierdzenie zaAviera av sobie cala teorje alge-
braicznej calkoAYalno§ci funkcyj algebraicznych bndoAvanych Avy-
miernie z pierwiastnik0AV funkcyj Avymiernych. Takie funkcye
bedace, jak latwo widaé, funkcyami algebraicznemi pierwszego
rzedu, (Avedlug nomenklatury Abla) nazywa pan LiouAille
algebraicznemi pierwszego rodzaju (fonctions irrationnelles de
premiére espéce), a badajac ich calkoAAhlno$¢ av sposéb podobny
do powyizszego, dochodzi do rezultatdAV podobnych, atoli mniej
ogélnych 2. Pan Lio uville zapowiada wprawdzie, iz swoja
teorye pozniej uzupelmi i do funkcyj ,drugiego, trzeciego . . .
rodzaju,“ zastosuje moéwiac: ,,...On peut' étendre cette méthode aux
fonctions irrationnelles de seconde ou de troisiéme espéce, et en
général a une fonction algébrique quelconque: c’est ce que je
prouverai dans un autre écrit; mais le théorie doit alors étre
présentée sons un point de vue un peu différent . . . lecz o
ile mi Aviadomo, takoAva praca ogloszona nie zostala (przynaj-
mniej dla funkcyj rozAviklanych). Jak juz Avspomnialem, z réwna
latwoscia i ogoélnoscia daje si¢ AvynaleZ¢ twierdzenie o cal-
kowalnos$ci funkcyj algebraicznych zapomoca funkcyj algebrai-
icznych i pewnych przestepnych *(k), eL(e), ¢hfx) . . . takich,
jakie um6AAdmy si¢ za zasadnicze uwaza¢. Do AvyproAvadzenia
jednak odno$Snych Avzoré6w potrzebnem jest blizsze zbadanie

9 Abel OEuvres completes t. I.
Liouville Journal fiir die reine u. ang. Math. her. v.
Grelle t. X. pag 347.
Folkierski Zasady rachunku rézniczkoAvego 1 calkoAvego
t. II. pag. 177.
2) Journal de 1’Ecole polytechnique t. XIV. cahier 22. pag.
139 i nast.
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wtlasnosci tychze przestepnych, a z tego powodu ohecnie zajaé
si¢ tem nie mozemy.

Prawa, jakie w ten sposob powstaja, sa niezawodnie naj-
ogolniejszemi, jakie analiza na wyrazalno$¢ funkcyj algehrai-
scznych przestgpnemi rachunku calkowego zdota dostarczyé. )

G Zatrzymamy si¢ jeszcze chwile przy tym przedmiocie,
aliy wyprowadzi¢ kilka, uwagi godnych twierdzen. Okazemy na-
samprzdod, ze ostatnie twierdzenia sg odwracalne, t.j. Ze istnicje
twierdzenie :

Jezeli calka funkcyi algebraicznej nie daje si¢ wyrazié
funkcyag algebraiczna przystajaca do danej, rowng jej rzgedem
i stopniem +— catka nie jest wyrazalng algebraicznie.

bo, gdyby byta wyrazalng algebraicznie, ksztalt jej moca
poprzedniego twierdzenia bylby do danej funkcyi przystajacym,
rowny jej rzegdem i stopniem, a to si¢ sprzeciwia zalozeniu.

7. Twierdzenie Jezeli catka ogolnej funkcyi algebrai
cznej jest wyrazalng algebraicznie

f (Po+Pir+P /2 + + o1 =

(wedhug twierdzen poprzedzajacych); wyrazenie takowe jest tylko
jedno mozliwe.

Gdyby istniato drugie jeszcze wyrazenie , to moca poprze-
dniego posiadaloby postaé

f (Po fPir fPXi+ e+« "BPFf— M —

skad zalozywszy, co jest koniecznem

Q,,§P0, Q.SPM (kSA

odejmujac, otrzymaliby$Smy

') Migdzy innemi postawilem sobie pytanie, czy wszelka iimkcya
przestgpna da si¢ zbudowac sposobami raclnmku catkowego, czy tez
nie. Mimo, ze nie udalo mi si¢ dotad znalez¢ zaspakajajacej odpo-
wiedzi na to pytanie, to jednak, je$li si¢ nie mylg, znajduj¢ si¢ na
tropie rozwigzania,

2*
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(A- a XK A - ceee+(PO-r-Q a-iy-I=o,

czyli krocej
(18) TT.A-nr™-Tt"4- . . . +nu 1o~ ~o

Piszac to réwnanie w postaci
(18" ﬁ(]ﬁ/\-ni,iif—\-n,,ii’i-ir Coe e A iLo A ~ K o

i baczac, zZe moca uczynionego zalozenia ma by¢ ono nieiden-
tycznem, otrzymamy zen kolejnem rézniczkowaniem rdéwnania

[ fom-XKpU-AU- oo+ Ao LIIE-=0

ce o4 A1 2A<T 1= 0

nieidentyczne rowniez w takiej liczbie, w jakiej tylko nam by
si¢ podobato.

Funkcye 70, Kj, . . . zatem takze 1 00, tco, 20 . .
Toi) lvH Sn ¢ e+ Sm Sni Sn ¢+ <it. d sajak wida¢ lunk-
cyami algebraicznemi p.go rzedu, (m—Il)go stopnia. Z uktadu
rownan (19) i z réwnania (18') eliminacyg pozbedziemy si¢ wszy-
stkich poteg pierwiastnika r z wyjatkiem jednej, a ta wyrazonag
oczywiscie zostanie wymiernie zapomoca ilosci m Podstawiajac
te wartoSci na r, r3 r3 ... w wyrazenie powyzsze na Calke
szukang, otrzymalibySmy po prawej stronie lunkcyg¢ algebraiczna
iAo rzedu, (m—i)go stopnia, a to si¢ sprzeciwia zalozeniu.
Roéwnanie (18) jest tedy identyczno$cia, t. j.

m=0, S—0, S“ 0. ..ol =0
czyli
PO= a, PrX, . e+ Pa——Qa—I

co byto do dowiedzenia.

8. Teorya powyzsza dozwala jeszcze znamienitego upro-
szczenia, ktore teraz okazemy. Roézniczkujac identycznos$é

/(P04PiH—}K+ e e+ Pa-ire- Idx

= POGfP,r-4-Px3f...-fp@r Irff 1



otrzymamy roéwnanie

Po+Pid-Pr24- « - o+ I><r1?7¢- I=
= F of (p b p 10)r-i-(P'2- 2P20) » + . . +
+(P._1("-i)Pa_i€)P-1,

ktore z tego samego powodu musi by¢ identycznos$cia. W prze-
ciwnym bowiem razie, kolejnem rézniczkowaniem wydostaliby$my
stad szereg nieidenty¢znycli rownan linijnycli co do r, ¥r2r3. . .
r®—, zapomoca ktorych te ilosci z wyrazenia na funkcye alge-
braicznag A zostalyby zupeilnie wyrugowanemi, co jest niemo-

zliwem. Oczywiscie, ze tutaj jak poprzednio

i
r°=4q, 0=
Z ostatniej identycznosci wypada

P=P,,
ih=Pr-Ne e
yv2= P 2j-2P20

it.d;

mnozac ktorekolwiek z tych réwnan, n. p, ste przez
i catkujac, otrzymamy

fp ., rsdx = JIF s -faPs 0]r« dx

(s—0, 1, 2,3 ..

a poniewaz
= Psrs-fsPs ®= (P S-fsPsO)rs,
przeto

y psrsdx~Ps rs

dla s=0, 1, 2,3 ...0—1).

Mamy zatem nast¢pujace uwagi godne twierdzenie:
Jezeli catka ogodlnej funkcji algebraicznej

+iv'-fpOH- . . .
p

™ CiX
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gdzie
r'l= q

jest wyrazalng algebraicznie, to kazda z jej cze$ci skladowych
f P<px, J plkdx, J JIIxIx . . . [ Pa-1*Adx

musi by¢ osobno wyrazalng algebraicznie. Co gdy si¢ usku-
teczni, wyrazeniem kazdej z nich bedzie

P,, I\r. PY- ... Pa x|
0. Znajdziemy jeszcze cickawy ksztalt warunkow catko-
walnosci algebraicznej, ifunkcyi i warunek, ktory gdy si¢

spetnia, catka funkcyi stanowi przestepna.

Oznaczywszy dla krotkosci funkcye Au,m przez u, t. j.
ktadac

(20) w—Poio+Pi)or Hr?b,0,H- mm* 4- JPa-1;Q'a

to rozniczkowaniem kolejnem otrzymamy nast¢gpujacy uktad
rownan

y e
" ) s A (J_l
u P02+ P 1,2+ P 22t - +AT—1,2r
(21)
PO,{a- 2)~bPi (fi—2)r +P2,(ff- 2)r2+ - m+2(?—1 )4-2)A(7_1
,ff-i
=P0,a-1+"1, o—1r+P2 ff—Ir2+ - 1
gdzie funkcye p0Q0, ~,0 . . . pin, jp!,! ... sa algebraicznemi
rownego rzedu z w, stopnia o jedno$¢ nizszego. Uktad réwnan
(21) w ilosci (ff—1) jest co do iloscir, r'\ r3. .. <4 uwa-

zanych za niewiadome linijnym, a te ilosci tatwo stad si¢ daja
wynalez¢. Oznaczywszy wyznacznik uktadu réwnan (21)

Pini Pan Pen * ¢ » Pa—1,1
ibisj Pim Pm + « ¢ Pa—1,4
(22) - v
Pi,9—2) P2p>2i P2,a—2 Pa—Il,0—2

Pi,a—1i P2a—11i P3,a—1 Pa—1,7- 1



otrzymamy na wyrazenie jednej z powyzszych nie wiadomych wy-
razenie
(23) rh .V

= A1.,7c¢(m/  CjPiili)+ — mi,012)+ . . 4

v A2, h? 22PO, —2)+ A -1, i(u<r~ >~ i}0, (1)
gdzie i*yfe, Uj, k. . .0oznaczaja oczywiscie minory wyznacznika
V. Te minory sg, jak algebra uczy, wymiernemi i calkowitemi
funkcyami ilosci, z ktoérych sa zbudowane, t. j. wszystkich ilosci
p, a poniewaz te s3 funkcyami algebraicznemi ggnjxQdu,
(m—I1)go stopnia, przeto i owe minory s3 takiemiz
Podobniez wyrazenie JIs'
iio,k— ~ (UL, ifePort 1y "Rhi+ e e+~ ']

+ IT(T-2), kPo, 0- 2+ A~(ff—1),JPO,ff—1) V;>. '&m a -

jest funkcya algebraiczng ggo rzedu, (m—I)go stopnia

czywszy tedy takie funkcye przez ilo,¢, f/i, . Ua—ik,
otrzymamy
(24) fc . V

=70,/,-fN ;X + 7N ;X '+ e
wyrazenie, ktore w dalszym ciagu tych poszukiwan okazuje si¢
uzytecznem.

Powyzsze twierdzenie jest zawsze mozliwem 1 daje wyra-
zenie nar& (&=!,2, 3 ... &—1),jezeli tylko

(25) v A0

Abyotrzyma¢ wyrazenie funkcyi & zapomoca pochodnych
ul u”, u”" . .. M<~1), wystarczyloby warto$ci z réwnania (24)
dla /r=1, 2, 3 . .. (1) wypadajgce podstawi¢ w rownanie (20).

Mozna to uczyni¢ takze w ten sposob, ze do uktadu rownan (21)
wliczymy jeszcze réwnanie (20): otrzymamy w ten sposéb a
rownan miedzy (ff—1) niewiadomemi r, r2 r3 . . . rff+4 wspol-
istniejacych, co pocigga za soba, jak wiadomo, jako konieczne
nastgpstwo, aby wyznacznik catego uktadu byt zerem, t. j.

) WykazaliSmy poprzednio, ze iloczyn, a nawet iloraz takich
funkcyj moze by¢ przedstawionym w ksztalcie znowu takiej funkcyi.



Tam Fiol Tim ................ Pfi—,0

Pou—W, Tm, Tin ... ... Pcr-1,1

IFou ~ SPDH2AP212................ To- 1,2
Po, 0--2—" 2. P, (- 2,P2,(-2 P(7—1, (72
PO, fF 1—m<T 1), Tl,a 1, T% (7-1 Pff-1. £

Rozwijajac ten wyznacznik minorami wedlug pierwszego
rzadka pionowego, otrzymamy wyrazenie ksztaltu

JWiW  w+ "“onCPou wj™iuaCPoia’ Mj-+- o ¢ ¢ "i-
+ £0,0—I(Po,(7—1— =0,

gdzie FOQ FQ@l. . .sa jak wida¢ funkcyami algebraicznemi pgo
rzgdu, (m —I)go stopnia. To réwnanie uporzadkowane daje

VMii+Vom'+r, %"+ ... +FOf 1» - )=F
gdzie
AMPoi0O*0iO0O+Pou *"ou+Pou 0,2+ me* ¢« +Po, —1" 0,(7—1

jest funkcya algebraiczng rze¢du i stopnia funkcyj F00, FOQ, ... ;
albo opuszczajac dla krotkosci pierwszy ze znaczkéw funkcyi F

(26) Vu~i-Vitt-\-Vu"-;-Vu'-+ . . .+
+ Fff 2M(-2)+ F (T IM* - 1)=F
27) "=Po,0TJ0o+P0,JIT+P0,2"2+ ¢« « +P0,a-1Fa_I-

Rownanie (26) ostoi si¢ jeszcze, jezeli obie strony jego
pomnozymy przez 0 . cfe i niecoznaczenie calkowaé bedziemy, t. j.

] 'OTM(e-[- ] 4GTfU'dx-]-  OFM"(7a-j-
f) 0 Mo 2mM(li2)A+ ] 0K ImF—1)(Pk=y O F re

gdzie 0 jest pewna funkcyg samego x, ktérej wyznaczenie za-
strzegamy sobie na pozniej.

Potézmy dla skrocenia

0.FS=: TFS 0.7=X



i zauwazmy ogolny czlon ostatniego rozwinigcia. Caltkowaniem
przez czeSci mamy ogolnie

JTudx= j Td(uis~w)=Tizs- )—jTu’-"dx,

a podilug tego wzoru typowego znacliodzimy dla s=a— ;, T— Ws
f Wdx
- f FLOR KR it W WA

1 W6 it~ Ddvdr Ka_ luG FJ W rur-vdx
J wuwdax 5 J wrwax  J wasdx T wasacq- .+

w - Wa JjuVaetWa i;%y.

Zaktadajac teraz

s=a—2, T=W"_2)~ X'(@)

otrzymamy
J w.dx
f +J wivax 4-J warax + J wmeax- o+
+J W Dk +
+ K (- Sy DK ALASK A JeA-) A 4

b om@ 1 -2)=
y ' Trn&e -f- 7 Tkpdife +J Woudx-1-J W3irdx-1-
+J dvif-

xJ [K(a 3)—K @2+ K " (@ i)]md—3)e+

+ [ A-E AN+ w e BN - 2)



Bioragc tu znowu

s—a—3, T—THRs 3—BMa .2 +TB"@ 1)

otrzymamjT

W

| Whide+J Warde£] WA .. +

+f Wiqg_bd(n~b)dx+

AWV G Ha “u)dxr

=] Wock W) Wik +J Wu'dh+J V3"t . . .+
+f W(s-5)I"'~5)dxJr

+f W-WA\N4-W g ™ r A0 "n™Ndx +
+ [N 3K 'G2tXK"@ D *-9H+

. + W 3-W\._ D)+ Wh u™)

Prowadzac dalej powyzszg redukcje, dojdziemy wreszcie
do réwnania

Wdx
f
(i
=W~ BAHK"2—k " 3+ ...+ (- 1)5 1y 1 | 4

ALK -K "3+9K '3- ... + (-ir 2wfalii>
(28)
+ [)KZ_)K "o+ (-1)-3xA"ArP

LK 3- K4+ L.+ (-i)a- 4%

+ [W(e-2)- TIO i)]«@" 3)+7K (a_ilu(a- 2)



Oznaczywszy dla krotkosci

29 W —W\+ TT',- TF"3+ -« - |):S’

jak rowniez wspodtczynniki pochodnych u(®\ wl\ u" . .. uh—2
w rozwinigciu (28) przez —i0, —i,, —r12 ... —U -2, otrzy-
mamy

(28)y Sudx = ; f Wdx-\-t,,u-\-tj '\j- .. Ltt(a_2)na’

godne uwagi wyrazenie catki z funkcyi algebraicznej ggo rze¢du
zapomoca catki nizszego o jedno$¢ rzedu i pochodnych danej
funkcyi wu.

Podstawiajac tu z poprzedniego uktadu réwnan wartosci
na u, ul u” ... u” otrzymamy po uporzadkowaniu wedtug
poteg pierwiastnika r rezultat ksztattu

28" J sudx —J Wax+0f+Qir+ 0 + ...+ 0 A~ |

Jezeli mamy stad znalez¢ szukang caik@Judx, musimy
zadaé, aby S bylo iloscig stata, t. j. aby

Wa W A+ W '~W' '3+ .. .+ (- l)a_l)l((aa_—}):/\
a poniewaz

Ws= Q.Vs
przeto

<30)9.r,- ; (0.F)+ ; (€rd- ¢ (€E.T0+. ..+

Jezeli to rownanie si¢ speinia, t. j. jezeli nieoznaczona
dotad fankcya 0, dogadza temu rdéwnaniu rdézniczkowemu, wy-
razeniem szukanej calki bedzie

28" kJ udx=J Wdx+00+ Qlr~\-0y-+ . . .

gdzie oczywiscie w ilosciach W, Q,, , 02... Qv—i, za 0
podstawi¢ nalezy wartos¢ tej funkcyi, jaka po catkowaniu z ro-
wnania rézniczkowego (30) wypada.

Szukajmy ksztattu funkcy; O, Q,, Q2. .. Qa-i. Mamy
nasamprzoéd wedlug poprzedniego
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- il wet—TP2j-w"3— ... + (- i)V <5_25
(a-1
K, - ir, + ...+ (-1)’- 8irj’-Jj
(1) -(,= K ,+ ...-K_i)"-V(<-_‘_>
A3 =
re 2= KO3
Summa
MH WA 12+ . L. 2)

znajdujaca si¢ po prawej stronie réwnania (28") dla S=--k przed-
stawi si¢ podlug rownan poprzednich w postaci

Qo-FQir-\-Q2ri-l~ o o o

a przez porownanie otrzymuje si¢ stad

] Q0= io0i50)04-iii?0!iH~"P ,m + . . . -\-ta—2P0O, 0—2

32) ] QO i= tu P n 12 ¢+« -Hu—2iP, u2

Roéwnania (31) napiszemy jeszcze wyrazniej tak:
- =N -0 (M (0T )y -

a(«-2)

ev- ¢ (0.F)+. - ot

(Z1«-3)
(33) + (10 - 3gepe=3y (€ -7 -1)
—h— e F3 . . .+

(- DOF4L ~ (0-1- )

~to.-3= €Xe 2+ ¢ (0.1 -1)

~F 2= 0.Fo !
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Baczac na réwnania (3T) i (32) widzimy, ze fnnkcye Q
ze wzgledu na 0 i pochodne tej funkcyi sg linijnemi, t. j., Ze
nastepujacy ogélny ksztatt ma miejsce

(34) Qk={oQJCNo Jrd'$,Tr « m ++(2(,)—
ktore rownanie daje si¢ zuzytkowaé przy rozwazaniu prze-

stepnych mogacych powsta¢ catkowaniem Judx.

10. Jezeli catka J 'udx ma by¢ wyrazalng algebraicznie, to

] Wdx i wszystkie ilosci 00, Q,, Q.,. ..'musza daé si¢ wyrazic
algebraicznie. W przeciwnym bowiem razie, wiedzac, iz algebrai-

cznym ksztattem catki k&J wudx jest wedlug poprzedniego

kJ'udx=PIE\-Plr-\-P.Ir 2{-. .
otrzymaliby$my odejmujac to rownanie od (28"")
| Wax+(0o-Po)y+(QLP iyr+(0-Pdr+ **%+

+ (BE 1-id D& D=0
albo krocej

J WdxA-T,<A-rw-\-r™rL{- ...

To rownanie zada nasamprzod, aby catka J Wdx byta wy-

razalng algebraicznie ; rézniczkowaniem nastepnie pozbedziemy

szereg rownan ksztaltu
¥k N - N+ e e e +¥p- 1=

skad oczywiscie pierwiastnik r datby si¢ wyrazi¢ we funkdyi
wymiernej reszty pierwiastnikow, tak, ze liczba pierwiastnikow

catki J %dx zmniejszytaby si¢ o jedno$é, co jest niemozliwem.

Zatem oba wyrazenia na catk¢ J ‘udx nie moga by¢ rdéznemi.
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co zada, aby funkcje <3, Q,, Qi ... byly algebraieznemi,
nadto, aby

Q" p,, Qi=Pi . . .J Wdx-\~QU-Pq

Aby to by¢ moglo, potrzeba (34), aby funkcja O wyzna-
czona réwnaniem rozniczkowem byla najwyzej algebraiczna pgo
rzgdu (m—I)go stopnia. Tylko wowcezas bowiem pochodne

0', 0" ... s3 tego samego rzedu i stopnia, a wigc i funkcje
On, Oi, Q2 ... takze pgo rzgdu (m—l)go stopnia jak by¢
powinno.

Twierdzimy teraz, ze, jezeli catka jest algebraicznie wyra-
zalna, funkcja 0 jest wymierng samej zmiennej niezaleznej x.

W istocie zat6zmy

0="ot g-A-I-tr,72+ . . . A
Bv=0
gdzie w,, sa funkcjami algebraieznemi pgorz¢du (ra—2)go

stopnia, Q algebraiczna (p—l)go rze¢du, y liczba catkowita do-
datng 1 pierwotng. Wyrazenie to piszemy dla symetryi z po-
nizszemi réwnaniami tak

(35) 0 —T00+ A LOHM 04 . . . 1

skad kolejnem rézniczkowaniem wyprowadzamy

i 0 "= 7 Hi-®4™2H 1
(36)u  0“— 1
it d

Rownanie warunkowe (30) po rozwini¢ciu wskazanych tam
rozniczkowali iloczynu przybierze postac

(30" TO+T10'+Y 20"+ «+++Ta_ i0@" =/c

mnozac teraz réwnanie (35) przez 2j,, roOwnania (36) odpowie-
dnio przez Tu T2 ... i dodajac je stronami do siebie, otrzy-
mamy z uwagi na ostatnie rownanie
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[Molior +MTOTI+HA KORE o o o Oflc—1)* 7]
F L0710 + AT 14 2 RTA12 4 e e ‘]ZTCN_ln]
+ [T'(]IZ,O'I' T ml/l+ T 2]2,3+ e oo +2 ’0_ l)] ")

+ 6 etetteretieretieertieertieerieeertsetteeatasataseraresatteerarssraterans

Eownailie to musi byé identycznem ze wzgledu na pier-
wiastnik II; w przeciwnym bowiem razie piszac je w postaci
kroétszej

I,4-K,JI+I1112M- . m. +M, .lii7T- =0

kolejnem rozniczkowaniem otrzymalibySmy (*—1) rownan co do
R, BI1 ...i7"— linijnych, skad te ostatnie ilo§ci wymier-
nie we funkcyi ilosci M0, 1)/,, XK,... 1 pochodnych tych ilosci
wynalez¢by si¢ daty: po podstawieniu icli zatem w réwnanie
(35) pozbylibysmy si¢ zupelnie pierwiastnika B. a tak stopien
funkcyi 0 datby si¢ znizy¢ o jedno$¢, cojest niemozliwem,gdyz
zawsze ksztalt 0 przypuszczaé nalezy nieredukowalnym. Po-
wyzsze rozwinigcie jest przeto identycznoscia ze wzgledu na
pierwiastnik -B, a to zada, aby kazdy z jego wspotczynnikow
z osobna stawal si¢ zerem, t. j.

MT0)0+ M EOH ADr0S2+ me o 10, 1=
(37) o— 1= <)
+ ce e 12V 172,06

Jezeli funkcya 0 na mocy powyzej uczynionego zastrze-
zenia jest algebraiczng najwyzej ggorzgdu (m—Il)go stopnia; to
wszystkie funkcye 70, s!l, w2 ... sa co najwyzej ggo rzedu
(ta—2)go stopnia: pierwsze z rownan (37) w poréwnaniu z (30')
wykazuje, ze ostatniemu réwnaniu dogadza takze funkcya alge-
braiczna jj.go rzedu (ta—2)go stopnia. Stad wynika, ze roéwnaniu
(30") dogodzi na 0 warto$¢ algebraiczna (ta—2)go stopnia, za-
tem i (ta—3)go stopnia i t. d. zerowego stopnia czyli funkcya
algebraiczna (pjr—Il)go rzedu. Jezeli przeto rownaniu (30') do-
godzi funkcya ggo rzedu, to dogodzi mu takze funkcya alge-
braiczna a—l)go rz¢du, zatem i (a— 2)go rzedu, (;a- 3)go rzedu
i t. d. zerowego rzedu, t.j. funkcya wymierna x, co byto do
dowiedzenia,
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Co wiecej, funkcje V0, VIl V2. .. byly algebraicznemi
U rzedu, (m—Il)go stopnia; zatem baczac na rownania (30)
i (30" funkcje Tin Tn T, . . . sa rOwniez algebraicznemi ij.go
rzedu, (m—I)go stopnia. Z rownan (37) atoli linijnych co do
ilosci T(), T,, Te . . . wyrazimy je wymiernie zapomoca funkcyj
*00, *Q1, *02 o o« ¥10, *1L1 *12 « « m*20, *21, *22 « « . It. d.
algebraicznych ggo rzgedu, (m—2)go stopnia tak, ze funkcje
T4, v, T, .. . beda algebraicznemi pgo rz¢du, (m—2)go sto-
pnia. Stad wynika, ze stopien ostatnich funkcyj daje si¢ znizy¢
0 jedno$¢, zatem takze o dwie jednosci, o trzy jednos$ci . . .
1t. d. tak, ze wreszcie funkcje te stanag si¢ algebraicznemi ggo
rzedu, zerowego stopnia czyli algebraicznemi (p—I1)go rzedu.
W podobny sposéb przekonamy si¢, ze one mogg by¢ algebrai-
cznemi (p—2)go rze¢du, (p—3)go rze¢du it. d.. wreszcie zerowego
rzedu, t. j. stang si¢ funkcjami wymiernemi zmiennej nie-
zaleznej x.

Zwazajac, ze T'F=0.T7, gdzie V zatem i W sa funkcjami
algebraicznemi pgo rz¢du, (m—I)go stopnia, otrzymamy po tem
wszystkiem twierdzenie :

Catka funkcji algebraicznej pgo. rzedu, mgo stopnia, jest
wyrazalng algebraicznie, jezeli znajdzie si¢ funkcja wymierna
0 taka, ktora uczyni zado$¢ linijnemu rowneniu rézniczkowemu
(30" rze¢du nie wyzszego nad (<*)y o wspodiczynnikach wy-
miernych zmiennej niezaleznej , a nadto jezeli calka z alge-
braicznej pgo rzedu, (m—1) stopnia

jest wyrazalng algebraicznie.

Mozemy zatem dalej powiedziec:

Calka funkcji algebraicznej pgo rzedu, mgo stopnia jest
wyrazalng algebraicznie, jezeli istnieja dwie funkcje wymierne
0, 0,, takie, ktére uczynig zado$s¢ liuijnym réwnaniom réznicz-
kowym ksztattu (30') rz¢du nie wyzszego nad (fF—1)y i (p—1)y,
a nadto, jezeli catka z algebraicznej pgo rz¢du, (m--2)go stopnia

jest wyrazalng algebraicznie. Liczba * jest oczywiscie wyktla-
dnikiem pierwiastnika, wedtug ktorego funkcja ut= W zostata
rozwinigta.
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Podobnie znajdziemy, ze:

Caltka funkcyi algebraicznej ggo rzedu, mgo stopnia, jest
wyrazalng algebraicznie, jezeli znajdzie si¢ m funkcyj wymier-
nych 0, 0,, 02. .. 0se—1 takich, ktoére uczynia zado$¢ Hi li-
Hjnym réwnaniom rozniczkowym rzedow nie wyzszych nad
(ff-ljy, (—Dy, (*-Dy <+ m0d-i-1)Y, o wspolczynni-
kach wymiernych zmiennej niezaleznej x (ksztattu 30"), a nadto,
jezeli catka z algebraicznej pgo rzedu, zerowego.stopnia czyli
z algebraicznej (g—I1) rzedu, mgo stopnia

c dit

jest wyrazalna algebraicznie.

Zapomoca takiej indukcyi dochodzimy oczywiscie do twier-
dzenia :

Catka funkcyi algebraicznej ggo rzedu, mgo stopnia jest
wyrazalng algebraicznie, jezeli znajdzie si¢ (m-j-mi+wb-j- . . .

funkcyj wymiernych takich, ktore uczynia zado$¢
(m-]-m}F)-m2j-mi{ 1) linijnym réwnaniom rézniczkowym rzedow
nie wyzszych nad wyktadniki pierwiastnikow danej funkcyi
o jedno$¢ pomniejszone, o wspotczynnikach wymiernych zmienne;j
niezaleznej x, a nadto jezeli catka z algebraicznej zerowego
rzedu 1 zerowego stopnia, t. j. ilosci statej, jest wyrazalng alge-
braicznie (co si¢ zawsze spetnia).

Twierdzenie to nie przynosi wprawdzie bezposredniej ko-
rzy$ci w teoryi calkowania ogdlnych funkcyj algebraicznych,
jest jednak teoretycznie uwagi godnem i zarazem w teoryi ro-
wnan rézniczkowych Unijnych stopni ogoélnych, o Wspoétczynni-
kach wymiernych zmiennej niezaleznej, uzytecznem, jak to kiedy
bedg miat moze sposobnos¢ okazac.

11. Powyzsze rozwini¢cia majg waznos$¢, dopdoki rownania
(24) 1 (26) istnieja. Jak juz powyzej nadmieniliSmy, traca one
swa wazno$¢, jezeli wyznacznik V staje si¢ identycznie ze-
rem: natenczas ksztalt (28'), a tern bardziej (28") i (28")
uzyska¢ si¢ nie daje, a calka nie bgdac wyrazalna algebraicznie,
stanowi pewna funkcy¢ przestgpna. Zatem:

Dostatecznym warunkiem (cho¢ niekoniecznym), aby cat-
kowaniem powstata przestepna, jest

V=0,
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Dodalismy ,,cho¢ niekoniecznym®, gdyz zdarzyé si¢ moze,
iz wyznacznik V nie staje si¢ identycznie zerem, dalsze atoli
warunki algebraicznej catkowalnosci sa niedopetnione, a catka
rowna si¢ funkcyi przestepnej.

Nie zatrzymujemy si¢ dalej przy tej rzeczy, nadmieniamy
tylko, ze sam przedmiot zdolny jest bardzo wiele ciekawych
rezultatow dostarczyé; a to nader ogoélnych i w tej czg¢Sci ana-
lizy doniostych, jak rowniez, ze na zasadzie powyzszych rozwi-
ni¢¢, daje si¢ zbudowac¢ teorya funkcyj przestgpnych, ktorych
pochodne sg algebraicznemi, misternie przez Abla rozpoczegta ©)
a przez pana Liouville z innego stanowiska uwazana.
W istocie potrzeba tylko zatozy¢, ze wyznacznik V staje si¢
zerem, lub ze rownaniu rézniczkowemu (30) albo (30') wymierna
funkcya na 0 dogodzi¢ nie mozna i w tym przypuszczeniu badaé

dalej catke¢ wudx. Wyrazenie takiej funkcyi przestgpnej, (ktora

nazywam ,pierwsza przestepna™) daje si¢ uzyskaé w postaci
uwagi godnej, (oczywiscie, ze nie we formie wyraznej), w ktorej
funkeya takowa moze by¢ poddana blizszemu zbadaniu jej wla-
snosci (jak dodawanie przestgpnych, okresowos¢ it. p.). Do po-
dobnych rezultatow pod pewnym wzglegdem (mianowicie formal-
nym) prostszych, prowadzijednak uwazanie funkcyj algebrai-
cznych wymiernych i tern zaraz si¢ zajmiemy.

Przyktadow catkowania szczegoélnego, do wylozonej po-
wyzej teoryi, nie podajemy, zostawiajac to na inny raz, zwra-
camy tutaj tylko uwage na ksztalty, w jakich calki funkcyj
algebraicznych w razie algebraicznej wyrazalnos$ci si¢ pojawiaja
w szczegblnych razach. Tak n. p.

I
fyJv+ Vi dx=P P+VV + stalej

gdzie j) i ¢ sa funkcyami wymiernemi, a P funkcya algebrai-
czng pierwszego rzedu — jak latwo z podanej teoryi wydedu-
kowa¢ mozna. Twierdzenie to i cale mndstwo podobnych jest
analogicznem do znajomego twierdzenia Abla — Liouville’a
catek z pierwiastnika funkcyi wymiernej, a jak wida¢ ogol-
niejszem.

) 1Loe
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Wszystkie,odpowiednie twierdzenia, wyprowadzone przez
pana Liouville, dadza si¢ dla catek powyzszego ksztaltu roz-
ogolni¢ i na przyktadach jeszcze bardziej szczegdlowych spraw-
dzi¢, co w gruncie rzeczy jeszcze we¢ale ogélnych rezultatow
dostarcza. Pozostawiamy to sobie wszelako na inny raz.

II.

Funkcye algebraiczne niewyrazne.

12. Za przewodem Alba, funkcya algebraiczng niewy-
razng albo krotko algebraiczng nazwiemy funkcy¢ y ze zmienna
niezalezna x zwiazana réwnaniem

(1) am Y™ am—\Ym '+ * mnm

gdzie oOL[ «W i . . . a.,, a,, an sg wieclomianami wymiernymi
catkowitymi samej zmiennej x. Taka funkcya, mimo to, ze gdy
»P>4, a wspotczynniki a0, o,, a, . . . sa ogoélnymi, nie daje si¢
wyrazi¢ w postaci algebraicznej wyraznej, jak to okazali
Ruffini ') — Abel 2, a wreszcie pan Wanzel, posiada wta-
snosci zupetnie analogiczne do wlasnosci funkcyj algebraicznych
we wlasciwem ich znaczeniu, tak ze w badaniu jej calki nie
rozni si¢ wcale od ostatnich.

Roézniczkowanie réwnania (1J daje

(a'mYm+ a,m-iYm~ 1+ mmmt+alyl+ aly)+ (m°myM~ iJr * ¢ * +
4-
skad

v<__filxiy) = i\(x\Vi)

J(xiy) A&ivO

gdzie /, i/ 2 oznaczaja dur wielomiany catkowite co do y i x.

)Y Ruffini Theor. gener. d. Equazioni in cui si dimostra
imposs. la soluz. algebr, delle equaz. gener. di grado super. Bologna
1798.

Ruffini Della insolubilita d, equazioni algebra'cli¢ gener. di
grado sup. al quarto. Verona 1805.

2) Abel loco citato.

3*



38

llos¢ 21 jest jednym z pierwiastkow yn y2. . . ym-i,ym 16-
wnania (1) tym wtasnie, ktorego catke badaé¢ podejmujemy sig.

Ostatnie wyrazenie mozemy pisac¢ tak

JA&YIIPYiYiIXiy3) . . -A~yJ
Vo~ M xiVxIIxiVIINe,Vi) - - wfy x <no

Mianownik tego wyrazenia jest wymierng symetryczna
funkcya pierwiastkow rownania (1), a jako taki daje si¢ wy-
razi¢ wymiernie wspolczynnikami réwnania (1) czyli wymiernie
samem x '), (zwazywszy, ze wspotczynniki am %, S8
wymiernemi i1 catkowitemi funkcyami zmiennej x). Podobnie
iloczyn

[ Axyixyd .. j\xym

jest wymierna, symetryczng funkcya pierwiastkOw réwnania
calkowitego co do y

a"mYIIl ym~l+ o o
y-Vi
(7 jest pierwiastkiem rownania (1), ktére zatem przez czyn-

nik pierwiastkowy (y—y,) jest podzielitem bez reszty) czyli
roOwnania

3) am¥m '-K®/«—I+ “«Zf) VIIF-" +

+(am—2 +am -'Yi+tamVi)Vm 3+ o o m=7°
daje si¢ zatem wyrazi¢ wymiernie zapomocg &i wspotczynnikow
ostatniego rownania, t. j. wymiernie co do x i y;, a jak oka-

zemy nawet calkowicie co do «,.
Zalozmy

@) y 2(Cid)=060+6i7/-1-62/2j- . . . -l-br y1

gdzie 60, 6n 62 . . . br sa funkcyami wymiernemi i catkowitemi
samego x, a dla skrécenia r=m —1 oznacza. Kladac na miejsce
y po kolei ¥j, ya ... ym, otrzymamy nast¢pujacy uktad (m—1)
rownan :

") patrz ustgp 3ci
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flxlyo=b0+biyidrbiyii-\-. . . +bzy/

/IMNBATTAY3UAT/3U- 000 +peyf

FINTUVE) o3V 2V7pel' + m e "WV Vem

co pisa¢ mozemy w postaciach iloczynu

/NiYo=FkGo—0)7%2 B) ...320r)

Jdix>y3)=k "3 0,)(Z/:)-€D . . . (V3-6y)

fAxil/m—br 3n 0j)» 03) * o du~0/h
Oznaczajac iloczyn /A"~/j(x .i/3) . . . f~y,”~ krotko
przez J, otrzymamy
6,(y20,)(ya—02 . .. (,—0r)
7 MzB—01)(23—02 ¢« (si—0r1)

KOm 0D 02 oo (DDE0)

czyli
J— bm~1 @22—0,)2/3 ei) e°°(vm-0,)
r (Z/2-02)(2/3—02 e > (vm-02

#3 0r)(23 O0r) e+ @& Or)

= r/"-1(-1T -4 0 -2/2)(0- 23) . ® -y I
( D"1 Ke2 y2v02 e o (®2  Vm)

{~1)m-9 % -V3)@e—Vil < (6e-VYm)-
Zhytecznem zdaje si¢ nadmieniaé, ze 0], 02 ... 0 - s3
pierwiastkami réwnania :

fA xi2)= 0-

Rozwijajac ostatnie naznaczone iloczyny w rzadkach po-
ziomych i1 uzywajac zwyktych symbolicznych skrocen



m m
QYX=Vo+V*+. mme +Vm, 2y).Yu=YiVi+t + me +Ym-1¥ym It (L

otrzymamy
m

om
Om-1+(7L) 2y) iu.0 ,m“3+..J

m m
J QS (- 't X 2 CVn© 1+ M ) 103 i/ /u.0SW 3+ od

m m
(04 w-1+(-1)» »-2Jz'§7i 00 -2+ ('i)»«'3§,t/A|'/.mA0r ]

Prawa strona tego réwnania jest wymierna i symetryczna
funkcjg ilosci 0,, 02 ... 0r Dbedacych pierwiastkami r6-
wnania

/ 3(x,0 )=0

— w iloczynie J nawet $lad tych ilosci zaginie, gdyz cala ich
funkcja daje si¢ wyrazi¢ wymiernie wspotczynnikami ostatniego
réwnania, t. j. wymiernie iloSciami b0, , B ... br czyli wy-
miernie samem x. Ilosci za$§ jak

.m
212 - % + 2 it ... +Vm
2

m
2yx Yu=ViVi+ mm-+2/t 1¥Vm5 * 1 tlrdzne)
2

m
IVi yfr=y,-y&£+ me e+ -h/m, V ... r rozine),
2

sa wlasnie wspotczynnikami rownania (3) bez wzgledu na znak
i podzielonymi przez funkcy¢ catkowita am — zatem w iloczynie
J wspotezynniki rownania (3) znajdowaé si¢ beda migdzy soba
tylko mnozone a nigdy dzielone. Lecz kazdy taki wspotczynnik
zawiera wymierng calkowita funkcje x i1 catkowite potegi z yti
zwazywszy zatem, iz W rozwinigciu na J zadna z ilosci
0,, 0j <+ <0;, =znajdowa¢ si¢ nie bedzie — wyrazenie na J
zawiera¢ bedzie x wymiernie, a /o catkowicie. Podstawiajac
takowe wyrazenie w rownanie (2), otrzymamy rezultat ksztaltu

2 —dH %, maiVf ... +e,,, WVWim-\-emy,m) , ..

lub zastgpujac y/ wprost przez y
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4) V'=c,,-fcly-fc274 - « o o« +cm- 1¥m [+cmymjr---

gdzie 0, c,, 2 ... cm-i- cm me ¢ si! funkcyami wymiernemi
swej zmiennej niezaleznej x.

13.  Rozniczkowanie réwnania (5) daje

V//==(clo+ciz/+c, 202+ o o mf~c'm—iym~ ljr cmymjr <+ ¢ 9
+(cl+ 2'Yy+ e e e +(m—)cm-\ym- 2-{-mecmym—I+ . . )y,

a podstawiajac tutaj za y‘ znaleziong wyzej warto$¢, po wy-
konaniu mnozenia obu wielomiandw i1 uporzadkowaniu wedlug
poteg y, dostajemy rezultat nastgpujacego ksztattu

ViFe-€iVI-e2/+ . . . tem-iyV m~ I+ emViut o o ¢

gdzie €0, ej, € ... er_r, em sa funkcyami wymiernemi
zmiennej Xx.

Widocznem jest, ze jakakolwiek pochodna, n. p.rta wzig-
liby$my, otrzymamy

ViD)=1"+P1V+P2V2+ wmmm +Tm-\YVm~JHTmYm+ mme

gdzie Pr,, P!, Pi . . .Pm—ij Pm ¢ * ¢+ s3 funkcyami wymiernemi
samego x. Lecz z rownania (1) okreslajacego funkcye¢ y, mozna
ym 1 wyzsze potegi funkcyi y wyrazi¢ catkowicie nizszemi po-
tegami y i wymiernie zapomoca x (a to mnozac roéwnanie (1)
kolejno przez 20 yl, y~ . .. i wyciagajac kazdym razem war-
tos¢ na ym, ymJrl, Ju*+2 . . ), co gdy podstawionem zostanie
w ostatnie réwnanie, otrzymuje si¢

(G) 2/(r)= P o + P 1z/+-Paz/2+ v oA -12W 1

rezultat wazny dla kazdego r catkowitego i dodatnego. PO, I\,
P2 . . . P,i i sa funkcyami wymiernemi. tamej zmiennej x
i wskaznika w-.

Zmieniajac we wyrazeniu (6) » na (r-LI), t.j. rozniczkujac
obie strony tego.réwnania, otrzymamy

() YN QEQy QiR e —ym

Uwagi godng jest rzecza, iz. gdy w rownaniu (fi) po lewej
stronie odbywa si¢ rozniczkowanie wzgledem x, prawa strona
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nie zmienia swej postaci, a nawet liczby cztondéw, tylko funkcye
wymierne zmiennej niezaleznej x, t. j. Pu. J\, 74 . . .
zmieniajg si¢ na inne funkcye wymierne Q0, Q,, O2 m mmQOm—i.
Co wigcej piszac dla wyraznosci

(8) PO=P OCk,r), /\=P,(x.2), P.,=P2(x,r) . . . "

funkcye i Qi, O/ mmmbeda

(9) 0,j=Po(ict4 -1): O APiC~"-fl), Q2=P2(xr-\-1) . . .

z ktorych wzglednosci przy badaniu catki  ydx, bedacej funk-

cya przestepna, daje si¢ zrobi¢ uzytek.

Wyglada ta rzecz tak przeto, jakgdyby funkcya. y byta
iloscig stata, a na samych nmkcyach PO, P,, P2 . . . dziatania
algebraiczne i rozniczkowe wykonane zostaty przy przejéciu do
Qai Q\- * m. 'Nazywajac te dziatania krotko przemienia-
niem (variation), powiemy:

Wyrazenie (G) rézniczkuje si¢ tak, jak gdyby y bylo iloscia
stala, przemieniajac tylko funkcye wymierne P na inne wy-
mierne.

Wyrazenie (6) calkowane raz (a nastgpnie ilekolwiek razy)
zachowa takze swa posta¢ i ilos¢ cztondéw, zmieni tylko funkcye
PO, Pj, Pj . . . P,i—i lia inne wymiernego ksztattu. To oka-
zemy niebawem z cala Scistoscia, wprzod jednak dowiedziemy
twierdzenia be¢dacego szczegdlnym przypadkiem wspomnianego,

t. z. twierdzenia Abla, dajgcego ksztalt catki ydx w razie,
gdy ta jest wyrazalng algebraicznie.

14. TAvierd*enie Abla.

Jezeli calka ydx jest wyrazalng algebraicznie, ksztal-
tern jej bedzie
(io) Jydx=q0-\rPy+qy+ me s+ 2d-iz/w_1=1("2)

gdzie oi Pi 7 wmmm Bn—| Sil funkcyami wymiernemi samej
zmiennej niezaleznej x.

Jezeli catka <p(xy)=<p ma by¢ funkcyg algebraiczng x i y,
to oczywiscie czyni¢ musi zado$¢ pewnemu réwnaniu algebrai-
cznemu stopnia calkowitego g
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(11) Tjx—itpp i-)- ... -A-T"4-T"—d(cey,(p)— ®— O
gdzie ftmkcye T« 1;¢0—\ . . . Tj, T, sa funkcjami catkowitemi
co do x iy

Roézniczkowanie ostatniego rownania daje

(I n® & q
dx'd<p 'da

gdzie pierwsza pochodna czastkowa odnosi sig tak do wyra-
znego xk jak i do niewyraznego, t. j. we funkcji y ukrytego;
a wykonujac naznaczone czastkowe rozniczkowania
Clyvy-rTu . .. --T\ <p-\-T\) -|-
Ty vy A4 -Ty-\fu-D)NN2-- L

Poniewaz atoli
dii
fr=Tx=y

przeto porzadkujac ostatnie rozwinigcie wedtug poteg @

(12) T y<py-\-\T'y —i+yTyiy\(p Y —" +

+ [T> 2+ (/a-1)T,-ir/]*-24- ... +[Tot TI2]=0,
ktoére to réwnanie napiszemy krocej tak
12"y Thwjy— Uy Ipu—i Ty 2<py Ud="0
gdzie, jak tatwo spostrzedz, Uy, Uy i . .. 70 sa funk-
cjami catkowdtemi co do x i y.

Mnozac rownanie (11) przez Uy, rownanie (12') przez Ty
1 odejmujac je stronami po sichie, otrzymamy
{Ty—Uy—Ty TJy—i)p,” -i-j-(Tju—2Uy—7Ty Uy-2)<py—2-1-

+ (TaUy Ty U0)=0

rownanie o wspoétczynnikach wymiernych co do x i y stopnia o
jednos$¢ nizszego niz (11).

Jezeli zatem funkcja <p{x)) dogadza réwnaniu (11) stopnia
g o wspolczynnikach catkowitych co do x i y, to dogadza takze
takiemu samemu réwnaniu stopnia (p—1)go, zatem takze stopnia
(p—2)go, («—3)go ...1it. d., wreszcie stopnia pierwszego.



44

Gdyby wszelako réwnanie (11) byto nieredukowalnem, tedy
ostatnie réwnanie musiatoby by¢ ze wzgledu na P identycz-
noscia, t. j. wspotczynniki jego poteg z osobna stawaé musiatyby
si¢ zerem czyli

Tu—I\TJfx— Tu Un—1= 0, Tu—2Uu— T}j,TJj.i—2=0
TOVu— Tu UO— 0.

Pierwsze z tych rownan po wstawieniu warto$ci na Uu
i t/'u— daje
Tfi—iT‘u= 'Tu(T'u—i-\-y.Tfjy)
czyli
T'U T ‘U—X Tu T,, —i Tu ,
VIi-ftP , +|n5>Ti y-b+
Zalézmy tu
: Tz;‘f]l =C to logTu—ogiju—i=logC
rozniczkujac
Ty iu.— 1 dC
1 T 1 C dx

a podstawiajac te wartosci w poprzednie rozwinigcie, otrzy-
mamy

1 ~ ~dp
T-33+ " -"NH
czyli
d: .
=y dP
Catkujac obie strony, otrzymamy
1 - Tu— KTfi ——Tu—i

"I ¢ K .,
gdzie K jost stata catkowania.
Poréwnujac to roéwnanie z réwnaniem (11) widzimy, ze
ono jest co do P stopnia pierwszego

F=1
zatem
T"M T-KT,)"

a ze rownanie (11) daje teraz

TVrHI-o
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przeto stata catkowania /<=0, a

czyli <p{x.y) jest funkcya wymierna x i y. Uwolniwszy wiado-
mym a czgsto powtarzanym sposobem wyrazenie

™,Y)

T.(x.y)
od mianownika i ograniczywszy rozwinig¢cie do liczby m cztonow,
otrzymamy

fydx:PAPty—\—PA-}— ... +Pm- IVm-'=<p(x,y)
gdzie /1,, I\, P2 . .. Pm j sa funkcyami wymiernemi samego
x, a to stanowi wtasnie powyzej zapowiedziane twierdzenie.

15. Twierdzenie. Jezeli catka [ydx jestwyrazalng
algebraicznie, wyrazenie jej moze istnie¢ tylko jedyne.

Gdyz inaczej wedlug twierdzenia poprzedzajgcego mieli-
by$my réwnanie

J ydx=QIt Qpy-\-Q.y'H{- . . . -\-Om_\ym 1
gdzie Qa, 1, O, . ., Om i nalezatoby zatozy¢ funkcyami wy-

miernemi zmiennej X, roéznemi wszelako od funkcy; wymier-
nych p;, p,,p, .. .pTO b t ]

Qos$p,,, feP,, O,"p2... 0Om P mi.
Odejmujac ostatnie roOwnanie od powyzszego wyrazenia na

caik(;f ydx,. otrzymamy

(Pm—I~QOm—\)ym 1 m-2 ~ @m~2)VII"T" o oo+
4- (Pi—Qil7-H "0o*“ Q0—o0?
ktéore wyznaczajac y zapomoca roéwnania (m—I)go stopnia jest
niemozliwem, gdyz przypusciliSmy, ze ostatnia funkcya wyzna-
czong jest roOwnaniem stopnia mgo nieredukowalnem. Rownanie
powyzsze jest wigc chyba identycznoscia, co zada, aby
oM I"P,,, -1, Om—P~Pm—2+ mmQ\=Pi* Qo=Pu

co dowodzi powyze] wystowionego twierdzenia.
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IG. Powrdciwszy teraz do poprzednio znalezionych war-
tosci na pochodne y\ y”, y*!

Z rownania (G) dla r=1, 2, 3 . . . (ta—1), otrzymamy na-
stgpujacy uktad rownan (po sprowadzeniu do wspdlnego mia-
nownika), aby w miejsce funkcy] wymiernych wprowadzi¢ funk-
cye catkowite

BYVE % n+arll -a™Vy 2\-a3nV'i-\- mmmSra-12yra-1

(13)1 2+a J;m—22/4_a2,s<i— 22/3+ e+
Jr am—I,m—"iym~~I
bm—i y(,i—P—alOpm— /3"
L1
+ am—

gdzie wszystkie ilosci oznaczone gloskami a i b s3 wielomia-
nami catkowitemi samego x 1 proécz tego pewnemi funkcyami
wskaznika odpowiedniej pochodnej. ')

Uwazajac wr powyzszym uktadzie réwnan y, 72 y3. . .
ym—i za niewiadome, widzimy, iz jest on linijnym co do tych
ilosci, a tak rozwiazanie jego nie przedstawia zadnych trudnosci.
Potézmy wyznacznik

1511 21 am— 1,1
Yon—1,2
(14) - A
a])n—Zi *2,]))—2 *iny—1,)»p—2
*Lh—H *2,1 am—li»—1

to otrzymamy

»—i

*) Zalezno$¢ pochodnej yb’) funkcji algebraicznej od wskaznika
r, stanowi moze najcickawszy epizod poszukiwan, jakie podjatem.
Odnos$ne wzory wyprowadz¢ innym razem, gdyz sprawa ta wiaze sig

$ciSle z badaniem funkcyj przestgpnych ksztattu Jydx.
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gdzie D, .. . Lm i oznaczaja wyznaczniki ksztattu
(P\V* aon) aiJi = am—,1
(@ "-a,n2) a22 . am—12
A=
dm—2y(m " al0,m—2)i a2,m—2 **s am—i,m—2
Oim—Ielm~" aOpa-1i)) #2yr—I1 “m—1a—1
podobnie Z2 . . . Dm—\. Wyznacznik L x mozemy rozwingé

minorami wedlug pierwszego rzadka pionowego, a tak uzyskamy

A=("iZ//—aoii)AiH 22/ (512)A2+  me +
N\W ~ a2, «r— 1)A wi_i

gdzie oczywiscie

«2,2 am—\,2 «2,1 am—1I1,2
(15) Al— 1 A2—

a2,m—I1 -+ eant—»t—1 a2,m-1 ¢ mam—\,m—1
it d

Oznaczywszy ogolnie

(16) \.4 r=gqr
a dla skrocenia
an — («iifiAi-baunA 3+ . mm iA»r_i)=0
otrzymamy

Ni=QJrqd +q,y,'+ mem-£Ym-2V(m"y+ & - 1o(t_1)-

Wedlug powyzszego otrzymamy stad
(18) A.r=Af<zy+<by4-. o e+5Ne2Z/("l~ 2+ 2'w-i?/(;> 1)

zapomocg ktorego roéwnania funkcya y wyrazi¢ si¢ daje w cha-
rakterystycznej postaci wielomianu budowanego linijnie z jej
wilasnych pochodnych i funkcyj wymiernych zmiennej x a to
zawsze jezeli tylko wyznacznik

ASO.
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Gdy wypadek ten si¢ nie spetnia, t. j. gdy A = n, znaczy
to, ze rownan (13) jest za wiele, anizeli w istocie do wyzna-
czenia niewiadomych y, ye . . . ym”-I jest potrzebnem, czyli ze
pomiedzy roéwnaniami (13) znajduje si¢ przynajmniej jedno, n. p.
ostatnie, ktoére w poprzedzajacych (m—2) réwnaniach jest juz
zawartem. Machaj takiemi dwoma réwnaniami z pomi¢dzy uktadu
(13) beda rte i ste

iry(r)=0o,r+«l,r/+«2r2@Q +* m
08 xp) = S+a2y2r .. 4am il WL
Zaktadajac je identycznemi nalezy przypusci¢, ze rdznia
si¢ one tylko czynnikiem wymiernym i catkowitym samej zmien-
nej niezaleznej x. Mnozac pierwsze z nich przez taki czynnnik
Ir drugie przez podobny # i odejmujac je od siebie, otrzymacé
musimy identycznosé
[?r br t/M - 4 bs T/s)] == (I*awr ?Scilts) +

(2ra,,r —q flj.s )y-j-(z.ri/'lZ,r—H« a2s yoi2 d-

co zada, aby poszczegbélne czlony =z osobna stawaly si¢ zerami
czyli

2rbr M —zs bs y(s)=0,
zrnOr —zs aOs O, A otfjrmzscts= 0, iro2r zsa2s=0 ...
it d

Z ostatnich rownan otrzymamy

s alw  »ip-. «
Zr aQs i*,s @a@s

a podstawiajac ktorakolwiek =z tych wartosci, n. p. pierwsza
W pierwsze z powyzej napisanych warunkowych rownan, otrzy-
maliby$Smy

(19) ™M= " y(r)

gdzie P i Q oznaczaja wielomiany catkowite zinienuiej nieza-
leznej x, rdwnanie, ktére w powyzszem przypuszczeniu wyzna-
czatoby funkcye y. Poniewaz zawsze zalozy¢ mozna r>s, przeto
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ostatnie rownanie rézniczkowe sprowadza si¢ do réwnania rdoz-
niczkowego (r--s)go rzedu.))

17. Zaktadajac, ze wspomniany wyznacznik nie staje si¢
identycznie zerem, zauwazymy catke

J " Sydx
gdzie <S oznacza funkcy¢ wymierng samego x. W tym celu po-

mnozymy réwnanie (18) przez nieoznaczong funkcye O i ozna-
czymy dla krétkosci

(20) e.qr=tr

to otrzymamy bioragc obustronnie catk¢ nicoznaczong po pomno-
zeniu przez dx

J'"<d Adydy=J"s. Qdx + N otipdx A5y -l
+J "m-2Ym~""x -fJ tm 11/m- Ddx.
Catkowanie przez czegsci daje ogolnie

F'tryfr)de= U y®—) -- f fry(r—Vdx
podobnie dalej
— ' ~ ~ 2)+Jt' Ty~ 2)dx

J 1 ye—2)dx= —i'V 2("-3) —J ' “ry(r—3)dx

(-Dr-2J i ~yrin= (_Dr-2v < 27+ (_Dr-iy'll s

(_1)’-1J/; Ay‘zx:(le!xv—-ﬂn* l)yA-{—l)rj ydx

*) Szczegdlnym przypadkiem powyzszego jest badany przez
Abla i Liouville’a przypadek, gdy wspotczynniki réwnania (1)
staja si¢ z wyjatkiem dwoch zerami, t. j. alM =0, ffW 2==0..

m
a2=0, a,=0, a wowczasy = |/N , gdzie iVoznacza funkcy¢ wymierna
zmienne] niezaleznej x. Jest wtedy y{r)—N#p gdzie N r oznacza
funkcye wymierna.
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a dodajac wszystkie te rOwnania stronami do siebie po opu-

szczeniu obustronnem roéwnycli wyrazéow, otrzymamy
Jlrylrjdy = |>]

= (try{r-i)—Ury{r-2)"-t"ry(r-"9)

J— (—Dr  UQ@ydx,

gdzie symbolem [r] oznaczyliSmy dla skrocenia calkqj try(r)dx.

Bedzie przeto

2 na—1
0 Ayc?x= jO.Qctx+1[r]

(ni—2)
/0. (Mu-|[4A—£2+{"3— s o o + ( D)"i—

(ill—3)

.+ )y

+(F3¢ 4+ ...+ (—iyni—H;lz_ief))y“

+ (iNe- 2- 1 ,,i-D)Z/(rt~ 31« _12/C1 2)
I i'1+6'-T '3 + .. . 4-( VoI

Oznaczajgc dla skrocenia

A-i"me L -H -ir-fe? - t-t,A", -

4 (-117 -"<Iyrrv =-B..

tni—2" t m—1 —3m 41— -"m—=2
(m—)
mg-iA +rt,- .. =
napiszemy
J e Aydx =

+ Bm~2 ¥im 2)

czyli jeszcze

oo m+
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J 0. FGyrjx - JO.Qdx-\-Bly+Bw/+Bxyi* . . . 4.

+ Bm-2YV (m- 2).

Aby lewa strong¢ tego rownania przywiezé do zadanej
postaci

J Sydx
musimy zatozy¢

(22) 0A-fo=£

rOwnanie, ktoére dotad nieoznaczong funkcye 0 wyznaczy¢ po-
winno. Z uwagi na (20) i ostatnie z rownan (21), mozemy pisaé
rownanie (22) tak

> J3

Q) K (ET)-FT(€1)-TT (B.0,)%...4

dxm- 1

t. j. w postaci roOwnania rozniczkowego co do 0 nie wyzszego
rzedu jak (m—1).

Jezeli ostatniemu réwnaniu dogodzonem zostanie n. p. catka

czastkowa na 0, calka JSydx posiada¢ bedzie ksztatt

@3) J syax—J 0.0dx-7-BrrBAYABAAL B g me)
gdzie 50, 1, 5, ... Bm_[ sa funkcyami wymiernemi zmien-
nej x catkowitemi i linijnemi funkcyi O i jej pochodnych. Po-
dtug rownan (21) mamy bowiem

B.=eil- ¢ (0i,)+é(e?)-.,+ (-ir-" (03, 10

B ,=c¢i,-|(eS)+¢((0i.)-...+(-ir-s" (e i _ I
21" ax

Bm-3 Qfm—2 (0i»1i—1)

B, n— —1
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ktére rownania po rozwinigciu naznaczonych rézniczkowali daja
si¢ sprowadzi¢ do ksztattu

4=#o,+"i,€U-",D'U- ¢+ m+ " 1= 200 (00 2
.t z,w 31le(™-3)
@r 52=1ifo0 +irm0'+1C, 20"+ . . . +ATw 20 (- 4)
w3 "0O.m—30 /i—3®
BRr—2~-"0,m—20
gdzie wszystkie funkcye oznaczone gloskami K sa wielomia-
nami calkowitymi samej zmiennej niezaleznej x.
Zakladajac, ze odpowiednig warto$cig na funkcye 0, ro-
wnanie rézniczkowe (22') dopelnionem zostalo, podstawmy

Avréwnanie (23) warto$ci na pochodne y\ y", y“* z rdwnan
(13), a otrzymamy po uporzadkowaniu wedlug poteg funkcyi y

23) J sydx — 0 20x--PokPly-|-PY2L L L PH e |

gdzie jak wida¢ P,,, P,, P2 ... sa funkcyami wymiernemi
zmiennej %, catkowitemi i linijnemi funkcyi 0 i jej pochodnych.
Mianowicie otrzymujemy nasamprzod

u 2 u
pr~+ P »-f P2" + P3* +
p 2= P, N + pa® + 3 ” +
(24) 2
P3=

a baczac na roéwnanie (21")
Po=PQ®+Pi,00'+P200"+-"+Pm-3,00(W-~3)
PEPol0+PLI0'+P210" +...+Px 310(m 3)+P1-210 M

(24) p=pPaD+LjD'+P2D"+...+Pw 300 * -3)
P3=PQ0+P 10'+P230"+...+P, 11 330(— 3)
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gdzie fimkcye oznaczone gloskami L z rozmaitemi wskaznikami
sa wymiernemi samej zmiennej x. Wspotczynniki PO, 7 \. P2.. .
wypisaliSmy tutaj, gdyz znajomos¢ ksztattu ich budowy jest

konieczna, zwtaszcza gdy catkaJ ydx nie jest wyrazalna alge-

braicznie, co ma miejsce zawsze wtedy, gdy réwnaniu réznicz-
kowemu (22'), algebraiczng wartoscia na 0 dogodzi¢ nie mozna.

Ostatnie wspomniane rOwnanie po rozwini¢ciu naznaczonych
pochodnych iloczynu mozna pisa¢ tak

22 N fi+ N~ + N fi'~ ...+ WOL 10 (fi- WS

gdzie NO, iVj, N2 ... Nm_, s3 wiclomianami catkowitemi
samej zmiennej niezaleznej x.
18. Jezeli wezmiemy £=1, a nadto postawimy zadanie,

aby catka Jydx byta wyrazalng algebraicznie, 0 musi by¢

funkcya algebraiczng zwazajac, ze ta funkcya wchodzi w budowe
wspolczynnikow PQ, P,, P2... [patrz rownania (24)], co wigcej,
funkcya wymierng zmiennej @, jak tego zada natenczas twier-
dzenie Abla. Nadto catka funkcyi wymiernej 0. Q musi by¢
rowniez algebraiczna, t. j. w tym razie funkcya wymierna x,
a rozwinigcie (23') staje si¢ wowczas po prostu twierdzeniem
Abla. Ze 0 musi byé av takim razie funkcya wymierng, wy-
nika bezposrednio z réwnan (24') eliminujac ilosci 0', 0« . . .
i zaktadajac, jak tego twierdzenie Abla zada, fimkcye P,, P,,
P2 . . . funkcyami wymiernemi > jak roéwniez z rownania

J o .(pfe—funkcyi wymiernej x
dajacego warunek dodatkowy, ktore rozniczkowane daje w istocie
0 =funkcyi wymiernej x.

Mozemy przeto powiedziec :
Jezeli réwnaniu rézniczkowemu (22") lub (22“) dogodzié¢

mozna warto$ci, M 0 wyaue™,  cafta/,*, jest wyra«»,

algebraicznie.
Twierdzenie to, jak tatwo spostrzedz, jest odwracalnem
czyli istnieje twierdzenie.
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Calka J ydx jest wyrazalng algebraicznie lub nie wedlug

tego, czy rownaniu roézniczkowemu (22") mozna dogodzi¢ war-
toscig na 0 wymierng czy nie. Bo jezeli ostatniemu rdéwnaniu
mozna dogodzi¢ wymierng warto$cig na 0, istnicje ksztalt

ydx—Q"Q"y-"-Q7f-"- y

wyrazajacy catke algebraicznie. Przypusciwszy, ze catka jest wy-
razalng algebraicznie, a réwnaniu roézniczkowemu (22") war-
tosciag na 0 wymierng dogodzi¢ nie mozna, wypadaloby z jednej
strony, wedlug twierdzenia Abla, ze ostatni ksztalt catki
(gdzie Om Qi . . . sa funkcyami wymiernemi x) jest mozliwym,
a tak, aby usunac t¢ sprzecznos$é, nalezy przypusci¢ istnienie
wyze] wypowiedzianego twierdzenia.
19. Okazemy jeszcze jedno twierdzenie bardzo .in faktei

styczne odnoszace si¢ do czastkowych calek rownania rdéznicz-
kowego (22"). Zaktadajac jego catki

01,02 « m* 0,-

przypusémy, ze jedna z nich, n. p. 0, jest fankcya wymierna
zmiennej x. Funkcye PO, P,, P, . . . [patrz (24")], sa wigc funk-
cyami wymiernemi. Podstawiajac w rownaniach (24") za 0
[bedaca ogolng catka réwnania (22")], catke czastkowa 0 2otrzy-
mamy po wykonaniu eliminacyi pochodnych 0'2, 0"2 ... na
funkcyg¢ wymierng x. Zatem:

Jezeli rownanie rézniczkowe (22") posiada jedna czastkowa
catke wymierna, to jego catka ogodlna jest takze funkcya wy-
mierng x, gdyz wedlug teoryi réwnan rozniczkowych linijnych
ogodlng catky jest wyrazenie

0=ci0 H c202-b *+ « "HW0m—i

gdzie ¢,, ¢2 . . . cm_i oznaczaja stale dowolne.

Podobnie, jezeli rownanie rézniczkowe posiada jedna catke
czastkowa przestgpna, to posiada wszystkie calki czastkowe,
zatem 1 catk¢ ogdlna przestgpna. Gdyby bowiem znalazta sig
jedna catka czastkowa algebraiczna, to ta wedlug poprzedzaja-
cego musiataby by¢ wymierna, jezeli calka ma by¢ wyrazalng
algebraicznie, zatem wszystkie inne catki czastkowe musiatyby
by¢ wymiernemi, co si¢ sprzeciwia zatozeniu.
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Na tem poprzestajemy,, czyniagc tylko uwage, ze w po-
przednio wyprowadzonych wzorach (23'), (24') i (22" mieSci si¢
cata teorya calkowania funkcyj algebraicznych wyrazalnych,
a to nie tylko algebraicznie, ale i funkcyami przestgpnemi,
ktore AV skutek catkowania réwnania rozniczkowego (22°) wejsé

moga w wyrazenie catki  ydx lub ogolniejszej od niej (239).

Catka badana bedzie posiadata w kazdym razie ksztalt analo-
giczny do tego, jaki daje twierdzenie Abla, z tg roznica
tylko, ze wspoétczynniki PO, Pj, P2 . . . bedace u Abla funk-
cyami wymiernemi zmiennej @&, sa tylko innemi funkcyami za-
leznemi od natury funkcyi, ktora powyzej oznaczyliSmy gtoska
0. Wedlug tego, jaka funkcja ta ostatnia si¢ staje, otrzymujemy

wyrazenia na ydx wyrazalng odpowiednemi przestepnemi

w ksztalcie Avszelako zawsze tym samym, jaki powyzej podalismy,
ktory, jak mi si¢ wydaje, bardzo jest dogodnym do badania
wyrazalnos$ci tej catki funkayami, jakie umoéwimy si¢ za za-
sadnicze uwazac.
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