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Twierdzenie hydrokinematyczne.
Przez
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ref. czl. W itkow sk i.

Niechaj będą ux , w2, w3 składowemi prędkości cząstki płynu cią
głego w punkcie o współrzędnych prostokątnych ж1, ж2 , ж3 w chwili ¡5, 
wziętemi wzdłuż osi x1: ж3. Jeżeli ruch płynu jest niewirowy, mo
żemy wyrazić prędkości u, zapotnocą pochodnych cząstkowych, wzię
tych ze względu na x{, pewnej funkcyi o , którą nazywamy potency- 
ałem prędkości: М; =  <?<р/3жг, '¿ =  7, 2, 3. W  ogólnym zaś przypadku, gdy 
płyn jest wypełniony wirami, t. j. gdy prędkości wirowe

są wogóle różne od ze ra , możemy zawsze — według C l e b s e ł d a  — 
wyrazić prędkości u¡ w sposób następujący:

dux <pu3 
dx3 9x1 
du.2 9ut 
9xx 9x2
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jeżeli oczywiście ~К, ii są funkcyarni współrzędnych i czasu ň i e z а 1 e- 
ż n e m i  od siebie. W yrazy (1) prędkości wirowych przybierają wów
czas kształt:

Г d l  d'ij d l
dx% 9jc3 dxs 9x2

ґ d l  c)Ą d l  <9Ą
(3) 3ir3 3 ^  9x1 9xs

d l 3t|/ d l
dx1 dx2 dx2 dxi

[G dyby, wbrew założeniu, między ф i 1 zachodziło równanie, nieza- 
wierające Ж}, ж2, гг3, byłoby według (3)

„ d l  db d l d l db d l  , , . r  ̂ n
Н І  г ч  "  ■ p “  " i , _  ] -

Ruch płynu będzie zupełnie jednoznacznie określony, jeżeli dla każdej 
chwili czasu podamy położenie i kształt każdej z powierzchni ф =  const., 
Л■= const., ji =  const., tworzących układ potrójnie nieskończony. Przez 
każdy punkt ay, ж2, ж3 przestrzeni wypełnionej płynem można w każdej 
chwili t przeprowadzić linię prądu i linię wirową. Linie prądu i linie 
wirowe mogą, w ogólnym w ypadku, przecinać się wzajemnie pod ką
tami jakim ikolwiek, zmieniającymi się z czasem. Otóż, zapytujemy, 
jakie własności przysługują układowi powierzchni <p, ф, jeżeli linie 
prądu i linie wirowe w danej chwili czasu przecinają się wszędzie p r  o- 
s t o k ą t n i e .

Oznaczmy przez d x \, d x 2, dx'3 składowe elementu ds linii prądu 
wczięte wzdłuż osi xu x2, x3 , przez dx2" , dx3" składowe elementu
ds" linii wirowej ; wówczas równania różniczkowe linij prądu będą:

d xd  d x J  d(4) — h =  — 2- =  - j L1з

równania zaś różniczkowe linij wirowych:

dxy'  dx2 dx3
(5) íl 3̂

Jeżeli więc linie wirowe mają tworzyć z liniami prądu kąty pro
ste , musi być :

3

(6) dx- . dx /1 =  0,
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czyli, według (4) i (5), dla każdego punktu x\

^ 4 , 1  =  0. (7)
1

Podstawiając za u¡ wartości z równań (2), otrzymamy:

(8)

lecz — mnożąc wartości , podane w równaniach (3), przez odpowiednie

\  równa się zeru identycz

nie; z równania (8) pozostaje więc:

d(D
L Эх, ,=  0. (9)

Otrzymujemy przeto, po zastąpieniu w powyższej sumie składowych i, 
przez prawe strony równań (3), dla wszelkich wartości współrzędnych x, 
równanie :

Э(р dto 9<p
dr2 dx8 - 

d l  Э1 d l  
dx± dx2 dx3 
d<b ЭА 

3ж1 dx2 dxs

0. (10)

Równanie to atoli jest warunkiem, niezbędnym i wystarczającym, współ- 
istności trzech równań liniowych jednorodnych dla dxly dx2 , dx3:

1 '

7-̂ - d  =l1
3X,

( 11)

dty
Эх, 'лм'

dx, —  0,

równania zaś te orzekają, źe dx1: dx2i dx3 są składowemi elementu 
krzyw ej, która jednocześnie czyni zadość równaniom

<p =  const., X =  const. і ф =  сопзк (12)

Z pierwotnego założenia [(6) lub (7)] wynika przeto ostatecznie, źe po
wierzchnie cp, 1, mają w s p ó l n e  linie przecięcia. Jeżeli, odwracając
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rozumowanie, założymy, że powierzchnie te przecinają się ze sobą 
wzdłuż jednych i tych samych krzyw ych, możemy z równań (12) wy
prowadzić przez różniczkowanie równania (11) wraz z warunkiem (10),

stąd zaś według (3) równanie (9), dalej, przez dodanie wyrazu ?t.

równego zeru, równanie (8) i )wreszcie (7), według (2). Otrzymujemy 
więc następujące

T w i e r d z e n i e .  L i n i e  p r ą d u  p r z e c i n a j ą  s i ę  z l i 
n i a m i  w i r o w e m i  p o d  k ą t a m i  p r o s t y m i  w t e d y  i t y l k o  
w t e d y ,  g d y  p o w i e r z c h n i e  7, j/, 9 m a j ą  w s p ó l n e  l i n i e  
p r z e c i ę c i a .

Lecz powierzchnie 1 przecinają się z powierzchniami <p wzdłuż

linij wirowych. [Dzieląc bowiem równania ^  —— Зх,- =  (9,
1 1

V -  2 фУ —-L dx; =  0 przez dxs np. i rozwiązując je  ze względu na dx^dxg  
o X .¡1

i dx2/dxSj otrzymujemy: 

dx1 : dx2 : dxs =

91 91
9 Xg 9 ¿Tg
Эф Эф
9 Xg 9 x 2

91 91 91 91
9 x 1 ’ 9 xs 9 9
Эф Эф * 9^1

Э íc1 ’ 9 Xg . 9 X-L 9 x 2

t. j . ,  według (3), równania różniczkowe linij wirowych:

dx1 : dx2: ¿ж3 =  ̂ 1:?2: Es.]

Możemy przeto otrzymane twierdzenie wyrazić innemi słowy:
Linie prądu przecinają się prostokątnie z liniami wirowemi wtedy 

i tylko wtedy, gdy każda linia wirowa leży całkowicie na pewnej po
wierzchni <p.


