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1. Wazna 1 ciekawa kwestya hydrokinetyki: znalezienia po-
stacl, Jaka, przybraCc moze lub musi masa ptynna, zostajgca pod
wptywem wzajemne] grawitacyi swych czastek jakotez pod wpty-
wem sity odsrodkowej, wywotane] przez jednostajny obroét te] masy
dokota pewnej osi, zaprzatata uwage fizykow | geometrow od lat
przeszto dwustu. Nasamprzéd Newton (1642—1727) w swych Phi-
losophiae naturalis principia mathemcitica (1687), wiedziony bardzie)
Intuicja anizeli Scista w te] mierze dedukcja, wypowiedziat mi-
mochodem mniemanie, ze szukanym tym ksztattem moze byc elip-
soida obrotowa sptaszczonal), wszelako dopiero Golin Maci au-

1) W Lib. I, part. 2, propos. 88, oraz wsrdod rozdziatu Defluxu et reflilocu

maris (ibid.), z czem w zwigzku pozostaja hydrostatyczne rozwazania w Lib. I,
propos. 21—23, tudziez 42. Nie bez wpltywu na dalsze wyjasnianie sie | ustala-
nie naukowych pod tym wzgledem wyobrazen byty rowniez genialne spekulacje
Christiana Huyghens’a (1629 - 1695) odnoszace sie do geometryczne] postaci
ziemi, a zawierajace wyrazne przewidywania elipsoidalnego jej ksztattu. Mysli
te 1 dedukcje wypowiedziat jednak wielki uczony holenderski tylko przygodnie,
w traktacie o podwojnem zatamywaniu sie Swiatta (Leyde 1690), gdzie zapewne
nnjmniej moglibysmy tego oczekiwac. Traktat, o ktorym mowimy, wydany zostat
bezimiennie p. t. Traite de la Lurniere avec un Discours de la Cause de la Pe-
santeur, par C. H. U. Z. (= Christian Huyghens De Zuylichem), A Leyde 1690.
Rzecz o sile ciezkosci 1 o ksztalcie ziemi rozpoczyna sie na str. 125.
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rin (1698—1746), przeszto pot wieku pdzniej, udowodnit twierdzenie
to z rygorem matematycznym w piekne] pracy (poswieconej In-
nemu zresztg przedmiotowi): O przyptywie | odptywie morza, uwien-
czong] (w r. 1740) przez paryskga Akademie Umiejetnoscil). W tru-
dne] kwestyl przyciagania elipsoid praca ta zaznaczyta sie niemal
epokowo 1 zdaniem L.agrange’a ,nalezy do najprzedniejszych
dziet w dziedzinie geometryi starozytnych, godna porownania z naj-
gtebiej pomyslanymi utworami Archimedesau.

Nie mamy obecnie zamiaru ani potrzeby zapuszczania sie W hi-
storyczne przedstawianie rozwoju badan geometrow owoczesnych
| poOzniejszych, tudziez w ocene ich usitowan, zmierzajacych do
lepszego poznania warunkow rownowagl rzeczonej elipsoidy 1 da
wysledzenia Innych jeszcze mozliwych postaci, réznych od po-
wierzchni stopnia 2-go. Jako zagajenie wywodow, tworzacych osnowe
pracy niniejszej wystarczy, jezeli strescimy jak najkroce] gtowniej-
sze zdobycze, ktore w tej] mierze juz osiggniete zostaty, a wska-
zawszy niedostatki dotychczasowych wynikow, wymienimy najpil-
niejsze dezyderata w te] czesci fizyki teoretycznej.

W trzy lata po ogtoszeniu pracy Maclaurina wystapit Ale-
Xis Clairaut (1713—1765) z przedziwng swoja teorya ksztattu
zleml, oparta na prawach hydrostatyki?. W traktacie tym, daja-
cym wiece] anizeli tytut jego oznajmia, oprocz stynnego twierdze-
nia, noszacego nazwe Claira ut'a, a bedacego jedna z podstaw geo-
dezyl nowoczesnej, znajdujemy — o ile nam wiadomo — po raz
plerwszy wypowiedziane 1 dowiedzione zdanie, ze dla matych chy-
zoscl katowych, oprocz postaci elipsoidalnych, takze sferoidy, na
ogot biorac zblizone do kuli, krzywizna swa jednak rozne od
elipsoid, moga byC postaciami ruchome] rownowagi ptynu wiruja-
cego, znajdujemy wreszcie pierwszy zawiazek pozniejszego, bardzo
waznego dziatu fizyki matematycznej, teoryi t. zw. funkcyj kulistych.

Nastepnie Laplace (1749—1827) w Ill-cim tomie swe] Me-
chaniki niebios, zastapiwszy syntetyczne wywody Maclaurina
bardziej przejrzystym rachunkiem analitycznym, wykazat konie-
cznoSC wprowadzenia pewnych waznych ograniczen odnoszacych
sie do ksztattu owe] elipsoidy obrotowe] sptaszczonej, a zarazem

) De causa physica fluxus et refluxus maris, praca zamieszczona w Pieces
de prix de TAcademie des Sciences de Paris, T. IV, pour 1740.

2) Theorie de la figure de la Terre, tiree des lois de I’hydrostatique, Pa-
ris 1743.
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do kresu wzrastania chyzosci katowe] w jeJ ruchu obrotowym.
O tych ograniczeniach 1 zastrzezeniach bedzie sposobnoS¢ mowienia
ponize] szczegotowo. Juz jednak D’Alembert (1717—1783) zau-
wazyt. czego Maclaurin nie dostrzegt, a Laplace nie docenit
ze dla miernych wartosci chyzosci katowej co, nie jedna, ale dwie
rozne elipsoidy obrotowe sptaszczone moga byC postaciami
Kinetycznej rownowagi masy ptynnej jednostajnie wirujacej 1).

2. Spostrzezenie to, samo przez sie ciekawe, byto wazne z tego
wzgledu, ze po raz pierwszy zachwiato ustalajace sie wowczas po-
niekad mniemanie, jakoby elipsoida obrotowa sptaszczona musiata
byC — przynajmniej dla mniejszych chyzosci katowych—jedyna
rzekomo postaciag rownowagi Kinetycznej. Okolicznosc, ze dla ¢o
dazacego do zera jedna z owych dwoch elipsoid zbliza sie — co
mozna bylo przewidzieC — do kuli, natomiast druga staje sie row-
noczesnie w tym stopniu sptaszczona, ze przeradza sie niemal w Kra-
zek kotowy, okolicznos¢ ta byta pewna niespodzianka dla geome-
trow. Miato jednak znowu przeminaC wiecej anizeli pot wieku, za-
nim Kwestya ta postawiona zostata ogoélnie | jasno sformutowanai)
w nastepujacem zadaniu: znalezC wszystKkie postaci, jakie przy-
braC moze albo musi ptyn niescisSliwy poddany jednostajnemu ru-
chowl obrotowemu, tudziez wzajemnemu przyciaganiu Sie jego Cza-
stek. odbywajacemu sie wedtug prawa Newtona.

W obecnym stanie nauki zadanie to przedstawia niezwyczajne
trudnosci, ktore niewiele zmniejszaja sie nawet wowczas, gdybysmy,
zniewoleni koniecznoscig praktycznych zastosowan, zechcieli po-
przestaC na przyblizonych jego rozwigzaniach. Trudnos¢, o Kto-
re] wspomnielismy, tkwi w tern przedewszystkiem, ze, majac pewna
powierzchnie, mozliwie z kilku odrebnych czesci ztozona, ale skon-
czong | zamknieta

/(3,y,z) = o,

1) Najpierw mimochodem w traktacie p. t. Traite de I’equilibre et du mou-
vernent des fluides, Paris 174f, bardzie] szczegotowo jednak dopiero w pracy p. t.
Sur Pattraction des spheroides elliptigues, w Mem. de !'’Acad. des Sciences de
Paris pour 1774. Co do szczegotow tu nalezacych zob. F. Tisserand, Traite

de Mecanique Celeste, T. Il, Paris 189j, p. 87.
) Przez Lorda Kelvina w r. 1868. Wyniki jego badan ukazaty sie do-

piero w r. 1883. Zob. w ciggu dalszym pracy niniejszej.

1*
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a tworzaca ostone zewnetrzng uwazane] masy ptynnej, nie potra-
fimy funkcyl potencyalnej U te] masy w danym punkcie
(E, %, Q wyraziC w wyrazne] zaleznosci od funkcyl /. pomimo
pewnoscl, jakg mamy, ze taka zaleznosc rzeczywiscie iIstniegje.
Nawet po wprowadzeniu ograniczen tego rodzaju jak uwazanie
punktu (8§, 7], £) za lezacy na powierzchni /. co dla celu ninigj-
szego zadania bytoby wystarczajace, albo tez apriorystyczne przy-
jecie powierzchni ¥ za obrotowg — co wprawdzie jest mozliwe,
Jednak bynajmniej nie jest konieczne — rzecz nie przedstawia sie
pomysiniej. | wowczas wszystkie znane metody rachunku catko-
wego, gdy zostang uzyte do przedstawienia funkcyi U w'zawistoscl
wyraznej od ogolnie pojete] funkcyir F(x, y, z\ okazuja sie bez-
silne 1).

3. NiedostepnoSC omawiane] kwestyl na drodze bezposrednie]
stata sie dla Laplacea podnieta wstgpienia na droge posrednig?
azeby dotrzec przynajmniej do przyblizone] wartosci funkcyi po-
tencyalne] U, oraz do zaleznych od nich ksztattow ptynu niescisli-
wego. Ten sposob posredni polega na rozwinieciach — o ile one
sq zbiezne — zaréwno funkcyir U jak 1 rownania szukanego sfe-
roidu na nieskonczone szeregi postepujace wedtug funkcyj kuli-
stychil), funkcyj, ktore niebawem miaty znalezC wielorakie | ptodne
zastosowania w teoryil grawitacyi, w hydrodynamice, w nauce o elek-
trycznosci I magnetyzmie, wreszcie w teoryi sprezystosci. Podwa-
liny teoryi tych funkcy] 1 rozwinieCc rzuc byt wielki geometra
francuski w celu stosunkowo bardzo specyalnym. mianowicie za-
mierzajac ja zastosowaC do badan ksztattu ciat niebieskich: planet,
a przedewszystkiem ziemi. Dla sferoidow o tak matem sptaszcze-

1) Zob. w tej mierze krotki artykut p. Paul Appell p. t. Equation fonc-
tionnelle pour I'equilibre relatif d’'un liguide homogene en rotation sous l’attrac-
tiun newtonienne de ses parties, w C. R. de I'Acad. d. Sc. Paris 1918, T. 156,
p. 587—589. Rownanie funkcyjne (1) lub (3), o ktorem autor w tytule nadmienia,
pojawia sie u niego w ksztatcie bardzo zawite] catki podwojnej, w ktorej budowe
rOwnanie powierzchni (tworzacej, czy tez ostaniajgcej) wcale nie wchodzi. Jasna
jest wiec rzecza, ze w tej formie owo rownanie funkcyjne nie moze zadnego
przyniesC¢ pozytku omawianemu tu problematowi hydrokinetyki. Przy tej sposo-
bnosci wspomina autor, ze poprzednio podat byt (w Rendiconti del Circolo mate-
matico di Palermo, T. 30, ex 1910) w tym samym celu ,,une equation fonction-
nelle dependant d’'une integrale triple, ou memo quadruple, et d’une fonction de
trois variables*

2) Zwanych pierwotnie wspotczynnikami Lap | ace’a.
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niu jak ziemia, wspomniane rozwiniecia zaréowno funkcyl poten-
cyalne] w punkcie uwazanym, jak 1 poszukiwanego rownania sa-
mego sferoidu, przedstawiajg sie w postacl Szeregow nieskonczo-
nych, niewatpliwie zbieznych, a to wiasnie dzieki bardzo matemu
odstepstwu sferoidu od ksztattu kuli. Szeregi te, ktore bywaja ury-
wane zazwyczaj juz na pierwszych dwoch wyrazach, doprowadzaja
wprawdzie do rozwiazan, ktore w konkretnych zastosowaniach me-
chaniki niebios do geodezyi praktycznej moga byC wystarczajace,
ktore jednak teoretyka niezupetnie zaspakajaja. Dla mozliwie istnie-
Jacych postaci réwnowagi nie elipsoidalnych, a znacznie ro-
zniacych sie od kuli (np. pierscien itp.), waznosC rzeczonych
rozwiniec, wyprowadzonych w przypuszczeniu matego tylko od-
stepstwa od ksztattu kulistego, staje sie conajmniej watpliwa, a zbiez-
nosc ich rowniez niepewna. Byt czas (okoto r. 1850), w ktorym
zdawato sie. ze oprocz sferoidow bardzo mato roznych od kuli, ktore
mozna otrzymacC zbieznem rozwinieciem funkcyl potencyalne] na
szereg postepujacy wedtug funkcyj kulistych, tudziez oprocz elip-
soidy obrotowe] dowolnie sptaszczonej, niepodobna jest podaC zadnej
Inne] postaci analitycznie okreslone] skonczenem rownaniem

[(&?,0 =0

powierzchni, tworzace] zewnetrzng ostone te] postaci. Nawet powa-
Zznym uczonyml) wydawato sie ,,oczywistym postulatem”, jakoby
wszelka postac ptynu bedacego w omawianej rownowadze mu-
Slata byC zawsze obrotowa powierzchnig. Pod tym wzgledem miaty
niebawem wyjs¢ na jaw fakta zgota nieoczekiwane.

4. W r. 1834 0. Gr. J. Jacobi, pobudzony, jak sam sie wy-
razit, ,,duchem sprzeciwienstwa", wpadt na pomyst wykonania w tej
mierze proby z najprostsza zamknieta powierzchnia nieobrotowa
| wykazat, ze takze elipsoida roznoosiowa, a wiec nieobro-
towa, moze byC powierzchniag rownowagi Kkinetycznej -). To niespo-
dziewane odkrycie ogtosit Jacobi w rodzaju wyzwania, skiero-* 2

J) Tak m. I. utrzymywat Jean Pilana, niepospolity matematyk 1 astro-
nom, zyjacy | dziatajacy w Turynie w 1-sze] potowie XIX-go stulecia.

2) Najpierw p. t. Uber die Figur des Gleichgewichts w 83-im tomie ro-
cznikdbw Poggendorffa, z r. 1884 (p. 229—238), skad dopetnione dowodem J. L 10 u-
ville’a w Journal de I’Ecole Polytechnique, cahier XXIII, przypisek do str. 290,
tudziez w Journal d. Math, pures et applig., Vol. IV, p. 169 seq.
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wanego do owoozesnych matematykow francuskich 1 podat rzecz
bez uzasadnienia. Dowodow, zreszta niezmiernie prostych, mozliwo-
Sci Istnienia takze 1 takiej figury rownowagi Kinetycznej, dostar-
czyli wkrotce potem C. O. Meyer, J. Liouville, Archibald
Smith 1 inni, a zarazem ustalili graniczne na chyzos$C katowg o;
wartosci, w ktorych obrebie postaC taka jest jeszcze mozebna lj.

W obydwoch razach, zarowno elipsoidy obrotowe] sptaszczo-
nej, jak 1 roznoosiowej, hydrokinetyczny problemat zostat swojego
czasu postawiony w tym sensie, ze dla danych: masy ptynu, jego
gestosci ¢ I chyzosSci katowe] oj ruchu obrotowego, zada sie wy-
znaczenia postaci (mimosrodow) 1 rozmiaréw te] czy tamte] figury
rownowagi. Juz jednak Laplace byt Swiadom okolicznosci, ze
omawiane hydrokinetyczne zjawiska przedstawiajg sie roznie, sto-
sownie do tego, ktore ilosci w zadaniu zechcielibysmy uwazac
za dane okreSiniki; a ktore za szukane, ze w szczegolnosci trudna
kwestya trwatosci lub nie trwatosci tych figur rownowagi?)
jest w znacznym stopniu zalezna takze od wyboru owych okresl-
nikow. Interesujaca, a dla Mechaniki niebios wazna odmiana tego
samego zagadnienia, gdzie zamiast chyzosci katowe] o;j dany jest
moment obrotu3d) uwazane] masy ptynnej, ktorag to kwestyg La-

1) Szczegdtowo, acz niewyczerpujaco zbadat te rzecz najpierw C. Otto
Meyer w pracy p. t. De Aequilibrii formis ellipsoidicis, zamieszczone] w 24-tym
tomie publikacji A. L. Grelle, Journal f. die reine u. angew. Mathem. (Berlin
1842), p. 44—59; Kkilku potrzebnych tam jeszcze uzupeinien dostarczyt Li o u-
vi lle w Journ. d. Math, pures et appl. (1), T. 16. Jego to sposob przedstawienia
rzeczy przyjat Tisserand, 1 c., Il, pag. 97 seq. W przytoczonej pracy 0. O.
Meyera spotykamy sie po raz pierwszy z badaniem 2zwiazku, zachodzgcego
pomiedzy obydwiema postaciami rownowagi, tj. pomiedzy elipsoidg Maclaurin’a
a Jacobi’ego. Wykazat on m. 1. (1. c.,, pag. 56), ze dla chyzosci katowej ca, nie
przekraczajacej pewnej oznaczonej granicy, Istnieje tylko jedna elipsoida nieobro-
towa, a rownoczesnie z nig dwie rdézne obrotowe | ze dla wzrastajgcego co elip-
soida Jacobi’ego zbliza sie coraz bardziej do obrotowej. Natomiast usitowania, za-
rowno C. O. Meyera (1. c., zasS peiniej w Monatsberichte der Berliner Akademie
1870, p. 116), jak 1 J. Prana (w Astron. Nachr., Altona 1858, p. 851 seq.), usta-
lenia funkcyjnego zwiazku pomiedzy obydwoma mimosrodami elipsoidy nieobro-
towe] pozostaty na razie bezowocne.

2) Wyraz stability angielskich autorow moznaby oddac wybornym terminem
polskim: trwatosc (réwnowagi), wzgl. nietmoatosc. Zwrdocenie uwagi na te, wyrazy
zawdzieczam prof. Wi+, Natansonowi.

3) Drehungsmoment niemieckich, zas moment of momentum angielskich
autorow.
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place rowniez zajmowat sie szczegotowo, sSwiadczy o0 tern dosta-
tecznie. Jakoz istotnie, wobec tak postawionego zadania, odpada,
Jak wiadomo, zachodzaca poprzednio kiopotliwa dwoistosC rozwia-
zania: dla wszelkich bowiem wartosci na mase ptynu oraz na
jego moment obrotu znajduje sie zawsze jedna, | tylko jedna, po-
stac elipsoidy obrotowe] sptaszczonej 1) Analogiczny problemat dla
roznoosiowe] elipsoidy Jacob iAgo, nie zatatwiony, o0 ile nam wia-
domo, dotychczas jeszcze w zupetnosci, doprowadzitby prawdopo-
dobnie do takiego samego wyniku 2.

Nie jest wiec dla przebiegu poszukiwania rzecza obojetna,
ktora, oprocz masy ptynu, z posrod trzech ilosci: chyzosC katowa,
mimosrod, wreszcie moment obrotu, bedzie z gory dana. a ktore
dwie pozostate beda szukane. Zarowno sam rachunek, jak 1 osta-
teczne jego wyniki, okreSlajace jakosC¢ roéwnowagi, tudziez okoli-
cznosci Jje] towarzyszace przedstawiaja sie, stosownie do rozmaitosci
owego wyboru danych, bardzo odmiennie.

5. Po odkryciu JacobPego poszukiwanie mozliwych Innych
jeszcze postact rownowagl kinetycznej popadto na diuzszy czas
w zasto] 1 zaniedbanie. Co prawda, trudna 1 egzotyczna ta kwestya
zajmowata zawsze, | przedtem | potem, nielicznych tylko badaczow.
Ogtoszone w potowie ubiegtego stulecia Interesujgce prace E. de
Roch Ago 3) | Vaughan'a4) o ,,ksiezycowych® postaciach rowno-
wagl I 0 trabantach gtownych mas ciektych, byty przeciez, skut-
Kiem szczegodlniejszych warunkow przyjetych apriorystycznie, juz
odleglejsze od wiasciwego problematu, pojetego w sensie pierwot-
nym, ,klasycznym® Ta sama uwaga stosuje sie W znacznej czescl
takze do prac L. Matth iesse-n'a (* 1830), 0 ozem do pewnego

1) Zob. np. cytowane przez nas ponizej dzieto Sir W. Thomsona | P. G.
Taita, T. I-go czesC 2-ga, § 776, takze. Tisserand, 1. c., T. IlI, p. 95—96.

2) Pilekna analiza Ti8seranda, 1. c., T. Il, p. 105. pozostata niezupeinie
wykonczona. — Kwestyg ta zajmuje sie rowniez S. Kruger w niedostepnej dla
mnie pracy p. t. Ellipsoidale Evenwichtsvorinen etc.. Leiden 1896, a znanej mi
tylko z krotkiego streszczenia u Sir G. H. Darwina, The Tides and kindred

phenomena in the Solar System, London 1898, pag. 801.
3) Mem. sur les figures ellipsoidales qui conviennent a [I'equilibre d’une

masse fluide sans mouvement de rotation, attiree par un point fixe tres eloigne

(LTnstitut, Paris 1849, p. 187 et 198, 1850, p. 117 et 321).
4) On the form of satellites revolving at small distances from their pri-

maries, Philos. Magaz. XX (1860), p. 409, XXI (1861), pag. 268.
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stopnia swiadcza same ich nagtowkil). Wprowadzone przez autora,
gwoli utatwienia rachunku, rozne przypuszczenia, nie zawsze prze-
konywajace, a przytem doSC obce istocie przedmiotu, jakotez wie-
loraka niejednostajnos¢ operowania przyblizeniami, musiaty znacznie
ostabiC zaufanie do prawdziwoscl otrzymanych przez tego autora
rezultatowd. W ogole, jego spekulacje, mozna to wyrzec smiato,
nie zblizyty nas do rozwigzania zasadniczej, a wylacznie Interesu-
Jace] nas tuta] kwestyl hydrokinetycznej, w jeJ] rozumieniu poda-
liem przez nas powyze] (8 2). Dopiero w r. 1883, po 15-tu, jak
czytamyj), latach rozmysSlan nad tym przedmiotem, Sir William

1) Uber die Gleichgewichtsfiguren homogener, frei rotierender FIlussigkel-
ten, Kiel 1857. — Nene Untersuchungen uber frel rotierende FluUssigkeiten, Schrif-
ten der Kieler Universitat, 1859, nr. 15, rozszerzone w Annali di matematica pura
ed applicata, pubblic. da Barnaba Tortolini, 1l (1869), p. 84—111. Dochodzi do
wniosku prawdopodobnego istnienia pierscieniowatych figur rownowagi bez ste-
roidu centralnego, czego zreszta, juz Laplace sie domyslat To samo w VI-tym
tomie Zeitschr. f. Math. u. JPhys. (Leipzig 1861) wyd. przez O. Schlomilch’a
(pag. 68), oraz X-tym tomie tej samej publikacyi (1865), p. 59—78, gdzie autor
rozwaza mozliwos¢ (stabo przez sie uzasadniong) uktadu Kilku pierscient wspot-
srodkowych ,,kosmicznych*. Tutaj wyznaje, ze pobudkg tych jego spekulacyj byty
z Jednej strony rozmyslania nad ukiadem pierScieni Saturna, a z drugiej znow
wspomniane wyze] prace Vaughan’a. — Jeszcze bardziej mgliste wyobrazenia
rozwija autor w ostatniej swej pracy p. t. Uber die Gesetze der Bewegung u. Ab-
plattung Im Gleichgewichte befindlicher homogener Ellipsoide und die Verande-
rung derselben durch Expansion und Condensation, ogt. w XVI-tym tomie wspom-
niane] wyze] publikacyi (Leipzig 1871), p. 290—823, gdzie juz elementa obce wia-
sciwe] hydrokinetyce (np. temperatura, kurczliwos¢ mas, promieniowanie Iitp.) zo-
staty wprowadzone.

2) Wywody autora, odnoszace sie do pierscienia z kotowym przekrojem,
jako rzekomej figury ruchomej rownowagi cieczy, zamieszczone w Schlomilcha
Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. VI, p. 68, sa najwidoczniej btedne. M. I. wyni-
katoby z uich niemozliwe twierdzenie, ze postac pierscieniowata miataby istnieC
dla wszelkiej chyzosci katowej. — Do ztudzen nalezy zaliczy¢ mniemane istnienie
walcowych postaci rownowagi ptynu, czy to peinych, czy tez wydrgzonych
(Mathi essen, Neue Untersuchungen, 1859, § 9 1 § 11): tu I tain speiniajg sie
wprawdzie rownania hydrostatyczne, atoli pod warunkiem ze wale: jest nieskon-
czenie dtugi. Por. Tisserand, 1 c., Il. pag. 107/—108, takze Jeans w Philos.
Trans. A, Vol. 200 (1902), p. 67, gdzie obok cylindrycznych postaci rozwazane
sg Jeszcze zadania dwuwymiarowe.

3) Oto miejsce odnosne: ,,During the fifteen years which have passed since
the publication of our first edition we have never abandoned the problem of the
equilibrium of a finite mass of rotating Incompressible fluid. Year after year,
guestions of the multiplicity of possible figures of equilibrium have been almost
Incessantly before us, and yet...*, w dziele, ktore nizej cytujemy, na str. 332.
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Thomson (* 1824, od r. 1892 lord Kelvin) ogtosit, bardzo tre-
sciwie | bez dowodow, szereg twierdzen w tym przedmiociel), gdzie
m. 1. zapowiada istnienie dwoch nowych postaci rownowagi: pier-
Scienia, tudziez masy rozpadte] na dwie czesci odrebne, sferoidalne
albo pierScieniowate, gdzie jednak, poza tern, kwestya warunkow
trwatosci lub nietrwatosci réwnowagi elipsoid Maci aurina i Ja-
cobfego zajmuje, juz prawie wylacznie, uwage znakomitego pro-
fesora glasgowskiego. Na jakie] drodze zostaty osiggniete te rezul-
taty? o tern nie mozna dowiedzieC sie z tresci te] pracy: pod tym
wzgledem brak tam wskazowek. Wnoszac z krotkiego artykutu, po-
mieszczonego przezen rok pdzniej w Philosophical Transactions, wy-
daje sie pewnem. ze postugiwat sie rozwinieciami funkcyl U na
szereg nieskonczony postepujacy wedtug funkcyj kulistych. Co do
jakosci metody uzytej w badaniu owych figur tyle réznych od
kuli, jak np. pierscien, trudno dzis podacC chociazby prawdopodobny
domyst w te] mierze, te bowiem jego rachunki nie zostaty, o Ile
nam wiadomo, dotychczas ogtoszone.

6. W dwa lata pozniej (1885) Henryk Poincar( (1854—
1912), ktoremu matematyka zaréwno czysta jak | zastosowana tyle
ma do zawdzieczenla, ogtosit obszerna praced) wywotang najoczy-
wiscie] przez owe ,rewelacyeu lorda Kelvin aj), a przedewszy-
stkiem przez zamiar dostarczenia brakujacych tam dowodow, tu-
dziez wypracowania ogolniejsze] metody, ktoraby mogta byC za-
stosowana do wszelkich tego rodzaju zagadnien hydrokinetyki.
W pracy te] znakomity uczony francuski, wyszediszy z pewnych
bardzo ogolnych poje¢ mechaniki rozumowej, rozpatruje nasamprzod
warunki ruchomej rownowagi idealnego zbiorowiska odosobnionych

1) W dziele: W. Thomson and P. G. Tait, Treatise on Natural Philo-
sophy, new Edition, Vol. 1, Part 1I, Cambridge 1888, § 778% pag. 882—885,
pod nagtowkiem: General problem of rotating liguid mass. — W pierwszem wy-
daniu tego dzieta (1868), jakotez w niemieckiem jego ttdmaczeniu (Braunschweig
1871—1874) dokonanem przez Helmholtza | Wertheima, niema jeszcze tych
twierdzen.

2) Sur I’equilibre d’une masse fiuide animde d’un mouvement de rotation,
w Acta mathematica, red. par G. Mittag-Leffler, Vol. 7, Stockholm 1885, pag.
259-880.

3) A przyspieszona, jak sam autor to oznajmia (1. c., pag. 261) przez ogto-
szenie pracy p. Zofii Kowalewskiej (1850—1891) p. t. Zusatze und Bemer-
kungen zu Laplace’s Untersuchungen uUber die Gestalt der Saturnringe, w peryo-
dycznej publikacyi Astronomische Nachrichten, Bd. 111, Nr. 2643, Kiel 1885.
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punktow materyalnych uwazanych w pewnej 0znaczonej mnogoscl
skonczonej. Nastepnie przypuszczajagc te mnogoSC nieskonczenie
wielka, przechodzi do przypadku bardziej konkretnego, gdyz da-
Jjacego sie przystosowac, jakkolwiek nie bez pewnego przymusu,
do aktualnej kwestyi hydrokinetycznej, szkicuje metode, ktora moze
stuzy¢ do wynajdywania rownan powierzchni ostaniajagcych mase
ptynna, bedaca w rownowadze; wreszcie podaje ogolne, lubo nie
zawsze bezpieczne kryterya, rozstrzygajace o jakosci zachodzace]
w danym razie rownowagi. trwatej, obojetnej, albo nietrwate].
Umieszczone pod koniec szczegotowe badania wibracyl plynnej
elipsoidy, wywotanych przez mozliwe istnienie drobnych sit pertur-
bujacych, ktore procz grawitaCyi 1 sity odsrodkowe] dziatajg od-
ksztatcajaco na mase ptynu, badania te (pag. 347 seq.), lubo pozo-
stajagce w pewnym zwiagzku z kwestya trwatosci lub nietrwatosci form
rownowagi, sa przeciez juz odleglejsze od wiasciwe] kwestyl: zna-
lezienia j akosSci owych postaci rownowagl bez uczestnictwa ja-
kichkolwiek sit wichrzacych, a w zaleznosci jedynie od kazdorazo-
we] chyzosci katowej.

Wszystkich tych gtebokich poszukiwan dokonywa znakomity
uczony za uzyciem dosC ztozonego aparatu matematycznego, w kto-
rym, oprocz funkcyj kulistych, zwlaszcza krzywolinijne wspot-
rzedne Lam ¢'go wazniejsza odgrywaja role (pag. 299 seq.). Otrzy-
mane wyniki, pomimo wielorakich zastrzezen i ograniczen natozo-
nych problematowi, badz przez sama nature przedmiotu, badz tez
przez niepodobienstwo utrzymania catego poszukiwania trwale na
stopniu zamierzone] pierwotnie ogolnosci, naleza dziS niewatpliwie
do najprzedniejszych zdobyczy, jakie hydrokinetyka teoretyczna
moze wykazac w Kilku ostatnich dziesiecioleciach. Znaczna czescC
podanych wpierw, bez dowodu, twierdzen Th om so n'‘owskich zo-
stata w pracy te] Poincarc'go uzasadniona Scista dedukcya; z po-
srod nich tylko niektore pozostaty 1 nadal jeszcze ,w zawieszeniu".
Po raz pierwszy, o tle nam wiadomo, zostaty przy te] sposobnosci
wprowadzone do nauki dwa wazne w tego rodzaju kwestyach po-
jecia: postaci granicznej (forme limite), tudziez t. zw. przez
autora: figure, wzgl. equilibre de bifurcation, co w polskim jezyku
moznaby oddaC przez wyrazenia: posta¢, wzgl. rOwnowaga roz-
dwojenia.

Ta wazna | prawie podstawowa praca Po In carQ’go stata sie
rychto podnieta do szczegotowych w tej] mierze badan, angielskich
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Zwlaszcza uczonych, z pomiedzy ktorych nalezy wymienic Dyson’s,
Basset’a, Jeans’a, Bryana, Houghfa. a przedewszystkiem Sir
George Howard Darwina. Wprawdzie, o I1le nam wiadomo
(nie wszystkie bowiem te prace byty nam dostepne), nie wykryty
one nowych, wpierw jeszcze nieznanych postaci rownowagi Kine-
tycznej, niemniej jednak uchylity niektore watpliwosci, tkwigce
jeszcze w 0go0lnej teoryi, okreslity doktadniej warunki réwnowagi
| podaty bezpieczniejsze niz wpierw znamiona trwatosci lub nie-
trwatosci poszczegolnych figur, ze pominiemy juz odleglejsze te-
mata takie, jak wytwarzanie sie fal na powierzchni elipsoid cie-
ktych, wibracye mas ptynnych, oraz inne jeszcze tego rodzaju
zagadnienia hydrodynamiki teoretycznej 1).

/. Pomimo to wszystko, sadze ze nie uchybie pamieci ge-
nialnego geometry francuskiego (y 1912). ani tez wartoSci przepiek-
nej jego tu omawiane] pracy, jezeli zwroce uwage na nietajne sa-
memu Je] autorowi pewne w nie] luki 1 niescistosci. Oprocz nie-
rzadkich tego rodzaju miejsc, zaznaczonych na roéznych kartach
rzetelnie juz przez samego autora?), a polegajacych gtdownie na pro-* VIII

O Z posrod dosc licznych tych prac, a blizszych naszemu przedmiotowi,
wymienimy tylko wazniejsze nowszych autorow. Dyson w Philos. Transact, of
the R. Society, A 1898 (ring-figures). — Basset w Proceed. Cambr. Phil. Soc.
VI (1892), p. 28. — Bryan w Proceed, of the R. Soc., xVol. 47 (1890). —
Plough w Philos. Transactions, A, Vol. 186 (1895) 1 Vol. 189 (1897). — G. PI.
Darwin, On Jacobi’s Figure of Equilibrium w Proceed, of the R. Soc. of Lon-
don, Vol. 41 (1886), pag. 319. — Tenze, Figures of Equilibrium of Rotating
Masses of Fluid, w Phil. Trans., A, Vol. 178 (ex 1887). p. 379, czego uzupetnie-
nia w tej samej publik., Vol. 198 (1901), p. 301, tudziez Vol. 200 (1902), p. 251 —
314). Zupetna, niemal literature (siegajaca po r. 1890) podaje Tisserand, 1. c.,
Il, p. 80 seq. Wiele takze pouczenia przynosi piekna ksigzeczka: G. Pl. Dar-
win, The Tides and Kkindred phenomena in the Solar System, London 1898, gdzie
w nader szczesliwy sposdb potrafit autor pogodzi¢ przystepny wykiad trudnego
przedmiotu z rygorem matematycznym. Najbardziej interesujace nas tutaj miej-
sca znajduja sie na str. 295, 297 (t. zw. Hour-glass figure of Equilibrium, ogol-
nie bioragc postaci nieobrotowe, nie rozne od ,,gruszki“ Pol nc are’go), a wreszcie
str. 299, gdzie znakomity uczony odpiera zarzut, jakoby tego rodzaju poszukiwa-
nia, ktore sa ,,of a very abstract character, and seem at first sight remote from
practical conclusions, yet they have some very interesting applications®, co wie-
lorako uzasadnia. Ostatnia jego krotka praca: Note on the Stability of Jacobi’s
Ellipsoid, w Proceed, of the Roy. Soc., Vol. 82, Loud. 1909, pag. 188—9, mimo,
ze jest racze] polemicznej tresci (z p Liap ounoff) zawiera wazne wskazOowki
odnoszace sie do uproszczenia metod badania trwatosci figur rownowagi.

2) Oraz wyrazy koncowe ,,...resultats de ce long msmoire et ...les la-

cunes que jJ’'y ai laisse subsister” (1. c., pag. 380).
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wadzeniu rachunku wyitacznie przyblizeniami, 1 to bardzo
rozmaiterni, gdzie jeden raz juz kwadraty pewnych ,,matych® ilosci
bywaja pomijane, drugi raz dopiero ich szeSciany, albo nawet je-
szCze Wyzsze potegi, oprocz takich niejednostajnosci watku meto-
dycznego | rachunkowego, oraz stabszego miejscami rygoru rozu-
mowanial), jest do zaznaczenia inna jeszcze okolicznos¢, ktora musi
coskolwiek ostabi¢ nasze zaufanie do jednej czeSci otrzymanych
tam rezultatow. Takie skruputy obudza operowanie, prawie wyla-
czne. nieskonczonymi szeregami, ktorych zbieznoscC nie tylko
nie jest a priori widoczna, ale pozostawiona bez szczegotowego zba-
dania, wydaje sie niekiedy dosyC problematyczng. Ograniczajac sie
tuta) do jednego tylko, wielce znamiennego szczegotu, warto za-
znaczyc, ze w pracy p. Poincaro, z wyjatkiem dwoch znanych
Juz dawniej postaci rownowagi, mianowicie elipsoidy Madau ri na
tudziez roznoosiowe] Jacob Tego, dla wszystkich innych rozpatry-
wanych tam powierzchni?). rownania analityczne moga byC podane

1) Do takich miejsc m. I. nalezg pag. 277, 279 1 285, gdzie autorw roz-
winieciach swych opuszcza szesSciany roznych matych ilosci; str. 286 ilosci ri R
sa ,,provisoirement regardes comme constants®, a jednak nastepnie odgrywajg one
role zmiennych. Ze chyzo$6 katowa 0 uwazana jest tam stale za ,tres petite*
przypomina autor wielokrotnie (pag. 285 lin. 9; 287 lin. 20; 288 lin. 10 1 16;
289 lin. 14...), wiekszemi jej wartosciami nie zajmuje sie (pag. 801). Obiedwie
hypotezy (podane bez uzasadnienia) pag. 279 1 812 lin. 23, pierwsza o0 skonczo-
ne] rzekomo mnogosci dodatnich wspotczynnikdbw w pewnem nieskonczonem
rozwinieciu, druga o mato przekonywajacej Eompozycyi sit perturbacyjnych, wy-
twarzajacych drobne odksztatcenie figury rownowagi, nie wzniecaja zaufania. Takze
rezultaty odnoszace sie do specyalnych postaci rownowagi, na str. 331, a zwia-
szcza p. 346—347 (figura ,,groszkowata®) sa nieco watpliwe, czego Swiadom jest
autor skoro pisze: ,,Cela n’est vral, bien entendu. gu’approximativement et en ne-
gligeant le earre de Rowniez na innem zndw miejscu (p. 281—282) przy-
znaje: Il y aurait bien des objections k faire, rnais on ne saurait exiger
en mecanique la meme rigueur gu’en analyse pure pour ce qui concerne I'In
fini - _ a nieco dalej: ,,Je ne crois pas gu’on puisse le (tj. pewna wyrazong tam
hypoteze) rnettre serieusement en doute, malgre les objections dontje viens
de parier..." (1. c., pag. 282). Jakoz istotnie Schwarzschild wykazat (Jahrb.
d. Sternwarte zu Miunchen, Bd. 1ll, 1896), ze podane przez P. znamiona trwa-
tosci rOwnowagi nie catkiem sg bezpieczne, do f(t(’)rego to zdania przylacza sie
G. H. Darwin nadmieniajac, i1z ,,...Poincare’s proof of the stability of his
figure 1s not absolutely conclusive” (The Tides and Kkindred phenomena..., Lon-
don 1898, p. 301).

2) Tak m. 1. dla pierscienia, albo dla owe] szczegolniejszej postaci gro-
szkowatej.
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tylko w ksztatcie szeregow nieskonczonych, niewiadomo azali zbie-
znych, ze wiec, procz tamtych dwoch, zadna Inna postac nie zo-
stata tam scharakteryzowana analitycznem rownaniem w ksztatcie
skonczonyml).

8. /Z najbardziej jednak zagadkowe] strony przedstawia sie
omawiana tu kwestya skutkiem znacznego ograniczenia, jakiego
doznaje we wszystkich dotychczasowych poszukiwaniach, przyj-
mowana tam, z koniecznosci, wartoSC na chyzoso katowa co ruchu
obrotowego. Wszystko bowiem, co wiemy obecnie 0 jakosciach
owych postaci ruchomej rownowagi, obowigzuje jedynie dla
matych, a co najwyzej dla ,,umiarkowanych" tylko chyzosci ka-
towychd). Postapimy jednak stosownie], jezeli chwiejne tego ro-
dzaju okreslenie napotykane u rdéznych autorow, zastapimy iloscio-
wemu Wiadomo, ze, gdy wartosScC ilorazu

c02: 2jig = *0,

gdzie g oznacza gestosc ptynu, jest mniejsza od 02247 3), istnieja
dwie rozne elipsoidy obrotowe sptaszczone, dogadzajace warunkom
Kinetycznej rownowagi; dalej ze, gdy Q jest rowne wartosci 0*2247,
obledwie rzeczone elipsoidy przeobrazaja sie w jedyna, ze wreszcie,
gdy Q staje sie wiekszem od 0*2247, a wiec za Jeszcze dalszym
wzrostem chyzosci katowe] co, rownowaga ptynu w postaci elipsoidy
obrotowe] sptaszczone] staje sie niemozebng. Co sie stanie
z ptynem natenczas, gdy, przy niezmienione] jego masie, chyzoso
katowa ruchu obrotowego wzrosnie jeszcze bardziej, tak mianowi-

1) Druga praca p. Poincare, odnoszgca sie do tego samego przedmiotu
p. t. Figures d’equilibre d’une masse fluide, Paris (C. Naud, Editeur) 1908, rozni
sie od wyze] omawiane] ukitadem, wieksza zwieztoscig I nieco odmiennem przed-
stawieniem dedukcyj, nie przysparza jednak juz nowych dla wiasciwe] kwestyi
szczegotow. Rzecz powstata z cyklu wykiadow autora w Sorbonnie w ciggu 1900 r.

2) W pracy p. l1. Poincare chyzoso ta jest stale przyjmowana jako
.tres petite”. Zob. jeden z poprzednich przypiskOw. Jeszcze dalej posuwa sie au-
tor w drugiej swej pracy (1903), wyze] wspomniane] Figures d’equilibre etc.,
skoro kwadrat chyzosci katowej co2 uwaza tam za iloSC nieskonczenie maita
,....1e carre de la vitesse de rotation <y2 sera considere comme un INfiniment
petit du premier ordre" (pag. 59). Takie przypuszczenie stawatoby sie jednak
prawie identyeznein z nieruchomoscia masy piynu, z jego zupeina martwota.

3) Doktadniej rzecz bioragc. mniejszg od 0*2216656. Zob. wywody nasze

w ciaggu dalszym.
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cie, ze Q przekroczy podang wyze] wartosc 0*2247 ?. na zapytanie
to nauka obecnie nie ma jeszcze odpowiedzi. Domyst, jaki mogtby
sie tutaj nasuwac, jakoby wobec niemozliwosci elipsoidy obrotowej
sptaszczonej, roznoosiowa elipsoida Jacob Tego mogta byC wow-
czas figura rownowagi, domyst taki, po blizszem rozpatrzeniu, oka-
zuje sie jednak nietrafnym, skoro, jak wiemy to dzis doskonale,
sfcroid ten juz dla wartosci na Q przekraczajacych 0*187091)
a wiec jeszcze mniejszych od 0*2247, przestaje byCc mozliwym.
Sprawy nie uratuje rowniez hypoteza, jakoby dla takich znaczniej-
szych na 0), a wiec I na fl wartosci nalezato mysleC o réwnowa-
dze w ksztalcie czy to pierscienia, czy tez np. owej, wspomnianej
Juz raz ,,gruszki", tak ta bowiem postaC¢ jak | tamta moze, lubo
nie musi wystapi¢, wedtug badan W. Thomsona | H. Poinca-
ré6'go, tylko dla matych chyzosci katowychd)* Tak wiec wszystko,
cokolwiek wiemy dotychczas w przedmiocie omawianych tu figur
rownowagi, wpada w obreb ,miernych" na o; wartosci, spetniaja-
cych mianowicie podwadjng nierownosc

0S-0S + 02247

Dla chyzosci katowych przekraczajgcych ten obszar zmiennosci
llorazu 3, kwestya przedstawia sie nieco zagadkowo. Nie dosSC bo-
wiem, ze nie potrafimy okresSliC natury postaci, jaka przybratby
w takich warunkach ptyn w stanie rownowagi, ale nawet nie wiemy,
czy W o0gole jaka jego postac bedzie woweczas istniata | czy ptyn,
wiasnie za sprawa nadmiernej sity odsrodkowej, nie porozrywatby
sie moze na rozmaite czesSci odrebne, albo nawet nie ,,rozptynatby
sie" moze w nieskonczone] przestrzeni wzdtuz pewnych o0znaczo-
nych kierunkow, a pozbawiony w ten sposob ostony geometry-
cznie okreslonej, nie stawatby sie w koncu masa niejako bez-

1) Wartos¢ 0 18709 wynikita z obliczen Liouville’a; tylez znalazt Tisse-
rand (1. c. Il, p. 104). CzeSciej przytaczang, acz mniej doktadna jest wartos¢ 0T872.

2) W. Thomson, 1 c. § 778", lit. b, c\ d\ H. Poincare, 1 c. (1885),
pag. 289 i 845-847. Zwroce uwage, ze to, co czytamy u Thomsona (ibid. lit. b),
iz pierscien ptynny moze byC figurg rownowagi Tfor large enough moment of mo-
mentum®“ nie musi byC nastepstwem znaczniejsze] chyzosci katowej, skoro dla
nalezycie wielkiej masy M moment obrotu (. ow T homson’owski moment of

momentum) Mo) moze przybra¢c wartos¢ ,,dosC znaczna*! nawet wobec matych chy-
zosci katowych 0).



[207] POSTACI MASY PEYNNKJ 15

postaciowa?... Takie to, dosC skrajne i nieco mgliste wyobrazenia
moga nasuwac sie mimowoli na mysl w tej ciemne] kwestyi hy-
drokinetyki. Za niemi zdawataby sie przemawia¢ m. I. niejaka ana-
logia do ,,mechanizmu"” mgtawicowe] teoryl Laplacela, albo tez
do znanych doswiadczen p. Plateaul) z masami ciekiemi wyje-
temi z pod dziatania sity ciezkosci. Analogia taka jest jednak tylko

pozorna, a juz co najmnie] — niezupetna. Nalezy bowiem pamie-
tac, ze Laplace’owska teorya jest, badz co badz, tylko bypoteza,
uchylajaca sie z pod kontroli 1 rygoru rachunku, a w pewnych

punktach nawet zawodng; ze z drugie] strony w pieknych ekspe-
rymentach gtosnego fizyka belgijskiego wazna odgrywata role lep-
koS¢ (viscosity) rzeczywistych cieczy, wiasnosSC, nie istniejgca je-
dnak dla 1dealnych, a wiasnie uwazanych w zajmujacym nas
tutaj problemacie hydrokinetyki teoretycznej.

. Praca niniejsza zamierza dac odpowiedz na jedna czesc
pytan postawionych w nauce juz oddawna, a wymienionych przez
nas powyze]. Okaze sie mianowicie, ze nawet dla przesztio
cztery razy tak wielkich wartosci na fi, jak owa dotych-
czasowa, graniczna | ostateczna (t]. 02246656), I1stnieje |eszcze
niewatpliwie postaC rownowagi, rézna od elipsoidy, dalej, ze
powtoka ostaniajagca w takich razach ptynnag mase jest, bardzo
prawdopodobnie, powierzchnig stopnia 4-go, a wreszcie ze dla wszel-
Kiej, byle zamkniete] w obrebie

0 2246656 < fi < -{- 10

na fI wartoSci otrzymuje sie jednoznaczna nha poszukiwany ow
ksztalt odpowiedz, pod warunkiem jednak, ze ograniczymy sie je-
dynie do figur obrotowych. Prawdopodobienstwo tylko, acz bardzo
Zznaczne, drugiego z posrod trzech przytoczonych wynikow, moze,
wobec zupetnej pewnosci dwoch pozostatych, nieco nas zastanawiac.
Geneza tego objawu znajdzie uzasadnienie w miejscu wiasciwem
pracy niniejszej.

W zadaniu, jakie postawitem sobie obecnie, ograniczam sie
jedynie do wykazania istnienia nowych figur rownowagi dla
wiekszych chyzosci katowych; badanie trwatosci lubi)

1) Ogtosz. w publikacji Mernoires de I’Academie royale de Belgique, Vol.
XVI1 (1843).
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nietrwato s'ci ich rownowagi wykluczam na razie z obrebu ni-
niejszego poszukiwania. Chclatbym jeszcze zaakcentowac, ze jak-
kolwiek za punkt wyjscia ponizszych rozwazan obralem Mac-
laurin’owska elipsoide obrotowa sptaszczong, nie znaczy to bynaj-
mniej, 1zby wybor ten miat byC koniecznoscig. Owszem, uprzedzajac
pozniejsze wywody, moge Juz teraz zapowiedzieC, ze, wychodzac
znow od nieobrotowej elipsoidy Jacob Tego, databy sie zbu-
dowaC analogiczna do naszej teorya, ktdra pozwolitaby rozstrzygnac
kwestye istnienia lub nieistnienia nieobrotowych figur rownowagi
wobec wartosci na £2 wiekszych anizeli 0 18709, zupeinie tak samo,
Jak to sie okaze dla obrotowych figur, odpowiadajacych wiekszym
niz 0*2246656 wartosciom na £2. Badanie form nieobrotowych wy-
magatoby jednak wprowadzenia do analogicznego rachunku wielo-
rakich catek eliptycznych o zmiennych modutach | argumentach,
podczas gdy przy postaciach obrotowych wystarczaja juz nieporo-
wnanie prostsze od tamtych funkcye logarytmowe 1 cyklometrv-
czne. ZarOwno wiec znaczniejsza w tym ostatnim razie prostota
rachunku, Jakotez wieksze bezsprzecznie zainteresowanie, przywia-
zane do drugiej z tych mozliwosci: kiedy zmienna £2 przekracza
nie tylko wartos¢ 0*18709, ale nawet wiekszg od niej] 0*2246656,
obiedwie te okolicznosci razem wziete motywuja dostatecznie nasz
wybor przyjetego obecnie-przez nas punktu wyjscial).

Pierwsze mysli, zmierzajace do wykonania pracy niniejsze],
polegajace na usitowaniu iInterpretacyi ,urojonych" a wogole ze-
spolonych rozwigzan pewnego rownania przestepnego, bedacego wa-
runkiem rownowagi ruchomej, powzigtem byt | w szkic ujatem
jeszcze w r. 1881, a wiec lat temu przeszto trzydziesci. Istote po-
gladow swych w te] mierze wypowiedziatem pokrotce w odczycie
p. t. O kinetyczne] rownowadze ‘ptynu niescisliwego pod wptywem gra-
Ivitacyl 1 sity odsrodkowe], wygtoszonym na posiedzeniu publicznemi)

) Dla ehyzosci katowych c¢o sprawiajacych, ze O lezy pomiedzy 0118709
a 0%2246656, rownowaga ptynu w postaci elipsoidy roznoosiowej jest wprawdzie
jaz niemozebna, niemniej jednak jest ona jeszcze bardzo dobrze mozliwa w po-
staci obrotowe] elipsoidy 1 to nawet dwojakiej. Tak wiec dla Q wiekszego niz
O 18709 (byle mniejszego od 0*2246656) ksztatt ptynu mozna badz co badz je-
szcze podac; natomiast dla Cl > 0*2246656 juz nic pewniejszego 0 jego postaci
powiedzie¢ nie potrafimy.
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sekcyl fizycznej lii-go Zjazdu lekarzy 1 przyrodnikow polskich
w Krakowie, dnia 21 lipca 1881 rokul). W 1Inne] pracy o podo-
bnym tytuled, ktorg osni lat pozniej ogtosilem w pismach Aka-
demii Umiejetnosci w Krakowie, a na ktérg wypadnie mi sie w dal-
sZym clagu tutaj powotaC, mogtem, wobec bardzo szczegotowego jej
przeznaczenia, przeprowadzic wywody z ominieciem gtdwnej
mysli, tworzacej istote pracy niniejszej. Dedukcye 1 wyniki, ktore
ponize] nastgpla, ogtaszam obecnie po raz pierwszy.

10. Jak wiadomo, elipsoida obrotowa sptaszczona

moze bycC powierzchnig rownowagi Kkinetycznej ptynu tylko tak
dtugo, dopoki chyzoso katowa co ruchu obrotowego nie przekroczy
wartosci dane] przez rownosc

Q= 5, = 0-2246656

gdzie gtoska Q stuzy tylko do skrdécenia, zas g oznacza statg ge-
stoSC masy ptynnej, wyrazona w pewnych szczegolniejszych je-
dnostkach, nad czem jednakowoz obecnie sie nie zatrzymujemysi).
Mimosrdd e rzeczonej elipsoidy przynalezny pewnej przyjetej na co.
a wiec 1 na fi wartosci, znajduje sie ze zwigzku

naodwrot

1) Zob. Dziennik Ilii-go Zjazdu lekarzy 1 przyrodnikow polskich, wyd. pod
redakcja Dra K. Grabowskiego, Krakow, 1881, Nr. 3, str. 28, col. 2.

2) O rownowadze Kinetycznej ptynu niescisliwego, ogtosz. w XIX-tym to-
mie Rozpraw Wydziatlu matemat.-przyrodn. Akademii Uiniejetn., Krakow 1889.

3) Zob. pod tym wzgledem np. dzietlo wyze] wspomniane W. Thomson
and P. G. Tait, 1. c. § 770—774, tak pierwszego jaki drugiego wydania. War-
tos¢c 0*2246656, co tylko podana, wyznaczamy troskliwie w ciggu dalszym, u star-
szych autorow (takze u W. Thomson a) przytaczana bywa ona tylko w zaokragle-
niu na 0*2247. Zob. w ciagu dalszym str. 218, oraz Dodatek Il-qi.



18 L. A. BIRKRNMAJEK [210]

gdzie znowu ilos¢ £, zwana niekiedy zmienng Laplace’a, wyzna-
cza sle z rownania przestepnego

g==2 Es L arctang £

Tuta] funkcya cyklometryczna arctang e ma oznaczac, jak
sie to okazuje w teoryl przyciggania mas elipsoidalnych, naj-
mniejszy luk dodatni, ktorego styczng goniometryczng jest e,

tak ze te funkcye, a z nig | cala prawa strone ostatniego rownania
nalezy uwazac za jednowartosciowas.

Dla wszelkiego, w granicach 0 < e < -f- 1 dowolnie obranego
mimosrodu e otrzymujemy z powyzszych zwiazkdw kazdym razem
jedyna, tak na e (> 0) jak i na U warto$é. Rzecz ta nie daje
sie jednak odwrocic. Wiadomo bowiem juz zdawna, ze dla wszel-
kiego Q mniejszego od 0*2246656 ostatnie réwnanie dopuszcza
dwie | tylko dwie rozne na e a wiec I na e wartosci, ze wiec
doprowadza do dwodch réznych elipsoid obrotowych sptaszczonych.
Rozmiary, a wiec potosi a | ¢ kazde] z tak otrzymanych postaci
wyznaczaja sie nastepnie, 1 to jednoznacznie, z wiadomego juz mi-
mosrodu, oraz ze znane] masy, wzgl. z objetosci uwazanego ptynu.

Co sie jednak stanie, gdy U przekroczy ,kresowa" swa war-
tosc, tj. 0*22466567?.... Wowczas rownanie (4) nie posiada pier-
wiastka na £ rzeczywistego, co -wskazuje, ze, poczynajac od tego
kresu, elipsoida (1) nie moze juz byc nadal szukana powierzchnia

rownowagi. Moze sie jednak zdarzyC, ze zwiazek (4) bedzie naten-
czas posiadat pierwiastek zespolony

f ="Plrif—1

tego rodzaju, ze skutkiem stosownego wyboru obydwoch
llosci rzeczywistych p, g, zarowno 3 jak | sama cbyzos¢c katowa
c0 przybratyby nietylko rzeczywiste, ale 1 dodatnie wartoscl,
co, gdyby zaszto, Swiadczytoby o niewatpliwem Istnieniu prze-
obrazonych z elipsoidy, nowych jakichciS postaci rownowagi, a to
dla wiekszych, anizeli tam, chyzosci katowych co.

11. Snujac dalej te mysl, potozmy najpierw ogolnie



[211] POSTACI MASY PLYNNEJ 19

| wyobrazmy sobie zespolony ten dwumian wstawiony w rowna-
nie (4). Po wykonaniu naznaczonych tam dziatan | po usunieciu
wyrazow urojonych z mianownikéw, doszlibysmy do zwiazku

(6) Q = 2Mq = @i -j- fi2h

gdzie zarowno (3! jak 1 32 beda jakiemis rzeczywisremi funkcyami
obydwoch zmiennych parametréw p, g. Stad widacC, ze nawet w ra-
zle zespolonego na e pierwiastka, tak Q jak 1 co beda iloSciami
rzeczywiste mi, jezeli tylko speinig sie nastepujgce dwa wa-
runki, konieczne | dostateczne:

1. jezeli dla wszelkich dopuszczalnych nap. q wartosci spetni
sle zwiazek
(7) A = 0;

2. jezeli ponadto, dla wartosci p. q juz spetniajacych rowna-

nie (7). funkcya Q! przybierze wartoSC nietylko rzeczywista, ale
zarazem dodatnial)

Jezeli obydwom tym postulatom stanie sie zadoSC, to wido-
czna, ze elipsoida obrotowa sptaszczona o mimosrodzie zespolonym
bedzie takze, formalnie rzecz biorac, postacig rownowagi Kine-
tycznej, a bytoby tylko rzecza osobnego rozwazania podaC geome-
tryczne | fizyczne znaczenie takiej elipsoidy.

Podstawiajac zespolong wartos¢ (5) do rownania warunko-
wego (4) 1 zwazajac, ze dla dowolnych p, ¢ mamy ogdlnied):

arctang (pg1)—

— \ arctang oS T 29 —+ 1))§

Z uwagl na tozsamosc
9) (p* — 3pg2)?2 -|- (op2q — 93)2 = (p2 -J- q2)3

1) Rzeczywista, ale ujemna warto$¢ na dawataby bowiem na 0 wartosc
urojona.
2) Zob. Dodatek I-szy.
2*
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po obustronnem przyrownaniu tak rzeczywistych jak 1 urojonych
wyrazow, otrzymamy dwa zwiazkKi

M@B+P @) (p 39)--20Gp g
(P2
=2+ (g + 1)2

1 lognat >+( 3
—1)L
(10) - 3 0,

Iy [2p2 (P2 — 392) — (3 -f- p2— g2) (3 p2— g?)]
{p

\ arctang 2p [ 6pg
L p g (P2 + @)

tudziez

PIE +pl—gd) (pP3— 392 -J- 292 (3p2 — Q2]
Cp
2p
\1—p 2

+ 9 0) 3p %) — 2p2 (P — 3g2)]
(P2 + q2)?

4 lognat =2+ (@+ 1)t 3P @
P2 + (g—1)'

~\ arctang
(11) U

ktorych blizszem zbadaniem zaraz sie zajmiemy. WYystepujace w tych
wzorach logarytmy sg naturalne.

Rownanie (10) jest zwiazkiem koniecznym, zachodzacym
pomiedzy parametrami p, . Dla pewne] przyjetej na p wartoscl
rownanie to daje przynalezna wartosc, jedne lub moze kilka, na g,
jakotez 1 naodwrot. Drugie roéwnanie, tj. (11), daje natenczas odpo-

Im wartosC ilosci 3, a wiec | same] chyzosci katowe] w,
0 ktorej co prawda a priori niewiadomo, czy okaze sie rzeczywista.

Nalezy juz teraz zaznaczyC, ze w logarytmowym wyrazie
rownania tak (10) jak (11), itloraz znajdujacy sie wewnatrz klamry
jest dodatni dla wszelkich rzeczywistych wartosci na
0* g, ze wiec np. dla limp — zeru wyrazu
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nie wolno zastapiC przez pozornie roOwnowazny mu wyraz

Nietozsamoso obydwoch staje sie oczywista dla dowolne} na q = 0
wartosci, byle mniejszej od jednostki dodatniej.
Piszac zwiagzek (10) krotko

mozemy go uwazaC za rownanie pewnej krzywej ptaskie] pomiedzy
wspotrzednemi p, 9. Budowa tego rownania jest jednak tak zawida,
Ze usitowanie przedstawienia ilosci g jako wyraznej (explicit) funk-
cyl ilosci p, albo naodwrdt, nie rokuje zadnego powodzenia. Row-
niez daremnym okazat sie zamiar eliminacyi jednego z dwoch
zmiennych parametrow p albo g pomiedzy obydwoma rownaniami
(10) 1 (11), a to w tym celu, azeby 1loS¢C Q przedstawiC jako wy-
razng funkcye jednej tylko zmiennej niezaleznej, np. p.

Wobec tego nie pozostawato nic innego, jak tylko zajac sie
sporzadzeniem tablicy, ktora dla rdéznych wartosci liczbowych
na p dostarczataby wprost odpowiadajacych im wartosci na .
Wprawdzie z gory przewidywatem, ze obliczanie takiej tablicy,
polegajace na rozwiazywaniu licznych 1 dosc zawitych rownan
przestepnych, bedzie mozolne, nie majac jednak w te] mierze
wyboru, musiatem sie na te rachunki zdecydowaC, azeby w ten
sposOb wzajemng zaleznos¢ trzech zmiennych ilosci p, J, Q pod
wzgledem ilosciowym lepiej wysSwietli¢, .lak pokierowatem rachun-
Kiem, zmierzajacym do sporzadzenia wspomniane] tablicy, okaze
niebawem, wpierw Jednak poddam blizszemu zbadaniu funkcye
F(p, q) na obydwodch granicach, w obrebie ktorych obadwa para-
metry p, ¢ moga sie zmieniac.

Badanie réwnania F(p, g) = 0.

12, Rownanie (10) lub (10) spetnia sie identycznie tak dla
g=20, jak 1 dla p =0, to drugie jednak pod warunkiem zel

1 —p2 — q2 %> 0.
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Ze wiec (2 jest wowczas mniejsze od dodatniej jednostki. Znaczy
to, ze (10) jest podzielne przez iloczyn pq.

Dla q rownego zera otrzymalibySmy widocznie elipsoide obro-
towag sptaszczong jako szukane rozwigzanie. Blizkiem bedzie wiec
przypuszczenie, ze dla q roznego wprawdzie od zera, ale bardzo
matego, znajdzie sie moze jakas nowa postaC roOwnowagi, Wpraw-
dzie juz nieco rozna od elipsoidy obrotowe] sptaszczonej, niemniej
Jednak bedaca jakas powierzchnig do tej ostatnie] bardzo zbli-
ZoNna.

Azeby te mysl poddaC sprawdzeniu, obierzmy ilosCc q tak
mata, ze wolno bedzie pomingC wszystkie je] potegi wyzsze ponad
trzecia. Rozwijajac w tern przypuszczeniu poszczegolne wyrazy row-
nania F (p, ) = 0 | zastrzegajac na razie, ze wowczas wartosc
parametru p nie lezy nazbyt blizko dodatniej jednostkil), otrzy-
mamy po nalezytych uproszczeniach zwiazek nastepujacy

(12) g = 3p»(p* —I)*.

p (1p2-(-9) — (p2-1-1) (p2-J-9) arctang p
3("2-1-1)3 (2p2— 3) arctangp—p (18 p6 -|- p4 — 18p 9)

Stad widac, ze ¢ bedzie, jak sobie tego zyczymy, iloscig bar-
dzo matg tylko woéwczas, jezeli prawa strona tego rownania bedzie
sie stawata na wszelki mozebny sposob iloscig blizka zera. a za-
razem dodatnig. To zas mogtoby nastapiC jedynie w trzech da-
jacych sie tutaj pomysleC przypadkach:

1. Jezeliby licznik f(p) ostatniego utamka byt blizki zera. albo

2. Jezeliby mianownik jego ilj (p) stawat sie i1loscig bardzo
wielka, albo wreszcie

3. Jezeliby czynnik stojacy przed utamkiem stawat sie blizki zera.

t atwo jednak zobaczyC, ze przypuszczenia przypadku za-
rowno 2-go. jak 1 3-go doprowadzajg do sprzecznosci.

Jakoz w istocie, gdy p zdaza do nieskonczonosci, prawa strona
ostatniego rownania ma rowniez nieskonczonosc za granice, nie moze
wiec byc rowna lewej g2 ktora wedtug zatozenia ma stacC sie iloscia
bardzo mata, dazaca do zera.

W przypadku 3-cim nalezatoby oczywiscie przyjaC p bardzol

1) Zobaczymy w cigga dalszym, ze zastrzezenie to okaze sie zbyteczne.
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matem, dodatniem albo ujemnem. Atoli wowczas, rozwijajac funk-
cye arctang p z doktadnoscig po siodma potege 1losci p wiacznie
| podstawiajac

(13) arctang p —p (1 — 1pZ+ +P4— «Pb)

zarowno w liczniku jak 1 w mianowniku rownania (12). otrzyma-
libysmy po nalezytych redukcyach

(14) 1+

W czem zawiera sie widoczna sprzecznos¢, gdyz lewa strona jest
lloscig dodatnia, podczas gdy prawa, dla wartosci na p poblizkich
zera, przybiera wartosci stale ujemne.

Tak wiec pozostaje tylko przypadek |-szy, jako jedynie tu-
ta] mozliwy. Nalezy wiec znalezC wszystkie takie na p wartoscl,
ktoreby licznik /Z(p) rownania (12) zamieniaty na i1losC blizka zera.

Rownanie

(15) /(p) =p (7Tpl—+9) — (p2-J-1) (P2 9) arctang p =0,

oprocz pieciokrotnego pierwiastka rownego zeru posiada tylko je-
den jedyny pierwiastek rzeczywisty 1 dodatnil), rowny 2*529308.
Przy te] sposobnosci zwrdce uwage na to, ze na dokladnie takie
samo rownanie warunkowe natrafia sie, szukajac maximum iloSci
uwazanej, wedtug rownania (4), za funkcye zmienne] rzeczywi-
stej e. a wiec I samego mimosrodu elipsoidy obrotowej?).

Dla p rownego 2*529308 mianownik ty (p) po prawej] stronie
rownania (12) przybiera wartosc rozng od zera | dodatnigd), a li-
cznik /(p) staje sie zerem, skutkiem czego znika wowczas prawa
strona tego rownania, a wiec | samo (¢ staje sie zerem. Przyjmujac
zatem p bardzo blizkiem wartosci 2*529308, sprawimy, ze dzieki

J) Zob. Dodatek Il-gi.
2) O istnieniu takiego maximum wiedziat juz Laplace (1. c.). Duha-

mel dla jedynego owego pierwiastka znalazt wartos¢ 2*5293 (Lehrbuch der analyt.
Mechanik, 1l, pag. 186). Mniej dokitadng 2*5292 podaje Cauchy w Oeuvres
compl. de Cauchy, Il Serie, T. VI, Paris 1887, pag. 390.

3) Obliczona przez nas ta wartoS€ wynosi -)- 2496*03.
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ciggtosci wszystkich wystepujacych tu funkcyj 1), g bedzie ilosciag
blizka zera, rzeczywista lub urojonag, stosownie do tego. czy prawa
strona rownania (12) bedzie dodatnia, czy tez ujemna.

Biorac wiec

(16) P = 2529308 — r\

gdzie ? wyobraza bard-zo mata ilo§¢ dodatnia albo ujemna, wsta-
wiajac te wartos¢ do (12), po pominieciu kwadratow 1 wyzszych
poteg malutkiej ilosci r\, otrzymamy

X 9 3ri(rl—-- 1)2.4r [(r2 -|- 5) arctang r — hr]
A 3(r2-1-D3 (2 r2—3) arctangr—r (18 r6 -|- r4—18 r2—9) A

gdzie gwoli zwieztosci potozyliSmy 2529308 = r
Rzeczywiste wyliczenie doprowadza do rownania

g.— 41091094 . 1.

{j.

(18) g2 = + 4-1091094 (2 529308 —"),
skad

(19) T = 2529308 — 0-2433617 . g2,

ktory to zwigzek ustala obopdlng zaleznos¢ obydwdch zmiennych
D, g W najblizszem sasiedztwie wartosci 2 529308 parametru p. Wi-
daC stad dostatecznie, ze rzeczywiste na ¢ wartosci moga obecnie
IstnieC tylko dla wartosci na p mniejszych od r, tj. mniej-
szych od 2*529308, w przeciwnym bowiem razie ¢ stawatoby sie
urojone, co jest niedopuszczalne?).

1) CiagtosC ta zachodzi przynajmniej na badanym tu obszarze zmiennosci
zmienne] niezaleznej p. Prawa strona rownania (12) posiada zresztg, jak tatwo
zobaczycC, tylko jeden punkt osobliwy, w ktéorym nastepuje zerwanie ciggtosci.
Dzieje sie to mianowicie dla wartosci p rownej -|- 2 08912 sprowadzajgcej miano-
wnik 'Ip (p) owego roéwnania do zera. WoOwczas wartosC prawej strony prze-
skakuje nagle z —o0o0 do -f-cxd*+ Zob. w te] mierze Dodatek Ill-cil.

2) Zob. powyzej definicye zmiennej e jako zespolonego dwumianu (p--\- qi)>
gdzie p 1 g nalezy uwazaC za ilosSci rzeczywiste.
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Najezy jeszcze wspomnieC, ze zastrzezenie, jakie z konieczno-
sci uczynilismy powyze] wsrdd rozwijania funkcyr F (p, q). azeby
1loSC p nie byta zbyt blizka dodatniej jednostki, po szczegdtowem
zbadaniu okazuje sie zbytecznym. Rzeczywistem obliczeniem mozna
bowiem przekonaC sie z fatwoscig, ze naodwrot. dla wartosci na p
poblizkich jednostce, ilos¢ a nie moze byC blizka zeral).

13 Wazne bedzie teraz zapytanie, jakg wartoSC, dodatnig czy
tez ujemna, ma ilosc

2tco

wowczas, gdy p jest bardzo mato mniejsze od 2-529308, tj.
gdy g jest bardzo mate.

Wprowadzajac znoéw tymczasowe skrocenie 02433617 = s,
tak ze podtug (19) bytoby

(20) D =T — SQ2
rozwijajac wyrazenie (11) na (3 w przypuszczeniu, ze (¢ jest tak

mate, 1z kwadraty | wyzsze potegi tej ilosci bedzie wolno pominac
oraz zwazajac, ze WOwWCzas

(21) -l arctang arctang

tudziez

(22)

otrzymamy po nalezytych redukcyack

1) Pomijamy ten tatwy, acz nieco diuzszy rachunek. Kifadac w rdownaniu
(10) p réwnem 1*00, znajdujemy jedyny jego dodatni na g pierwiastek rownym
blizko -—1*922, co zreszta mozna juz na pierwszy rzut oka stwierdziC w przy-
blizeniu zapomoca umieszczone] w ciagu dalszym (8 19) tablicy liczbowych na

p I g wartosci.



26 L. A. BIRKENMAJKR [218]

(23) a 3'1' I arctan o- rr?’

rh(r-- 1) " (7r2 | 9) — (r2-)-1) (r2-f- 9) arctang r

.5 (2r 9arctangr-f- (218 -)-13127)-9)

(= + 1) ’-’
34-"N 3
3r 2 arctaugr — — .
Otdéz zwazajac nasamprzod, ze rownanie
(24) u(u--[-9 —[u2-f-1) (u 9) arctang u=2~0

ma wiasnie za pierwiastek wartos¢ u— 2*529308 (=r). ze wiec wyraz

mnozony przez s jest zerem, zwazajac dalej, ze dla r= 2529308
mamy na podstawie bezposredniego wyliczenial);

3 -4- 1! 3
(25) arctang r — 0*2246656,

otrzymamy najpierw

[3 — 0-2246656
2

(26)

— (2y  9) arctang r -j- reri 13w+ 0-6739968. r''»

podstawiajac tutaj za r wartosc 2*529308, znajdziemy wartoSC pra-
we] strony tego rownania rowng -(- 0*016129, tak ze ostatecznie

(27) 0 207)1Q 0%2246656 + 0016129. £2

Zwigzek dajacy wartoSC na 3. a wiec I na sama chyzosc katowa co
woweczas, gdy g jest bardzo mate, gdy wiec p jest iloscig bardzo
mato mniejsza od 2*529308.

1) Zob. w te] mierze Dodatek Il-gi.
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Juz z dotychczasowych rezultatow rachunku widacC zatem, ze
W rozwazanym obecnie przypadku bedzie i1stniata postac ro-
wnowagi, pomimo ze, skutkiem zwiekszone] nadmiernie chyzosci
katowe] co, 1los¢ £2 przekroczy juz ,.graniczng* dla elipsoidy war-
tos¢ 0*%2246656. WidacC dalej, ze natenczas owa postaC nie bedzie
juz wprawdzie elipsoida obrotowa sptaszczona, ze jednak skutkiem
przyjete] matosci parametru g, oraz skutkiem cilagtosci wszy-
stkich wystepujacych tu funkcyj, bedzie sie tylko nieznacznie ro-
znita od te] powierzchni. WidaC wreszcie, ze przeradzanie sie je-
dnej z tych powierzchni w druga dokonywa sie przy obrotowe]
elipsoidzie ,,graniczne}* bardzo juz sptaszczonej, gdyz cechujace]
sie wartosclg e = 2*529308, a wiec mimosrodem e juz tak blizkim
Jednostki, jak 0*9343.

14 Przyblizony rachunek, .uzyty powyze] w przypuszczeniu ¢
bardzo malego, okazuje sie jednak niedostatecznym na pewnym
jeszcze nierozpatrywanym przez nas dotychczas obszarze zmiennosci
parametru p. Powiemy z gory, ze odnosi sie to do wartosci na p
nieco odleglejszych, w prawo lub w lewo, od owe] niejako
graniczne] wartosci 2*529308, tj. r; w razie, gdy bedzie chodzito
0 poznanie wzajemne] zaleznosci parametrow pP. g ha wspomnianym
obszarze. W tym celu bedzie rzecza wskazang przysposobi¢ sobie
teraz potrzebne rozwiniecia.

Rownanie F(p,gq) =0 jest widocznie podzielne tak przez p
jak i przez q (jezeli tylko g < -J- 1), spetnia sie bowiem identy-
cznie zarowno dla p rownego zeru. wobec dowolnego g byle mniej-
szego od jednostki, jak rowniez | dla g rédwnego zeru. a przytem
p catkiem dowolnego. Jednak byC moze, ze np. wartoSC p = 0 be-
dzie w rzeczywistosci dwukrotnym, albo trzykrotnym itd. owego,
rownania pierwiastkiem, a podobnie g = 0 moze bycC wielokrotnym
jego pierwiastkiem: rzecz pozostajaca oczywiscie w najblizszym
Zwiazku z natura funkcyjnej zaleznosci obydwdch zmiennych pa-
rametrow p. g. Rozpoczniemy od zbadania pod tym wzgledem ilosci g.

Dla g rownego zeru funkcja

2

(28) \ arctang 1 —7 — g

arctang
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krotko A. staje sie po prostu rowng arctang p; dla matych na g
wartosci, dodatnich lub ujemnych, bedzie wiec ona matoco rozna
od arctang p. Rozwijajac ja na szereg zbiezny, postepujacy wedtug
poteg i1losci g, w przypuszczeniu, ze dopiero g8 1 jeszcze wyzsze
potegi wolno pominac, otrzymamy 2

(29) ™ = arcingp + +

P O) —3) (3p2—1) 6
3(ps + |)« "

szereg, jak tatwo zobaczyC, zbiezny nawet jeszcze dla g2 < 2, tern
bardziej wiec dla przyjetych powyze] wartosci na g blizkich zera.

Postepujac w podobny sposob z wyrazem logarytmowym L,
figurujacym w rownaniu (10), znajdziemy?)

(30) L - i lognat Y (7 - _i)Zi
_y+(g --1)J
£ 4 (5™M-20T+16)
r 0V
(U 561 -|-112 x — 64)
- N

szereg rowniez zbiezny dla wszelkich na q wartosci lezacych w obrebie

-1/2<<g<< + (/2.

Gtoska x oznaczylismy chwilowo, gwoli zwieztoscl, powtarzajacy
sie tutaj nieustannie dwumian (p2-|- 1).

Jezeli teraz obiedwie wartosci, na A | na L, podstawimy do
rownania (10) 1 pomnozymy je obustronnie przez (p?2-|- g2)3, 1losC
Zawsze roznag od zera, otrzymamy nasamprzod

31) p[F(pl+3)+2pl—9) F+ t] L
— g [p2 (P2-|-9)-|- (2p2 —3) 92 -|- g4] . A -}- 6pg(pP2-|- 92) = O;

1) Zob. Dodatek IV, na koncu tej pracy.
2) Co do tego rozwiniecia zob. ten sam Dodatek IV.
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wstawiwszy tuta] powyzsze na A, L wartosci, po wykonaniu dzia-
tan, po opuszczeniu poteg matej ilosci q@ wyzszych od siodmej | po
uporzadkowaniu, otrzymamy zwigzek w postacl nastepujace]

(32) g [Mo + Mi1gl+ ¥2g4 -fFMs go] = 0O,

gdzie cztery wspotczynniki M, bedace funkcyami zmiennego pa-
rametru p, posiadaja nastepujace wartosci

@3a)il, P [p (79 — (pt-)- 1) (p2-)- 9 arctang p|
P2+ 1
(33 b) P(18p6-J-pd—18 p2—9)— 3 (p2-- 1)3(2p2—3) arctangp
3 (p2 +1)3 5
(33¢)
P (—15p8-]- 250p6-|-248p4-f-94p == 15) —15 (p2-]-1)5arctangp
15 (ps-t-1)*

. D (— 2240 p8 + 952 pc + 1800 p™ + 584 p™ + 56)
(33 ) 1ifg 105 (p2 + 17

Rownanie (32). wspolnie ze zwigzkami (33) pozwoli, stosownie
do swe] genezy, dla wszelkiego p, nie nazbyt odlegtego od war-
toSci graniczne] 2 529308, znalez¢ odpowiadajaca mu wartosc, czy
moze wartosci, na ¢, nie przesadzajac bynajmniej, czy beda one
rzeczywiste, czy moze tylko zespolone sprzezone, a wiec dla ak-
tualne] kwestyi nieprzydatne. Dla wartosci nap nieco wiekszych
od 2*529308 pozostajemy bowiem pod tym wzgledem w niepewno-
sci. Wprawdzie roéwnanie (32), przypuszczajac  nhajpierw rozne
od zera, jest co do . stopnia 3-go, musi wiec posiadaC przynaj-
mnie] jeden rzeczywisty pierwiastek, atoli niewiadomo a priori,
czy, nha badanym obszarze zmiennosci parametru p, bedzie on
dodatni, co jest bezwarunkowo konieczne, azeby samo ¢ mogto
przybra¢ wartosc rzeczywista.

15 Zobaczymy niebawem, ze dla wszelkie] dodatniej warto-
Scl zmiennego parametru p lezacej pomiedzy zerem a 2529308,
Istnieja dwie, ale tylko dwie nalezace do niej wartosci zmiennej @. ze
Jjedna z nich, odpowiadajaca elipsoidzie obrotowe] sptaszczonej, jest
stale zerem, druga za$S odpowiadajaca postaciom rownowagi ro-
znym od elipsoidy, jest rézna od zera | zmienna w granicach dosc
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rozlegtych. Co jednak bedzie dziato sie wowczas, gdy p stanie sie

od wartosci 2*529308? Czy w takim razie ilosc g musi
rowna zerul), czy tez moze ogolnemu rownaniu F(p, g) =0 nie
mozna natenczas dogodziC Inng jeszcze jakas na g wartoscig, wiec
rozna od zera?

Azeby wyjasniC te kwestye, przyjmijmy najpierw, ze p jest
wogole dosc wielka iloscia dodatnig, taka mianowicie, izby
w pierwszem przyblizeniu wolno byto opuscic odwrotnose
wyzszych jej poteg poczynajac od p-4 | rozwinmy w tern przy-
puszczeniu rownanie F(p.g) = 0. Mnozac je nasamprzod po oby-
dwoch stronach przez iloraz

Zzawsze rozny od zera, napiszemy

jo! (34292 PL-)- 92 (G2 —9) 3o >p-3
g+ O») 1 -]-(2—1)2p—
2P arctang 2P

V[ +22 1 +24
(34)

a rozwijajac logarytm jakotez funkcye cyklometryczna wedtug
WZOrow

lognat (1
(36) arctang (—u) = n —arctangu = n

po wykonaniu naznaczonych dziatan, po opuszczeniu wyrazow za-
wierajacych p~4 oraz wyzsze potegl tlorazu 1:p 1 po uporzadko-
waniu znajdziemy

1) Por. zachowanie sie rownan (10), a wzgl. (32) wobec przypuszczenia
g = 0 nie skrepowanego z ad nein zastrzezeniem co do wartosci parametru p. Oba-
dwa rownania spetniaja sie wowczas tozsamoSciowe.
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skad

64 — 27 up + 48p2—3npz ¢ (p)
3np 3Tip

gdzie znaczenie symbolu funkcyjnego ¢ (p) jest widoczne. Przypo-
minamy, ze przyblizony ten wzor moze byc wazny jedynie dla
dodatnich 1 ,,dos¢ wielkich® wartosci na p.

Rownanie ¢p (p) =0, co do p stopnia 3-go, posiada tylko
jeden pierwiastek rzeczywisty bardzo blizki wartosci -|- 2-672;
dwa Inne jego pierwiastki sg zespolone sprzezone. Stad wynika,
ze dla rzeczywistych |1 dodatnich wartosci na p funkcya ¢ (p) raz
tylko znak zmienia. Jakoz w istocie znajdujemy bezposrednim
rachunkiem

+1*0) =+ 17-75, yf20) = + 1107, ¢p (2-5) = + 4-68, +2-672) =0,
<p(3-0) = —12-94, +4-0) = —110-5, +5'0)=—3382,y(00)=—-00,

a zestawienie to pouczal), ze, aby wartoSC na g byta rzeczywista,
a wiec na g2 dodatnia, musi by¢ p ™ 2*672, ze wiec dla wartosci p
wiekszych od +2*672, nie istnieje w pierwotnem rownaniu (10)
rzeczywista wartos¢ na ¢. ktoraby byta rozna od zera.

Stad wynika, ze wobec dostatecznie wielkich na p wartosci
rownanie (10) spetnia sie tylko dla q rownego zeru, ze jednak
maty obszar zmiennosci parametru p lezacy pomiedzy 2 529 a 2 672
wymyka sie nam jeszcze z pod rozpoznania. Do niewiadomosci pod
tym wzgledem przytacza sie nadto niejaka watpliwos¢, czy dla war-
tosci na p niewiele réznych od 2*672, przyblizony rachunek, ja-
kiego uzylismy, dostarcza bezpiecznej rekojmi prawdziwoscl Wy-
prowadzonego przed chwilg wniosku. Pojecie ,,p dostatecznie wiel-
kiego“ jest.bowiem badz co badz bardzo wzgledne. To tez niewiadomo
a priori, czy powyzszy przyblizony rachunek wolno juz stosowac
do Srednio wielkich wartosci parametru p, lezacych np. pomiedzy
2*672 a 3*000 1tp.

Wprawdzie nie dajace sie zaprzeczyC zblizenie sie wzajemne
obydwoch wartosci 2*529308 1 2*672, wespot z zachowywaniem sie

1) W powyzszem zestawienia wystarczytoby oczywiscie wyjsc od <p (2 529308),
gdyz juz z poprzedzajacego wiemy, ze dla dodatniego p mniejszego od 2529308
Istnieje, oprocz zera, jeszcze druga rzeczywista | dodatnia wartos¢C na (.
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funkcyl F dla g bardzo matego, nie wydaje sie przypadkowem,
lecz owszem wyglada na oznake, ze rownanie (10) speinia sie je-
dynie dla ¢ =0 nie tylko wobec bardzo wielkich na p wartoscl,
ale nawet wobec wszelkich wartosci p wiekszych od 2 529308;
Jjednakowoz samo prawdopodobienstwo takiego stanu rzeczy nic
moze nas jeszcze zaspakajaC. Zobaczymy zaraz, ze za uzyciem Wzo-
row bardziej przyblizonych zdotamy uchylic takze 1 te, pozostaty
jeszcze watpliwosc.

16. Posuwajac doktadnoSC w rozwinieciach wzoru (34) o je-
den, wzgl. dwa wyrazy dalej, a mianowicie pozwalajac sobie opu-
SciC nie, Jjak powyzej, wyrazy mnozone juz przez p~*. ale dopiero
mnozone przez p~6, otrzymalibySmy z (34) po nieco rozwlekiych,
ale tatwych redukcyach zwigzek

(40) 41 + 2 p2— 8 (199 + 3)p-1]

2P \Jz—2p 1-J- Mg2-\-A)p ! 12 Ng2p 4 -)- 0

A

+A(145g» + 21)p-B T+ 44

Usunagwszy tutaj potegi o wykitadnikach ujemnych, rozwigzmy
to rownanie wzgledem @2, a otrzymamy bez dwuznacznosci

(41). 15 7ipb + 240 + — 135 + 320+— 144 L (p)
- 15(np  12np —+ 64) M(p)’

gdzie znaki funkcyjne L 1 M stuza tylko do skrdcenia.

Dla p > 0 mianownik M(p) tego wyrazenia pozostaje stale
dodatni, gdyz nawet minimum jego (wydarzajace sie dla p row-
nego —+ 2) wynosi -J- 206 02, skad wnosimy, ze rownanie (41) nie
bedzie zawierato oczywiste] sprzecznosci tylko woweczas, gdy licznik

L (p) przybieraC bedzie wartosci wytacznie dodatnie.
Rownanie

(42) L (p) = — 15tt+ =+ 240+ — 13577+ + 320p] —144 = 0,

bedace co do p stopnia 5-go, posiada trzy rzeczywiste pierwiastki,
a dwa zespolone sprzezone, ktore jednak tutaj nas nie obcho-
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dzal). Z posrdd trzech rzeczywistych jeden lezy pomiedzy —O0 50

— 049, drugi pomiedzy -J- 10 a -J- 2*0, trzecl wreszcle pomiedzy

- 2*50 a -J- 2*53. Obadwa odstepy: (—0 50, —049), tudziez (-—1*0,
- 2*0) odpadaja jednak w kwestyi aktualnie nas zajmujacej, pier-
wszy z nich jest bowiem sprzeczny 1z zastrzezeniem p > 0, drugi
zaS przypada na obszar zmiennosci parametru p (od p rownego zeru,
do p rownego 2 529308) nie przedstawiajacy, jak zobaczymy to po-
nizej, zadnych watpliwosci co do jakosci funkcyjnej zaleznosci
zmiennych parametrow p 1

Pozostaje wiec Jedynie pierwiastek dodatni lezacy pomiedzy
-J-2*50 a -f- 2*53, a ze funkcya L (p) przy przejsciu od 2*50 do
2 53 z dodatniej staje sie ujemna?) 1 dla rosnacych coraz bardzie
wartosci na p juz wiecej znaku nie zmienia, zatem, zwazajac ha
ponowne, od poprzedniego Jjeszcze znaczniejsze zblizenie sie pier-
wiastka 2*5 .... do graniczne] wartosci 2529308, dochodzimy do
przekonania, ze dla wszelkich na p wartosci wiekszych od 2529308
warunkowe rownanie (10) moze bycC spetnione nie inaczej, jak tylko,
gdy przyjmiemy g rowne zeru.

/ kolel rzeczy nalezatoby sie zajaC zbadaniem drugiego
skrajnego przypadku, przypuszczajagc mianowicie parametr p bliz-
Kim zera | zapytujac, jakie natenczas wartosci moze lub musi
przybra¢ parametr g. Poniewaz sprawa przedstawia sie nieco od-
miennie, stosownie do tego, czy ( bedzie wieksze czy tez mniejsze
od dodatniej jednostki, bedzie rzecza stosowng zatatwiC sie nasam-
przdéd z hypoteza q rownego 1, a wiec z mozliwosciag rozgrani-
czajaca obiedwie co tylko wspomniane alternatywy. Twierdzimy
mianowicie, ze przypuszczenie p blizkiego zera, a rownoczesnie ¢
bardzo blizkiego dodatniej jednosci, jest niemozliwe, doprowadza
bowiem do oczywiste] Sprzecznosci.

Jakoz w istocie, przyymujac w (10) g rowne -J- 1, otrzymali-
bysmy warunkowe rownanie

1) Bieg funkcji L (p) na interesujacej nas tutaj przestrzeni przedstawia sie
W sposdb nastepujacy L (—1*0) =--887*2, L (—0*638) = -|-141*2, L (—0'5) =
= +549, L (--0-4)=—-698, L (—0*3) = — 101*7, L (0 0) = — 144*0, L_(+0*5) =
— -108-5, L. (+ 1*0) =—55-2, L (4 2*0) = =+ 75%1, L (+ 2-5) = —+ 2*260,
L (+ 2-58) = —15-543, L (+30)= — 726 2, L (+4*0) = — 9085*5.

) Jest mianowicie L (-J- 2'50) = 2*260, L (-~ 2*53) = — 15*543; zob.
poprzedzajacy przypisek.
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pl(p 2)P © D]
" i Rogna log (p:)]
(43) N 3) by 0
(p' + )»
-aretang - AP
7 TPy

ktore, rozwigzane probami, oraz ScieSnianiem granic przyblizenia,
okazuje jeden jedyny dodatni pierwiastek p =-)- 2-26542, bar-
dzo wiec odlegty od zera. Gdybysmy jednak mimo to pozwolili do-
datniemu p w tern rownaniu zblizaC sie nieograniczenie do zera,
lewa jego strona zdazataby do wartosci

4p . lognat p -[- arctang (— 00)} lim p = O,

rownej zatem roznej] od zera znajdujacego sie po stronie pra-

wej 1). Przypuszczenie nasze doprowadza wiec do sprzecznosci, skad
wnosimy, ze dla bardzo matych dodatnich wartosci na p para-
metr g posiada wartosci znacznie rozniace sie od jednostki dodatniej.
17 Tern poprzedziwszy, mozemy juz teraz przystapic do zba-
dania drugiego z posrod wspomnianych skrajnych przypadkow.
Rownanie warunkowe (10) spetnia sie identycznie dla g ro-
wnego zeru, jakiekolwiek bytoby rownoczesnie p. MozliwoSc ta od-
powiada oczywiscie elipsoidzie obrotowe] sptaszczonej jako figurze
rownowagl ptynu. Na pierwszy rzut oka zdawatoby sie, jakoby
spetniato sie ono Identycznie takze dla p réwnego zeru 1 to wobec
dowolnych wartosci na g: nie trudno jednak spostrzedz, ze pod
tym wzgledem sprawa ma sie nieco odmiennie | ze zachowywanie
sie w te] mierze rownania (10) zalezy od znaku, z jakim trdj-
mian (1—pp— g2) wystepuje w rzeczonem rownaniu. Jakoz w isto-
cie, dla znikajacego p funkcya arctang p moze stawacC sie rowna
zeru; albo stosownie do tego, czy p zbliza sie do zera od strony
dodatnich, czy tez ujemnych na p wartosci. Pozostajac wiec, jak

) Wyraz pierwszy, tj. 4p lognat}), rowny ilorazowi 4 lognatp :p——przybiera
wprawdzie dla \imp = 0 wartosC pozornie nieoznaczona w ksztalcie oo : 00O, ta
jednak za uzyciem zwyktych metod rachunku rozniczkowego okazuje sie rOwng zeru.
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stale dotychczas, przy dodatnich na p 1 g wartosciach, zera nie
wykluczajac, widzimy, ze funkcya

arctang

dla p nieograniczenie malejagcego sama bedzie zdazata do zera. pod
warunkiem, ze

- 1 —p2—q2 = 0,

ktory to warunek, w razie znikania ilosci p, sprowadza sie po pro-
stu do'g<”™-|-l. Jezeli wiec speinia sie ten warunek, w takim ra-
zle rownanie (10) speinione zostanie Identycznie, gdy potozymy
p = 0, dla wszelkich na g wartosci dodatnich, byle mniejszych od
-f- 1. W przeciwnym razie, tj. dla wartosci na q wiekszych od do-
datniej jednostki, rownanie (10) dlap réwnego zeru nie speinia
sie, biorgc na ogot, identycznie, co zreszta nie wyklucza jeszcze
mozebnosci spetnienia sie jego dla pewnej oznaczonej, ewent.
dla pewnych oznaczonych na g wartosci. Rzeczywiscie, zobaczymy
niebawem, ze moze sie to wydarzy¢, ale tylko w jednym razie,
a to dla qe=-J-3, tj. dla gq= 1*73205 - _ mianowicie WwOwCczas,
| tylko wowczas, rownos¢ (10) moze sie ostac wobec dwoch naraz
postulatow: p = 0, a rownoczesnie g > -j- 1.

Uwazajac p za bardzo mata 1losc dodatnig, znajdziemy dla
logarytmowego wyrazu U w rownaniu (10) wartos¢ nastepujaca

(45) 41/ lognat p8+(H—_>r-I
h2-r(? -1)J

-|~ lognat

gdzie gtoska L' stuzy tymczasowo do skrocenia. Poniewaz dla p
blizkiego zera, parametr g >m 0 nie moze bycC, jak to okazalismy
przed chwilg, poblizkim dodatniej jednostkl, przeto obadwa ostatnie
wyrazenia logarytmowe bedzie wolno rozwina¢ na zbiezne szeregi
postepujace wedtug malenkiej ilosci

8*
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Poprzestajac na pierwszem przyblizeniu, po opuszczeniu Wy-
razOw zawierajacych potegi wyzsze nad p3, otrzymamy

Teraz nalezy odréznic dwie alternatywy, wedtug tego, czy q
jest mniejsze, czy tez wieksze od dodatniej jednostki.

A. Jezeli ge<-|-1, to dla bardzo matych dodatnich wartosSci
na £, utamek

2P __
1—p=>—10q2 U

posiada rowniez bardzo mata wartoSC dodatnig, a funkcje cyklo-

metryczng wystepujaca w rownaniu (10) mozna rozwingC po-
diug wzoru

arctang U =u— Em™3~I~ 5u5

Ograniczajac doktadnosC tego rozwiniecia 1 nastepujacych po
szescian malenkiej ilosci p wiacznie, znajdujemy nasamprzod

(49) P 1 2 3F+1
\1 —p2—0q2) (1-9'j | A 30— )%

Jezell teraz te wartoSC, oraz powyzszag na U podstawimy do
rownania (10), pomnozywszy je wpierw, celem pozbycia sie utam-
kow, przez ilosc (p? -J- 92)3 zawsze dodatnia, jezeli dalej wykonamy
naznaczone tam dziatania I otrzymang rownosCc pomnozymy przez
3(1—q?)3, a wiec przez ilosc, ktora stosownie do uczynionych za-
strzezen, jest rozna obecnie od zera, to po opuszczeniu wyrazow
zawlerajacych pé4, tudziez wyzsze potegi malutkiej ilosci p, otrzy-
mamy rezultat w ksztatcie

(50) p (H—K. p2) =0,
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gdzie gwoli krotkosci potozyliSmy

(51) #=3g(1—=2)[209—=22)— (9-29) (1 — ) &],
(52) _&=9(18g" —¢*

(3) L=1ilognat() ™) 2 < |

Rownanie (50) przedstawia wzajemng zaleznos¢ funkcyjna
obydwdch zmiennych parametrow p, g, w razie, jezelil czynig one
zadoSC uczynionym zastrzezeniom: bardzo matych dodatnich war-
tosci na p, a rownoczesnie ¢ mniejszego od dodatniej jednostki.
Widzimy nasamprzdod, ze rownanie (50), a wiec 1 (10) speini sie
wowczas dla p rownego zeru bez wzgledu na rownoczesng war-
tos¢ parametru g, byle tylko mniejsza od -j- 1, co zreszta byto do
przewidzenia juz z pierwotnego zwiazku (10).

18. Bytoby jednak przedwczesnem upatrywac w tym objawie
oznake istnienia nowych figur réwnowagi, wystepujacych jakoby
na tym obszarze zmiennosci parametrow p | ¢, pomimo, ze analo-
giczny, a rozwazany juz przez nas odwrotny przypadek: g rownego
zeru, a p dowolnego, zdawatby sie za tern przemawiaC. Nalezy bo-
wiem pamietac, ze samo pojawianie sie rzeczywistych 1 do-
datnich na jo, g pierwiastkow w rownaniu (10) jest wprawdzie ko-
niecznym, ale jeszcze niedostatecznym warunkiem istnienia
takich figur rownowagi 1 ze dopiero spetnienie sie drugiego wa-
runku: dodatnich na Q wartosci, z rownania (11) ptynacych,
moze ich istnienie zapewnic. Otoz ten drugi warunek nie spet-
nia sie obecnie, jak to zaraz zobaczymy.

Dla p znikajagcego, a g rownoczesnie nie przekraczajacego do-
datnie) jednostki, otrzymujemy z (11) bezposSrednio

(54) s — 1 lognat (),

a nie trudno wykazac, ze funkcya o (g) na rozwazanym tutaj ob-
szarze zmiennosci parametru g przybiera tylko ujemne wartoscl.

Rozwingwszy naturalny logarytm na szereg postepujacy we-
dtug poteg zmiennej g, a zawsze, jak wiadomo, zbiezny dlag < 1,
otrzymamy po uproszczeniach
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tuta) kazdy wspotczynnik, np. potegi €« ma postac

3 1 \ 4m
" +7/82m-j-1) (2m -f- 3)

Jest wiec stale dodatni, cata wiec prawa strona ostatniej rownoscl
jest ujemna, co dostatecznie swiadczy o0 niemozliwosci istnienia
figur rownowagi w rozpatrywanym tu przypadku szczegotowym.
Powracajac do warunkowego rownania (50), moznaby jednak
oczekiwac, ze staloby mu sie zadoSC, gdybysmy przyjeli drugi
czynnik, tj. (H— K p2) rownym zeru 1 dobrali wartoSC zmiennej q
w taki sposob, izby wynikajaca z takiego przypuszczenia wartosc

H 30:(1—092)2-\g9—70¢-)— (9 —0a?) (1 —0a2) L\
Z """ g(1896—g4"'M18N + 9)-3(2g73)(1_g2)3%o,

okazata sie nietylko bardzo mala, ale takze dodatnia. Zobaczymy
Jednak zaraz, ze owa przypuszczalna — rzeczywista | dodatnia —
wartos¢ na q. ktora czynitaby zados¢ takim dwom wymaganiom —
wcale nie istnieje.

Jakoz w istocie budowa funkcyr utamkowej, znajdujacej sie.
po prawej] stronie ostatniego rownania, jest tego rodzaju, ze nie-
ograniczone zblizanie sie jeJ] do zera, a wreszcie znikniecie jej
moznaby sobie wyobraziC w dwojaki tylko sposob: albo za sprawa
czynnika 302 (1 — 022 Jako nastepstwo zdgzania takze | samejze
zmienne] g do zera, albo tez skutkiem znikania drugiego czynnika
znajdujacego sie w liczniku, a ujetego w nawias kwadratowy. Nie-
trudno jednak okazaC, ze kazde z tych dwoch przypuszczen do-
prowadza do sprzecznosci z uczynionemi zastrzezeniamil).

1) Wydawatoby sie z pozoru, ze w Inny jeszcze sposob moznaby prawa
strone rownania (56) przymusiC¢ do znikniecia, mianowicie dozwalajac parametrowi
g, a tern samem 1 mianownikowl owego wyrazenia wzrastaCc do! nieskonczonosci.
Przypuszczenie takie jest jednak niedozwolone, Jako sprzeczne z koniecznym tutaj
warunkiem q < -j-1. Zreszta dla lim g = oo prawa strona rownania (56) nie-
tylko nie staje sie blizka zera, lecz owszem przybiera wartoSC nieskonczenie wielka
ujemna. — Przypominamy, ze licznik H nie moze stawacC sie zerem skutkiem
znikania czynnika (1—e2,2, gdyz dodatnia wartoS¢ parametru  nie moze byc
obecnie rowna -|~ 1. Zob. ust. 16 pod Kkoniec.
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W pierwszym razie, przyjmujac takze 1 dla g bardzo maita
wartos¢ dodatnig, mielibySmy najpierw

L — \ lognat i+ +

urywajac ten szereg na trzecim wyrazie, podstawiajac te wartosc
po prawej stronie rownania. (56), po redukcyach 1 po opuszczeniu
poteg malenkiej rzekomo ilosci q@ wyzszych ponad 5-t3, otrzyma-
libysmy

T2

— §2=0-2Y

a wiec zwiazek niemozliwy, gdyz ilos¢ dodatnia p2 nie moze byc
rowna ujemnej, jaka jest tutaj prawa strona.

W drugim razie moznaby sie oddawaC nadziel, ze w nhaj-
blizszem sasiedztwie — na prawo albo na lewo — tych wartosci

na g, Ktore spetniaja rownanie
98) /(@) =90 —79)— (0O —¢) (1 —g=)+lognat =0,

licznik H prawej strony rownania (56) bedzie przybierat bardzo
mate wartosci, skutkiem czego takze cata prawa jego strona stawac
sie bedzie iloscig blizka zera dodatnia.

Szczegotowe badanie okazujel), ze rownanie (58), oprocz pie-
ciokrotnego pierwiastka rownego zeru, posiada tylko jeden rzeczy-
wisty dodatni pierwiastek, mianowicie ¢ = -J- 1*37597 - - wynik
ten stol jednak w oczywiste] sprzecznosci z postulatem g <( -J- 1,
bez ktorego spetnienia sie poprzednie nasze rozwiniecia, a W Szcze-
golnosci funkcyi aretang, bylyby niewazne. Tak wiec odpada cat-
Kiem pierwsza alternatywa, a pozostaje jeszcze do rozwazenia druga.

B. Jezeli powtore przyjelioysmy g —~1, to wzor (47) nie
przestatby wprawdzie obowigzywac, natomiast wzor (48), a wiec
takze (49) musiatby uledz zmianie, argumenti)

) Znajduje sie m. 1. z tatwoscia/(O) = 0; f(g) = -j- g5, gdy g jest ilo-
scia bardzo mata; /(0*5) = + 0*02018; /Z (075) = +0*21897; /($m)=-TF 0*494;
T (1*0) = -|- 2 000; y (2 0) = — 29 76. Wobec obowiazujacego tutaj warunku g < -j-1
nie zachodzi zreszta potrzeba badania zachowywania sie funkcyli/(g) dla war-
tosci g przekraczajacych jednostke dodatnia.
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2P _

————— — S V

1—pl—5)
funkcyi cyklometrycznej staje sie bowiem wowczas ujemnym. Po-
niewaz. zawsze W przypuszczenia bardzo matych dodatnich war-
toscli na p, a tern samem na v. mamy

(59) arctang (—v) = n—arctangv =n — (V— ),

przeto, ograniczajac, jak poprzednio, dokiadnoS¢ rozwinieC po trze-
cig potege malenkiej i1losci p wiacznie, bedziemy mieli najpierw

\ arctang .

i
2

gdzie wyraz proporcyonalny do p* okaze sie nawet zbytecznym.

Podstawiajac te wartosC, jakotez dana zwigzkiem (47) w row-
nanie (10) pomnozone wprzod przez (p2-\- g2)3, po opuszczeniu juz
drugiej 2) 1 wyzszych poteg bardzo mate] i1losci p 1 po tatwych re-
dukcyach otrzymamy

Mg (7 2* e DLl 1) (g%—3) = 0,
skad
61) p 22 12 3 Il

2(72 9+ (2'-D(2'-9)-£ "2

Azeby z tego rownania wypadta na p wartoSC bardzo mata
a zarazem dodatnia (Jak sobie tego zyczymy) musiatby licznik sta-
wac sie iloscig bardzo blizka zera, a ze w obecnym przypadku g
Jest wieksze od -|- 1, wiec mogtoby to nastgpi¢ tylko wowczas, gdy

g bedzie blizkie wartosci [/3, tj. 1*73205... pod warunkiem jednak,

1) Zachowywanie sie ilosci p 1 g na granicy ich znikania jest o tyle od-
mienne, ze w odpowiednich wzorach przyblizonych najnizsza potega bardzo maitej
i1losci g jest druga, podczas gdy obecnie najnizszg potega ilosci p dazacej do zera
jest juz pierwsza.
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Ze mianownik ostatniego wyrazenia przybierze rownoczesnie war-
tos¢ rozng od zera. Warunek ten spetnia sie, bezposredni bowiem
rachunek przekonywa, ze dla g = -}- 1 73205 mianownik rzeczo-
nego Ilorazu jest dodatni 1 wynosi bardzo blizko -f-12*88. Stad
wnosimy, ze parametr p bedzie rzeczywiscie bardzo matg iloscig
dodatnia, jezeli g przybierac bedzie wartosci lezace w poblizu

JI3 = 1*73205, a mianowicie od tej ilosci coskolwiek wieksze. W gra-
nicznym przypadku p — 0 otrzymuje sie jednoznacznie g2 = 3.
Dla bardzo matych dodatnich wartoSci na p mamy wiec

g= |/3 -—T11, gdzie r] jest bardzo mata iloscig dodatnia, ktorej kwa-
draty 1 wyzsze potegi bedzie wolno opusciCc. Po wstawieniu war-
tosci rownanie (61) dostarczy natenczas p =-]- 1*119758 .1, skad

(62) g — |/3 + f] = 1-73205 + 0-89305 .p-

pod warunkiem, ze dodatnia 1losC p bedzie zdazata do zera.

19 Nastepujaca ponize] gotowa tabelka liczbowa, bedaca wy-
nikiem dtugotrwatych, mozolnych rachunkow!), podaje obok liczby
porzadkowe] wiersza poziomego wzajemng zaleznos¢ obydwoch
Zzmiennych parametrow p, g, tudziez (w ostatnie] kolumnie) zalezna
od nich, a najwazniejsza dla nas 1loSC proporcyonalng do kwa-
dratu chyzosci katowej. UprzedziC jednak musimy, ze tablica ta,
we wszystkich jej wierszach, z wyjatkiem ostatniego, podaje tylko
jedne wartos¢, a mianowicie rozna od zera, funkcyi dwuwartoscio-
we] g = 1p (p), druga bowiem jej wartos¢, odpowiadajaca, jak wiemy,
elipsoidzie obrotowe] sptaszczone], jest stale zerem, dla wszelkich
dodatnich na p wartosci. Wspomniana dwuwartosciowosc funkcyi g
moznaby zreszta uwydatniC piszac

(63) 2-[g—V(1)] =0,

gdzie symbol vyj (p) oznaczatby teraz juz tylko jednowartosciowa
funkcye, te mianowicie, ktorej kolejne wartosci liczbowe zestawi-
lismy w 3-cie] kolumnie nasze] tablicy, a ktora odpowiada posta-
ciom rownowagi réznym od elipsoidy.* |

]) Rozpoczetych jeszcze w 1881 r., wykonanych przewaznie w latach 1902
I 1908, a kontrolowanych w roku ubiegtym.
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TABLICA

podajaca wzajemnag zaleznoSC zmiennych [, (] i Cl dia wiekszych chyzosci katowych.
:

V 2 —V-0) O =y

-

1 0-000000 1 -732051 + 1000000
> 0-020000 1-745812 0-970018
3 0-089357 1-787134 0-880777
4. 0-200000 1841814 0769740
5. 0-500000 1929709 0578790
6. 0-778432 1-946080 0-473131
7. 0-964739 1 929478 0*422247
8. 1-241908 1-862862 0364527
) 1-430054 1-787568 0-333801
10. 1 658824 1 658824 0*302941
11. 2000000 1368036 0-266403
12. 2_205740 1-102870 0-248421
13. 2_370675 0-790225 0235699
14. 2_487379 0414563 0227504
15. 2529308 0-000000 0-2246656

Konstrukcje te] tabelki opartem na kolejnem rozwigzywa-

niu dos¢ licznych rownan przestepnych typu (10), postugujac sie
przygodnie w tym celu dwoma nieco réznymi sposobami, wedtug
tego, ktory z nich w danym razie zalecat sie wiekszg prostota.

Z nich pierwszy, bardziej bezposredni, polegat na przyjmowa-
niu juz z gory pewne] oznaczonej wartosci liczbowej na p (nhp.
p = 0*5), a nastepnie na rozwigzywaniu zapomoca kolejnych prob,
wspartych dwojaka iInterpolacja, przestepnego rownania (10), za-
wierajacego skutkiem tego juz tylko jedne niewiadoma ilosc g = (p)
| na poszukiwaniu, w przypuszczeniu wielowartosciowosci funkcji

mozliwie Istniejacych Kkilku na q pierwiastkow owego rownania.
Sposobu tego uzytem zreszta tylko w czterech razach, mianowicie
dla wartosci (przyjmowanych kolejno a priori) na p wynoszacych
0 02, 0*20, 050 1 200, uwidocznionych wsrod tabelki w wierszach
2-gim, 4-tym, 5-tym 1 11-tym.

Drugi ze wspomnianych sposobow, co do skutecznosSci tam-
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temu rownowazny, a czesto od niego dogodniejszy, zasadzat sie na
przyjeciu, zaraz z gory, wartosci stosunku ¢ = m obydwdch zmien-

nych. rownym pewnej ,,okragteju liczbie m, catkowitej lub utam-
kowej, takiej jak np. 2, 3, itp. Woweczas ustalony taki zwia-
zek, czy to g=m.p, czy tez, stosownie do dogodnosci ra-

chunku, p = — (gdzie m jest znane), pozwalat na usuniecie w row-

naniu (10) jednej z dwéch niewiadomych p albo g, poczem samo
rozwigzywanie jego odbywato sie dalej juz zwyczajnym trybem.
Najwazniejsze stadya tych rozwlektych, ale nieuniknionych obli-
czen podaje jak najzwiezle] w osobnym dodatku, azeby wiasci-
wego przedmiotu naszych rozwazan nie wik{aC drugorzednymi wy-
wodami 1). Tutaj zauwaze tylko, ze niejednostajne wzrastanie w ta-
belce parametru p, uwazanego przeciez za zmienna niezalezng, jest
tylko prostem nastepstwem uzywania dwoch rdznych, wyze] wy-
tuszczonych metod rozwigzywania Kkolejnych rdéwnan przestepnych
typu (10).

Po wyznaczeniu liczbowych wartosci g jako funkcyl zmien-
ne] niezaleznej p, kolumna czwarta nasze] tabelki, podajaca odpo-
wiednie wartosci na Q, a wiec I na kazdorazowa chyzosc katowa
w, zostata obliczona juz bezposrednim rachunkiem wedtug wzoru (11).
Widac¢ stamtad, ze obszar zmiennosci funkcyi 3, ktory dla elipsoidy
obrotowe] sptaszczone] siegat od zera tylko po 02246656. a po je-
szcze mniejsza wartoSC graniczng (0*18709) dla elipsoidy nieobro-
towe] Jacob Tego, jakotez dla figur wykrytych przez lorda Kel-
vin'a | przez Henryka Poincare, ze ten obszar zmiennoSci roz-
szerzony zostat tu na przestrzen od zera az po -J-100, a wiec
przeszto w czwaornasob.

20 Na zapytanie, czy 1 jakie wartosci parametrow p. g odpo-
wiadaja j eszcze wiekszy m niz 100 wartosciom ilosci D, nie
umiemy w tej chwili odpowiedzie¢ z catg stanowczoscia. Jest je-
dnak rzecza mozliwg, ze analogiczne do niniejszego poszukiwanie,
przeprowadzone dla roznoosiowe] elipsoidy Jacob i'ego, zdotatoby
ciemna te kwestye cho¢ w czesci rozjasnic.

/Z pozniejszych poszukiwan Poincarelgod zdawatoby sie

) Zob. Dodatek V-ty.
) H. Poincare w Bulletin astronomique, T. IlI, p. 117, reprodukowane
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wprawdzie wynikac, ze dla tak wielkich chyzosci katowych wzgle-
dna rownowaga ptynu staje sie niemozebna. | to jakakolwiek
postac zechcielibySsmy mu nada¢, wszelako — jak stusznie ostrzega
Tisserand!) — nalezy w trudnych tych dociekaniach zachowac
znaczng powsciagliwosc w wyciaganiu daleko siegajacych wnioskow
2 przestanek nie catkiem jeszcze bezpiecznych. GdybySmy wspom-
nlanemu co dopiero twierdzeniu Poincarc'go w zupetnosci zaufac
mogli, to, wobec wynikow otrzymanych w te] tu nasze] pracy,
mielibySmy moze niejakie prawo, azeby momenta negacyi, zawar-
te] w twierdzeniu znakomitego uczonego francuskiego, uzupenic
elementami affirmacyi. Zbierzmy w tym celu jak najkrocej ustalone
dotychczas wyniki.

a. Gdy Q = 0 jest bardzo mé&le, I1stnieja rozmaite figury
rownowagi, takie jak dwie rozne elipsoidy obrotowe, oraz jedna
nieobrotowa, dalej figury pierscieniowate. tudziez postaci nieobro-
towe podobne do biszkoptu, albo nawet do gruszki. Kres chyzosci
katowe], dla ktorej istnienie tych figur jest jeszcze mozliwe, nie
zostat — z wyjatkiem elipsoid dotychczas jeszcze nalezycie
Zbadany.

b. Gdy 0 <C Q < 018709, uwazany ptyn moze pozostawac W row-
nowadze. przybierajac postac jednej z trzech wspomnianych elipsoid.

c. Gdy 018709 < Q < 0*2246656, rownowaga ptynu w postaci
elipsoidy nieobrotowe] staje sie jJuz niemozebna, natomiast jest ona
jeszcze mozebna w postaci jednej z dwoch elipsoid obrotowych,
Maclaurina lub d Alemberta.

d. Nierownoscia Q = 0*2246656 cechujacy sie obszar zmien-
nosci znaczniejszych juz chyzosci katowych co nie zostat dotych-
czas zbadany, skutkiem czego nie mozna byto powiedzieC, azali
wowczas wogole istnieja lub nie istnieja jakie postaci rownowagi.

u TisseranCTa, i. c. IlI, § 60, p. 100—109. Dowod opiera sie na twierdzeniu
Green’a.

1) Tisserand (1. c.). zwrociwszy uwage, ze juz dla D = 05 eliptyczny
cylinder (nieskonczenie diugi, a wiec tylko fikcyjny) przestaje by¢ mozliwg po-
stacig rownowagi,-dodaje co nastepuje. ,,M. Poincare a reussi a prouver d’une
maniero generale que I’equilibre relatif est impossible avec une fi-
gure guelconque, si Von a <n2/2tvg > 1, ou, du moins, 1l a fait voir que
dans ce cas la resultante des forces, supposee etre partout normale kl 1
surface du fluide, serait en certains points dirigee, non pas vers linterieur,

mais vers |I’exterieur de la surface, de sorte que le fluide y serait projete
en dehors..



[237] POSTACI MASY PLYNNEJ 45

Woprawdzie ta kwestya zostata z jednej strony wyjasniona wa-
znem 'odkryciem Poilncare’go, tern mianowicie ze
H Ee dla -]-1 nie i1stnieje zadna wogole postaC rowno-
wagl ptynu, to jednak zachowywanie sie jego wewnatrz interwalu
072246656 Q < -\-1 pozostawato mimo to 1 nadal jeszcze nie-
rozSwietlone.

Ten wilasnie obszar zmiennosci (d), tworzacy, jak widac, je-
dyng luke w dajacym sie pomysleC nieograniczonym pochodzie
zmiennoScl funkcyl Q od zera do -|~ °°? stanowi przedmiot naszych

poszukiwan. Luke te zdotalismy, jak nam sie zdaje, wypenicC, oka-
Zujac mianowicie, ze na owe] wspomnianej przestrzeni (0*2246656 <<
< 10 <(-J- 1) 1stnieja nieznane dotychczas postaci rownowagi Ki-
netycznej. Zobaczymy ponizej, ze powierzchnie odpowiadajace tym
nowym postaciom sa, bioragc ogolnie, stopnia czwartego.

Wartoéci na q i U odpowiadajace nieuwidocznionym w ta-
belce wartosciom na p, jak np. 03, 0*4 itp. moznaby byto, gdyby
0 nie chodzito, wynalezC tatwo zapomoca czesto tu uzywanej t. zw.
parabolicznej interpolacyi, polegajace] na przesunieciu 0golne] pa-
raboli przez trzy sasiednie punkty krzywej g = Ip (p), gdzie zmien-
nym parametrom p. @ nadane zostato znaczenie wspotrzednych pro-
stokatnych. Tak tez pojety zostat na obocznej figurze szlak grubszy,
ztozony z dwoch czesci odrebnych: z nieograniczonej linii prostej
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OP, oraz z niedomknietej linii krzywej ACB. Pierwsza z nich,
nacechowana warunkiem g = 0 dla wszelkich na p wartosci, odpo-
wiada obydwom elipsoidom obrotowym sptaszczonym, t. J. Maclau-
rina 1 D'Alemb ert’a, natomiast druga, odpowiadajgca tabelary-
cznym wartosciom zmiennych parametrow p 1 g, charakteryzuje
nowe postaci rownowagi, wprawdzie obrotowe, ale rozne od
elipsoidy.

21. Pozostaje jeszcze ustalic geometryczne znaczenie rownan,
a wzgl. nierownosci, przedstawiajacych te nowe postaci Kinetycznej
rownowagli, ktorych istnienie wykazaliSmy powyzej dla chyzosci
katowych kilkakro¢ wiekszych od przyjmowanych dotychczas. Bez-
posrednia iInterpretacya owych zwigzkow napotyka, skutkiem wy-
stepujacych tam wyrazen zespolonych, na pewne trudnosci na-
tury wytacznie logicznej: te bedziemy sie starali uprzatnaC ujeciem
warunkow zagadnienia w posta¢c od zwykle uzywane] nieco od-
mienng. Pod tym wzgledem wskazowka byty dla nas genialne po-
mysty, Jakie zastosowall najpierw Augustyn Fresnel (1788 —1827),
a po nim James Mac Cullagh (1809—1847) wobec podobnych
trudnosci, jakkolwiek badania ich odnosity sie do zupetnie innego
dziatu fizyki teoretycznej l).

Widzielismy, ze dla pewne) danej wartosci na w, a wiec I na
3, ogolnem rozwigzaniem rownania (4) jest

©) e=p +I)

1) Mam tu na mysli niezmiernie pomystowg Iinterpretacye wyrazen urojo-
nych, wzgl. zespolonych, jakie napotkat Fresnel w swej teoryi zupetnego odbi-
cia sie spolaryzowanego sSwiatta na granicy dwoch Srodowisk o0 rdznej gestosci
optycznej, podang nasamprzod (r. 1818) w Annales de Chimie et de Physique (2),
Vol. XXIX, pag. 175, a przedrukowana w Oeuvres completes de Fresnel, 1,
p. 258 seq. Pomyst kapitalny, ktory nastepnie z takiem powodzeniem zastosowat
Mac Cullagh do zjawisk spolaryzowanego Swiatta odbitego od powierzchni
metaldow, najpierw w dwoch artykutach p. t. On the Metallic Reflexion, ogtosz.
(1834 r.) w Proceed, of the Irish Acad. I, 2, pag. 159 1 Il, p. 375, nastepnie w pracy
On the Laws of Metallic Reflexion and Refraction, publ. w Transactions of the Irish
Acad. Vol. XVIIF p. 1 (Dublin 1837). Te 1 tamte streszcza E. VVerdet, Leeons
d’optique physique, T. Il, Paris 1870, pag. 432—435 | 564—570. Podobne wyo-
brazenia nasuwatly sie zreszta takze przy sposobnosci pojawiania sie wartosci
urojonych nie tylko dla okresSlnikow przestrzeni, ale nawet dla bardziej od
nich abstrakcyjnych okresinikbw czasu. Por. w tej mierze rozprawke: Appell
Paul, Interproétation des valeurs Imaginaires du temps en mecanigue, zamieszczona,
w T. 87 Compt. rend, de 1’Acad. d. Sciences.
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gdzie kazda z itlosci g lub p moze znikaC z osobna, albo tez obie
beda posiadaty wartosci rozne od zera. Tutaj Interesuje nas wiasnie
ten ostatni, t. J. trzeci przypadek. MozliwosC g rownego zeru odpo-
wiada bowiem dobrze znanej elipsoidzie, znikanie zas parametru p
Jest tylko granicznym przypadkiem tamtego (p < 0, 3 <<0), zaczem
nie wywotuje potrzeby wyrozniania jeszcze innej, a wiec jakoby
trzecie] jakiejs rzekomo istniejacej kategoryir badanych tu figur
rownowagix).

Punktem wyjscia byta dla nas elipsoida obrotowa sptaszczona
0 potosiach a i1 ¢, przyczem a = ¢, zasS 2 ¢ jest osia obrotu. Jezeli
mimosrodem elipsy tworzacej jest e, a Wiec

a2 —
e’

to, pamietajac o znaczeniu L aplace’owskich ilosci e, bedziemy
mieli wedtug (3)

(64) 1 | A oy skad =

zatem dla zespolonych wartosci na e=p A- qi

2

(65) , |I+Ei 1 4+0+3Y=A+p}— i)+ 2p",

Jakotez rownanie elipsoidy w dogodniejszej nizli (1) postaci

"ty | Z

(66) X

Wyciagajac pierwiastek po obydwoch stronach réwnania (65),
otrzymalibysmy

(67)

) Podkreslamy raz jeszcze znaczng roznice pomiedzy mozliwoscia zni-
kania badz to parametru g, badz tez p. JlosC g moze stawac sie, jak to widzie-
lisSmy, zerem dla wszelkich wartosci na p; natomiast p moze znika¢ tylko dla

jednej jedynej na g wartosci, a mianowicie dla a=\%o .
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gdzie ilosci 3, zawsze rzeczywiste, wyznaczaja Sie z rownan

2al=|/(1 + pl—qg¥Y +4p29. + (I+jas — g2),
217 =|I(1 -j-y — g3)24- 4p29. — (1 -l — g2).

Poniewaz obecnie Iloraz = Jest, biorac w ogolnosci, nierze-

czywisty (rown. 67), przeto przynajmniej jedna z dwaoch
lloscl a< ¢ musi byC zespolona, a poniewaz nie istnieje przyczyna,
dla ktorej nalezatoby tej albo tamtej ilosci dawac pod tym wzgledem
pierwszenstwo, przeto celem nieuszczuplania ogolnosci rzeczy, nalezy
przyjac rownoczesnie obiedwie ilosci a, ¢ zespolonemi, t. j. potozyc

To ustaliwszy, otrzymamy podtug (67)

i -i- &
+ (21 !

mnozac po lewej stronie licznik | mianownik przez (r2 — cz1) a na-

stepnie przyrownywajac 0sobno czesci rzeczywiste, a 0sobno uro-
jone, napiszemy

skad jeszcze wyprowadzamy po Jatwe] przerobce

cq {a\—a\) (¢? — cI)+4 axaz cxc

(72) a»4-j8: 3%

22. Analityczne oznaczenie jakiejkolwiek postaci rownowagi
wymaga podania miejsca wszystkich tych punktow nie-
ograniczonej przestrzeni, w ktdrych masa ptynu bedacego w rowno-
wadze sie znajduje | wyroznienia ich od wszystkich pozostatych
obszardw przestrzeni trojwymiarowej. Otdz do tego celu nadaja sie
warunki graniczne w postaci nierodwnoscli o wiele lepiej, ani-
zeli uzywane pospolicie rownania analityczne powierzchni osta-
niajacej dang mase. Nie dos¢ bowiem, ze masa taka moze skiladac
sie z kilku czesci odrebnych, a wiec byC ostonieta kilku réznemi
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powierzchniami, ale nadto z samego rownania pewne] Krzywej po-
wierzchni, mozliwie np. antyklastycznej *), nie mozna jeszcze
powziaC wyobrazenia, po kKtorej jej stronie masa uwazana ma
sie znajdowac.

Takim warunkiem granicznym dla masy ptynnej, posiadajacej
ksztatt petnej elipsoidy obrotowe] sptaszczonej, moze byC— ale
nie musi by¢ — podwojna nierownosc

(73) O<7?7<< + |,

gdzie krotko oznaczylismy

X2 -\-Yy2 . Z2
02 “"cl'2

W powyzsze] nierdwnosci nie wolno opusciC granicy dolne
Jakoby zbytecznej, z powodu, ze wyrazenie g dla wszelkich rzeczy-
wistych na X, y, z wartosci posiada zawsze wartoSC dodatnig. Sama
druga cze$¢ owej nierownosci, tj. g < -J-1, bez zadnego ponadto
zastrzezenia, mogtaby bowiem charakteryzowacC tylko niektore par-
tye znajdujace sie wewnatrz uwazane] powierzchni, a wiec np. eli-
psoide wspotogniskowo wydrazonag, o ktérej nietrudno udowodnic,
Ze nie moze bycC postacia rownowagi Kinetycznej?). Jest jednak
widoczne, ze pojedyncza nierdwnosc, taka jak g < -)- 1, wystarczy-
taby do wspomnianego celu, jezelibySmy wiedzieli juz z gory, ze
g nie moze byC ujemne, a nadto, gdybysmy dotaczyli zastrzezenie,
e masa ptynu ma byC umieszczona we wszystkich punktach
przestrzeni, dla ktorych spetnia sie owa nierdwnosc.

Warunek graniczny w rodzaju (73), ktory dla rzeczywistych
na g wartosci moze bycC bardzo dogodny, traci jednakze swoje, za-
lety w razie zespolonych wartosci te] zmiennej, a to z powodu nie-
dostatecznie natenczas okreSlonego pojecia nierdwnosci pomiedzy
lloSciami zespolonemi. Wprawdzie bliski jest domyst, ze w aktual-

1) T. j. powierzchni, u ktorej dwa gitdwne promienie Krzywizny (maxim,
I minim.) sa skierowane w strony przeciwne, jak np. a paraboloidy hyperbolicznej
czyli powierzchni siodtowatej, albo w marynarskim pierScieniu po wewnetrznej
jego stronie. Zob. Thomson, 1. c. I, § 128.

2) Dowod na te rzecz, bedaca w zwiazku z powinowatemi poszukiwaniami,
zamierzam podacC przy innej sposobnosci.
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ne] tu kwestyi nierownosc taka jak np. h -|- ki *< m -|- ni naleza-
toby interpretowaC w sensie mod (h-j- KiI)  mod (m -f- ni1); a wiec
Jako hz-(-kz  mz2-)- n\ wszelako przypuszczenie to, acz wielce
prawdopodobne 1), pozostawia przeciez niejaka niepewnosc. Uchylimy,
jak mniemam, wszelka w tej mierze watpliwosC, wprowadzajac sto-
sowniejszy od (73) warunek graniczny.

23. Jakoz w Istocie nic nas do tego nie zmusza, azeby przed-
stawiaC postaC uwazane] masy wiasnie nieréwnoscig (73): owszem,
wszelki rownowazny z (73) warunek bedzie sie tak samo do
tego celu nadawat. Za taki rownowazny warunek mozemy wziac
np. postanowiona apriorystycznie zbieznoSc nieskonczonego
szeregu

(75) 8=1+2"+22+ 33+ 54+ -"

| to dla wszelkich mozliwych, dodatnich na g wartosci. Poniewaz
. . . 1

dla 0 < g<C -J- 1 szereg ten jest zbiezny I daje na sume ——, lecz

| naodwrot, jezeli ma byC on zbieznym, to dodatnia 1loS¢ g musi
by¢ mniejsza od dodatniej jednostki, przeto rzeczywiscie obadwa
wspomniane warunki sg rownowazne. To nam pozwoli uniknac do-
chodzen znaczenia nierdéwnosci pomiedzy wystepujacemi tu tlosciami
zespolonemi 1 sprowadza rzecz nasza do kwestyl o wiele konkret-
niejszej, mianowicie do zbadania warunkdw zbieznosci dwoch nie-
skonczonych szeregow.

Jezeli zmienna g jest zdolna przybierac zespolone wartosci
natenczas, kladac w (75)

(76) — ol-\-1g2 = y (oS 6 -\- 1 sin 0) = yee'

gdzie, biorac bezwzglednie

jest modutem, zas o argumentem ilosci zespolone] gt -|- 192, a wre-

szcie e zasada logarytmow naturalnych, to szereg (75) rozpadnie
sie na agregat dwoch nieskonczonych szeregowi)

1) Wywaod ten odpowiada W zupetnosci Fre sne Powskie] Interpretacji zna-

czenia ,,zespolone] amplitudy“ spolaryzowanego Swiatta, o0 czem wspomnieliSmy
juz poprzednio.
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(78) S=(I -J-ycos 0-\-y2cos 26 -f-.. (7sin O-[-y2sin 26-\- ...)
i

Jest rzeczg widoczna, ze S' bedzie i1loscig skonczona wowczas
| tylko woweczas, kiedy obadwa szeregi St 1 S: beda zbiezne. Cho-
dzi teraz wiasnie o warunki konieczne | dostateczne takiej zbieznosci.

Dla skonczonego szeregu mamy tozsamosc

I 9\

jezell potozymy tuta] g = y (cos e -)-1sin 0), bedzie kolejno

- [1-)-ycos0-J-y2cos 20-}...—~yn | cos (n — 1)0]
(79) -)-1]ysin 0-J-y2sin 20 + y'-1sin (n— 1) &}

1y (coswO-f-1sin%0) (1 — yncosw0) —i1y" sin %0
1 — vy (cos 0-(-1sIn &) (1—ycos0)—i1ysin0 '

ktore to wyrazenie, po usunieciu wyrazu urojonego z mianownika,
przybiera postac nastepujaca

l—ycos0—y'cosn0  y™+1 cos (n—1)0
1 —2ycos 0-y?

ysin0—ynsinnO  yntlsin (n — 1)0

+ 1l —2ycos 00—y

ROwnoSC ta, Jjako oparta na identycznosci (79), nie przestaje
by¢ prawdziwa dla wszelkich wartosci na y, 0 oraz dla wszel-
kiej catkowitej 1 dodatnie] wartosci na n. Jezeli wiec n bedzie zda-
zaC do nieskonczonosci, obadwa szeregi (79') staja sie nieskonczone
| zamieniajg sie na S+, a wzgl. na S2, tak ze

1—ycos 0—yncosnO-|-y',+3 cos (h—1)0
1 —2ycos0—-V?
ysin 0 —y"sinwO0-J- yntl sin (w — 1) 01
1 —2ycos 04 y?

dla IIm n = oo.

Stad widaC, ze szeregom S: | S: zapewnimy zbieznos¢ tylko
wtedy, jezeli stosownym doborem modutu y = 0 sprawimy, ze dla n
" At
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nieograniczenie wzrastajagcego liczniki obydwoch ostatnich utamkow
przybiorg wartosci skonczone 1)) co moze I musi nastgpi¢ tylko
dla y < -f-1, bez wzgledu na rownoczesng wartosc kata o, gdyz
niepodobna dobrac takie] jego wartosci, azeby cos nO | sinno Sta-
waty sie rownoczesnie zerem. Domyst powyze] wyrazony do-
Znaje wiec potwierdzenia, a warunek graniczny (73) dla zespolo-
nych na g wartosci sprowadza sie poprustu do zastrzezenia, azeby
modut iloéci g nie przekraczat jednostki dodatniej, tj. aby byto

34. Jezeli teraz w rownaniu (74) za a, ¢ podstawimy wartosci
(69), a otrzymane wyrazenie sprowadzimy do typowe] postaci wy-
razen zespolonych, bedzie najpierw

albo krotko
(76) 0 |

gdzie ilosci rzeczywiste g® g maja widoczne znaczenie. Podsta-
wiajac nastepnie te wartosci do nierownosci (81), po nalezytych
redukcyach otrzymamy szukany warunek graniczny w nastepuja-
ce] postacl

Op) +vy2)2 , O(«k1 — aj)) (Cl — 4) 4- 4 «1 «2 Cl Cq
(«? + al) ' (a? + a|)2 (cf + L'1)8

zaznaczanie, ze lewa strona te] nierownosci ma byc 0, byioby
tuta] zbyteczne wobec tego, ze g]-\-g\ jest zawsze dodatnig iloscia.
Zastrzedz jednak nalezy, ze wspotrzedne X y. z maja przybierac
kolejno wszystkie dajace sie pomyslec wartosci, byle tylko spet-
niajgce powyzsza nierdwnosc (83).

) Mianowniki ich bowiem, dla rzeczywistych wartosci nay, 6 > 0 nie
moga nigdy stawacC sie zerem.
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Ktadac jeszcze dla krotkosci

oraz zwazajac na zwiazki (72). otrzymamy ostatecznie

co oznajmia, ze dla znaczniejszych chyzosci katowych, Kiedy takp
jJak 1 q sa rozne od zera. postacig ptynu znajdujacego sie w Ki-
netyczne] rownowadze moze byC, biorac w ogolnosci, powierz-
chnia obrotowa stopnia czwartegol)

Szczegotowa dyskusya warunku granicznego (85) doprowadza
do wniosku, ze w pewnych razach ptyn bedacy w réwnowadze
Znajdzie sie w przestrzeni zamknietej powierzchnig ciagta o jednej
tylko powtoce, ze w Innych razach zewnetrzng jego ostong bedzie
powierzchnia o dwoch powitokach. NierownosSc (85) rozpada sie w ta-
kich razach na dwie nierdwnosci odrebne, przedstawiajace podwojny
warunek: istnienia ptynu tylko wewnatrz jednej, a zarazem tylko
na zewnatrz drugiej powtoki. Nie zatrzymujac sie obecnie nad wy-
roznianiem obydwoch przypadkow, zauwazymy jedynie, ze w bardzo
szczegotowym przypadku g roéwnego zeru, znika rowniez 7, a nie-
rownos¢ powyzsza staje sie woOwczas

albo wprost

(gdyz lewa strona nie moze sie stawac¢ ujemna), cechuje wiec tylko
elipsoide obrotowa sptaszczona, jak tego juz z gory oczekiwalismy.
Dla matych wartosci na g, a wiec wartosci na Q mato co*)

) W pracy p. t. O rownowadze Kkinetycznej ptynu niescisliwego, ogtoszo-
nej] (1889 r.) w XIX tomie Rozpraw Wydziatlu matem.-przyrodo. Akademii Umie-
jetnosci w Krakowie, wykazatem, ze z pomiedzy wszystkich dajacych sie pomy-
sleC powierzchni zamknietych, majacych te wilasnosc, ze wszelka prosta przecina
sie z niemi jedynie w dwdch punktach, jedna tylko elipsoida (obrotowa albo nie-
obrotowa) moze byC powierzchnia rownowagi pod wptywem grawitacyi 1 sSity od-
srodkowej. Posrednio stad mozna byto wyprowadzi¢ przynajmniej domyst, ze dla
wiekszych chyzosci katowych nalezatoby figur rownowagi poszukiwaC pomiedzy
powierzchniami wyzszych stopni parzystych, a wiec 4-go, 6-go itd., nieparzyste
bowiem sg niezamkniete.
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wiekszych od 02246656, postaci (85) roznig sie bardzo niewiele
od elipsoid obrotowych, jak o tera przekonywa rzeczywiste wy-
kreSlenie krzywych tworzacych, ktore moznaby nazwacC potudni-
kami. W miare dalszego wzrostu ilosci U postaci te oddalaja sie
coraz bardziej od elipsoid, wypukiosci ich na ,,rowniku® 1 po kon-
cach osi obrotu wyptaszczaja sie stopniowo, a dla wiekszych chy-
zosci katowych o) ruchu obrotowego przeksztatcaja sie w miseczko-
wate zagtebienia na obywoch ,,biegunach®, zas w rodzaj rynienkKi
obiegajace] rownik dokota uwazane] postaci. Figury 2 1 3 przed-
stawiaja krzywe tworzace swym obrotem dwie z posrod takich po-
wierzchni. Pierwsza z nich odpowiada wartosci U réownej 0*47313
(zatem wartosciom na p 1 g rownym 0*77843, a wzgl. 194608).

13

1
m

Fig. 2.

zas druga, ksztattem swym bardzo juz oddalona od elipsoidy, na-
lezy do wartosci U réwnej 0*76974, a wiec do bardzo juz znacznej
chyzosci katowej 1).

Zauwazymy jeszcze, ze parametr h w nierownosci (85), decy-
dujacy o rozmiarach badanych tu figur rownowagi, wyznaczail)

1) Wykreslenie takich krzywych tworzacych, dla réznych, dowolnie obra-
nych wartosci na p | zaleznych oden wartosci na q 1 fl, uskutecznia sie najdo-
godniej za uzyciem wspotrzednych biegunowych r, y, 6.
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sie z warunku, azeby masa ptynu, bez wzgledu na rdéznosc¢ postaci,
jakie moze przybierac dla roznych na Q wartosci, posiadata zawsze
te sama, dang objetosc V. Z uwagi, ze W niniejszem poszukiwaniu
ograniczylismy sie do figur obrotowych, rzeczony warunek przed-
stawi sie analitycznie jako rownanie

gdzie catkowanie ma sie rozciggac do wszelkich punktow przestrzeni,
ptynna masa objetych, ma wiec na wszelki mozliwy sposob spet-
niaC graniczny warunek (85).

Na zakonczenie jeszcze jedna uwaga. Interpretacja nierownosci

Fig 3.

zawierajace] wyrazenie zespolone g: -]- 192, jako symbolu rowno-
waznego modutowi tego wyrazenia, pozostawia resztke jakiejs wat-
pliwosci. pomimo ze postepowanie tego rodzaju znajduje, jak to
widzieliSmy, precedens 1 niejako sankcje w innych dziatach fizyki
matematycznej. Nie myslimy temu zaprzeczac, jakkolwiek sama
Istota fortelu, uzytego przez nas we wzorach (75)—(81), pod wzgle-
dem logiczny m wydaje sie nam bez zarzutu.

Decydujacym probierzem prawdziwosci drugiej czesci



56 L. A. BIRKENMAJER [248]

«

otrzymanego wyniku, tj. jakosci samej powierzchni masy ptynnej,
bytoby oczywiscie sprawdzenie a posteriori, azali postaC scharakte-
ryzowana geometrycznie nierownoscig (85) czyni zadoSC¢ warunkom
rownowagi, majace] nastapiC pod wptywem wzajemnej grawitacyi
czastek ptynu, oraz sity odsrodkowej, wywotane] jednostajnym jego
obrotem. Poniewaz jednak analityczne przedstawienie niezbednej
do tego celu funkcyi potencyalnej w dowolnym punkcie zewne-
trznej ostony (85) owe] masy natrafia na szczegodlniejsze trudnosci,
przeto niepodobna na razie podjac sie takiego sprawdzenia.

Dodatek | (do ustepu 11-go).
Majac rownanie
arctang (p -|- gq1) = P-f- Qi,

gdzie p =0, g% 0, 1 =\—1, zadamy wyrazenia ilosci rzeczywi-
stych P, Q w funkcyi danych ilosci p, g, rowniez rzeczywistych.
Stad mamy naodwrot

tang PA- tang (QI)
1 —tang P°. tang (QI)

(H) tang P cos Qi -)- sin Qi
cos Qi —tang Psin Qi

P+ = tang (P-f- Qi)

albo takze

i — {e -]- e () tang P-\-i (e0—e {) ¢
P = g0 -j- e~0) — i {60 — e~0) tang P

mnozac te rownoSC przez mianownik ostatniego utamka, zawsze
rozny od zera, po przyrownaniu osobno czesci rzeczywistych,
a 0sobno czesci urojonych, otrzymamy

p{eQ-\-e Q) -J-g{ed—e ¢) tang P = (e -f-e Q) tang P,
g {€Q -J- e~0) —p {eQ—e~0) tang P = (eQ — e~().

Te dwa rownania wyznaczaja P, Q w funkcyi obydwoch ilosci p, 0
wyznacza je jednoznacznie, jak to zaraz zobaczymy.
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Napisane w postacl

V) (eQ-\-e () (tang P—p) g(e! e () tang P,
0Y e Q) (1-f-ptang P) = q {e) -f- e~Q\

po pomnozeniu ich stronami 1 po skroceniu przez iloczyn
(*

zawsze rozny od zera (gdyz inaczej zarowno Q jak 1 g musiatyby
by¢ réwne zeru) rownania te doprowadzajg do zwiazku

(V1) (tang P——p) (1 -\-p tang P) = g2 tang P,
ktory wyznacza 1los¢ tang P w funkcyl obu danych parametrow
p. 0. Zauwazymy, ze rownosC ta nie przestaje byC prawdziwa, cho-

clazbysmy p przyjeli nawet rownem zeru.
Z (V1) mamy bezposrednio

tang P V
(Vi) 1 —tang2P 1 P%—0Q2°

a ze lewa strona tego rownania rowna sie \ tang 2P, przeto

.
(Vi) tang 2P 55 . skad P =p arctang ___pzzp___ 2

Rugujac nastepnie tang P z rownan (IV), znajdujemy

w P ,
(%) P'+ (2 —1)2

a ze eQ Jest zawsze dodatnie, przeto tylko
(X) 0 i lognat ¥ +(@+Yyy

Wyrazenia (VI 1 (X) sa wiec, jak widzimy, zgodne z wy-
stepujgcemi w rownaniu (8) ustepu 11-go.
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Dodatek Il (do ustepu 12-go | 13-go).

Rownanie przestepne

/7(p) =V ({/P2+9) — P2+ 1) (P2 + 9) arctang p = 0,
oprocz pieciokrotnego pierwiastka rownego zeru, posiada tylko | e-

den jedyny dodatni pierwiastek. Znajdujemy mianowicie rzeczy-
wistym rachunkiem

/(0) =0, Z(Jp) =-]--A-pb gdy p jest bardzo mate, ¥(0*2) = -|- 0 0017,
/(0'5)=+0'014,/(1'0)=+0292,/(I'5)=+1192,/(20)=+2'036,
/ (2-529) = + 0002995,

[(2-52930) = + 0000111, 7/ (2-52931) = — 0 000019.

/Z trzech ostatnich wartosci znajdujemy interpolacya parabo-
liczna z wielka doktadnoscig p = 2*529308, a ze funkcya /(p) dla
wzrastajacych dalej wartosci na p powtornie juz znaku nie zmienia.

/(2 53) = — 00084, /(3'0) = — 8829, /(40) = — 79 47 itd.,

przeto oprocz p = 2*529308 nie Istnieje jeszcze drugl rzeczywisty
dodatni pierwiastek 1).

Dla tej wartosci parametru p funkcya

arctang p

przybiera wartos¢ ,,graniczng®, rowna -|~ 0*2246656.

Dodatek 111 ci (do ustepu 12-go).

Rownanie przestepne

vl (p) — 3 (p2 -J- 1)3 (2p2—3) aretangp—p (18p6-}-p4—18p.—9) =0

1) Cauchy, 1 c., podaje 2*5292, Duhamel, 1 c., Il, pag*. 186 dokia-
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(poréwn. mianowniki wzorow 12 1 17). oprocz pieciokrotnego pier-
wiastka rownego zeru posiada tylko jeden dodatni pierwiastek, jak
swiadczg faktyczne obliczenia

N (0) =0, rp(p) 13%8 5 dlap bardzo matego, ip (1'0) 10*85,
A(20) = — 9809 ~(207) = — 2674, ~ (2'0892) = + 0111,

A (2-09) = -j- 1237, ~ (3-0) = + 17111*2, ~ (00) = =+ 00,

a dalsze sciesnianie granic przyblizonego juz pierwiastka (2*09) do-
prowadza do doktadnej jego v*vartoéc*i —-]- 2*08912.

AR R

Dodatek IV (do ustepu 14-go).

Chodzi o rozwiniecie wystepujacych tam dwoch funkcyj: cy-
klometrycznej A 1 logarytmiczne] L ze znaczniejsza doktadnoscia,
W przypuszczeniu matych wartosci zmiennego parametru ¢. Zastrze-
gamy na wstepie, ze opuscimy dopiero wyrazy mnozone przez 8-ma
potege matej ilosci q.

Rozwijajac nasamprzod z ta doktadnoscia pierwiastek

/(1_p2_g2)2"_4p2 = (I +p))

f*1

wedtug twierdzenia o potegach dwumianu (dla wykladnika ro-
wnego -t) I podstawiajac takie rozwiniecie do wyrazenia A, znaj-
dujemy najpierw bez dwuznacznosci

A = \ arctang | Cf :
#2)2 -]- 4p!l -|-p? -\-g 1

2P
arCtang : + P9 p(p 1)2

arctang — V

gdzie dla krotkosci potozylismy p? -j- 1 = x. Jezeli dalej do ostat-
niego wyrazenia, napisanego krotko A = arctang (p -f-£), gdzie

dniej 2*5293. Wartos¢c 2*5804, jaka znajdujemy u W. Thomsona, (1. c., Il, pag.
327) jest o 00011 za wielka.
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(Y—1)9A
T4

jest i1loscia bardzo mata, zastosujemy twierdzenie Taylor’a, na-
piszemy najpierw

_ 1
A = arEtang -]- | 12 1.2 3

a wstawiajac tu powyzsza wartos¢c na  rozwijajac pojedyncze wy-
razy z ograniczong wyze] dokiadnoscig 1| porzadkujac wedtug po-
teg g, otrzymamy

A arctangp-f™ .

V

szereg zawsze zbiezny, byle tylko byto

2P3—2 + 9! ?
G+fT"

gdyz inacze] rozwiniecie pierwiastka, od ktorego wyszliSmy, bytoby

niewazne. Warunek co tylko napisany przybiera ksztalt podwojnej

nierOwWnosci

(1-y) =K (p*+1) < < (1 _p«<)+|g(* 1)

przednia je] czesC jest zbyteczna, lewa jeJ strona jest bowiem za-
wsze ujemna (nawet dla p rownego zeru), zatem tylko

0. <(1-/) + —+

Tuta] prawa strona osigga minimum dla p =--1; to mini-
mum wynosi -(- 2, zatem warunkowl temu stanie sie zawsze za-
dosC, Jezeli g? bedzie mniejsze nawet od tego minimum, tj. jezeli
bedzie g2 << 2, co sie zawsze spetnia, gdyz z gory juz zastrzeglismy,
ze ( Jest doSC mate, tak, ze g8 1 wyzsze jeJ potegi wolno juz opu-
scic. A wiec nasze rozwiniecie jest zawsze zbiezne 1 dozwolone.
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Zwracamy sie teraz do drugiej z owych dwodch funkcyj, mia-
nowicle do wyrazenia L. Jezeli w znanem rozwinieciu

lognat

gdzie u musi by¢ mniejsze od jednostki, potozymy

20
D

| rOwnosc otrzymana podzielimy obustronnie przez 4, to bedzie
nasamprzod

HOni“(§=81) & .+5 "+ " St

gdzie 1) wyobraza dowolng 1losc dodatnig byle wieksza od 29. Kita-
dac wiec teraz

2) =p-[-92 1=1t-1-q tM-f!

podstawiajac te wartosC wewnatrz klamry w wyrazeniu

L =i lognat ¥ 2 i lognat (ya-[ 92 + 1)-|_2g
- P o+ 2+1)—22

Ilognat,™ |
2

po odrzuceniu wyrazow zawierajacych g6 #107+++ otrzymamy

L 1 lognat P
P2 + (2 — 1)L
£ 20t + 16)
I 3T e e _2~

(7t 56w + 112t — 64)
[ «6 2
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gdzie, jak poprzednio, t = p?2-]- 1. Takze | obecnie warunek zbie-
Znoscl otrzymanego Szeregu jest podwojny, a mianowicie

2Jxr2o2<+1? Oraz «?< + lo

Z pierwsze] nierownoscl wynika g <[— 1 -)- |/p2-|- 2! a ze mz-
nimum prawej strony wynosi \/'2—I 0414. wiec warunkowi
owemu dogodzimy zawsze, biorac q < 0414. Druga czes¢ warunku
zbleznosci przedstawia sie jako nierownos¢ p>*™~(g— 1= 0, co
sie zawsze spetnia, tj. dla wszelkich na p I g wartosci, jest wiec

catkiem zbyteczna.
Otrzymane tu rozwiniecia na 4 1 na L nie rozniag sie od uzy-

tych. przez nas w ustepie 14-tym.

Dodatek V (do ustepu 20-go).

Rozwigzywanie rownania przestepnego (10) dla danych war-
tosci na p, albo dla przyjetej wartosci stosunku g: p.
Najgtowniejsze stadya tych mozolnych obliczen podajemy tu-

ta] Juz uporzadkowane wedtug wielkosci parametru p.

1. Rozwazania umieszczone wsrod tekstu te] pracy pod 1 (61)
| (62) doprowadzity do wniosku, ze dla lim p — 0 moze byc¢ tylko
lim g =J3 = 1*73205 ... Dla tych wartosci rownanie (11), albo
rownowazne mu wowczas (55) daje po prostu Q = -\- 1*000. Jest
to najwieksza dotychczas otrzymana wartosC zmiennej £2. ktorej
tern samem odpowiada maximum chyzosci katowe] & ruchu obro-
towego masy ptynu, bedacego w stanie ruchomej réwnowagi.

2. Przyjmujemy nastepnie p = 002, a wiec wartoSC bardzo
juz mata. Wowczas wzor (11), ktory zamiast (002, q) =0 pi-
szemy krocej ¥(q) = 0; daje kolejno

/(0-2) = —+ 0-00229, / (0-5) = + 000807, /(VO) = + 1-32745,
/(1-3) = -f 0-91922, /(V74) = + 0-00328048
/(1 75) 000460696,

co Swiadczy, ze pomiedzy 174 a 175 istnieje poszukiwany pier-
wiastek. Interpolacya liniowa pomiedzy /(VV74) a /(1*75) daje bar-
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dziej przyblizong wartosC na g, mianowicie 1*74416. Dalej obli-
czamy ¥ (1*744) =  0*00141087, poczem z trzech wartosci 1*740,
1*744 1 1*750 paraboliczng Interpolacya znajdujemy szukany pier-
wiastek ze znacznag juz doktadnoscig g = 1*745812.

Dla wiekszych od tej wartoSci na q otrzymujemy rzeczywi-
stem obliczeniem

/(2-0) = — 0-184. /(3-0) = — 0-344, /(4 0) = — 0 317,

/ (5-0) = — 0-275,
/(60) =— 0240, /(10) = —0-152, /(20) = — 0078,

/ (60) = — 0-026,
/(100) = — 0 015, /(200) = — 0-007, lim /(00) = 0;

funkcya Z nie zmienia juz znaku powtornie, a stad wnosimy, ze
procz znalezionego juz nie istnieje tutaj drugl rzeczywisty pier-
wiastek.

3. Zadamy, aby bylo g = 20p. Ro6wnanie warunkowe (11)
przybiera wowczas postac do obliczen dogodna

160801 »2—3597 N+ (20p+iy
/(p) ______ 2406/\ ______ ' 4/\ p:_l_(ZOp_I)-
O.
20 (160801p2—-1191) 2p 4
2406» - aretang 1 — 401« 20

| daje kolejno

2572816
/(0) = o, 7 () p\

dla bardzo matych wartosci na p,

/(006)=+117 38,/(0O 0893) = + 0209430, /(O 09) 23702006,

co Swiadczy o istnieniu pierwiastka pomiedzy 0 0893 a 0 09. Inter-
polacya, paraboliczna oparta na trzech ostatnich wartosciach do-
prowadza do wartosci szukanego pierwiastka p = -f- 0 0893567, po-
czem odpowiadajgca mu wartosc na g = 20p znajduje sie rowna
1*787134.

Dla wiekszych od ostatniej na p wartosci otrzymuje sie np.
/(0'10) = — 37 823,.. ., wyitacznie ujemne, szybko wzrastajgce war-
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tosci funkcji ¥ (p). ktora powtdrnie nie zmienia juz znaku, znowu
na dowod, ze znaleziony pierwiastek 00893567 jest jedyny.

4. Przypuszczajac w rownaniu fil) stale p = 020 1 piszac
krotko ¥ {e)) zamiast F (0*2, g]j znajdziemy kolejno

[(O) =0. f(q) =-\-00969 .9 dla bardzo matych wartosci na q,
f(01) = -f 0-01013, /(1-0) = + 0-66684. /(1-5) = + 035586,
/(1 80) = + 003145605, /(1-8432) 000150055,

/ (1-845) 0-00349260,

co zwiastuje istnienie pierwiastka pomiedzy 1 80 a 1 8432. Z trzech

ostatnich wartosci znaj dujemy interpolacja paraboliczna =1 8418136,
gdzie nawet 7-ma cyfra dziesietna jest bezpieczna.

Poza tern nie iIstnieje tuta) Inny jeszcze pierwiastek, funkcja /'

przybiera bowiem dla wzrastajgcych ¢ coraz bardzie] wzrastajace
ujemne wartosci

/(1-90) 0 04057,/(2-0) 009631,/(30) 030166

itd. 1 nie zmienia juz znaku powtornie. Uwaga taka sama stosuje
sie rowniez do wszystkich ponizej nastepujacych rownan warun-
kowych.

5. Gdybysmy w rownaniu (11) przyjeli p = 050, to, piszac
zawsze F(g) zamiast F(0'b, obliczylibysmy kolejno

/(0) = 0,/(0'5) = + 0-1132, /(0-8) = + 0-2390,/(1-0) = + 0-3755,
/ (1-900) = + 0-01285. /(1-935) 000232,/(2000) 003170

a dalsze sciesnianie granic (1*900, 1*935), pomiedzy ktdéremi zam-
kniety jest szukany pierwiastek, prowadzi do dokladne] jego war-
tosci q == 1*929709, uwidocznione] w naszej tabelce.

6. Nastepnie zadamy, aby byto ¢ = -| p. Wowczas warunkowe
rownanie (11), po nadaniu mu ksztattu dogodnego do obliczen, bedzie

42 + {bp + 2)!
4p2 (5
5 (841 y' —156)

2401 -arctang
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| dostarcza kolejno

(0) =0, F(p) = -f- 135*49p*, dla bardzo matych wartosci 'na p
/(O 75) = + 1*33705, /(0*771) = + 0*35421,/(0*779) 0*02721
/(0'80) 1*04402.

/ trzech ostatnich wartosci zwyklymi sposobami otrzymu-
jemy ze znaczna juz dokiadnoscig wartosC szukanego pierwiastka
P =z0 778432, skad nastepnie g = -§J0 = 1*946080, jak to zostato
uwidocznione w naszej tablicy. Dla wiekszych wartosci na p funk-
cya T{p) przybiera juz stale wartosci ujemne, /(10) ——11*478
itd., co nas zapewnia, ze oprdocz znalezionego juz nie istnieje tuta
drugi rzeczywisty pierwiastek.

7. Postawmy dale] zadanie, aby bylo ¢ = 2p. Rownanie wa-
runkowe (11), znowu po nadaniu mu postaci dogodne] do rachunku,
bedzie naodwczas

25» 33 lognat p2—+(2p +i)f

4 (25p 3 24
cp ) arctang L
| daje po kolel
_ 320
/(0) =0,/(p) = + 2 p\ dla p bardzo matego,
/(0-02) = + 0-000018, /(O 70) == + 9-48769, /(O 95) = + 069383
/(0-97) 0-25019, /(10) 1-70694.

Dalsze ScieSnianie granic pierwiastka, tutaj znowu jedynego,
W potaczeniu z paraboliczna interpolacya, prowadzi do dokiadne]
jego wartosci p = 0*%964739, skutkiem czego q = 2p = 1929478,
Jak to zostato uwidocznione w tabelce.

8. Zadamy teraz, azeby speinit sie zwigzek g = ~p. Warun-
kowe rownanie (11), po wstawieniu te] na ¢ wartosci, oraz po ta-
twych uproszczeniach przybiera posta¢ nastepujaca

169 p 276 4p* + (3p+ 2)"
/v 20sp 09" 4p3 4+ (3p —2)2

3 (169 p«+36) 8p
208»——'""c,,ne 4—13p +°
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Pomijajac zbyteczne tutaj wartoSci zmiennej p, Ktore spra-
wiaja, ze funkcya f\p) staje sie nazbyt odlegta od zera, znajdu-
Jemy rzeczywistem obliczeniem

/ (1-240) = + 0-009162, / (1-242) = — 0000442,
/(1 250) = — 0039089, /(I'SO0) = — 0288348, ...

a dalsze sciesnianie granic pierwiastka, wespot z paraboliczng In-
terpolacja, doprowadza do dokiadnej jego wartosci p = 1241908,
co pozwala natychmiast znalezC odpowiadajaca wartos¢ drugiego
parametru, tj. ¢ = \p = 1*862862. Oprocz znalezionego nie iIstnieje
takze 1 tutaj drugi jeszcze pierwiastek.

9. Przyjmujemy teraz q = &p. Rownanie warunkowe (11) be-
dzie skutkiem tego po nalezytych redukcjach

1681p 2832 16 p2 -j- (5p -)- 4)2
13120 09Mat e - (5p — 4):
5 (1681p2 + 1104)
1312p -+ arctang <«

podiug czego otrzymujemy Kkolejno

/(O) = 0, /(1*35) = + 1*114468, /(1*40) = +- 0166645,
/(1-41) = + 0*111868,/ (1*43) = + 0*000309,/(1*44) = — 0*056444,

a dalsze scieSnianie granic pierwiastka, wsparte paraboliczng inter-
polacja, doprowadza do dokladnej jego wartosci p = 1430054,

skad nastepnie znajduje sie odpowiednia wartos¢ parametru g rowna
1*787568, uwidoczniona w naszej tabelce.

10. Wydaje sie Interesujacem rozwigzanie warunkowego ro-
wnania przestepnego (11) w razie przypuszczenia p = ¢. Woweczas
mamy wzor stosunkowo dosC prosty

2p
P

2 (2P*
P

/(P)

2P 1

*+3) arctang 2
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skad rzeczy wistem obliczeniem znajdujemy nastepujace wartoscl

/ (0) =0, f(p) — + 128 Vi dla bardzo matych wartosci na p,
/(O 05) = + 0000054, /(0-2) = + 0 0146,
/(03) =00676, /(O5) = + 04527,
['(1 0) = + 2046, /(V5) = + 0-894. /(1 65) = + 00545480,
/ (1-6589)= - 0-0004742, / (1-80) = — 0-9404502.

/ trzech ostatnich wartosci interpolacja paraboliczng znajdu-
jemy bardzo juz dokiadng, wartoSC pierwiastka p = q= 1/6588236;
gdzie nawet 7-ma cyfra dziesietna jest jeszcze bezpieczna.

Poniewaz nastepujace potem wartoscl

/(1*%8) = — 0%940, /(2*0) = — 2-458, /(3*0) = — 11*96,
F (4%0) = — 25*01

Itd. sg stale ujemne I nieograniczenie wzrastaja, przeto funkcya/(p)
nie zmienia juz znaku powtornie, a to Swiadczy, ze znaleziony
pierwiastek jest jedyny.

11. Tuta] przyjmiemy z gory p = 20, a zapytujemy 0 od-
powiednig wartosC parametru g, uwazanego za funkcye zmiennej
niezaleznej p.

Rownanie warunkowe (11), uzyte bez zadnych przeksztatcen,
tak sie obecnie przedstawia:

28 — g2 -f- ¢ 1 lognat '4 + (g + 1)

(T+ 4+ (2 — 1)
4\ 1272
+ 4)» \ arctang i + 3 T + 4)«

| pozwala obliczyC kolejno wartosci nastepujace

F(0) = 0. 1 (1*0) = + 0*010995, F{1*22) = + 0*005626,
F(1-32) = + 0-00199798, F(1*368) = + 0*00000154,
F (1-369) = — 0-00004087.

/ ostatnich trzech oznaczen, zapomoca paraboliczne] Inter-
5*
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polacyi znajduje sie doktadng wartos¢ szukanego pierwiastka
g = 1*3680363, gdzie nawet 7-ma cyfra dziesietna jest jeszcze pewna.
Dla wiekszych od niego wartosci na q otrzymujemy

fT(1-38) = — 0*000523, F(1*4) = —0*001541, F(2*0)=- 0*038408,
F(2*2) = — 0*053256, i"(4*0) = — 0*15117, F(6*0) = — 0*16663,
F(10) = —0*140, F(20) = — 0*076,...

itd.; funkcya t nie zmienia juz powtdrnie znaku, co swiadczy, ze
badane tu przestepne rownanie, oprocz znalezionego pierwiastka
(pomijajac nieprzydatny dla nas, rowny zeru) nie posiada juz wie-
ce] zadnego Innego.

12 Zadamy tutaj, aby bylo p = 2¢. ROwnanie warunkowe
(11) przybiera woOwczas postac nastepujaca

3 + 25¢ 4F-ft(g+1)
lognat
I\ 59 T o2 (h—1) ,
(33 + 257) ’
5 .arctang\1_592/+24

wedtug czego oblicza sie kolejno

/(0)=o0, /() =+ -0g-¢! dla bardzo matych wartosci na
/(1-0) = + 0-54976, /(1-1) = +0-01722, /(1-12) = — 0-10391.

Zmiana znaku funkcyl ¥ oznajmia, ze pomiedzy 110 a 1*12
znajduje sie szukany pierwiastek. Dalsze Sciesnianie tych jego gra-
nic, w potaczeniu z interpolacya paraboliczng, doprowadza do jego
wartosci q = 1*102870, skutkiem czego p = 29 = 2 205740, jak to
widzimy w tabelce.

Poza tern wartosci funkcylr ¥ pozostajg juz stale ujemne
| wzrastaja wraz z ( nieograniczenie:

/ (113) = — 0*166, / (1-15) = — 0*294, F (1*4) = — 2%22,
/ (2*0) = — 7*89

itd., oprocz podanego wyze] niema wiec tutaj drugiego jeszcze rze-
czywistego pierwiastka.
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13 GdybySmy postawili zadanie, azeby bylo p =3  warun-
kowe, z (11) wytworzone rownanie bytoby natenczas

3O*0P) | anat 992 + (g + )2

/\w 109 OF +- 22— n2 0
(78 + 100 g») . 09 ’
106 -arctang , 10 + 36

podtug ktorego zostaty obliczone nastepujace wartosci szczegotowe

T(0) =0, /(g) =+ 32094 dla g bardzo matego,
[(0*5) = + 1-6729, /(0-7) = + 0*86948, /(0'78) = + 0-11244,
/(079) = + 0002735, /(1 0) 2-9452.

Dalsze Sciesnianie granic pierwiastka, zawsze w potaczeniu
z paraboliczna interpolacja, pozwala znalezC dokitadna jego war-
tos¢, mianowicie g = 0 790225, skutkiem czego p = 3g = 2-370675,
Jak to zostato uwidocznione w tabelce. Takze 1 tutaj nie istnieje
drugl rzeczywisty pierwiastek.

14 Ustalajac juz z gory, ze ma by¢ p — 6, otrzymamy
z (11) nastepujace rownanie warunkowe

3(99 + 1369 g») 3692 + (g + 1)’
749 36 g0 + (g — 1)2
— N1 \//—' AVAV Lo 6

ktore pozwala obliczy¢ nastepujace wartosci

/(0) = 0,/(0'2) = + 1250,/(0*3) = + 1'4508,/(0'35) = + 08463
/(040) =+0*273319,/(0*41)=+0*087373, /(0-4146)=—0*001869
/ (0-4150) = — 0009740.

Trzy ostatnie wyznaczenia doprowadzajg paraboliczng inter-
polacya do bardzo juz doktadnej wartosci szukanego pierwiastka,
a mianowicie q— 0*4145632, skad zaraz jo = 69 = 2*487379, jak
to widzimy w tabelce. Dla jeszcze wiekszych wartosci na g funk-



70 A. L. BIRKKNMAJEU [262]

cya F(g) przybiera wartosci wytacznie ujemne, nieograniczenie
wzrastajace

/7 (0-50) = — 2-040, /(1-0) = — 22-129

itd., co dowodzi, ze oprocz znalezionego nie istnieje tutaj drugi je-
szcze plerwiastek.

15 Doktadne ustalenie ,,granicznych” na p 1 na 3 wartosci
mianowicie 2*529308, a wzgl. 02246656, odpowiadajacych skraj-
nemu przypuszczeniu lim ¢ =0, a wiec samemu poczatkowl prze-
radzania sie elipsoid)! obrotowe] sptaszczone] w rozne od elipsoidy
postaci stopni wyzszych nad 2-gi, podalismy wyze] przy rowna-
niach (15) 1 (25), oraz w dodatku Il-gim do pracy niniejszej.
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