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O ZASTOSOWANIU ZORIENTOWANEGO
ROZMYTEGO CZYNNIKA DYSKONTUJACEGO
W KRYTERIUM JENSENA

Streszczenie: Przedmiotem analizy jest instrument finansowy o warto$ci biezacej opisanej
za pomocg skierowanej liczby rozmytej. Oznacza to, ze warto$¢ biezaca zostata oszacowa-
na w sposob nieprecyzyjny oraz uzupelniona o prognoz¢ jej najblizszych zmian. Taka
warto$¢ biezaca nazywamy zorientowang warto$cia biezacg. Dodatnia orientacja oznacza
przewidywanie wzrostu wartosci, a ujemna stanowi prognoze¢ spadku wartosci. Czynnik
dyskontujacy takiego instrumentu finansowego jest skierowang liczbg rozmyta o takiej
samej orientacji, CO wyznaczajaca go zorientowana warto$¢ biezaca. Z tego powodu na-
zywamy go zorientowanym czynnikiem dyskontujacym. Wszystkie klasyczne metody
analizy portfelowej opieraja si¢ na pojeciu stopy zwrotu. W literaturze przedmiotu wyka-
zano jednak, ze w przypadku instrumentéw finansowych z rozmyta wartoscig biezaca
czynnik dyskontujacy jest lepszym narzedziem analizy portfelowej niz stopa zwrotu. Rodzi
to ide¢ przeredagowania wybranych metod analizy portfelowej do rownowaznych technik
opartych na czynniku dyskontujgcym, co pozwoli ha zastosowanie tych metod w przypad-
ku instrumentu finansowego ze zorientowang rozmytg warto$cig biezacg. Przedstawiono tu
przyktadowy wynik realizacji powyzszego postulatu. Gtéwnym celem prezentowanego
artykutu jest przeksztalcenie kryterium Jensena w celu zastosowania go do zarzadzania
rekomendacjami inwestycyjnymi formulowanymi wobec instrumentu finansowego scha-
rakteryzowanego przez zorientowany czynnik dyskontujacy. Zastosowano tutaj piecio-
stopniow3 skalg¢ rekomendacji. Cato§¢ rozwazan zilustrowano przyktadami.

Stowa kluczowe: kryterium Jensena, skierowana liczba rozmyta, zorientowany rozmyty
czynnik dyskontujacy.
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Wprowadzenie

Wartos¢ biezaca (PV) zostata zdefiniowana w pracy Piaseckiego [2012] ja-
ko biezaca warto$¢ platnosci dostepnej w ustalonym momencie czasu w przy-
sztosci. PV przyszlych przeptywow finansowych jest wartoscig przyblizona.
Liczby rozmyte sa jednym z gtéwnych narzedzi, ktdre pozwalaja ja modelowac.

Jezeli warto$¢ biezaca jest oszacowana za pomocg liczby rozmytej, wowczas
stopa zwrotu jest traktowana jako rozmyty zbior probabilistyczny [Piasecki, 2011].
Oczekiwana stopa zwrotu zostata otrzymana jako rozmyty podzbidr na prostej rze-
czywistej. Ten wynik jest podstawa teoretyczng dla strategii inwestycyjnych przed-
stawionych w pracach Piaseckiego [2014; 2018b]. W innej pracy Piaseckiego [2016]
wyniki te zostaty uogoélnione do przypadku, gdy warto$¢ biezaca jest oszacowana za
pomocg intuicjonistycznej liczby rozmytej [Atanassov, 1986].

Skierowane liczby rozmyte (OFN) zostaly zdefiniowane w sposob intuicyjny
przez Kosinskiego i jego wspolpracownikoéw przez dodanie liczbie rozmytej orien-
tacji [Kosinski, Stysz, 1993; Kosifiski, Prokopowicz, Slezak, 2002, 2003; Kosinski,
2006]. Dodatnia orientacja oznacza tutaj przewidywanie wzrostu wartosci, a ujemna
stanowi prognoze spadku warto$ci. Kompetentnym omoéwieniem aktualnego stanu
wiedzy na temat OFN jest monografia pod redakcja Prokopowicza i in. [2017]. Ko-
sinski [2006] pokazat, ze istnieja takie OFN, ktore nie sg liczbami rozmytymi i na-
zwal je niewlasciwymi skierowanymi liczbami rozmytymi. Z tego powodu orygi-
nalna teoria Kosinskiego zostata zrewidowana przez Piaseckiego [2018a].

Gléwnym celem tego artykulu jest zbadanie mozliwosci rozszerzenia wspo-
mnianych powyzej strategii inwestycyjnych do przypadku, gdy warto$¢ biezaca jest
oceniona za pomocg skierowanej liczby rozmytej. W celu realizacji tego zadania
kryterium Jensena [Jensen, 1969] zostanie rozszerzone do tego przypadku.

W oryginalnym kryterium Jensena podstawowg przestankg do sformutowa-
nia rekomendacji inwestycyjnej jest wartos¢ oczekiwanej stopy zwrotu z anali-
zowanego instrumentu finansowego. Z drugiej strony w pracach Piaseckiego
i Siwek [2018a; 2018b] zostalo pokazane, ze oczekiwany rozmyty czynnik
dyskontujacy jest lepszym narzedziem do wyceny rozwazanych papierow warto-
sciowych niz rozmyta oczekiwana stopa zwrotu. Uzasadniono tam, ze stosowa-
nie oczekiwanego rozmytego czynnika w istotny sposob utatwia analizg portfe-
lowa. Z tego powodu oryginalne kryterium Jensena zostanie przeredagowane do
rownowaznej postaci, w ktorej podstawowg przestankg do sformutowania reko-
mendacji inwestycyjnej jest oczekiwany rozmyty czynnik dyskontujacy anali-
zowanego instrumentu finansowego.
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Artykut zostal zorganizowany w nast¢pujacy sposob. W czesci pierwszej
przedstawiono podstawowe pojecia i wlasnosci skierowanych liczb rozmytych
(OFN). W czesci drugiej i trzeciej krotko omowiono pojecia zorientowanej roz-
mytej wartosci biezacej oraz zorientowanego rozmytego czynnika dyskontujgce-
go. W kolejnej czgsci przedstawiono pieciostopniowg skale rekomendacji inwe-
stycyjnych. W cze$ci piatej okreslono kryterium Jensena dla zorientowanego
czynnika dyskontujacego. Pozwoli to na zastosowanie tak zmodyfikowanego
kryterium do zarzadzania rekomendacjami inwestycyjnymi. W ostatniej czesci
pokazano trzy przyktady ilustrujace wykorzystanie przedefiniowanego kryte-
rium Jensena do zarzadzania rekomendacjami inwestycyjnymi z wartoscig bie-
zaca dang jako trapezoidalna skierowana liczba rozmyta. Artykut konczy krotkie
podsumowanie.

1. Skierowane liczby rozmyte — podstawowe fakty

Przez F(R) oznaczamy rodzing wszystkich rozmytych podzbiorow zbioru
liczb rzeczywistych R. Liczba nieprecyzyjna jest zbiorem warto$ci, w ktorym
kazda z rozpatrywanych wartosci nalezy do niego w réznym stopniu. Powszech-
nie akceptowanym modelem liczby nieprecyzyjnej jest liczba rozmyta (FN)
zdefiniowana jako rozmyty podzbior zbioru liczb rzeczywistych R. Najbardziej
ogolna definicja liczby rozmytej FN zostata podana przez Dubois i Prade [1978].
Liczba rozmyta jest zdefiniowana w nast¢pujacy sposob: Dla dowolnej liczby
rozmytej L istnieje taki niemalejacy ciag (a,b,c,d) < R, dla ktorego £ € F(R)
jest reprezentowana przez swoja funkcje przynaleznosci:

Hﬁ(. |al b: c, dl LL: RL) € [07 1]]R
dang wzorem:
0,x & [a,d],

L;(x),x € [a,b], (1)
1,x € [b,c],
R, (x),x € [c,d],

ur(x|la,b,c,d,L;,R;) =

gdzie lewa funkcja odniesienia L; € [0;1]1%?] oraz prawa funkcja odniesienia

R, € [0; 1]I4] 53 potciagtymi z gory, monotonicznymi funkcjami spetniajacymi
warunki:

L,(b) =R,(c) =1, )

Vaelaal: Mc(xla,b,c,d,Li,R;) > 0.1 3
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Rodzine wszystkich liczb rozmytych oznaczamy przez IF. Ponadto Dubois i Pra-
de [1979] wprowadzili operacje arytmetyczne na liczbach rozmytych, ktore sa
spojne z zasadg rozszerzenia Zadeha.

Skierowane liczby rozmyte (OFN) zostaty intuicyjnie wprowadzone przez
Kosinskiego i jego wspotpracownikow w serii artykutow [Kosinski, Stysz, 1993;
Kosinski, Prokopowicz, Slqzak, 2002, 2003; Kosinski, 2006] jako rozszerzenie
pojecia FN. Istotng wada teorii Kosinskiego jest istnienie skierowanych liczb
rozmytych, ktore nie sg liczbami rozmytymi [Kosinski, 2006]. Intuicyjne podej-
scie Kosinskiego do pojecia skierowanych liczb rozmytych jest jednak bardzo
uzyteczne. Wynika to z faktu, ze skierowana liczba rozmyta zostata zdefiniowa-
na jako liczba rozmyta uzupetniona orientacja: dodatnig lub ujemng. Ujemna
orientacja oznacza uporzadkowanie liczb od wickszej do mniejszej. Dodatnia
orientacja oznacza uporzadkowanie liczb od mniejszej do wigkszej. Orientacja
liczby rozmytej jest interpretowana jako przewidywanie przysztych zmian FN.
Teoria Kosinskiego zostala zrewidowana przez Piaseckiego [2018a]. Skierowane
liczby rozmyte ogolnie sa zdefiniowane w nast¢pujacy sposob:

Dla dowolnego monotonicznego ciagu (a,b,c,d) c R skierowana liczba
rozmyta (OFN) L(a, b, ¢,d, S;, E;) jest zdefiniowana jako para liczb rozmytych
przez swoja funkcje przynaleznoéci u,(- |a,b,c,d,S;, E;) € [0; 1]® okreslong

nastgpujaco:
0,x € [a,d] = [d, al,
puc(xla,b,c,d, Sy, Ep) = iSL(lxzczf [a]b] T b b], ] (4)
E;(x),x € [c,d] = [d,c]

i orientacje [a = d] = (a, d). Funkcja poczatkowa S, € [0; 1]I%?] oraz funkcja
koncowa Ej, € [0;1]¢4] s3 polcigglymi z goéry, monotonicznymi funkcjami
spelniajacymi warunki:

S.(b) = E (c) =1, (5)
Vxelaal He(xla,b,c,d, Sy, EL) > 0.1 (6)

Zauwazmy, ze tozsamos$¢ (4) opisuje dodatkowo rozszerzong notacje przedzia-
1ow liczbowych, ktora bedzie wykorzystywana w tym artykule. Notacja ta po-
zwala rownowaznie zapisa¢ dowolny przedziat jako przedzial od wartosci
mniejszej do wigkszej lub jako przedzial od wartosci wigkszej do mniejsze;j.
Przestrzen wszystkich skierowanych liczb rozmytych oznaczamy symbolem IK.
Warunek a < d okre$la dodatnig orientacj¢ [a = d] skierowanej liczby rozmy-
tej f(a, b,c,d,S;,E;). W tym przypadku funkcja poczatkowa S; jest niemalejg-
ca, a funkcja koncowa E; jest nierosngca. Kazda dodatnio zorientowana OFN
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jest interpretowana jako liczba nieprecyzyjna, ktéra moze wzrosngé. Warunek
a > d okresla ujemnie zorientowang liczbe¢ rozmyta f(a, b,c,d,S;,E;). W tym
przypadku funkcja poczatkowa S;, jest nierosngca, a funkcja koncowa E;_jest niema-
lejagca. Ujemnie zorientowana OFN jest interpretowana jako liczba nieprecyzyjna,
ktora moze zmale¢. W przypadku gdy a = d, skierowana liczba rozmyta OFN
L(a,a,a,a,S,,E,) opisuje liczbe rzeczywista a € R, ktdra nie jest zorientowana.

W dalszej czesci artykutu ograniczono si¢ do specjalnego przypadku skie-
rowanych liczb rozmytych — trapezoidalnych skierowanych liczb rozmytych
zdefiniowanych w pracy Piaseckiego [2018a] w nastepujacy sposob:

Dla dowolnego monotonicznego ciggu (a, b, c,d) c R trapezoidalna skie-
rowana liczba rozmyta (TrOFN) ﬁ(a, b, c,d) jest zdefiniowana jako para liczb
rozmytych FN okreslona przez swoja funkcje przynaleznosci ps(- |a, b, c,d) €
[0; 1]R dang za pomoca tozsamosci:

wrz(xla, b, c,d) = )

oraz orientacj¢ [a = dJ. []

Przestrzen wszystkich trapezoidalnych skierowanych liczb rozmytych
TrOFN oznaczamy symbolem Kr,..

Kosinski wprowadzit operacje¢ arytmetyczng mnozenia przez liczbe © dla
trapezoidalnych skierowanych liczb rozmytych w nastgpujacy sposéb:

Dla dowolnej liczby rzeczywistej § € R oraz dowolnej trapezoidalnej skie-
rowanej liczby rozmytej (T_r)(a, b, c,d) ich iloczyn moze by¢ obliczony nast¢pu-
jaco:

B OTr(a,b,c,d)=Tr(B-a,f-b,f-cB-d). ®)

Niestety rowniez arytmetyka zaproponowana przez Kosinskiego ma istotng wa-
de. Przestrzen wszystkich skierowanych liczb rozmytych nie jest domknigta ze
wzgledu na dodawanie Kosinskiego. Z tego powodu teoria Kosinskiego zostala
zmodyfikowana w ten sposob, ze przestrzen skierowanych liczb rozmytych jest
domknigta ze wzgledu na zrewidowane operacje arytmetyczne. Suma H trape-
zoidalnych skierowanych liczb rozmytych zostala okreslona w pracy Piaseckie-
go [2018a]. Dla przypadku dwoch dowolnych trapezoidalnych skierowanych
liczb rozmytych Tr(a, b, c,d) oraz Tr(p — a,q — b,r — ¢, s — d) ich suma jest
zdefiniowana nastepujaco:
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W(a,b,c,d) EH(YTr’(p —-a,q—br—cs—d)=

_ {ﬁ(min{p, q},q,r,max{r,s}),(g<r)v(g=rAp<s), )

W(max{p, q},q,r,min{r,s}),(g >r)v(@=rAp>s).
Na zbiorze trapezoidalnych skierowanych liczb rozmytych zostata rowniez okre-
Slona relacja rozmytego preporzadku [Piasecki, 2018b]. Rozpatrzmy pare
(7(_6), f) € Ky, X Kr.. Na zbiorze Ky, wszystkich skierowanych liczb rozmy-
tych definiujemy relacje KsL nastgpujaco:

K » L < “TrOFN fl(_C)jest wieksza lub rowna TrOFN L (10)

Ta relacja jest rozmytym preporzadkiem Q € F (K, X Kg,.) okre$lonym za
pomocy takiej funkcji przynaleznosci v € [0,1]%7¥1r, 7¢ z punktu widzenia
logiki wielowartosciowej warto$¢ v (7(_6) ,f) moze by¢ interpretowana jako war-
tos¢ logiczna zdania (10). Wartos¢ funkceji przynalezno$ci v, jest opisana szcze-
gblowo w nastepujacy sposob:

Dla dowolnej pary (77 , f) € K X K spetniajacej warunek:

= ((—1) © E) = M =Tr(ax, bac, Caer dag) (11)
mamy:
— jezeli apr < dyy, to:

0,0 > dj,
> - d
vo(K, L) ={ ——,dyr = 0> ¢y, (12)
Car — da
1,CM = 0,
— jezeli apr > dyy, to:
0,0 > Ay
«—> — an
Vvo(K,L) = {5—qrrac 2 0> bye. 11 (13)
1,by = 0.

2. Zorientowana rozmyta warto$¢ biezaca

Warto$¢ biezaca (PV) to warto$¢ terazniejszego ekwiwalentu platnosci do-
stepnej w ustalonym momencie czasu [Piasecki, 2012]. Wartos¢ biezaca przy-
sztych przeptywoéw finansowych moze by¢ nieprecyzyjna. Z tego powodu PV
jest oszacowana za pomocg liczb rozmytych. Wtedy PV jest scharakteryzowana
przez monotoniczny cigg {VS, Vs, c,v, Ve}, gdzie:
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— C — cena rynkowa,
— [V, V,] € R* — przedziat wszystkich mozliwych warto$ci PV,
- [Vf, Vl] c [V, V,] — przedzial wszystkich mozliwych cen, ktdre nie r6znig sie
zauwazalnie od ceny rynkowej C.
PV zostata oszacowana w sposob nieprecyzyjny oraz uzupeiniona o progno-
z¢ jej najblizszych zmian. Takg warto$¢ biezacg nazywamy zorientowang warto-
$cig biezaca (OPV). OPV jest oszacowana przez OFN jako:

PV = §(V,, Vs, Vi, Ve, Ly, Rpy), (14)

gdzie lewa funkcja odniesienia Lpy: [VS; Vf] — [0; 1] oraz prawa funkcja odnie-
sienia Rpy: [V}; V,] = [0; 1] sg dane. Jezeli przewidujemy wzrost ceny rynkowe;j,
to OPV jest opisana za pomocg dodatnio zorientowanej OFN. Jezeli przewidu-
jemy spadek ceny rynkowej, to OPV jest opisana za pomocg ujemnie zoriento-
wanej OFN. W niniejszym artykule OPV jest przyblizona przez TrOFN:

PV =Tr(V,, Vs, V1, V2). (15)

Jezeli V; < V,, to dodatnio zorientowana PV oznacza prognoz¢ wzrostu warto-
sci. Jezeli V; > V,, woéwczas ujemna orientacja jest prognoza spadku wartosci.

3. Zorientowany rozmyty czynnik dyskontujacy

Zatézmy, ze jest ustalony horyzont czasu t > 0 inwestycji. Wtedy roz-
patrywany tutaj instrument finansowy jest okreslony przez dwie wartosci: prze-
widywang warto$¢ przyszta FV = V, oraz oszacowang warto$¢ biezaca PV = V.
Podstawowg charakterystyka pozwalajaca oceni¢ korzysci ptynace z posiadania
danego instrumentu finansowego jest prosta stopa zwrotu zdefiniowana nastepu-
jaco:

V=V _ W

=% (16)

T;
t Vo Vo

W praktyce analizy rynkow finansowych ryzyko niepewno$ci zwykle opisuje
rozktad prawdopodobiefistwa stopy zwrotu wyznaczonej dla V, = C. Za Mar-
kowitzem [1952] zakladamy, Ze prosta stopa zwrotu ma rozktad normalny
N(7,0). Wtedy oczekiwany czynnik dyskontujacy 7 € R jest okreSlony wzo-

rem:
7= (17)

1+r
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Zorientowany rozmyty czynnik dyskontujacy opisany przez TrOFN zostat poda-
ny w pracy Lyczkowskiej-Hanckowiak i Piaseckiego [2018]:

V=T (%52 0% 5% 7). (18)

Tak okreslony czynnik dyskontujacy instrumentu finansowego jest zorien-
towang liczbg rozmytg o orientacji podobnej do wyznaczajacej go zorientowane;j
warto$ci biezacej. Z tej przyczyny nazywamy go rozmytym zorientowanym
czynnikiem dyskontujagcym. Warto tutaj zauwazy¢, ze kryterium maksymalizacji
oczekiwanej stopy zwrotu mozna zastapi¢ kryterium minimalizacji oczekiwane-
go czynnika dyskontujgcego. W przypadku wartos$ci nierozmytych obu parame-
trow kryteria te sg rownowazne.

4. Rekomendacje inwestycyjne

Rekomendacja inwestycyjna jest poradg udzielong inwestorowi przez do-
radcg. W tym artykule rozpatrzymy rodzing porad, ktore byly stosowane w pracy
Piaseckiego [2014]. Z tego powodu rekomendacje sa wyrazone za pomocg wy-
standaryzowanych porad [Piasecki, 2014]:

— Kupuj — oznacza sugesti¢, ze oceniony instrument finansowy jest znacznie
niedowarto$ciowany,

— Dokupuj — oznacza sugesti¢, ze oceniony instrument finansowy jest niedo-
warto§ciowany,

— Trzymaj — oznacza sugesti¢, ze oceniony instrument finansowy jest wlasciwie
wyceniony,

— Redukuj — oznacza sugesti¢, ze oceniony instrument finansowy jest przewar-
tosciowany,

— Sprzedaj — oznacza sugesti¢, Ze oceniony instrument finansowy jest znaczaco
przewarto§ciowany.

Wspomniane porady tworza zbior A = {A**, A%, A%, A~, A"~} nazywany

skalg ocen, gdzie:

— A** oznacza porade Kupuj,

— A™ oznacza porade Dokupuj,

— A° oznacza porade Trzymaj,

— A oznacza porade Redukuj,

— A7 oznacza porad¢ Sprzedaj.
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Dzigki takiemu podejsciu bedziemy mogli w przysztosci poréwnywacé uzy-
skane tutaj wyniki z wynikami analogicznych rozwazan prowadzonych w pra-
cach Piaseckiego [2014; 2016] oraz Piaseckiego i Siwek [2019].

Zalozmy teraz, ze dany jest ustalony instrument finansowy $ reprezentowa-
ny przez pare (7, 02), gdzie ¥ jest oczekiwang stopg zwrotu z S, a o2 jest wa-
riancja zwrotu z S. Porada doradcy zalezy od oczekiwanej stopy zwrotu. Kryte-
rium kompetentnego wyboru porady mozna przedstawi¢ jako pordéwnanie
wartosci g(7) oraz G, gdzie g: R — R jest rosnaca funkcja oczekiwanej stopy
zwrotu, indeksem zysku, natomiast G jest wartoscig graniczna.

W pracy Piaseckiego [2014] funkcja wyboru rekomendacji A: R? — 24 zo-
stata zdefiniowana nastepujaco:

- A eA(FG)eg®>6o g =GN g <G,

- AT € A(F,G) & g(+) =G,

- A eNrG)eogP=0ceg ) =GN g <G, (19)
- A" €A(F,G) & g(F) <G,

- AT eAFG) e g <Geo g =G gF <.

W ten sposob instrumentowi finansowemu S zostat przypisany podzbior po-
rad. Warto$¢ A(F, G ) C A jest interpretowana jako rekomendacja inwestycyjna.
W naszym przypadku rekomendacja inwestycyjna zalezy od rozmytego oczeki-
wanego zwrotu. Zakladamy, Ze dany jest ustalony instrument finansowy S repre-
zentowany przez uporzadkowang pare (uy, o), gdzie py € [0,1]® jest funkcja
przynaleznosci zorientowanego rozmytego czynnika dyskontujacego z S, a o
jest wariancjg zwrotu z S. Wtedy rozmyty indeks zysku jest okre§lony przez
swoja funkcje przynaleznosci dang wzorem:

y(x) = sup {#‘7(17): xX=9g (% - 1)} = Uy (;) (20)

g 0)+1

Wartoscia A(y,G) funkcji wyboru rekomendacji A:[0,1]® X R - [0,1]® jest
wtedy funkcja przynaleznosci /1(- |y, é):AX — [0,1] okre$lona w nastgpujacy
sposob [Piasecki, 2014]:

— A(A**|y,G) =sup {y(x):x = G} A (1 —sup {y(x):x < G}),

— A(A*|y,G) = sup {y(x):x = G},

— A(A%y,G) = sup {y(x):x = G} A sup {y(x):x <G}, (21)
- A(A‘h/, 5) = sup {y(x):x < 5},

- A(A"|y, 5) = sup {y(x):x < 5} A (1 —sup {y(x):x > é})
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Z punktu widzenia logiki wielowartosciowe]j wartos$c¢ A(A|y, Gv) interpretu-
jemy jako warto$¢ logiczng zdania:
"Rekomendacja A € A
jest zalecana dla podjecia decyzji inwestycyjnej" . (22)
Z punktu widzenia podejmowania decyzji warto$¢ A(Aly,Gv) interpretujemy
jako stopien zalecenia rekomendacji A € A, tj. deklarowany udzial doradcy
w odpowiedzialno$ci za ostateczne podjecie decyzji inwestycyjnej zgodnej
z porada A € A. W opisanej sytuacji rekomendacja inwestycyjna /T(y, Gv) jest
podzbiorem rozmytym skali ocen A.

5. Kryterium Jensena

Kryterium Jensena to jedno z kryteridow zarzadzania ryzykiem. Na rynku
kapitalowym obserwujemy wolng od ryzyka stope zwrotu r, oraz stope zwrotu
ry z portfela rynkowego M. Kazda efektywna inwestycja jest reprezentowana
przez parg (7, 8), ktorej oczekiwana stopa zwrotu r spetnia warunek wyznaczo-
ny przez model CAPM:

ro=1—By —1o), (23)

natomiast f§ jest miarg wrazliwosci na stope zwrotu z portfela rynkowego, miarg
ryzyka rynkowego. Rozwazmy inwestycj¢ reprezentowana przez pare (7,[).
Jensen zaproponowat ocenianie inwestycji na podstawie jej potozenia wzgledem
linii rownowagi wyznaczonej przez model CAPM. Podal wskaznik kryterialnej
oceny:

J=7—B0y —10) (24)

nazywany miernikiem Jensena. Sposréd dwodch inwestycji za lepsza uwazamy
te, dla ktorej wskaznik osigga wyzszg wartos¢. Jesli | > 1y, to inwestycja jest
niedowarto$ciowana i inwestycji tej przyporzadkowujemy rekomendacj¢ Kupu;.
Jesli | = ry, cena inwestycji jest ceng rownowagi i inwestycji tej przyporzadko-
wujemy rekomendacje Trzymaj. Jesli J < ry, to inwestycja jest wyceniona na-
zbyt wysoko 1 inwestycji tej przyporzadkowujemy rekomendacje Sprzeda;j.
Miernik Jensena porzadkuje inwestycje wedlug premii za ryzyko stopy rynko-
wej. W tym modelu rownowagi finansowej poréwnywana jest oczekiwana stopa
zwrotu osiagnigta przez zarzadzajacego portfelem i oczekiwana stopa zwrotu
z portfela rynkowego z instrumentem wolnym od ryzyka. Indeks zysku Jensena
szacuje wielko$¢ premii rynkowej ryzyka portfela. Wartos¢ graniczna Jensena
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jest réwna stopie zwrotu wolnej od ryzyka [Piasecki, 2014; Jensen, 1969]. Za-
16zmy teraz, ze istnieje wolny od ryzyka instrument finansowy opisany przez
pare (ry, 0) i portfel rynkowy opisany przez par¢ (1, By). Jensen definiuje in-
deks zysku oraz warto$¢ graniczng nastepujaco:

gr) =r— Ly — 1), (25)

G = 70- (26)
W naszym przypadku dla instrumentu finansowego wolnego od ryzyka opisane-
go przez pare (ry,0) i portfela rynkowego opisanego przez pare (1, By) stope
zwrotu wyrazamy za pomocg czynnika dyskontujgcego:

To =—— 1: (27)
my=—-—1 (28)

Wtedy dla instrumentu finansowego S opisanego przez pare (v, 8) indeks zysku
oraz warto$é graniczng G definiujemy nastepujaco:

1 Vp—V

g@)=;+fﬁfﬁ—1, (29)
« 1
G=v—0—1. (30)

Rozmyty indeks zysku jest okre$lony przez swojg funkcje przynaleznosci:

y (@) = sup {uy(@):x =3+ 20 p — 1} = e )- @y

UMV vMvo(x+1)—(vpr—vo) B

Dokonujac pordéwnania zdefiniowanego przez Jensena indeksu zysku (29)
z wolng od ryzyka stopa zwrotu 1y (30), wyznaczamy wartosci funkcji wyboru
rekomendacji. Wartoscia /T(y, Gv) funkcji wyboru rekomendacji A: [0,1]® x R —
— [0,1]® jest funkcja przynaleznosci A: A — [0,1]. Jest ona opisana za pomoca
nastepujacych wzordw:
_ g+t = Yo¥M
ATT e A(F,G) e x < T
o+ P e x < oVM
AT eA(F,G) e x< A
_ 0 bl = —_ Yo'M 32
AT € /1(1', G) x VM+(ZOV_ vmB’ (32)
- = oYM
- A eAFG)eox= —VM+(V%—UVM)B ,
- = oM
- A eAFG)e x> o——r
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gdzie x jest liczbg rzeczywista, ktéra moze by¢ réwna wartosci oczekiwanego
czynnika dyskontujacego, A (17, G ) jest nieprecyzyjna rekomendacjg inwestycyj-
na, a A(A) okresla stopien, w jakim rekomendacja A € A zostala wybrana.
Oczekiwany rozmyty czynnik dyskontujacy w naszym przypadku jest opisany za
pomocg trapezoidalnej skierowanej liczby rozmyte;:

G (L. ;0. 5%. 5
V—Tr(é U, U5 0% v). (33)

Warto$¢ graniczna jest liczbg rzeczywista, ktora zapisana w postaci trapezoidal-
nej skierowanej liczby rozmytej przyjmuje postac:

Vo =T7(G,G,G,G), (34)
gdzie warto$¢ graniczna jest rowna:
G = Vo¥Mm
vu+@o—va)B (35)
Aby porownac liczby V oraz (170), wyznaczamy:
V=T = (B.5_cY.s_ch.5_gY.5_¢
M=P9=Tr (2 0-6L0-6%25-G%05-G). (30

Zauwazmy, ze orientacja M oraz V jest taka sama. Wyznaczamy warto$ci funkcji
przynaleznos$ci rozmytego preporzadku na zbiorze {17, 170} Jezeli M oraz V maja
dodatnig orientacje, to warto$¢ funkcji przynalezno$ci rozmytego preporzadku
jest okreslona wzorem:

v
__—'_’ v, > et o v, (37)

Jezeli M oraz V maja ujemng orientacje, to wartos¢ funkcji przynaleznosci roz-
mytego preporzadku mozna zapisa¢ za pomocg wzoru:

([ 0%>y,
v
= —VoU+G-C G-C
vo(W W) =555 %25 >V (38)
G-C
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6. Przyklady

Ta cz¢$¢ zawiera trzy przyktady ilustrujgce niniejsze rozwazania. Pokazano
tu metode (sposob) wykorzystania przedefiniowanego kryterium Jensena do
zarzgdzania rekomendacjami inwestycyjnymi. W kazdym przypadku warto$¢
biezaca jest dana 1 opisana za pomocg trapezoidalnej skierowanej liczby rozmy-
tej. W przyktadach 1 i 2 warto$¢ biezaca jest dodatnio zorientowana, a w przy-
ktadzie 3 warto$¢ biezaca jest ujemnie zorientowana.

Przyklad 1

Dla wartos$ci biezacej danej za pomocg dodatnio zorientowanej trapezoidal-
nej liczby rozmytej PV = T7(20,30,50,80), ceny rynkowej € = 40, oczeki-
wanej stopy zwrotu 7 = 0,25, stopy zwrotu z portfela 1, = 0,20, stopy zwrotu

wolnej od ryzyka ry = 0,18 oraz miary ryzyka rynkowego = 0,7, wyznacza-
my oczekiwany czynnik dyskontujacy v = ﬁ = 1+325 = % = 0,8. Podobnie
1 1 '

5 1 1 50
Ty 10z ¢ = 0833 oraz vo =7 = T 59
M } ro 140,18 59

50 5
VoUm _ 596 _ 500 _
- 5 5 5\ — ~
vm+Wo—vm)B g+%'(£—g) 597

wyznaczamy vy =

~ 0,8476. Warto$¢ graniczna jest rowna G =

~ 0,9862. W naszym przypadku oczekiwany czynnik dyskontujacy jest rozmytym
czynnikiem dyskontujacym opisanym za pomoca trapezoidalnej liczby rozmyte;.
Aby mozna go bylo poréwna¢ z wartoécig graniczng G, zostata ona przedsta-
wiona jako trapezoidalna liczba rozmyta, tzn. (170) =G= (’IT;'(GV, G,G, é) =
&= (500 500 500 500 . . L \
=Tr (5 '597" 297 E)' Oczekiwany rozmyty czynnik dyskontujacy jest rowny

V= ‘ﬁ(%- 20,%8.30,28.50 28. 80) = T7(0,4,0,6,1,1,6) = ‘T_r’(z,i, 1,§).
40 40 40 40 5°5 5

W celu pordéwnania liczb V oraz (170) korzystamy z relacji preporzadku w rozu-
mieniu Orlovsky’ego. Wyznaczamy najpierw:

Rl «—> —>

M=V—V0=TT E'E'LE —Tr =
_<T—>( 1306 709 97 2276)

- 2985° 2985’597’ 2985

597’597’ 597’597

<—>(2 3 8) <—>(500 500 500 500)

oraz:

by b b4 <= (500 500 500 500 == (2 3 8
N = VO - V = TT (_,_,_,_) - Tr (_;_r 1I_) =
597 " 597 " 597 " 597 5°5 5
1306 709 97 2276)
5

2985°2985’° 597’ 2985

—

=77
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a nastepnie wartosci logiczne funkcji przynalezno$ci rozmytego preporzadku
okreslonego na zbiorze {17, 1(70}:

X1 = ﬁ(}(ﬁiizg) = 1 oraz Xy ::19Q(TZ;,i;) = 1.

Na tej podstawie otrzymujemy wartosci funkcji przynaleznosci wyboru reko-
mendacji (stopnie, w jakich dana decyzja jest rekomendowana):

— AAYY) = min{x;,1 — x,} = min{1,0} = 0,

- }\(A+) = x1 = 1,
— A(A®) = min{x;,x,} = min{1,1} = 1,
- )\(A_) = xz = 1,

— AMA™7) = min{x,, 1 — x;} = min{1,0} = 0.

Stad ostatecznie otrzymujemy zbior:

A= {0/A++;1/A+F1/A0;1/A—;O/A——}a

co oznacza, ze sugestic Dokupuj, Trzymaj oraz Redukuj sa rekomendowane
w stopniu 1, natomiast Kupuj oraz Sprzedaj sg rekomendowane w stopniu O.

Przyklad 2

Dla wartos$ci biezacej danej za pomoca dodatnio zorientowanej trapezoidal-
nej liczby rozmytej PV = Tr(20,30,35,80) oraz pozostalych parametrow da-
nych, jak w Przyktadzie 1, wyznaczamy oczekiwany zorientowany rozmyty

czynnik dyskontujacy:
V="Tr (%- 20,%8.30,28.35 28, 80) = T7(0,4,0,6,0,9,1,6) =
40 40 40 40
Tr (Zlill’ﬁ)_
5°5°10° 5

Liczby M oraz N sa odpowiednio rowne:

— e > (2 3 7 8 <~ (500 500 500 500

M=v-v=Tr(23 25 -7 (52,520,550 50 -
5°'5°10°5 597 " 597 597 " 597

P 1306 709 821 2276
=Tr{— y T ) s
2985 2985 5970 " 2985

by — e «— (500 500 500 500 (2 3 7 8

oy 7o (200 500500 S0y s 7oy
597 597 597 597 5°'5°10°5

1306 709 821 2276

—>
Tr , , ,— .
2985’ 2985’ 5970’ 2985

Wartosci logiczne funkcji przynaleznosci rozmytego preporzadku okreslonego
na zbiorze {17, (170)} Wynosza:

X, = 19Q((I7,(170)) = %oraz X, = 190(‘]70),?) = 1.



O zastosowaniu zorientowanego rozmytego czynnika dyskontujgcego... 51

Stad wartosci funkcji przynaleznosci wyboru rekomendacji sg réwne:

- AA*™) = min{x;,1 — x,} = min {:252 1-— 1} =0,
B + 4552

A= = 5373 4552 4552
_ 0 _

A(A”) = min{x,, x,} = min {5373 } ~ 5373
- (A_) =Xy = 1’

— . . 821 821

— AA77) = min{x,,1 —x,} = mln{l, %} = s

0/ %/ .5373/ 1/ 5373/
A++ ) A+ ) AO A— A—— s

oznacza, ze sugestia Kupuj jest rekomendowana w stopniu 0, sugestie Dokupuj oraz

4552 4552 821
Ostatecznie otrzymujemy A = } co

. . 4552 . .
Trzymaj sg rekomendowane w stopniu 3,5 Sugestia Redukuj jest rekomendowana

821
w stopniu 1, a sugestia Sprzedaj jest rekomendowana w stopniu v

Przyklad 3

Dla wartosci biezacej danej za pomoca ujemnie zorientowanej trapezoidal-
nej liczby rozmytej PV = Tr(80, 35,30, 20) oraz pozostatych parametrow da-
nych, jak w Przyktadzie 1, wyznaczamy liczby:

e 8 7 32 500 500 500 500
= =y =7 (2,22, 2) — 7 (20, 500 500 so0)_
5'10°5’5 597’597’ 597’ 597
= (2276 821 709 1306
= Tr( - - - )
985’ 5970’ 2985’ 2985
Y 500 500 500 500\ &>(8 9 3 2
W=V =T (20,200 500 500) (0 9 3 2)
597’597’ 597’ 597 5'10°5’5

_ == ( 2276 821 709 1306
- Tr - ) ) ) >
2985 5970 2985 2985

a nastepnie wartos$ci funkcji przynaleinos’ci rozmytego preporzadku:
X1 = 19Q(V Vo) = OraZ Xy = 19Q(V0, V) =1.
Stad dostajemy wartosci funkcji przynaleZnoéci wyboru rekomendacji:

— AMA*™) = min{x;,1 — x,} = min {E 1-— 1} =0,

4552 7
- MAN) =x; = 5373’
- 2(A% = minfxy, %} = min {2,1) = 2%
- A7) =x,=1,
— A(A77) = min{x,,1 —x;} = mm{l %} - %
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ass2 4552 821
O/A++ H 5373/A+ ; 5373/A() H 1/A— ; 5373/A——}. Yatwo zauwa-

zy¢, ze otrzymany zbior rekomendacji jest taki sam, jak w Przyktadzie 2. Ozna-
cza to, ze orientacja PV moze nie mie¢ wptywu na rekomendacje ekspertow.

1 ostatecznie A =

Podsumowanie

W niniejszym artykule wykazano, ze jesli jako przestanke do sformutowa-
nia rekomendacji inwestycyjnej wykorzystamy oczekiwany zorientowany roz-
myty czynnik dyskontujacy, to sama rekomendacja jest podzbiorem rozmytym
w skali ocen. Wartosci funkcji przynaleznosci rekomendacji inwestycyjnej po-
winny by¢ interpretowane jako stopien rekomendacji wybranej porady, tj. dekla-
rowany udziat doradcy w odpowiedzialnosci za ostateczne podjecie decyzji in-
westycyjne;j.

W ten sposob uzyskano posta¢ rekomendacji inwestycyjnej identyczng
z postacia rekomendacji inwestycyjnej wyznaczong w pracach Piaseckiego
[2014, 2016]. Pozwoli to w przysztosci na zbadanie wptywu orientacji czynnika
dyskontowego na ksztatt rekomendacji inwestycyjne;.

Przedmiotem dalszych prac powinno by¢ wyznaczanie kolejnych takich
strategii inwestycyjnych, dla ktorych zorientowany rozmyty czynnik dyskontu-
jacy jest podstawowa przestanka podejmowania decyzji inwestycyjnych.
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ON APPLICATION ORIENTED FUZZY DISCOUNT FACTOR
FOR JENSEN’S RATIO

Summary: The analysis presented in the paper regards the security of a present value
given as an ordered fuzzy number. It means that the present value was estimated in an
imprecise manner and supplemented by the forecast of its coming changes. Such a pre-
sent value is called the oriented fuzzy present value. A discount factor of such security is
an ordered fuzzy number of the orientation identical to the oriented present value that
determines it. All classical methods of portfolio analysis base on the definition of the
return rate. On the other hand, in the literature it was indicated that in case of securities
with the fuzzy present value, a discount factor is a better tool of portfolio analysis than
the return rate. It implies that chosen methods of management of securities should be
revised and transformed to equivalent methods based on a discount factor. It will enable
the use of those methods in case of a financial instrument of the oriented fuzzy present
value. This paper presents the example results of the realisation of such a postulate. The
main aim of the paper is to generalise Jensen’s ratio to a case of investment recommen-
dations management formulated for a security characterised by an oriented discount
factor. A five-step rating scale was used. The whole deliberation is illustrated by broad
numerical examples.

Keywords: Jensen’s ratio, ordered fuzzy number, fuzzy oriented discount factor.



