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Beiträge zur Untersuchung der dreiseitigen 
Pyramide.

Von dem

Herrn Professor C. A. Bretschneider
zu Gotha.

Die trigonometrischen Relationen zwischen den 44 Stücken des 
gewöhnlichen Tetraeders haben noch sehr wenige Bearbeiter ge
funden. Die Franzosen sind es fast ausschliesslich, die sich mit 
diesem Gegenstände beschäftigt haben; aber auch sie haben vor
nehmlich nur das rechtkantige Tetraeder betrachtet. Von Deut
schen ist mir nnr eine Abhandlung bekannt, nämlich ein Progamm 
des Herrn Direktors J. H. T. Müller zu Gotha, welches den Anfang 
einer ausführlicheren Untersuchung des fraglichen Gegenstandes 
enthält und aus dem ein freilich nur unbedeutender Theil in die 
Anhänge der deutschen Bearbeitung des van Swinden'sehen Lehr
buches aufgenominen worden ist. Unter diesen Umständen glaube 
ich, dass die nachfolgenden Sätze, die aus einer ausführlicheren 
trigonometrischen Untersuchung des Tetraeders entlehnt sind, nicht 
ganz ohne Interesse sein werden. Ueberdiess zeichnen sie sich 
zuin Theil durch eine beinerkeuswertlie Reciprucität aus, welche, 
so viel mir bekannt, noch nirgends erwähnt worden ist.

Es seien A, ß, C, ß die vier Ecken eines Tetraeders, 
Tï T3 Tt die ihnen der Reihe nach gegenüber liegenden 

Seitenflächen; abc die drei Kanten des Dreieckes 7\, «, ó, c, die 
ihnen der Reihe nach gegenüberliegenden Kanten, so dass das 
Dreieck T, die Kanten abxcx, das Dreieck T, die Kanten batcl 
und das Dreieck T, die Kanten catbx enthält Die Keile irgend 
zweier Seitenflächen z. B. 71, und T2 bezeichne man durch (12), 
die Winkel irgend zweier Kanten z. B. a und «, mit (aat). Fer
ner mögen die Geraden, welche die vier Ecken mit den Schwer
punkten der Gegenseitenfläclien verbinden, der Reihe nach t, t*  
genannt, und die von denselben unter einander gebildeten Winkel,

Theil I. 1
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welche den ganzen Kanten gegenüberliegen, auf ähnliche Weise 
wie die Winkel der letzteren durch (Z12), (Ż13) u. s. w. angedcutet 
werden. Alsdann erhält man durch Projektion sofort:

und

cos(l,2)4- T3 cos (1,3) 4- 74 cos (1,4)
cos (1,2) 4- T3 cos (2,3) 4- 74 cos (2,4)
cos ( 1,3) 4- T„ cos (2,3) + 74 cos (3.4)
cos (1,4) 4- T\ cos (2,4) 4- T3 cos (3,4)

— tl-=.t3 cos(z12)4-Z3 cos (Z, j) 4 Z4 cos(z14)
— Z2:=Z1 cos (Z, 2 j 4-t3 cos (z23) 4-#„ cos(Z24)
— Z3=Z, cos (Z13)4-Z., cos (Z23j -f-Z4 cos(z34)
— cos(Z,„)4-Z2 cos (zU4)-i-Z3 cos(Z34)

Ausdrücke, welche gewisserinaassen als Fundainentalformeln zu be
trachten sind. Cebrigens sollen im Folgenden die vollständigen 
Systeme solcher Gleichungen nicht mehr aufgeführt werden, da 
man aus einer einzelnen unter ihnen durch gehörige Vertauschung 
der Zeiger die übrigen ohne Mühe entwickeln kann. Zunächst 
findet man nun:

7’, 2_|_ 7224- T32 — 7,2 = 2Tt T3 cos(1.2) 4- 2 Tt T3 cos(l,3) 
4-27; 7. cos (1,4)

— (z,2 4-z22 4-z32 — /,42) = 2z,zs cos(zi2)4-2z,z3 cos(z13) 
4-2z,z, cos(Z34)

und
,■ ■(7’124-7224-73I4-742) = 71 T2 cos (1,2)4-7, 7, cos(l,3)
14- 7’, 7’4 cos (1.4) 

4-727jCos(2,3)4-7274 cos (2,4) 
4-73 74 cos (3,4)— à(^i 24~Z22 4“^32 4-^4Z) = ĄĄ, eus (Z, 2) 4” Z,Z, cos(Z13) 

4-Z,z4 cos(z14)

4-Z2Z3 cos (Z23) 4- Z2Z4 cos(Z24) 
4-Z3Z4 cos(Z34j

Man bezeichne ferner den Flächeninhalt des durch die Kaute a 
und den Mittelpunkt der Gegenkante a, gelegten Dreieckes durch 
T„, das durch die Kante b und den Mittelpunkt von b3 gelegte 
Dreieck durch 7*  u. s. £ so erhält man 6 solche Dreiecksflächeu, 
von denen immer je zwei, wie Ta und 7ni, als Gegenfläcben zu 
betrachten sind. Je drei derselben schneiden sich immer in einer 
der Scbwerlinien Z, wie z. B. Ta, 7'/,, Tr , in Z,, und sie sind 
daher ganz den Kauten des Tetraeders analog, von denen immer 
je drei in einer Seitenfläche liegen. Den Keil zweier solchen 
Dreiecksflächen z. B. 7), 7/, wollen wir mit (7Lz) bezeichnen und 
darunter immer denjenigen von den 4 an der Durchscbnittslinie lie
genden Keilen verstehen, welcher der einzigen von deu 4 Seiten
flächen gegenüberliegt, die durch diese Dreiecke nicht getheilt wird.

Endlich sollen die Flächen der Dreiecke, die aus zwei Gegen
kanten als Seiten, und ihrem Durchschuittswinkel als eingesehlos- 
senem Winkel gebildet werden, durch zf, z/2 z/3 bezeichnet werden, 
je nachdem sie zu den Kantenpaarea na,, bb3, cct gehören; die 
Neigungswinkel dieser Flächen gegen einander aber sollen (zf12), 
(zfI3), (z/23) heifsen. Auf ganz ähnliche Weise sollen die doppel
ten V'erbindungslinien der Mittelpunkte zweier Gegenkonten, wie 
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««,, bb3 und cCi respective durch â, J2 â3 angedeutet und die Winkel 
der letzteren unter einander mit (J12), (J,,), (ď23) bezeichnet wer
den. Es ist bekannt, dass die 7 Geraden tt t2 t3 /4 <5, d, 83 sieb 
im Schwerpunkte des Tetraeders schneiden, und dais die l’arallelo- 
granime, welche die Hälften zweier beliebigen ó zu Diagonalen 
haben, selbst die Hälften der entsprechenden Dreiecke A sind. Zu
nächst finden nun folgende Relationen statt:

; zf12=71,24-7’22-27’I T, cosíVÍJ^Ty+T;*-*?;  T4 cos(34)
1 —cos(Tz/„)
1 = 7/ + T,:2 4- 2 Tr 1\ cos ( TCCl )

. 1 = 7\ T3 cos (1,3) + T, 7\ cos (1,4) 4 7', T3 cos (2,3)
+ 7\7\ cos (2,4)

cos(/11))=-;(/:,’-Fr.’4-2i,* 4 cosfoj) 
I =zb2-t-bt2— 2bbx cos (Ó4, ) = cu 4-i.-, 2 4"2cc, cos (ec,)

=—5{ĄG cos(Ą ,)4-Ąi4cos(Ą4)4-/2ř3cos(ř23)4-£2ř4cos(ř24)|

Hieraus folgen sogleich die Formeln:

I
4T„2 = /', 24-Tu24 27', 7\ cos (1,2) = z/, 24-47\ T, cos (1,2) 
47’H12=T324-T424-27'3 T4 cos (3,4)=z/,2447’3 T4 cos(3,4) 
4o,2=|(ř124-/22—2/,Z2 cos (Ą2) ) = <J',2—cos(Ąz) 
4«2 =?(Z324-Z42—2/3í4 cos(ř34)) = d12—9ř3ř4 cos(#34)

/zĄ 2 4- A 2 + ^32 = 7\ 2 4- T„_2 4- T 2 4- 7 ,2

I
=T,2 4-T„,2 4-7),2 4-71/ 4-7;24-TC12 
z/,2 4-z/22 4- 2z/32 = z/32 4~ 7',2 4-T22 4-P32 4“7\ 2
= 2(7;,2 4 7'„,! 4-7/? 4-7;,?)d3 2 4- d22 4- ó32 -— ^(Z? 4- ^22 4- ^32 4- ^42)

:= «2 4- «i2 4- b'~ 4- bx 2 4- c2 4*  Ci2«V 4- «V 4- 2ď,2 = <V +1( *. 2 4- *2  2 -W3 2 4- Ą 2 )= 2(a2 4- a3 2 4- b2 4- b3 2)

—^^ — (T,2 +T^2 +T32 +T2) — 2/i^
= >Tt 7\ cos (1,4) 4-2T2T3 cos (2,3)

<V4-<V —<V = UV4-7u24-V- 4- V)-2J32
= —2«/4 cos(Z14)—2z2í3 cos(ř23)

Q 10= TaTai cos(7L„,)4- 7/,7\ cos(7),/,,)4- TcTCi cos(TCCi) 
’|0 = «'a1 cos (aat) 4- bb3 cos (bb, ) 4“ cc3 cos (ec,)

\2T„Tai cos(Taai}=T2 + Tc2—Tl,2—Tb2=^ï2—J3^ 
j2aat cos (aOj) = c2 4-c,2 — b2 — b32 = -J(ď22 — d32)

Ist ferner P der dreifache Körperinhalt des Tetraeders, so wird:
iPa =2T3T, sin (1,2) 

H.)p«1 = 2T37’4 sin (3,4)
|pd1=2Ta7’O1 sin (TL,,.)

7>/, = sin (zI2) 
7’« = 2^t3tt sin (ř34) 
z/, = -3aa3 sin (««,)

1’
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zugleich aber auch:

!
4o2 =cî., 24-J,’—2J2i3 cos(J23),

4T„2 =z/224-z/,»— 2z/2z/3 cos(zf23) 
4«,2 = <V 4-<V 4-2J2J3 cos(d23),

4T„,2 = ^22 + V 2 4- 2z/2z/, cos (4.3) 
PA, = 2z/2z/3 sin (X2, ) zT, = ±J2d3 sin «,)

ferner wird:

I
T„ 2 = T* 2 4- Tc* 4- 2TiTc cos ( Ttc}

= ?V 4- Tr,2 4-27\7\ cos (Ti,e,)
T„2 = TA,24- Te> 4- 2Ti,Tc cos (T/,1C)

= TA2 4-Zf "-+27'07ri cos (rAc,) 
a- = ä2 4-c2— 2óc cos (óc) = ó,24-c,2—2ä,c, cos(ä,c,) 
a,2 x= b,24-c2—24,c cos(ä,c) = ä2 ±c,2— 2óc, cos(óc,) 

(-2Pą =4T„,T/„ sin (T„,i,) = 4 T„,TC, sin(7VJ
14.’ = 4Ti,Tc, sin (Ti,rJ

12T, —a/j sin (ab) = ac sin (oc) = bc sin (bc)

Man fülire zur Abkürzung folgende Zeichen ein:

15.

W*  = ( T, 4- T, 4- T, — T4) 
(T,-T24-T34-TJ

(T, 4-T2 — T3 4-T4) 
(—T14-T24-T34-TJ

— 8T, T2T3T4
(ZV = ( Tb 4- Ti, 4- Tc — TC1) ( Ti 4- Ti, — Tc 4- Tc,)

( Ti — Ti, 4- Tc 4" Tc,) (— Ti 4" Ti, 4~ Tc 4~ Tc,)
— STiTi.T.Tc,

Z72 =(z/, 4_/Z24-^3) (zfi4_"^u — *̂a)  1—
(—+^2 4--^»)

V/2 == (fi 4-(24-^a—£«) (ři4-í® — Ą4~V (Ą—ř2 4-^a4-^a) 
(— Ą 4-r,4-«,+M-8»iVÄ

(Pa2 (b 4“ bx 4“ c — ci) 4- — c4- <^i) (b—by 4_c’4_f1)
(—^4-ä, 4-c-i-c,) — ^>bbtccl

n- =(^,4-^4-^) (<*.-H?2-«*a)  (í.-ďz-HÍ.) (-<*i4-<VH?a)  
so wird

7'2 =P2(a±«,)2 4-8T,T2T3T4 cos (12 ±34)
= P2|«2 4- «,2 4-2aa, cot(12) cot(34)| 

Ö>„2 =-jP2(<yu 4= JJ2 — 8TiTi,TCTC, cos ( Tü,± TCCJ 
= iP2!<V4-<V—2<M3 cot(Tü,) cot(TCC1)| 

Z?2 =P’(d12zŤ:4««I) —16T,T2T3T4 cos(12±34)
= P2(<V — 400, cot (12) cot(34)| 
02 

i6.^(p2=4(T„,± Ta)24-^2,8i,Ma^ cos(r„±r34)

Í
=4[T„24-Th,2 + 2T„T„, cot(řI2) cot(Ą4)| 
ÿ>„2 =42(z/2 zp .tĄ)2 — 8ää,cc, cos (bbt ± cc, )
= 42(z/22 4-z/32—2^2z/3 cot(ÂÀ,) cot(cc,)|

1 92
-gï?r2 =CV=t='iT’«T„,) —jgïVAMi cüs('124= z34) 

\ =z/,2—4 Ta Ta, cot(ř,2) C0t(í14)
und:
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■ 2 ip»+ip=p» (î, •■+<’+<’)

17. J 1Z,2 TT»I2 -ï^-4-8î=^’+A’4^,*.

Beschreibt man aus der Spitze A des Tetraeders als Mittelpunkt 
mit dem Halbmesser 1 eine Kugel, su bildet die Ecke A auf der 
Oberfläche der letzteren ein sphärisches Dreieck. Nennt man dann 
den dreifachen Körperinhalt der Pyramide, welche das Sehnendreieck 
jenes sphärischen Dreieckes zur Grundfläche und den Mittelpunkt 
der Kugel zur Spitze hat, k und dieselbe Grösse .für das zugehörige 
Polardreieck K, so dass der Fläche 7\ die Grössen kt und j£lt 
der Fläche 7\ die Grössen k3 und u. s. w. gegenüberliegen; 
so ist

iS.i T, ; r, ; rs : = a, ; a\ : k3 : æ4.
Demnach verhalten sich die Seitenflächen jedes Te

traeders wie die Funktionen K der ihnen gegenüberlie
genden Ecken. Diese Funktionen sind daher für das Tetraeder 
dasselbe, was die Siuusse der Gegenwinkel für das Dreieck sind. 
Bezeichnet man das constante Verhältniss T \ K durch M, so er
hält man:

(
„ 4 7', T, Tt _ T; T, r4

/’2 Kt ~ K3 — Ka ~ K*
_ aax________ bbt_ cctsin (12) sin (34) sin (13) sin (24) sin (14) sin (23) 

ď,’ — <v

~ 4 [cos (12) cos (34) — cos (13) cos (24)1 ~
1 _ _______ (a-t- a, -t-b — b,) (a-t-al—b-t-b3)_________
I 4 sin (12 4- 34 4- 13—24) sin (124-34 — 13 4-24) u- s- łv- 

(n — a, 4— b4— A,) (—- rz4— s, | b —|— b<\1 =------------------ -— ----- -----—— ------------ ------------- —--------- = u. s. w.1 4 sin i (12 — 344- 134-24) sin | (—12 4-34 4-13 4-24)
Ebenso ist auch:

laat bbt cc3 abc  abtct  albc1  a^c
' I P kt kt k3 kt '

Es ist nicht uninteressant zu untersuchen, was wohl die der 
Grösse M entsprechende Quantität m in Bezug auf die Grössen 
Z, t3 lt sein mag; denn auch hier bleibt sich die Analogie gleich. 
Man erhält nämlich:

I
_ 9^_______Ta Tai____________Tb Ti,, __  _

m 10’ 1 3 3 * sin (ť12) sin (í34) sin (f,,) sin (i2<) u-s-w- 
____________ J,1 - J22____________  = u s w

4 [cos (ZI2) cos (i34)— cos (i,3) cos (i24)]
Die Beantwortung dieser Frage hängt von der Lösung der Auf

gabe ab, die Grösse zu finden, welche dem P entspricht. Letztere 
lässt pich auf die mannigfachste Weise ausdrücken z. B.

I
P= a^b^c^k^ = axbck3 = ab3ck3 = abc3k3 

= A/Ä, T2 T3 = 2|/Æ2 7\ T, 7\ = 2\/Kt 7\ T2 7\
= 2|/ä47’,7’,T2

Ferner wird:
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!
16 J* * I 2 * = cz2/z,2<5,24-A2A,2<i.224-c2r12d,2 — a'^c1- a^bfc2

~ 4 Æ2
wo R den Halbmesser der dem Tetraeder umschriebenen Kugel be
deutet. Endlich erhält man tur P auch noch folgende Ausdrücke:

,p =____________ _________________
I a cot (12) 4-A cot (13)4-c cot (14)
l _____J,2-n//22-t-Ja2-47’,2
1 d, cot (/2 i ) 4“ d2 COt (z/1 3) —f— d3 COt (zli 2)

Tz2 + T,2 -1- T? - T,2____
«, 001(34)4-03 cot (24) 4-c, cot (23)

I COt (7V<c ) “1— Z2 cot (7ac ) “1— tą cot (7ha)
I_________ -('A,; 4-n,2-l-7V.2)_______

' 3 Z, (cot (T«,A,) -i- cot (Th, c,) cot (Ta, c,))

Zn den letzten Formeln lassen sich die analogen leicht finden; 
denn es ist:

I
Ta , cot(Z,2) 4— 7a, cot (t, 3) 4— T c, cot (ř,-4)

= ł(d,24-d224-d,2-9Z,2)
z/, cot (d23) 4-z/2 cot (d, ,)4- z/3 cot (ď,2)

________ __ y? (Az2-1-A32 H-A<2 —A,2)______

7h cot (Z34) 4— Ta cot (Zs,,) H— Tc cot (Z2a)

_ yz c Z,2 ■4- Az2 4- Z32 4- Z42) — tt A12 ___
T2 cot (A,c,) 4- 7’j cot (<r,c,) 4- T4 cot (a,A,)_ ________—("2 4- A12 H- c2)________
4 7’, (cot (ab] 4- cot («cj 4- cot (Ac))’

Bei Entwickelung dieser Formeln erhält man auch noch die 
Ausdrücke:

26 (0 = d, cot(T„„,) —I— <32 cot(TAA,)4-d, cot(Tcc,)
" 10 = z/, cot (««, ) -f- z/2 cot (bb,) 4- z/8 cot (cc, )

Man führe ferner folgende Hülfswinkel ein:

.2 bb3 cc, cos a = — «2«, 2 4- A2A,2 4- c2c3 2
i 2T//A, 7’r7’r, cos^ = —Th2Th124-Ta2Tai24-Tc27c,2

cf, )2 ««, cc, cos ß = a2at 2 — b2bx 2 4- c2c,2
j 2TaTai TcTC1 cos B = Ta2 Tai 2— Tb2 Tb, 24- Tc2 TCl 2
l2 aax bbx cos / = «2a,2 4- A2A,2 -— c2c,2
' 2ToThiTaTai cosT= Th2Ta,24-Ta2Ta,2— Tc2Tci2

— a32b2cx2 — a-b'-Ci*
= 2a2b2e2~ł--ga2(d32— d,2)(d,2—d22)

H-^2(d, 2-<V) (<V—<*3 2 )-+4e2(<V-*, 2) P. 2-<V)

= 2a2b2c2 — 2«4 * * * * * * *«,2 — 2 A4A,2 — 2c4c,2 
4-~ïüP«2(—«24-ô24-c2)+,5p/i 2(«2—A24-c2) 
4-iÿc 2(a2-y-b2 — c2)

(««, 4-AA, 4-cc, ) («a ,4-AA,—«■,)(««,—Abt-t-cc,)(—naj-hbbt-i-ce,)
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2 bb, cc, cos a' — a~ J,2 -J- b2c, 2 b, 2c2

2TbTb, TT,, cos A' = — T„2A, 2+ Tlt-Tc2-ł-Th,2TC,2 
2aat cc, cos ß1 = — b2ä22 -f-a2c, 2 -f- a, 2c22 Ta Ta, 7) T,, cos B' =—7>,2zL 2+ T„2 T2+Ta 2Tet 22 aa, bb, cos y' = — c2<J,2 + a2b, 2 + a, 2b2

-lTaTax TbTi„ cosr = — Tc2A32+Ta2Tb2+Ta,2Tb,2

12 bb, cc, cos «" = — a, 2<J,2 -f- b2c2 4- b, 2c,2
I ‘>TbTb,TcTc, cosA'' = —Ta,2A,2+Tb2Tc,2+Tb,2T2 

og ’2 aa, cc, cos ß" = — b, 2<J22 4- a2c2 4- a, 2c,2
' } 2TaTa,TcTc, cosB" = — Tl,,2A^-+Ta2Tc,2+Ta,2Tc2

12 aa, bb, Cos y" = — c, 2d32 -f- a2b2 + a, 2b, 2
ÍT.T,, TbTb, cosr" = —Tc,2A32+Ta2Tb,2+Ta,2Tb2,

so ist auch
(be) cos (A,c,) cos o'— cos (Ac) cos‘(ó,c,) 
sin(A,c,) —sin (bc) sin (b,c,)

'be,) cos (b,c) cos a" — cos (bc,) cos (A,c) 
| sin (b,c) —sin (bc,) sin (b,c)
cos (be) cos (Ac,) — cos (cc,)

sin (bc) sin (be,)
cos (b,c) cos (A,ć,) — cos (cc,)

sin (b,c) sin (b,c,)
cos (bb,) -ł- cos (be) cos (b,c)

sin (bc) sin (b,c)
cos (bb,) -ł- cos (A,c,) cos (be,)

sin (b,c,) sin (be,)

Da nun zugleich

I
 cos a = cos(bc) cos(A, c, )4- cos(Ac, ) cos(A, c) 4- cos(AA, ) cos(cc, ) 
cos u' = cos (be) cos(b,c,)—cos (be, )cos(b,c)—cos(AA,)cos(cc,) 
cos a" = s— cos(Ac)eos(A, c, )+cos(Ac, )cos(b, c)—cos(66, )cos(cc, )

30.
cos (12) =-------^77-rsin (be)

, „.. cos cc — coscos (34) =-------T —sin (be,

1 cos(13)

leos(24) 
31J

leos (14)

( cos(23)

ist, so lassen sich die 6 Keile je zweier Seilenflächen aus den 6 
ebenen Winkeln je zweier Paare vou Gegenkanten unmittelbar be
stimmen. üebrigens ist auch analog:

. cos v/ — cos (Tbc) cos (T/„Cl)  cos A" —cos( T/,c) cos( Tb,c,) 
lcos(t,2)= —sin (7'*c)  sin (7iŁc,) sin (7z,,;) sin (7’*1C,)
I . .  cos A — cos(7)jC,) cos Tb,c) cos A — eos(Tbc^cos(Tb,<!)
lcos(3«) —sin (Täc,) sin(7i,c) sin (T/JC,) sin (Tb,c)
1 , , x __ cos (Tb,c) cos (Tb,c,ï -I- cos (Tcc,)

33 )C0S 13^ sin(Tij) sin (Tb,c,)
' I . . ' _  COS (Tbc) COS (Tbc,) -t- COS (Tee,)

icos sin (Tbc,)
I , COS (Tb,c,) cos (77>,c) — COS (Tbb,)
■ cos^j, sin (7ï1C1) sin (Tb,c)
l . . cos (T^c) cos (77,,c) — cos (777>,)
\cos Ç ■,,) s-n s-in (Tb,c)

und
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I
 cos A = cos ( Tic) cos ( 7/,,cJ 4- cos ( 7/,c,) cos ( 7\c)

4- cos ( Tbbj cos ( TccJ 
cos A' = — cos ( 77,c) cos ( 7\C1) 4- cos ( 77,c,) cos ( 7/,1C)— cos ( Tm1) cos ( TCC1) 
cos A" = cos ( 7},c) cos ( 7\C1) — cos ( 7/,cJ cos ( 7\c)

— cos ( Ti,b} cos ( TCCi )

Zugleich erhält mon :

35.

cos(z/,2) = 

cos(J,3) = 

cos(J23) = 

COS (ď, j) = 

cos (<r,3) = 

cos(ď23) =

cos y' -i- cos (aa,) cos(AA,)  cos y" 4- cos (aa,) cos (bbt) 
sin (a«,) sin (bbl') sin Çaat~) sin

cos fi' 4- cos (aa,) cos (cc,)  cos fi" 4- cos (aa,) cos (cc,) 
sin (aa,) sin (cc,) sin (aa,) sin (cc,)

cos a' 4- cos (AA,) cos (cc,) cos a" 4-cos (AA,) < os (cc,) 
sin (AA,) sin (cc,) sin (AA,) sin (cc,)

cosr'4-ros( Taa ,)cos( Tbb ,) cosr"4-cos( Taa ,)cos(Tbb^
sin (7«a,) sin (77,/,,) ~ sin (7’na,) sin (Tbb,)

COSB'4- cos( Taa ,)cos( 77c,) COSB’’4-COs( Taa ,)cos( Tbb,) 
sin (T’a«,) sin (7’cc,) sin (Taa,)sin (Tbb,)

cos4'4-cos(77,A Ł)cos( 77c,) cos J"4- cos( 77,4 1)cos(7''cc,)
sin (77,/,,) sin (TVcJ sin (77í,) sin (77c,)

Ferner aber wird auch:

cos (aa,) =

cos(AA,) = 

cos (cc,) =

cos (13) COS £24) — cos (IA) COS (23) 
sin (12) sin (34)

cos (14) cos (23) ■— cos (12) cos (34) 
sin (13) sin (24)

cos (12) cos (34) — cos (13) cos (24) 
sin (14) sin (23)

, cos (í, 3) cos (ř24) — cos (i, 4)cos (i23)
COS \i aa . I =--------------- ;—77—T—:—77—C ■ -------

cos (Tii,) = cos (A, 4) cos (A23) — cos(£,2) cos(t34) 
sin (i,3)sin (ř24)

cos (77c,) =
cos (i,2) cos (ti4) — cos (Ą3) cos (<24) 

sin (ř,4)sin (ř23)

Für die Grössen 0 und tf erhält man nunmehr:

0a2=J P2d, 2 4-8 Tb Tb, Tc Tc, c<»s^=P2a24-8 Tb Tt, Tc T, cosA' 
37 = P2a, 2 4- 8 Tb Tb, Tc Tc, cos A"

9>a* = 16z/,2 4-8AA,cc, cosa = 82TaI 4-8AA,cc, cosď
= 82 Th,2 8AA,cc, cos a”

I
<Da* 4-0i2 4-ÖV*  = iP2 (J,24-<V4-<V)

4- 4 ( Ta2 Ja,2 4- T,2 Tb2 4- 7\)
<fa2 4- SPa2 4-5Pc2 = 1® (-^i2 +-^2® +^32)

4- 4 (a2a,2 4“ b2bx 2 4- c2c,2)

Führt man endlich noch die Hülfswinkel & und & ein, so dass

{
„ — j n — d,2 4-ď,24-ď32

2 J2 J, 2 ď2cf3
ist, so findet man auch noch:



9

I cos a *4- cos (66,) cos (cc,) . cos^H-cosfTii.jcosfTce,)COS “i ES ■ —Ty;—r—;—   —- ■ . COSuF.^S — —:—j-=—-r——e£ sin (66,) sin (cc,) ’ sin(yió,) siniTicJ
Die geometrische Bedeutung der Grössen ® und & leuchtet 

von seihst ein. Eben so lässt sich nber anch den Grössen u u’ u" 
A A' A” u. s. w. eine geometrische Bedeutung nbgewinnen. Sind 
z. B. a b c die drei Grundkanten eines dreiseitigen Prisma und 
a, bt c, die zu denselben gehörigen Höhen der Seitenparallelo
gramme des Prisma, so sind aßy die diesen letzteren der Reibe 
nach gegenüberliegenden Keile der Seitenflächen u. s. w.

Das Vorstehende wird genügen, nuf die trigonometrischen Re
lationen, welche das Tetraeder darliietet, nufinerksam zu machen. 
Die liier mitgctheilten Ausdrücke reichen bereits zur Lösung einer 
grossen Menge von Aufgaben hin , und sind dabei im Ganzen sehr 
elegnnt. Ihre Ableitung ist übrigens nicht gerade schwierig, auf 
dem gewöhnlichen Wege jedoch zum grössten Tlicil höchst um
ständlich uud langweilig. Ich habe dieselben auf eine sehr schhelle 
Weise mittelst ein Paar allgemeiner Theoreme der Trigonometrie 
gefunden, die, so viel ich weiss, noch gänzlich unbekannt sind und 
von mir un einem anderen Orte werden mitgetbeilt werden.

II.
Weitere Berechnung verschiedener auf das 

Kreisverhältniss n begründeter Zahlen.
Von dem

Herrn Professor Dr. G. Paucker
zu Mitau.

Das umgekehrte Kreisverhältniss -7 ist von Euler Introd. in 
Anal. Infin. I. §. 198 auf 36 Stellen angegeben. Nur ist daselbst 
die 25ste Stelle durch einen Druckfehler unrichtig, und statt 9 muss 
man 5 lesen. Hier folgt diese Zahl auf 140 Stellen, nach dem Vega- 
seben Wertlie von zr berechnet.

Der Durchmesser des Kreises ist gleich dem Umfange multipli- 
cirt mit 7, auch ist die Oberfläche der Kugel gleich dem Quadrate 

des Umfangs multiplicirt mit —.
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— = 0,3183098 8618379 0671537 7675267 
4502872 4068919 2914809 1289749 *
5334688 1177935 9526845 3070180 
2276055 3250017 1912145 0854535 
1591607 3785823 0922291 5730277

Die Kreisfläche ist gleich dein Quadrat des Durchmessers mul- 
tiplicirt mit -J-zr.

= 0,7853981 6339744 8309615 6608458 
1987572 1049292 3498437 76

Der körperliche Inhalt der Kugel ist gleich dem Cuhus des 
Durchmessers multiplicirt mit

4 TT = 0,5235987 7559829 8873077 1072305 
4658381 4032861 5065625 17

*Die Kreisfläche ist gleich dem Quadrat des Umfangs multipli

cirt mit -T—.m
■±- = 0,0795774 7154594 7667884 4418816 
in ’

8625718 1017229 8228702 28

Das Quadrat des Verhältnisscsrdes Durchmessers zum Umfange ist
4 = 0,1013211 8364233 7771443 8794632 

0972703 8904358 7746722 46

Der körperliche Inhalt der Kugel 
fangs uiult'rplcirt mit

Ar = 0,0168868 6394038
V7Í-

3495460 6484059

ist gleich dem Cubus des Um-

9628573 9799105
7957787 07

Der Umfang der Kugel ist gleich 
fläche multiplicirt mit \/n.

\Zn = 1,7724538
4114518
3807789
9506507
8257006

5090551
2797549 
8529112 
3854400 
6236152

der Quadratwurzel der Obcr-

6027298
4561223
8459103 
5416220 
8657244

1674833
8712821
2181374
8236242
2261088

Der Durchmesser der Kugel ist gleich der 

Oberfläche multiplicirt mit

= 0,5641895 8354775 6286948 
6077258 5844050 6293289 
4085721 709

Quadratwurzel der

0794515 
9885684

Der Umfang des Kreises ist gleich der Quadratwurzel der 
Kreisfläche multiplicirt mit '2\/n.

2 l/jr = 3,5449077 0181103 2054596 3349666
8229030 5595098 9122447 74
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Der Durchmesser des Kreises ist gleich der Quadratwurzel der 

Kreisfläche multiplicirt mit 2J/—.

2VZ— = 1,1283791 6709551 2573896 1589031
2154517 1688101 2586579 9771368 
8171443 418

Der körperliche Inhalt der Kugel ist gleich dem Cubus der
Quadratwurzel der Oberfläche multiplicirt mit 4

= 0,0940315 9725795 9381158 0132419 
2679543 0974008 4382214 9980947 
4014286 951

3
1/6 = 1,8171205 9283213 9658891 2117563

2726050 2428210 4631412 1967148
3

1/36 = 3,3019272 4889462 6683874 6099524
0908495 6846884 6443184 9333697

3
V/tt = 1,4645918 8756152 3263020 1425272 

6379039 1738596 8556279 37 
3

l/jr2 = 2,1450293 9711102 5600077 4441009 
4123559 7486667 3654715 56

Der Durchmesser der Kugel ist gleich der Cubikwurzel aus 
3 6

ihrem körperlichen Inhalt, multiplicirt mit \/~•
3 |/— = 1,2407009 8179880 0033336 0136240

9555633 4701572 4003720 0
Der Umfang der Kugel ist gleich der Cubikwurzel aus ihrem 

3 ____
körperlichen Inhalt, multiplicirt mit J/Ott2.

3 
l/6rc2 = 3,8977770 8972075 3958963 4709177 

9985674 4015612 2958390 56
Die Oberfläche der Kugel ist gleich dem Quadrat der Cubik- 

3
Wurzel aus ihrem körperlichen Inhalt, multiplicirt mit 1/36tt. 

3  
t/36?r = 4,8359758 6204940 8922150 9005399 

178M81 6833842 2169715 85
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III.
Neue Auflösung der Gleichungen des zweiten 
Grades mittelst der goniometrischen Formeln 

und Tafeln.
Vom

Herausgeb er.

Die Auflösung der Gleichungen des zweiten Grades mittelst der 
goniometrischen Formeln und Tafeln, welche ich in diesem kleinen 
Aufsatze mittheilen werde, scheint noch nicht bekannt zu sein, 
empfiehlt sich aber durch die Kürze und Leichtigkeit der Rechnung, 
welche dieselbe in Anspruch nimmt, und durch andere Vorzüge vor 
den sonst gewöhnlichen Methoden gar sehr.

Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung sei
x'1 — mx 4- n = 0.

Unter der vorläufigen Voraussetzung nun, dass beide Wurzeln 
reell sind, können wir dieselben unter der Form tang y und tang y, 
darstellen. Dann ist bekanntlich

tang y 4" tang y, =ot, tang y tang y, = 
Weil, wie die Goniometrie lehrt,

tang (y 4-y.) = * + ^1.
— tu j — tang y tangy, 

ist; so ist
, , m , .1 — n

tang (y4-y,) = j—-, cot (y + y,) = ——.
Ferner ist

, cos (y— œ.) ,
1 4- tang y tang y, =------ -—-— = 1 4~ »,• O T B T 1 COS y COSy,

. . sin (y-t-y,)tang y 4“ tang y, =-----------------= mi° ' ’ o 1 cos y cos y i ’
woraus sich durch Division

cos (y —y,) 1-ł-» . 1-f-zt . . .- ~---- —; =------- , cos (y— y,) = sin (y 4" y.) sin (y-t-y,) m ’ m---------------------- ’
ergiebt. Also bat man zur Berechnung von y und y, die beiden 
Gleichungen

tang (y4-y,) = y^, cos (y —y,) = -±p siu (y 4-$P,) 

oder
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cot (9 + 9»,) = ^-, COB (9p —9P,) = i±i gin (9P + 9P,).

Hat man nämlich mittelst dieser Formeln 9*  —f— 9>x und 9p — 9p, ge
funden, so erhält man 9p und 9p, auf bekannte Weise mittelst der 
Ausdrücke

SP = ł(5P + 5Pi) + 4(iP —5Pi)> 5Pi =4(5P4-5Pi) —4(iP —5Pi)-
Wir haben oben gesagt, dass wir von der vorläufigen Vor

aussetzung, dass beide Wurzeln der aufzulösenden Gleichung reell 
seien, ausgehen wollten, bemerken uher, dass man bei der wirk
lichen Rechnung diese Voraussetzung gar nicht zum Grnnde zu 
legen braucht, indem die Auflösung selbst jederzeit ein Kriterium 
enthält, mittelst dessen man mit grösster Leichtigkeit entscheiden 
kann, ob die beiden gesuchten Wurzeln reell sind oder nicht.

Wenn nämlich der absolute Werth von cos (9p — 9P1), welchen 
man durch die obige Auflösung findet, nicht grösser als die Ein
heit ist, so sind die Wurzeln der gegebenen Gleichung offenbar 
beide reell, wie die Auflösung selbst zeigt.

Wenn aber der in Rede stehende absolute Werth von cos (9p—9p,) 
die Einheit übersteigt, so sind die beiden .Wurzeln der gegebenen 
Gleichung imaginär, wie auf folgende Art leicht gezeigt wer
den kann.

Wendet man auf die gegebene quadratische Gleichung die ge
wöhnliche algebraische Auflösung an, so erhält man

x ■=. zt — n.
Nach dem Obigen ist aber

cos (9P — 9p,)1 sin (<p + 9P,)2,

- , , x. tang (y-t-y,)2 m*
®,n (íP + íPí) 1 tang (y 4-y,)1 m'1 4- (1—71)3’

Und folglich
, - (1-t-ra)2cos (y-y,)a=^ + (1_w)a.

Ist nun der absolute Werth von cos (9p — 9p,) grösser uls die 
Einheit, so ist >

. 0 + ”)2— > !
OT’4-(1 — n.y ’

also
(1 + «)2 ot2 + (1 — «)3 oder ot2 -f- (1 — «)’ — (1 —|- «)2 <C0, 
woraus sich, wenn man die Quadrate von 1 — n und l-f-n ent
wickelt, sogleich

ot2 — 4» 0 oder \m- — n 0
ergiebt, und folglich mittelst des Obigen erhellet, dass die beiden 
Wurzeln der gegebenen quadratischen Gleichung imaginär sind, wie 
behauptet wurde.

Sind aber die beiden Wurzeln imaginär, so stellt man diesel
ben um besten unter der Form

ç (cos 0 sin 0 l/— 1) 
dar, welches bekunntlicb immer möglich ist. Dann ist 
x2—mx+n={x—pcos©—çsin©lZ—1) (x—çcos04-çsin©l/—l), 
d. i.
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x-1—mx+n—(x—p cos©)24~p2 sin©2 ■=xl—’Zqx cos©4-p2, 
und folglich

p2 = n, 2p cos & = m,
also

m m 
Q = COS ©=^ = ^-;

mittelst welcher Formeln man ç und © leicht berechnen kann. Da 
man indess vorzüglich die Grössen p cos 0 und p sin 0 zu ken
nen wünscht, so kann man die Formeln auch zweckmässig unter 
der Form

cos ® = 2VA? p cos © = -J»z, p sin © = sin © lZ»
darstellen, unter welcher sie eine sehr bequeme Rechnung gestat
ten, wie sogleich in die Augen fallen wird. 

Hat man die allgemeine Gleichung 
X2T2 — Zzr -|- = 0

aufzulösen, so ist im Vorhergehenden
i fi

m = —, n = —■x x
zu setzen, wodurch man leicht

tang (y-ł-SPi) = 
oder

Z Y ' I ' • Z Y
cos (y— y,) = ■- sin (y-j-yj

cot (sp + spJ = —p-, cos (y —ÇP,) = —— sin (y 4- $p.) 

erhält. Das Kriterium, mittelst dessen sich entscheiden lässt, ob 
die Wurzeln beide reell oder imaginär sind, ist dasselbe wie oben.

Sind die beiden Wurzeln imaginär, so hat man zu ihrer Be
rechnung die Formeln

cos © = ^ 1/ p cos ©=^, € «n © = sin © . fZ1“.

Um die im Vorhergehenden entwickelte Methode auf ein Bei
spiel anzuwenden, sei die Gleichung

7,285 -z-2 4- 19,749 x — 115,638 = 0
gegeben. In diesem Falle ist 

z = 7,285
Z = - 19.749 
fj, = — 115.638 

z — [i = 122.923
x-f- fi — 108.352 

log (z — jtz) = 2.0890332 
log (z 4- fi) = 2.0348109 n 

cd log Á = 8.7014549 n 
log cot (</> 4-</>,) = 10,7910881 n 
log sin (</>4“y,) —1 9,2003780 n 
log cos (y— SP,) == 9,9396738 n 

9,4-9),= — 9°. 7'. 38",03 
ff — <pl = 150. 29. 40.75

2y = 141. 22. 2,72
2g>, = — 159. 37. 18,78
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y = 70°. 41'. 1",36
y, = — 79. 48. 39,39 

log tang y = 0,4552944
log tang y, = 0,7453764 n

tang y ■= 2,852952
tang y, = — 5,563863

Diese Leiden Wcrtbe von tang y und tang y, sind die gesuch
ten Wurzeln. Zur Probe hat man

tang y + taug y, =: 2,710911 und -^-=2,710913.

Die Leichtigkeit und Kürze der obigen Rechnung wird einem Jeden 
sogleich von selbst in die Augen fallen. Wenn y — y, der Null 
sehr nahe kommt, so kann y — y, mittelst der Formel

cos (y — y, ) = —-p- sin (y + y,)

bekanntlich ^iclit mit der erforderlichen Genauigkeit gefunden wer
den. In einem solchen Falle kann man sich aber aut folgende Art 
helfen Man berechne den Hülfsvvinkel y mittelst der Formel

tang y = ^— sin (y-j-yj.

Dann ist
cos (y — y, ) = tang y,

und folglich
1 — cos (y — y, ) = 1 — tang y, 1 -|- cos (y — y, ) = 1 -f- tang y; 
also

J —cos (<f y,) 1 — tang y
1 -ł- cos (y y J 1 -ł- tang y ’

d. i. nach bekannten Formeln
tang (y — y, p = tang (45° — y).

also tang -J(y — y, ) = \/ tang (45° — y).
In diesem Falle sind folglich die Formeln, durch welche die Auf
gabe aufgelöst wird,

tang (y4-y,) = tang y =: sin (y + y,),

oder
lang ’(y — y, ) = (/taug (45“ — y)

. , z — u x -4- u .
cot (y + y,) =—y—, lang y = —j— sin (y + y.),

tang J(y — y, ) = (/ tang (45“ — y),
und die Rechnung wird nun allerdings etwas, aber doch nicht be
deutend weitläuliger.

Auf Gleichungen von der Form
a -4- bx __  a-l-ßx

«i -4- btx a, -4- ß,x
wird man bekanntlich häufig bei der Auflösung von Aufgaben ge
führt, und diese Gleichungen fuhren, gehörig entwickelt, jederzeit 
zu einer quadratischen Gleichung, nämlich im vorliegenden Falle 
zu der Gleichung
(ißt—btß) zr2+ ((«/?,—a,ß) — (ba1—ó,a)| x + ual—«,a = 0.
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Wendet man nun auf diese Gleichung die obige Auflösungsmethode 
an, so erhält man zur Bestimmung der Winkel q> und y, die Formeln 

cot ($p + 9>,) =
(bß,—b,ß)— (aa, —a,a) 
(aß, — a,ß)-t- (ba, — b,a)'

cos ($p — çp,) =
(bß, — b,ß) -i- (att, — a,ti) 
(aß, —a,ß) -+- (ba, — b,a) sin (5P + y,),

mittelst welcher sich also die Winkel $p und tp,, und folglich auch 
die beiden Wurzeln tang tp und tang tp, unmittelbar aus den aeht 
gegebenen Coefíicienten a, b, a, ß und a,, b„ a,, ß, berechnen 
lassen. Die Berechnung der Grössen

aa, —a,a, bß, —b,ß, aß, —a,ß, ba, —b,a
könnte man sich noch durch die Einführung von Hiilfswinkeln er
leichtern , wobei wir aber hier nicht länger verweilen, da sich die 
zweckmässigste Methode einem Jeden leicht von selbst darbie
ten wird.

IV.
Ampère’s Auflösung der Gleichungen des 

vierten Grades.
Nach Correspondance mathématique et physique publiée par A. Quetclet. 

T. IX. p. 147 frei bearbeitet von

dem Herausgeber.

Die gegebene von ihrem zweiten Gliede schon befreite Gleichung 
des vierten Grades sei

1. æ' -f- ax  -4- bx 4- c = 0,*
und p, q, r, g seien die vier Wurzeln dieser Gleichung, so hat 
man bekanntlich die vier folgenden Gleichungen:

2. p-t-r/-t-r-(-s = Q,
3. pq 4- pr + + qr-(- qs -+-r» = a,

4. pqr + pqg + prg 4" qrg = — b,
5. pqrg == c.

Aus den Gleichungen 2. und 3. erhält man leicht:
6. — (p 4- q),

7. pq + rt=aa — (p + q) (r-H);
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nnd folglich, wenn man den Werth von r + < aus der Gleichung 6. 
in die Gleichung 7. einftibrl:

' 8. pq-\-rg = «4-(f + «')2-
Fernet] ist nach 4.

I pq (r 4- *)  4~ Tg (p 4- q) = — Ó,
Und folglitjh wegen der Gleichung 6.

(F + '/) (pq — rs) = 
oder

9. pq — rg — 7------- r.'' (F-W)
Nach 8. und 9. ist nun

. (pq-t- rg)1 = |« 4- (f + ?)2 i2. (Pq— ™)2 =
und lolgllch, wenn man die zweite Gleichung von der ersten sub- 
trahirt,

tpqrg = |« 4- (F + 7)2 i2 —
also nach der Gleichung 5.

ic= I«+(f + '/)2!2—
oder nach gehöriger Entwickelung

10. (p 4- ç)6 4- -« (f + q)  + («2 — 'M (p 4- ç)2 — = 0.*
Diese Gleichung ist in Bezug auf (p-t-q)x als unbekannte 

Grösse vom dritten Grade, und (p-4-q)~ lässt sich also mittelst 
derselben durch Auflösung einer Gleichung des dritten Grades be
stimmen. Bezeichnen wir nun eiuc Wurzel dieser Gleichung des 
dritten Grades durch p, so können wir (p 4" q)x = p, und folglich

11. p + q = ±\/p,
also nach 6. mit Beziehung der obern und untern Zeichen auf ein
ander

12. r-f-g = \/p
setzen.

Nach 8., 9. und 11. ist nun
Pq + rg = a-f-p, pq — rg = ± 

also
2F7 = «4-F± Ç7-. = « +

nnd wir haben jetzt folglich zur Bestimmung von p und q die bei
den Gleichungen

13. p+-q=±\/p, 2pq = a + p±ę^,

und zur Bestimmung von r und g die beiden Gleichungen
14. r4-« = 4=V/^, 2rg = a + p=p^.

Aus den beiden Gleichungen 13. ergiebt sich leicht
F4-7 = ±l/X (F —7)ï = —F—2(«±ç^), 

und folglich entweder
Theil I. 2
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p + y = l/>» P — 7 = ±|/— — 2(«+

oder
P+ V = — VP> P ~ ? = =*=  |/—^ —2(«— ;

also entweder  
2p = l//i±|/—p — 2(ß -+- Ç7^), 2ç=l/^,^:|/—p— 2(ar+p^) 

oder ______________
2p =-\/p ± |/—p-2(«— 2y=—{/p=p[/—p—2(a—

Aus den Gleichungen 14. ergiebt sich ganz ebenso respective 
2r=—l/p=h]/—p—2(a— 2s=-\/p^/—p-2(a-

oder _______________
2r=\/p=h=]/—p—2(a-}- 2s=\/p^/— p— 2(a-f-

Also sind die doppelten Wurzeln unserer Gleichung des vierten 
Grades entweder 

2p = \/p±\/— p — 2(«+ pz^),

2ç = V>=f|/——2(«-|- ç^),

2r= — VZjU±|/— p— 2(a — ç^),

2*=  — 1/>=f|/— p — 2(«— çz^);

oder

2^ = — p— 2(«—
27 = — VP =F ]/—p—2(a—

2r=l7p=!=]/—p — 2(a-t-

2*  = IZm =F ]/— P— 2 (" + 0;)-

Da nun aber das zweite System von dem ersten offenbar nicht 
verschieden ist, so sind die doppelten Wurzeln

Aber anch die obern und untern Voi*zeicben  in diesen Formeln 
liefern nicht zwei verschiedene Systeme von Wurzeln, und die dop
pelten Wurzeln unserer Gleichung sind also
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2p=l/>-ł-|/—M —2(«-ł- ę^),

27=kM—|/—M —2(«+

2r = — V>' + ]/— l>'~ 2(«— ę^),

2i= — l/u — ]/ — /*  — 2(«— p^).

Folglich sind die vier Wurzeln unserer gegebenen Gleichung 
des vierten Grades

7=111//*  — ]/— f*~  2(«+ p~)|,

>•=-111//*-  |/-^-2(«- J,

* =—i f Vp + y —t*~ 2(«—0^) ! •
Weil jede cubische Gleichung bekanntlich mindestens eine 

reelle Wurzel hat, so kann inan immer annebmen, dass g eine reelle 
Grösse ist.

(Teber die Bestimmung der Anzahl der zwischen 
gegebenen Gränzen liegenden reellen oder 

imaginären Wurzeln der algebraischen 
Gleichungen.

Nach einer Abhandlung des Herrn Abbé Moigno in dem Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, publié par Joseph Liouville. Février 

1840. p. 75. frei bearbeitet von dem
Herausgeber.

A.
Einige vorbereitende Sätze von den ganzen rationalen 

algebraischen Functionen und von den Gleichungen. 
§• 1.

Erklärung. Wenn man jedes Glied einer ganzen rationa
len algebraischen Function der veränderlichen Grösse sc mit dem 

2°
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Exponenten der in demselben enthaltenen Potenz von x multiplicirt, 
und diesen Exponenten der Potenz von x selbst nm eine Einheit 
vermindert; so heisst die anf diese Weise aus der gegebenen Func
tion erhaltene oder abgeleitete Function die erste derivirte 
Function der gegebenen Function, und soll, wenn f(x) das Sym
bol der gegebenen Function ist, durch /“(.o?) bezeichnet werden.

Für
y(^-)=z ao -ł~a,x 4- «2zt2 + «3jc3 4-.... 4- an xn

ist also, wenn inan sich, wie dies in allen Fällen erforderlich ist, 
das erste constante Glied ao unter der Form aox° dargestellt denkt, 
die erste derivirte Function

y'(a:)= «, 4- 2«2.-r 4-3«,a?2 4- 4«,.^’ + ... -f-nanxn~’, 
und diese erste derivirte Function ist also immer eine ganze ratio
nale algebraische Function von einem um eine Einheit niedrigeren 
Grade als die gegebene ganze rationale algebraische Function.

Die erste derivirte Function von y'(zt ), ganz auf dieselbe Weise 
genommen wie vorher, heisst die zweite derivirte Function 
der gegebenen Function f(x) und wird durch bezeichnet.
Die erste derivirte Function von heisst die dritte derivirte 
Function von f(x) und wird durch ,f"'(x) bezeichnet. Die erste 
derivirte Function von f'(x) heisst die vierte derivirte Func
tion von _f\x) und wird durch f"”(x) bezeichnet. Ueherliaupt 
heisst die erste derivirte Function der (X-—Ijstcn derivirten Function 
von f(x) die X-te derivirte Function von f(x) und wird durch 

bezeichnet.

§• 2.
Lehrsatz. Wenn f(x) eine ganze rationale alge

braische Function, und, indem C eine beliebige con
stante Grösse bezeichnet, = Cf{x) ist; so ist
jederzeit

F\x} = Cf(x).

Beweis. Es sei
f(x) = ao 4- a,x + a2.r2 4- a,x3 4- .... 4- anxn,

und folglich nach der Voraussetzung
+ a,Cx1 +... + anCa:n-1

so ist nach §. 1.
/■'(æ-) = «, 4- 2«2æt 4- 3a,x2 4-... 4-nanxn~i,

F\x) =. a3C-\-ta^Cx + 3<z,Cx2 4- ... 4-nanCxn~*,  
also

F\x} = C(«, 4-2«2æt4- 3<Zjzr2 4- • • • 4“ stanxn~1),
und folglich offenbar

F\x} = Cf'(x), 
wie bewiesen werden sollte.

§. 3.
Lehrsatz,. W’enn f(x) und </(x) ganze rationale al

gebraische Functionen sind, und
==f(x) + y(x)
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ist; so ist jederzeit

F'(^) =f(x) +
Beweis. Es sei

f(x) = ao-t- a^-t- a2x2 4~ «3a?3 4~ ... + an3cn,
y(.z-) = ao +a,a-+a2^2 +«3j,-3 + ... + aza^,

wobei wir annebmen wollen, dass sei; so ist nach §. 1. 
f'(x) = «, 4- 2ar2zr 4- 3 a2x2 4- - • • 4- nanxn~>,
g>'(x) = al 4~2«2.z’4- 3a,x2 4-... 4- xu^x^— *,  

und folglich
ZU) + y'U)

= «14-“i 4-2(<z2 4-“2) a'4-3(«,j 4-«3)-'^2 4~-■-4-x («x+“x) •zJi_1 
4-(*4-l)  «x+i^’!4-(*4-2)  /zz+2ä.-z+i4-... 4-nanxn->.

Weil nun
^U) = /U) + y U)

= ao 4-“o + (®i +Ki) ■/'4- («2 + “2) -z'2 4-- • ■ 4- («x4- ax)
4- «z-t-i-37*“1"1 4- ax+'L-xx+2 4" ■ • - 4~ «„zř"

ist; so erhellet die Richtigkeit des Satzes unmittelbar mittelst §. 1.

4.
Er»ter Zusatz. Wenn f(x), y>U), y(zr), zU')> u-s-w- 

ganze rationale algebraische Functionen sind und
^U) = ./(-■') 4- y U) 4- y U) 4- zU) 4- ■ • • •

ist; so ist jederzeit
*”U) =/'U) 4- y'U) 4- y 'U) 4-z'U) 4-....

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich sehr 
leicht durch eine successive Anwendung des vorigen Lehrsatzes.

§. 5.
Zweiter Zitisatz. Wenn f(x) und </>(æt) ganze ratio

nale algebraische Functionen sind und
^U) =/(&} — y U)

ist; so ist jederzeit

Nach der Voraussetzung und nach §. 3. ist
/(^) = F(.^) 4- y (&}, /'(^) = 4- y'(^),

also
F'(^) =/’(-^) — y'Ul

wie behauptet wurde.

§• 6-
Lehrsatz. Wenn f(.&) eine ganze rationale alge

braische Function, und, indem fi eine positive - ganze 
Zahl bezeichnet, /’(zř) = zriu f(.&) ist; so ist jederzeit

E'(&) = xP f'(x) 4-
Beweis. Es sei
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f\x) ~ «<,+«, x + «2 x2 4- a, x*  4- . . . + a„ x", 

bo ist nach der Voraussetzung
F(x) = ao x.u + «j xP-*- 1 4- «a xt^2 + ..• + «» xt*-*-",  

nnd folglich nach §. 1.
F’(x) = fiao xP—1 + G»+ l)«t ^“ + (m + 2)«2 â-i“+14-...

+ (l^ + n)an x“+n~1
= xP{al +2«2 x + 3a, x2 4~ ... + na„ x"-1)

+ fixfJ—l(ao 4- a, x + <z2 x2 4~ a, x3 + . . . 4- anXn), 
woraus der zu beweisende Satz unmittelbar erhellet.

§•
Lehrsatz,. Wchd/(æ) und ganze rationule alge

braische Functionen sind, und
F (x) = f (x} y (x) 

ist; so ist jederzeit
F' (a) =f{x} çp' (.z) -+- y (.*)  /' (x).

Beweis. Es sei
f(x) = ao 4- a,x 4- a,x2.4- a,x3 -j-... 4- anxn, 

und folglich nach der Voraussetzung
F[x}=.ao tp(x) + atxg>(x) 4- a, x2g>(x)-t- ... -t- an x”g>(x)-, 

so ist nach §. 4., §. 2. und §. 6.
F'(x) = ao 5p'(^)H-«i + Ma’)I

+ a. [x2q\x} 4- 2x<f (x) |
+ a, j x3 yi(x) + 3x2 y>(x) |

u. s. w.
4-«„ fx'ty'fx) + nxn~tyGr)!

= («o + ®i x-\-a, x2-^-a, x3-f-...-t-a„ xn) yi'(x)
+ («,4-2<z2 æt4-3«s x2 +... -f- nan xn~t) <f>(x), 

woraus mittelst §. 1. der zu beweisende Satz unmittelbar erhellet.

8.
Erster Zusatz. Wenn f(x} und <p(x) ganze rationale 

algebraische Functionen sind, und
/1(^)=/(æ:) SP (x)

ist; so ist jederzeit

Fp) /U) vM'
Dieser Satz ergiebt sieb unmittelbar aus §. 7., wenn man auf 

beiden Seiten der dort bewiesenen Gleichung durch F(x) = 
f(x) <p(x) dividirt.

§■ 9.
Zweiter Zusatz. Wenn f{x), g>(x), ^p(x), J((x), ... ganze 

rationale algebraische Functionen sind, und
F(x) =f(x) y(-x-) ip(x) x(x)...........
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ist; so ist jederzeit

__ f'iar) , y'(-^) , v-'Q) , /(^)
/V?) /(Æ) (f(x) y(ar) "*■ ...........

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich leicht durch 
eine successive Anwendung des unmittelbar vorhergehenden Satzes.

io.
Lehrsatz. Unter der Voraussetzung, dass n eine po

sitive ganze Zahl bezeichnet, sei = (ar-J-a)”; so 
ist jederzeit

y'n(ar) = n(ar -j- a)n~ 1.
Beweis. Weil

(ar-}-a)n = (ar-}-a) (ar + «)"—>,
d. i. in der eingeführten Bezeichnung

9Pn(^) = (ar-}-a) y„_i (ar),
und nach §. 1. die erste derivirte Function von ar-}-a der Einheit 
gleich ist; so ist nach §. 7.

y’n(ar) = (ar + a) <p’„-i(ar) + gp„_i(^) 
oder

gp'„Gr) = (.Z-4-«) + (/>„-2(^)|.
Durch successive Anwendung dieser Relation erhält man

qf,(ar) = 1 = l(ar -|- «)°,
(fi’^ar) = (ar-}-a) |gp',(zr) 4- gpo(^)| = %(ar 4- a)1,
9,,3Gr) = (ar-i-a) |y'2(^) = 3(æ-|-«)2,

= (^ + ") i'AG37) + = 4(^4-«)’,
'AM = (^4-«) ly'JM 4-I = 5(ar-ł-a}*,

u. s. w.
Also ist offenbar für jedes positive ganze n 

g>'n(ar) = n(ar -f- «)”—*,  
wie bewiesen werden sollte.

§. U.
Lehrsatz. VVcnn/’(a?) eine ganze rationale algebrai

sch cFunction von ar i s t, und also f(zr-}-a) die ganze ratio
nale algebraische Function von a: bezeichnet, weiche 
man aus f(ar) erhält, wenn man ar-}-a für ar setzt; so 
wird die erste derivirte Function von f(ar-}-.a) in Bezug 
auf ar als veränderliche Grösse erhalten, wenn man in 
der ersten derivirten Function f'(ar) von f(ar) für ar die 
Grösse ar-}-a setzt.

Beweis. Es sei
f(ar) = ao + a, ar-\-a^ ar^-i-a, ar3 + . . . -J- an arn, 

und folglich
f(ar) = -j- 2«2 ar -f- 3a3 ar2 + . . . -+- nan arn~L

Setzen wir nun f(a: + «) — <ip(^r), so ist
y(Ær) = «o 4-«, (ar-t-a)-ł-a2 (ar-}-a)2 +«, (jr+«)’+. .

+ «n (ar-t-a)",
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und folglich nach §. 4., §. 2. und §. 10.
9n'(zr) = «t 4-2«2 (x-t-a)-t-3a3 (^'+«)2 +. -. +na„ (x-t-a)’1—'1. 
Weil nun die Grösse auf der rechten Seile des Gleichheitszeichens 
offenbar aus dem obigen y'(zr) erhalten wird, wenn man x 4- a 
für x setzt, so erhellet die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes.

Anmerkung. Vermöge dieses Satzes ist man berechtigt, die 
erste derivirte Function von f(x-ł-a) in Bezug auf x als verän
derliche Grösse durch f\x 4- a) zu bezeichnen.

§. 12.
Wenn

f(x) — «„ + «; zr4-«2 x2-t-a3 x’ 4- ... 4-
ist, so ist nach §. 1.
f'(x) = 1. <z, 4- 2«2 x 4- 3<z3 x2 4- 4«4 x*  4- •. ■ 4- nanxn~*,  
f"(x}=-1.2«24-2.3«, zz'4-3.4«4 ... 4-(»—1)zzôî„zz-"-2,
y'"(zr) = 1.2.3<Zj 4-2.3.4«4 x-ł-... 4-(»—2) (n—l)/ux„xn~~3, 
f'"(x) =1.2.3.4«4 4- 4- (ra — 3) (n — 2) (z*  — 1) *,

u. s. w.
y(n—= 1.2.3 ... (zz — 1) an—14- 2.3.4 nanx,
y'Mfx) = 1.2.3.4 ... na„,

woraus sich zugleich der Satz ergiebt, dass die rate derivirte 
Function einer jeden ganzen rationalen algebraischen 
Function des raten G rades eine Co nstante G rosse ist, und 
alle folgenden derivirten Function daher verschwinden, 
weil die derivirten Functionen einer jeden constanten 
Grösse C, die man immer unter der Form Cxa darstellen 
kann, natürlich sämmtlich verschwinden.

Setzt man nnn aber in den sämmtlichen obigen Gleichungen 
zř = 0; so erhält man

y(o) =«o,
y'(o) =i«,,
y"(0) =i.2«2,
y'"(0) = l .2.3«,,

n. s. w.
y(—0(0) = 1 .2.3 ... (ra - 1)
yw (0) =1.2.3.4. ..nan3

und folglich
y(o) /'(o) y-'(o) yw(o)«o=y(0), «.=—, «2 = Y7ö, «,=j-2^, ...a„=J—

Also ist
1. /W =710) +ffl,+ö^+^ +... +«

welches ein sehr merkwürdiger Ausdruck einer jeden ganzen ratio
nalen algebraischen Function des raten Grades ist.
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Setzt man y(x-ł-i) = ^p(i), so ist nach dem so eben bewie

senen Satze, weil <jn(z) offenbar eine ganze rationale algebraische 
Function des «ten Grades von i ist,

a y'(°) • 7"(°) -, •. vW(0) ./í^ + z) = 9’(0)“*-  1 z +172 z +k273 a *"•

Durch successive Anwendung des in §. 11. bewiesenen Satzes er
hält man

</'(«) =/(^ + «)» 
y'(«) =/'(■»+«)> 
y"(i)=:/"Gr4-i),

n. s. w.
y>(")(«) = + i) ;

und folglich
9>(°) =/Ca0» SP'(°) =/'(•»), 9>"(°) =/"(^)> • • • ?W(°)

Also ist nach dem Obigen
■i si i zv v , /’M ■ , f"M .2 , f"(&) /(")Gzj

welches ebenfalls eine sehr merkwürdige, und an Folgerungen sehr 
fruchtbare Formel ist.

§• 13-
Um eine Anwendung der Formel II. in dem vorigen Paragra

phen zu zeigen, sei wo n eine positive ganze Zahl
sein soll, und folglich

f(x 4- «) = (zr »)«.
Weil nun nach der Voraussetzung und nach §. 1.

./'(.z-) = xn,
f(x) = næn~ 1,
f\x} = zi(z»—1) xn~2,
f”\x} = n{n — 1) (n — 2) ^”-3,

u. s. w.

1.2.3

fW(x) = n(n — 1) (n — 2) (» — 3)...2.1 
ist; so ist nach §. 12. II.
, .. ra n(n—1) n(n—l)(zz—2)(.'r4-z)’'=.-r"-t--p.<-’'“^H—t O~a?”~2z2-1—L------ -------- --

n(n —1)...2 . , n{n — !)...! .----------------- ----------------- tn,_ -1 ;--------------rv xi”—1 -t , 1... (ze — J) 1.. .n
welche Gleichung der analytische Ausdruck des Binomischen 
Lehrsatzes für positive ganze Exponenten ist.

§. 14.
Unter der Voraussetzung, dass /"(x) und <jp(^r) ganze rationale 

algebraische Functionen sind, wollen wir nun noch das allgemeine 
Gesetz der höbern derivirten Functionen der ganzen rationalen al
gebraischen Function
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F(æ?) =f(x) <f(x)
entwickeln.

Wendet man anf diese Function die aus dem Obigen bekannten 
Regeln zur Entwickelung der derivirten Functionen an, so erhält 
man nach und nach:
F'fa?) =A&) y'(^) +f'(x) 9>(^),

=/(a) y"(^) +/'(^) y'(^)
+f M +/"’(&) y(x)

=A&) 9>"(^) 4- 2/V') SP'(^) 4-/"(^)
Z’"(^)=/(a:)y"'(^) 4- 2/'(zr) </>"(.*•)  4-/"(^) y'U')

4-/’(^) y'V) 4- 2/”(a) </>‘(x) 4-/"(^)y(^) 
=/(^)<P'"(^) 4- 3/'(^)y"(^)4-3/"(^)$p'(^) 4-/"'(^)5P(^)>

u. s. w.
Ucberlegt man nun, dass

x -f- i = x 4- i,
(x-ł-i)2 = x2 -f- xi

4- xi 4- i2
= x2 4- 2xi 4- i2,

(.2'4- »)’ = x2 4~ 2x2i 4- xi2
4- x2i 4- 2xi2 4-»’

= x2 4- 3,r2/ 4- 'Axi2 4- i2,
u. s. w.

ist; so wird man sich sogleich überzeugen, dass die numerischen 
Cocl'licicnten der einzelnen Glieder der Entwickelungen der deri- 
virten Functionen der Function F(x) nach und nach ganz eben so 
entstehen, wie die numerischen Coefficienten der einzelnen Glieder 
der Entwickelungen der Potenzen von x-^-i. Daher sind die nu
merischen C'oeflicicnten der einzelnen Glieder der Entwickelung von 

einerlei mit den numerischen Coefficienten der einzelnen 
Glieder der Entwickelung von (x-f-i)x, und es ist also nach dem 
Obigen und nach §. 13. offenbar

J^(x)(x) =A^)ylx)(^)-l- 5P(z_,)(.-r)

4-47T]/V)9>(Z-2)^)

u. s. w.
x(x— l)(x—2)...2.1 .. , .

4- -- ----- T^7x---------AX)(^)V(^)-

§■ 15-
Wenn man in der ans §. 12 bekannten Gleichung

/(^4-z)=/\x) + — 14- «’4- ■. • 4- 777,y
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fur œ und i respective a und a>—a setzt; so wird dieselbe

+V/-« + TtF/1»)+•"+

Ist nun unter der Voraussetzung, dass ist,
f(a) = 0, /'(«) = 0, /"(«) = 0,.../(«"-!)(«) = 0;

so ist

und folglich die Function y(a?) offenbar durch (/<■—a)m ohne Rest 
theilbar.

Wenn umgekehrt die ganze rationale algebraische Function 
des zzten Grades /"(a:) durch (zr—a)"‘ ohne Rest theilbar ist; so ist 

f(x) = (ar—«)'" </(/<.’),
wo y>(a:) eine ganze rationale algebraische Function von a; be
zeichnet; und nach §. 14., §. 2. und §. 10 ist folglich, wenn nur 
x nicht grösser als m ist,

= (ar—«)'"

+ -y-. m(a~—a)'"—1 gp(x—O(.Z’)

+ • ®4OT—1)0^—a)m~2 g>x~2(ar)

4- —l)(m—2)(ir—3 m(z—3)(zz-)
u. s. w.

x(z—l)(x—2)..2.1 . -.. \ v x4-----------£----- *------- - . J»(zn-l)...(zw-x-ł-l)(zr-<z)m—zÿ(zr).

*) Weil, wenn an der Coefficient des höchsten Gliedes der ganzen ratio
nalen algebraischen Function f(x) des zzten Grades ist, welcher also 
nicht verschwindet, bekanntlich jf(")(a:) = 1.2.3...nan, und folglich 
auch fi”)(a)= 1.2.3...nan ist; so ist nie /■(»)(«) = 0.

Hieraus sicht man, dass die Entwickelungen der derivirten 
Functionen

in allen ihren Gliedern die Grösse a:—a als Factor enthalten, wor
aus sich unmittelbar ergiebt, dass diese derivirten Functionen, so 
wie die Function f(a:} selbst, für x'=.a sämintlich verschwinden, 
oder dass

/(«) = 0, f(a} = 0, /"(«) = 0, .. ./("-»(«) = 0 
ist.

Aus dem Bisherigen ergiebt sich also der folgende Satz:
Wenn, unter der Voraussetzung, dass zzz-<« ist,

/(®) = 0, f(a) = 0, f'(a) = 0, ... /<"‘-O(«) = 0
ist; so ist die Function /"(a?) jederzeit durch ohne
Rest theilbar, und umgekehrt.

Aus diesem Satze ergiebt sich ferner unmittelbar, dass, wenn 
y(a?) durch keine höhere Potenz von a:—a als (a:—«)"■ 
theilbar ist, nur
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1 ...71

1.2.3

1.2.3 .n

Fi

’) Mehrere dieser Grössen können gleiche Werthe, also auch mehrere den 
grössten absoluten Werth haben.

1 .2 "1.2.3

Nehmen wir nun, was offenbar verstattet ist, z’, kleiner als die 
Einheit; so ist

1 ...71

f\a) — 0, /'(«) = 0, /"(«) = 0, ... /Í—« («) = 0, 
nicht an ch = 0 ist.

§. 16.
Lehrsatz, Wenn die veränderliche Grösse æ, von 

welcher die ganze rationale algebraische Function des 
zzten Grades f[x) mit lauter reellen Coefficienten ah- 
hängt, sich von a bis b stetig verändert; so verändert 
sich die Function von f(a) bis f(b) stetig.

Beweis. Dass jede ganze rationale algebraische Function für 
jeden endlichen völlig bestimmten reellen Wirth ihrer veränderlichen 
Grösse einen endlichen völlig bestimmten reellen Werth erhält, ist 
für sich klar.

Nach der Formel §. 12. II. ist allgemein

-I- z) =f(zr) H-----J— z H- -j-£
und

/'(.t) . f" x)  
— ‘ + T2* ’-+

ist folglich die Veränderung, welche y(^r) erleidet, wenn sc sich 
um i ändert. Bezeichnen wir nun den absoluten Werth derjenigen 
unter den Grössen

/U) /”(■*)  
1 ’ 1.2’ 1.2.3’ ’ ‘ ’ 1...ZZ ’

welche den grössten absoluten Werth haben1), dnrcb F, und den 
absoluten Werth von z durch z,; so ist der absolute Werth von

. f'(x) f"(x) fW(x] .-y2 z 4- - z3-ł-.-. + . z«

nicht grösser als
F(z, -|- z,

d. i. nicht grösser als

I7z,(l—z 
r 1— i

und folglich der absolnte Werth von *
 

Fz, kleiner als ■;—-, 1—z,
Bezeichnet jetzt fi eine beliebige positive Grösse, so ist die 

Bedingung
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jederzeit erfüllt, wenn die Bedingung

Vix <<u (!-»,)
erfüllt ist, und diese Bedingung ist jederzeit erfüllt, wenn die Be
dingung

+ oder i,

erfüllt ist. Nimmt man also

**
und folglich, wie es nach dem Obigen erforderlich ist, auch »,-<^1; 
so ist

Fr.

und nach dem Obigen folglich der nbsolute Werth von

kleiner nls ju, Da man nun die Grösse ju beliebig klein annelimen 
kann, so sieht man, dass die Grösse 

1.2.3I 1 “T" 1 ‘> ł l...n
der Null beliebig nahe gebracht werden kann, wenn man nur i nahe 
genug bei Null annimmt, und der Null unendlich nahe kommende 
Veränderungen der veränderlichen Grösse x führen also offenbar 
der Null unendlich nulie kommende Veränderungen der Function 
fix) herbei.

Weil nun jedem endlichen völlig bestimmten reellen Wert he 
der veräoderlirhen Grösse x ein endlicher völlig bestimmter Werth 
der Function f(x) entspricht; weil ferner der Null uoendlicli uahe 
kommenden Veränderungen der veränderlichen Grösse x der Null un
endlich nahe kommende Veränderungen der Function f(x) entspre
chen; weil endlich f(a) und f(b) die Wcrtlie sind, welche die Func
tion f(x) für x=a und x=J> erhält; so ist klar, dnss die Function 
f(x) sich von f[a) bis f\b) stetig verändert, wenn die veränderliche 
Grösse x sich von a bis b stetig verändert, wie bewiesen werden sollte.

§. 17.

Erster Zusatz. Die ganze rationale algebraische 
F u u c t i o n

f(x) = + + a^x"1 -\-a ,x3 -Ą-.. .-ł- a„xn
mit lauter reellen Coefficienten nähert sich der Grösse 
ao als ihrer Gränze, wenn x sich der Null nähert, und 
kann dieser Gränze beliebig nabe gebracht werden, 
wenn man nur x nahe genug bei Null anniinmt.

Da die ganze rationale algebraische Function f(x) für zr=O 
den Werth aa erhält, und sich nach dem vorigen Lehrsätze von ao 
an stetig verändert, wenn man sich x von Null nn stetig verän
dern lässt; so erhellet die Richtigkeit des Satzes mit völliger 
Deutlichkeit.
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§. 18.

Zweiter Zmatz. Für x lassen sieb immer der Null so 
nabe kommende Wert he nngeben, dnes das Vorzeichen 
der ganzen rationalen algebraischen Function

f(x} = aoxm-ł- alxm+l-t~ a,xm+2-i- ... H a„xm+n
mit lauter reel 1 en Cocff i ci en te n, wo <r„ nicht verschwin
den soll, mit dem Vorzeichen ihres ersten Gliedes a„xm 
einerlei ist.

Es ist
y(zr) = zr"‘ (<zo4- <z,zr 4- a,x'1 -1- zz,zr’ 4- ... 4- er,,xn).
Nähert sich nun zr stetig der Null, so nähert die Function

a„ 4- a3x 4- cz,zr2 4- a3x3 4- ... -1- anxn
sich nach dein vorigen Zusatze stetig der Grösse a„ als ihrer 
Gränze, und kann derselben beliebig nahe gebracht werden, wenn 
man nur x nabe genug bei Null anuiniint, wird also für der Null 
sehr nahe kommende Werthe von x offenbar mit ao gleiches Vor
zeichen haben, woraus sich unmittelbar ergiebt, dass die Function 

f(x) = x"' (a„ 4- a\x 4- a^x- 4- a3x3 4- ... + anxn)
für der Null sehr nahe kommende Werthe von x mit aaxm glei
ches Vorzeichen bat, wie behauptet wurde.

§. 19.

Dritter Zuaah. Für x lassen sich immer, absolut ge
nommen, so grosse Werthe angeben, dass das Vorzei
chen der ganzen rationalen algebraischen Function

f(x) = aoxn -1- ßjzr"-1 4- aríxn~'í 4- ... 4- x + an 
mit lauter reellen Co effic i en te n mit dem Vorzeichen 
ihres höchsten Gliedes aoxn einerlei ist.

Es ist
-z i f . a i . . Oen—1 . (In -,/(zr) _ («o 4- - 4- -, 4- ... + — 4- —) zr",

oder, wenn der Kürze wegen — = 5 gesetzt wird,

f(x) = (ff o 4- a i g 4- «ïS1 4- -.. 4- 4- zrn.
Für der Null unendlich nahe kommende Werthe vou $ hat nach 

dem vorigen Zusatze die Grösse
«o 4- 015 4“ a£i 4- • • • + »Jl-lif"-1 4- 

mit aa, also die Grösse
f(x) = («o 4- «iS 4- «*5*  4- •. • 4- ««-iS”-14- «„5”) xn

mit aoxn gleiches Vorzeichen, woraus die Richtigkeit des zu be
weisenden Satzes unmittelbar erhellet, weil der Null uneu nabe 
kommeuden Wertlien von £ offenbar, ohne Rücksicht auf die Vor
zeichen, unendlich grosse Werthe vou x =; y entsprechen.

6
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§. 20.
Es sei jetzt

y(zr) = A (zr—o)m (zr—ä)p (zr—c)v (zr—d)r....,

wo A eine beliebige constante Grösse bezeichnet, und die Grössen 
a, l>, c, el, .... säinmtlicb unter einander ungleich sein sollen.

Durch Entwickelung der ersten derivirten Function dieser 
Function findet man leicht

m___p_ y r______ , 
f (zr) zr—a x—b x—c ' x—d ...........

 m (x-b)(x-c)(x-d).. .-t-p(x-a)(x-c)(x-d)---- (x-a)(x-b) (x-d)..
(zr-o) (x-b) (x-c) (x-d)....

oder, wenn man Zähler und Nenner des Bruchs auf der rechten 
Seite des Gleichheitszeichens der Kürze wegen respective durch 
/'(zr) und ^(zr) bezeichnet,

f <zr)  F(x)
/(■?) FAX)'

Sei nun y>(x) der grösste gemeinschaftliche (algebraische) 
Divisor von f(x) und y(zr); so sind, wenn wir

,f(zr) . /(zr) ,
—;—7-=cplzr), —= cp.lzr V'(zr) ’ ’A(zr) ’

setzen, y(zr) und <f,(zr) zwei ganze rationale algebraische Functio
nen von zr, die für keinen Werth von zr zugleich verschwinden, 
weil, wenn dies der Fall wäre, offenbar ip(a?) nicht der grösste 
gemeinschaftliche Divisor von /"(zr) und f(x) sein würde.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich
Z(^)  Fix)  V (x) 
f(x) Ft(x) yjzry

Weil jF’1(zz) = O und nach der Voraussetzung, wie sogleich in die 
Augen fallen wird, nicht F(n) = 0 ist; so muss wegen der vor
hergehenden Gleichung offenbar <jp1(a) = O sein, woraus sich, weil 
<p(zr) und yi,(zr) für keinen Werth von zr zugleich verschwinden, 
ferner ergiebt, dass nicht = 0 ist.

Weil y,(<it) = O ist, so geht zr — ar in y>,(zr) auf, und 

ist folglich eine gauze rationale algebraische Function. Nach dem 
Obigen ist nun

____ F(x)_______ q(x)
Ft(x) : (x — er) y ,(zr) : (zr — »)’

d. i., wenn wir
(zr — 6) (zr — c) (zr — «/)....= /\(zr)

setzen,
F(x)   y(zr)
ra(zr) Va(zr)’
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Weil weder </>(«) = 0, noch ^(o) = 0 ist, so ergiebt sich aus 
dieser Gleichung, dass auch gt>3(«) nicht verschwindet.

Nimmt inan nun alles Vorhergehende zusammen, so ist klar, 
dass a eine Wurzel der Gleichung <jp,(zr) = O ist. dass aber diese 
Gleichung die in Rede stehende Wurzel nur ein Mal enthält, und 
auf ganz ähnliche Art überzeugt man sich, dass auch jede der 
Grössen b, c, d, . . . . eine Wurzel der Gleichung y>I(zr) = 0 ist, 
dass aber diese Gleichung jede der in Rede stehenden. Wurzeln nur 
ein Mal enthält.

Zeigen lässt sich nun auch noch ohne Schwierigkeit, dass die 
Gleichung gt>1(zr) = O äusser a, b, c, d, .... gar keine Wurzel 
weiter bat. Wäre nämlich g eine nicht unter a, b, c, d, ... . 
vorkommende Wurzel der Gleichung çp,(zr) = O, und folglich

so müsste, weil nach dem Obigen

ist, offenbar auch

SPiteO = '/(■?•) ■ F,(x}

spter) • *\te)  =
und folglich entweder <p(g) = 0 oder = 0 sein. Beides ist 
aber nicht möglich, weil die Functionen <f>(x) und für kei
nen Werth von x zugleich verschwinden, und

*\te) = (ér — «) te — Ä) ter — c) te — '0 • • • •
offenbar nicht verschwindet, weil die Grösse g unter den Grössen 
«r, 4, c, r/, .... nicht vorkommt.

Man siebt also, dass jede der Grössen a, b, c, d, . . . . eine 
Wurzel der Gleichung

<j>, (zr) ==: 0

ist, dass aber diese Gleiclinng jede der in Rede stehenden Wurzelu 
nur ein Mal enthält, und äusser denselben gar keine Wurzel hat.

Die Function 5p,(zr) ist der Quotient, welchen mau erhält, 
wenn man f(x) durch den grössten gemeinschaftichen Divisor von 
f(x) und fix) dividirt, und man kann also nach dem Obigen aus 
jeder gegebenen Gleichung

f(x) = 0

immer leicht eine Gleichung ableiten, welche alle ungleichen Wur
zeln dieser Gleichung nur ein Mal, und äusser denselben gar keine 
andere Wurzel weiter enthält.

Durch Auflösung der Gleichung <jpI(zr) = O erhält man alle un
gleichen Wurzeln der Gleichung f(x) = 0, und wird nun auch in 
allen Fällen durch mehrmalige successive Division mit x — a, 
&— b, x — c, x — d, .... in die Function f(x) bestimmen kön
nen, wie oft die Gleichung f(x) = 0 jede dieser Wurzeln enthält.

Hiernach kann man bei der Auflösung der Gleichungen immer 
von der Voraussetzung ausgeben, dass alle Wurzeln der gegebenen 
Gleichung unter einander ungleich sind.
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B.
Von dem Excess

Für gebrochene rationale

der gebrochenen rationalen algebrai
schen Functionen.

7 I?en Ausdruck excès gebraucht Herr Moigno nach Sturm und Liou- 
ville. Cauchy nennt dieselbe Grösse indice intégral.

3

§. 21.
Wenn die gebrochene rationale algebraische 
gofzr) und y,(zr) ganze rationale algebraische

für die Gränzen a und b.
zwischen den Gränzen b die

7’ i (&)—;—r, indem dieselbe
'/(■d

Erklärung.
</,(&)Function , ,, wo 
y-Gr) . .

Functionen sind, indem die veränderliche Grösse zr sich von a bis 
b stetig verändert, n Mal unendlich wird und dabei von dem Ne
gativen zum Positiven übergeht, und ausserdem n! Mal unendlich 
wird und dabei von dem Positiven zum Negativen übergeht; so 
heisst die Differenz n—welche wir durch E bezeichnen, also 
■n — »>'■=■£ setzen wollen, <ier Excess ') der gebrochenen ratio
nalen algebraischen Function '/

Wenn n' = 0 ist, d. 11. wenn
gebrochene rationale algebraische Function
unendlich wird und ihr Zeichen ändert, immer vom Negativen zum 
Positiven übergeht, so ist E-=.n. Wenn « = 0 ist, d. h. wenn 
zwischen den Gräuzeti a, b die gebrochene rationale algebraische 
Function , indem dieselbe
ändert, immer vom Positiven

unendlich wird und ihr Zeichen 
zum Negativen übergeht, so ist 

algebraische Functionen, welche 
zwischen zwei bestimmten Gräuzeu niemals unendlich werden, ist 
der diesen' Gränzen entsprechende Excess Null. Für eine ge
brochene rationale algebraische Fnnction, welche niemals unendlich 
wird, also z. B. für jede gebrochene rationale algebraische Function, 
deren Zähler durch ihren Nenner ohne Best theilbar, uud die also 
eigentlich eine ganze rationale algebraische Functiou ist, ver
schwindet der Excess für jede zwei ganz beliebige Gränzen.

§• 22.
Lehrsatz. Für zwei absolut gleiche, dem Zeichen 

nach aber entgegengesetzte gebrochene rationale alge
braische Fu nctionen und — sind die, gleichen 
Gränzen entsprechenden Excesse jederzeit absolut 
gleich, dem Zeichen nach aber entgegengesetzt, oder 
die Summe dieser beiden Excesse ist gleich Null.

Beweis. Wir wollen annchmen, dass zwischen zwei gewis- 
■v ■ y i (*̂ ')  ■ •sen Gränzen die Function —indem dieselbe unendlich wird, • y U’J
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Positiven und zz' Mal vom Positiven 
geht zwischen denselben Gränzen die 
unendlich wird, offenbar n Mal vom 
n’ Mal vom Negativen zum Positiven

n Mal vom Negativen zu in
zum Negativen übergebe; so 

(r, (.t) ,
Function------- -,—-, indem sie
Positiven zum Negativen und
über, und nach §.21. ist folglich zz—n der Exccss der ersten, n'—n 
der Excess der zweiten Function. Weil nun n'—n =— (zz— zz*),  
oder (z> — zz')-4-(zz'— n) - - 0 ist, so erhellet die Dichtigkeit des 
zu beweisenden Satzes.

§• 23.
Lehrsatz. Wenn E und E' die Excesse der beiden ge

brochenen rationalen a 1 geb rai sc h e n Functionen
” ?(•*)

und ——4, deren zweite das ilccinroke der ersten ist, für 

die Gramen a, b sind; so ist immer
Ä'-J-0, oder E-\- E' = -}- 1, oder E-1- E' =—1,

jenach de in die beiden Gränzwerthe —7~r, ’fty der Func- 
J '/(«) y(/z)
t i o n —; gleiche Vorzeichen haben, oder der erste d i e-7(æ) s
ser beiden Gränzwerthe negativ und der zweite posi
tiv, oder der erste dieser Gränzwerthe positiv und der 
zweite negativ ist.

Beweis. Wir wollen annehmen, dass zwischen den Gränzen 
a, b die Function indem sie unendlich wird, n Mal vom Ne-

.gativen zum Positiven und zz' Mal vom Positiven zum Negativen, 
. tf ix ) . •dagegen die Function ’&y indem sie unendlich wird, zz, Mal vom 

Negativen zum Positiven und zz,' Mal vom Positiven zum Negativen 
übergehe; so ist, wenn wir die den Gränzen a, b entsprechenden 
Excesse unserer beiden Functionen durch E und E' bezeichnen,

E— n — zz', E' = zz, — zz,'.
Beide Fnutionen, welche für gleiche Werllie von x offenbar immer 
gleiche Vorzeichen haben, können ihre Zeichen nur dann ändern, 
wenn sie entweder unendlich werden oder verschwinden. Da nun 
die erste Function offenbar immer dann verschwindet, wenn die 
zweite unendlich wird, so ist klar, dass zwischen den Gränzen a, b 
die Function — -z—r, indem sic verschwindet, n. Mal vorn Negativen 

yU') , . . .
zum Positiven und zz, Mal vom Positiven znm Negativen übergeht.
Geht aber die Function —zwischen den Gränzen a, b vom Ne- 
gativen zum Positiven überhaupt (1 Mal, vom Positiven zum Negati
ven überhaupt Mal über, so ist nach dem Vorhergehenden 
offenbar 

und folglich
/z — fi' = (n — zz') -F- (zz, — zz,'),
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<1. i. nach dem Obigen

E-\- E' = fi — fi'.
Baben nnn die beiden Gränzwerthe

«M«) „„,1

der Function gleiche Vorzeichen, so geht dieselbe zwischen 
den Gränzen a, b offenbar eben so oft vom Negativen zum Positi
ven wie vom Positiven zum Negativen über, wie augenblicklich 
nus der blossen Anschauung einer Reihe von der Form

erhellet, nnd cs ist folglich

Wenn der erste der beiden

y(«)

[i = [i', also

Gränzwerthe

nach dem Obigen

der Function negativ, der zweite positiv 
Function zwischen den Gränzen <t. b offenbar

ist, so geht diese 
ein Mal öfter vom

Negativen zum Positiven als vom Positiven zum Negativen über, 
wie augenblicklich aus der blossen Anschauung einer Reihe von 
der Form

— H--------- 1--------- 1--------- 1--------- F- 
erhellet, und cs ist folglich [i = [j,' + 1, also nach dem Obigen 
E+E' = + \.

Wenn endlich der erste der beiden Gränzwerthe
TiC«) 
y(«) und '/i W 

y.(0)
der Function positiv, der zweite negativ ist, so geht diese
Function zwischen den Gränzen a, b offenbar ein Mal öfter vom
Positiven zum Negativen als vorn Negativen zum Positiven über, 
wie augenblicklich aus der blossen Anschauung ciuer Reihe von 
der Form

4--------- 1--------- 1--------- 1--------- 1------

erhellet, und es ist folglich — 1, also nach dem Obigen
E+E’ = — 1.

Hierdurch ist nun unser Satz vollständig bewiesen.

§. 24.
Wenn zwei Grössen A, B gleiche Vorzeichen haben, so sagt 

man, dass ihre Vorzeichen eine Folge bilden; wenn dagegen zwei 
Grössen A, B ungleiche Vorzeichen haben, so sagt man, dass ihre 
Vorzeichen einen Wechsel bilden. Dies vorausgesetzt, kann man 
nun den vorhergehenden wichtigen Lehrsatz auch auf folgende Art 
ausdrücken:

Wenn E und E' die Excesse der beiden gebrochenen
• . -, . W T (.t) V'(^)rationalen algebraischen Functionen —z—t- und , de-

6 7U)
3°
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ren zweite <las Reciproké der ersten ist, für die Grän
zen ff, b sind; so ist immer

E-\ E' = 0, oder E-j- E’ = -t-l, oder E-\- E' =—— 1, 
wenn respective die Vorzeichen von <p(ff), y>,(o) und 
y( ä ), SP i ( ) zugleich eine Folge oder zugleich einen 
Wechsel bilden; wenn die Vorzeichen von </>(ff). <jPi(«) 
einen Wechsel, di e V o rzci ehe n von <p(6), <jPi(Ą) eine Folge 
bilden; wenn die Vorzeichen von çp(ff), SPi(ff) eine Folge, 
die Vorzeichen von <p(b), SPt(4) einen W'echsel bilden.

25.
Wenn der Kenner <jp|.z-) der ganzen rationalen algebraischen 

Function —r~r von einem niedrigem oder eben so hoben Grade als 
der Zähler ist; so kann man mit dem Nenner in den Zähler dividi- 
icn. und wird, wenn inan den Quotienten durch Q, den Rest durch 

bezeichnet, eine Gleichung von der Form
ViG« )

wo uun der Bruch auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
eine echte gebrochene rationale algebraische Function ist, erhalten.

Die Functionen —,—r und , werden zugleich unendlich, undy(.z) y(.r) . ° .
für den Werthen von .-r, lür welche die beiden in Rede stehen
den Functionen unendlich werden, benachbarte Wcrthe von x ist 
oiïenbar der absolute Werth der Function grösser als der ab
solute Werth der ganzen rationalen algebraischen Function Q, 
welche immer einen endlichen Werth hat, so dass also für die in 
Rede stehenden VVertlie von æ die Functionen * z v und Ą—t offen- </(?) y(.r)
bar gleiche Vorzeichen haben, weil das Zeichen der Grösse 

Q + bloss durch bestimmt wird. Nimmt man alles dieses 
zusammen, so erhellet mit völliger Deutlichkeit, dass für dieselben 

Gräuzen die Excessc der Functionen und einander gleich 
sind, und der Excess der erstem Function also immer durch die 
Berechnung des Excesses der letztem gefunden werden kann.

Hierdurch sind wir berechtigt, im Folgenden die 
Regeln für die Berechnung des Excesses der gebroche
nen rationalen algebraischen Functionen zwischen ge
gebenen Gränzen auf echte gebrochene rationale alge
braische Functionen, deren Zähler von einem niedri
gem Grade als ihre Nenner sind, einzuschränken.

§• 26.

Wir wollen daher jetzt aunehmen, dass eine echte, folglich
v(^) ■ . V .
- eine unechte gebrochene rationale algebraische Function sei, 
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und wollen wie oben die den Gräuzeu a, b entsprechenden Excesse 
dieser beiden Functionen durch E und E' bezeichnen; so ist

E+E’ = t,
wo t eine nach den in den vorhergehenden Paragraphen gegebenen 
Regeln immer mit völliger Sicherheit bestimmbare Grösse isl. l)i- 
vidiren wir nun mit in g>(&) hinein, bezeichnen den Quotien
ten durch Q nnd den mit entgegengcsetzein Vorzeichen genomme
nen Rest durch jp2(zr), so ist

VU) „ 'fjx)

Der Excess von

uacb §. 22. der
Weil nun

—; für die Gränzen a, b sei E. : so ist —E, 
7 A-i)
Excess von —für- dieselben Gränzen.

Vi(^)

y(^)__ ö 
"t" ViU)

ist; so ist nach dem vorhergehenden Paragraphen E'=.— Et, und 
folglich nach dem Obigen

t
j r f . r- r- j- i' y-iM Vï(^) • joder ïi = £.,-4-s, wo £-,£■, die Excesse von —t~r, —sind,1 1 . '/U) 'h(x)

und t eine nach den aus dem Obigen bekannten Regeln jederzeit 
mit völliger Sicherheit bestimmbare Grösse ist.

27.

y(^)  y-U)
</iGr) yiU)’

Nach Vorausschickung dieser Principien lassen sich nun die 
Regeln zur Bestimmung des zwei gegebenen Gränzen a, b entspre
chenden Excesses der echten gebrochenen rationalen algebraischen 

o 1 ) • • •Function ohne Schwierigkeit entwickeln.
Man dividire mit <p,(zr) in y(ji'), und bezeichne den Quotienten 

durch Q, den mit entgegengesetztem Vorzeichen genommenen Rest 
dnreh <p2(zr), so ist

Ferner dividire man mit y2(zr) in y>,(zr), uud bezeichne den 
Quotienten durch Q, , den mit entgegengesetztem Vorzeichen ge
nommenen Rest durch <p,(zr), so ist

yiW _ n __ ’f'Ax)
y=(^) y=(-c)

Auf ähnliche Art dividire man mit in y>2(zr), und be
zeichne den Quotienten durch Q2, den mit entgegengesetztem Vor
zeichen genommenen Rest durch so ist

__ n _
VjU)___________y3(^)’

Geht man auf diese Art weiter, so wird man immer endlich 
auf einen verschwindenden Rest kommen, und jederzeit eine Reihe 
Gleichungen von der Form
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'/(■') _ 0 _ yj£) 
y i (a:) 9>iGr)’
yiGr) __  q _  y3(-f)
y2(^) V* V3(^)’

y2(aQ__ o _
VaC-Z') Vx <f3(^y

u. s. w.
y„_a(a-)  y»Gr)
<fn—1(.t) in~2 tfn—i(x)'

y«-lC-r)__V„C.r) — «»-i?

wo fin—i eine ganze rationale algebraische Function von x ist, 
erhalten.

Bezeichnen wir jetzt die den Gränzen a, b entsprechenden 
Excesse der Functionen 1

yi(-r) y2(x) y3(j~) y^) y^-lGr)
ç WJ 7 i(^) ’ y2(^) ’ ’ ‘ ’ y»-i(a:) ’ y«(-T)

respective durch
E, E„ E„ E„ .... En-i, E„;

so ist nach §. 26. und §. 23.
E—Ey -4— t, E, -j— c ,, E,^^E3 —l-c2,... En—2—Erl—i—|— —2,

En——Eh -f- —15
wo e, f,, t2, t3, ... í„—i gewisse mittelst der aus dem Vorhergehen
den bekannten Regeln mit völliger Sicherheit bestimmbare Grössen 
sind. Durch Addition der vorhergehenden Gleichungen erhält man 
aber, wenn man aufhebt was sich auflieben lässt, und überlegt, dass 
nach §. 21., weil

V>n-l(x) __  f
tfn(x) t

eine ganze rationale algebraische Function ist, £„=0 sein muss, 
sogleich die Gleichung

J i,
und sieht also, dass zur Berechnung des Excesscs E nur eine völ
lig sichere und möglichst einfache Regel zur Bestimmung der 
Grössen e, t3, t3, ... c,t_t erforderlich ist, die wir nun zu ge
hen versuchen wollen.

Zu dem Ende schreiben wir die Werthc, welche die Functionen

spiO»), sp3(æ-)>••• s^C* -)
für zr=a und für x=b erhalten, in zwei Zeilen, wie folgt unter 
einander:

(1) ....y(«), y,(«), <f2(a), y3(o), ....
(2) .... y(Ä), y,(/,), y2(Ä), yj/,), .... y„(6).

Betrachten wir nun zuvörderst irgend eine der Grössen e, el,tI,t3, 
...tn z, die wir im Allgemeinen durch bezeichnen wollen, so 
ist nach dem Obigen

Em Em+^ —f— ,
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wo Em und E,u+i die Excesse der Fouctioneu

yzzi-n (ar) . y»>+2 (a)
UD </m+i(æ)

für die Gränzen a, b sind. Weil aber
__  .. _  ifm+Z (aj 

çzzî4-i (a-*) __________ y-zzz-i-i (a?)
ist, so ist nach §.25. der Exccss von ■— /”l~l~g(ar) d. j — £„.4., 

’ y zzz+i (ar)
nach §. 22., dem Exccsse von gleich. Bezeichnen wir also
den Excess der letztem Function durch E',„, so ist — E,a+\ =E',H 
oder £„,4-!= — E'm, und folglich nach dem Obigen

Em — E m —f— fzz*  oder Em —1— E m — í/rt.
Also ist nach §. 24.

i,z,=O, oder fM=-|-l, oder tm = — 1,
wenn respective die Vorzeichen von und rj>m(b),
SPzzn-i(^) zugleich einen Wechsel oder zugleich eine Folge bilden; 
wenn die Vorzeichen von yz«+i(«) einen Wechsel, die Vor
zeichen von yzzi(Z'). <p„,-i-i(ó) eine Folge bilden; wenn die Vorzeichen 
von iPzzz(«), 5Pzzi4-i(«) eine Folge, die Vorzeichen von g>m(b), <pm+.i(4) 
einen Wechsel bilden.

Ganz dasselbe lässt sich auf folgende Art auch von (1er Grösse 
i beweisen. Nach dein Obigen ist

E„—i ~ — E„ —|- tH—i oder E„—i -1- E„ ~ t„— i, 
wo E„—i und E,t die Exccsse der Functionen

'/zz(a) , y zz-i(ar)
y»—t(ar) y «(•£•)

sind. Also ist nach §. 24.
tn—1=0, oder r„_i = -|-l, oder e„—i = — 1,

wenn respective die Vorzeichen von y,,—x(»), 5pzl(«) und y„_i(4), 
y>„(b) zugleich einen Wechsel oder zugleich eine Folge bilden; 
W'eun die Vorzeichen von <p„—i(«) , <p,i(<z) einen Wechsel, die Vor
zeichen von y„_i(4), y«(4) eine Folge bilden; wenn die Vorzeichen 
von (pn-ifa), eine Folge , die Vorzeichen von y>„_i(4), <p„(4) 
einen Wechsel bilden ; welches Alles ganz mit dem Obigen iiber- 
einsti nun t.

Seien nun w und f die Anzahl der Wechsel und der Folgen 
in der Reihe (1), m' und f die Anzahl der Wechsel und der Fol
gen in der Reihe (2). Die Anzahl der Fälle, wo einem Wechsel in 
der Reihe (1) eine Folge in der Reihe (2) entspricht, sei x; die 
Anzahl der Fälle, wo einer Folge in der Reihe (1) ein Wechsel in 
der Reihe (2) entspricht, sei x'; die Anzahl der Fälle, wo einem 
Wechsel in der Reibe (1) ein Wechsel in der Reibe (2) entspricht, 
sei x" ; die Anzahl der Fälle, wo einer Folge in der Reihe (1) eine 
Folge in der Reihe (2) entspricht, sei x" ; so ist nach dein Vorher
gehenden offenbar

t H- t, -+- e2 H— s, -f-.... H— t/i—i == x — x,
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also E = x—x. Ferner ist aber, wie sogleich erhellet,

w = x -J- x", /■= x’ 4- x'"
und

W = x' 4- x", f = x 4- x'";
also

w—w' = x---x', f----f=-X---X
Daher ist

E = w—w =-f—f,
und zur Berechnung des Exccsscs einer echten gebrochenen ratio
nalen algebraischen Function ergiebt sich also die folgende Regel:

Man bilde, wenn die gegebene echte gebro-’ 'f(x) 00 0
ebene rationale algebraische Function ist, nach der 
oben gegebenen Anweisung die beiden Reihen

SPi(«), Vai«), 5P3(«), •••• 5P«(")î
V1(ó), y3(/J, ....

und zähle in jeder dieser beiden Reihen die vorkommen- 
den Wechsel tv, w und Folgen/',/7' ; dann ist, wenn der 
gesuchte, den Gränzen a, b entsprechende Excess der 
gegebeueu Fuuction wie gewöhnlich durch E bezeichnet 
wird,

E = w-—w -=f—f.
Weil nach dem Obigen

y(^) __ n , - y 2(^1
'/■(#) ViGc) ’
y.(^) _ 0 . — y3(^) 
y2(^) 1 y2U)
y2(^) « . ~~ y-J^) 
yaO) ~ y3(*)  ’

<pá&)__ n , — yt(^)
y,(ar) 3 ’

u. s. w.
ist; so sieht mau, dass die Grössen

y,(zr), y2(zr), y3(zr), .... g>n(x-),
welche im Folgenden überhaupt Divisoren °) genannt werden sol
len, erhalten werden, wenn inan auf die beiden Functionen <p(x) 
und gjjÇx) die bekannte Methode zur Anflindung des grössten ge
meinschaftlichen Tbeilers zweier ganzen rationalen algebraischen 
Functionen anwendet, jedoch mit dem Unterschiede, dass man in 
den vorhergehenden Divisor nie mit dein zuletzt übrig gebliebenen 
Reste selbst, sondern vielmehr mit dem Entgegengesetzten dieses 
Restes dividirt, und hierauf alle bei dieser Operation gebrauchten 
Divisoren vom ersten bis znm letzten in natürlicher Folge in einer 
Reihe neben einander schreibt, wodurch man unmittelbar die ge
suchten Grössen erhält.

°) Herr Moigno nennt diese Grössen, mit Ausnahme der ersten, Reste; 
uns scheint die obige Benennung sachgemässer.
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Bei der Ausführung dieser Rechnung kanu man, um numerische 

Brüche iu den Quotienten zu vermeiden und sich dadurch die Rech
nung zu erleichtern, die Dividenden mit zweckmässig gewählten 
positiven Zahlen multipliciren, weil dadurch die Vorzeichen der 
Reste, und also auch die Vorzeichen der auf einander folgenden 
Divisoren, auf die es hier allein ankommt, keine Aendening erleiden.

28.
Bis jetzt haben wir stillschweigend angenommen, dass kein 

Glied der beiden Reihen (1) und (2) verschwinde, und müssen daher 
jetzt noch zeigen, wie man sich zu verhalten hat, wenn dies nicht 
der Fall ist, wobei wir jedoch voraussetzen wollen, dass keine der 
beiden Gränzen «, L selbst eine Wurzel der Gleichung y(zr) = 0, 
und also weder 0, noch y(i) =: 0 ist.

Unter dieser Voraussetzung können nie zwei benachbarte Glie
der der Reiben (1) und (2) zugleich verschwinden, wie auf folgende 
Art leicht gezeigt werden kann. Wäre nämlich z. B. ym(zz) = t) 
und auch yM-i-i (a) = 0, so würden wegen der Gleichungen

y(.r) = ÖSP,(ä-) — y>2(.'ť),

11. s. w.
y,„_t(zr) = C,n-1 SP,„(zr) — ym+i(zr),

---  Qm

U. S. W.
= Qzí-aíPn—2(a-) — y,, i(zr),

9>n-z(-^) = Qn-Z 9>n-l(&) — ÍPn(^)
offenbar die Grössen

</’(")> y,(®), y2(zz) ya(«), ... y„(«) 
sämmtlicli verschwinden, welches ungereimt ist, weil nach der Vor
aussetzung y(rz) nicht verschwindet.

Wenn also ein Glied, z. B. verschwindet, so verschwin
det keins der beiden Glieder und und diese bei
den Glieder haben, weil wegen der Gleichung

ÇPwi—  Qm—1
offenbar <pm—i(«) = —ist, jederzeit entgegengesetzte Vor
zeichen, welches Alles für jede der beiden Reihen (1) und (2) gilt, 
wenn nur, wie immer angenommen wird, keine der beiden Grössen 
y(«) und y(i) verschwindet.

Wir wollen nun der Einfachheit wegen den Fall besonders 
betrachten, wenn in der Reihe (1) das eine Glied in der
Reihe (2) kein Glied verschwindet. Bezeichnen wir durch zz, 
eine Grösse, welche von der Grösse a nur um eine der Null un
endlich nahe kommende Grösse verschieden ist, so wird in der 
Reibe

(1°) .... y,(«,), y2(«,), y3(«,), .... y4«.) 
kein Glied verschwinden, und, mit Ausnahme des Gliedes ym(a,). 
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werden alle Glieder mit den entsprechenden Gliedern der Reibe (1) 
gleiche Vorzeichen haben, den gesuchten Excess der gegebenen 
Function für die Gränzen a, b wird man aber offenbar erhalten, 
wenn man den Excess derselben für die Gränzen a,, b sucht, so 
dass also, wenn E der gesuchte Excess ist, und durch wt und w' 
respective die Anzahl der Wechsel in der Reibe (Ie) und (2) be
zeichnet wird,

E = w>, — w' 
ist.

Vergleicht man nun aber die beiden Reihen
<p(«), <p,(«), ... ÍPm—1 («), SPM(ff), iPm+l(«), ... <f>i—1(«), SP„(«);

mit einander; so ist aus dem Obigen klar, dass in den Tbcilen
SP(«), </>,(«), </>,(«), ... çpm-i(«);
$p(«i), Vi(«i)? «jP»»—i(«i)

und
JP,n+2(«),... 5Pn-l(«), SPw(ff);

ÍPm-t-l(tz, ), $Pm+2(^i), íPzí—l(«i)>
derselben gleich viele Wechsel vorkommen. Lässt man in der 
ersten Reihe das verschwindende Glied g>M(a) ganz weg, so geben 
die Glieder 1(«), («), welche nach dem Obigen nicht ver
schwinden und entgegengesetzte Vorzeichen haben, einen Wechsel. 
Die Zeichen der drei Glieder </„<(«,), cp,„+i(«,) der zwei
ten Reihe sind aber entweder

H—I----- , oder H-------- —, oder----- 1—|-, oder--------- F,
und bieten daher immer nur einen Wechsel dar, woraus sich, in 
Verbindung mit allein V orhergehenden ergiebt, dass die Anzahl der 
Wechsel in (Ie) jederzeit der Anzahl der Wechsel in (1), wenn 
man bei der Zählung der Wechsel das verschwindende Glied cpm(fí) 
dieser letztem Reihe ganz äusser Acht lässt, völlig gleich, oder 
dass, wenn w die Anzahl der Wechsel der Reihe (1) mit völliger 
Beseitigung des verschwindenden Gliedes </>,„(«) bezeichnet, wt=w, 
und nach dein Obigen folglich E = w— w ist.

VV'enn also ein Glied der Reihe (1) verschwindet, so kann inan 
für die Gränzen a. b den Excess E der gegebenen Function so be
stimmen. dass man die Anzahl der Wechsel in den beiden Reihen 
(1) und (2) durch unmittelbare Zählung derselben bestimmt, wobei 
man das verschwindende Glied der Reihe (1) ganz aus der Acht 
lässt, und dann, wenn unter dieser Voraussetzung w die Anzahl 
der Wechsel in der Reihe (1), w aber die Anzahl der Wechsel in 
der Reihe (2) ist, E=w — w setzt.

Dass übrigens ein ähnliches V erfahren bei der Zählung der 
Folgen in den beiden Reihen (1) und (2) nicht angewandt werden 
darf, geht aus dem Obigen unmittelbar hervor.

Zugleich aber ergiebt sich aus der obigen Darstellung ganz 
unzweideutig, dass ein ganz ähnliches Verfahren wie vorher immer 
in Anwendung gebracht werden kann , wenn beliebig viele Glieder 
der Reihen (1) und (2) mit Ausnahme der beiden ersten verschwin
den , und die allgemeine Regel zur Bestimmung des Excesses einer 
echten gebrochenen rationalen algebraischen Function zwischen ge
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gebenen Gränzen wird sieb nuu auf den folgenden Ausdruck brin
gen lassen:

Wenn die gegebene echte gebrochene rationale 
algebraische Function ist, und die Grössen a, 4, welche 
nicht selbst Wurzeln der Gleichung <p(zr)=O sein sollen, 
die gegebenen Gränzen sind; so wende man, um den die
sen Gränzen entsprechenden Excess E der gegebenen 
Function zu finden, auf die beiden ganzen rationalen 
algebraischen Functioncnc/)(zr) and ÿ,(zi‘) dicMethode des 
grössten gemeinschaftlichen Thcilers an, jedoch mit 
dem Unterschiede, dass man in den vorhergehenden Di
visor nie mit dem zuletzt übrig gebliebenen Reste selbst, 
sondern vielmehr immer mit dem Entgegengesetzten 
dieses Rests dividirt, und schreibe alle bei dieser Ope
ration gebrauchte Divisoren in Verbindung mit der 
Function y(zr) in einer Reihe neben einander, wodurch 
man die Reihe 

erhält, aus welcher sich, wenn man fiir zr die beiden ge
gebenen Gränzen a und b setzt, ferner die beiden 
Reihen

íp(w), <p,(«), <p2(«), y3(«), . . . </>«(«);
SP(^), ÍP^), iP3(^)> • . . iPn(A)

ergeben. Zählt man nun mit völliger Beseitigung aller 
verschwindenden Glieder die in diesen beiden Reihen 
vo rk omm end en Wechsel, und bezeichnet deren Anzahl 
respective durch w und «p, so ist jederzeit E^=.w—w.

c.
Bestimmung der Anzahl der zwischen gegebenen Grän

zen liegenden reellen Wurzeln einer gegebenen 
Gleichung.

§. 29.
Es sei jetzt /"(zr) = 0 eine Gleichung eines beliebigen Grades, 

und u sei eine reelle Wurzel dieser Gleichung, welche dieselbe 
[Jj Mal, aber nicht öfter, enthalten mag, so dass also die Function 
^"(zr) durch (zr—ce)<“, aber durch keine höhere Potenz von zr— «, 
ohne Rest theilbar ist. Unter diesen Voraussetzungen ist nach §.15.

/(«) = 0 /'(«) = o, /-'(«) = o, . . .. = 0,
aber nicht fW (ce) = 0. Also ist nach §. 12. II.

/V+i)(«)
MjM-i)

iP+2 4-
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..........
J ' 7 —1) l...p 1..4jU+l)

und folglich

und geht, indem er 
zum Positiven über.

so
Bruch -0^ für 

/(^) . 
unendlich wird,

/(//+!)(«) . flWfä _ 
/(^)(K) * (jU -<- 1)/W(«)

/(<“+!)(«) /^2>(«) -, . ' 
Qx+1) (u4-2)/(<“)(«) -*-••••

Hieraus sieht man, dass der Bruch für i = 0 nnend-

lieh wird, so dass also der Bruch jederzeit unendlich ist. Zu
gleich aber ergiebt sich aus §.18.. dass für der Null unendlich 
nahe kommende i der Bruch “O“-*"-?  mit dem Bruche also mit 
der Grösse z, gleiches Vorzeichen hat, und daher von dem Negati
ven zuin Positiven übergeht, wenn i vom Negativen zum Positiven 
übergeht.

Wenn also, iudem jetzt i eine unendlich kleine positive 
Grösse sein soll, æ sich von a — i bis a-\-i stetig ändert, 
wird unter den gemachten Voraussetzungen der 
A"=a jederzeit unendlich, 
vom Negativen

§. 30.
Wenn 

sein soll,
nun zwischen den Gräuzen n und b, wo jetzt a-^b 
die sämmtlich von einander verschiedenen m reellen

Wurzeln alr a3, am der Gleichung y(^r) = 0 liegen,
so wird nach dem vorigen Paragraphen der Bruch für

zr^a,, zr = a2, zr = a}, ....
unendlich, und geht, wenn x sich von a bis b stetig ändert, in
dem er unendlich wird, jederzeit vom Negativen zum Positiven 
über. Nimmt man hierzu, dass der Bruch *>7~  zwischen den Grän - /U)
zen a und b offenbar nur für

zr=7Lt,. ä’ = «3, .»• = «,, .... .v = am
unendlich werden kann, so ist klar, dass, wenn E den Exccss der 
in Bede stehenden gebrochenen Function für die Gränzen a. b be
zeichnet. jederzeit m = E ist, wodurch wir unmittelbar zu dein 
folgenden überaus wichtigen und merkwürdigen Satze geführt 
werden :

Die Anzahl der zwischen den Gränzen a, b, wo a b 
sein soll, liegenden von einander verschiedenen reel
len Wurzeln der G le ichung f(x) = 0 ist jederzeit dem 
diesen Gränzen entsprechenden Excesse der gebroche
nen rationalen algebraischen Function‘0^ gleich.

. . rSetzen wir aber mit diesem Satze die in §. 28. bewiesene Regel 
für den Excess in Verbindung, so erhalten wir das folgende Theorem :
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Um,-unter der Voraussetzung', dass a<b ist, die An
zahl der zwischen den Gränzen «, b, welche nicht selbst 
Wurzeln der Gleichung y(zr) = 0 sind, liegenden von 
einander verschiedenen reellen Wurzeln dieser Glei
chung zu finden, wende man auf die beiden ganzen ra
tionalen algebraischen Functionen y(zr) und deren 
zweite jederzeit von einem niedrigem Grade als die 
erste ist, die Methode des grössten gemeinschaftlichen 
Tbcilcrs an, jedoch mit dem Unterschiede, dass man 
in den vorhergehenden Divisor nie mit dem zuletzt 
übrig gebliebenen Reste selbst-, sondern vielmehr im
mer mit dem Entgegengesetzten dieses Restes dividirt, 
und schreibe alle bei dieser Operation gebrauchte Di
visoren in Verbindung mit der Flinction y(zr) wie folgt 
in eine Reihe:

...........
Setzt man dann in dieser Reihe zr = « und zr = 4, so er
hält man die beiden Reihen

/(«),
m /V), /#)> /#). Z.W, 

und die gesuchte Anzahl der zwischen den gegebenen 
Gränzen a, b liegenden von einander verschiedenen re
ellen Wurzeln der Gleichung y(zz-)=;O ist nun jederzeit 
der Differenz gleich, welche inan erhält, wenn man die 
Anzahl der in der zweiten der beiden obigen Reihen 
vo r k o m m en de n Wechsel von der Anzahl der in der er
sten der beiden obigen Reihen vorkomm en den Wechsel 
abzieht, wobei man nicht zu übersehen hat, dass bei der 
Zählung der in Rede stehenden verkommenden Wechsel 
verschwindende Glieder dieser beiden Reiben ganz un
berücksichtigt gelassen werden.

Mittelst dieses in jeder Beziehung höchst merkwürdigen Satzes, 
dessen Erfinder Sturm ist, lässt sich also die Anzahl der zwischen 
jeden zwei gegebenen Gränzen liegenden von einander verschiede
nen reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung in allen Fällen 
mit völliger Sicherheit bestimmen °).

Bezeichnet man die Anzahl der Wechsel in den Reihen der 
Vorzeichen, welche die, die höchsten Potenzen von zr enthaltenden 
Glieder der Functionen

/(■&), /'(&)> • • • -

**)JIerr Moigno leitet in seiner Abhandlung aus der Lehre vom Excess 
der gebrochenen rationalen algebraischen Functionen auch noch die 
Sätze von Rolle, Budan, FouTier, Descartes über die Anzahl 
der zwischen gegebenen Gränzen liegenden reellen Wurzeln der Glei
chungen mit grosser Leichtigkeit ab. Da aber diese Sätze nur Grössen 
angeben, welche die Anzahl der zwischen den gegebenen Gränzen lie
genden reellen Wurzeln nicht übersteigen kann, so gehören sie jetzt 
weniger zu unserin Zwecke, und wir werden dieselben daher, um die 
vorliegende Abhandlung jetzt nicht zu sehr auszudehnen, zu dein Gegen
stände eines spätem eignen Aufsatzes machen, in welchem wir uns in 
Betreff der Lehre vom Excess auf den vorliegenden beziehen werden. 
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erhalten, wenn man für sc eine beliebige negative oder positive 
Grösse setzt, respective durch A’ und P, und überlegt, dass nach 

19. die Vorzeichen der Grössen
/(— 00), /'(- Q0), /2(— 00), /,(- 00), /4(— Q0), - - .
/(4- 00), /'(+ 00), ZJ-ł- QD), /3(4- 00), /4(4- 00), ... .

mit den Vorzeichen ihrer die höchsten Potenzen von — 00 und 
4- 00 enthaltenden Glieder einerlei sind, also die Anzahl der 
Wechsel in der ersten dieser beiden Reihen offenbar A7, die Anzahl 
der Wechsel in der zweiten Reihe P ist; so wird mau sich mittelst 
des obigen Satzes auf der Stelle überzeugen, dass A’—P die 
Anzahl der sämmtlichen von einander verschiedenen 
reellen Wurzeln der Gleichung /'(æ.-) = 0 ist, und also auch 
diese Anzahl auf diese Weise immer mit völliger Sicherheit be
stimmt werden kanu.

Bezeichnen wir endlich durch 0 die Anzahl der in der Reihe
/(O)- /'(0), /2(0), Z(0), Ä(0), ....

vorkommenden Wechsel; so ist nach dem obigen Satze N-—O 
die Anzahl der sämmtlichen von einander verschiede
nen negativen, 0 — P die Anzahl der sämmtlichen von 
einander verschiedenen positiven Wurzeln der Glei
chung Z(zr) = 0.

D.
Bestimmung der Anzahl der zwischen 
zen liegenden imaginären Wurzeln 

Gleichung.

gegebenen Grän
einer gegebenen

§- 31.
Wir wollen zuerst zeigen, dass jede imaginäre Grösse 
\/—1, in welcher übrigens auch v = 0 sein kann, wenn ß 

eine gewisse positive Grösse, einen gewissen Bogen oder Win
kel bezeichnet, unter der Form ç (cos ai 4-sin ai (Z—1), so dass 

« 4- v \/ — 1 = g (cos ai 4- sin a> (Z — 1)
ist, dargestellt werden kann. Die vorstehende Gleichung ist näm
lich erfüllt, wenn sich die beiden Grössen g und o>, deren erstere 
positiv sein soll, so bestimmen lassen, dass sie den beiden Glei
chungen

ç cos ai=w, q sin oj = ii 
genügen. Qnadrirt man diese beiden Gleichungen, und addirt sie 
dann zu einander, so erhält man

g3 = 4- ß = |Z««2 4- v‘ 
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wo die Quadratwurzel positiv genommen werden muss, da (> posi
tiv sein soll. Dividirt inan mit der ersten der beiden obigen Glei
chungen in die zweite, so erhält man

v tang to = —, ° u
D

und folglich, wenn wir durch Arctang — den der goniometriscben

Tangente — entsprechenden Bogen bezeichnen, welcher'den klein
sten absoluten Werth hat,

tú =Arctang -t- xtt,

wo x eine ganze Zahl bezeichnet, über die nun noch die folgende 
Bestimmung gegeben werden muss.

Aus der vorstehenden Gleichung folgt

cos ü> = (— l)x . cosArctang —, sin tú = (—1)*  . sin Arctang —.

l> . vDa nun Arctang — den der goniometrischen Tangente — ent
sprechenden Bogen bezeichnet, welcher den kleinsten absoluten

V . ... VWerth hat, so ist cosArctang — immer positiv, sin Arctang — da-
qj , .

gegen ist positiv oder negativ, jenaebdem — positiv oder negativ 
ist. Also ist

v
, . v 1 . . . V Hcos Arctang —=—— . sin Arctang — = — ,

die Quadratwurzel positiv genommen, und folglich

t» . U . . V u v ucos Arctang — = ± -, sm Arctang — = — - ,
" “ “ |/w2-|-î;2

das obere oder untere Zeichen genommen, jenachdem u positiv 
oder negativ ist, woraus sich ferner unmittelbar ergiebt, dass 
immer

V . U . . V , Vcos Arctang — = ± —-==, sin Arctang — = z+z ■ :

und folglich
q cos Arctang = zt w, q sin Arctang zt v

ist, wenn man nur immer die obern oder untern Zeichen nimmt, 
jenachdem u positiv oder negativ ist. Folglich ist nach dem 
Obigen

ç cos to = ± (— l)x . ti, g sin tú = złz (— l)x. v,
wenn man die obern oder untern Zeichen nimmt, jenachdem ti 
positiv oder negativ ist. Nimmt man nun aber nur die ganze Zahl 



48
x gerade oder ungerade, jenachdem u positiv oder negativ ist, so 
ist jederzeit

p cos u> = ti, g sin M = v,
wie cs dem Obigen zufolge erforderlich ist.

Also ist
v

o>=Arctang — -fr- xn ,

wenn man nur die an sich übrigens ganz willkübrliclie ganze Zahl 
x gerade oder ungerade nimmt, jenachdem die Grösse m positiv oder 
negativ ist, wodurch nun sowohl p, als auch w, vollkommen be
stimmt ist.

§. 32.
Lehrsatz. Es seien 11 und v zwei Functionen der 

veränderlichen Grösse «, die zwischen den Gränzen 
s = «o und 8 = «, stetig sind, und deren jede für s = «o 
s = s, g 1 eiclie Werthe erhält, so dass, wenn wir die den 
VVc rt h c n ■<„, «, de r v e rän d e rl i c h e n G rös sc 8 cutsprechen
den VVerthe dieser beiden Functionen respective durch 
wo, vo und i’t bezeichnen, wo = «z, und vo = vt ist; so 
ist, wenn wir

® -1- v l/'-’-l = Ç (cos w -+- sin w \/—1)
setzen, und annehmen, dass auch der liegen tu eine zwi
schen den Gränzcn 8 = «o und s = «, stetige Function 
von# sei, die den G rän z wc rth e n «o und«, der veränderli
chen Grösse 8 entsprechenden Wcrthe von <jj aber durch 
fóo und to, bezeichnen, der den Gränzcn «o und «, ent
sprechende Exccss der Function — der Grösse —----- -■ V 71
gleich, wö n die bekannte Bedeutung hat.

Beweis. Nach dem vorigen Paragraphen ist
vtü = Arc tang — -fr- xtt,

wo die nn sich willkübrliclie ganze Zahl x gerade oder ungerade 
zu nehinen ist, jenachdem ti positiv oder negativ ist. So lange w 
sein Zeichen nicht verändert, ist also x constant, oder kann we
nigstens immer als constant angenommen werden; ändert aber u 
sein Zeichen, so muss jederzeit x um eine Einheit vermehrt oder 
vermindert werden, oder man muss auf der rechten Seite der obi
gen Gleichung n addiren oder subtrahiren. wobei es übrigens an 
sich ganz willkührlich ist, ob man das Erste oder das Zweite thün 
will.

Hieraus ergiebt sich nun unmittelbar« dass
, w ,<a — wo = Arctang ——Arctang + àtî

ist, wo die ganze Zalil A so lange constant ist oder wenigstens 
immer als constant angenommen werden kann, so lange u sein 
Zeichen nicht ändert; ändert aber -u sein Zeichen, so muss jederzeit 
X um eine Einheit vermehrt oder vermindert, oder es muss auf der 
rechten Seite der obigen Gleichung n addirt oder subtrahirt wer
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also

den, wobei es an sich ganz willkührlich ist, ob man das Erste oder 
das Zweite timt.

Wir wollen nun annehmen, dass « sich von *o bis stetig 
verändere, so verändern sich den gemachten Voraussetzungen ge- 
mass auch die Grössen w — wo und Arctang — -Arctang^5 stetig. 
Da nach der Voraussetzung die Function v sich stetig verändert, 
wenn « sich von äo bis xt stetig ändert, so wird zwischen den 
Gränzeu « = und « = «, mit jeder Aenderung des Zeichens der 
Function u ein Durchgang derselben durch Null verbunden sein, 

Vnnd die Function — wird daher jederzeit, aber auch nur dann, 
ihr Zeichen ändern und durch Unendlich geben, wenn ?z sein Zei
chen ändert, wenn nur zwischen den Gränzen « = «o und x = s, 
die Functionen w und v nie zugleich verschwinden, welches aber 
mit der Voraussetzung, dass to, und folglich natürlich auch 

Arctang —, sich stetig verändern soll, wenn x sich von xo bis x, 
stetig verändert, in Widerspruch stehen würde, indem einem solchen 
gleichzeitigen Verschwinden der Functionen n und v der völlig un
bestimmte Werth Arctang von Actang ^-'entsprechen würde. Für 

x = xo ist
V Vw = wo, Arctang— = Arctang —°,74

7/ Vto—a)o = Arctang — — Arctang

oder Z = 0, und diese Gleichung bleibt so lange richtig, so lange 
w sein Zeichen nicht ändert, oder, was nach dem Obigen dasselbe 
ist, — sein Zeichen nicht ändert und durch das Unendliche geht. 
Aendert nun aber das erste Mal u sein Zeichen, oder findet, was 
nach dem Obigen dasselbe ist, das erste Mal eine Aenderung des 
Zeichens und ein Durchgang durch das Unendliche der Function — 
Statt, so muss man auf der rechten Seite der obigen Gleichung n 

addiren oder subtraliiren. Geht vom Negativen durch das Un-
77

endliche zum Positiven über, so springt Arctang — mit einem Male 
von — zu -4- über, oder nimmt mit einem Male um n

V . .zu; gebt dagegen — vom Positiven durch das Unendliche zum Ne-
Vgativen über, so springt Arctang — mit einem Male von -*?r  zu 

— über, oder nimmt mit einem Male um 7t ab; weil uun w nach 
der Voraussetzung zwischen den Gränzen und « = stetig
sein soll, so muss man offenbar auf der rechten Seite der obigen 
Gleichung im ersten Falle 7t subtraliiren, iin zweiten Falle dagegen 
Tt addirea, oder es wird

w — wo = Arctang — — Arctang -f- (— 1 7t
Tbeil I. 4
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sein, wenn man nur für eine ungerade oder eine gerade Zahl 
setzt, jenaclidem — durch das Unendliche vom Negativen zum Posi
tiven oder vom Positiven zum Negativen übergeht. Hieraus ersieht 
sich aber sehr leicht, dass, wenn zwischen den in Rede stehenden 
Gränzen überhaupt i mit einer Aendcrung des Zeichens verbundene

■ VDurchgänge der Function — durch das Unendliche Statt linden, ie- 
derzeit

w, — ÍUO
= Arctang------- Arctang — -f-(——1)>U-.zr-ł-(—1)>u3.7T-|~?/o

.7V 
oder

ÍO, — wo

= Arctangy - Arctang ~ /'i77

sein wird, wo in der Reihe fi,, fi3, p,3, ...fit alle ungerade Zahlen 
Durchgängen der Function — durch das Unendliche vom Negati
ven zum Positiven , alle gerade Zahlen dagegen Durchgängen der 
Function— durch das Unendliche vorn Positiven zum Negativen 
entsprechen. Ist nun í der den Gränzen «o, entsprechende

V
Exccss der Function — , so ist offenbar u

und folglich
. . vo—ix)o = Arctang ~-----Arctang — — en.

Nach der Voraussetzung ist aber = , also na-
v v itiirlich auch Arctang = Arctang —, und folglich

oj, — üjo = — en.

Bezeichnet jetzt e den Fxcess der Function — für die Gränzeu

und «., so ist nach §.23., weil die Grössen — und — einander ° ’ * v„ vt
gleich sind, also natürlich auch gleiche Vorzeichen haben, 
e=—e, und folglich io,—to0 = e7r, also

c __ 
n

wie bewiesen werden sollte.

§. 33.
Lehrsatz. Wenn, indem u, v, ti, tJ'\ ti", v"-, u. s.w. 

Functionen von s sind, welche, so wie die auf analoge 
Weise wie iin vorigen Paragraphen bezeichneten Func
tionen u>. u>', u", io'", ...., sämintlich den Bedingungen 
des vorigen Satzes genügen, und
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f + Fj/—1— (w+»|/—1) (»'H-r'l/—1) —1).........

ist, die den Gränzen «o und «, entsprechenden Exccsse 
in x- u u u" u" . Vder rnnctionen —, —, —, — , u. s. w. und -fr aber re-v v v v V
spective durch e, ě. ë’. ë", u. s. w. und E bezeichnet wer
den; so ist jederzeit

E = e 4- ë 4- e" 4- ë" 4- ....
Beweis. Man setze

z/ -+-V \/—1 = ç (cositi 4-sinto J/—1),
zZ -t-ë \/—1 =q (cosfc/ 4-sinw' \/—1),
w" -+-v” \/—1 = ç"(costo"4-sinto" \/—1),

—1 = ç'"(costo"'4-sinto"'l/—1), 
u. s. w.

also
(«+r 1/—1) \/—1) —1).........

=çç'ç’’... (cösiti-j-siniu —1) (costo'4-sinu/l/—1) 
(costo"4-sin<o"l/—1) ..........

so ist, wie inan mittelst leichter Rechnung lindet,

(»4-»lZ—1) —1) —1) ........

= çp'g"... [cos(<o4-to'4-ü>"4-_..) 4- sin(a>4-to'4-ü>"4-...) |Z—11, 
und folglich, wenn

f'4-1 l ~ 1 = 7í(cosí24- sin —1) 
gesetzt wird,

R = qç'ç"q'”.. . und S2 = to4-to'4-w"4-<o'"4-..., 
woraus sich unmittelbar ergiebt, dass auch die Functionen V, V, Si 
den Bedingungen des vorigen Satzes vollständig genügen. Bedient 
man sich nun ähnlicher Bezeichnungen wie beim vorigen Satze, so 
ist nach diesem Satze 

^*~o
und

n
Weil nun nach dem Obigen

<2,= íu14-o)1'4-íu1"4-íu1"’4-.... ßo = wo4-too'4-wo"4-wo'"4-...,

und folglich 

ł
__  «^i —a>o 

n________ n
ist, so ist

E=. e + ë + ë'+ë"+ ...., 
wie bewiesen werden sollte.

4
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§. 34.

Wir wollen uns jetzt in einer Ebene eine geschlossene Curve 
denken, wollen in derselben einen beliebigen Punkt M als Anfangs
punkt der Bogen annehmen, und wollen, indem wir ein beliebiges 
rechtwinkliges Coordinatensystem zum Grunde legen, die Coordi- 
naten zr, y eines jeden Punktes dieser Curve als Functionen des 
von dem Anfangspunkte M an nach einer bestimmten Richtung hin 
genommenen, und bei dem Punkte (zry) sich endigenden Bogens t 
derselben betrachten. Der ganze Umfang der Curve soll durch c 
bezeichnet werden. Ist mm der durch die Coordinaten a, ß be
stimmte Punkt A ein ganz beliebiger Punkt in der Ebene der Curve, 
so sind nach den einfachsten Formeln der Lehre von der Verwand
lung der Coordinaten x—a, y—ß die Coordinaten des Punktes (xy) 
der Curve in Bezug auf ein dem primitiven paralleles Coordinaten- 
system, dessen Anfang der Punkt A ist, und, wenn wir

x — a = Q cos to, y—ß = ç sin to
setzen, so sind to, p die polaren Coordinaten des Punktes (xy) in 
Bezug auf den Punkt A als Pol und den positiven Theii der 
Abscissenaxe des secundären rechtwinkligen Systems als Axe der 
polaren Coordinaten, von welcher an die Winkel oder Bogen to 
nach der Seite der positiven secundären rechtwinkligen Ordinaten 
hin gezählt werden. Bezeichnen wir nun, indem wir annehmen, dass 
tu sich stetig verändert, wenn s sich von 0 bis e stetig verändert, 
die den Wertlien 0 und c des Bogens s entsprechenden Werthe 
von tu durch too und to,, so ist nach §. 32. oflenbar

e =---------n
der den Gränzen 0 und c entsprechende Excess der Function
Hierbei ist angenommen worden, dass « sich von 0 bis c stetig 
verändert, oder dass der Radius Vector q den ganzen Umfang der 
Curve von AM an bis wieder zu AM durchlaufen habe. Liegt 
nun der Punkt A oder (aß) innerhalb unserer Curve, so ist oflenbar

to, = wo 4-277, to, — wo = 277, e = a>l ^0>o = 2.

Liegt dagegen der Punkt A oder (aß) ausserhalb unserer Curve, 
so ist offenbar

w,—COw, = too, to, — wo = 0, e = —-—H = 0.

Der den Gränzen 0 und c entsprechende Excess der Function 
ist also 2 oder 0, jenachdem der Punkt (aß) innerhalb oder ausser
halb der Curve liegt.

Wir wollen nun annehmen, dass die Gleichung des /tten 
Grades

f (x~ł-y IZ—1) = 0 
die n sämmtlich unter einander ungleichen reellen oder imaginären 
Wurzeln

a+ß[/~l, u’-t-ß1 l/“l, a"+ß" l/“l, a"’-t-ß”' \/~\, ....
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habe; so ist bekanntlich

/(^ + y l/73!)
= |^— a+(ÿ-/S)lZ— 1| l-^~a'4-(y ——1|

1^ —«" + (?/ —/S") l/—!)..........
Die den Gränzen 0, e entsprechenden Excesse der Functionen

x — a x — «' x — r" x —
y-ß’ y—ť y—r T—r'...........

wollen wir .durch e, e', c", e"’, .... bezeichnen, und wollen anneli- 
men, dass keiner der Punkte (u ß), (a1 ß'), [a” ß"). (a"’ ß"'), . . . . 
ein Punkt unserer Curve sei; so ist nach dem Vorhergehenden

e = 2 oder e = 0,
e' = 2 oder e' = 0,
e'' = 2 oder e" = 0,
e"' = 2 oder e"’ = 0,

u. s. w.
jenachdem die Punkte (a ß), (u' ß'), (a" ß"), (cc"' ß'"), .... innerhalb 
oder ausserhalb der Curve liegen. Bezeichnen wir daher die An. 
zahl der innerhalb der Curve liegenden Punkte durch m, so ist, 
weil die Excesse e, e', e", é", .... der 2 gleich sind oder ver
schwinden , jenachdem die entsprechenden Punkte innerhalb oder 
ausserhalb der Curve liegen, offenbar

2zzz =: e + e’ 4- i’ 4- f" 4 ....
und folglich

e 4- e*  4- e" -t- e'" 4- - • - •

Setzen wir nun aber
/(*+?/  l/=Ü) = 17+ V

also nach dem Obigen
L+V l7^T={x-a+(y-ß) 1/-11 |.-z—</+(y-l?')t/=ï| ••••> 

und bezeichnen den Excess der Function für die Gränzen 0, c 
durch E\ so ist nach §. 33.

E=e + e + ë' + é"+
und nach dem Obigen folglich m=i^E, woraus sich der folgende 
merkwürdige Satz ergiebt:

Es sei -1-y \/ — 1)V4- F \/ — 1 = 0 eine belie
bige Gleichung mit lauter ungleichen Wurzeln. Wenn 
nun in einer Ebene eine geschlossene Curve, deren Um
fang c sein mag, beschrieben ist, und die rechtwinkli
gen Coordinaten der Punkte dieser Curve als zwischen 
den Gränzen 0 und c stetige Functioneu der entspre
chenden von einem gewissen Anfangspunkte an gerech
neten Bogen der Curve betrachtet werden können; so 
ist die Anzahl der innerhalb dieser Curve liegenden 
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Punkte, deren Coordinaten, für x und y in die Glei- 
chung f(x-\-y \/ — l) = 0 gesetzt, dieser Gleichung ge
nügen, jederzeit dem halben Excesse der Function-^ 
für die Gränzen 0, č gleich, wenn nur die Curve so be
schaffen ist, dass die Coordinaten keines ihrer Punkte, 
für x und y gesetzt, der Glei ch u n g f(x + y \/ — l) = 0 
genügen.

§• 35.
Wenu uns nun die lauter ungleiche Wurzeln habende Gleichung

/(zr + ?/ |/ — 1 ) = l+V\/~ 1=0
gegeben ist, so wollen wir jetzt zu bestimmen suchen, wie viele 
Wurzeln dieser Gleichung es giebt, deren reeller Tbeil zwischen 
den Gränzen xo, X, und deren Factor der imaginären Grösse 
\/ — 1 zwischen den Gränzen yo, X enthalten ist, wobei wir aber 
annehmen wollen, dass x-\-y \/ — 1 weder für x=zxo, noch 
für x-= X, noch für y=.ya, noch für y=- Y eine Wurzel unse
rer Gleichung wird. Zu dem Ende wollen wir uns xo, ya und 
X, Y als die rechtwinkligen Coordinaten zweier Punkte in einem 
beliebigen rechtwinkligen Coordinatensysteme denken, und wollen 
durch die Endpunkte der den Ordinaten yo, Y entsprechenden ge
raden Linien Parallelen mit der Abscissenaxe ziehen, so werden 
diese Parallelen in Gemeinschaft mit den. den Ordinaten yo, Y ent
sprechenden , nötbigenfalls verlängerten Linien jederzeit ein Recht
eck einschliessen. Die Coordinaten eines jeden Punktes innerhalb 
dieses Rechtecks liegen offenbar zwischen den Gränzen xo, X 
und yo, Y, und unsere Aufgabe wird daher offenbar gelöst sein, 
wenn wir bestimmen können, wie viel Punkte innerhalb dieses 
Rechtecks es giebt, deren Coordinaten für x und y gesetzt, der 
gegebenen Gleichung

f(x-\-y L'+V V/-l = 0
genügen, auf welche Bestimmung wir demnach jetzt unser Augen
merk allein werden zu richten haben.

Die durch den Endpunkt von ya gehende, der Abscissenaxe 
parallele Seite unsers Rechtecks soll als die erste; die durch den 
Endpunkt von X gehende, der Ordinatenaxe parallele Seite soll 
als die zweite; die durch den Endpunkt von Y gehende, der Ab
scissenaxe parallele Seite soll als die dritte; die durch den End
punkt von xo gehende, der Ordinatenaxe parallele Seite soll als 
die vierte Seite unsers Rechtecks angenommen werden. Für jeden 
Punkt in der ersten, zweiten, dritten, vierten Seite ist respective

y=-ya, x=X, y==Y, x=:xo,
und weil nun nach der Voraussetzung nie

yo |Z —1) = 0,
f(X-ł-y t/-l) = 0, 
/(zc-ł- y !/-!) = 0, 
/(•'fo+y i/ —i) = o 
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sein soll, so genügen die Coordinateu keines Punktes in dem Um
fange unsers Rechtecks der gegebenen Gleicbung/ifzr+y \/—1)=0, 
und der Umfang dieses Rechtecks kann also als die im vorigen 
Paragraphen betrachtete geschlossene Curve angenommen werden.

Die Längen der vier Seiten unsers Rechtecks seien nach der 
Reihe c,, c2. c3, c3. und c = c, + r2 -ł~ c3 -f ct sei der ganze 
Umfang des Rechtecks. Der Kürze wegen wollen wir

U
= ?/)

setzen, und der den Gränzen « = 0, s = c, wobei der vorige Pa
ragraph zu vergleichen ist, entsprechende Excess dieser Function 
sei 7s'; so ist nach dem im vorigen Paragraphen bewiesenen 
Satze 2£? die Grösse, welche wir suchen, und cs wird nun darauf 
ankommen, zu zeigen, v ie der Excess E gefunden werden kann.

Für jeden Punkt der ersten Seite ist y=yo und folglich 
y(.z', y) = y(zr. yo). Für «=0 und »=c, ist respective -z-=zro 
und .r^X; also ist der Excess von y) für die Gränzen 
« = 0 und « = C] ofl’enbar dem Excesse von </>(.<•. yo) für die 
Gränzen und zr=X, welchen wir durch Eyo bezeichnen
wollen, gleich.

Für jeden Punkt der zweiten Seite ist ,zr=X, und folglich 
y) = y>(X, y). Für « = und « =: c, -f- c2 ist y = yo und 

y=- F; also ist der Excess von ç>(zr, y) für die Gränzen s-=.c3 
und « = e,-4-c2 dem Excesse von y(X. y) für die Gränzen 
y = yo und y — Y, welchen wir durch durch Ex bezeichnen wol
len, gleich.

Für jeden Punkt der dritten Seite ist y= F, und folglich 
ÿ>(zr, y) = ÿ>(zr, F). Für * = r1~f-r., und s =■ -4~ c2 + c3 ist
,z'= A und zr = zro; also ist der Excess von y) für die 
Gränzen g=:cl-t-c2 und « = c, + c, + c3 dem Excesse von 
çp(zr, F) für die Gränzen X und zr=zro, welchen wir durch 
E'y bezeichnen wollen, gleich.

Für jeden Pnnkt der vierten Seite ist und folglich
y(zr, y}=if>(jcn, y). Für tz=cI-\-e2-Yc3 und t=cI-\-c2-}-c3-i-ct=c 
ist y = F und y^yo; also ist der Excess von </>(.«•, y) für die 
Gränzen «= c, + c2 + c, und « = ct -f- c2 -f- c3 c4 = c dem 
Excesse von y(zro, y) für die Gränzen y= F und y=yo, welchen 
wir durch E’x<i bezeichnen wollen, gleich.

Auf der Stelle erhellet nun aber aus dem allgemeinen Begriffe 
des Excesses die Richtigkeit der Gleichung

E=. Eya -+- Ex -+- R' r + R'xo~ 
wo

7?ÿo, Ex-, E’y, E’x,
die Excesse der Functionen

$p(^, ?/o), 5P(X, y), y(^, F). y(-ro. y)
für die Gränzen

xo, X; y„, F; X, zro; F, yo
sind, welche nach den in der zweiten Abtbeilung dieser Abhand
lung gegebenen Regeln immer berechnet werden können.
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Bezeichnen wir nun aber die den Gränzen xa, X und yo, Y 

entsprechenden Excesse der Functionen <f>(x, F) und <p(xo, y) 
durch Ey und EXq\ so erhellet aus dem allgemeinen Begriffe des 
Excesses auf der Stelle, dass

E'y=z— Ey, EXo'z= — EXa
ist, und nach dem Obigen ist folglich

E= (Ex - EXo) - (Er - Es°),
und also die Grösse, welche wir suchen, 

y\(Ex-EXo)-(EY-Eyo)\.
wo

Ex, EXo, Ey, Eÿ„
die Excessc der Fuuctioneu

5P(X, y), <(>(xo, y), <j>(x, Y), tp(x, yo)
für die Gränzen

3^05 ^5 -F ; &o,
sind, welche nach den in der zweiten Abtheilung dieses Aufsatzes 
entwickelten Regeln jederzeit gefunden werden können.

Das in dem Vorhergehenden enthaltene, von Cauchy gefun
dene, in jeder Beziehung höchst merkwürdige und wichtige Theo
rem ist, in Verbindung mit dem Satze von Sturm, und den im 
Obigen entwickelten allgemeinen Regeln zur Berechnung des Ex- 
cesses gebrochener Functionen, im eigentlichen Sinne als neu ge
wonnenes Land in der Theorie der Gleichungen zu betrachten, 
und wird als eine der wichtigsten Erfindungen auf dein Gebiete 
der Mathematik dein gegenwärtigen Jahrhundert jederzeit zur Ehre 
und zuiu Ruhme gereichen, wobei auch noch die ganz elementare 
Darstellung, welche man im Obigen kennen gelernt bat, ganz be
sonders hervorgclioben zu werden verdient. Ganz richtig sagt 
Herr Abbé Moigno iin Eingänge seiner Abhandlung: „Lagrange 
et Legendre auraient en effet eu de la peine à erbire qu’ou arrive
rait par des procédés très élémentaires à déterminer, pour une 
équation de degré quelconque, le nombre des racines imaginaires 
dont la partie réelle et le coefficient de \/ — 1 sout compris entre 
des limites données"; womit wir unsere Darstellung dieses höchst 
wichtigen Gegenstandes beschliessen wollen.
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VI.
Neue Beweise einiger Sätze und allgemeine 
Bemerkungen über eine in der Analysis in ge
wissen Fällen gebräuchliche Art der Beweis

führung.
Von dem

Herrn Doctor Stern
zu Göttingen.

Eine grosse Anzahl coinbinatorischer Lehrsätze wird bis jetzt 
in den Lehrbüchern dadurch bewiesen, dass mau sie an die Be
trachtung einer nach den Potenzen einer beliebigen Grösse x fort
schreitenden Reihe anknüpft. Dahin gehört z. B., um nur ganz 
Elementares zu erwähnen, das übliche Verfahren, wie man die Re- 
cursionsformel für die Cocflicienten der zzlen Potenz eines Polyno- 
niums, den Zusammenhang der Cocflicienten in der Exponentialreihe 
und Aehnliches findet. Auch die merkwürdigen Untersuchungen 
über die Tbeilung der Zahlen, welche Euler in dem 16. Cap. 
seiner Einleitung in die Analysis des Unendlichen angestellt hat, 
beruhen gänzlich auf Betrachtung solcher Reihen und es ist bis 
jetzt, so viel mir bekannt ist. nicht gelungen, die dort gefundenen 
Sätze, die elementarsten abgerechnet, ohne Hülfe der Reihen abzu
leiten. So fruchtbar auch diese Art der Beweisführung ist, so 
scheint sie doch einen wissenschaftlichen Mangel zu haben, inso
fern sie ein Element x cinführt, welches in den zu beweisenden 
Sätzen gar nicht vorkommt. Sie hat hicriu Aehnlichkeit mit dem 
Verfahren der synthetischen Geometrie, die Hiilfslinien einführt, 
welche ebenfalls den zu beweisenden Sätzen fremd sind. So wie 
es aber in neuerer Zeit gelungen ist, solche Ilülfsconstructioneu 
fast gänzlich entbehrlich zu machen, so scheint es auch wünschens- 
wertb, dass man alle Sätze, die nicht zu der Theorie der Reihen 
gehören, ohne dereu Hülfe finde. Ich bolle bei einer anderen Ge
legenheit nachzuweisen, wie dies bei allen erwähnten Eulerschen 
Sätzen geleistet werden kann und will hier vorläufig nur für einen 
derselben einen sehr einfachen Beweis geben. Dieser sehr bekannte 
Satz sagt,

dass man alle ganzen Zahlen aus den Gliedern der 
nach den Potenzen von 2 fortgebenden geometri- 
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sehen Progression, so dass jedes Glied nur einmal 
vorkommt, durch Addition bilden kann und zwar nur 
auf eine einzige Weise.
Die Anzahl der Combinationen ohne Wiederholungen, die mau 

aus den m-f-i Elementen 1. 2, 22 . . .2"‘ bilden kann, ist
m+ I . m m-t-l .m .m — 1 „

»+ 1 + i 2 4- -V‘2^---  ■ • • = — 1.

Unter diesen Combiuationsformen können nie zwei dem Werthe 
nach gleich sein, wenn inan sich die Elemente durch Addition ver
bunden denkt. Die zwei Formen, welche gleich sein sollten, 
müssten entweder beide oder keine von beiden das Element 1 ent
halten. Sei nun die eine

2*.  4-2*=  .. . 4-2*  + ZI/, 
die andere

24+24 .... +2*-+  M,
wo M die Summe der Elemente bezeichnen soll, die beiden Grup
pen gemeinschaftlich sind, so dass also Z:,, X.-2, ... Zy, Z,, Z,, ... l,t 
sämmtlich unter einander verschiedene Zahlen sind. .Man hätte 
mithin

2*.  + 2*= ... + 24 = 24 4- 24 ... 4- 24.

Bezeichnet nun X.', den kleinsten Exponenten, so hätte man

1 + 2*4 —.. . + 2*r-*i  = 24-*.  + 24-*...  . + 24—*.,

was unmöglich ist, da keine der Zahlen Æ,—/■,, ... kr — Xr,, 
Z,—kl ... fn — gleich Null sein kann. Jede der 2“+* —1 
Combinationsförinen muss also einen anderen Werth haben. Nun 
ist der Werth der ersten und kleinsten Combinatiousfonn =1, der 
der letzten und grössten ^=l-}-2 + 2- ... + 2"‘ = 2"'+*  — 1; 
mithin müssen die dazwischen liegenden Combinationen alle gan
zen Zahlen zwischen 1 und 2®>-M — 1 und zwar jede nur einmal 
geben.

Auf dieselbe Weise kann man auch den anderen bekannten 
Satz beweisen, dass man jede Zahl aus der nach Potenzen 
von 3 aufsteigeuden geometrischen Progression durch 
Addition u n d Su b trak ti o n, und zwar nur auf eineWeise, 
bilden kann.

lu den Nov. Act. Acad. Petr. T. IX. p. 44 findet Euler mit 
Hülfe der Integralrechnung den Ausdruck

1 _ JL . ± A_i_J A A
2 7 7  11 7 ‘ 11 ' 15 '  ‘ ■* *

Die Richtigkeit dieses Ausdrucks lässt sich auch leicht vermit
telst der Theorie der Kettenbrüche nachweisen. Es ist nämlich
1  1 « 7 . 5  11 . 9 ... 15 . 13 ... .-2—7=5’ 5 = 16=9’ 9 = 24=13’ 13 = 32=17 S-
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1 __ i
2 7-7.5

16—11.9
24—15.13

32 etc.
Verwandelt man diesen Kcttcnbruch nach der bekannten Methode 
in eine Reihe, so erhält man den obigen Ausdruck.

VII.
Turners Eigenschaft der ungeraden Zahlen.

Mitgelbeilt und bewiesen vom

Herausgeber.

In der Versammlung brittischer Gelehrten, welche im Septem
ber 1837 zu Liverpool gehalten wurde theilte Sir W. Hamilton 
folgende von Turner gefundene Eigenschaft der ungeraden Zah
len mit:

Wenn man die Summen der Isteu; der 2ten und 3ten; 
der 4ten, 5ten und 6tcn; der 7tcn. Eten, 9ten und 
lOten; n. s. w. ungeraden Zahl bildet; so erhält man 
die Cubi der natürlichen Zahlen nach der Reihe.

Es ist nämlich
l’= 1.
23 = 3-1-5,
3’= 74-9-1-11,
43= 13 4-15 4-17 4-19,
53 = 21 4-23 4-25 4-27 4-29,

u. s. w.
welches auf folgende Art leicht bewiesen werden kann.

Die ersten Glieder der arithmetischen Reihen. deren Summen 
durch die Cubikzablen l3, 23, 33, 43, .... n*  dargestellt werdeu 
sollen, sind
1.04-1, 2.14-1, 3.24-1, 4.34-1, 5.44-1,..., »(»-1)4-1; 
welches leicht durch den Schluss von » auf »4-1 bewiesen wer
den kann, indem nämlich, wenn dieses Gesetz für » gilt, das 
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erste Glied der arithmetischen Reihe, deren Summe nncli dem 
Turn er sehen Satze durch (zz-ł-1)3 dargestellt werden soll, nach 
der Lehre von den arithmetischen Progressionen offenbar
|z/(w—1 ) —f— 1 ] 4-2(z/4-l— 1) = »(«—l)4-2z«4-l = (zz4-l)»4-l 
ist, so dass also das bemerkte Gesetz für z/4-1 gilt, wenn es für 
n gilt, und daher allgemein richtig ist.

Hiernach kommt es nun, um den Turnerschen Satz zu be
weisen, bloss darauf an, zu zeigen, dass
n3 = fn(n — 1) —ł— 1} —ł— fn(n — 1) —f— 3 j 4- |z«(z* — 1) 4~ 5| 4- . . .

4- (n\u — 1) 4~ 2zz — 11 
ist. Die Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens ist 
aber eine gewöhnliche arithmetische Reihe, deren Summe be
kanntlich

l»(»~ l)-ł-l| -+- i»(» — l)-|-2re— 1|-------------------------- --------------------------- . n = n . n = n3

ist, welches bewiesen werden sollte.
Mittelst dieses Turnerschen Satzes kann man nun auch leicht 

die Reihe der Cubikzahlen l3, 23, 3’, 43, .... n3 summiren.
Nach demselben ist nämlich offenbar

l3 4-2’4-33 4-43 4-... 4-z«3 = 1 4-3 4-5 4-7 4-9 4-...
4-| (ze-ł-1)»— l|. 

und folglich, weil
e . i \ i o (n 4-1) n (" 4-1) n — 1 = 2 .----- - --------- 1,

also 4(zz4-l)» die Anzahl der Glieder der arithmetischen Reihe 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens ist, nncb der Lehre 
von den arithmetischen Progressionen
P+23+3.+43 + ...4-»« = i^^^.(^«

wodurch die Summe der dritten Potenzen der natürlichen Zahlen 
gefunden ist.

Als eine Eigenschaft der geraden Zahlen kann man sich fol
genden ebenfalls leicht zu beweisenden Satz merken:

l3 4- 1 = 1(1» 4-1)= 2,
23 4-2 = 2(2» 4-1)= 4 4-6,
3’4-3 = 3(3» 4-1)= 84-IO4-I2,
43 4-4 = 4(4» 4-1) = 14 4-16 4-18 4-20,
53 4-5 = 5(5» 4-1) =22 4-24 4-26 4-28 4-30, 

u. s. w.
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VIII.
Einige Resultate aus verglichenen Barometer- 

Beobachtungen in Berlin und Neustadt- 
Eberswalde.

Von dein

Herrn Professor F. W. Schneider
an «1er Königlichen hohem Forst-Lehr-Anstalt zu Neustadt-Eberswalde.

Eine Reihe fortlaufender meteorologischer Beobachtungen, die 
ich in den Jahren 1835 und 1836 auf V eranlassung des Herrn Prof. 
Berghaus am hiesigen Orte (Neustadt-Eberswalde) sechsmal täg
lich anstellte, verglich ich, soweit sie das Barometer betrafen, lür 
den Zeitraum vom 1. Januar bis 11. März 1836 durch graphische 
Darstellung mit den gleichzeitigen Beobachtungen des Herrn Prof. 
Mädler in Berlin. Der Nullpunkt meines Barometers (Pistor’scbes 
mikroskopisches Heber-B. Nr. 135, der hiesigen Königl. Forstlehr
anstalt gehörig) lag 64,89 pariser Fuss über der Ostsee bei Swine- 
münde, wie durch einen von dem K. Ingenieurgeographen Herrn 
Bertram und mir bewirkten Anschluss an das Nivellement des 
Herrn Majors Baeyer zwischen Swinemünde und Berlin, und zwar 
an die Station Pimpinellenberg bei Oderberg, ermittelt worden war.— 
Die analoge Bestimmung für das Mä dl ersehe Barometer ist mir 
nicht bekannt geworden ; nur so viel ist gewiss, dass eine Höhen
differenz beider Beobaclitungsorte vorhanden war, und diese wenig
stens 45 Fuss (Berlin über Neustadt) betragen musste. (Vergl. Ni
vellement zwischen Swinemünde und Berlin, von J. J. Baeyer, 
Berlin 1840, Seite. 112.)-— Die Mädlerschen Beobachtungen ent
nahm ich aus der Berliner Vossischen Zeitung, wo sie für -4- 10°/Ž. 
Normaltemperatur des Quecksilbers , täglich mitgetheilt werden, 
nachdem ich sie wie die meinigen auf 0° Normal temperatur reducirt 
hatte. Die horizontale Entfernung beider Beobachtungsorte beträgt 
ohngefähr 6 Meilen, und ihre Verbindungslinie, von Berlin ans 
nordöstlich, fällt in die Richtung der herrschenden stärkeren Winde 
und Stürme.

Die Barometerstände während des oben bezeichneten Zeitraums 
waren sehr veränderlich;' Perioden höherer und hoher Stände (über 
28 Zoll) wechselten in kurzen Uebergängen mit ausgezeichnet nie
derem Luftdruck, der einmal sogar unter 27 Zoll herabging (den 
30. Januar Mittags, wo ich 321,92"' beobachtete).

Den gleichzeitigen Gang beider Kurven habe ich auf Tafel I. 
in einer Zeichnung entworfen, in der Art, dass ihre Ordinaten die 
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Barometerhöhen unmittelbar in pariser Maass längs zwei mit 27" und 
28" bezeichneten Abscissenaxen darstellen, woraus der Vortheil ent
steht. dass man den Gang der barometrischen Differenzen sofort 
in demselben Maassstabe erblickt, wie ihn die Scala des Instruments 
anzeigte. Obgleich der Zeitraum der verglichenen Beobachtungen 
nur kurz ist, so zeigen sich doch als deutlich hervortretend fol
gende Phänomene:

1) Die Neustädter Kurve liegt fast überall höher als die Berli
ner . wie sich ohnehin nach der Höhendifferenz beider Orte, erwar
ten liess. Nur am 17., 28., 30. und 31. Januar und am 16. Februar 
war der Barometerstand in Neustadt kurze Zeit hindurch niedriger 
als der in Berlin, aber mit so geringen Unterschieden, dass sie nei 
dem Maassstabe der Zeichnung nicht überall sichtbar werden.

2) Alle bedeutenden Aufgänge und Niedergänge sind 
beiden Kurven gemein.

3) Aber das Phänomen, welches ich hauptsächlich hier zur 
Sprache, bringen wollte, ist'die Verän der 1 i chkei t in derDiffe- 
retiz der Barometerstände an beiden Beobachtungsorten, und dabei 
das Gesetz dieser Veränderlichkeit in den mit zahlreichen Wind- 
und Sturmperioden durchzogenen Monaten Januar und Februar:

Bei jedem bedeutenden und plötzlichen Niedergaug 
des Barometers nähern sich die Neustädter und Berli
ner Kurven, zuweilen fast bis zur Kongruenz (s. u. a. den 
18.. 23., 21, 29. und 30. Januar), bei jedem Aufgange trennen 
sie sich wieder, und in den Perioden der höheren Baro
meterstände und bei mehr windstiller und beständiger 
Witterung sind die. Abweichungen am grössten. Ein 
Gleiches findet Statt bei Niedergängen, die allmählich 
erfolgen, und bei tiefen Barometerständen, welcbemeh- 
rcre Tage mit geringeren Schwankungen anhalten.

Allerdings kanu die Differenz der Baromcterliöhen an zwei Or
ten, die nicht in demselben Niveau liegen, nicht konstant bleiben, 
sondern muss sich vermöge des Mariottiscben Gesetzes bei niederem 
Luftdruck verkleinern ; dass aber diese Ursache nur einen fast un
merklichen Antheil an dem so bedeutenden Zusammengehen der 
beiden Kurven in ihren tieferen Regionen haben kann, ergiebt sich 
aus der einfachsten Rechnung, und bedarf keiner Erlänterung.

Die in Nr. 3 gemachte Bemerkung berechtigt zu folgenden 
Schlüssen :

n) Bei stürmischem Wetter , mit welchem ein schnelles Sinken 
der Barometersäule verbunden zu sein pflegt, sind die Luftschichten 
von gleicher Dichtigkeit nicht horizontál, sondern ihre Lage 
nähert sich der Parallelität mit dein Boden.

In der Richtung von Berlin her erhebt sich das Terrain von 
100 zu 150 bis 200', und fällt dann in das Fiiiowthal von 40' abso
luter Höhe ab; die Luft wird also in ihrer Bewegung von Süd
westen her zuerst aufgestaut, und sinkt dann in die tietere Gegend. 
Hiermit scheint der eben ausgesprochene Salz in ganz einfachem 
Zusammenhänge zu stehen, insofern die wellenförmige Gestalt der 
Erdoberfläche auf den Weg der bei windstillem Wetter horizontalen 
Luftschichten von gleicher Dichtigkeit unmöglich ohne Einfluss 
bleiben kann. Sobald aber dieser Einfluss einzutreten beginnt, ist 
die Differenz der gleichzeitigen Barometerstände nicht mehr eine 
reine Function der Höhendifferenz beider Beobachtungsorte im ei
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gentlichen Sinne, sondern sie entspricht zugleich der relativen 
Höhenlage dieser Punkte gegen den Boden. Der Nullpunkt 
des Instruments, an welchem ich in Neustadt beobachtete, befand 
sich 6 ‘-pariser Fuss über dem Boden; wenn nun auch das Mädler- 
sche Barometer vielleicht 20' über der Erdoberfläche in Berlin be
findlich war, so ist eben die Differenz doch nur so gering, und der 
Unterschied der absoluten Höhen wieder so gross, dass die Annähe
rung der beiden Beobachtungskurveti mit der eben versuchten Er
klärung aufs Beste übereinstiinint.— Allerdings war das Mädlersclie 
Barometer mit dem ineinigen nicht verglichen; da sich aber bei ru
higem Wetter die Differenzen des beobachteten Luftdrucks dem Hö
henunterschiede der Stationen angemessen zeigten (s. die Zeichnung), 
so darf daraus auf gute Uebereinstiminung beider Instrumente ge
schlossen werden.

t/) Wenn man die Höhendifferenz zweier Punkte, die sich 
in gleicher oder nabe gleicher Entfernung vom Boden befinden, aus 
einer oder einigen gleichzeitigen Barometerbeobachtungen ableitet, 
so erhält man das Resultat um eine, weder durch Rechnung noch 
durch Erfahrung jemals mit einiger Sicherheit zu bestimmende 
Grösse viel wahrscheinlicher zu klein als zu gross. Der Fehler 
wächst mit der Geschwindigkeit des Windes, wenigstens wenn der 
Strich desselben nahe oder ganz in die Verbindungslinie der beiden 
Stationen fallt, und wenn der Barometergaug am Tage der Beob
achtung eine, schnelle Bewegung aufwärts oder abwärts erleidet.

c) Die Berechnung des H öh e n un te rsc h i edes dersel b en 
Punkte aus den durch mehr jährige Beobachtung gefun
denen mittleren Barometerständen giebt um so gewisser 
falsche, nämlich zu kleine Resultate, je genauer die 
Mittel sind, d. h. aus je längeren Beo h a chtu n gszeit räu
men sie abgeleitet wurden"). Denn die mittlere Differenz des 
Luftdrucks an beiden Orten (oder der Logarithmus seines mittleren 
Quotienten) setzt sich zusammen ans dem Mittel der normalen Dif
ferenzen bei hohem Barometerstände und ruhiger Luft, und aus 
den viel zu kleinen Differenzen während der Sturmperioden. Eine 
Bestätigung dieses Satzes glaube ich nachweisen zu können durch 
die Zahlen , in welchen Herr Major Baeyer (Nivellement zw. 
Swinemiindc und Berlin, Seite V) die B ergh a us’scheu Berechnun
gen der Höhe Berlins über der Ostseefläche zusainmenstcllt, die sich 
auf zwei- bis neunjährige Bcobachtungsreilien in Berlin. Swine- 
miinde, Stralsund, Danzig, Königsberg. Apeiirade und Altona grün
den. Diese Berechnungen gaben für die Höhe von Berlin (Strassen
pflaster im Tliorwege der alten Sternwarte) resp. 14,74, 14,33, 14,75, 
14.75, 15.23, 14.02, im Mittel 14,78 Toisen, mithin sämmtlich um 
Beträchtliches zu kleine Werthe, da durch das Baeyer’sche 
.Nivellement dieselbe Höhe ='17,376 Tois. gefunden wurde.

Man kann also diesen Felder bezeichnen als denjenigen, wel
che n die nicht horizontale. vielmehr der Paralle 1 ität mit 
dem Boden sich nähernde Bewegung der Luft bei hefti
geren Winden h ei v orbringt, und es dürfte misslich sein, den
selben durch eine Korrektion beseitigen zu wollen, die wohl weit

*) Diesen allerdings etwas paradox scheinenden Satz empfiehlt der geehrte 
Herr Verf. in einem an mich gerichteten Schreiben der sorgfältigen 
Prüfung der Leser. G. 
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unsicherer und im Allgemeinen weit beträchtlicher ausfallen dürfte, 
als etwa die Korrektion wegen Differenz der Breiten, oder die we
gen Abnahme der Schwerkraft in der Richtung der Vertikalen. Ich 
glaube, man würde zuverlässigere Nivellements aus Barometerbeob
achtungen erhalten, als bisher, wenn man die Methode der vieljäb- 
rigen Mittel gänzlich verliesse, dafür, zur Erleichterung der Ueber- 
sicht, die korrespondirenden Beobachtungen graphisch zusammen
stellte, und alsdann nur diejenigen Perioden aus den Sommer- und 
Herbstnionaten auswählte und zur Berechnung der Mittel verwen
dete, welche durchaus keine plötzlichen Schwankungen des Luft
drucks gezeigt hätten.

Obgleich ich kaum zu hoffen wage, durch Vorstehendes gelehr
ten Meteorologen, zu welchen ich mich nicht rechnen darf, etwas 
Neues gesagt zn haben , so bedaure ich doch , dass es mir nicht 
vergönnt war, die graphische Vergleichung des hiesigen und Berli
ner Barometerganges während eines langem Zeitraumes fortzu
setzen. Bei dem jetzigen Stande der Wissenschaft wäre es gewiss 
nicht mehr ohne Interesse, folgende Fragen durch zahlreiche kor- 
respondirende, und übersichtlich zusammengestellte Beobachtungen 
beantworiet zu erhalten :

Wie verhält sich der gleichzeitige Baromelergang:
1) Wenn die Station A nahe am Boden, die Station B ent

fernt vom Boden (z. B. auf einem hohen Thurme) aber in dem
selben Niveau mit A. befindlich wäre. Sollte hier nicht bei ru
higer Luft und hohem Druck ein gleicher Barometerstand, aber 
während der Windperioden bei niederem Druck, in der Station A 
ein höherer Barometerstand als der gleichzeitige in B zu erwarten 
sein ? Die Kurven würden also die entgegengesetze Erscheinung 
zeigen, als die der beiliegenden Zeichnung, d. h. die Berührung 
würde in den Regionen der hohen und länger anhaltenden niede
ren, die Abweichung in den niederen von kürzerer Dauer, eintreten. 
Die Berechnung der Höhendifferenz aus den Mitteln ergäbe nicht 0, 
sondern A tiefer als B.

2) Wenn die Stationen A und B in gleicher Entfernung vom 
Boden, aber in verschiedenen Niveaus lägen? Ein Beitrag zur Un
tersuchung dieses Falles war der Zweck des vorliegenden Aufsatzes 
und der beigegebenen Zeichnung.

3) Wenn sich der Boden unter A und B in demselben Niveau 
befände? Hier würden, wenn A und B verschiedene absolute Höhe 
hätten , auch bei schnell abnehmendem Luftdruck mehr normale 
Differenzen der Barometerhöhen zu erwarten sein, mithin die Kur
ven bei den Niedergängen nur geringe Konvergenz zeigen, und 
die Berechnung der Höhendifferenz aus den barometrischen Mitteln 
liesse die relativ zuverlässigsten Resultate erwarten.

4) Wie unterscheidet sich der gleichzeitige Gang der Barome
terstände, jenachdem die Verbindungslinie der Stationen in die 
Richtung der herrschenden Winde, oder mehr rechtwinklig mit 
dieser Richtung fällt? Auch dürfte die Lage des Beobachtungs
ortes , auf einem langgestreckten Erdrücken oder isolirten Berge, 
welcher den bewegten unteren Luftschichten ein Ausweichen zur 
Seite gestattet, nicht weniger wesentliche Modifikationen in die 
Erscheinungen bringen.
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IX.
Ueber Reisebarometer.

Von dem

Herrn Professor F. W. Schneider
an der Königlichen hohem Forst-Lehr-Anstalt zu Neustadt-Eberswalde.

Bekanntlich ist die Réduction der Barometerstände auf eine 
feste Norinaltemperatur des Quecksilbers eine so wichtige Korrek
tion , dass die Vernachlässigung derselben barometrische Beobach
tungen für wissenschaftliche Zwecke fast werthlos macht. Man 
versieht desshalh jedes Barometer, das zu genauen Untersuchungen 
dienen soll, mit einem Thermometer. Behufs der Temperaturangabe 
einer Masse Quecksilbers, welches in einer kurzen Röhre, von glei
chem Durchmesser mit dem der Barometerröhre, sich so nahe neben 
dieser befindet, dass eine gleiche Temperatur beider vorausgesetzt 
werden darf.

Leider aber wird noch fortwährend im Bau der Barometer, na
mentlich der zu Beobachtungen auf Reisen bestimmten, ein Verse
hen begangen, durch welches die Sicherheit in der Korrektion der 
Quecksilbertempenitur bedeutend gefährdet erscheint. Ich meine die
jenigen Instrumente, welche, wie die sonst so vortrefflichen Grcincr- 
schen und l’isto.rschen mikroskopischen Lieberbarometer, mit 
einer etwa auf ■} der Länge fest in einen Holzrabincn verschlosse
nen. im Uebrigcn frei dem Luftzuge ausgesetzten Quecksilberröhre 
versehen sind. Bei der schlechten Wärmeleitung des Holzes bedarf 
es offenbar einer längeren Zeit (oft sind -J Stunden nicht ausrei
chend), ' bevor die Temperatur des eingcschlossencn Quecksilbers 
sich mit der Lufttemperatur ins Gleichgewicht setzt, während dies 
bei dem im oberen Theile und im kürzeren Schenkel enthaltenen 
Quecksilber viel eher geschehen muss. Hat inan sich nach einer 
im Freien gelegenen Beobacbtungsstation begeben, ist vielleicht das 
Futteral des Barometers und somit sein ganzer Inhalt durch die 
aufprallenden Sonnenstrahlen bedeutend erwärmt worden; so zeigt 
innerhalb geraumer Zeit nach dem Aufhängen des Instruments das 
Thermometer desselben eine um mehrere Grade höhere Temperatur 
als die umgebende Luft, da doch ohne Zweifel derjenige Thcil der 
Quecksilbersäule, der in den durchbrochenen Räumen der Holzfas
sung liegt, bereits einen der Luftwärme näher kommenden Grad 
angenommen haben muss. Man bat daher durchaus keine Gewähr
schaft, dass das Quecksilber des Barometers gleichförmig er

Tlicil I. 5
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wärmt sei, wenn man nicht einem oft sehr lästigen Zeitverlust 
durch stundenlanges Warten sich hingcbcn will. Selbst dann noch 
möchte unter gewissen Umständen zweifelhaft sein, oh die Tempe
ratur der verschiedenen Theile der Säule unter einander und mit 
der Temperatur des Thermometers bis auf Zehntelgrade 
übereiiistimmcn, und es bleibt eine Unsicherheit, welche der sonsti
gen Einrichtung' des Instruments (der mikroskopischen Einstellung 
und dem Nonius auf 5Otel Linien) wenig angemessen ist.

Beim Gebrauch ähnlicher Barometer zu Beobachtungen im Zim
mer verliert zwar der erwähnte Naclithcil an Erheblichkeit, sobald 
man in ungeheizten Zimmern beobachtet, wo sich die Temperatur 
langsam ändert; in geheizten Zimmern aber ist der Uebelstand um 
so grösser, weil man, au bestimmte Beobacbtungszeitcn gebunden, 
die Ausgleichung der Temperatur-Differenzen nicht abwarten kann. 
Es entsteht also die Frage , oh nicht bei der Verfertigung der Ba
rometer folgende Grundsätze zu befolgen wären:

1) Die Quecksilbersäule muss nach der ganzen Länge 
beider Schenkel frei liegen, entweder in einem durch
brochenen, durch schmale Metal 1 bän dcr zusammengehal
tenen Gestell, oder vor demselben, und so weit davon 
entfernt, dass sie ringsum von der Luft bestrichen wer
den kann.

2) Eine ganz gleichartige Lage muss die Quecksil
berröhre haben, in welcher sich die Kugel des fixen 
Thermometers befindet.

Da es längst transportable Barometer giebt, deren Röhren frei 
vor der Holzwand liegen, so fällt der Einwand weg, dass die par
tielle Einschliessung zur Sicherung des Instruments unvermeidlich 
sei. — Bei dieser Gelegenheit möchte ich auch noch behaupten, 
dass ein Thermometer der Skala, womit man genauere Instru
mente zu i ersehen pflegt, ganz fiiglich entbehrt werden kann. Denn 
wenn angenommen wird, dass die Längcuausdehnung des Messings 
-y'ü beträgt von der Ausdehnung der Quecksilbersäule, so genügt es 
selbst bei den genauesten Messungen, die Temperatur der Skala 
nur in ganzen Graden zu wissen, und um ganze Grade wird das 
Thermometer der Skala nie vom Thermometer des Quecksilbers 
abweichen, wenn letzteres nicht im Holze eingeschlossen ist. Man 
kann folglich die Temperatur der Skala vom Thermometer des 
Quecksilbers ablesen . ohne fürchten zn müssen . die reducirte 
Barometerhöhe nicht mit eben so vielen Hnnderttlieilen der pariser 
Linie zu erhalten, als wenn man die Temperatur der Skala beson
ders gemessen hätte.
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X.
Das Binomialtheorem für positive ganze Expo
nenten, als specieller Fall eines allgemeinen! 

Satzes betrachtet.
Vom

Herausgeb er.

Längst ist den Mathematikern der merkwürdige Satz von den 
Binomial - Coefficienten bekannt, auf welchen Euler, Segn er, 
L’Huilicr, Rothe, Busse und andere neuere Geometer den 
kürzesten und einleuchtendsten Beweis des binomischen Lehrsatzes 
in seiner grössten Allgemeinheit gegründet haben. Nicht so allge
mein bekannt dürfte aber die Bemerkung sein, dass in dein in Rede 
stellenden Satze von den Binomial-Coeflicientcn, wenn man densel
ben nur auf eine zweckmässige Weise erweitert, der Binomische 
Lehrsatz für positive ganze Exponenten selbst als ein specieller Fall 
enthalten ist, welches zu zeigen der Hauptzweck des vorliegenden 
kleinen Aufsatzes ist.

Der Kürze wegen wollen wir im Folgenden die Grösse
n(n 4- k) (n 4- 2Z) ... (n 4- (p — 1) k)

1.2.3.4 ...p ’
wo M und Z beliebige Grössen sein können, p aber eine positive 
«ranze Zahl bezeichnen soll, durch tiu bezeichnen, so dass also

. * __ n(n 4- k) (n 4- ~k) ... (zr -t- (;> — 1) Æ)
nP — J . 2.3.4 . . . p ’

und folglich fiir Z- =—1
—1 n(n—1) (n—2) . ■ . (n—P4-1)

2. np — J . 2.3.4 . . . p

ist, welches Letztere die bekannte Form der Binomial - Coefficien- 
ten ist.

Nach 1. ist
* __ n(n-t-k) (n-f-2k) ... (æ4-(p — 1)Z)

n1> — 1.2.3.4 . .. p ’
‘ __ «(« + <•) (^4-2Z) ... (n-j-pk)

— 1.2.3.4 ... (p 4- 1) ’
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und folglich offenbar

1 * n-^-pk
'*• »P4-1 — np . | j.

Weil nach 1. 
* n
»i —

ist; so muss man, wenn die Relation 3. noch für /» = 0 gelten 
soll, offenbar

4. no = 1

setzen, welches im Folgenden auch immer geschehen wird.
Nach 1. ist ferner

(®-ł-^b =---------- 1.2.3.4.7./»---------’

und folglich, weil nach dem Obigen offenbar
* (n k) (n 4- 2A). . ■ (z? -fr- pk) n
np+i— I.2.3.4...;? '

ist, A Xr 2^
5. Mp+t = (» 4- k)p .

welche Relation auch nur dann noch für /j = 0 gilt, wenn man, 
wie schon in 4. geschehen ist, allgemein n0 = 1 setzt.

Nach 3. ist
z * .. , * n-\-pk(n+Àj;,= (« + Z)^l . ——,

r
und folglich

(n 4- k)p—1 4~ (» 4~ k)p = (n 4“ k)p—1 . ------------------ .

Nach 5. ist aber
A A A h tp
tip = (ze 4~ k}p—\ . — oder (n 4“ k)p_i = np . —.

Also ist nach dem Vorhergehenden
„ , * ,, , * * n-k-p (A-fr-1)6. (»4- A)p—i 4" (re 4- k)p — np . — ,

eine für das Folgende sehr wichtige Relation. Setzt man in der
selben k = —1, so erhält man

-i -i -i
/. (zz—l)z>—1 4" (zz 1 )/z — fipt

worin ein sehr bekannter Satz von den Binomial - Coeflicienten ent
halten ist.

Nach dieser Vorbereitung wollen wir uns nun mit der Summi- 
rung der in vielen Beziehungen wichtigen und merkwürdigen Reihe 
l f h l, f 11 11 1

mp 4- 1. », 4- mp—t • »2 4- - . . 4- «»2 • zz7^2 4- »z, . Mp—i 4“
beschäftigen. Der Kürze wegen bezeichnen wir diese Summe durch 
F(p), und setzen also
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8. F(p)—n3-t-.---t-#*3-np —2-i-ffii-Wp—i-t-np-
Die Summe F(p) kann aber auf folgende Art gefunden werden. 

Es ist, wovon man sich dnrcli eine ganz einfache Rechnung auf der 
Stelle überzeugen wird, 

m-ł-n-ł-pk m-t-pk n
P-h 1 ř + > ”+'z>4-l

_m-t-(p—])Æ , n-ł-k 
p-ł-1 ^p-ł-l

m-ł-(p — 2) k n-ł-2k
p + 1 p-ł-1

u. s. w.
 m 4- 2k , n 4- {p — 2) k 
P4-1 7>4-l~

_ m-ł-k fi-ł-(p— l)k
p-ł-1 p-ł-1

m n-ł-pk
p-ł- 1 P-ł-1 ‘

Multiplicirt man nun auf beiden Seiten der Gleichung 8. mit der 
Grösse

m 4- n 4- pk 
p-ł-1 ’

indem man dabei für diese Grösse auf der rechten Seite des Gleich
heitszeichens in der Gleichung 8. ihre obigen Zerlegungen nach der 
Reihe einführt; so erhält man die Gleichung
—. . m 4- n 4- pk * m-ł-pk , * n

p-ł-1 P p-ł-1 P p4.1
* m-ł-{p — 1) & ‘ .   n-ł-k* *

mp-i ■ ni
* tn-t-(p — 2)k    n 4- 2k* * *

•+■ ’ nf "*■  mP-2 • • p4_i
u. s. w.

* m, 4- 2k * * * n 4- (p — 2) k
+ 1 • “P-*  ■+*  • ^P-^ • p+1

‘ m-ł-k * * * n-ł-(p—])£
'+'ÍW* ttp~l -np-ł.----- J------------

Weil nun nach 3.

m 
P^l . ftp

1 n-ł-pk 
p p-ł-1

* m 4- pk 1
mp . j = mp

m-ł-pk
p-ł- 1

p 4-1 ‘ Z>4-1
p4-l~ mp+1'p-ł-r

* m-ł-(p — 1)Æ * m-ł-(p—1)Æ p * p
mp-i •—p4_i— = mp-i •------- p-------- • =mp • ^Tï’
* m-ł-{p — 2}k * w»4-(p—2)k p—1 * p—1
^-2 • — mP-i • — mP~^ >4-1’

U. B. W.
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und ganz auf ähnliche Art

U. 9. W.
3

771-j-2k 3 A . 3
3 ' p-ł- 1

--- r/lt PH- 1
771-ł-k 2 i

—
o

2 ‘ P4-1 p-ł- 1
?n 1 à 1
1 ’ P4-1 ’ p-\- 1 ’

1 A 

=
1

P4-1 p-ł-J
n-t-k 2 h 2

2 ‘ P4-1 — . P4-1’
7i-f~2k 3 h 3

* 7i-f~(p— 2)k  — 2)k p — 1  p— l* *
• p+l — — nP-i ‘

* n -t-(p —  7i-i-(p — 1)Æ p  p* *
np-1 • p^l — "P-1 • p ' Ï+Î — "P ■ ^+1’
* n-i-pk 1 n-ł-pk p 1  p + •*

”p ■ p^T ="p • T+Ï ■^ = mP+1-^l 
ist; so ist nach dein Obigen

1
■

. n

4~ tHp-2 . », .

mp+*  ■ ■+*  mp • n
P * ‘

7 + w

P— 1 . * * 34- mp-2 . », . —

p-2 * * 4——r 4- ^-3 . »4 . —-

u. s. w.

U. 6. w.
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* ‘ (2 P— 1)4 W, . Wn—1 . !----7 -4- —---- r J1 ' IP4-1 P-ł-lJ
4 * i 1 p )

1 p IP4-1 P4-1I
‘ P + l

+
A A A A A A A A4

= “ł" mp • 4“ mp—l • w2 "4“ mp—2 • “4“ • • • "4“ • np— 1AA A 
4*̂ m .^4“«5íH-1 -

So wie nun oben in 8. 
h k k k k h k

mP “4“ mp—1 - 4- W/^-2 • ,<sa 4- • - • 4~ ^3 • ^p—2
A A A

4“ 1 4- np
gesetzt worden ist, muss natürlich

A A A A A A A

/'(p+1) = ™P+1 z/ , 4~ mp^ . n, 4- w»p_2. », 4- •.. 
1 * * * 4

4- mï . np-\ 4- «»i . np 4- np+i. 

gesetzt werden , und aus dem Vorhergehenden ergiebt sich daher 
unmittelbar die folgende Relation:

. 9. JVH-1) = F(p). m^7̂ pk.

Weil nun offenbar 
—‘ m . 71 OT-I-M /■’(!) = ///, 4- 71, = T 4- T = V

ist; so ist nach dieser Relation

F(l) ==

77i-t-7t m+n+l 
—1 • 2 ■’

F(3) = F(2). //i+/^-‘24

771-1-71 77l-+-77-l-k 7H-+-n-+-2k
— —1 • 2 • 3 ’

F(4) = JF(3).^±^f-— 

7n-t-77 OT-l-n-l-4 77t-t-7t-t-2^ 77l-f-7l-t-3k
— 1 " • 2 ‘ 3 ■ 4 ’

u. s. w.

Wie man auf diese Art weiter geben kann, ist klar, und das 
Gesetz, nach welchem die obigen Ausdrücke fortsclireiten, liegt 
deutlich vor Augen. Also ist iu völliger Allgemeinheit
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in w i (tn-ł-h) (m+n-ł-k) (m-f-n-ł-2A)... (m+n-i-(p—l)k)
10. F(j>) =--------------------------1.2.3.A....p--------------------------

<1. i. nach 1.
11. F(p) = (m-l-n)p , 

und folglich nach 8.
h h h h À * * 1

12. (mz-j-n)p = wip 4~ i . n J nip—2. • ■+"  ■ ■ 4~ rzř3 - np—2*
i i t

4*  m, . rip—i + rtp,
eine auf jeden Fall höchst merkwürdige Relation. Für k = — 1 
wird dieselbe

—i -i -i -i -i —i —i -i
13. = nip -1- mp—\ . nt -1— mp—2 . »3,4“... 4~®3  • iip—2*

-1 -1 -i
4~ »», • »p—\ 4- nr ,

welches der oben erwähnte längst bekannte Satz von den Binoinial- 
Coefficienten ist. ’

Setzt man aber in der Gleichung 12,, wie es verstattet ist, 
X: = 0; so erhält man

n 0 n 0 n 11 00
(^4~^)p —= mp 4" mp—1. n i 4- mp—2 . z^z 4- ••. 4- . &p—2

00 0
4- ®»i • np—i 4- np ■ 

Weil nun nach 1. überhaupt
0 mp •

Tip 1 r 1...p
ist; so ist wegen vorstehender Gleichung

(m-+-n]P mP , tnp—1 n , mp—2 ii1
1 ...p —TT?77> i...(p—i)• T + i..(p—2)-i7ä

mP—3 n3 ,
“*■  l..(p—3) • 1.2.3

i»2 nP—'i m itp—i nP
+ ÏÏ2 • l..(p—2) "*■  T • l..(p—1) 1... p’

und folglich, wenn man auf beiden Seiten mit 1.. .p multiplicirt, 

(m-\-n\P=trtP 4- ^-mP—^n-k2 »14- y(T.2X3Z2)^3/t3+-
p(p—1)...3 , p(p—1)...2 p(p—l)...l

- + y..(p-2t ^-«p-2+ i:..(p-i) nP
d. i. nach 1.

—1 —1 —1
14. (íw4-zz)ř = »2Z,4-p1.«»7’~izz4-p2.«»P—2/i2 4- p, ,mP~^n3 4-....

—1 —1 -1
... 4- Pp—2 • nPnP—i 4- Pp—1 • tnnP~~14~ pp.tiP , 

in welcher Gleichung das Binomialtheorem für positive ganze Expo
nenten enthalten ist.

Hieraus sieht man also, dass die merkwürdige allgemeine Re
lation 12. das Binomialtheorem für positive ganze Exponenten als 
einen speciellen Fall in sich enthält.
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XI.
Bemerkung zur Trigonometrie.

Vom

Herausgeber.

Wenn der Winkel oder Bogen mittelst der Gleichung
cos ç> = A oder siu 91 = A

zu linden ist, und der absolute Werth von A der Einheit sehr nahe 
kommt, so kann mittelst der gewöhnlichen goniometrischen Ta
feln nicht mit der erforderlichen Genauigkeit berechnet werden, 
weshalb man auch Leim trigonometrischen Calcul solchen Formeln 
den Vorzug zu geben pflegt, bei denen die gesuchten Winkel alle 
mittelst ihrer Tangenten oder Cotangcnten gefunden werden. Wie 
es mir scheint, kann man sich aber in solchen Fällen wie die obi
gen jederzeit auf folgende Art helfen.

Man berechne einen Hiilfswinkel 0 mittelst der Formel
tang 0 = A,

welches jederzeit mit der erforderlichen Genauigkeit geschehen 
kann. Ist dann

cos y = A,
so ist cos = tang 0, und folglich

1 — cos y 1 — tang©
1-f-cosy 1-f-tangH’

also nach bekannten goniometrischen Formeln

tang’y2 = tang(45°—0) , tang-Jy = ± |/tang(45°—0),

mittelst welcher Formel jederzeit mit der erforderlichen Genauig
keit berechnet werden kann. Ist dagegen

sin <p = A,
so ist sin <jp = tang 0, und folglich

1—siny  1 — tang©
1-4-siny 1-f-tangö’

also nach bekannten goniometrischen Formelu 
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tong(45o-|y)ł = tang(45°-0), tang(45°-‘y) =±|/tang(45°-0), 
mittelst welcher Formel g> wieder jederzeit mit der erforderlichen 
Genauigkeit gefunden werden kann.

Um ein Beispiel zu geben, so sei aus zwei Seiten a, b eines 
ebenen Dreiecks und dem Gegenwinkel a der einen a dieser beiden 
Seiten der Gegenwinkel ß der anderen Seite b zu linden, und es 
sei gegeben

« = 18° . 14'. 0" und log = 0,5046112.

Weil nun bekanntlich sin Z? = — sin « ist, so ist r a

log = 0,5046112
log sin a = 9,4953883
log sin ß = 9,9999995

Gin Blick in die Callet’schen Tafeln, deren ich mich hier be
dienen werde, zeigt, dass ß in diesem Falle mittelst seines Sinus 
nicht mit der erforderlichen Genauigkeit gefunden werden kann, 
weshalb man nun die Rechnung auf folgende Art führen wird:

log tang 0 = 9,9999995
0 = 44°. 59'. 59", 88

45°— 0 = 0. 0. 0, 12
log tang (45°—0) = 3,7647562
log tang (45°—iß) = 6,8823781

45°—iß = 0°. 2'. 37", 39
90° —ß 0. 5. 14, 78

ß = 89. 54. 45, 22

Uebrigens hat ß im vorliegenden Falle, wo offenbar a<b ist, 
zwei Werthe, deren Summe 180° beträgt. Der zweite Werth ist 
die Ergänzung des durch die vorhergehende Bechnung gefundenen 
Werths zu 180°, nämlich 90°. 5'. 14", 78.
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XII.
Nivellement zwischen Swinemünde und Berlin.
Auf dienstliche Veranlassung ausgeführt von 
J. J. Baeyer, Major im Generalstabe. Mit 

einer üebersichtskarte. Berlin. 1840. 4.
Vom

Herausgeber.

Die aus zu verschiedenen Zeiten angestellteu barometrischen 
Messungen und Vergleichungen für die Höhe Berlins über dem 
Meere gezogenen Resultate, welche der Verfasser in der Vorrede 
zu seinem in jeder Beziehung höchst schätzbaren Werke zusam
menstellt, waren bisher höchst schwankend, und es herrschte 
gerade über dieses Element noch ■ immer die grösste Ungewissheit. 
Als nun dasselbe bei der im Frühjahre 1835 von Besse I vorgenom
menen Bestimmung der Länge des Secundenpendels auf der Berliner 
Sternwarte als ein wichtiges Reductionselement zur Sprache kam, 
ersuchte Alexander von Humboldt den Chef des Generalstabes 
der Armee und General der Infanterie Herrn Krauseneck, zur 
endlichen Entscheidung der Sache ein trigonometrisches Nivellement 
zwischen der Ostsee und Berlin Ausfuhren zu lassen. Letzterer, stets 
bereit wissenschaftliche Zwecke kräftigst zu unterstützen und zu för
dern, ging sogleich mit der grössten Bereitwilligkeit auf den Vorschlag 
ein, und ertheilte dein Verfasser den Auftrag, in Gemeinschaft mit 
dem in Neu - Vorpommern eben mit Messungen beschäftigten Inge
nieur-Geographen Herrn Bertram als zweitem Beobachter die 
Arbeit im Laufe des Sommers 1835 auszuführen. Im September 
1835 war die ganze Operation beendigt. Die Rechnungen sind mit 
Hülfe des Lieutenants von Mörner, eines jungen thätigen und 
kenntnissreichen Offiziers, sämmtlich nach Bessels Vorschriften 
ausgefülirt, welcher Letztere sich der Sache überhaupt auf das 
Eifrigste annalim und seinen Rath nie fehlen liess.

Die Instrumente waren: 1) Ein Theodolit von Ertel in Mün
chen mit 15 zölligem Azimuthaikreis und 8 zölligem Höhenkreis, 
deren Nonien unmittelbar respective 2 und 4 Secunden angaben.
2) Ein Theodolit von Gambey in Paris mit einem 12zölligen Azi
muthaikreise und einem eben so grossen Höhenkreise, deren Nonien 
eine unmittelbare Ablesung der Winkel von 3 Secunden gestatteten.
3) Ein Box-Chronometer von Tiede in Berlin, und 4) ein Taschen- 
Chronometer von Tiede. Mit Nr. 1. und 3. beobachtete der Ver
fasser, mit Nr. 2. und 4. Herr Bertram.
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Die Dreiecksverbindung zwischen Berlin und Swinemünde konnte 

dnrcb Anschliessung an eine trigonometrische Vermessung der Oder 
bewirkt werden, welche das Königliche Ministerium fur den Han
del, die Gewerbe und das Bauwesen in den Jahren 1820 bis 1824 
durch den Premier-Lieutenant Asmann batte ansfübren lassen.

Die Höhenmessungen wurden natürlich, um den Einfluss der 
Strahlenbrechung so viel als möglich zn beseitigen, auf bekannte 
Weise durch gleichzeitige Beobachtung gegenseitiger Zenithdistan
zen ausgefülirt, und bei der Berechnung die folgenden, dem Wesent
lichen nach Bessel angehörenden, von dem Verfasser aber in Be
zug auf praktische Anwendung erweiterten und weiter entwickelten 
Formeln in Anwendung gebracht.

Die Höben zweier Punkte A und B über dem Meere seien 
h und li’-, die in A beobachtete Zenithdistanz von B sei x, die 
gleichzeitig in B beobachtete Zenithdistanz von A sei x’. Be
zeichnen wir nun die entsprechenden Refractioncn durch Az und 
fax’, so sind die wahren Zcnitlidistanzcn von B und A respective 
z -ł- Ąz und z'-ł-^z', wobei man nicht zu übersehen hat, dass 
durch die Strahlenbrechung die Höben vergrössert, die Zenithdistan
zen also vermindert werden. Obgleich nun ein Durchschnitt der 
Vertikallinicn zweier Punkte auf dem Erdellipsoid nur bedingungs
weise Statt findet, so wird doch mit Rücksicht auf die geringe 
Verschiedenheit der Lage zweier von einander sichtbaren Punkte 
der Fehler unberücksichtigt bleiben, nnd man wird also den von 
den Vertikallinien der beiden Punkte A und B eingescblosscnen 
Winkel sowohl, als auch den Durchschnittspunkt der beiden in 
Rede stehenden Vertikallinicn durch C bezeichnen können. Denkt 
man sich nun das Dreieck ABC, so wird auch ohne Figur auf der 
Stelle ersichtlich sein, dass dessen äussere an A und B nnd der 
Seite AB liegende Winkel respective x-+-^x und z'4-Ąz', die 
innern Winkel dieses Dreiecks also 180°—(z-f-Az), 180°—(z'-f-^z') 
uud C sind, welches die Gleichung

360° -f- C— (x 4- A« 4- 4- A®') = 180° 
oder

z4-Ąz4-z'4-Az'= 180° -f- C

giclit. Setzt man nun As 4- A®'= wo k nach Gauss der
Coefficient der Strahlenbrechung ist, unter welchem die 
französischen Mathematiker gewöhnlich -JA verstehen, so erhält 
man die Gleichung

x -+- z' —180° = (1 — k) C.

Bezeichnet r den Radius der Erde, die wir liier als eine Kugel 
betrachten wollen, nnd s den dem Winkel C entsprechenden Bogen, 
d. h. die horizontale Entfernung der beiden Punkte A und B, so 
hat man die Proportion

sin 1" : ý=l : C, 

und folglich

r sin 1"’
oder wenn w = 206264,8 gesetzt wird,
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C=a-, 
r ’

wodurch man C in Secunden ausgedrückt erhält. Führt man nun 
diesen Ausdruck von C in die obige Gleichung zwischen », z', k, C 
ein, so ergiebt sieb

1 — k = — (s 4- z' —180°),

welche Formel den Coefficienten der Strahlenbrechung liefert, aus
gedrückt durch die gegenseitig gleichzeitig beobachteten Zenith
distanzen und die Entfernung der Beobachtungspunkte. Natürlich 
muss nun auch in dieser Gleichung die Grösse x4-zz—180° in 
Secnnden ausgedrückt gedacht werden. Hat man auf diese Weise 
k gefunden, so kann auch fax 4-Ąz' gefunden werden, weil nach 
dein Obigen

fax-ł-fax’=kC

ist. Um nun aber fax und fax' selbst zu finden, ist man nach dem 
jetzigen Stand der Sache genöthigt fax = fax' zu setzen, welches 
freilich nur näherungsweisc, und zwar mit desto grösserer Genauig
keit richtig ist, je geringer der Höhenunterschied der beiden Be- 
obaclitungsortc. und mit je grösserm Rechte also die Voraussetzung 
gleicher Dichtigkeit der Luft an beiden Beobacbtungsorten zulässig 
ist. Auf die Gleichungen fax = fax' und fax 4- fax' = kC gestützt, 
erhält man

= fafi’ =
wodurch also, da k nach dem Obigen schon bekannt ist, die Re- 
fractionen fax und fax' sich ergeben.

Das Dreieck ABC liefert nun, indem wir jetzt zu der Be
stimmung des Höhenunterschieds der beiden Beobacbtungsorte selbst 
übergeben, nach einem bekannten Satze der ebenen Trigonometrie 
die Proportion

AC+BC : AC—Z?f7=cot : taug ±(B— A),
oder, weil offenbar AC=r~ł~ /i, JłC=r-\- 7i' ist,

2r 4- 7i 4- fí : h — h' = cot \C : tang -J(Zř — A),
und folglich, weil nach dem Obigen

B — A = x 4- fax — x'— fax’ 
ist,

2r 4- h 4- h' : h— Z'=cot ±C : taug |(«4-A*  — 
also

h — Ä' •= 2r (1 4- tanff tang 4- fax — x' — fax'),

oder, weil man fax = fax’ setzt, und bei nicht sehr beträchtlichen 
Höhen offenbar als eine verschwindende Grösse betrachtet

2r
werden kann,

h — h'=2r tang tang i(z— «'),
oder endlich, weil 2r tang gesetzt werden kann,
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h — fi=i» tang ý(x — s').

Führt man in diese Gleichung fůr s' den aus dem Obigen sich er
gebenden Werth

180° 4-(1 — Æ) C—K
ein, so erhält man 1_ k

h — K =. — g cot (x------ -— C)
oder

j_ k
h'— A = g cot (x----- g— C),

oder endlich auch nach dem Obigen
fí — ň = g cot [x —(1—Æ)^j,

wo u> den obigen Werth bat.
Weil

x'4-A®'= 180° 4-C—s4-Az = 180° 4-C—(as'-ł— 
ist, so erhält man aus dem Obigen auch leicht die beiden Glei
chungen

fí— // = 2r(l-ł-^-~^) tang cot (x4-A* —

h — h' = 2r (1 4- —-y-) tang iC cot (s' 4 A®' — ïQ5 
oder

. , . , , > (//—h) cot JC . , . . . , (Ä—7Z) cotiCcot(=4-A=~àC) =------ 4^’ cot (='4-A='-lC) = ------- -ïï±r^2'«+^) 2r(14-^)

mittelst welcher die Refractionen A3 und A=z bestimmt werden 
können, wenn die Höhen der beiden Punkte, ihre horizontale Ent
fernung und die gleichzeitig gegenseitig gemessenen Zenithdistan
zen bekannt sind. Punkte in der Nähe der Meeresküste, deren 
Höhen vom Strande aus unabhängig von einander nivellirt werden 
können, eignen sich zur Lösung dieser Aufgabe am besten.

Wir haben hier die obige Theorie der Bestimmung der Höhen
unterschiede aus gleichzeitig gemessenen gegenseitigen Zenith- 
distanzen. als der genauesten bis jetzt bekannten Methode, zu sol
chen Bestimmungen zu gelangen , in der Kürze vollständig ent
wickelt. In Bezug auf verschiedene andere instructive und praktisch 
wichtige Aufgaben, rücksichtlich des Details der Messung und der 
bei derselben zur Erreichung möglichst grosser Genauigkeit ange
wandten V orsichtsmaassregeln müssen wir auf das ausgezeichnete 
Werk selbst verweisen, indem wir uns begnügen, einige der wich
tigsten aus der Messung gezogenen Resultate im Folgenden zusam- 
menzustellcn.

Das mittlere Niveau der Ostsee hei Swinemünde findet bei ei
nem Pegelstande von 0,5636 Toisen Statt, und dies ist der Null
punkt, auf welchen sich das ganze Nivellement bezieht. Die neun
jährigen monatlichen Mittel des Standes der Ostsee bei Swinemünde 
bieten die auffallende Erscheinung dar, dass das Niveau der Ostsee iu 
der ersten Hälfte des Jahrs um 3 Zoll niedriger ist als in der zweiten 
Hälfte. Es wäre zu wünschen, ancli aus andern Häfen der Ostsee
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sorgfältige Beobachtungen über den Stand derselben zu erhalten, 
um zu ermitteln, ob der namhaft gemachten sonderbaren Erschei
nung eine locale oder eine allgemeine Ursache zum Grunde liegt.

Folgende Höben einiger Punkte von Berlin über der Ostsee, 
d. li. über dem vorher näher bezeichneten Nullpunkte der Messung, 
dürften von allgemeinerem Interesse sein.

Toisen.
Obere Fläche des Sandsteinpfeilers auf der Plateforme 

der Berliner neuen Sternwarte in nordwestlicher Rich
tung vom Centrum des runden Tliurms .... -f- 23,9512

Fussboden des magnetischen Häuschens bei der Sternwarte -f- 17,6096 
Strassenpilaster unter dem Thorwege der alten Stern

warte -+- 17,3761 
Slrassenpflaster am Fusse des Marientliurms . . . -1- 17,9210 
Nullpunkt des Pegels an der Fischerbrücke . . . -F- 15,2743 
Normalwasserstaud der Spree, welcher für. die Sommer

monate vom Mai bis September gilt:
Oberwasser -+- 16,6163 
Unterwasser -H 15,9789

Auf dem erwähnten Pfeiler auf der Plateform der neuen Berli
ner Sternwarte stand der Theodolit. Der wahrscheinliche Fehler 
der Höhenbestimmung dieses Stationspunktes war 0,317 Toisen, so 
wie deuu die wahrscheinlichen Fehler für alle Nivellementsstationen 
berechnet und in dem Werke mitgetheilt worden sind.

Den Cocfiicicnten k der terrestrischen Strahlenbrechung setzen
die Engländer  0,2000
die Franzosen 0,1600 
Coraheuf 0,1285 
die ostpreussische Graduiessung . 0,1370
Ganss 0,1306
Struve 0,1237

Der Bestimmung desselben war die von Herrn Baeyer ansge- 
fülirte Operation im Allgemeinen nicht sehr günstig, weil der Haupt
zweck: eine möglichst genane Ermittelung der Höhe von 
Berlin, die Bedingung auferlegte, die Entfernung der einzelnen 
Stationen nicht sehr gross anzunehmen, und in der That wurde 
auch eine Entfernung von 2 bis 3 Meilen nur da überschritten, wo 
es die Localität durchaus nicht anders gestattete. Bezeichnet man 
aber den Fehler der Summe der beobachteten Zenitlidistanzen durch 
rZ(s-f-x'), den Fehler von k durch dk\ so ist wegen der aus dem 
Obigen bekannten Gleichung

1—k = — (z + z — 180°), S €0 V 7
wenn man dieselbe differentiirt,

7*  T
— dlc-=. — rZ(z-J-z') oder dk-=— — dfx-f-x'), 

woraus man sieht, dass der Einfluss der Beobachtungsfebler in der 
Summe der Zenitlidistanzen auf den Coeflicienten der Strahlen
brechung in demselben Verhältnisse abnimmt, in welchem die Ent
fernung der Beobachtungspunkte zunimmt. Ungeachtet dieser nicht 
eben günstigen Umstände hat aber der Verfasser doch aus seinen 
Beobachtungen und Messungen ein wichtiges Resultat zu ziehen
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f
ewusst, welches wir hier zum Schluss noch mittheilen wollen, in- 
em wir zugleich diejenigen, welche dazu Gelegenheit haben, zu 
einer nähern Prüfung desselben auffordern.

Dass die Strahlenbrechung an jedem Tage sich nicht gleich 
bleibt, sondern im Allgemeinen vom Morgen gegen den Mittag hin 
abnimmt, und vom Mittage gegen den Abend bin wächst, ist schon 
früher nicht unbekannt gewesen. Dies hat den Verfasser zu einer 
Vergleichung seiner Bestimmungen von k mit den Tageszeiten, 
welchen dieselben entsprechen, veranlasst, wobei er von der Hypo
these ausgeht, dass die VVertbe von k den Abständen der entspre
chenden Tageszeiten vom wahren Mittage proportional sind, und 
eben diese Hvpotbese ist es, deren Wahrscheinlichkeit er aus seinen 
Beobachtungen darzuthun sucht, wobei er auf folgende Art verfährt.

Er drückt die Abstände der Tageszeiten vom wahren Mittage 
in Theilen des halben Tagebogens aus, so dass 0 dein Mittage, 1 
dem Sonnen-Auf- oder Untergänge entspricht. Ist nämlich T der 
Abstand der Tageszeit vom wahren Mittage und Ł die Tageslänge, 
beide in einerlei Zeitmaas ausgedrückt, so erhält man den Abstand 
der Tageszeit vom wahren Mittage in Theilen des halben Tagebo-

2 T 
gens ausgedrückt durch die Formel y, welche wir im Folgenden 
dnreh b bezeichnen wollen. Ist dann die obige Hypothese richtig, 
so muss -y eine constante Grösse, oder es muss

k = ab
sein, wo a eine constante Grösse bezeichnet. Die Uebereinstim- 
mung dieser Hypothese mit wirklich angestellten Beobachtungen 
wird man aus dem folgenden von dem Verfasser mitgetheilten Tä
felchen zu beurtbeilen im Stande sein:

54 Mittel .... 0,2132 = a

Anzahl 
der Bc- 

sti nun un- 
gen von 

k

Zeit in 
halben 

Tagebö
gen 
b

Beobachtete
Werthe von 

k

k Berechnete 
Werthe von 

fc = ab
Fehler.

1 0,376 0.0791 0,2104 0,0802 4-0.0011
4 0,460 0.1003 0,2180 0,0981 — 0.0022

10 0,555 0,1205 0,2171 0,1183 — 0,0022
19 0,640 0,1347 0,2105 0.1364 4- 0,0017
15 0,738 0.1543 0,2091 0.1573 4- 0.0030

5 0,849 0,1912 0.2252 0,1810 — 0.0102

Dass der von dem Verfasser aufgestcllten Hypothese grosse 
Wahrscheinlichkeit zur Seite steht, unterliegt hiernach keinem Zwei
fel, und es ist sehr zu wünschen, dass durch vervielfältigte Beob
achtungen dieselbe näher geprüft und der Werth von a genauer 
bestimmt werde. Bis jetzt wird man

k = 0,2132 . b
zu setzen haben, wo b die obige Bedeutung hat. Bei Sonnen-Auf
oder Untergang ist nach dieser Formel k^= 0,2132, für den wah
ren Mittag ergiebt sich nach derselben k = 0. Der erste Werth 
von k stimmt nach des Verfassers Versicherung mit mehreren an- 
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dem von ihm gemachten Bestimmungen sehr nahe überein; den 
zweiten Werth von k hat er, was freilich sehr zu wünschen ge
wesen wäre und andern Beobachtern ganz besonders empfohlen 
werden muss, bis jetzt noch nicht durch directe Beobachtungen zu 
prüfen Gelegenheit gehabt.

Allen, die sich für trigonometrische Nivellements interessiren 
und namentlich selbst dergleichen Arbeiten auszuführen beabsichti
gen, wird das in jeder Beziehung höchst schätzbare Werk des 
Herrn Bacy er die vielfachste Belehrung darbieten und sie bei ihren 
Arbeiten wesentlich unterstützen.

XIII.
Monrey’s Beweis des Fundamentalsatzes der 

Theorie der algebraischen Gleichungen.
Nach zwei Abhandlungen des Herrn Liouville in dem Journal de Mathé
matiques pures et appliquées, publié par Joseph Liouville. T.IV. p.501

1. V. p.31. frei bearbeitet von

dem Herausgeber.

§. 1.
Der Fnndamentnlsatz der Theorie der algebraischen Gleichun

gen, welchen in neuerer Zeit vorzüglich Gauss und Cauchy zum 
Gegenstände ihrer scharfsinnigen Untersuchungen gemacht haben, 
ist bekanntlicb der Satz:

dass jede algebraische Gleichung, deren Coefficien- 
ten sämmtlich die Form a -J- b\/— 1 haben,wo a und b 
reelle Grossen sind, die auch verschwinden können, 
mindestens eine Wurzel von derselben Form haben 
muss.

Einen sehr einfachen und beachtungswertlien Beweis dieses in 
jeder Beziehung höchst wichtigen Theorems bat Herr Mourey in 
einer im Jahre 1S28 unter dem Titel: traie théorie des quantités 
négatives et des quantités prétendues imaginaires, erschienenen 
Schrift gegeben. Da aber dieser Beweis bis jetzt nur wenig be
kannt geworden zu seyn scheint, so hat Herr Liouville in den 
beiden oben genannten Abhandlungen von Neuem auf denselben 
aufmerksam gemacht, und hat ihn zugleich in einem Punkte ver
vollständigt, wo er der Vervollständigung sehr bedurfte. Diese bei
den Abhandlungen des Herrn Liouville legen wir unserer folgen
den Darstellung des in Rede stehenden bcmcrkeiiswerthen Beweises 
des oben genannten wichtigen Satzes, dessen Beweis schon auf so

Thelt I. 6 
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viele verschiedene Arten von den berühmfesten Mathematikern der 
neuern Zeit versucht worden ist, zum Grunde.

Als bekannt setzen wir bei dieser Darstellung die folgenden 
Sätze voraus, welche in jedem etwas vollständigen Lehrbuche der 
Algebra bewiesen werden:

1, Unter der Voraussetzung, dass jede algebraische 
Gleichung des »ten und jedes niedrigem Grades, deren 
höchstes Glied die Einheit zum Co eft'i ci e n te n hat, und 
deren übrige C o e f f i c i e n I e n s ä m ni 11 i c h von der Form 
a + /< V7 — 1 sind, in i n d e s t e n s ein,c Wurzel von derselben 
Form hat. lässt sich die F u n c t i o u e i n c r jeden solchen 
Gleichung des «teil Gradi-s in n Facto reu zerlegen, 
welche sainmtlicb ganze r a tio n al e a 1 geb r ais c h c F u n c ti o- 
n c n des ersten Grades der unbekannten Grösse x der 
Gleichung von der Form z—p— q\/—l sind.

2. Jede algebraische Gleichung des »len Grades 
kann höchstens n s ä in in 11 i c h unter einander v e r s c li i e- 
denc Wurzeln haben.

§-2-
In einer Ebene nehme man jetzt zwei rechtwinklige Axen der 

x und y an und denke sich in derselben Ebene eine beliebige völ
lig geschlossene Curve gezogen. M sei ein beliebiger Punkt auf 
dieser Curve, und A sei ein beliebiger innerhalb oder ausserhalb 
derselben, nicht auf ihr, liegender Punkt in der in Rede stehenden 
Ebene. Von dem Punkte A aus denke man sich eine mit dem po
sitiven Theile der Axc der x parallele und nach derselben Seite 
wie der positive Thcil der Axe der x von dein Anlänge der xy 
aus hin gerichtete gerade Linie gezogen, und betrachte alle mit 
dieser Linie von der Linie AM eingeschiosseuen Winkel als posi
tiv oder als negativ, jenaclidem dieselben von der von dem Punkte 
A aus mit dem positiven Theile der Axe derzr parallel und nach der
selben Seite hin gezogenen geraden Linie an bis zu der Linie AM nach 
der Seite der positiven oder negativen y hin gezählt worden sind.

Dies vorausgesetzt, bezeichne man nun einen der von der Linie 
AM mit der von dem Punkte A aus mit dem positiven Theile der 
Axc der x parallel und nach derselben Seite hin gezogenen gera
den Linie eiiigeschlossenen Winkel durch w, und lasse sich den 
Punkt M auf der in der Ebene der xy gezogenen geschlossenen 
Curve immer nach derselben Richtung hin bewegen, bis er wieder 
in seine erste Lage zurückkehrt; so wird der Hinkel w sich stetig 
verändern, und möge durch diese stetige Veränderung, wenn der 
Punkt M wieder in seine ursprüngliche Lage zurückkehrt, den 
Werth cd’ erhalten. Zwischen den beiden Grössen cd und cd' wollen 
wir nun eine Gleichung aufsuchen, und wollen dabei cd und cd’ als 
durch Kreisbogen für einen der Einheit gleichen Radius gemessen 
annchmen. Wir müssen aber bei dieser Untersuchung die folgen
den Fälle unterscheiden.

Wenn der Punkt A innerhalb der in der Ebene der xy gezo
genen geschlossenen Curve liegt, und der Punkt M sich auf dieser 
Curve nach derselben Richtung hin bewegt, nach welcher man sich 
bewegen muss, um von dem positiven Theile der Axe der x durch 
den von den positiven Theilen der Axen der x und y eingeschlossenen 
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rechten Winkel hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y zu 
gelangen; so wird der Winkel <o, mag derselbe nun positiv oder 
negntiv sein, jederzeit stetig zunehmen, und es wird auf der Stelle 
erhellen, dass in diesem Falle zwischen «o und <i>‘ immer die Glei
chung

a>' = u 4- 2 TT,
wo tt seine bekannte Bedeutung hat, Slatt findet.

Wenn der Punkt A wieder innerhalb der in der Ebene der xy 
gezogenen geschlossenen Curve liegt, der Punkt M sich aber auf 
dieser Curve nach derselben Richtung hin bewegt, nach welcher 
man sich bewegen muss, um von dem positiven Theile der Axe der 
zr durch den von dem positiven Theile der Axe der und dem ne
gativen Theile der Axe der ?/ eingcschlosseuen rechten Winkel 
hindurch zu dem negativen Theile der .Axe der y zu gelangen; so 
wird der Winkel tu, mag derselbe uuu positiv oder negativ sein, 
jederzeit stetig abnehmen, und cs wird auf der Stelle erhellen, dass 
in diesem Falle zwischen m und us' immer die Gleichung

m'= <u — 2 77.
wo 77 wieder seine bekannte Bedeutung hat, Statt findet.

Wenn der Punkt A ausserhalb der in der Ebene der xy gezo
genen geschlossenen Curve liegt, so findet, wovon man sich so
gleich überzeugen wird, wenn man nur diesen Fall an einer Figur 
etwas näher betrachtet, zwischen den Grössen m und t»' jederzeit 
die Gleichung

tu' = w
Statt.

Hieraus ergiebt sich, dass zwischen den Grössen tu und tu' je
derzeit die Gleichung

w' = tu ±2t7 oder
Statt findet, jenaebdem der Punkt A innerhalb oder ausserhalb der 
in der Ebene der xy gezogenen geschlossenen Curve liegt, und 
dass inan in der ersten dieser beiden Gleichungen das obere oder 
untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem sich der Punkt M auf 
der in der Ebene der xy gezogenen geschlossenen Curve nach der
selben Richtung, nach welcher man sich bewegen muss, um von 
dem positiven Theile der Axe der x durch den von den positiven 
Theilen der Axcn der zr und y eingeschossenen rechten Winkel 
hindurch zu dein positiven Theile der Axe der y zu gelangen, oder 
nach der entgegengesetzten Richtung hin bewegt.

Dies führt aber ferner, indem alle vorhergehenden Voraussetzun- 
gen auch jetzt noch ilire Gültigkeit behalten, unmittelbar zu dem 
folgenden Satze:

Wenn die n Punkte A, A,, A3, ... A„—i sämmtlich
in der Ebene der xy liegen, von jedem derselben aus 
eine mit dem positiven Theile der Axe der zr parallele 
und nach derselben Seite hin gerichtete gerade Linie 
Eezogen gedacht wird, die mit diesen Linien von den 

inien AM, A ,M, A -,M, ... An_\M eingeschlossenen
Winkel respective durch m, w,, to2, ... cun-i, die Werthe 
aber, welche diese Winkel, wenn sich der Punkt M auf 
der in der Ebene der xy geschlossenen Curve immer 

6’
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nach derselben Richtung hin bis wieder in seine ur
sprüngliche Lage bewegt, durch ihre mit dieser Bewe
gung des Punktes verbundene stetige Veränderung, 
indem derselbe wieder in seiner ursprünglich en Lage an
kommt, erhalten, respective durch tu'. , m'2, in',,... íu'n—i 
bezeichnet werden, und x die. Anzahl derjenigen der 
Punkte yf, y/,, ^42, -zi3, ... zfM—i ist, welche innerhalb der 
in der Ebene der zry gezogenen geschlossenen Curve 
liegen; so ist immer
<u' 4“ w', + <ü'2 -J- .. . 4“ to'n—l = <0 4“ W, 4“ ÍU2+ ... + W„—i ± Xlt, 
wenn man nur in dieser Gleichung das obere oder un
tere Zeichen nimmt, j e n a c h d c in sieb der Punkt M auf 
der in der Ebene «1er x?/ gezogenen geschlossenen Curve 
nach derselben Richtung, nach welcher man sich bewe
gen muss, um von dem p o s i t i v e n T h e i 1 e der Ax e d e r x 
durch den von den positiven Th eilen der Axen der x 
und y eingcschlossencn Winkel hindurch zu dem positi
ven Theile der Axe der y zu gelangen, oder nach der 
entgegengesetzten Richtung hin bewegt hat.

Weiss man also, dass von den Punkten A, A,, 
A,, .... A„—y wenigstens einer innerhalb der in der 
Ebene der xy gezogenen geschlossenen Curve liegt, s» 
wird man, wenn man nur den Punkt .4/ auf dieser Curve 
seine Lage der Grösse und der Richtung nach auf die 
erforderliche Weise verändern, auch nöthigenfal 1s sei
nen i'mlauf auf der in Rede stehenden Curve mehrere 
Mal vollenden lässt, d i e S u nunc w4~(u 14-(u24-to34- — 4-<‘b!—1 
jede beliebige Zunahme oder Abnahme, überhaupt jede 
li c 1 i e b i g e Veränderung erleiden lassen können;
welches sich ganz unmittelbar aus dem vorigen Matze ergieht, wenn 
man nur bei der Anwendung desselben zugleich nicht aus den 
Augen verliert, dass sich die in Rede stehende Summe so wie jeder 
ihrer einzelnen Theile fortwährend stetig verändert, wenn sich der 
Punkt 1U auf der in der Ebene der xy gezogenen geschlossenen 
Curve ohne Unterbrechung bewegt. '

Auf diesen wenigen an sich höchst einfachen Principien, von 
deren Richtigkeit man sehr leicht die vollkommenste Ueberzeugung 
gewinnt, beruhet vorzüglich der Beweis des Herrn Mourey, den 
wir nun sogleich näher kennen lernen werden.

§.3.
Es sei

-b- Px’‘~x 4- Qx”-*  4- . .. Tx 4- U= 0
irgend eine Gleichung des wten Grades, deren Coefücienten sämmt- 
lich von der Form a 4- b 1 sind. Für »=1 hat diese 
Gleichung offenbar eine Wurzel von derselben Form, und es wird 
also, um das wichtige Fundamentaltheorem der Theorie der Glei
chungen, von dem in §. 1. die Rede gewesen ist, im Allgemeinen 
zu beweisen, bloss darauf ankommen, zu zeigen, dass dasselbe, 
wenn es für jede Gleichung von einem niedrigem Grade als dem 
nten richtig ist, dann immer auch für jede Gleichung des raten Gra
des gelten muss.
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Daher wollen wir jetzt Benehmen, dass der zu beweisende Satz 

für jede Gleichung von einem niedrigem Grade als dem raten gilt. 
Unter dieser Voraussetzung lässt sich nach dem Satze 1. in 1. 
die Funktion

s«-t 4- ft""2 4- Cs«-3 4- ... 4- T
jederzeit als ein aus n — 1 Factoren bestehendes Product von der 
Form
(s—«,—bx V—1) (s>—«2—V—l)...(z—an—1—’bn—i V—1) 
darstellen, und es wird, um unsern Satz zu beweisen, nun darauf 
ankommen, dass man zeigt, dass es immer mindestens einen Werth 
von z von derselben Form wie die Uoefficienten der gegebenen 
Gleichung geben muss, für welchen
z(z—ax—bt 1) (x-«s—l/—1) ... (sr—l/—1)4-£/=0 

oder
z(z-a, —b, k'-^T) (s—«2—Ä2 |/Z4) ,..(a—-U 

ist.
Um dies zu beweisen, setze man 

z—x+yV — 1, 
und stelle sich zr und y als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes M in einer Ebene in Bezug auf zwei beliebige auf einan
der senkrecht stehende Uoordinatenaxen, deren positive Theile Ox 
und Oy sein mögen, vor. Ferner seien A2, A3, ... A„—i die 
durch die Uoordinateii

at, 6, ; a2, b2\ <z3, b3 ; ... a,n—i, 6„_i
in Bezug auf dasselbe Uoordinalensystcm bestimmten n— 1 Punkte 
in dieser Ebene, to sei einer der von dem Radius Vector
mit dem positiven Theile der Axe der x eingeschlossenen Winkel; 
so ist, wie sogleich erhellen wird, in völliger Allgemeinheit

z = x4-y V/'~—-1 = ç (cos ío4~sin cu-V/—1).
Sind nun ferner cot, cu2, . . . to„_] die von den Vectoren 

A3M=çlf A2M=qi, . . . An—tM~ Qh—i mit den
von den Punkten Ax, A2, A3, . . . A„ 4 aus mit dein positiven 
Theile der Axe der x parallel und nach derselben Seite hin gezo
genen geraden Linien cingeschlossenen Winkel; so ist nach den 
einfachsten Formeln der Lehre von der Verwandlung der Coordina- 
ten offenbar in völliger Allgemeinheit
s—zz,—bx\/ —l=x—ax -Hy-b3)\^=Ä =p1(cosw14-sinw ,1/ —1), 

z—a2—b^/ —l=zr——ô2)Vz=î=ç2(cosw24-siiiw2l/z=—Ï), 

z—a3—43l/—l=zr— a3-f-(y— —l=p3(cosm34-sinw3l/^-ï),
u. s. w.

z — an—i. bn—lk 1 = Æ an—14-(y—bn—1)VZ—1

= Çn-l (cos ton—14-siu ton—1 k7— 1);

und folglich nach einem bekannten Satze aus der Lehre von den 
imaginären Grössen
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*(«—at — 6t —1) («—«2—^2 V —1) • • • (3—an—1—A„_i|/— 1)
= 0 €102 • • • 0n-l Ic°s (w-ł-K>1 + • . 4- W„-l) 1

-1- sin (w -ł- w ! 4- ■. 4~ Wn—i) — 1J •

Weil nach dem Obigen uns nun zu zeigeu obliegt, dass sieb 
für a = + —1, wo .v und y reelle Grössen sind, immer
mindestens ein Werth angeben lässt, für welchen
z(s—o,—^,1/—l)(s—«2——Î)... (s—«7i—i—b„—il/—1)=— U 

ist; so werden wir jetzt zu zeigen haben, dass sich fur zr, y immer 
mindestens ein System zweier reeller Werthe angehen lässt, für 
welches
0 0102 • • • €«—1 !cos (tu 4- w, 4- . . + to„—i) "i

4- sin (w 4- w, 4- • • 4- w»—i) — 1J = — U

ist. Nach der Voraussetzung und nach der Lehre von den imagi
nären Grössen kann aber immer

— l =Jt (cos «4- sin a \/— 1)

gesetzt werden. Daher wird das Obige bewiesen sein, wenn man 
zeigen kann, dass sich für zr, y immer mindestens ein System 
zweier reeller Wertlie angeben lässt, durch welches die beiden 
Gleichungen

0 0102 * • • 0H—i —— 7t, w 4- to, 4- toa 4- • • • 4- wn—i = w
zugleich erfüllt werden, wovon inan sich auf folgende.Art über
zeugen kann.

Weil nach dem Obigen
0, = \/(p cos to — v,)2 4- (0 sin to — ó, )2,

02 = 1/(p cos to — «2)2 4- (0 sin to — b3)3,

p, = l/(p cos to — ®3)2 4- (0 sin to — 4,)2,
u. s. w.

0H—1 = V/(0 cos to — an—1)2 4- (0 sin to — Ą,_1)2

ist; so ist das Produkt 0 p,02 . . . p«—1, dessen Werth immer posi
tiv ist, für jeden bestimmten Werth von m eine stetige Function 
von 0, welche für 0 = 0 verschwindet und für 0 = ob unendlich 
wird. Daher muss es offenbar für jeden bestimmten Werth von w 
mindestens einen Werth von 0 geben, für welchen

0 0102 • • • Çn-i = Ji,
also die erste der beiden obigen Gleichungen erfüllt ist. Denkt 
man sich folglich in der Ebene der zry von dem Anfänge O der 
Coordinateo aus eine stetige Folge gerader Linien gezogen, so 
wird es auf jeder dieser geraden Linien einen Punkt Jn geben, des
sen Entfernung vom Anfänge der Coordinaten oder dessen Radius 
Vcctor, für 0 in die Gleichung

0 0102 • • - 01.-1 = 7t
gesetzt, derselben genügt, und es frägt sich jetzt zunächst, ob alle 
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diese Punkte eine stetige völlig geschlossene, den Punkt O also nach 
allen Seiten hin ohne Unterbrechung umgebende Curve bilden. Dass 
dies aber wirklich der Fall ist, kann auf folgende Art gezeigt 
werden.

Weil nach dem Obigen

ç = l/zr- -Ą-y2,

Qi = l/fzr — <z,)2 4- (y— ä,)2,

Qi = V (zr — «2)2 + (y—^2)2,

Qt = l/'(& — a,)2 4- (y — Ą)2,
11. s. w.

('n—1 = VZ(zr — fln-l)2 4- (?/ — Ä«-l)2
ist, so ist die Gleichung

Q QiQi • • - Qn—i — -/i,
oder vielmehr, wenn inan dieselbe rational macht, die Gleichung

Q2Qi 2Qi2 ■ • • C'i-l2 = R2>
offenbar sowohl in Bezug auf zr, als auch i 
2.n ten Grade. Die Gleichung einer jeden 
die Form

y=Zzr-|- fi oder zr = Z.

Denkt man sich iui ersten Falle in der Gleichung

£>2(>l2Ç22 - . . Qn—1" = /t2
für y den Ausdruck Z.z'-f-jii gesetzt, so erhält man eine bloss die 
unbekannte Grösse sc enthaltende Gleichung, deren höchstes Glied 
offenbar (l-f-Ä2JM zr2’1, und die also vom 2zzten Grade ist, folglich 
nach dem Satze 2. in §. 1. höchstens 2zz reelle Wurzeln haben 
kann, zu deren jeder wegen der7Gleichung y = Äzr + ju nur ein 
bestimmter reeller Werth von y gehört. Im zweiten Falle erhält 
man, wenn mau in der Gleichung

e2ei2e22 • • - e«-i2 — n2
die Grösse zr = ź setzt, eine bloss die unbekannte Grösse y ent
haltende Gleichung des 2z/tcn Grades, welche also nach dem Satze 
2. in §. 1. wieder höchstens 2zz reelle Wurzeln buben kann. Hier
aus ergiebt sich, dass von der durch die Gleichung

Q QiQz ■ ■ ■ Qn-i—fi
characterisirten Curve keine gerade Linie in mehr als 2zz Punkten 
geschnitten werden kann, und dass also diese Curve jedenfalls nicht 
der Gattung der Spiralen augehört, welche ohne jemals in sich 
selbst zurückzukehren in unendlich vielen Windungen einen festen 
Punkt umgeben. Bestände aber die durch die Gleichung

Q QiQi • • ■ Q«—1 — -Ä
characterisirte Curve aus gewissen von einander gesonderten, also 
in keinem stetigen Zusammenhänge stehenden Theilen, so würde 
man von dem Punkte O an durch die Zwischenräume zwischen den 

i Bezug auf y vom 
geraden Linie hat
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einzelnen Theilen hindurch bis zu einem von' dem Punkte O unend
lich weit entfernten Punkte eine stetige Curve ziehen können, 
auf welcher der Radius Vector keines Punktes der Gleichung

C C1C2 ■ • • Qn—1 Ä
genügen würde, welches ungereimt ist. Denn die, dein diese Curve 
beschreibenden Punkte entsprechenden Vecloren ç verändern sich 
stetig von 0 bis GO , und es werden sich also auch die entsprechen
den Werthe der Grösse

CÇiPî . . . Qn-l—R
stetig verändern. Weil nun çp,ç2 ... (»«—1 für p = 0 verschwin
det, so ist in der Nahe des Punktes O die Grösse

C QiQi • • • Q»~ 1 — Ä
offenbar negativ; positiv ist diese Grösse dagegen in der Nähe des 
Punktes Ot, weil * • •(?«—! für ç = QD unendlich wird. Da
her muss die Grösse

CCiCí • • ■ Çn-1 — R
irgendwo auf der Curve OfJ, vom Negativen zum Positiven über
gehen, welches wegen der stetigen Veränderung dieser Grösse nur 
dann geschehen kann, wenn dieselbe durch Null hindurch geht, 
woraus sich also ergiebt, dass jederzeit für einen gewissen Punkt 
auf der Curve 00,

ç p,ç, . . . çn—1 — R = 0 oder o ç,ç2 . . . çn—1 = R
sein muss, welches gegen das Obige streitet. Folglich ist die durch 
die Gleichung

Ç C iCs*  • • ■ Qil—1 — R
characterisirte Curve notliwendig eine stetige geschlossene, den 
Punkt 0 nach allen Seiten hin ohne Unterbrechung umgebende 
Curve.

Von den “Punkten O, Air A3, A3, .. . A„—i liegt immer min
destens einer, nämlich der Punkt O, innerhalb der in Rede stehen
den Curve. Ferner lässt sich leicht zeigen, dass keiner dieser 
Punkte auf derselben liegt. Von dem Punkte O versteht sich dies 
von selbst. Läge aber z. B. der Punkt auf der Curve, so würde, 
da für jeden Punkt derselben die Gleichung

Ç e,(>2 . . . Qn-I = R
erfüllt ist, dies auch für den Punkt At der Fall sein, welches aber 
ungereimt ist. Weil man nämlich unter diesen Voraussetzungen 
den oben im Allgemeinen durch M bezeichneten Punkt als mit dem 
Punkte Ax zusammenfallend betrachten muss, so würde offenbar 
p, = A, /l/z=O, und folglich auch @ £>,p2 . . . p„_t = 0 sein, da 
doch offenbar R nie verschwinden kann, weil natürlich U als nicht 
vcrseliwindeiid angenommen wird. Nimmt man nun alles dieses zu
sammen , so ergiebt sich aus dem letzten Satze des vorigen Para
graphen unmittelbar, dass auf der in Rede stehenden Curve der 
Punkt M immer so angenommen werden kann, dass die Summe

+ +(J2 + . . . + üln-]
jeden beliebigen Werth erhält, also auch so, dass
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to 4- W» -t- W» -ł- • • • -F- C^n-1 = « 

ist. Da nun nach dem Obigen für jeden Pnnkt unserer Curve die 
Gleichung

ÇÇ,Çz ■ - • Qn-i = R
erfüllt ist, so sieht man, dass sich auf derselben immer ein Punkt 
angeben lässt, durch dessen Coordinaten die beiden Gleichungen

q e,e2.. - e«-t=R, « 4- w3 r"z T • -. 4-««-t=« 
zugleich erfüllt werden: auf den Beweis dieses Satzes ist aber oben 
der Beweis des Eundamentalsatzes der Theorie der algebraischen 
Gleichungen zurückgeführt worden, so dass also nnn auch dieser 
wichtige Fundamentalsatz selbst vollständig bewiesen ist.

XIV.
Ueber eine merkwürdige Relation zwischen 
den rechtwinkligen Coordinaten von vier Punk
ten in einer Ebene und den drei Winkeln, wel
che die vier von diesen Punkten nach einem 
fünften Punkte in derselben Ebene gezogenen 
geraden Linien mit einander einschliessen, und 

über zwei wichtige geodätische Aufgaben.
Von

dem Herausgeber.

Es seien A', A\, A'x, A'3, vier Punkte in einer Ebene, deren 
Coordinaten in Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordina- 
tensystem respective zi-', y*;  ÿ', ; x'x, y'x-, .-r'3, y3 sein mögen.
Ein fünfter Punkt in derselben Ebene sei A, und x, y seien die 
Coordinaten dieses Punktes in Bezug auf dasselbe System. Durch 
den Punkt A denke man sich ein dem primitiven paralleles Coordi- 
nalensystem der J gelegt, und bezeichne die Coordinaten der 
Punkte A', A't, A'x, A'3 in Bezug auf dieses'neue System respec
tive durch 5', rj'; rj', ; J;'2, §'3, rj'3 ; so hat mau nach den
einfachsten Formeln der Lehre von der Verwandlung der Coordi
naten die folgenden Gleichungen:
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I
. = x-ł-Ź', y = y4->/';
zr’i =^4-S'„ y', = y4-ťi ;
.z’2 = /r 4- , y'2 = y +17', ;
zr', = /r| y'a = y 4- ť

Die vun den Linien AA\ AA't, AA'3, AA' ,, welche durch 
p, bezeichnet werden sollen, mit dem positiven Theilc
der Axe der $ eingeschlosseueu Winkel, welche von dem positiven 
Theile der Axe der i; an durch den vun den positiven Theilen der 
Axetr der $ und >7 eingeschlossenen rechten Wiukel hindurch immer 
nuch derselben Richtung hin von 0 bis 360° gezählt werden, wol
len wir durch g>, <p-±-ß, y>4~/ bezeichnen, indem wir dar
auf besonders aufmerksam zu machen nicht unterlassen, dass die 
durch a, ß, y bezeichneten Grössen zwar nicht in allen Fällen die 
180° nicht übersteigenden Winkel A'AA\, A'AA'„, A’AA'3 selbst 
sind, aber doch aus diesen Winkeln jederzeit leicht gefunden , und 
daher, wcun dieselben etwa bei ciuer geodätischen Aufnahme ge
messen wordeu sind, immer als bekannt angenommen werden kön
nen. Dies vorausgesetzt ist oflenbar in völliger Allgemeinheit

Ç' = p cos <p, rl = p sin y> ;
£'i=Pi cos (y> 4-a), jj’, = p, sin (7 4"“);

cos (y 4-0), jj'2 = p2 siu(v4-0);
?3=e3 cos(<jp4-r), ť3=e3 siu(y>4-r)-, 

und mittelst der Gleichungen 1. ergeben sich daher jetzt die folgen
den Gleichungen:

Í
, =zr4“P cos </> y7 =y4-p siuy>;

=-Z’4-()i cos(<p4-a), y1, =y4-p, sin (7 4-a); 
zr'2 = ^4-p, cns(ÿ>4-0), y'» = y4-(>3 sin (y 4-0); 
a/,=zzr4-fa cos(ÿ>4-/)j y'3=y4-('3 sin(ÿ>4-/).

Durch Elimination der Grössen p, p,, p2, p, aus diesen acht 
Gleichungen erhält mau die vier folgenden Gleichungen:

. a: sin <p — y cos y> tc' sin <p — ?/ cos <p ;
g Izrsin (y>4-«) — y cos (<p4-a) = .z/, sin (yH~a) — y', cos(y4-a); 

izrsiu (y4-0) — ycos(çp4-0) = x'3 sin (y4-0)— y2 cos(y4-0); 
’zr siu (</>4-/) — y cos (y>4-/) = jt'3 sin (y4~/)— y3 cos(y4-y);

aus denen sich ferner, wenn man aus der ersten und zweiten, aus 
der ersten und dritten, aus der ersten und vierten die Grösse y 
cliuiiuirt, leicht die drei Gleichungen

1
:rsin«=|zr'1sin(</-|-iz)—y*iC0s(y-|-a)|  cos y—(ar'siny—y'cosy)cos(g-t-a), 
x sin ß=|a:'2sin('/4-l3)—y'3cos(y~f-ß) | cos <p—(ar'sin 7—y cosy) 003(7 4-0), 
Æ-siny=\x'3sin(y-f-y)—y'3cos(y-ł-y)| cos7—(afsin<p—y'cosy)cos(y-t-y) 

ergeben, die dann durch Elimination von æ sogleich zu den beiden 
Gleichungen
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j zz/, sin (y-ł-c)—y'i cos (?4-«)| cos <f — (x‘ sin <f-—V cos y) cos(y-ł-a) 

sin a
I g'3 sin (y-ł~p) —y* ą cos (y-t-fl) | cos y — (a/ siu y —y' cos y) cos (y-ł-ć) 

sin fl
 |a/, sin(y4-y)—y, cos (y4-y) | cos y — (a/ sin y —y cosy) cos (74-/) 

sin y
oder

zr’ ! (l-f-cot a tang y) -y, (cot a - tang y)-(zr'tang y~y)(cota-taug y) 
=zz/a(14-cot/îtangy)-y2(cot/S-tangy)-(zz/tangy-y)(cot/S-tangy) 
=:zz/,(14-coty taugy)-ya(coty-taugy)-(zz/tangy-y)(coty-taugy);

oder, wie man uacli leichter Rechnung findet, zu den beiden Gleichungen 

zz/,-(y ,-y)cota 4" Kzr^-zz/) cota+y'i-y7] tangy4-zz/ tangy3
= zz/2- (y2-y) cot /? 4-1 (zr’2- zr) co t /?4~ y 2-y j taug y 4~ zr' tang y ’ 
= ■^'3-(ya-y')c°‘/+ l(z^3-^')cot/4-y3-y| tangy4-^-' tangy’;

oder, wenn man in diesen Gleichungen die letzten einander gleichen 
Glieder aufhebt, zu deu beiden Gleichungen

5. zz/,—(y,—y) cot«4-j(/f',—a/) cota4-yi — y| tangy
= x'x— (y2—y) cot^4~ |(zz/2—zz/) cot/S4~y2—y] tangy 
= 37'3—(y3—y)coty4- |(.t',—.t) cotZ4-y3—y| tangy

führen. Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber leicht
,-r'i—,-r’,— (y,—y) cot« 4- (y2—y) cotp 
ÿi—y24- (x't —x'} cot« — (x'x—x') cotp’

(?/.,—y') cotp 4- (y a—y) cot /
y2—y 3-ł- (x-'s—x') cotp — (zz/a—x) coty’ 

also
x'i—x'„— (y, —y)cota4-(y2—y)cotp
y 3—y.4- (x't—x') cot« —(x' x—x')cotfl

_ x'x— x't— (y'2—y') cotp4- (y3—y') coty 
y2—y'i4- (x'x—x') cotp — (x'a—a/)coty -

V“»gy=— 

í tangy =—

Bringt man aber diese Gleichung auf Null, so erhält man nach 
einigen leichten Verwandlungen die folgende merkwürdige Glei
chung:
8. 0= ((zz/,—zy.)(y2—y,) — (^'2—y2)l sina siu|?siny 

4- 1(3?'—3/3) + (y —y,)(y2—y3)[ cosasiu/Ssiny 
4- ((zz/—zr'2)(zy,—3/,)4-(y—y2)(y,—y,)| sina cos/Ssiny 
4- l(x^ — x'3)(x,l—x'x)-l-(y'—y’3)(y’l—y'x)l siua sin/S cosy 
4- |(zt/ —zr'2)(y —y,) —(zz/—zrZ3)(y—y2)| sina cos/S cosy 
4- }(zz/—zz/,)(y —y,) —(zz/—zz/,)(y—y,)| cosasin/Scosy 
4- |(zn' — zr',) (y — y2) — (zr'— zz/2) (y— y,)| cosa sin/S siny.

Nach weiterer Entwickelung erhält diese Gleichung die Form
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0. O = (.^^,+^5/,+^, jĄ) sin a sin (fi— y)

-ł- (.-r'.z-'2+y'y'2+^-'3 y1,) siu/Ssiu(y—a)
4- (.'í'^’',+y'?/34--'r', .-z-'j+i/i y'2) siuy sin(a—fi)

— (x'y1,—y'^'i) cosasin(/î—y)
— (x’t/2—•^x’2) cosfi sin(y—et)
— (x'ÿ’a—ÿ’x',) cosy sio (a—fi)

4-(-t’\y'3—y'2.r'3) sinacos(|S—y) ,.
4- (x’1y’I—tfax't ) sin/S cos(y—a)
4- (^\l/i—siny cos(a—fi),

und diese Gleichung lässt sich endlich, wenn mau die Producte der 
gonio'tnetrischen Functionen auf bekannte Weise in Aggregate von 
Cosinussen und Sinussen verwandelt, auch unter der folgenden Ge
stalt darstellen :
10. 0=|.(zr'— x',)(x'2—x’,)+(//— yJÍjťs—y,)l cos(— «4-(?+y)

4- fix’— x'2)(x’3—x',)-t-(y'— y'Jfy'a—y',)i cos(a—/?4-y)
4- |(a/— x'3)(x',—x’2)+(y’— y',)(y’I—y'JI cos(a4-/S—y)
4- IG»'— x'I)(y'2—y’3)—(y'—y’,)(x’2— x'3)i sin(—<x+/?4-y)
4- |(.a/— -^2)(2/3—y\)—(y7— ^'i)| sin(a—/S4-y)
4- |(zr'— ^'3)(y'1—y7-) — (y7— y's)(-^i—-*-' 2)j sin(«4-/?~y).

Mittelst der iin Vorhergehenden entwickelten Formeln lassen 
sich zwei wichtige geodätische Probleme, die in der Praxis häufig 
mit Vortheil in Anwendung gebracht werden, auflöscn.

Bei der unter dein Namen des Pothenotschcn Problems 
bekannten Aufgabe sipd drei Punkte ihrer Lage nach gegeben, und 
die Lage eines vierten Punkts soll bestimmt werden, wenn iu die
sem Punkte die beiden Winkel gemessen worden sind, welche die 
drei von demselben nach den drei gegebenen Punkten gezogenen 
Linien mit einander cinsçliliessen.

Nehmen wir an, dass y/', -d’,, _/f'2 die drei gegebenen Punkte 
sind und ^4 der gesuchte Punkt ist, so sind die im Obigen durch 
x’, y'-, x\, x'2, if2 bezeichneten Coordinaten und die beiden
Winkel «, fi bekannt, und die beiden Coordinaten x, y werden ge
sucht. Weil nuu nach 6.

.t', —.T , — (»/, — »/) cntci-f-O/.—y') cotjî
11. til n C" (f) 'i' ■ , , . j , » ' \ n0 J y,——.v)cot«—(-r 2—a.)cot/î

ist, so kann der Winkel <p aus den gegebenen Grossen gefunden 
werden. Da mun jedoch nur weiss , dass dieser Winkel 360° nicht 
übersteigt, so fragt cs sich, ob man denselben zwischen 0 und 180° 
oder zwischen 18Ö“ und 360° zu nehmen hat. Eine Entscheidung 
hierüber kann aber leirht auf folgende Art gegeben werden. Nach
2. hat man die folgenden Gleichungen:

I
x' = x-ł-Q costp, ij =y4~Ç siuy>;
x\ =^4-^, cos(y4-a), y\ =y4-p, sin(<jp4~«);

= ^-4-e» cos (cp+fi), ij2 = y4-e» sin(sp4-/S);
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aus denen sich-die Gleichungen.
x'—x\ = pcosçp—ę, cos(y>-ł-a), y* — if 3 = psiny— p, sin(y-f-a); 
x'—x\ =ç cosy—p2 cos(y-f-/9), ý—siny— pa siu(y—/S); 
und hieraus die beiden folgenden Ausdrücke von p ergeben:

;  (a<—af,)sin(y-ł~«)—(y—y,) cos (y 4- «)
13. r“ sín “

1  (.ť—,ť2) sin(y4-/3)—(?/—y2) cos(y4-/S)
sin jS

Da nun die beiden Werthe, welche y haben kann, jederzeit von der 
Form y und ip-1-180° sind, so sieht man, dass diese beiden Werthe, 
für <p in einen der beiden a orbergclicnden Ausdrücke gesetzt, für 
q jederzeit zwei Wertlie mit entgegengesetzten Vorzeichen liefern. 
Weil aber ç seiner Natur nach positiv ist, so muss man für <p im
mer denjenigen seiner beiden Werthe setzen, welcher für ç einen 
positiven Werth liefert, und kann also auf diese Art immer mit völ
liger Sicherheit entscheiden, ob mau <p zwischen 0 und 180° oder 
zwischen 180° und 360° zu nehmen hat.

Hat man (p und p auf diese Weise gefunden, so ergehen sich 
die gesuchten Coordinaten x, y mittelst der aus 12. fliessenden 
Formelu

14. x-=.a?—ç cosy, y = y—psiny;
und p, und p2 erhält man nun ferner leicht mittelst der folgenden 
sich ebenfalls unmittelbar aus 12. ergebenden Formeln:

i  x' z —x  y' i —y 
cos(</4-«) sin(>/4-n)’

j _ x\—x______ y' 2—y
lÇï cos (y 4-/3) sin(</4-/3)-

Auf diese Art ist jetzt das Pothenotsche Problem vollständig 
aufgelöst.

Eine andere geodätische Aufgabe, deren Auflösung sich aus den 
im Obigen entwickelten Gleichungen ableitcn lässt, ist das folgende 
schöne I.am bertsche Problem:

Mau soll die gegenseitige Lage von acht Punkten 
A, At, A3, Az und À', A'z, A’„, A'z bestimmen, wenn in 
jedem der Punkte A, Az, A3, A, die Winkel gemessen 
worden sind, welche die von diesen Punkten nach den 
Punkten A', A\, A\, A'z gezogenen geraden Linien mit 
einander einscliliessen.

Mau nehme den Punkt A' als Anfang der Coordinaten an, und 
setze also x'=Q, y=0, so wird die Gleichung 9.

0 = (x'2x’z-{-y'zy'z) sina siu(/S—y)
-1- {xr, x\ 4-y1,y,) sin/îsiu(y—a)
4- (x'z x'x +y\ siu/ siu (a—ß)
+ kW. — y'ï •«•'.) sina cos(ß—y)
+.kiťi~ť. -W) sin co s (y—a)
4-Op'i 2/z—i/i ^'=) sin/cos(a—ß).
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Setzt mun nun, was offenbar verstattet ist, auch noch y',=O; 

so wird diese Gleichung
0 = (zr'szr',4-y'Iÿ'J) siu a sin ((9—y)
+ G27’*y.  —y's ) sin« cos(ß—y)

4-zr', (zr', sin(/—a)—y', cos(/—a)| sin ß
4~zr', [zr'j siu(a—ß)+y\ cos(a—ß)j siny,

und folglich, wenn man
16. sc 2 = sc’ x 4“ a> 

setzt,
0 = (xa/, 4- y\ ) siu a si u (ß—y)
4“ («y1, — sina cos((9—y)

| sin a sin ((9—/)4~sin(?siu (y—a)|
+ x'ly'1 (sinacos((?—y) — sin(9cos(/—a)|
4-zł', fx’t siu(a—ß)4-xsin(a—ß) —t~ y'-z. cos(a—(?)| siu/, 

oder, wie man leicht findet, weil
siu a siu((?—/) 4- sin (9 siu(y—a) =— siu / siu(a—ß),
siu a cos (ß—/) — sin ß cos (/—a) = cos / siu (a—ß) 

ist,
17. O = (xzr', 4-y’ay's) sina sin((9—/)

4- (*/ 3 — sina cos((9—/)
4- zr1, y 2 sin y cos (a—ß)
4-zr'iy, cos/siu(a—(?)
4-zr', (zł/,—zr',4-x) siu/sin(a—ß).

Diese Gleichung wird, wenn man der Kürze wegen

18 =
I r=x\iJ-l, 8—sc\ij 2, t=sc\ (zr', —zr'a4-æ) 

setzt,
19. 0 = /> sina sin((9—/)

4- ę sin a cos ((?—/)
4- r sin / cos(a—(9)
4- s cos/ sin (a—(?)
4- isiu/ sin(a—(?).

Ueberlegt mau, dass diese Gleichung sich auf den Pnukt A 
bezieht, und dass man für die Punkte At. A„, A3 offenbar ganz 
ähnliche Gleichungen bilden kann; so erhellet, dass die Data der 
Aufgabe immer vier Gleichungen des ersten Grades zwischen den 
fünf unbekannten Grössen p, q, r, s, t vou der obigen Form liefern, 
mittelst welcher man also die Verhältnisse der Grössen p, q, r, 8, t 
unter einander bestimmen kauu. Daher wird man

pzzAt, qz=kt8, r^/c^s, t=A28
setzen könueu, wo k, k2i kt bekannte Grüssen sind. Setzt man 
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dann noch = 1, so ist «=y,, und die Gleichungen 18. erhal
ten die folgende Form:

Í
x^r'3+y'2y'3 =^y,,
«y. —=z'.y.>

y ï — kvlf a »
1 — zz/, 4-S =Æ,y',.

Dies sind vier Gleichungen mit vier unbekannten Grössen, die 
sich also mittelst dieser Gleichungen bestimmen lassen. Durch Eli
mination von y 2, wenn man nämlich den Werth dieser Grösse aus 
der dritten Gleichung in die beiden ersten Gleichungen eiuführt, 
erhält inau leicht die drei folgenden Gleichungen:

i
x/r'34-Z-2y3?/3=Z-y',,

x—Ä2zr'3 =X’1,
1 —■c'34-s=Z'3y'3 ;

uud durch Elimination von x erhält man ferner die beiden Glei
chungen

oo P1-Z’2^3==1 + Ä'I—
[Z'z 2 4-y'ay'a) = x\

zwischen den Coordinateu zz/3 und i/Führt man den Werth von 
zr'3 aus der ersten dieser beiden Gleichungen in die zweite ein, so 
erhält man für ÿ z die folgende Gleichung des zweiten Grades:

23. 0 = (H-Z,)(Z,4--Z-2)
— |Z(l+Æ2Æ2)-2Z-2(/c-X-3)+X-IX-3(14~Æ2)|y'3
+ ^2 |(1~^t\l-\-l<:2^:2 I ytlf 3>

uud sieht also, dass y, im Allgemeinen zwei Werthe hat, die aber 
auch beide unmöglich werden können. Hat mau auf diese Art y, 
gefunden, so ergeben sich zř'3, x, ^r'2, y\ leicht mittelst der Glei
chungen 22., 21., 16. und 20., wobei man immer fest zu halten hat, 
dass .r',=l gesetzt worden ist. Die Coordinateu x, y des Punk
tes A iindet mau nun ferner ganz auf dieselbe Art wie oben bei 
der Pothenot’schen Aufgabe gezeigt wordeu ist, und auf ganz ähn
liche Weise ergeben sich auch die Coordinateu der Punkte 
A„ A„ A,.

Alle unbekannte Grössen sind liier durch die Grösse x\ als 
Einheit ausgedrückt worden, und mehr als die Verhallnisse der ge
suchten Grössen zu der Grösse x'1 als Einheit lässt sich auch aus 
den Dutis der Aufgabe in der Tbat nicht iiudeu, weil die säinmt- 
liclien Data der Aufgabe nur Winkel sind. Handelte es sich um 
absolute Grössenbcstimmungen, so müsste mindestens noch eine 
der iu der Figur vorkoniinciideu Linien, etwa die Linie x\, 
welche unter dcu obeu gemachten Voraussetzungen offenbar die Ent
fernung der beiden Punkte A' uud A\ von einander ist, gemessen 
werden.
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XV.
Tafel der pythagoräischen Dreiecke.

Von dem 

Herrn Professor C. A. Bretschneider 
zu Gotha.

Dass die in den Scliulze’sclien Tafeln Bd. II. Seite 308 ff. unter 
der Aufschrift ,,rationale Trigonometrie“ enthaltene Tafel 
der pythagoräischen Dreiecke in einzelnen Resultaten bedeutende 
Fehler enthält, wird allen den Lehrern der Trigonometrie nicht un
bekannt sein, die diese Tafel zu Aufgaben fiir ihre Schüler benutzt 
haben. Neuerdings hat jedoch Herr Professor Kunze in Weimar') 
nachgewiesen, dass die Menge der in jener Tabelle vorkoinincndeu 
Fehler so bedeutend ist, dass letztere dadurch fast unbrauchbar 
wird. Da sic nun gleichwohl dem Lehrer eine sehr brauchbare Bei- 
spielsammlung für rechtwinkliclie uud schiefwinkliche Dreiecke dar- 
bietet, so habe.ich mich der kleinen Mühe unterzogen, sie noch
mals zu berechnen und dabei die Winkel bis auf Zelintelsecuuden 
genau zu bestimmen. Du jedes Resultat mittelst der Cullet’schcn 
Tafeln doppelt berechnet und die Winkel bis auf Hundertlheile der 
Secuuden gesucht worden sind, wobei die doppelten W'crlhe höch
stens nur um 0,"04. differireu durften, so möchten die erhaltenen 
Resultate wohl volles Zutrauen verdienen.

Bezeichnen daher m und n relative Primzahlen, von denen im
mer nur die eine ungerade seyu darf, und man setzt den einen 
Catheleu a eines reclilwinklichen Dreieckes gleich imn, so ist der 
andere Catlicte b gleich tri* —ii1, die Hypotenuse h gleich wz2+zí2, 
woraus sich die den Cathetcn a und b gegenüberliegenden Winkel 
A und B durch die Gleichungen:

, . n D m—ntang A A — und tang A B =--------b ï m b 3 m-ł-n

ergeben. Die Tafel selbst ist nun folgende:

'} In der Vorrede zu Chr. Gottl. Tröbst Tafel der Sinus, Tangenten und 
Secanten etc. Jena 1840 bei Hocbhausen. 181 S. 12.
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Theil I.

111 11 a b h \ab A B

2 1 4 3 5 6 53° 7'48*,4 36°52'11",6
3 2 12 5 13 30 67 22 48, 5 22 37 11, 5
4 1 8 15 17 60 28 4 20, 9 61 55 39, 1

3 24 7 25 84 73 44 23, 3 16 15 36, 7
5 2 20 21 29 210 43 36 10, 1 46 2349, 9

4 40 9 41 180 77 19 10, 6 12 40 49, 4
6 1 12 35 37 210 18 55 28, 7 71 4 31, 3

5 60 11 61 330 79 36 40. 0 10 23 20, 0
7 2 28 45 53 630 31 53 26. 8 58 6 33, 2

4 56 33 65 924 59 29 23,2 30 30 36, 8
6 84 13 85 546 81 12 9, 3 8 47 50, 7

8 1 16 63 65 504 14 15 0, 1 75 44 59, 9
3 48 55 73 1320 41 6 43,5 48 53 16, 5
5 80 39 89 1560 64 0 38, 8 25 59 21, 2
7 112 15 113 840 82 22 18, 7 7 37 41, 3

9 2 36 77 85 1386 25 327,4 64 56 32, 6
4 72 65 97 2340 47 55 29, 9 42 4 30, 1
8 144 17 145 1224 83 16 1, 5 6 43 58, 5

10 1 20 99 101 990 11 25 16. 3 78 34 43, 7
3 60 91 109 2730 33 23 54, 6 56 36 5, 4
7 140 51 149 3570 69 59 2, 5 20 0 57, 5
9 180 19 181 1710 83 58 27, 9 6 1 32, 1

11 2 44 117 125 2574 20 36 34, 9 69 23 25, 1
4 88 105 137 4620 39 57 58, 4 50 2 1. 6
0 132 85 157 5610 57 13 15, 3 32 46 44 7
8 176 57 185 5016 72 3 17, 1 17 56 42, 9

10 220 21 221 2310 84 32 50, 5 5 27 9, 5
12 1 24 143 145 1716 9 31 38, 2 80 28 21, 8

5 120 119 169 7140 45 14 23, 0 44 45 37, 0
7 168 95 193 7980 60 30 46, 4 29 29 13, 6

11 264 23 265 3036 85 1 15, 3 4 5844, 7
13 2 52 165 173 4290 17 29 32, 4 72 30 27, 6

4 104 153 185 7956 34 1219, 6 55 47 40, 4
0 156 133 205 10374 49 33 1, 0 40 26 59, 0
8 208 105 233 10920 63 12 54, 0 26 47 6, 0

10 260 69 269 8970 75 8 13. 8 14 51 46, 2
12 312 25 313 3900 85 25 7, 6 4 34 52, 4

14 1 28 195 197 2730 8 10 16, 4 81 49 43, 6
3 84 187 205 7854 24 11 22, 3 65 48 37, 7
5 140 171 221 11970 39 1827, 5 50 41 32, 5
1 252 115 277 14490 65 2813, C 24 31 46, 4

11 308 75 317 11550 76 18 52, ( 13 41 8,' 0
K 364 27 365 4914 85 4528, 4 14 31, 9

1E 5l 60 221 229 6630 15 1121, 4 74 48 38, 6
120 209 241 12540 29 51 46, ( 60 8 14, 0

J 240 161 289 19320 56 8 41, 33 5118, 1
1-1 420 29 421 6090 86 3 0,. 3 56 59, 6

1 6 1 32 255 257 4080 7 9 9, 1» 82 50 50, 4
3 96 247 265 11856 21 14 21, i 68 45 38' 5
5 160 231 281 18480 34 42 29, 1 55 17 3i; 0
7 224 207 305 23184 47 15 31, > 42 44 28, 5

7
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m n a b A ab A B

16 9 288 175 337 25200 58°42'55".8 31" 17' 4",2
11 352 135 377 23760 69 1 1,4 20 58 58, 6
13 416 87 425 18096 78 11 15, 8 11 48 44,2
15 480 31 481 7440 86 18 17, 2 3 41 42, 8

17 2 68 285 293 9690 13 25 10, 8 76 34 49, 2
4 136 273 305 18564 26 28 51, 7 63 31 8, 3
6 204 253 325 25806 38 5248, 3 51 711,7
8 272 225 353 30600 50 24 8, 1 39 35 51, 9

10 340 189 389 32130 60 55 51, 9 29 4 8, 1
12 408 145 433 29580 70 26 6, 7 19 33 53, 3
14 476 93 485 22134 78 56 41, 7 11 3 18, 3
16 544 33 545 8976 86 31 42, 9 3 28 17, 1

18 1 36 323 325 5814 6 21 34, 8 83 38 25, 2
5 180 299 349 26910 31 2 53, 6 58 57 6, 4
7 252 275 373 34650 42 30 3, 6 47 29 56, 4

11 396 203 445 40194 62 51 32, 9 27 8 27, 1
13 468 155 493 36270 71 40 31, i 18 1928, 9
17 612 35 613 10710 86 43 36, 6 3 16 23,4

10 2 76 357 365 13566 12 1 4, 9 77 58 55, 1
4 152 345 377 26220 23 46 38, 3 66 13 21, 7
6 228 325 397 37050 35 3 4, 1 54 56 55, 9
8 304 297 425 45144 45 40 2, 3 44 19 57,7

10 380 261 461 49590 55 31 1, 5 34 28 58, 5
12 456 217 505 49476 64 33 4, 6 25 26 55, 4
14 532 165 557 43890 72 46 7, 3 17 13 52, 7
16 608 105 617 31920 80 12 6, 5 9 57 53, 5
18 684 37 685 12654 86 54 13, 3 3 5 46, 7

20 1 40 399 401 7980 5 43 29, 3 84 16 30, 7
3 120 391 409 23460 17 3 41,5 72 56 18, 5
7 280 351 449 49140 38 3448, 3 51 25 11, 7
9 360 319 481 57420 48 27 19, 7 41 32 40,3

11 440 279 521 61380 57 37 17, 71 32 22 42, 3
13 520 231 569 60060 66 2 51, 9 23 57 8, 1
17 680 111 689 37740 80 43 44, 6 9 1615,4
19 760 39 761 14820 87 3 44, 6 2 56 15, 4

21 2 84 437 445 18354 10 52 50, 4 79 7 9, 6
4 168 425 457 35700 21 34 6, 9 68 25 53, 1
8 336 377 505 63336 41 42 32, 1 48 17 27,9

10 420 341 541 71610 50 55 36, 1 39 4 23, 9
16 672 185 697 62160 74 36 28, 4 15 23 31, 6
20 840 41 841 17220 87 12 20,3 2 47 39, 7

22 1 44 483 485 10626 5 12 18, 4 84 47 41, 6
3 132 475 493 31350 15 31 49, 2 74 28 10, 8
5 220 459 509 50490 25 36 30, 7 64 2329, 3
7 308 435 533 66990 35 18 0, 9 54 41 59, 1
9 396 403 565 79794 44 29 53, 0 45 30 7, 0

13 572 315 653 90090 61 9 30, 4 28 50 29, 6
15 660 259 709 85470 68 34 25, 5 21 25 34, 5
17 748 195 773 72930 75 23 18, 5 14 36 41, 5
19 836 123 845 51414 81 37 48, 6 8 2211, 4
21 924 43 925 19866 87 20 8, 0 2 39 52, 0
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711 n a b h \al> A B

23 2 92 525 533 24150 9°56'22",1 80" 3'37",9
4 184 513 545 47196 19 43 53, 8 70 16 6, 2
6 276 493 565 68034 29 14 30, 3 60 4529, 7
8 368 465 593 85560 38 21 28, 8 51 38 31, 2

10 460 429 629 98670 46 5949, 7 43 010,3
12 552 385 673 106260 55 6 20, 2 34 53 39, 8
14 644 333 725 107226 62 39 26, 6 27 20 33, 4
16 736 273 785 100464 69 38 56, 3 20 21 3, 7
18 828 205 853 84870 76 5 38,7 13 54 21, 3
20 920 129 929 59340 82 1 5,4 7 58 54, 6
22 1012 45 1013 22770 87 2714,2 2 32 45, 8

24 1 48 575 577 13800 4 4618, 8 85 13 41, 2
5 240 551 601 66120 23 3211, 7 66 27 48, 3
7 336 527 625 88536 32 3113, 5 57 28 46, 5

11 528 455 697 120120 49 14 49, 7 40 45 10, 3
13 624 407 745 126984 56 53 9, 1 33 6 50, 9
17 816 287 865 117096 70 37 20, 8 19 22 39, 2
19 912 215 937 98040 76 44 5, 9 13 15 54,1
23 1104 47 1105 25944 87 33 44, 1 2 26 15, 9

25 2 100 621 629 31050 9 8 52,3 80 51 7, 7
4 200 609 641 60900 18 10 50, 0 71 49 10, 0
6 300 589 661 88350 26 59 29, 3 63 0 30,7
8 400 561 689 112200 35 2921,6 54 30 38, 4

12 600 481 769 144300 51 16 55, 2 38 43 4, 8
14 700 429 821 150150 58 29 51, 5 31 30 8, 5
16 800 369 881 147600 65 14 18,6 24 4541, 4
18 900 301 949 135450 71 30 28, 0 18 2932, 0
22 1100 141 1109 77550 82 41 44, 0 7 18 16, 0
24 1200 49 1201 29400 87 3942, 2 2 2017, 8

Eine genaue Vergleichung dieser Tafel mit der Schulzeschen 
zeigt nun allerdings sehr viele und zum Tbeil bedeutende Rech
nungsfehler. Der Verfertiger der Tafel hat unter 200 Dreiecken 
nicht weniger als 68 Dreiecke doppelt berechnet, weil er verkannt 
hat, dass die Wertlie tang —= —und tang-A 2? = ——- zu dem- n 2 n 3 * m-\-n
selben Dreiecke gehören. Von diesen 68 Dreiecken sind wiederum 
23 falsch berechnet, während unter den 6-4 Dreiecken, welche bloss 
einmal vorkommen, 9 grösstentheils total falsche sich befinden. 
Ausserdem sind nicht weniger als 18 Dreiecke vorhanden, in wel
chen die Winkel gerade um 0,"5 zu gross oder zu klein nngegeben 
sind, so dass demnach auf 132 wirklich von einander verschiedene 
Dreiecke 32 ganz falsche und 18 ungenaue, zusammen also 50 fehler
hafte kommen. Für diejenigen , welche die Schulzeschen Tafeln 
besitzen , folgen die nöthigen Verbesserungen im nachstehenden 
Schema:

7
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anstatt o> = muss sein w= anstatt o> = muss sein co=

6°43'58" 6°43'59" 38°21'28" 38 "21'29"
12 1 4 12 1 5 50 41 33 50 41 32
12 40 50 12 40 49 55 6 2 55 6 20
13 25 10 13 25 11 61 10 29 61 9 30
15 11 24 15 11 21 61 55 57 61 55 39
16 16 24 16 15 37 64 56 32 64 56 33
17 28 35 17 29 32 68 45 39 68 45 38
17 56 44 17 56 43 72 56 16 72 56 18
21 13 38 21 14 22 70 39 21 70 37 21
21 33 55 21 34 7 74 48 38 74 48 39
23 45 22 23 46 38 75 45 54 75 45 0
24 32 14 24 31 46 78 12 44 78 11 16
25 35 25 25 36 31 79 8 50 79 7 10
26 59 25 26 59 29 79 35 56 79 36 40
33 23 54 33 23 55 81 12 2 81 12 9
35 2 44 35 3 4 81 49 43 81 49 44

Unter den Dreieckssciten befinden sieb folgende Fehler:

tu =
12° r 4" 
13 41 8 
30 30 37 
42 44 28 
60 30 46
70 30 28
71 40 31

anstatt muss sein
perp. hyp. bas. perp. l*yp- bas.

78 — — 76 — —
— 308 317 — 317 308
23 — — 33 — _

203 — — 207 —. —
— 183 — — 193 —
— 929 — — 949 —
476 — — 468 — —

Unter der Rubrik endlich ,,tang io in Decimaltheilen“ sind 
folgende Fehler gefunden worden:

anstatt muss sein

tang Ata = 0.2608691 
0,2941179 
0,3076938 
0,3157363 
0,5909001 
0,6086965 
0.6956526 
0,7058823 
0,7619047 
0,9523809

0,2608696 
0.2941176 
0,3076923 
0,3157895 
0,5909091 
0,6086957 
0,6956522 
0,7058824
0,7619048 
0,9523810

In der oben stehenden neu berechneten Tafel ist die zuletzt 
erwähnte Columne der Schulzescheu Tafel weggelasseu und dafür 
eine Columne für die Flächeninhalte der Pythagoräischen Dreiecke 
beigefiigt worden, da die letzteren dem Lehrer nöthiger sind als 
der Werth von tang -1-A iu Decimaltheilen. Die Einrichtung der 
Scliulzeschen Tafel aber, welche die Dreicckswinkel A und B zu 
Argumenten hat, ist gänzlich verlassen worden, weil man, wie 
Herr Professor Kunze sehr richtig bemerkt, bestimmte Dreiecke 
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weniger nach «Jem Winkel, als vielmehr nach den bestimmten und 
bestimmenden Verhältnissen von n ; m aufzusuchen pflegt. Die Ta
fel gewährt bei dieser Veränderung zugleich den Vortheil, dass 
man sie jeden Augenblick weiter fortsetzen kann, ohne sie völlig 
nmorduen zu müssen, was bei der von Seb ulze getroffenen Einrich
tung nicht geschehen kann.

XVI.
lieber die Verwandlung eines gewöhnlichen 

Bruches in einen Decimalbruch.
Von dem

Herrn Doctor J. A. Arndt,
Subrector und Lehrer der Mathematik und Physik am Gymnasium zu Torgau.

Das 1 erfahren selbst ist bekannt, ebenso , dass zuweilen ein 
gewöhnlicher Bruch sich vollkommen in einen Decimalbruch ver
wandeln lässt, zuweilen nur nähemngsweise, und dass im letzteren 
Falle eine Periode entsteht, welche nie mehr Ziffern haben kanu, 
als der Nenner des Bruches Einheiten enthält weniger eine. Hier 
sollen die Fragen beantwortet werden:

1. Wann entsteht eine Periode, wann nicht?
2. Wann fängt die Periode sogleich nach dem Komma 

an, wann nicht?
Der in einen Decimalbruch zu verwandelnde gewöhnliche Bruch 

sei — ; es werde angenommen, er sei auf seine kleinste Benennung 
gebracht, ebenso, er sei ein achter Bruch, indem die unächtcn Brüche 
sogleich in vermischte Zahlen verwandelt werden, die Ganzen aber 
sodann unberücksichtigt bleiben können.

Da bei der Verwandlung des Bruches — in einen Decimalbruch s p
der Zähler des Bruches nach und nach immer mit 10 multiplicirt 
und dieses Product dann durch den Nenner dividirt wird, so kann 
die Division nnr dann aufgeben, wenn der Nenner p in 10 oder 
einer Potenz vou 10 aufgebt; nun ist aber 10 oder eine Po
tenz von 10 nur durch 2 und 5 theilbar, es kanu daher der Bruch 
— nur dann vollkommen in einen Decimalbruch verwan- 
P
delt werden, wenn der Nenner keine andern Primfacto- 
ren enthält, als 2 und 5. Auch lässt sich durch die Zerlegung 
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des Nenners in seine Primfactoren leicht beurtheilen, wieviel Deci
malstellen der De ci mal bruch haben werde; p muss nämlich eine von 
folgenden Formen haben: 2«, 5”, 2n.5m, 2™. 5«,’) wo tn immer 
kleiner oder höchstens = n sein soll.

Von welcher Form der Nenner p aber auch sei, immer wird er 
in 2« . 5« = (2.5)«= 10« , nicht aber in einer niedrigeren Potenz 
von 10 aufgelien. Man muss demnach den Zähler des Bruches mit 
10« multipliciren, damit die Division durch den Nenner p aufgehe, 
woraus unmittelbar folgt, dass der Quotient dieser Division aus n 
Ziffern bestehen, der Decimalbruch also n Decimalstellen, d. h. so 
viel Decimalstellen haben müsse, als der höchste der 
beiden Exponenten, mit welchen nach der Zerlegung 
des Nenners in seine Primfactoren die 2 und 5 versehen 
sind, Einheiten enthält.

Hiernach geben die Nenner 2, 5, 10 einen Decimalbrucli mit 
einer Decimalstelle, die Nenner 4,20,25,50, 100 mit zwei Deci
malstellen, die Nenner 8, 40, 125, 200, 250, 500, 1000 mit drei De
cimalstellen, die Nenner 16, 80, 400, 625, 1250, 2000, 2500, 5000, 
10000 mit vier Decimalstellen u. s. w.

Enthält der Nenner des Bruches andere Primfactoren als 2 und 
5, so kann, wie aus dem Vorigen erhellet, da diese andern Prim
factoren nicht in 10 oder einer Potenz von 10 aufgehen würden, 
der Bruch nicht vollkommen in einen Decimalbruch verwandelt wer
den, sondern muss einen periodischen geben.

Hierbei lassen sich zwei Fälle unterscheiden, jcnachdem der 
Nenncr p gar keine 2 und 5 unter seinen Primfactoren enthält oder 
nicht. Im erstem Falle fängt die Periode sogleich nach dem 
Komma an. Die Form der Rechnung sei diese:

p |r0| O,y$r,
pq

r.O
Pfh

r,0 
py« 

r30

rx- 0 
p y*

ri
Vso dass also — = 0, q q 3 q3 q„ ... q^ . ... ist.

Es lässt sich nun zeigen, dass unter den Resten r,, rt, r3, ... 
r k, ri keiner eher wiederkchren kann, bevor nicht einer gleich dem 
Zähler geworden ist, dass also ri weder =r,, noch = r2, noch 
= r3 u. s. w., noch =rt sein könne. Nach der Natur der Rech
nung ist

Setzt man zn=0, so bat man als besondere Fälle für die beiden 
letztem Formen die beiden erstem Formen.
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r, =: 10 T — pq 
ri = 10 ri — PÇ\ 
rz = 10 r„ — pq*  

rg = 10 rf — pt]j

ri = 10 rk — pqk
Wäre nun ri z. B. gleich rg , so müsste auch

10 rf — pgf = 10 rk — pqk, nlso auch
10 rf — 10 rk = p</f — pqk oder
10 (rf — rk) = p (qf — qk ) sein.

Du p nicht in 10 aufgeht und auch nicht in rf—rk , indem 
rr und rk kleiner als p sind, so kann es auch nicht in 10 (rf—rk), 
<f. h. in der linken Seite der Gleichung

10 (rf — rk) = p (</f — qk ) aufgehen, also
10 (rf — rk) . . .
----- -----------  nicht = qf — qk sein, da

10 (rf — >k) .
------- - -------keine ganze Ziahl sein kann, qf—qk aber eine ganze 
Zahl sein muss. Es kann demnach nicht 10 (rf—rk) = p (qf—qk) 
d. h. ri nicht gleich rg sein. Da aber notbwendig eine von den 
Zahlen r. rt, r2 u. s. w. wieder als Rest erscheinen muss, so kann 
dies nur die erste r, d. b. der Zähler des Bruches sein ; dann aber 
kehrt auch der Quotient q und die auf ihn folgenden nach der 
Reihe wieder. Es fängt also die Periode sogleich nach 
dem Komma an, wenn der Nenner gar keine 2 oder 5 un
ter seinen Priinfactoren enthält.

Enthalte nun p unter seinen Primfactoren äusser anderen auch 
2 und 5 und sei z. B. p - - 2" . 5"' . t oder = 2"*  . 5". t, wo n 
nicht kleiner als m sein soll und t eine nicht durch 2 oder 5 theil- 
bare Zahl ist; man hat demnach

v 9’. 10" r.10«
7 = 2«.5'”.t : 10" “,lcr im Fa,lc = : 10" •

Nun ist 10” immer durch 2" . 5'" und durch 2"‘. 5” tbeilbar und der
10« 10«

Quotient & oder ——& werde durch v bezeichnet; dann ist

r  r ■ v 10” .

/*•
Der Bruch -j- giebt, da t keine 2 und 5 als Primfactoren ent

hält, einen periodischen Decimalbruch, dessen Periode sogleich nach 
9'•V ...dem Komma beginnt; nun muss aber — noch durch 10” dividirt, 

das Komma also n Ziffern nach der linken Hand hin gerückt wer
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den, es wird daher — einen Decimalbruch geben, dessen Periode 
erst nach n Ziffern d. h. nach so viel Ziffern anfängt, als 
der höchste der beiden Exponenten, mit welchen nach 
der Zerlegung des Nenners in seine Primfactoren die 2 
und 5 versehen sind, Einheiten enthält.

Fasst man Alles zusammen, so hat man folgende Bestimmungen:
1) Ein Bruch lässt sich vollkommen in einen Decimalbruch 

verwandeln, wenn der Nenner desselben zu seinen Primfactoren 
nur 2 und 5 enthält, und zwar ist die Anzahl der Decimalstellen 
immer dem höchsten der beiden Exponenten gleich, mit welchen 
nach Zerlegung des Nenners in seine Primfactoren die 2 und 5 
versehen sind.

2) Ein Bruch giebt einen periodischen Decimalbruch, wenn 
der Nenner nicht bloss 2 und 5 zu Primfactoren enthält und zwar

a. die Periode fängt sogleich nach dein Komma an, 
wenn der Nenner zu Primfactoren gar keine 2 oder 5 enthält.

b. die Periode fängt nicht gleich nach dem Komma an, 
wenn der Nenner äusser andern Primfactoren auch noch 2 und 5 
enthält, und zwar ist dann die Anzahl der der Periode vorherge
henden Ziffern gleich dem höchsten der beiden Exponenten, mit 
welchem nach Zerlegung des Nenners in seine Primfactoren die 2 
und 5 versehen sind.

XVII.
Uebungsaufgaben für Schüler.

(Der Herausgeber bittet um recht vielfache Dlittheilung solcher Aufga
ben in möglichst grosser Mannigfaltigkeit. Es kann seiner Meinung nach 
einer solchen Mittheilung nicht unbedingt der Umstand entgegen stehen, 
dass sich die Aufgaben schon anderwärts gedruckt linden, wenn dieselben 
nur weniger bekannt sind und in irgend einer Beziehung ein besonderes In
teresse darbieten. Auch können späterhin besonders elegante Auflösungen 
in dem Archive mitgetheilt werden. Die folgenden Aufgaben sollen niir ein 
Versuch sein, den Artikel: „Uebungsaufgaben fiir Schüler“, bei des
sen Ueberschril't man es übrigens mit dem Zusatze fiir Schiller nicht all
zu genau nehmen muss, zu einem stehenden in dem Archive zu machen, und 
der Herausgeber hofft in dieser Beziehung vorzüglich auch auf Unterstützung 
durch seine Herrn Mitarbeiter. Die folgenden Lehrsätze sollen natürlich 
immer bewiesen, die Aufgaben aufgelöst werden, worüber eine besondere 
Bemerkung späterbin nicht weiter gemacht werden wird.)

1. Wenn zwei gerade Linien sieb unter Winkeln von 60° in 
einem gewissen Punkte S schneiden, so ist der geometrische Ort 
der Spitzen aller gleichseitigen Dreiecke, deren Grundlinien zwi- 
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sehen den Schenkeln der in Rede stehenden Winkel von 60°, und 
deren Spitzen auf derselben Seite ihrer Grundlinie wie der Punkt S 
liegen, eine durch den Punkt ä gehende und gegen die beiden ge
gebenen geraden Linien unter Winkeln von 60° geneigte gerade 
Linie.

Dieser Satz, welcher zu verschiedenen geometrischen Betrach
tungen Veranlassung geben kann, soll bewiesen und mittelst des
selben dann die folgende Aufgabe aufgelöst werden.

2. Gleichseitige Dreiecke zu beschreiben, deren Spitzen in drei 
gegebenen durch einen Punkt gebenden geraden Linien liegen.

3. Wenn man ein Rechteck, dessen längere Seite sich zu sei
ner kürzern wie 1/2; 1, d. h. wie die Diagonale eines Quadrats zu 
seiner Seite verhält, durch eine mit seinen kürzern Seiten parallele 
gerade Linie halbirt, die erhaltene Hälfte auf ähnliche Weise wie
der lialbirt, und diese Operation in’s Unendliche fortsetzt, so er
hält man eine Reihe von Rechtecken, die sämmtlich einander ähn
lich sind, und deren längere Seiten sich wie

p 1 ■ 1 . 1 . « . 1 .
* \Z2 " \Z2» ’ V 2*  " U-’ " V 2‘...........

zu einander verhalten.

4. Es ist ein Kreis und innerhalb desselben sind zwei Punkte 
gegeben; man soll durch diese beiden gegebenen Punkte einen 
Kreis dergestalt beschreiben, dass die gerade Linie, welche seine 
beiden Durchschuittspunkte mit dem gegebenen Kreise verbindet, 
durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises geht.

5. Uebcr zwei gegenüberstehenden Seiten eines Vierecks als 
Grundlinien sind zwei einander gleiche Dreiecke construirt, deren 
Spitzen in denselben Punkt fallen; man soll den geometrischen Ort 
dieses Punktes bestimmen.

6. Die folgenden goniometrischen Formeln sind zu beweisen.

1u. sin (a+ß—/)4~ sin (a-J-y—ß) -f-sin (ß+y—a) —sin (a+ß+y) 
= 4 sin a sin ß sin y,

2°. cos(a-f-/9—y) -4-cos(a+/—jS)-f-cos(jî-l-/—a)-f-cos(a-f-/9-4-y) 
= 4 cos a cos ßcosy,

3°. tung(a4-/î-4-/)4-tang(a4-/9—/)4-tang(a—/î-4-y)+tg(—a-4-/Î4-y) 
___2 2siti2(«-t-0-t-/)-t-sin 4«-f- sin iß -j- sin iy

* 4 cos 2« cos 20 cos 2/ -t- cos 4« -F- cos 40 -t- cos iy ’
4°. 4sin sin (a-f-/9—y)sin (a—ß-t-y) sin (—«+/?+/)

_ 2cos2acos2ßcos2y — cns2a2 — cos2/92 —cos2y2-f-l,
5°. 4 cos (a-ł-jS-ł-/) cos (a-f-/9—y) cos (a—/?+/) cos (—a-i-ß-f-y)

= 2 cos 2a cos 2/9 cos 2y -f- cos 2a2 -f- cos 2/92 -f- cos 2/2 — 1,
6°. 8 sin -J(a-1-ß-1-y—d) sin |(a-ł-/9—/4~d) sin < (a—ß-h-y-f-d)

sin i (-«+/?+/+<?)
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= 4coBjacos.i/Ícos*/cos4<J+46Íní«sin ‘/ÍBÍnJ/sin*J

— cos a—cos ß—cos y—cos J, 
7°. 8 cos £ (a-f-ß-t-y—ď) cos i (a-f-jí—/4-^) cos | («—/S4-/4-J)

cos J (—«4-(S4-/4-i) 
= 4cos*«cosĄ/ScosJ/cos  4-4sin^asin-J/řsin-’/sin-Jd

4- cos «+ cos ß 4- cos/4- cos J, 
8". sin(a—/?)4~sin(«—/)4-sin(jS—y)=4cos‘(a-/î)sittj(a-/)sin^(/î-/), 
9°. cos(a-/?)4-cos(a-/)4-cos(jS-y)=4cos J (a-jS)cos|(a-y)cosi(/S-/)-l, 
10°. sin(a—/S)24-sin(a—y)24~sin(|8—y)2

=2 J1 — cos (a—g) cos (a—y) cos (ß—y) |, 
11°. cos (a—/?)2 4*  cos (a —y)2 4- cos (ß—y) -

= 14-2 cos (a—ß) cos (a—y) cos (ß—y), 
12". cosĄ(a4-/J4-y)24-cos * («4-/Î—y)24-cosA(a—/J-ł-y)2

4-cosJ(—a4-ß4-/)2 
= 2 (14-sin a sin jî sin y),

13°. sinĄ (a4-^4-y)2 4- sin A (a+ß—y)2 4- sin -Ł (a—ß-t-y)2
4- sin -*  (—a4~ß4-y) 2 

= 2(1—sin «sin jîsiny),
14“. cos a2 4*  cos ß2 4- cos y2 4- cos («4-/Î4-/)2

= 2 j 1 4- si ii («4-/Î) si n («4-/) si n (/M-y) I, 
15°. sina24-sinjî24-sin/24- sin(a4-(î4-y)2

= 2 J1 — sin («4-ß) sin («4-/) sin (ß4-y) |
7. Ein dreiseitiges Prisma mit einer Ebene so zu durchschnei- 

dcn, dass der Schnitt ein gleichseitiges Dreieck wird.

8. Zu finden, an welchen Tagen des Jahrs die Sonne zweien 
Oertern, deren Längen und Breiten gegeben sind, in demselben 
Augenblicke auf- oder untergebt.

°) Diese goniomctrischen Formeln finden sich nebst noch vielen andern 
auf einem unter den Papieren des verstorbenen Professors Moll weide 
befindlichen Blatte verzeichnet. Aus der Handschrift lässt sich jedoch 
mit völliger Sicherheit erkennen, dass dieselben von dem ebenfalls ver
storbenen Professor Buzengeiger in Freiburg herrühren. Der zu 
frühe Tod dieser beiden trefflichen Männer wird von den Mathemati
kern mit Recht schmerzlichst empfunden und bedauert. G.
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XVIII.
M i s c e 11 e u.

Von dem kürzlich verstorbenen berühmten französischen Ma
thematiker Poisson erzählt man folgenden Zug. Im Jahre 1802 
kam ein Rekrut zu ihm, gab sich für seinen Pathen aus, und er
suchte ihn, ihm eine Summe von 500 Francs aufzuhcben; komme er 
im Kriege um, so solle sie seiner Schwester zugehören; bleibe er 
aber am Leben, so werde er das Geld selbst wieder abholeii. — 
„Ganz recht, mein Freund“ antwortete Po isso n „legt es nur dort 
hin, und lasst mich arbeiten, denn ich habe viel zu tbun.“ Der 
Rekrut legt den Sack mit den 500 Francs auf ein Büchergestell, 
und Poisson legt, um ihn vor Besuchenden nicht sehen zu lassen, 
einen Band des Horaz darauf. Zwanzig Jahre später kommt ein 
Mann mit sonnverbranntem Gesicht, und verlangt seine 500 Francs 
zurück. Poisson kann sich nicht erinnern; Jener schwört Stein 
und Bein, dass er ihm das Geld zugestellt habe. „Wie“ fragt 
endlich Poisson voll Wuth „llir hättet mir die Summe in die 
Hände gelegt?“ — „Nein“ erwiederte der Soldat „aber auf jenes 
Büchergestell; Sie selbst haben dieses Buch darauf gelegt.“ Bei 
diesen Worten hebt er den Klassiker auf, und findet hinter dem 
bestaubten Octavband, zu seiner nicht geringen Verwunderung, den 
Sack mit den 500 Francs so wieder, wie er ihn vor zwanzig Jah
ren hingelegt hatte.

Der berühmte englische Physiker und Chemiker Michael 
Faraday ist der Sohn eines gewöhnlichen Grobscbmiedes, der ihn 
zu einem kleinen Buchbinder in London in die Lehre that, als er 
erst neun Jahre alt war, bei dem Faraday bis zu seinem zwei- 
undzwanzigsten Jahre blieb. Die Umstände, welche veranlassten, 
dass er die Buchbinderwerkstatt mit dem chemischen Laboratorium 
vertauschte, werden auf folgende Weise erzählt. Ned Magrath, 
jetzt Sekretair bei dein Athenäum, kam vor etwa fünf und zwanzig 
Jahren zu dem Buchbinder Ri beau und sah, dass einer der Ge
sellen eifrig in einem Buche studirte, das er einbinden sollte. Br 
trat näher und sah, dass es ein Band der Encyclopaedia britannica 
war, aufgeschlagen bei dem Artikel „Electricität.“ Er liess 
sich mit dem eifrigen Buchbindergeseilen in ein Gespräch ein und 
wunderte sich nicht wenig, hei demselben nicht geringe chemische
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Kenntnisse zu linden. Er gab ihm darauf eiue Eintrittskarte zu den 
Vorlesungen Davy’s in der Royal Institution, und hier konnte 
man nun jeden Tag den Buchbindergesellen dem Vorleseuden ge
genüber, mit der gespanntesten Aufmerksamkeit zuhörend oder bis
weilen schreibend, sitzen sehen. Die Vorlesungen nahmen ein Ende, 
aber Faraday’s Geist hatte einen neuen Anstoss bekommen, der 
niir durch die grösste Noth hätte unwirksam gemacht werden kön
nen; dies wurde jedoch durch die Bereitwilligkeit verhindert, mit 
welcher Davy dem verwandten Geiste zu Hülfe kam. Er ernannte 
Faraday zu seinem Gehülfen in dem Laboratorium, und nach 
zwei bis drei Jaliren konnte er ihn als Sekretair gebrauchen. Jetzt 
steht der ehemalige Buchbindergesell an der Spitze der Chemiker in 
England. Diese wenig oder gar nicht bekannten Notizen sind einer 
Schrift entlehnt, in der man sic nicht suchen sollte, nämlich Ar- 
nett’s History of book-hinding.

In der Eloge de Lambert in den Nouveaux Mémoires de 
l'Academie royale des sciences et belles-lettres. 1778. p. 8-4. wird 
bei Gelegenheit der Berufung dieses berühmten Mathematikers nach 
Berlin der folgende characteristische Zug von demselben erzählt: 
Le Roi le lit appeler à Potsdam au mois de Mars (176-4). C’étoit 
une conjoncture bien critique pour le sort dc M. Lambert; et 
d’abord elle parut décider pour la négative. Le ton tranchant de 
ses réponses, l’assurance avec laquelle il répondit sans hésiter à la 
question: „Que savez vous/“ — „Tout, Sire" — et à l’in
stance ,,('o m me n t l’avez - v o u s ap p ri s? “ — ,,De moi-même“, 
en frappant des oreilles , peu faites à ce langage, pouvoient faire 
juger que la plénitude de son cerveau en avoit altéré quelques res
sorts. L’entrevue demeura donc infructueuse et pnroissoit devoir 
l’ètre sans retour; mais le Roi mis au fait de la singularité de ce 
caractère, qu’un de nos dignes Confrères, honoré des entretiens 
journaliers dc S.M. Lui assura ressembler à celui de La F o u tai n e, 
ne voulut pas priver son Académie d’un Membre dont elle avoit 
tant à se promettre. H y fut donc aggrégé avec une pension, et 
prononça son discours de réception dans l’Assemblée publique du 
mois de Janvier 1765. Depuis ce tcms-là le Roi lui a donné des 
marques fréquentes et distinguées de sou estime, en le plaçant dans 
la Commission économique de l’Académie, et dans le département des 
Batimens avec le titre de Conseiller supérieur, et en augmentant 
considérablement sa pension.

Mau habe n beliebige Punkte yf2, At, At, . .. An im 
Raume. Wenn man diese Punkte in einer beliebigen Ordnung 
nimmt, und von dem Isten nach dem 2ten, von dem 2ten nach dem 
3ten, von dem 3ten nach dem Aten, u. s. w. von dem (n—l)sten 
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nach dem nten, von dem »Len nach dem Isten gerade Linien zieht, 
so wollen wir den ganzen anf diese Weise erhaltenen Zug eine 
Polygonlinie nennen, und man kann nun fragen, durch wie viele 
verschiedene Polygonlinien die gegebenen » Punkte sich mit ein
ander verbinden lassen. Die Antwort nuf diese Frage kann leicht 
auf folgende Art gegeben werden.

Da die Anzahl der Permutationen der gegebenen n Punkte be
kanntlich 1 . 2 . 3 ... n ist, so giebt es natürlich überhaupt 
1.2.3...» Polygonlinien, und es entsteht jetzt bloss die 
Frage, ob diese Polygonlinien sämmtlicli von einander verschieden 
sind, oder ob unter denselben sich nicht vielleicht einige identische 
linden. Em hierüber zur Gewissheit zu kommen, denke man sich 
eine beliebige, aber bestimmte Permutation der n gegebenen Punkte, 
z. B. die Permutation

Ax A, At At .... An.
Nun erhellet zunächst auf der Stelle, dass alle aus den folgenden Per
inutationen der n gegebenen Punkte entspringenden Polygonlinien 
unter einander identisch sind:

Ax A*  At A * .... An
A^ A, At .... An Ax 
At At .... An Ax A^ 
At .... An Ax At A, 

u. s. w.
An Ax A2 A9 .... An—

Ferner geben aber offenbar auch alle die Permutationen, welche 
aus den vorhergehenden entspringen, wenn man die Buchstaben in 
umgekehrter Ordnung schreibt, ganz dieselbe Polygonlinie wie die 
vorhergehenden Permutationen, und es erhellet also hieraus nun 
mit völliger Deutlichkeit, dass unter den 1.2.3...» Polygonli
nien, welche es überhaupt gieht, eine jede nothwendig 2» Mal vor
kommt, so dass man also, wenn die Anzahl der sämmtlicli wirklich 
von einander verschiedenen Polygonlinien durch p bezeichnet wird, 
die Gleichung

2np = 1.2.3...» 
hat, aus der sich

1.2.3...»  1.2.3 ...(»—1)
P — 2n ~ 2

. . 1 . 2ergiebt. Für »=3 ist z. B. p = —g— = 1.

,,.. . . 1.2.3 „r ur » = 4 ist p = —%— = 3.

1.2.3.4Für » = 5 ist p =—::—= 12. Vnn der Richtigkeit dieset 
Resultate kann man sich leicht auf praktischem Wege überzeugen.
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und
sin b = 2 sin 4 b cos 4 b, sin c^2 sin J c cos 4 

setzt,

Auf der Oberfläche einer Kugel, deren Halbmesser wir der Ein
fachheit wegen der Einheit gleich setzen wollen, sei ein sphärisches 
Dreieck ABC beschrieben, dessen Seiten, so wie sie den Win
keln A, B, C gegenüberstehen, wie gewöhnlich durch a, b, c be
zeichnet werden. Durch die Punkte A, B, C ziehe man nun an 
die Seiten des Dreiecks ABC sechs Tangenten, bezeichne die 
Durchschnittspunkte der beiden an die Seiten a, b, c gezogenen 
Tangenten respective durch A Bt, C,, und verbinde diese drei 
Punkte durch gerade Linien mit einander, so erhält man ein ebenes 
Dreieck A, Bt Ct, dessen drei Seiten, so wie sie den Winkeln 
At, Bt, C, gegenüberstellen, respective durch'«,, ó,, c, bezeich
net werden sollen. Die Seiten und Winkel dieses ebenen Dreiecks 
At Bt Ci wollen wir nun durch die Seiten des sphärischen Drei
ecks A B C auszudrücken suchen.

Zuvörderst ist nach bekannten Formeln der ebenen Trigono
metrie, wie sogleich erhellet,

«,2 = tnng 4 Æ2 + tang 4 c2 — ~ tang J b tang 4 c cos A\ 
b^ tang 4 c2 -f- tang4 «2 — 2 tang4- c tang4 «cos B, 
Ci2 = taug 4 «2~1- tang4 b2 — 2 tang 4«tang4 b cos C.

Weil nun nach einer bekannten Formel der sphärischen Trigono
metrie

. cos a — cos b cos c COS A=.-------- :--- 7--- :----------sin o sin c
ist, so ist, wie man leicht findet, wenn man

. , sin^Ä . , sin 4 c
lan** = ^’ =

__ 2 sin 4 ä2 cos 4 e2 -ł- 2 cos 4 42 sin 4 c2 — (cos a — cos b cos c)
2 cos 4 A2 cos 4 c2

Setzt man nun ferner 
cos« — cos b cosc:=cos« — (cos4^2— sin 4^2) (cos 4c2—sin 4c2), 
so erhält man nach einigen leichten Reductionen

„ 1 — cos « sin A«2
1 2cos4^2 cos 4c2 cos4^2 cos 4c2’

und folglich, zugleich mit gehöriger Vertauschung der Buchstaben, 
sin ia sin ib sin le

«1 =----- Tï------ ï~, b, =----- :-------- r-, c, =---- ;--------- r;.cos 4» cos Je’ * cos 4c cos 4« cos 4« cos 4«
Aus diesen drei Formeln erhält man leicht
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cos

cos

cos

1 2sin b sin c
rt sin c*  -i- sin a2 — sin li*

2sin c sin a ’
__ sin a* ■+■ sin b* — sin c2

1 2sin a sin b
Die weitere Verfolgung der Vergleichung der beiden Dreiecke 

ABC und 7, B, C, mit einander überlassen wir dem Leser, 
indem wir diesen Gegenstand als eine, wie es uns scheint, zweck
mässige Liebling für Schüler in der ebenen und sphärischen Trigo
nometrie hier nur haben andeuten wollen.

Ai IC cos Ja2 cos^Z,* 1 cos |c2

Auch ergieht sich sogleich die folgende Relation
sin 4a sin ib sin \c  tang ja tang ^b tang ic

O i O*« C1 * ■ " i « 172 « -i i J i •1 1 1 cos cos cos |c2 cos cos 4« cos
Nach der ebenen Trigonometrie ist bekanntlich

. ä,2 -i-C|2 — at*
COS *> =------ 2b^t------- ’

und folglich, wenn man die oben gefundenen Ausdrücke von at, 
bIt c, cinführt, nach einigen leichten Verwandlungen, zugleich mit 
gehöriger Vertauschung der Buchstaben,

. sin b- -J- sin c2 — sin a2

li j =---------------------------------

2 cos \a cos \b cos %c' 
sin b -i- sin c — sin a

2 cos \a cos ^b cos Je’
__ sin c 4- sin a — sin b

2 cos \a cos cos £c’
 sin a -ł- sin b — sin c
2 cos cos cos ic'

Dreiecks At Bt €\, so ist bekanntlichIst Ą, der Flächeninhalt des 
 

Ai (^i-
und folglich nach dem Obigen

V7(sina-t-sinZ>+sinc)(sinÄ4-sinc—sina) (sinc-t-sina—sinA)(sina+sinA—sine)



Berichtigung.

Seite 15, Zeile 9 setze man: — 2,710911 und — 2,710913 für 
2,710911 und 2,710913.



XIX.
Beiträge zur Wahrscheinlichkeits - Rechnung.

Von dem

Herrn Professor Dr. L. Oettinger
zu Freiburg i. Br.

1.
Der Werth der Erwartung im Verhältniss zu der Art, 

die zu wagende Summe auszusetzen.
A will die Summe ra wagen. Die Wahrscheinlichkeit zu ge- 

. . m I • 1 • • n c. .winne.n ist -------- , die zu verlieren ist---------. So oit A gewinnt,tu 4- w in -J- n ’
erhält er den Einsatz y mal als reinen Gewinn. Es fragt sich: 
Soll A die hurnnie ra in einem Versuche, soll er sie in r hinter
einander folgenden oder gleichzeitigen Versuchen wagen?

Ihn die vorliegende frage zu beantworten, ist der Werth der 
Erwartung zu bestimmen, die Jemand hat, wenn er die Summe ra 
in einem V ersuche oder die Summe a in r Versuchen aussetzt und 
die erhaltenen Resultate sind unter sieh zu vergleichen.

<z) Setzt A die Summe in einem Versuche aus, so ergiebt sich 
bekanntlich der Werth seiner Erwartung durch das Product des 
Gewinnes in die Wahrscheinlichkeit diesen Gewinn zu erhalten. 
Der gesuchte Werth ergiebt sich hiernach

1) E—tjra .’ ' in-t-n
ó) Die genannte Summe wird auf r hintereinander folgende 

Versuche vertheilt und in jedem die Summe a ausgesetzt.
Folgende Fälle können eintreten: A gewinnt in allen Versuchen, 

oder in (z---- 1), oder in (r— 2), oder in (»• — 3), ... cder in 2,
oder in einem Versuche. Hiedurch sind alle für den L’nlernehiner 
günstigen Falle erschöpft. Der Gesammt Werth der Erwartung, 
der sich hierauf gründet, wird gefunden, wenn derjenige der ein
zelnen Fälle bestimmt und die Summe aller ermittek wird.

Theil I. 8
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Die Wahrscheinlichkeit, in allen Versuchen zu gewinnen, ist

W--------

In diesem Falle gewinnt A die Summe q. ra. Der Werth der Er
wartung ist

„ mrEr = -,---------T7 . q . ra.(m -ł- n)r v
Die Wahrscheinlichkeit, in (r-1) Versuchen zu gewinnen, setzt 

voraus, dass A einmal verliere. Die Wahrscheinlichkeit, dass heide 
Ereignisse auf die genannte Weise eintreten, ist

mr~ 1 n
r . -,-------- -,—. . ■-------- .n)r—1 m -i- n

In diesem Falle gewinnt A die Summe (a---- l)qa. Der Werth der
Erwartung ist dann

r m'-l .n
Er—i = v • -,------- r (’— 1 )y®.1 i (7u-t-7iy *•  >•

Die Wahrscheinlichkeit, in (r—2) Versuchen zu gewinnen, setzt 
voraus, dass das entgegengesetzte Ereigniss zweimal einlreten 
werde. Die Wahrscheinlichkeit hiefür ist

(»• — ] ) Tnr—t- 7lx
1.2 ' (m 4- »)'•—2 ' Tiy

In diesem Falle gewinnt A die Summe (i----2) qa. Der Werth der
Erwartung ist

Er-2 r (r—1) 
1.2~

7nr~2 . nx 
(m 4- ny (r — 2).qa

Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so ergiebt sich durch Analyse 
sämintlicher für A günstigen Fälle für den Gesammtwerth der Er
wartung folgende Darstellung : 

m r w-1 r — 1 tm—2. ti
q . ra• 4-7i)r—l 1 ' (an 4-n)r—1

(r—1)2!—1 mr-3 tix (r_])r-i|-i nr-i -»
12 I 1 • (a/t 4- ZZ/-1 + ••••+ p—1|1 ■ (OT4-ra)r-lJ

m (711 4- 7t.y—1
a . ra . ---------. -,----------;—;>

also
2) E ■= q ra .

711
711 4- 71

Das gleiche Resultat, wie unter 2) ergiebt sich, wenn die Versuche 
gleichzeitig gemacht werden. Die Vergleichung von 1) und 2) fuhrt 
in Fnlpc der eben angeführten Bemerkung zu folgendem Satze:

3) Der Werth der Erwartung oder der mathematischen Hoff
nung bleibt derselbe, inan mag eine zu wagende Summe in einem 
V ersuche oder gleicliheitlich auf mehrere Versuche aussetzen, voraus
gesetzt dass die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen, in alleu Fällen 
gleich gross ist.

Hierher gehört auch folgender Fall, der eine besondere Art 
von Versuchen in sich begreift, nämlich diejenigen, worin keine 
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Wiederholungen eintreten können, wie sie bei dem eben betrachte
ten Fall vorausgesetzt wurden.

In einer Urne sind m Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, 
4 .... m bezeichnet sind. Es werden p Kugeln hintereinander 
gezogen und nach geschehener Ziehung zusammen in die Urne zu
rückgeworfen. Jede Zahl kann mit einer beliebigen Summe be
setzt werden. Erscheint die besetzte Zahl unter den gezogenen, 
so wird der Einsatz y mal als reiner Gewinn bezahlt. A will die 
Summe ra wagen. Soll er sie auf eine Zahl setzen, oder auf r 
Zahlen in einer und derselben Ziehung gleichheitlich vertheilen?

Auch hier beruht die Beantwortung der vorliegenden Frage 
auf zwei Fallen und es ist der Werth der Erwartung zu bestim
men, wenn die ganze Summe auf eine Zahl gesetzt, oder gleich
heitlich auf mehrere Zahlen derselben Ziehung vertheilt wird.

A setzt die Su in ine ra auf eine einzige Zahl. |n diesem 
Falle gewinnt er den y fachen Einsatz. Die Wahrscheinlichkeit, 
dass sich die besetzte Zahl unter p gezogenen befinden werde, ist 

w=p>m-'\-^ = K
' ml> I—1 m

Der We^th der Erwartung ist für diesen Fall

4) E = — q . ra.’ m ’
6) Die Ermittelung des Werthes der Erwartung von A für den 

Fall, dass die Summe ra gleichheitlich auf r Zahlen einer Ziehung 
vertbeill wird, beruht auf der Untersuchung folgender Fälle. Alle 
besetzten Zahlen erscheinen; »---- 1, »----- 2, - ---- 3, .... 3, 2 oder
1 besetzte Zahl erscheint.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle besetzten Zahlen erscheinen 
werden, ist

... pr 1—1 rrf— 1 (M — r)P—r 1—1 I/fz --  ---- ---- --- ------------- ---  lr I 1 • VIP 1-1
In diesem Falle ist der reine Gewinn q. ra. ' Der Werth der Er
wartung ist sofort

_ pT l—i (m — r)p~r 1—1
— mp 1-1 q . ra.

Die Wahrscheinlichkeit, dass (»—1) von den besetzten Zahlen 
erscheinen werden, ist 

pr—11—1 rr—11—1 (m— r)p—r-ł-ll—1 
1V= T=ÏÏT •----------------- Fi------------- •

In diesem Falle beträgt der Gewinn (r—l)qa. Der Werth der Er
wartung ist sofort

pr-t 1-1 . r(m - r)P-r -t-1 l-t 
Er-i—---------- ^l=ï---------- \r—L)qa.

Die Wahrscheinlichkeit, dass (a—2) Zahlen erscheinen werden, ist
__ pr~21—1 rc—2 1—1 . (rn — /•)»—•• + 21—1

" “F-^U ‘ mP 1 -1 •
Der Gewinn ist in diesem Falle (i—2)qa. Hiernach ist der Werth 
der Erwartung

S
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pr-2 1-1 g-21—1 (m —r)Z>-r + 3|-l

■fc"-2 12 11 mp\-i —

Werden diese Bemerkungen weiter fortgesetzt, so ergiebt sieb 
für den Gesainmtwerth der Erwartung folgende Darstellung:

,, rpr I —1 —r}P~r I —1 r-21 —i pr—i I—1 (m—r)P~~r •+■11—1
Ez=---------- W ->---------------------------------------^1=1-------V«
»•31-1 pr-2 1-1 (w—i>-'4-2|-l »-2|-1 p»\-\ (m—ryp-2\-t

tup\-1 7«+..4 — • w//>i-i Va

r . p (m—r)p—i I—1
mp\—1 9a'

Werden die jedem Gliede gemeinschaftlichen Grössen, und wird fer
ner die Fakultät
(m — r)P~r 1—1 = (m — r) (m— r—1) (m— »---- 2) .... (m—p-1-1)
ausgestossen, so geht diese Darstellung in folgende über: 

Æ=??(y"yJl-i 1 f/T a [h—(/’—IX—21—I (m—p)

+ ^-j2“|T-^ (;> —l)r-3|-l +........

. . . + (p—1) (m—p)r~2 l—1 + (m—p\~x l—1J-

Die in den Klammern eingeschlossene Reihe lässt sich bekanntlich 
auf den Ausdruck (»//—1 )*- —11—1 zurückführeu. Hiedurch geht die 
vorstehende Gleichung in folgende über:

p (m-r)p-f 1-1 pt/ra (m —
=------------ 1—,------- q ra I m — 1 l l 1 =------------ —,—,---------mp\ — i ' v ' mP\—i

oder
p

5) E= — q . ra.' m '
Aus der Vergleichung von 4) und 5) ergiebt sich der Schluss, 

dass auch unter den eben genannten Bedingungen der Werth der 
Erwartung in beiden Fallen gleich gross ist.

Die unter 4) und 5) gefundenen Resultate wurden unter der 
Voraussetzung gewonnen, dass r kleiner oder höchstens so gross 
als p ist. Sie gelten jedoch auch noch dann, wenn r grösser als 
p wird, und dann tritt eine Art von Paradoxon ein. Ist nämlich r 
grösser als die Anzahl der Kugeln, welche in einer Ziehung ge
zogen werden, so können höchstens p von den besetzten Kugeln 
gewinnen, und dann kann A, wenn er auf r Kugeln je einmal 
die Summe setzt, im glücklichsten Fall den Gewinn p . qa er
halten, während er bei Besetzung einer einzigen Zahl im glück
lichen Fall, die Summe r . qa erhalten kann. Doch dieser Wider
spruch löst sich dadurch, dass der Werth der Erwartung den mitt
leren oder Durchschnitts-Werth für alle mögliche Gewinnste an- 
gir-lit, und dass dieser Durchschnittswerth einer bestimmten Summe 
gleiehkommen kann, ohne dass die einze.lnen Gewinnste, wodurch 
er bedingt ist, zu einer solchen Höhe anwachsen, als diess in einem 
andern Falle statt linden kann.

Untersucht man nun die möglichen Fälle, worin A gewinnen
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kann, wenn r~^p ist, so ergeben sich folgende: Von den besetz, 
ten Zahlen gewinnen p, oder p—1, p — 2, .... 3, 2, 1. Wird 
der Werth der Erwartung für jeden einzelnen Fall nach der vorhin 
angegebenen Methode bestimmt, so ergiebt sich folgende Darstellung 
für den Gesainmtwcrtb der Erwartung:

• rpl 1 P • 4F=iïT •------ ^7î=ï------ - ^—1> <1°

®p-2]-l rP-2|-t ,-)2|-t
■+■ 1/7-211 • niP\-\ (/> — -) 4“ -
p2|—i r2I — 1 (m — r}v~21—1 „ _ p(m—»•)z>—l|—i.r

. ... 4- -pjY • mp|_j -fja4 wpH1 (ja

- *•)

+ -r)2l-i 4- . - - -

... 4- (r — 1) (sw — r)P-2|-i 4- (m — rJP-H-iJ

Wird die in Klammern eingeschlossene Reihe wie vorhin behandelt, 
so ergiebt sich

6) E=% r (ja.

Der Calcul kennt also zwischen 4. 5, 6 keinen Unterschied. 
Der unter 2 aufgcstelitc Satz ist bekannt. Er findet sich unter 
andern in Lacroix’s Lehrbuch der W7ahrscheiiiliclikeits: cciinuiig (über
setzt v. Unger) §. 75. bewiesen. Die unter 4, 5 und 0 aufgeslell- 
ten Sätze sind, wie man sieht, eine Erweiterung dieses Satzes. Sie 
werden hier eine Stelle um so eher linden. weil sie nicht gekannt 
zu sein scheinen und sogar Gauthier d’Hauteserve in seinem Traité 
sur les probab. Probl. XVII, P. 77. derbe Verstösse dagegen ge
macht hat.

Dort findet sich nämlich folgende Aufgabe: A will mit 3 Fr. 
im Lotto spielen. Soll er sic auf eine Nummer, oder auf drei Num
mern als Auszüge in einer und derselben Ziehung oder endlich auf 
je eine Nummer in drei verschiedenen Ziehungen setzen l

Gauthier findet als Werth der Erwartung, wenn er 3 Fr. auf 
eine Nummer setzt, wobei er den Satz 14 mal als reinen Gcwiun 
erhält, 2,3333 ... Fr.; dagegen bei einer Vertheilung auf drei Num
mern einer und derselben Ziehung 2.5464... Er.; für den Full, dass 
er sie hintereinander in drei verschiedenen Ziehungen vertheilt 2,601. 
Die letzte Methode wäre demnach die Vortheilbatteste.

Hätte Hr. G. d’Hauteserve richtige Schlüsse gemacht, so hätte er 
nach der Gleichung 4, 2 und 5 immer nur ein und dasselbe Resul
tat erhalten, nämlich 2,333... Fr. Zu dem scheint sich in das im 
angeführten Buche mitgetheiltc Resultat 2,5464 . .. ein Druck- oder 
Rechnungsfehlcr eingeschrieben zu haben.

Die Unrichtigkeit der von Hrn. G. d’Hauteserve gemachten 
Schlüsse tritt ganz besonders auffallend im dritten Falle hervor. 
Ist nämlich die Wahrscheinlichkeit, gerade einmal in drei Ziehun
gen zu gewinnen > 3 . -577, wie Hr. G. meint, so wäre hiernach die 
Wahrscheinlichkeit in 18 Ziehungen einmal zu gewinnen, 18.
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und jeder, der 18 mal auf eine Nummer in den verschiedenen auf 
einander folgenden Ziehungen des Lottos setzte, müsste nach der 
Ansicht des Hrn. G. gewinnen, was offenbar falsch ist.

Wir schliessen mit der Bemerkung, dass die oben unter 1 bis 6 
aufgestellten Sätze nur von dem objectiven Werthe der Erwar
tung, nicht aber von dem subjectiven oder individuellen Werth 
derselben gelten. Um letztem zu ermitteln sind andere Schlüsse 
zu machen.

II.
Verhältniss der Ordnung, in welcher die Tbeiliiehnier 

zum Spiele gelangen, zum Werthe der Erwartung.

In einer Urne sind n Loose enthalten, und darunter zwei 
Treffer und n—2 Nieten. Der eine Treffer gewinnt die Summe a, 
der andere die Summe b. Die beiden Gewinnste sollen unter n 
Personen Alz A3, A3 .... An durchs Loos vertheilt werden. Jede 
Person kommt in der genannten Ordnung zum Loosen und zieht 
dann ein Loos aus der Urne. Wie gross ist der Werth der Er
wartung für jede einzelne Person vor dein Anfänge der Ziehung?

Um die vorliegende Frage zu beantworten, ist zu beachten, 
dass die beiden Gewinnste iu der angegebenen oder in der um
gekehrten Ordnung erscheinen können. Erscheinen sie in der an
gegebenen, so können folgende Fälle cintreten:
«)d.Gewinnst, fall. a. d. Ite u.2te, Ite u.3te, Ite u. Ate.... Ite u. ntePers.
b) - - - --------2te - 3te, 2te - 4te, 2te - 5te....2te - nte -
c) — - - - - 3te - 4te, 3te - 5te, 3tc - Gte.... 3te - nte - 

ti) die Gewinnste fallen auf die (n—l)te und nte Person.
Diese Zusammenstellung umfasst alle möglichen Fälle. Sie 

stimmen mit den Zerstreuungen von zwei Elementen in n Fächer 
überein und sind deswegen ihrer Zahl nach (s. in. Coinb. Lehre')) 
w (zî_ I )
—j—. Jeder Thcilnehmer hat die Aussicht, dass sich das Loos 
in (»—1) Fällen günstig für ihn entscheide. Für jeden einzel
nen Fall muss der Werth der Erwartung bestimmt und sämintliche 
Werthe müssen zusammengezählt werden. Die Wahrscheinlichkeit 
ist fiir jeden einzelnen Fall veränderlich.

Geht man zur Werthbestimmung der einzelnen Fälle über, so 
setzt die Natur des unter a) aufgezählten Falles voraus, dass A, 
und A3 gewinne, oder dass A-t und A3 gewinne, also für A3 eine 
Niete erscheine, dass At und At gewinne, also für A3 und A, 
eine Niete erscheine u. s. w. Diese Bemerkungen führen zu fol
gender Darstellung:

’) Die Lehre von den Combinationen nach einem neuen Systeme bearbeitet 
und erweitert von Dr. L. Oettinger. Freiburg, 1837. 8. Seite 94. G.
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1) -.-^-7
7 n n— 1

a n— 2 b
n ' n— 1 " n — 2
a n — 2 n— 3 b 
n 'n— 1 'n — 2' n — 3
a n — 2 n — 3 n — 4 b
n ’n— 1 ’n — 2 ' n — 3 ’ n — 4

a n — 2 n — 3 n — 4 2
n 'n — 1 ' n — 2 ' n — 2.................3

a b
n ' n— 1
a b
n 'n— 1
a b
n ' n — 1
a b
n ‘ n — 1

1 a b
Y ’ b — ~n ’

Wendet man die eben gemachten Bemerkungen auch auf die unter 
b) aufgeführten Fälle an, so gewinnt man folgende Zusammen
stellung:
2) 2 —g b

7 n 'n — 1 ’ n — 2
n — 2 a n — 3 b

n 'n— l ’ n — 2 ' n— 3
n — 2 a n — 3 n — 4 b

n ’n — 1 ' n — 2' n — 3 n — 4

a b 
n ' n— 1
a b
n ' n — 1
a b
7i ' n— 1

n — 2 a n — 3 n — 4 n — S 2 1, __  a b
n 'n — 1 ’ n — 2 " n — 3’ n — 4 ‘ ' 3 ’ 2' “ n ’n — 1'

Für die nnter c) angeführten Fälle ergiebt sich:
3)^ 

7 n
n — 3 a b ab

'n — 1 'n — 2' n — 3 ~~ n ' n — 1
71 —2 n — 3 a n — 4 b ab

... n — 2 n — 3 n — 4 3 2 1 a .  a b
J n ’n — 1 ’ n — 2'"'''5’4’3’2' n 'n — 1’

n 'n — 1 ’ n — 2 ' n — 3 ‘ n — 4 n ’ n — 1
n — 2 n — 3 a n — 4 n — S b __  a ' b

7i n—1 n — 2 n — 3 n — 4 n — 5 n n — 1

n — 2
n

n — 3 a n — 4 n — 5 2 1, __  a b
'n— 1 ' n — 2 ‘ n— 3 ' n — 4 ‘ ‘ " 3 " 2 ’ n ’ n — 1

u. s. w. Der letzte Fall giebt folgende Bestimmung:

Erscheinen die Gewinnste in umgekehrter Ordnung, so treten auch 
dafür die oben unter a, b, c, d .... n aufgeführten Fälle wieder 
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ein. Sie füliren nach den beigefügten Bemerkungen zu folgenden 
Darstellungen:

b a ba5i ■ * • * - *• 1 ,'s« — 1 n n — 1
b 7i — 2 a
7i " n — 1 ’ n — 2
b ti — 2 n — 3 a
n " ti — 1 ' 7i — 2 ’ n — 3
b n — 2 ti — 3 n— 4 a
n' ti — 1 ’ ti — 2 ’ Ti — 3 ‘ ti — 4

b a 
n ' ti — 1 
b a
71 ' 71— 1 
b a
71 ' 71— 1

n.

7)

6)

b 71 — 2 71 —-3 71 — 4 2 1 b_ a
n ' n — 1 ' n--2 ’ n — 3 ‘ ' • ■ • 3 • 2 ® — n 71— 1

n — 2 b a b a
71

71 — 2
'n — 1

b
n — 2
71 — 3 a

“ n
b H

l

n
71 — 2

1 R

8 8 1 1 w
 rs

8 8 1 i d a
n 
b H

71 'n — 1 ‘ n — 2 n — 3 n 'n — 1

71 — 2 b 71-- 3 71-- 4 71— 5 1 b a
71 71 —1 n — 2 n — 3 71 — 4 • • • 3 ‘ 2 71 'n— 1

S. W.
n — 2

Endlich
71 — 3 71 — 4 3 2 1 b b a

n 'n — 1 ’ 71 — 2 • • • • 5 ’ 4 ’ 3 ’ 2 ’ a ■ n ' n — r

Die Hoffnung für Al den Gewinn a zu erhalten ist in 1) an
gegeben. (u—1) Falle sind für ihn günstig, die säiuintlich einan
der gleich sind. Ihre Summe ist hiernach

" b i a 7— • ------r l7i — 1) = — . b.71 71 — 1 v ’ 71
Nun hat Ax offenbar nur anf einen Gewinn, und in diesem Fall 
nnf den Gewinn a. Anspruch. Der Gewinn b fallt sofort einem der 
übrigen Tlieilnehmcr zu. Dieser Gewinn ist von dem vorstehenden 
Resultate zu trennen. Der Werth der Erwartung für Ai hinsicht
lich des Gewinnstes a ist hiernach

In 5) ist der Werth der Erwartung für At in Beziehung auf den 
Gewinn b angegeben. Die Wiederholung der gemachten Bemer
kungen hinsichtlich des Gewinnstes b giebt hiernach für Av
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ßt=~- r 1 n
Der Gesummt werth seiner Erwartung ist sofort

Et=—-ł-—.1 n n
Auf ganz ähnliche Weise bestimmt sich der Werth der Erwartung 
für Jf2. Nach 2) giebt es für ihn (ze — 2) günstige Fälle, den Ge
winn a zu erhalten, während ein späterer Theilnebiner den Ge
winn b erhält. Nach 5) hat er noch einmal Hoffnung anf denselben 
Gewinn, während A3 den Gewinn b erhält. Hiernach ist der Werth 
seiner Erwartung in Beziehung auf w.

a 
a„ = —.2 n

Auf gleiche Weise ergiebt sich der Wertb seiner Erwartung in Be
ziehung anf den Gewinn b. Er ist

^-=4
Der Gesammtwcrth seiner Erwartung ist also

2 n n
W'ird diese Entwicklungswcisc weiter fortgefülirt, so ergiebt sich 
der Werth der Erwartung für A3

e3="+\3 n • n

und allgemein der Werth der Erwartung für den Tbeilnebmer Ai

8) Ei = — + -.7 n n
Diess führt zu dem Schlüsse:

9) Sollen zwei Gewinnste a und b durch das Loos unter n 
Theilnehmer, die in einer vorgeschriebenen Ordnung zum Loosen 
gelangen, auf die oben bezeichnete Weise vcrlheilt werden, so ist 
der W erth der Erwartung für jeden Theilnehmer vor dem Beginne 
der Verloosung gleich.

Geht man von der oben vorgcschricbenen Ordnung, in welcher 
die Theilnehmer zum Loosen gelangen, ab und legt eine andere 
zu Grund, so bemerkt inan leicht, dass sich die oben gemachten 
Schlüsse durchaus nicht ändern, und sich leicht auf die neu ge
wählte Ordnung übertragen lasseu, dass sofort der Werth der Er
wartung vor dem Beginne der Verloosung für jeden Theilnehmer 
unverändert bleibt. Hiernach rechtfertigt sich der Schluss :

10) Sollen zwei Gewinnste a und b durch das Loos unter n 
Theilnehmer auf die oben angegebene Weise vcrtlieilt werden, so 
ist die Ordnung, in welcher die Theilnehmer zum Loosen gelangen, 
ganz gleichgültig und der Werth der Erwartung ist vor dem Be
ginne der Verloosung für alle Theilnehmer gleich.

Alles bleibt wie oben, k Nieten sind gezogen worden. Wie 
gross ist der Werth der Erwartung für jeden einzelnen der übri
gen Theilnehmer?
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Sind k Loose gezogen, so sind auch k Theiluebmer ausgetre

ten und noch (n— k) Loose in der Urne nebst den Gewinnsten 
a und b zurück, worauf n — k Personen Anspruch haben. Der 
vorliegende Fall ist ganz nach der vorhin angegebenen Weise zu 
behandeln. Die verminderte Anzahl der Loose ändert die Schluss
folge nicht: Der Werth der Erwartung für jeden einzelnen der 
noch übrigen Tbeilnehmcr ist 

9) E= ——K+——L- ’ n —k n — k
Ist schon ein Gewinn, etwa a, gezogen, so ist der Werth der Er
wartung

10) E = ’ n — k
Wir kehren zu der oben aufgestellten Frage zurück und ver

allgemeinern.
In einer Urne, die n Loose enthält, befinden sieb drei Treffer 

und (m—3) Nieten. Sic sollen unter n Personen At, Aït At .... An . 
durchs Loos so verthcilt werden, dass diese in der genannten Ord
nung zum Loosen gelangen. Wie gross ist der Werth der Er
wartung für jede Person vor dem Beginne der Verloosung?

Die Gewinnste können in folgender Ordnung erscheinen:
m, b, c
b, a, c
a, c, b
c, a, b
b, c, a
c, b, a

Für jede Ordnung können folgende Fälle eintreten.
Die Gewinnste fallen zu:

a) dem 1t., 2t. u. 3t. ; 1t, 2t. u.4t. ; lt., 2t. u. 5t. lt., (n- l)t. u. »t.Theil-
b) - 2t., 3t u. 4t. ; 2t., 3t. u. 5t. ; 2t., 3t. u. 6t. 2t, (»-l)t. u. wt. nehmer
c) - 3t.,4t.u.5t.;3t., 4tu.6t.;3t.,4t.u. 7t.......3t.,(»-l)t.u.ftt.

n) dem (n— 2)ten, (w—l)tcn und wten Theilnebmer.
Dieses Schema fällt mit den Zerstreuungen von drei Elementen in 
n Fächer zusammen. Es gilt für jede einzelne Gewinnvertheilung. 
Hiernach ist die Zahl aller möglichen Fälle 

1-2.3------- 1.2.3-------= n(n — 1) (n — 2).

Unter diesen Fällen sind 1.2 —j—5—, worin jeder Theilnebmer 
in Beziehung auf jeden einzelnen Gewinn ein für sieb günstiges 
.Resultat erwarten darf.

Die Werthe der Erwartung, die für das eben aufgestellte 
Schema zu bestimmen sind, ergeben sich aus folgenden Darstellun
gen und zwar der Reihe nach für die Fälle a, b, c ..... m
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12)

11.

13)

U)
a b c a b C
71
a

n— 1 ' n—2 
b n—3 C

n 
a

1 ’ 
b

71— 2 
c

n
a

n—1 ' 7i — 2 * 
b ti — 3

7 Tl 
R 

R C
n
a

1 8 H
 t 7t — 2 

c
71 n—1 ' n—2 " n—3 " n—4 n n—1 ' 71 — 2

a n—3 n—4 n—5
■

2 1 b a. c = — . 71
b c

n n—1 ’ n—2 ’ n—3 ' 4 ' 3 ’ 2 n—1 71— 2

w—3 a b C b c
71

71—3 •I
l

I-Í
I III c

71

a

I H Ib

71
71—3 I-Í

I
H

Ï ,i il A 
A C

~ 71
a I-Í

I b
1

n ‘ n—1 " n—2 ' n—3 ’ n—i * 71—5 ~ n ’ 71—1 ‘ n—2

n— 3 n n—4 n—5 n—6 o 1 b a b C
71 ' n—1 ' n—2 ’ n—3 n—4 . —• 4 ' 3 ’ 2 ’C 71 ' n—1 ' 71—2

S. W.
n-it n—4 n—5 n—6 2 1 a b a b c

71 ' n—1 ' n—2 * n—3 . . . . . 5 ’ 4 3 ' 2 C— n ’ 71—1 * n—2

Wird eine andere Ordnung im Erscheinen der Gewinnste a, 
b, c gewählt, so ist in 11, 12, und 13 die veränderte Ordnnng hin
sichtlich der Buchstaben a, b, c einzufuhren. Die übrigen Gebilde 
bleiben unverändert.

l'm nun den Werth der Erwartung für Ax hinsichtlich des 
Gcwinnstes a. zu ermitteln, ist zu bemerken, dass er ibn in 

1.2. —J——- Fällen erhalten kann, worin jedoch äusser ihm noch 
zwei andere Thcilnelimer sich in die Gewinnste b und c tlieilen. 
Diess führt zu der Bestimmung

a
a, = —.1 n

Auf gleiche Weise bestimmt sich der Werth der Erwartung von 
Aj in Beziehung auf den Gewinn b. Er ist

^.=4-
Eben so in Beziehung auf den Gewinn c. Er ist

c
n
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Hiernach ist der Werth der Erwartung für At iu Beziehung auf 
alle Gewinnste

Die nämlichen Bemerkungen führen zur Bestimmung des Werthes 
der Erwartung für -A, :

Hieraus folgt endlich der Werth der Erwartung für Ak'.

,,, „ a b r.
1A) Ex- — "4“ -4“ •’ n n n

Man ist sofort zu dein Schlüsse gelangt, dass auch in dem vorlie
genden Falle der Werth der Erwartung für alle Theilnehmer, die 
in der vorgeschriebenen Ordnung zum Loosen gelangen, gleich ist. 
Hieran knüpft sich nun die weitere Folgerung leicht, dass zugleich 
die Ordnung, in welcher die Theilnehnier zum Loosen gelangen, 
gleichgültig ist, da die Darstellungen 11, 12, 13 für jede andere 
Ordnung des oben aufgestellten Schema’s gelten.

Die hier angegebene Entwicklungsweise hat, wie sich deutlich 
zeigt, einen allgemeiuen Charakter. Sie bleibt dieselbe, wenn die 
Verthcilnng von vier und mehr Gewinusten unter n Personen in 
Frage kommt.

Sind nun die Gewinnste <?,, tr} . ... ar unter n Perso
nen auf die oben angegebene Weise durchs Loos zu verlhcilcn, 
und fragt man nach dem Wcrthe der Erwartung für die einzelnen 
Theilnehiner vor dem Beginne der Verloosung, so ergiebt sich für 
jeden ohne Unterschied

Hier gilt die Bedingungsgleichung, dass

Die Gleichung 15) gilt eigentlich unter der Voraussetzung, dass 
sämmtlicbe Tlieiliiehmer in der bestimmten Ordnung A,, A„, ... An 
zum Loosen gelangen. Es liegt aber deutlich vor Augen, dass sie 
nach den oben angeführten Bemerkungen noch immer gilt, wenn 
irgend eine andere Ordnung, worin die Theilnehmer zum Loosen 
gelangen, gewählt wird. Diess rechtfertigt folgenden Satz:

IC) Wenn r Gewinnste unter n Personen durchs Loos ver- 
theilt werden sollen, so ist der Werth der Erwartung vor dem Be
ginne der Verlosung für alle Theilnehmer gleich, und die Orduung, 
worin die Theilnehnier zum Loosen gelangen, ganz gleichgültig.

Die gleichen Gesetze gelten bei Vertheilung der Lasten durch 
das Loos. Diess beweist, dass das Verfahren, welches gew'öhnlich 
bei 1 ertheilung der Gewinnste oder Lasten durch das Loos ange
wendet wird, ganz im Rechte begründet ist. Man ist gewisser
massen einem iustinctartigen, natürlichen Gefühle gefolgt, und |iat 
recht gehandelt, ohne sich der Gründe dafür bewusst zu sein. Nir
gends ist nämlich der vorstehende Satz, so viel mir bekannt ist, 
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mit Hülfe der Mathematik begründet worden, und doch bildet er 
einen der ersten Elementarsätze in der Lehre von dein Werthe der 
Erwartung oder der mathematischen Hoffnung, wenn dieser Aus
druck der „moralischen Hoffnung“ zur Seite gestellt werden darf. 
Selbst die Berechnung der durchschnittlichen Werthe von zu hof
fenden Vortlieilen, wie sie in der Wahrscheinlichkeitsrechnung so 
häufig Vorkommen, gründet sich auf den Satz 16, denn es ist nicht 
möglich den Erwariungswerth für irgend einen Tlieilnelimer zu be
stimmen, wenn nicht eine bestimmte Ordnung gilt, oder nicht, wie 
hier, vorher nachgcwicsen ist, dass die Ordnung in welcher die 
Verloosung nach der angegebenen Art vor sich gebt, gleichgül
tig ist.

Sind mehrere von den zu vertheilenden Gewinnsten einander 
gleich, so ändert diess die obigen Bestimmungen nicht. Die 
Gleichung 16) gebt dann in folgende über:

17) E = Pl»l -4------Prfr
n 1

•wobei pv -\-Pi +.......... +Pr < n ist.

Sind k Nieten gezogen, ohne dass ein Gewinn erschienen ist, 
so ändert sich natürlich der Werth der Erwartung und es ist aus 17)

jg. -4- • • -PrUr
' n — k

Hier muss

Pi + Pi 4-T’a + • • • Pr n — &

sein. Die Art, wie die Verloosung auszufübren ist, gehört nicht 
hierher.

Sind die Bedingungen der Verloosung anders, so werden auch 
die Resultate geändert. Weitere bielier gehörige Untersuchungen 
habe ich in den Abhandlungen der mathematisch - physikalischen 
Classe der König). Baierscben Akademie der Wissenschaften 2. Bd. 
München, 1837. p. 243 mitgetheilt.
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XX.
Ableitung der Sätze von Rolle, Fourier und 
Descartes über die Anzahl der zwischen gege
benen Gränzen liegenden reellen Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung aus der Lehre vom 
Excess der gebrochenen rationalen algebrai
schen Functionen. Als Fortsetzung zu der Ab

handlung No. V. in diesem Theile *).
Vom

Herausgeber.

§■ 1.
Das Theorem von Rolle kann auf folgende Art ausge

sprochen werden:
Die Anzahl der zwischen zwei beliebigen gegebe

nen Gränzen liegenden reellen Wurzeln der Gleichung 
y(zr) = 0 ist nie grösser als die uni eine Einheit ver
mehrte Anzahl der zwischen denselben Gränzen liegen
den reellen Wurzeln der Gleichung y'(zr) = 0.

Um diesen merkwürdigen Satz zu beweisen, wollen wir die 
beiden gegebenen Gräiizen durch a, b bezeichnen, und wollen, was 
offenbar verstattet ist, anneliincn, dass sei. Der den Grän
zen «, b entsprechende Excess der gebrochenen rationalen alge- 

-f
braiseben Function tt—; sei E, und die Anzahl der zwischen den
Gränzen tr, b liegenden von einander verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung f(x) = 0 sei so ist nach dem in V. §. 30. bewiese
nen Satze m=E. Ist nun E' der den Gränzen a, b entsprechende
Excess der gebrochenen rationalen algebraischen Function so 
ist nach dem in V. §. 23. bewiesenen Satze

E 4- E'= t oder E = — E' -|- t,
wo entweder e = 0 oder i = ±l sein kann, und cs ist folglich 
nach dem Vorhergehenden

m = — E' 4- £.

’) Man vergl. die Note auf S. 45.
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m

ni = — n 4- f.

Wird nun die Function 777—. zwischen den Gränzen a und b 
J

überhaupt «»'Mal unendlich und ändert ihr Zeichen, so ist ä»'=»'-4-z», 
und folglich offenbar immer in!~Z~*ii — 11, also —w-1-ř,

d. i. nach dein Obigen sw' ~f~ e m oder m sw' -f-1.
Bezeichnet jetzt m" die Anzahl der zwischen den Gränzen n 

und b liegenden reellen von einander verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung y'(zr) = O, welche nicht zugleich auch Wurzeln der 

Gleichung y(zr) = O sind; so ist offenbar immer s»'~sw", also

in' + e^«®" + e, und folglich nach dem Vorhergehenden immer

m m" -1 e.

Liegen aber zwischen den Gränzen a und b noch /«'" reelle 
von einander verschiedene Wurzeln der Gleichung y'(zr)=:O, 
welche zugleich auch Wurzeln der Gleichung y(zr) = 0 sind, so 
ist ««'' + ni" ■=. die Anzahl aller zwischen den Gränzen a und 
b liegenden reellen von einander verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung f’(x) = 0, und folglich ni'-=.m,—ni", also nach dem 
Obigen immer

Nach dem aus V. §. 2l. bekannten allgemeinen Begriffe des 
gewissen gegebenen Gränzen entsprechenden Excesses einer ge
brochenen rationalen algebraischen Function ist nun, wenn, indem 

f(x)
x sich von a bis b stetig ändert, die Function wMal unend
lich wird und dabei von dem Negativen zum Poditiven übergeht, 
und n' Mal unendlich wird und dabei von dem Positiven zum Ne
gativen übergeht, E' = n— ii oder —E' = n'— n, und folglich 
nach dem Obigen

Bevor wir jetzt in dieser Betrachtung weiter fortschreiten, 
wollen wir zuvörderst völliger Deutlichkeit wegen deu folgenden 
Satz von den Gleichungen in der Kürze beweisen:

Wenn die Gleichung f{x) =■ 0 nicht mehr und nicht weniger 
als k Wurzeln hat, die sämuitlicli = a siud; so bat die Gleichung 
f'(x) = 0 nicht mehr und nicht weniger als k—1 Wurzeln, die 
säniiutlich = a sind, wobei sich von selbst verstellt, dass k nicht 
= 0 ist.

Weil nämlich nach der Voraussetzung die Gleichung f(x) = 0 
nicht mehr und nicht weniger als k Wurzeln hat, die sämmtlich 
= a sind, so kann

— «)Ä
wo ip(zr) eine für x = a nicht verschwindende ganze rationale al
gebraische Function von x bezeichnet, gesetzt werden. Nimmt 
man nun nach V. §. 7. und §. 10. auf beiden Seiten der vorstehen
den Gleichung die derivirten Functionen; so erhält man
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f'{x) = (zr — a)4' <f>\x) H- k(x — «)* —1 y<(zr)

oder
f(x)-=(x— «)* —1 ((zr — a) <j>'(x)-\-k çp(æt)|,

woraus sieli unmittelbar ergiebt, dass die Gleichung y'(zr) = 0 je
derzeit fc— 1 Wurzeln hat, die sämintlicb =a sind. Dass aber 
diese Gleichungrhuch nicht mehr als Z—1 Wurzeln haben kann, 
die sämmtlicb ==a sind, erhellet eben so leicht. Sollte dieselbe 
nämlich k Wurzeln haben, deren jede = a ist; so müsste x— a 
offenbar in der ganzen rationalen algebraischen Function

(x — a) g>'(x) + Z <p(x)
aufgehen, nnd diese Function also für x=a verschwinden, welches 
nicht möglich ist, da dieselbe für diesen Werth der Grösse x den 
Werth erhält, und nach dein Obigen weder Z = 0, noch
ÿ>(a) = O ist, wodurch nun unser obiger eingeschalteter Satz, der 
sich offenbar auch umkehren lässt, bewiesen ist.

Wir wollen jetzt annehmen, dass die Gleichung /(x) = 0 zwi
schen den Gränzen a und b

Z,, /e„, Z3, .... ZA,
von welchen Grössen eine jede grösser als die Einheit sein soll, 
reelle Wurzeln habe, die sämmtlicb respective den Grössen

a2, a3, u„ .... aj
gleich sind; so hat nach dem so eben bewiesenen Satze die Glei
chung f'(x) = 0 zwischen de.n Gränzen a und b

k3 — 1, Z2 — 1, Z3 — 1, Z4 — 1, ... ZA — 1
reelle Wurzeln, die sämmtlicb respective den Grössen

<x2, a3, <z4, .... ctA
gleich sind, und andere einander gleiche Wurzeln kann diese 
Gleichung nach dem in Rede stehenden Satze offenbar nicht haben. 
Da nun nach dem Obigen m die Anzahl der sämmtlicb von einan
der verschiedenen reellen Wurzeln der Gleichung f(x) = O zwi
schen den Gränzen a und b ist: so ist, wenn ft die Anzahl aller 
reellen Wurzeln der Gleichung y(zr) = O zwischen den Gränzen a 
und b bezeichnet, offenbar

= — 1) + (Z2 — 1) + (Z3 — 1) + — -1- (ZA— 1)
oder

= —(Z, — 1) — (Z2 — 1) — (Z3.—1) — ... — (ZA —1).

Weil ferner nach dem Obigen die Anzahl der sämmtlich 
von einander verschiedenen reellen Wurzeln der Gleichung y'(zr)=O 
zwischen den Gränzeu a und b ist; so ist, w'enn ft, die Anzahl 
aller reellen Wurzeln der Gleichung f'(x) = 0 zwischen den Grän
zen a und b bezeichnet, wie eben so leicht erhellen wird,

ft^/zt.-KZ,— 2) + (Z2— 2) + (Z3 —2) + ... + (Za —2) 
oder

m, = p 3 - (Z, - 2) - (Z 2 - 2) - (Z, - 2) -... - (ZA - 2).
Weil nun nach dem Obigen
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m < mx — m'" 4- e 
ist, so ist

< Fi ~ (&i —2) — (^2 —2) — (A3 — 2) — ... — —2) — »Z"4- e,

und folglich, wie sich hieraus sogleich ergiebt,

F Fi -ł- Ä — »»"' 4- e.

Nach dem Obigen ist »»"' die Anzahl der von einander ver
schiedenen reellen Wurzeln der Gleichung y'(zr) = 0 zwischen den 
Gränzen a und b, welche zugleich Wurzeln der Gleichung 
sind, üeberlegt inan nun, dass nach dem vorher bewiesenen Satze 
jede Wurzel, welche die Gleichung/‘(zr) = 0 nur ein Mal enthält, 
nicht auch eine Wurzel der Gleichung _/’(zr) = O sein kann; so 
wird auf der Stelle erhellen, dass immer = und folglich 
nach dem Vorhergehenden

F Fi *
sein muss. Weil ferner nach dem Obigen immer

f» “ f», — ml” + í

ist, so ist um so mehr immer

m < 4- i.

Weil nun, wie wir oben gesehen haben, 4- 1 der grösste 
Werth ist, welchen í haben kann, so ist immer

F Fi + 1 und m ~ 4- 1,

woraus man siebt, dass das Theorem von Rolle nicht bloss von 
allen zwischen den Gränzen a und b liegenden reellen Wurzeln 
der Gleichungen _/’(zr) = O und _/'(zr)=O, sondern auch von allen 
zwischen diesen Gränzen liegenden sämmtlich von einander ver
schiedenen reellen Wurzclu der beiden in Rede stehenden Gleichun
gen gilt.

Wenn
«„ «a, rz3, rz4, <z5, . . . . «Ç

die sämintliclien von einander verschiedenen reellen Wurzeln der 
Gleichung f\x) = 0, und diese Wurzeln nach ihrer Grösse auf- 
sleigend geordnet sind; so liegt zwischen — CO und rr, keine 
Wurzel der Gleichung f(&) = 0, also nach dem vorhergehenden 
Satze höchstens eine Wurzel der Gleichung/‘(ä-) = 0. Zwischen 
rr, und n3 liegt keine Wurzel der Gleichung = 0, also nach 
dem vorigen Satze höchstens eine Wurzel der Gleichung/‘(zr)=0. 
Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar. Zwischen aq 
und 4-CO liegt keine Wurzel der Gleichung/‘,(zr)=0, also höch
stens eine Wurzel der Gleichung = 0. Hieraus sieht man 
folglich, dass es höchstens eine reelle Wurzel der Gleichung 
y(zr) = 0, welche kleiner als höchstens eine reelle Wurzel

Tlieil I. <) 
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dieser Glcichnng geben kann, welche grösser als aę ist. Ferner 
kann nur eine reelle Wurzel der Gleichung y(zr) = 0 zwischen 
at und <z2. nur eine reelle Wurzel dieser Gleichung zwischen ß2 
und a3, u. s. w., nur eine reelle Wurzel derselben Gleichung zwi
schen «(>—1 und «ç liegen.

§.2.
Wir wollen jetzt annehmen, dass y(zr) eine ganze rationale 

algebraische Function des wten Grades von x sei, und wollen 
durch successive Entwickelung der derivirtcn Functionen nach den 
aus V. A. bekannten Regeln die Reihe

/{ä), /(zr), f\x), f’"(&), ■ • •
bilden. Setzen wir in dieser Reihe für x die Grössen a und b, 
wo wieder sein soll; so erhalten wir die beiden Reihen

(1) ............... /(«), /'(«), /V), /». .... /«(«);
(2) /(Ä), f\b), f’(b), f"(b), .... fM(b);

in denen, wie wir jetzt annehinen wollen, kein Glied verschwinden 
soll. Ferner wollen wir annehmen., dass zwischen den Gränzen a 
und b

P> /*2>  • • • P„
reelle Wurzeln der Gleichungen

f(x) = 0, f'(x) = 0, f"(x) = 0, f"'(x) = 0, ... f&(x) = 0 
liegen, und wollen überhaupt in Bezug auf die Functionen

f(x) und f'(x),
f'(x) unAf"(x),
f'(x) und f"(x),

u. s. w.
yt«—D(zr) und f&\x) 

durch
e, e,, s2, e,, ... sH-i

Dasselbe bezeichnen, was im vorigen Paragraphen in Bezug anf die 
Functionen y(zr) und f'(x) durch s bezeichnet worden ist; so ist, 
wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben,

p^ p, + f>

Pi ^Pz + t,,

U. S. W.
pn—1 = pn -f- ř/í—1 i

und folglich, wenn man auf beiden Seilen addirt, und aufhebt, was 
sich autheben lässt,

P Pn f + C1 "+■ f2 + c3 4~ . • • + £n—1-
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Da aber nach der Voraussetzung fix) eine ganze rationale alge
braische Fonction des zzten Grades, also nach V. §. 12. bekanntlich

ein constante nicht verschwindende Grösse ist; so sind die 
Grössen f<n)(a) und einander gleich und verschwinden nicht,
woraus sich unmittelbar ergiebt, dass zwischen den Gränzen a und 
b keine reelle Wurzel der Gleichung y('')(zr) = O liegen kann, 
folglich ft„ = O, und daher nach dein Obigen jederzeit

ft e 4- e, 4“ e2 -1- s, + .... 4- en—i 
ist.

Nach V. §. 24. ist
e = 0, oder e = 4-l, oder e =—1,

wenn respective die Vorzeichen von ./(«), _/'(«) und./(4),./VJ zu
gleich eine Folge oder zugleich einen Wechsel bilden; wenn die 
Vorzeichen von /(«), /"'(«) einen Wechsel, die Vorzeichen von 
f(b), f(b) eine Folge bilden; wenn die Vorzeichen von ./(«). /'(«) 
eine Folge, die Vorzeichen von f(b), f(b) einen Wechsel bilden; 
und etwas ganz Aehnliches gilt von den Grössen e,, i2, r,,... iz,_i.

Seien nun w und f die Anzahl der Wechsel und der Folecii 
in der Reihe (1), uJ und f die Anzahl der Wechsel und der Fol
gen in der Reihe (2). Die Anzahl der Fälle. wo einem Wechsel 
in der Reihe (1) eine Folge in der Reihe (2) entspricht, sei X-; die 
Anzahl der Fälle, wo einer Folge in der Reibe (1) ein Wechsel in 
der Reihe (2) entspricht, sei X-; die Anzahl der Fälle, wo einem 
Wechsel in der Reihe (1) ein Wechsel in der Reihe (2) entspricht, 
sei X"; die Anzahl der Fälle, wo einer Folge in der Reihe (1) eine 
Folge in der Reihe (2) entspricht, sei X-'"; so ist nach Vorhergehen
den offenbar

e -1- s ! 4- e„ + e3 4~ . . . + i X- — X'.
Ferner ist aber, wie sogleich erhellet,

= X-4~ X-', y=X'4-X'" 
und

w’ = X-' 4- X". f =k + Je’"-, 
also

W — 2o' = X- — X', f — f=. Je — Je’,
und folglich nach dem Obigen

s 4” * i 4~ £ a 4“ ř a 4- ■ • • 4” *« —i== w — w’ —f.
Weil nun immer

ft t 4- f i 4- ê2 + f, 4- ■ • - 4- f>i—i 
war, so ist immer

ft w — tef oder fj, — f

§. 3.
Im Vorhergehenden haben wir angenommen, dass kein Glied 

der beiden Reihen
/(«), /'(«). /”(«), /"'(«)

f’V')> f"W, • - ■ • /w(^)
9 «



132
verschwindet. Indem wir nun zu dem Falle übergeben wollen, wo 
diese Voraussetzung nicht erfüllt ist, müssen wir zuvörderst die 
folgenden Betrachtungen vorausschicken.

Wir wollen überhaupt die Reibe

/(«), /'(«), /"(«), /"'(«), ■ - •
welche die Functionenreihe genannt werden soll, betrachten. 
Die Reihe der Vorzeichen der einzelnen Glieder derselben mag die 
Zeichen reihe genannt und der Kürze wegen durch («) bezeich
net werden, wobei wir zugleich bemerken, dass in derselben, wenn 
ein Glied der Functioiienreihe verschwindet, an die entsprechende 
Stelle jederzeit 0 geschrieben werden soll. Durch i soll iin Fol
genden immer eine unendlich kleine positive Grösse bezeichnet 
werden, und wir wollen nun zeigen, wie aus der Zeichenreihe (a) 
immer die derselben auf beiden Seiten nächst benachbarten Zeiclien- 
reihen (a—i) und (</.-Vi) abgeleitet oder gebildet werden können.

Zu dem En Je wollen wir zuvörderst annehinen, dass ein belie
biges Glied /W(«) dcr Functionenreihe nicht verschwindet, also 
auch das diesem Glicde entsprechende Glied der Zcichcnrcibc (cc) 
nicht 0, sondern rh: ist. Nach V. §. 12. ist

± 0 =/w(«) ± i + ... +

und nach V. §. IS. lässt sich i immer so klein annebmen, dass das 
Vorzeichen vo n =t ?) mit dem Vorzeichen des ersten nach der 
Voraussetzung nicht ver.-cliwindendcn Gliedes /W(a) der Grösse auf 
der rechten Seite des Gleichheitszeichens in obiger Gleichung einer
lei ist, woraus sich unmittelbar ergiebt, dass, wenn =t das dem 
Gliede /(z)(c«) der Functioiienreihe entsprechende Glied der Zeichen
reihe (cz) ist, dann mit Beziehung der obern und unteru Zeichen 
auf einander immer auch =1= sowohl das entsprechende Glied der 
Zeichenreihe (« — i). als auch das entsprechende Glied der Zeichen
reihe (a-F-z) ist. Also hat inan bei der Bildung oder Ableitung 
der Zeichenreihen (a — i) und (a-F-z) aus der Zeichenreihe (a) für 
jedes nicht verschwindende Glied der letztem das sich in demsel
ben ßndendc Zeichen unverändert beizubebalten und in die beiden 
erstem gesuchten Zeichenrcihen cinzufiihrcn.

Ferner wollen wir jetzt annehmen, dass die den Gliedern

der Functionenreihe cnlsprechenden Glieder der Zeichenreihe (a)
0 0 0 ...0±

sind; so lässt sich nach V. §. 12. und V. §. 18. die Grösse i' immer 
so klein annehinen, dass die Grössen

/W(w ± Ż), ± z), ± z), .. . /('■+/—l)(a ± z)
respective mit den Grössen

einerlei 1 orzeichen haben.
Hieraus, in Verbindung mit dem Vorhergehenden, ergiebt sieb 

nun aber unmittelbar Folgendes. .
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Die den Gliedern

0 0 0... 0 4=
der Zeichenreibe (ß) entsprechenden Glieder der Zeiclienreihe (a—i) 
sind jederzeit

± (-)"> ±(-K*,  • • • ± (-), ±
oder

±(-K 4= (-)>'. ±(-)"> • • • =F, ±;
so dass nämlich in diesem Theile der Zeiclienreihe (a — i) die 
Glieder vom ersten bis zum letzten Gliede, welches mit dem ent
sprechenden Gliede der Zeiclienreihe (ß) einerlei ist, fortwährend 
abwechseln.

Die den Gliedern
0 0 0... 0 4=

der Zeiclienreihe (ß) entsprechenden Glieder der Zeiclienreihe 
(ß + i) sind jederzeit

so dass nämlicb in diesem Theile der Zeiclienreihe (ß + i) alle 
Glieder vom ersten bis zum letzten Gliede, welches mit dem ent
sprechenden Gliede der Zeichenreihe (ß) einerlei ist, einander 
gleich sind.

Aus dem Vorhergehenden, wobei es nicht überflüssig ist. noch 
zu bemerken, dass, weil nach der Voraussetzung/’(.zj eine ganze 
rationale algebraische Function des «ten Grades von a: ist, ./'"'(ß) 
niemals verschwinden kann, ergiebt sich nun unmittelbar die fol
gende Regel zur Ableitung der beiden Zcichenreilien (ß — ?) und 
(ß + «) aus der Zeiclienreihe (ß), bei deren Anwendung wir die 
Zeiclienreihe (a — i) über, die Zeichenreihe (ß+z‘) unter die 
Zeichenreihe (ß) schreiben wollen:

Geber und unter jedes Glied der Zeichenreihe (ß), 
welches nicht 0 ist, schreibe man dasselbe Zeichen, wo
bei man jederzeit bei dem letzten niemals verschwin
denden Gliede anfängt. Dagegen schreibe man über je
des Glied der Reihe (u), welches 0 ist, das entgegenge
setzte Zeichen von dein, welches in der Reihe (ß — «’) 
nach der rechten Seite hin unmittelbar folgt; unter je
des Glied der Reihe (ak welches 0 ist, schreibe man aber 
ein dem in der Reihe (a + «) nach der rechten Seite Lin 
unmittelbar folgenden gleiches Zeichen.

Das folgende Beispiel wird zur bessern Erläuterung dieser Re
gel dienen, wobei wir noch bemerken, dass inan der Kürze wegen 
die Zeichenreihcn (a— i) und (« + «) ganz zweckmässig gewöhn
lich bloss respective durch (<ß) und (^>ß) zu bezeichnen pflegt:

(<«). • • 4---------- 1------- 1-------1-------1-4—1--------- 1---1---------1------- 1-------F
(ß)...4~— 0 0 0 0 0 4- 0+4- 0 0 0 — 00 0 0 4----- F

(>ß)...4-------F+4-4-4-+++4-----------------F 4-4—1-4--------F

Aus einer nähern Betrachtung dieser Regel geht hervor, dass die. 
Zeichenreiben (ß) und (ci-f-i) immer eine völlig gleiche Anzahl 
von Wechseln enthalten, wenn man nämlich bei dem Zählen der 



134
Wechsel der Reihe («) die verschwindenden Glieder ganz äusser 
Acht lässt und als gar nicht vorhanden betrachtet.

Nehmen wir nun an, dass die Reiben
(1) .../(«), /'(«), /(«),  /'"(«)» • • • /wfak*
(2) . . ./(/,), /'(Ó), f"(b), f"'(b), . . .

beliebig viele verschwindende Glieder enthalten, und bezeichnen, 
unter der Voraussetzung, dass man bei dem Zählen der in diesen 
Reihen vorkommenden Wechsel die verschwindenden Glieder ganz 
äusser Acht lässt uud als gar nicht vorhanden betrachtet, die An
zahl der Wechsel in der Reihe (1) durch tt>, die Anzahl der Wech
sel in der Reihe (2) durch w'\ so ist nach dem Vorhergehenden w 
auch die Anzahl der Wechsel in der Reihe («4-i), uud w' die 
Anzahl der Wechsel in der Reihe (4-|-?). Bezeichnet jetzt fx die 
Anzahl der sämmtlichen zwischen den Gränzen a. und b liegenden 
reellen Wurzeln der Gleichung y(zr)z=O; so ist, unter der Vor
aussetzung, dass b nicht selbst eine Wurzel der Gleichung y(^z-)=O 
ist, also /(£) nicht verschwindet, offenbar fj> auch die Anzahl der 
sämmtlichen zwischen den Gränzen a-\-i und b-ł-i, wo i immer 
die ihm oben beigclegte Bedeutung hat, liegenden reellen Wurzeln 
der Gleichung y(är) = O, nnd folglich nach dem vorigen Paragra
phen jederzeit

/Jj w — VJ.

Hiernach lässt sich jetzt das Theorem von Fourier auf fol
gende Art ausspreeben :

Wenn und b keine Wurzel der Gleichung
/"(zr) - 0 ist, also f(b) nicht verschwindet, und fi> die 
Anzahl der sämmtlichen zwischen den Gränzen a und b 
liegenden reellen Wurzeln der Gleichung y(zr) = O be
zeichnet; so ist, wenn man die Anzahl der in der Reibe

/("), f'(a), f"(a)x . ..
vorkommenden Zeichenwecbsel durch w, die Anzahl der 
in der Reihe

/&, m, f"(b), /"w,... /w(ä)
vorkommenden Zeichenwechsel durch w' bezeichnet, wo 
bei der Zählung der Wechsel in den beiden vorstehen
den Reihen alle in denselben verkommende verschwin
dende Glieder ganz äusser Acht gelassen und als gar 
nicht vorhanden betrachtet werden,jederzeit

jtx “ «x» — «/.

§. 4.
l’m nun aueb noch das berühmte Theorem von Descartes aus 

dem Vorhergehenden abzuleiten, wollen wir überhaupt die Gleichung 
des zrten Grades

/(xr) = A -ł- Axœ 4~ Azx'1 4- A3ař + .. . + A,,^:'1 = 0
betrachten, wollen aber jetzt annebmen, dass keiner der Coeffi- 
cienten
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A, Aj, A*,  A3, .... An 

verschwinde und der Coefficient An des höchsten Gliedes der Func
tion f(æ) positiv sei, welches Letztere offenbar immer vcrstattet 
ist. Entwickelt man jetzt die derivirten Functionen von f(&), und 
setzt sowohl in denselben, als auch in der Fuuction selbst 
zr = O; so findet man, dass die Grössen

7(0), /'(o), /"(0), /'"(o), .... yw(o)
respective mit deu Coefficicnten

yi, A, , A 2, -A , , ■ • ■ • -An
gleiche Vorzeichen haben.

Lassen wir nun den Ausdruck
(0) = A A, A3 Aa . . . . An

im Folgenden blnss bedeuten, dass die Glieder der Zeicbenreibe 
(0) mit den Vorzeichen der Coefficienten A, At, At, Aa, ... A„ 
einerlei sind; so haben wir, wie unmittelbar aus dem in V. §. 10. 
bewiesenen Satze und den leicht zu cnwickelnden derivirten Func
tionen von y(zr) folgt, die folgenden Zeicbenreihen :

(-Q0) = ±zF±zF...----- (-
(0) = A A, A3 Aa . .. An—i An
(4-<x) =4-4-4~4-• • ■ 4-4-

Die Anzahl der Wechsel in der Reihe (— <X) ist offenbar n, und 
die Anzahl der Wechsel in der Reihe (4- QC) ist 0. Die Anzahl 
der Wechsel in der Reihe 0 sei w, und die Anzahl der in dieser 
Reihe vorkommenden Folgen sei f. Die Anzahl der negativen reel
len Wurzeln der Gleichung y(zr) = 0 sei m, die Anzahl der posi
tiven reellen Wurzeln dieser Gleichung sei p. Weil die sämmt- 
lichen negativen reellen Wurzeln zwischen —QC und 0 liegen, so 
ist nach dem vorigen Paragraphen

Nun ist aber offenbar w>4-y=a, und folglich n — w=.f, also 
nach dem Vorhergehenden

Da ferner die sämmtlicben positiven reellen Wurzeln zwischen 0 
und 4- QC liegen, so ist nach dem vorigen Paragraphen

p^u>— 0, d. i. p^w,

und cs ist also jederzeit

Hat die Gleichung y(zr) = 0 lauter reelle Wurzeln, so ist-

p 4- m = n, w n,
und folglich

p 4- m = w 4~7
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Wäre nnn p < w, so wäre wegen dieser Gleichung wel
ches gegen das Obige, da nämlich immer m f ist, streitet. Also 

kann nicht p-C_w sein, und es muss folglich, da immer p w ist, 
p—K sein, woraus dann wegen der Gleichung p -1- m z=w -\~f 
unmittelbar m=.f folgt. Wenn also die Gleichung lauter reelle 
Wurzeln hat, so ist immer

p -=.w, m-=. f.
In den vorhergehenden Ausdrücken ist das hinreichend schon 

aus den Elementen der Algebra bekannte Theorem von Descar
tes oder Harriot in dein Falle, wenn kein Coefficient der Glei
chung verschwindet, offenbar enthalten. Der Ausdruck, auf welchen 
Gauss dieses Theorem in dem allgemeinem Falle, wenn beliebig 
viele Coeflicicntcn der Gleichung verschwinden, gebracht hat, und 
der schöne von Gauss gegebene Beweis können hier als völlig 
bekannt vorausgesetzt werden. Unsere Absicht war hier vorzugs
weise, die Fruchtbarkeit der Lehre von dem Excess der gebroche
nen rationalen algebraischen Functionen zu zeigen.

XXI.
Ueber eine geometrische Aufgabe.

Vom
Herausgeber.

In den Lehrbüchern der analytischen Geometrie, wenigstens iu 
den mir bekannten, fehlt bis jetzt noch die folgende Aufgabe, für 
welche ich daher, weil sic mir in mehrfacher Beziehung von In
teresse und mancher Anwendungen fähig zu sein scheint, in diesem 
Aufsatze eine Auflösung zu geben versuchen werde.

Aufgabe.
Die Gleichungen einer geraden Linie zu finden, 

welche vier gerade Linien im Raume, deren Gleichun
gen gegeben sind, schneidet.

Auflösu ng.
Die Gleichungen der vier gegebenen geraden Linien im Raume 

seien
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!
ar = a,z-ł-b,, y = a3x-f- ßt ;
a: = a2z 4- Ä2, y=aax4-/?a;
æ = a3x-\-b3., y=u3x-^-ß3-3
& = atx-f-b4, y = a4x-t-ß4-, 

und
2. zr = Az 4- B, y = 9is 4- 23

seien die Gleichungen der gesuchten geraden Linie, von welcher 
die vier gegebenen geraden Linien geschnitten werden sollen, wo 
also die Grössen A, B und 31, 58 zu bestimmen sind.

Zu dem Ende bezeichne inan die Conrdinaten der Punkte, in 
denen die vier gegebenen geraden Linien von der gesuchten ge
raden Linie geschnitten werden, respective durch zr,, yl, s,; 
x23 y2, s2 ; zr3, y3, z3 ; zr4, ?/4, je4; so bat inan nach dtm Obi
gen zur Bestimmung dieser zwölf Grössen und der vier Grössen 
A, B, 31, 58 die sechzehn folgenden Gleichungen :

zr, = a3z, 4~ b3, ?/, = «,3, + ßt ;

1
ZZ12 --- —f“ ^21 y 2 ---- 4~ ß‘2 ;

zz^3 — zz3x3 4— ó3, y3 — a3z3 4- ß3 ;
zr4 = <z4a4 4-Ä4, y4 := cí434 4-/S4 ;

zr, —: Az3 4- B, yt = 31s, 4- 58;
zr2 —— Az., 4- B, y2 =-8(32 4- 33 ;
zr3 = Az3 4- B, y3 = 9ls3 4- 33 ;
zr4 = Ax4 4- B, yt = 3(z4 4- 58.

Dnrcli Elimination von zr,, zra, zr3, zr4 und ?/,, y2, y3, yt er
hält man aus diesen Gleichungen ohne alle Schwierigkeit die acht 
folgenden Gleichungen:

!
0 = (O1 — A)z, -t-bt—B, 0 = (a, — 91)», 4-/Î, —58;
O = (a2—A)z2 + b2 — B, 0 = (aa —3(>24-/Î2 —33;
0 = («3 - A)z3 4- b3 - B, 0 — («3 - 31)». 4- ß, - 58 ;
0 = («4 —A)zt 4-/>4 — B, 0 = (a4 —- 31)a4 4-/?4 — 58;

aus denen sich ferner durch Elimination von x2, z3, z4 die vier 
folgenden Gleichungen ergeben:

!
(«, — A) (ßt — 23) = («, — 91) (bt — B),
(a2 - A) (ß2 - 23) = (a2 - 91) (b2 - B), 
(«3 - A) (ß, - 23) = («. - 91) (Ä, - Zř), 
(«4 - A) (ßt - 58) = («4 - 91) (bt - B) ;

aus denen nuu die vier unbekannten Grössen A, B, 91, 58 be
stimmt werden müssten. Wir wollen jedoch die weitere Verfol
gung dieses Wegs, obgleich derselbe zu nicht uneleganten Resul
taten führt, dem Leser überlassen, und wollen hier ein anderes 
Verfahren in Anwendung bringen, durch welches wir zu einer ein
fachem Auflösung gelangen werden.
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Aus den Gleichungen 4. ergeben sich nämlich durch Elimi

nation der Grössen B und 33 leicht die folgenden Gleichungen: 
!ä, -4~ (at — = ä2 4- (<z2 — ^/)s2 = ä3 + («j — ^)z3

---- Ä4 (g4 -/^)^4 J 
ßt + («, - 81)3, = & + (a2 - 9l)z2 = ß, + («3 — 8l>3

=Č4 + («4 — W)**  ; 
aus denen man durch Elimination von z2, z„ x4 ferner ohne 
Schwierigkeit

I
ä, — Ä2 —|— («, —y4)z,   a„ — A 
ii-i2+(«.-2l)=, — 31 ’
b\ — ä3 H- («, — A)z, __  a3 — A
ii — ia 4-(«i — 81)~i “ ^”-^§1’ 
Ä,   («1   A)*i    «4   A _
il — Í4 4- («1 — *0«  1 «4 — M’

und hieraus

oder

8.

 (ä, - />,) («2 - 51) - (j, - j2) («3 - A) 
S,—'i«.— 21) (®2-^)-(«2-») («,-zf)’ 
I   (4, — ä3) («3 — 51) — (j, — j3) (a, — A)

, 1 — («1-21) («3 - A) - («3 - 21) («.-z/)’
'  (/>, - /,4) - 51)- (j, - j4) («4 - .

1— («i — 2l) («4 — J)-(«4-21) («,— A)'

«2(Ä, — Ä2)— <Z2(i, —ja) — (Ä, — 42)31-t-(ii —ßx)A 
«,a2— «,ri2-f-(a, —g2)Sl— («, —«„)A

«a(Ä, —/>,) —g3(ji — j3) — (4, — A3)2i + (i, — j3M 
«,a3 — ß,«3 + («, — «3)S1 —(«, — aa)A

a^b, —- «4(ii - i«) — (Ä, - Ä4)S1 + (j, - jaM.
«jg4---«1«4-F(«1 --- «4)äl--- («1 --- «4M ’

oder, wenn der Kürze wegen
iÄ,=«2(Ä,— ä2)—«2(0,—ß2), X,=—(ä,—ä2), ^2;

10. ta2=a3(Ä,—Ä3)—a-^ßi—ß3}, Ä2=—(ä,—Ä3), /z,2=(S,—/S3; 
Ü-3=a4(Ä,-Ä4)-«4(|91-i94)J Z3=-(Ä,-Ä4), ^,=^,-^4;

und

|
y,=a,<z2 — J, :=«!—o2, e, = — («,—«2J;
y2 = a,/z, — J2=«,—a3, e2 = — («,—«,);
y3=a,«4 — «,«„ ä, = al—a„ f, = — («,—«,);

gesetzt wird,

erhält.

12.

— ^1
/1 4-^1^ -I- *1^ ’

1 y2 -j- c)2?l 4- ’
'  ^34-A<Sl4-^3^
1 1 /> 4“<Js^l H- «3^4 ’
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Diese drei Gleichungen bringt man aber leiebt auf die Form

. O = Æ, — y,s, 4- (À, — <*,3,)9(  4- (jw, — ř,x,)v4,
13. jO = X-2 — y2s, 4-(À2 —J2:s,)?( 4- G»2 —t2z,)4,

(0 = Æ3 — y.», +(ÂS — <* 33,)'2l4-(z* s — *,3,)z/;

und wird nun, wenn man aus denselben die Grössen A und sJl eli- 
minirt, die bloss die eine unbekannte Grösse x, enthaltende Eud- 
glcichung erhalten. ż

Gin diese Elimination mit möglichster Leichtigkeit auszuführen, 
wollen wir die drei vorhergehenden Gleichungen nach der Reihe 
mit den drei unbestimmten Faktoren Fy, F2, Í>\ multipliciren, uad 
dieselben dann zu einander addiren, wodurch wir die Gleichung 

0 = (/■, - y1S1)F, 4- (X-2 - y,«,)Fa 4- (Á-3 - y,;«,)/’,
+l(*.  - <*,3,)J ’1 + + (A, -
4- IG“-. — e,3,)Fi 4-(^2 — MiP’t + O», — «.»,)**»  M 

erhalten, und wollen nun die unbestimmten Faktoren F„ F2, Ft 
so bestimmen, dass sie den beiden Gleichungen

(Â, - J.jsJF, 4- (À2 - <*,3,)^  4- (À3 - =0,
(Pl — + 0*2  — «2=1)^= + G“. — *3*1)-^  =0

genügen. Eliminirt man zuerst F„ dann F2-, so erhält man die 
beiden Gleichungen

|(X,— <*>,)  (/t3 — fjis,) —(X3 — J3js,) (>, — *,»,)|F,  
= 1(^3— W G“2 — Ml) — U. — ď2«l) (^3 —*331)1-^2,  

|(Â2 —J2x,) (^, — *>3,)  — (*,  — ď,3,) (f.-*2»>)I^,  
= |(Â3— J3je,) (fi2 — f2z,) — (A2 — J23,) (a*3  — «3«i)I^’j; 

und kann also offenbar
= (À3 — <^3*,)  (A*2 —*2*1)  —(*2 —<?2*1)  (^3—*,«1),  

^2 = (À, — J,X,) (fl, — î33,) — (Â3 — J.X,) (M1 —ř]S1), 
^3 =(Ä,—i,»,) (Pi ~ *13,)  —(X, ~ <*,3,)  G“2 — *23,)  

setzen, wodurch mau nun in Verbindung mit dem Obigen unmittel
bar zu der folgenden, bloss die eine unbekannte Grösse ent
haltenden Gleichung gelangt;
14. O=z(Z,— y1=1) |(À„— J3js,) ((i2—f2JS,)—(Ä2—d2js,) (fi,— f3js,)| 

+(^2-^23,) ((À,—J.3.) f33,)—(Â3 — J3JS,) G“.—*.3.)1
+(^1-/^1) 1(^2—<*23,)  *13,) —(Â,— J.S,) (A42—*2x,)|,

mit deren weiterer Entwickelung wir uns jetzt beschäftigen wollen.
Zuerst erhält man ohne Schwierigkeit

-,__ ^2^3 I
1 [(A3f2-Á2fa)4-(ff3^2-J2^3)]x,44ďa*2-<* 2*,)3, 2l

, z, __ , t^iM, I
f 2 *̂̂ 1*|_[(Z 1f,-Á3ř1)4-(d,p.3-<í3^I)Js14-(J,£3-J1ř1)«,2l
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. .  ,(^2^1 ^1^2 I

welches offenbar eine Gleichung des dritten Grades ist, in der s,3 
den Coefficienten

— nto«, — ď2ř») — r=(<îi3  — i,«.)—r3(<y»«i — «M») 
oder

*

ri(^e. — lU) + ri('^1 — ďií,)4-r3(<5>2 — ^e.)

hat. Diesen Coefficienten wollen wir nun etwas näher betrachten, 
nachdem wir ihn zuvörderst auf die Form

M/Ä — n^) + f:()'3^
gebracht haben. Nach 11. ist

MMa — ra<U + —/A) + e,(rA —
=—(«i —«2) l(«i°3—o,at) (a,—«4)—(«,«4—«,«4) (a, —a3)j

— («i— «3) l(ai®4—aiat) (®1—®ä) — (ai®2—aiaz) ("i—°«)l
---(«1 ----«4) |(«1«* 2--- ®lßs) (®1 --- «3)----(«1«, --- ®lßs) (®l --- «2)|

= -«,(«, —«2) !«,(«« — a3) + «3(a, — «4)4-«.,(a3 — «,)|
— «3(«i —a3) |«,(a2 — «4) + «2(«4 — wi)4-«!i(eei —«2)|
— «,(«! —«4) i«,(«3 —a2)4-«2(«i — «3)4-«!3(“2 —«l)|

=— «,«, j(a,-a2) (a4-a3)4-(«l-a3) (a3-a2)|,

wo man nun durch leichte Rechnnng findet, dass die letzte Grösse 
verschwindet, und folglich, wenn man zugleich den hier betrachte
ten Coefficienten noch anf andere Weise ausdrückt,

71(^3 — <^*2)  4- 72(ď8«i — ^1*3)  4- 73(^.«2 — ) = 0,
<Mf273 —*372)4-ď 2(* sri —*.73)4-Î3( £./2 —*27.)  = 0,
îi(72<î> — n<t) 4-ř2(r3ďi — 71<M 4-f3(rA — 72<M = 0 

ist.
Hieraus ergiebt sich also das wichtige Resultat, dass die oben 

gefundene, nur die eine unbekannte Grösse s, enthaltende End
gleichung nicht vom dritten, sondern bloss vom zweiten Grade ist. 
Entwickelt inan nun diese Gleichung gehörig, so erhält dieselbe, 
wena der Kürze wegen

Í
./1 ---  ^3^2 ^'2^'31 ffI ---  ^3^2 Î
/2 = X,^3 — Ä3^1, g2=J,^3 — ;
Á = ^í»1-V!, ff, =<^1 —<^2;

! 1 * ^1^2 ““ ^2®3> 1 ^3^2 ~~ ^2^3 »
= — Mu «2 =^if3 — <U;

‘^3 ■ Ägf 1 ‘ f 29 ^'3 ■ j ťj
gesetzt wird, die folgende Gestalt:
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16. 0=/,,  4-/’2Æï +y3Á’a*

— l/iZi +Zs/î+Zîr3 4-(gi 4-Æ,)Æ, 4-(lg2-4-Á2)Z>2

4-fe-, H-Ą)*,!»,  
+f»1*l+š*.+Mi+(gi+ii)ri  + (ffi +

+ (<?■. 4- /g)/31-1 -•
Bezeichnen wir die drei Coeflicientcn dieser Gleichung durch 

jL, M, A, und setzen also
17. Q = L — Mzt A-Az,x, 

so erhalten wir nach dfer in dem Aufsatze III. S. 12. entwickelten 
Auflösungsinethodc der quadratischen Gleichungen zur Berechnung 
der beiden Wurzeln der obigen Gleichung die folgenden Formeln:

 18. cot(x-+-Z1)=^^,cos(Z—Z,)=-Jl/Z' ‘-inÜH'Z1),

Findet sich mittelst der zweiten dieser Formeln der absolute Werth 
von cos (/— Xt) grösser als die Einheit, so hat die Gleichung 17. 
zwei imaginäre Wurzeln, und die Aufgabe ist also unmöglich; in 
jedem andern Falle hat die in Rede stehende Gleichung zwei reelle 
Wurzeln, und die Aufgabe ist im Allgemeinen zweier Auflösun
gen fähig.

Hat man gefunden, so ergeben sich A und 21 mittelst der 
folgenden, leicht aus den Gleichungen 13. zu erhaltenden Ausdrücke: 

Í.__ (kt—7iZ|) U2— — (£,—y2s,) Ui — ď,^,)
(Z,-<T,=,) (jUg-éaZ,) —t«i-‘.= i)’ 

A__ U2—7g2i) U. ~ d^2.) —Ui—7i2i) (Z, — ď2z,)
U2 —d2z,) (,«,—tsz,)—U,—<>',= ,) (ju2 —i2z,)’ 

,__ U3—7i2i) Ul — ď.z,) — — y,z, ' (Z3—JąZ,)
U»—ď»2i) Ç“i—Ul— d'iZ,) (p3 — *□=,)  

und
9f   Ul—7,31) (^2—f2=l)~Ug—7221) Ul~fl2l) 

Ui~ ď,z,) Qz2—í2z,)—(Z2—ď2=,) Qz,—t,z,)’
_  U2— 7zgl) U3~*3 2?~U3~7121) (|“2—f2ai)

” Ug— <f2«l) Ul“f32l)~ U3~ ď32,) Ul“*: 2.)’ 
_ U3~7i2i) Ui *i 2i) —Ui —7i2l) Ul—fąg|)

(Zj — d3S,) U.—*1 51) —Ul—ď,2,) U3—‘aSi)'
Die Grössen li und 33 erhält man duna endlich mittelst der 

Formeln
21. B = bl +(«, — A)zt, 53 = /?, 4-(«,—91)5,.

Die Coordinaten z2, 3,, 3„ erhält man mittelst der Formeln
  ^-53
a2 — A «2 — 21 ’

_ _ b3-B _ _ p3 -S3 
a, — A «3 — 21 ’ 
bą—B _  

at — A — 21 ’ 
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und die Coordinaten ze,, zes, x^ und yx, y3, y3, y*  werden 
mittelst der Gleichungen 3. gefunden.

Hierdurch ist nun unsere Aufgabe vollständig aufgelöst. Dass 
dieselbe unbestimmt werden muss, wenn die vier gegebenen gera
den Linien in einer Ebene liegen, fällt sogleich in ilie Augen.

Man kann von dieser Aufgabe eine Anwendung zur annähern
den Bestimmung der Coinetenbahncn machen, worüber wir nur 
ganz in der Kürze Folgendes bemerken wollen.

Den Mittelpunkt der Sonne wollen wir als den Anfang eines 
rechtwinkligen Coordinateusystems der zr, y, z annehmen. Die 
Ebene der Ekliptik sei die Ebene der xy, und der positive Theil 
der Axe der x soll vom Mittelpunkte der 'Sonne nach dem Früh
lingspunkte hingerichtet sein; den positiven Theil der Axe der y 
nehmen wir so an, dass man sich, um von dem positiven Theile 
der Axe der x an durch den rechten Winkel (xy) hindurch zu 
dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen, ganz nach der
selben Richtung hin bewegen muss, nach welcher von dem positi
ven Theile der Axe der x an die heliocentrisclieu Längen genom« 
inen werden; den positiven Theil der Axe der z nehmen wir end
lich auf der nördlichen Seite der Ebene der Elliptik d. i. der Ebene 
der xy an. Ferner legen wir zu einer bestimmten Zeit durch den 
Mittelpunkt der Erde ein dem Systeme der xyz paralleles Coordi- 
natensystem der ^,y,s,. Bezeichnen dann für diese Zeit a, ß und 
ç respective die geocentrische Länge und Breite eines Cometen 
nnd dessen sogenannte curtirte Entfernung vom Mittelpunkte der 
Erde; so sind offenbar in völliger Allgemeinheit ç cos a, q sin cc, 
ę tang ß die Coordinaten des Cometen in dein Systeme der xly1zl. 
Die Gleichungen der von dein Mittelpunkte der Erde nach dem 
Cometen gezogenen geraden Linie im Systeme der xlylzl haben 
die Form

er, =-4zt, y, = ßzt,
nnd es ist folglich nach dem Vorhergehenden

ç cos a = Aq tang ß, q sin a = Bq tang ß, 
also

A = cos a cot ß, B = sin « cot ß.
Folglich sind die Gleichungen der vom Mittelpunkte der Erde nach 
dem Cometen gezogenen geraden Linie im Systeme der Xxyxzx

23. xx =16, cos « cot /S, y, =s, sin cc cot ß.
Bezeichnet 0 die geocentrisclie Länge der Sonne und R deren 
Entfernung von der Erde zu der in Rede stehenden Zeit, so sind 
offenbar in völliger Allgemeinheit R cos 0, R sin 0 die Coordi
naten der Sonne im Systeme der ^r,y,z,, wobei sich von selbst 
versteht, dass die dritte Coordinatc der Null gleich gesetzt wird. 
Also hat man nach der Lehre von der Verwandlung der Coordina
ten zwischen den Coordinaten eines und desselben Punktes in den 
Systemen der xyz und xlylzl die Gleichungen

xx = R cos O I x, y, - — R sin 0 + y, = z 
oder

.-r = zr, —R cos 0, y=y, —R sin 0, s = s,, 
und die Gleichungen der von dem Mittelpunkte der Erde nach dem
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Cometen gezogenen geraden Linie im Systeme der xyz sind also 
nach dem Vorhergehenden
x + R cos & = z cos a cot ß, y + R sin & = x sin « cot ß 

oder
24. x=z cos a cot ß—R cos 0, y^z sin a cot ß—R sin 0.

Hat man nun vier aus Beobachtungen abgeleitete geocentrische 
Längen und Breiten a, a', a", a'" und ß, ß', ß", ß"' eines Cometen; 
so kennt inan die Lage von vier von dem Mittelpunkte der Erde 
nach dem Cometen gezogenen geraden Linien, deren Gleichungen, 
wenn die entsprechenden geocentrischen Längen und Entfernungen 
der Sonne von der Erde durch 0, &, 0", und R, R, R", "R" 
bezeichnet werden, nach 24.

= s cos « cot ß — R cos 0, y=z sin a cot ß—R sin 0; 
x = z cos a’ cot ß'—R’ cos 0', y=z sin a' cot ß’—R sin ®z; 
x=z cos a" cot ß"—R" cos 0'', y=^z sin a" cot ß"—R" sin 0"; 
x=z cos a'" cot ß’’’—R” cos ®"', y=z sin cot ß’"—R" sin ®"' 

sind. Wenn nun die Zwischenzeiten zwischen den Beobachtungen 
nur klein sind, so kann man das Stück der Cometenbabn, auf 
welches sich dieselben beziehen, näherungsweise als eine gerade 
Linie betrachten, und wird seine Lage offenbar nach der oben auf
gelösten Aufgabe bestimmen können, wenn man

!
ax — cos a cot ß, 6, = — R cos 0;
«z_=cos a' cot ß'. l/„ = — R cos 0’;

<z3 = cos a!' cot ß", Ä, = —R" cos 0";
= cos a!" cot ßm, l>t = — R" cos

und

Sctj =sin a cot ß, ßi =— R Bin 0;
ax = sin a' cot ß', ßx = — R sin 0';

la3=sin a" cot ß", ß, = — R" sin 0";
f«4 = sin cot ßt — — R" sin &"

setzt. Freilich aber wird in jedem Falle eine besondere Beurthei- 
lung nöthig sein, welche Wurzel der quadratischen Gleichung, auf 
welche die obige Aufgabe führt, man zu nehmen hat. Weil die 
Ebene der Cometenbabn durch den Mittelpunkt der Sonne geht, so 
wird man nun offenbar auch deren Lage bestimmen, und hieraus 
ferner die sämmtlichen Elemente der Cometenbabn finden können, 
wie in der Astronomie ausführlich gezeigt wird.

Olbers urtheilt in seiner Abhandlung über die leichteste 
und bequemste Methode die Bahn eines Cometen aus 
einigen Beobachtungen zu berechnen. Weimar. 1797. 
S. 27 über die vorige Methode, die Comctenbahnen zu berechnen, 
auf folgende Art: „Wenn die. vier gegebenen geraden Linien nicht 
in einer Eb'cne liegen, so ist die Lage einer fünften, die von allen 
vieren geschnitten werden soll, an sich bestimmt, ohne auf die 
Verhältnisse der Abschnitte zu sehen. Man könnte also bloss mit 
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der Voraussetzung, dass das Stück der Cometenbahn zwischen den 
vier Beobachtungen gerade sei, ausreichen, ohne auch die gleich
förmige Geschwindigkeit anzunehmen, wenn man die Breiten mit iu 
Betrachtung ziehen wollte. Die Lage dieser fünften geraden Linie wird 
indess nicht durch eine linearische, sondern durch eine Gleichung 
des achten Grades und eine ziemlich verwickelte Formel gefunden 
werden. Anch würden bei dieser Aufgabe ähnliche Einschränkun
gen wie bei der Bouguerschen Statt linden, ob man gleich sonst 
viel weiter damit reichen würde. Denn die Geschwindigkeit des 
Cometen ist gerade dann am ungleichförmigsten, wenu seine Be
wegung sich am inelirsten der geraden Linie nähert, und umge
kehrt.“ Wie Olbers zu der Meinung kommt, dass die gerade 
Linie, welche die vier von der Erde nach dem Cometen gezoge
nen geraden Linien schneidet, durch eine Gleichung des achten 
Grades bestimmt werde, ist nicht abzusehen, indem wir vielmehr 
aus dem Obigen wissen, dass die Lage dieser geraden Linie bloss 
durch eine Gleichung vom zweiten Grade bestimmt wird.

XXII.
Die verschiedenen Auflösungen des Sternschnup
pen-Problems, aus einem allgemeinen Gesichts

punkte dargestellt.
Von

dem Herausgeber.

(Diese Abhandlung hat, wie schon ihr Titel a; deutet, den 
Zweck, die verschiedenen Ansichten, nach denen man bis jetzt das 
Sternschnuppen - Problem behandelt hat. den Lesern des Archivs in 
einem zusaminenhängeuden und systematischen Ganzen vor die 
Augen zu führen und unter einem gemeinschaftlichen Gesichtspunkte 
darzustellen. Späterhin w'crdeu ausführliche und vollständige Rela
tionen über die neuesten wichtigen Arbeiten von Besscl, Er
man und andern Mathematikern und Phvsikcrn nachfolgen, um in 
dem Archive Alles aufzubewahren, was über den in Rede stehen
den wichtigen und interessanten Gegenstand der Physik in theoreti
scher Rücksicht gearbeitet worden ist und noch gearbeitet wer
den wird.)

§• 1.
Es liegt in dem Zwecke dieser Zeitschrift, auch vollständige 

Darstellungen der verschiedenen Auflösungen oder Beweise, welche
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für besonders wichtige Probleme oder Theoreme gegeben worden 
sind, zu liefern. Da nun zu den Problemen der mathematischen 
Physik, welche das Interesse der Gegenwart ganz vorzüglich in An
spruch nehmen, mit Recht das Sternschnuppen - Problem gehört, so 
glaube ich den Lesern dieser Zeitschrift einen angenehmen Dienst 
zu leisten, wenn ich versuche, in diesem Aufsatze eine vollständige 
Darstellung der verschiedenen Auflösungen, welche für dieses wich
tige und interessante Problem gegeben worden sind, in der Art zu 
liefern, dass ich mich bemühen werde, alle diese Auflösungen aus 
einigen allgemeinen Griindformeln abzulciten.

Leber die Art, wie Sternschnuppen beobachtet werden, schicke 
ich, um das Verstehen der analytischen Entwickelungen, welche 
den Hauptgegenstand dieses Aufsatzes ausmachen, zu erleichtern, 
hier die folgenden kurzen Bemerkungen voraus. Jeder Beobachter 
ist mit einer nach der Zeit seines Bcobaclitungsorts gehenden L’lir 
und mit einer Sternkarte versehen. An der Chr beobachtet er die 
Zeit des Erscheinens einer Sternschnuppe, wo möglich die beiden 
genauen Zeitinoinente des Entstehens und Erlöschens derselben, 
und auf der Sternkarte zeichnet er mit einem Bleistifte so genau 
als irgend möglich den ganzen Weg der Sternschnuppe von seinem 
Anfangspunkte bis zu seinem Endpunkte, indem er zugleich durch 
einen Pfeil oder ein anderes passendes Zeichen die Richtung an- 
giebt, nach welcher sich die Sternschnuppe bewegte. Aus der 
Sternkarte kann inan nachher die wahren, d. h. auf den Mittel
punkt der Erde bezogenen Rectascensionen und Declinationen der 
Punkte des Himmels nehmen, in denen die. Sternschnuppe dem Be
obachter zu entstehen und zu erlöschen schien, und hat auf diese 
Weise nun, wie im Folgenden gezeigt werden wird, alle Data, 
welche nötliig sind, um durch Combination an mehreren Orlen, de
ren geographische Positionen bekannt sind, angestelltcr Beobach
tungen dieser Art die Bahnen der Sternschnuppen bestimmen zu 
können, insofern es nämlich verstattet ist, dieselben während der 
in allen Fällen immer nur sehr kurzen Dauer der Sichtbarkeit der 
Sternschnuppen als gerade Linien zu betrachten.

§• 2.
Zuerst wollen wir jetzt die Gleichungen der von einem Beob- 

achtungsorte nach einem beobachteten Punkte der Babu einer 
Sternschnuppe gezogenen Gesichtslinie entwickeln.

Zu dem Ende nehmen wir, um die grösste Allgemeinheit zu 
erreichen, den Mittelpunkt der Sonne als den Anfang eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems der xyz an. Die Ebene der 
Ekliptik sei die Ebene der xy. Die von dem Mittelpunkte der 
Sonne nach dem Frülilingspunkte gezogene gerade Linie sei 
der positive Theil der Axe der x. Der positive Theil der Axe der 
y werde so angenommen, dass man sich, um von dein positiven 
Tlieile der Axe x durch den rechten Winkel (xy) hindurch zu dem 
positiven Theile der Axe der y zu gelangen, nach derselben Rich
tung hin bewegen muss, nach welcher von dem positiven Theile 
der Axe der x an die heliocentrischen Längen von 0 bis 300° ge
zählt werden. Der positive Theil der Axe der z liege auf der 
Seite der Ebene der xy, auf welcher die positiven heliocentrischen 
Breiten genommen werden.

Ferner nehmen wir den Mittelpunkt der Erde als den Anfang
Theil i. 10 
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eines rechtwinkligen Coordinatcnsystcms der ze, y, z, nn. Die 
Ebene des Aequators sei die Ebene der x^y^. Der positive Theil 
der Axe der x, sei von dein Mittelpunkte der Erde nach dem 
Frühlingspunkte hin gerichtet. Der positive Theil der Axe der y1 
werde so angenommen, dass man sich, um von dem positiven Theile 
der Axe der zr, durch den rechten Winkel (.z'iy,) hindurch zu 
dem positiven Theile der Axe der yx zu gelangen, nach derselben 
Richtung bin bewegen muss, nach welcher von dem positiven Theile 
der Axe der .%*,  an die Rectascensioncn von 0 bis 360° gezählt 
werden. Der positive Theil der Axe der z, liege auf der Seite 
der Ebene der zr,y, , auf welcher die positiven Declinationen ge
nommen werden.

Endlich lege man durch den Mittelpunkt der Erde ein dem 
Systeme der xyz paralleles Coordinatcnsvstcm der £/;£.

Die dem Moment der Beobachtung entsprechende geocentrische 
Länge der Sonne und deren Entfernung vom Mittelpunkte der Erde, 
welche ans den .astronomischen Tafeln oder den Epheineridcn zu 
nehmen sind, seien Z und p; so erhellet mittelst einer sehr einfachen 
Betrachtung, dass allgemein Zztl80° die dem Moment der Beobach
tung entsprechende heliocentrische Länge der Erde ist, und folglich 

p cos (Z±180°), p sin (Zztl80°). 0
oder

— p cos Z, — p sin Z, 0
die dem Moment der Beobachtung entsprechenden Coordinaten 
des Mittelpunkts der Erde in dein Systeme der xy~ sind.

Daher hat man nach der Lehre von der Verwandlung der 
Coordinaten zwischen den Coordinaten der beiden Systeme der 
xyz uud die folgenden ganz allgemein gültigen Gleichungen:

1. x = — p cos Z-f-£, y =— p sin Z —f—7j, z=£ 
oder

2. S = p cos Ä-f-x, i]=Q sin Z-f-y, £—x.
Bezeichnen wir nun die Schiefe der Ekliptik durch 0; so ist, wie 
leicht erhellen wird, allgemein

(?zr,) = 0, (£y,) = 90°, (5z1)=90“;
()JÆ7i) = 90o, (?;y1) = 0, (ijz1) = 90°— 0;
(£.*-,)  = 90°, (ty,) = 9O°-4-0, (&,)=©;

und nach den bekannten Formeln der Lehre von der Verwandlung 
der Coordinaten hat man also zwischen den Coordinaten der Sy
steme der xtyIzI und die folgenden Gleichungen:

3. <ij = y, cos 0-4-z, sin 0,
(£ = — yx sin 0-1-z, cos 0;

oder umgekehrt
==?,

4. ty, =í; cos ©— £ sin ©,
(z, = sj sin 0 + f cos 0.
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Als» hat man nach 1. und 3. zwischen den Coordinaten der Systeme 
der scyz und die folgenden Gleichungen:

.27=--- Q COS Â-J-Æ7,,
5. <y =— (? sin Â-J-y, cos ©-j-ts, sin 0,

z =—y, sin 0-J-z, cos 0;
oder, wie man hieraus leicht ßndet, umgekehrt:

|
.z-1=o cos Â zr,
y, = g sin Z cos 0 -f- y cos 0 — z sin 0,
js j = o sin À sin ©4~y sin 0-f-z cos ©.

Der nach dem Bcobaclitungsorte gezogene Erdradius nnd die geo- 
centrischc Breite des Beobachtungsorts seien r und ff, und T sei 
die Steriizeit der Beobachtung; so sind

r cos y cos 15 T,
r cos 9) sin 15 7*,
r sin ff)

die Coordinaten des Beobachtungsorts im Moment der Beobachtung 
in dein Systeme der /rlyIzI. Also sind nach 5.

— o cos Z-4-r cos çp cos 15 T,
— o sin k-t-r (sin © sin y> + cos © cos gp sin 15 7)

r (cos 0 sin tp— sin © cos <p sin 15 7)
die Coordinaten des Beobachtungsorts im Moment der Beobachtung 
im Systeme der xyz.

Durch den Beobachtungsort legen wir nun ein dem Systeme 
der sCii/tZ-i paralleles Coordinatensystem der x^y,zt\ so ist nach 
der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten allgemein

I
iC, =r cos jp cos 15
y, =r cos y sin 15 7-f-y2,
z, =r sin y-l-z2.

Die Rectasccnsion und Déclination des beobachteten Punktes der 
Bahn der Sternschnuppe seien a und d; so ist, wenn wir die Coor
dinaten eines beliebigen Punktes in der von dem Beobacbtuiigsorte 
nach dem beobachteten Punkte der Bahn der Sternschnuppe gezo
genen Gesiclitslinie in dem Systeme der zr2y2z2 durch m, n, k, 
und die Entfernung dieses Punktes von dem Beobachtungsorte 
durch i bezeichnen,

m = i cos a cos d,
n = i sin a cos d,
k=.i sin d;

wobei man jinr nicht zu übersehen hat, dass die in Rede stehende 
Gesichtslinie und die vom Mittelpunkte der Er.de nach dem Punkte, 
in welchem die Sternschnuppe dem Beobachter am Himmel erschien, 
als parallel zu betrachten sind. Sind nun

sc^-=.Mz^ y1=XzI
10

Er.de
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die Gleichungen der in Rede stehenden Gesichtslinie in dem Systeme 
der -æ2y2~2; so ist

i cos « cos S = i M sin <5, i sin a cos S=i N sin J,
und folglich

71/= cos a cot d, A’=sin a cot J.
Also sind

8. x2 = x2 cos a cot d, y2 = x, sin « cot S
die Gleichungen der von dein Beohachtungsorte nach dem beobach
teten Punkte der Balin der Sternschnuppe gezogenen Gesichtsliuie 
in dem Systeme der x2y2z2, und mittelst der Gleichungen 7. er- 
giebt sich nun ferner leicht, dass

!
.r, —r cos rj> cos 15 T=(zl —r sin y) cos a cot <5,
y, —r cos y s*n lo ^1==(2i —r sin y) sin u cot à

oder *

Í
.2-, = x-, cos a cot J+r (cos y cos 15 T—cos a cot d sin y), 
y, = z, sin a cot d + r (cos y sin 15 T— sin a cot d sin y) 

die Gleichungen der von dem Beohachtungsorte nach dem beobach
teten Punkte der Bahn der Sternschnuppe gezogenen Gesichtslinie 
in dem Systeme der tf,»/,*,  sind.
Nach 6. und 9. sind

!
ę cos Z— r cos y cos 15 T~\-x

= (o sin Z sin ©—r sin y+y sin ©tx cos ©) cos a cot d, 
o sin Z cos 0— r cos y sin 15 T+y cos 0— z sin 0

= (ç sin À sin 0—r sin y+y sin 0-ł-z cos ©) sin a cot d 

die Gleichungen der von dem Beobachtungsorie nach dem beobach
teten Punkte der Bahn der Sternschnuppe gezogenen Gesichtslinie 
in dem Systeme der xyz.

L’m diese Gleichungen noch anders auszudriieken, seien f, g, h 
und /„ g„ 7i, die Coordinaten des Beobachtungsortes und des 
beobachteten Punktes in der Bahn der Sternschnuppe in dem Sy
steme der xyz, und

y=A:r-\-H} x = $1.2:+33
seien die Gleichungen der durch die beiden in Rede stehenden 
Punkte bestimmten Gesichtslinie; so ist
g = Af-\-B, // = 9(/+33; g,=Afi-t-B, //, = 91/, + 33;

und folglich
y — g=A(x — f), z — /. = $((.'<■ —/) 

und
g~gi = Æ/—/i), & — A, (/—/.).' 

also
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Nach dem Obigen ist

/■= — ç cos Â -f- r cos y cos 15 T,
g=— ç sin Z-f-rfsin 0 sin y 4-cos 0 cos y sin 15 T), 
h= r(cos 0 sin y — sin 0 cos y sin 15 T).
Ferner ist, wenn jetzt wieder i die Entfernung des beobachte

ten Punktes der Bahn der Sternschnuppe von dem Beobachtungs
orte bezeichnet, nach 5. und 7.

y, — q cos À 4~ t cos y cos 15 T-\- i cos a cos ď, 
gt =—ç sin Â-f-r(sin 0 sin y-ł-cos 0 cos y sin 15 T)

4- ź(sin 0 sin d-ł-cos 0 sin « cos d),
= r(cos 0 sin y — sin 0 cos y sin 15 T)

4- ż(cos 0 sin 6 — siu 0 sin a cos J) ;
d. i.

y, =y+« cos u cos ď,
g-, = «•+« (sin 0 sin d 4-cos 0 sin « cos d), 
At = li 4- i (cos 0 sin d — sin 0 siu a cos d).

Folglich sind nach dem Obigen

I
y+ç sin À— r(sin 0 sin y 4-cos 0 ens y sin 15 T) 
sin & sin <J4-cos & sin a cos â . , „

=-------------------------- j----------- (•2’4-P cos à—r cos w cos La J I,cos II COS O '

i
x — r(cos 0 sin y — sin 0 cos y sin 15 7) 
cos G sin ď—sin G sin « cos <T , , , ~= -------------------------- s-----------(■2--4-P cos À—r cos cp cos la 1 Icos a cos d v ■ s t i

«lie Gleichungen der von dem Beobachtungsorte nach dem beobach
teten Punkte der Bahn der Sternschnuppe gezogenen Gesichtslinie 
in dem Systeme der tcyn.

Diese Gleichungen sind anch
x—f=^, (z—y——T2 (z—^)» 

J n — J ° h — Ä, ' ■"
und folglich nach dem Obigen

I
x 4- Q cos À — r cos y cos 15 T

=---- .Cfr—77-?------------(z—r(cos0siny—sinöcos wsinl571)l
cosGsiuo—sinWsm«coso ' v 1 •"
y 4-P sin Â— r(sin 0 sin y 4-cos 0 cos y sin 15 T) 
sin Gsinď-t-cosGsinacosď z z~> • • z-> •=--- 7—-—s—: „ ■----------č s—rlcose/sinq)—sin(7cos<jpsin la 1 ) .cosösind—sinGsin«coso ' v J r • ’

Setztlnan der Kürze wegen 
IA = cos « cos d,

Z? = sin 0 sin ď4~cos 0 sin « cos J, 
C = cos 0 sin S — sin 0 sin « cos
A1 = cos y cos 15 T, 
Bl = sin 0 sin y 4-cos 0 cos y sin 15 2’, 
C, = cos 0 sin y — sin 0 eus y sin la T-,
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so werden die Gleichungen 13.

I
A AC, . .

X = -ç z----- ç-r-\-At r — Q cos Á.

B ßc- . n • ,W=7T s------^~r-+- H! r — o sin À;Cz Cz 0

und wenn man die Rülfswinkel y, if>l mittelst der Formeln

16. tang y = sin a cot J, tang = sin 15 T cot <p 

berechnet; so hat man für die Grössen A, B, C, At, Bt, C\ die 
folgenden Ausdrücke:

)
A = cos a cos d,

__ sin ď sin (©-)-'/’)
COS \p ’

sin ď cos (0 4- (ł) Cz    •—   ------------ -------- ,

COS 0

Ax = cos y cos 15 T, 
g sin y sin (6-;- y,)

1 cos xpt ’
_ sin y cos (0-ł-y,)Lz. —— ---------- «1 COS Ip J

§• 3.

Wir wollen jetzt die Bedingungsgleichung aufsuchen, welche 
erfüllt sein muss, wenn zwei aus vcrschiedeneneu Beobacbtungsor- 
ten nach beobachteten Sternschnuppen gezogene Gesichtslinien sich 
schneiden sollen.

Nach den Gleichnngen 11. im vorigen Paragraphen haben die 
Gleichungen der beiden in Rede stehenden Gesichtslinien im Allge
meinen die folgende Form:

ç cos À — r cos y cos 15 T-f- œ
= (p sin À sin 0—t sin y + ÿ sin 0-ł-s cos ©) cos a c.ot d,

p sin Â cos 0— r cos y sin 15 T-ł~y cos ©—z sin ©
= (p sin À sin © — r sin y-f-y sin ©-f-3 cos ©) sin a cot 6 

und
ç, cos Â,—r, cos y, cos 15 T, 4- x

= (ç, sin À, sin 0—r, siny,-|-y sin 0-p-z cos©) cos a, çstd,, 
p, sin Â, cos 0—r, cos y, sin 15 Tl-\-y cos 0—-z sin ©

= (ç, sinÂ, sin©—r, siny,-!^ sin0-Hs cos 0) sina, cotd,.

Eliminirt man nun aus diesen vier Gleichungen die drei Grössen 
x, y, z, so wird man offenbar die gesuchte Bedingungsgleichung 
erhalten. Zieht man aber die dritte Gleichung von der ersten, die 
vierte von der zweiten ab, so erhält man nach einigen leichten Re- 
ductioncn die beiden folgenden Gleichungen:
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ç cos A— (>, cos À, —(r cos y cos 15 T—r, cos tpi cos 15 T,)
— ((> sin A sin 0 — r sin y>) cos a cot d

-4-(ç, sin A, sin 0—rY sin y,) cos a, cot
= (cos a cot d— cos a, cot d,) (y sin 0-f-z cos 0), 

(ç sin A—(>! sin À,) cos 0—(rcos</> sin 15 T—r, cos y, sin 15 T,)
— (ç sin A sin 0 — r sin y) sin u cot d

—f— (ç>, sin A, sin 0—r, sin y,) sin a, cot d.
= (sin u cot (V—sin a, cot d,) (y sin &+x cos 0).

Aus diesen beiden Gleichungen kann man nun sehr leicht die Grösse 
y sin O-J-s cos 0 eliminiren, und erhält nach einigen leichten 
Reductionen die folgende Gleichung:
18. 0^((ç sink—(>, sin A,) sin©—(r sin <p— r, sin y>,)|

sin (a — «,) cot d cot d,
— |((> cos À — (>, cos À,) sin a — (ç sin A — (>, sin A,) cos a cos 0

— r cos y sin (a—15 TJ-f-r, cos y>, sin (a—15T,)| cot S
-H(e cos A—(>, cos A,) siu flj —((> sin A—(>, sin A,) cos a, cos 0 

—r cos <p sin (a, —15 T) + r, cos <p, sin (a, —15 T'l )| cot d,,
welche die gesuchte Bcdingungsglcicliung ist. Bringt man alle die 
geocentrisclien Breiten tp und y, der ’ Beobachtungsortc ent- 
iialtenden Glieder auf eine Seite, so nimmt die vorstehende Glei
chung folgende Gestalt an:

19. (o cos A— (>, cos A,) (sin u cot d—sin «, cot d,)
— ((> sin A— (>, sin A,) |cos 0 (cos u cot d—cos ft, cot d,)

H-sin 0, sin (a—«,) cot d cot d,}
= r cos <p |siu (a — 15 T) cot 3 — sin (ft, —15 T) cot d,}

—rY cos <p, |sin (a—15 Tt) cot d—sin («,—15 Tt) cot d, ]
— (r sin tp— r, sin y,) sin (a — a,) cot ď cot d,.
Noch etwas einfacher kann man die beiden vorhergehenden 

Gleichungen unter der folgenden Gestalt darstellen:
20. Oz=j(o sin A—ç, sin A,) siu 0—(r sin y>—r, sin y>,)| sin («—«,)
— |((> cos A — ç, cos A,) sin u — (ç sin A —• p, sin A, ) cos a cos 0

— r cos y> sin (a—ISTJ-f-r, cos tpY sin (a—15 T, )] tang d,
-1-|((> cos À—cosÂ,) sina,—(ç sink—p, sink,) cos a, cos© 

—r cos <p sin (a,—15 T)-t-r, cos ç>, sin (a,—15T,)j tang d
und

21. (p cos A — p, cos A,) (sin a tang d, — sin a, tang d) 
—(ç sin X—p, sin A, ) | sin ©sin (a—a, )-J-cos 0 (cos a tg d,—cos a, tg d) | 
= rcos y I sin (a—15 T) tang d,—sin (a, —15 T) tang d[

— r, cos y, |sin (a—15 71,) tang d, —sin (a, —15 T,) tang d|
— (r sin <p — r, sin y,) sin (a — a,).

3
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Diese letzte Gleichung kann auch auf folgende Art geschrie

ben werden :
22. (ç cos 2. — (>, cos Â,) (sin « tang d, —sin «, tang d)

— (ę sin Â — ç, sin À,) |sin & sin (u — «,) 4- cos 0 (cos u tang d,
— cos «, tang d)|

= (sin a tang d,—sina, tangd) (rcosycos 157—r, cosy, cosl57’,)
— (cos u tang d,—cos a, tangd) (r cos (psin 157’—r, cos<p, sin 157, )
— (r sin y> — r, sin y>,) sin («— «,),

Sind L, die geographischen Längen der beiden Beobacli- 
tungsorte, so hat man, wie man durch eine einfache Betrachtung 
findet, für die Gleichzeitigkeit der Beobachtungen die Bedingungs
gleichung

(Ł — Ł, ) — 15 ( T— 7, ) = 0 
oder

(L — Z,) — 15(7’— 7,) = ± 360°,
jenachdem die Grössen Z— und T—7’, gleiche oder un
gleiche Vorzeichen haben, wobei zugleich zu bemerken ist, dass in 
der zweiten der beiden vorstehenden Gleichungen das obere oder 
untere Zeichen genommen werden muss, jenachdem L — eine 
positive oder eine negative Grösse ist.

Für gleichzeitige Beobachtungen ist aber çz=çt, also
Q cos Ź. — ç, cos Â, = 0, ç sin Z — ę, sin Â, = 0,

und die Gleichungen 21. und 22. werden also in diesem Falle
23. (r sin <p— r, sin q>,) sin («— «,)

= r cos <p |sin («—15 7) tang d, —sin («,—15 7) tang d|
— r, cos ÿ, (sin («—157,) tang d,—sin (a,—157',) taug d| 

und
24. (r sin g>—r, sin y,) sin (a— «,)

= (sin «tangd,—sin«, tangd) (r coscp cosl57—r, cosip, cosl57,)
— (cos a tangd,—cos«, tangd) (r cos y sin 157—r, cosy, sin 15 7,). 
Für rz=r,, d. h. wenn man auf die sphäroidischc Gestalt der Erde 
keine Rücksicht nimmt, können diese Gleichungen auch unter der 
folgenden Form dargestellt werdeu:

25. 2 sin (« — «,) sin J- (<p—y>,) cos i (y-f-<p,)
= (cos <p sin (a—15 7) — cos y>, sin (u—15 7,)| tang d,

— (cos sin (a, — 15 7) — cos y, sin (ut — 15 7,)| tang â 
und

26. 2 sin («—a,) sin -J (<p—<p,) cos -J (y> —1~ <p, )
= (sin a tangd, — sin«, tangd) (cos y> cos 15 7—cos <p, cos 15 7,)
— (cos a tang d, —cos a, tang d) (cos <p sin 15 7— cos <p, sin 15 7, ).

Die Gleichung 23. oder 24. kann noch auf einen andern bemer- 
kenswerthen Ausdruck gebracht werden. Die Gleichungen der die
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beiden Bcobachtungsorte mit einander verbindenden geraden Linie 
in dem Systeme der seien

xx -4-Z<, yi =.Mxl -F-A, ;
so ist nach §. 2.
r cos y cos 15 T=K r sin q-\-L, r cos tf> sin 15 T=M r sin ÿ-f-A';
r, cos5p1cosl5711=fi’r1sin<ip1-f-Z<, r1cos<p1sinl5711=A/r1siny>14-Ar;
und die Gleichungen der in Rede stehenden Linie sind also offenbar

I
 — rcos« cosl5T—r. cos«,, cosl57,.x. —r cos <r cos la 7 =------------ :-------------- :---------——(z, —r si n w I,1 T r sin y — r, siny, ' 1

. rcoswsin 157’—r, cos<r ,sinl57’,, . .
y.—reosepsm la 1 =------------ :-------------- :-------------- s,—rsin ml.u1 T r siny, — r, siny, ' 1

Also sind

I
r cos cos 15 7 —r. cos q. cos 15 7',

■ r sm q— r, sm y, *’
r cos q sin 15 7—r. cos q, sin 15 T, 

?/. = ---------------- :--------------:---- !-------------Ł X .r sin q—r, sm y , .*
die Gleichungen der mit der in Rede stehenden geraden Linie durch 
den Anfang der Coordinatcn, d. i. durch den Mittelpunkt der Erde, 
parallel gezogenen geraden Linie. Bezeichnen wir den 180° nicht 
übersteigenden Winkel, welchen der auf der positiven Seite der 
Axe der xl liegende Tlieil der Projection der in Rede stellenden 
geraden Linie uuf der Ebene der xlyl mit dein positiven Tlicilc 
der Axe der xt einschliesst, durch Ä, so ist nach den Principien 
der analytischen Geometrie

_ . r cos q sin 15 7’—r. cos q, sin 15 T,29. tang A —---------------- rz-™----- !------° r cos q cos 151—r, cosy , cos 157, 
weil nach 28.

„„ r cos q sin 15 7* —r, cos q-, sin 157’,
r5(J. 4/i ■ „ i i y <fX>aJ1 r cos y cos 151 —rt cos y t cos 15 7 j 1

die Gleichung der in Rede stehenden Projection ist.
Ferner sei J) die Déclination des Punktes der Sphäre, in wel

chem dieselbe von dem Tlieile der durch den Mittelpunkt der Erde 
mit der die beiden Beobaclitungsortc verbindenden geraden Linie 
parallel gezogenen geraden Linie, dessen Projection auf der Ebene 
der xtyt auf der positiven Seiten der Axe der xl liegt, geschnit
ten wird; so ist, wenn x,, y,, z, die Coordinatcn eines beliebigen 
Punktes in diesem Tlieile der in Rede stehenden durch den Mittel
punkt der Erde mit der die beiden Beobachtungsorte mit einander 
verbindenden geraden Linie parallel gezogenen geraden Linie sind, 
offenbar in völliger Allgemeinheit

x.
tang I) = , ' =■-,

1/xt* -f-y,’
und folglich, weil nach dem Obigen

tanS A = ^

ist,
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x 

tang ZJ = zt—L cos Æ n .
das Zeichen so genommen, dass tang D mit z, einerlei Vorzeichen 
erhält. Nun überzeugt man sich aber durch eine ganz einfache 
Betrachtung sehr leicht, dass unter den gemachten Voraussetzungen 
zr, uud cos A immer gleiche Vorzeichen haben, und folglich in 
völliger Allgemeinheit

_ z. . tang D == — cos A,

also nach 28.
— r sin '/—r. sin g>, .31. tang D =---------------- cos A° r cos <f cos laZ—r, cosy, cos 15 Z, 

zu setzen ist.
Nach 29. und 31. ist nun

r cos (p sin 15 T—r, cos y>, sin 15 7\ *
=(r cos <p cos 15T—rt cos <p, cos 15 71,) tang A, 

rsiny—r, siny, =(rcosy>cos 1571—r, cosy, cosl5T,) secA tangZl; 
und folglich nach 21.
sin («—aj sec A tang I)t=. sin u tang J,—sin a, tang 3

— (cosatangd,—cosa, tangd) taug^f, 
oder, wie man hieraus leicht findet,
32. sin (a—aj tangZJ=sin(a—A) tang d,— sin (a,—A) tang d 
oder
33. sin (a,—A) tang d—sin (a—A) tang d1+sin(a—a,) tangZfc=0.

Auf diesen Ausdruck hat zuerst Bessel die Bedingungsglei- 
chung für das Schneiden zweier Gesichtslinien gebeucht.

§• 4.
Wenn die Beobachtungen für zwei Beobachtungsorte gleichzei

tig sind und die Bedingungsgleichung 23. erfüllt ist, so wird mau 
die Beobachtungen als einem und demselben Punkte der Bahn einer 
und derselben Sternschnuppe entsprechend betrachten können, und 
sich nun die Aufgabe vorlegen, die Lage dieses Punktes im Raume 
zu bestimmen, welches die Ansicht ist, von welcher 0Ibers ") bei 
seiner Auflösung des Stcruschnuppeii-Probleins ausgegangen ist, 
und die auch wir, weil sic in der That die einfachste ist, von 
welcher man ausgehen kann, hier zuerst verfolgen wollen.

Es liegt in der Natur der Sache, dass wir unter den gemach
ten Voraussetzungen das System der zr^^z, zum Grunde legen 
können. Bezeichnen nun yx, z, die Ćoordinaten des beobach
teten Punktes der Sternschnuppen-Bahn; so haben wir nach 10. 
zwischen denselben die folgenden Gleichungen :

’) Benzenberg über die Bestimmung der geographischen Länge durch 
Sternschnuppen. Hamburg. 1802. — Gehler physikalisches Wörter
buch. Neue Ausg. Art. Feuerkugel. S. 211.
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a:l=x1 cos « cot J-|-r (cos y> cos 15 T—cos « cot d sin y), 
y,=z, sin « cot d-J-r (cos y sin 15 T—sin u cot 6 sin y) 

und
ar, =s, cos a, cotd,-f-r, (cosy, cos 15 T,—cos a, cotd, siny,), 
yt =z, sina, cotJ,4-r, (cosy, sin 15 7, — sina, cotd, siny?,); 

wobei wohl kaum besonders bemerkt zu werden braucht, dass sich 
das eine dieser beiden Systeme von Gleichungen auf den einen, das 
andere auf den andern der beiden Beobachtungsortc bezieht.

Aus der ersten und zweiten und aus der dritten und vierten 
dieser vier Gleichungen erhält man durch Elimination von s,

zr, sin a—yl cos a=r cos y sin (a —15 T),
a;t sin a,—y, cos a,=r, cos y, sin (a,—15 T,);

und folglich *
^,sin(a—a,)=rcosycosa,sin(a—15 T)—r,cosy,cosasin(a,—15 T,), 
y, sin(a—a,)=rcosysina, sin(«—157}—r,cosy>, sinasin(a,—IST,); 
also

35

Man kann aber für 
ersten und zweiten, und 
hält man nämlich leicht 

sina cotď—sina, cotď,

noch andere Ausdrücke linden. Aus der 
aus der dritten und vierten Gleichung er-

/ r cos y cos a, sin (a —157')—r, cos y, cos a sin (a, — 15T,) 
34. J sin (a —a,)

r cos y sin a, sin (a— 15T) — r, cos y, sin a sin («, —157',)
( sin (a — a,)

Aus der ersten und dritten und aus der zweiten und vierten Glei
chung erhält man durch Elimination von und y, für 2, sehr 
leicht die beiden folgenden Ausdrücke:

/ ?'(cosycos]57'-cosacot<Jsiny)-r, (cosy, cosl5T,-cosa,cotď, siny, )
■ 1 cos a cot ď—cos a, cot ď, ’

rfeosy sinl5Tsinacotďsiny)-ri(cosy, sin J5T,-sina, cotď, siny,)

æ;, cosa-J-y, sina=s, cotd-ł-r jcosy cos(a—157}—sinycotdj, 
zr,cosa,-|-y,sina,=21 cotd|-ł-r, jcosy,cos(a,—15T,)— siny, cotd, j 
oder
zr, cos a-J-y, sina=(s,—r siny) cot d-f-r cos y cos (a—15T), 
zr, cosa,-f-y, sina,=(3,—r, siny,)cotd,-f-r,cosy, cos(a,—15T,).

Nach 34. ist aber, wie man leicht findet,
. rcosycos(a—a,)sin(a—1571)—r, cosy,sin(a,—1571,)

zr, cosa-4-?/, sina=--------------------------- :—-,-------- ;---------------------------- ,1 ‘ J1 sin (a — a,)
. rcosysinfa—1571)—r, cosy, cosfa—a, )sin(a,—15 71, )

zr,cosa,-|-y, sina,=----------------------------—,-------- ;-------------------------- ;1 1 1 sin (a—a,)
und folglich nach dem Obigen
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I
. r cos y sin fo,—157)—rt cosy, sinf«,—157,) 
z, = r sin y -f-------- ‘--------------■—-,---------; —z----------------------- ,1 * sin f«— a,) cot ď. r cos y sini« —157)—r, cosy, sini«—157’.) 

z, = r, si n y, —|--------- *------- ----- ------------- 1----------------------------- -•
1 1 ’’ SIU cot c)i

Bezeichnen wir jetzt die dein Moment der Beobachtungen ent
sprechende Sternzeit des Punktes der Erdoberfläche, in welchem 
dieselbe von der von dem Mittelpunkte der Erde nach dem beob
achteten Punkte der Sternschnuppen - Bahn gezogenen geraden 
Linie geschnitten wird, durch T', und setzen der Kürze wegen 
^4=15 7', so ist, wie leicht erhellen wird, in völliger Allge
meinheit

37. tang A=^^,

mit der Bestimmung, dass in dem Falle, wo zr, und gleiche 
Vorzeichen (gibon, A zwischen 0 und 90° oder zwischen 180" und 
270° genommen werden muss, jeuachdein die Grössen zr,, yl 
beide positiv oder beide negativ sind ; dass dagegen in dem Falle, 
wo ■£, und y, ungleiche Vorzeichen haben, A zwischen 90" und 
180° oder zwischen 270° und 360” genommen werden muss, je- 
nachdem Æ’, negativ und y, positiv, oder zr, positiv und y, ne
gativ ist.

Bezeichnen wir die geographische Länge des in Rede stehen
den Punktes der Erdoberlläclie in Bezug auf den einen der beiden 
Bcobaclitungsortc, welchem die Sternzeit T entsprechen mag, als 
Anfang der Längen durch Z/; so ist offenbar

27=15(7' — T) oder 27=360"4-15 (7'—T),

je.nachdem 7'— 7 positiv oder negativ ist, und die geographische 
Länge des in Rede stehenden Punktes der Erdoberfläche ist nun, 
wenn Ł die geographische Länge des Beobachtungsortes, welchem 
die Sternzcit 7 entspricht, bezeichnet,

L+L' oder L-\-U—360°,

jenaclidem Ä-f-27 kleiner oder grösser als 360° ist. Dass man 
hier an die Stelle des Beobachtungsorts, welchem die Sternzeit 7 
entspricht, auch den Beobachtungsort, welchem die Sternzcit 7, 
entspricht, setzen kann, versteht sich von seihst.

Nach 34. und 37. ist

g rcosy sin«, sinf«—157) — r, cosy, sin«sin(«,—157,)
“ r cosy cos«, sinf«—157)—cosy, cos« sinf«,—157,)’

woraus leicht die Gleichung

39. rcosysinfa—157)sin(«,—^4)=r, cosy ,sin(a,—157,)'sin(a—A) 
oder

t  cosy, sinf«, —157,) sin («—A) 
r, cos y sinf«—157) sinf«, — A) ’ 
r,  cos y sinf«—157) sinf«,—A) 
r cos y, sinf«, —157,) sinf«—A) 

erhalten wird. Also ist
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f 

cos y sin («j —15T)----- cos y1 sin (a, — 15jř\)
sin («i —1571) sin («— A)—sin (o — 1571) sin (a, — A) 

= COS m ------------------------------ :—;------ ~r.----------------------------- ,? sin («— A)

cos y sin (a—15 T)— cos y, sin (u—IST1!)
sin («, —1571,) sin (a—A) — sin (« — 15T,) sin (a, — A) 

= cos w, ----------------------------- :—-,-------- t:------------------------------------------ ;J 1 sini«!—A) ’
oder, wic man leicht findet,

• z rt . , sin(«-«1)sin(z4-157’)
cos y sin(a,-li>ïj-— cos y, sin {«!-!<> Z j )=cosy-------sin (zt A)-------- ’

r . , . i \ sin(fi-«1)sin(/i-15T1)—cosysin^a-laZj-cosy, sin(a-lo Z1)=cosy1--------s-n ------- ;

und folglich nach 36.

I
sin <f sin («—zí)-t-cos ff tang ď sin (A — 15T) 
~i=r Sin (a —A) ’

sin y, sin(«!—z4)-ł-cosz/., tang J, sinfzf—1577!) 
a* r' sin i«,—A)

Berechnet man die llülfswinkel y und ipl mittelst der Formeln
„ tang ď sin (A—1571) tang ď, sin (A—1577,)42. tang y =— . . ..-----, tang y, =—^-Ť-7——7;» 2 sin («—A) □ ti sin («]—A)

so ist
... sin ('/ 4- y ) sin (y, 4- y, )43. z, =»----------------, zt=r. ----------------- .1 COS Ip 1 COb lpx

Mittelst der Gleichungen 34. und 40. erhält man auch leicht
cosy cosA sih(« —157’) cosy, coSzZsinf«, — 15T,)44. Æ’.=7--------- :---- , X, =r, ------------ :----------------------1 sm (a—A) ’ 1 sm («!—A)

und .
cosy sin//sin(«—1571) cosy, sinzfsint«. — IST.)

4». »/. =r---- ----- ---------- t:-------- , V, ==r, -----------t—,------ ----------  ;Sill («—A) ■'*  sin («,—A)
also

„ cosz/2 sin(«—15T)= cosy,2 sinf«,—1571,)2
46. ------sill(K_Jp------=rt------Sin(f^^--------•

Bezeichnen wir die geoccntrische Breite des Punktes der Erd
oberfläche, in welchem dieselbe von der von dem Mittelpunkte der 
Erde nach de» beobachteten Punkte der Sternschnuppen-Bahn ge
zogenen geraden Linie geschnitten wird, durch Zf; so ist offenbar 
in völliger Allgemeinheit

47. tang B ■=., , =-,
° V/^i24-y12

d. i. nach 41. und 46.

I
 . tang ff sin (« — A) 4- tang ď sin (A—15 T)

tang Z? = ±--------------------- (C_i5řj---------------------’

„ , tang y! sin («!—zf)4-tang ď, sin (A—1571,)
tang B = ±--------------------siu («1-157’1')------------------- 5 
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50.

das Zeichen jederzeit so genommen, dass tang B mit z, einerlei 
Vorzeichen erhält, d. h. so, dass tang B positiv oder negativ wird, 
jcnachdem die Grössen

sin (a—A) und sin y sin (a—A)~t~cos y tang J sin {A —157) 
oder
sin (<z,—A) und sin y, sin (a,—^4)-|-cos y, tang J, sin(yi—IST1,)

gleiche oder ungleiche 1 orzeichen haben. Auch ist

tane B = zt —, z Z* *-------= zt — cos A,

I r cos y sin (a, —1571)—r, cos y, sin («, —157’,) 
sin («—«,) cos d ’

__ , T cos y sin («—1571) — r, cos y, sin (a—1571,) 
1_____________________sin (a — b,) cos ď, ’

die Zeichen so genommen, dass die Grössen auf den rechten Sei
ten der Gleichheitszeichen positiv werden. Mittelst dieser Formeln 
erhält man ferner, weil nach dem Obigen

„ _, rcosysinf«— 15 T)—r, cosy, si n(«—157', )
x,—r, cosy. cosla/,=cos«,-------------------- :— -------- ;-------------------- .1 1 J sinfß—«,)

. , . rcosysinfrc—157’)—r,cosy,sinfß—1571,)V,—r, cosy, sin laT, = sin«, -  --------------;,Jl 1 1 sinfß—«,)
• , - rcosysinf«—KT)—r, cosy, sia(«—1571,)

z, -"-r, siny, = tango,----------------------- :—------ v----------------------1 1 D sin fß—ß,)
ist,

—r cos y cos 15 T)-A-{yx— r cosy sin 15 T)a-p-(s, —rsin y)1, 
■®i =^/' (.z-1-r,csy,csl57’,):!-|-(y,-r1csy1siul5 7’,)I-ł-(s, -r, siny, )® ;

und folglich, weil nach dem Obigen, wric man leicht findet,

,_ _ rcosysinf«,—IST1)—r. cosy. sinfß,—1571,)x, —r cos y cos la 7= cos a----------------------- :— ------------------- =-----------,
, sin (“ — «i)

• m ■ rcosy sinfß,—IST’)—r. cosy. sinfß,—157*,)?/, —r cos y. sin la 1 = sin «------ ----------------- ■.—-—11-------- —,r sin (ß—b,)
. •, r cosy sinfß,—15T)—r. cosy, sinfß,— IST1,)

x, —r sin y = tang a ------------------------ :—-------- r2-------------------------1 ’ ° sin («—fi,)
und

das Zeichen so genommen, dass tang B mit z, einerlei Vorzeichen 
erhält. Nun erhellet aber leicht, dass .z-, und cos A jederzeit 
gleiche Vorzeichen haben. Folglich ist in völliger Allgemeinheit

49. tang B = — cos A. “ ar,
Bezeichnet man durch E und E, die Entfernungen des beob

achteten Punktes der Sternschnuppen - Bahn von den beiden Bcob- 
achtuugsortcn ; so ist
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cos y sin («,—15 T)-----^7 cos y, sin («, —15 T])

= cos y sin (a—«,) sin G4—157) 
sin («— A}

— cos y sin (a—15T) — cos sin (a —15 7,)
sin («—«,) sin {A—157,) 

= cos (p, ----------- ■■—------- t;---------------’ * sin («, — A)
ist, leicht

, cos y sin (A—157) j_ cos y, sin —15 7,) 
0 ‘ 7 cos ď sin («—A) ’ 1 r* cos ď, sin (a,—A) *
die Zeichen so genommen, dass die Grössen auf den rechten Sei
ten der Gleichheitszeichen positiv werden.

Bezeichnen wir die Entfernung des beobachteten Punktes der 
Sternschnuppen-Bahn vom Mittelpunkte der Erde durch Ä; so ist 
offenbar 

 
R cos B = l/zr,2 -1- y,2, R = —X'

1 J1 ’ r.ns K 1

= r COS

nnd folglich nach 46.
. cos y sin (a—157)  . cos y, siní«, — 157,)

a2. R = ± i------- —=—1-------- R == — ri--------------tí—■—ž-------- M—icos li sin (a — A) 1 cos li sin (a,—A)
die Vorzeichen so genommen, dass die Grössen auf den rechten Sei
ten der Gleichheitszeichen positiv werden.

Man bat also jetzt zur Berechnung aller auf die Enge des be
obachteten Punktes der Sternschnuppen - Bahn im Raume Bezug 
habenden Grössen die folgenden Formeln:

___r cos y sin «, sin (« —157)—r, cos y, sin« sin («,—157,) 
tang r cos y, cos «, sin (« — 157)—z", cos y, cos« sin («, —157,)’

cos y cos A sin («—157)  cos y, cos A sin («,—157,) 
r sin (« — A} sin («,—A) ’

cos y sin A sin (« — 157) cos y, sin A sin («, — 157,)
r siní«—A} r* sin («,—A) ’

' tang ď sin (A—157) tang ď, sin (A—157,)
tanS sin («=:*)-------’ tDDS V* =-------- ’

sin (y+y) 
cos y

tang jB = — cos A,

E cos y sin M—157) j cos y, sin (.4—157,)
cos <1 sin («—A) ’ * 1 cos ď, sin («,—A) ’

i cos y sin (« —157) , cos y, sin («, — 157,)
cos li sin (a—A) 1 cos Zř sin (a,—A) ’

in den Ausdrücken für E, Et, R die Zeichen so genommen, dass 
die Grössen auf den rechten Seiten der Gleichheitszeichen positiv 
werden.

Den Ausdrücken von E nnd Et kann man auch die folgende 
Gestalt geben:



160
, cos y tang ip cos y, tang ?//,

sin o 1 1 sin dj
Verlangt man die Coordinaten xt, y,, z, nicht zu kennen, so 
stellt inan die Formeln am besten unter der folgenden Gestalt dar:

__ r cos <f> sin«, sin («— J571)—r, cosy, sin« sin («,—1571,) 
lang r eos q cos sjn —137')—rt cos tf-, ros « sin («, — 157',)’ 

tangd'sin(z/—1571) tang ď. sin (.4—1571,)
*»"5^= sinf«-^) *»"5^= --------s„, (ft|_j)--- >

„____ »in («~^4) sin (y+y)_______|_ sin («, — J) sin (y,
anS cos <f cos \p sin («—157’) cos <fx cos y, sinf«,—157’,)’

. cos y tangy cos y, tangy,
E'=-±. r------ ;—f----- , E, = ±r, -------------f------- ,sin o 1 sin d,

cos y sin(«—1571)  eos </ , sin («,— IST1,)
7 cos 11 sin (« — t4) r' cos U sin («,—A)

In den Ausdrücken von tang R müssen die Zeichen so genommen 
werden, dass tang R positiv oder negativ wird, jenachdein die 
Grössen cos y, sin ((p+ÿ) oder cos y,, sin (y, + y,) gleiche 
oder ungleiche Vorzeichen haben.

Ohne Schwierigkeit kann man auch nach den folgenden sich 
leicht aus dem Obigen ergebenden Forineln rechnen:

r cos y siii («, — 1571)—z, cos y, sin («, —IST1,)
» =--------------------------- '■—<-------- ä-------------------------- >sin (« — «,) ’

xr, =: M cos « + ?• cos <j> cos 1571,
y, =.n sin «+»• cos çp sin 15T,
3,.= z< lang d+r sin </,

tang A = —,6 xr,’

tang R = — eos A,

____ , cos y sin {A—IST1) t 
cos ď sin («—A) ’

— , cos y, sin (A—1571,)
E. = r. ---------v--------?-------- ,1 1 cos d, sin («,—A)

j cos y sin («—1571) 
r cos li sin («—A) ’

oder auch nach den folgenden Formeln:
r cos y sin (« —1571)—rt cos y, sin («—IST1,) 

sin («—a,) ’
=m, cos a,-ł-r, cos çp, cos 15T,,

y, =m, sin «,+r, cos ç>, sin 15T,,
z, =n, tang d, +r, sin </>,,

tnng A = —,
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tang B = — cos yí,

cos <f sin {A—15T) 
cos ď sin (« — A) ’

cos y, sin (A—1571,) 
cos <f, sin («,—A) ’

B = ±r, cos </A sin («, —157\) 
cos li sin («,—A)

Die Vorzeichen in den Ausdrücken von E, E„ R müssen im
mer so genommen werden, dass die in Rede stehenden Grössen po
sitiv werden.

§• 5.
Auch bei Beobachtungen, die sich uls gleichzeitig erwiesen ha

ben , wird wohl fast nie der fall eintreten, dass die Bedingungs
gleichung 23. genau erfüllt ist, sondern dies wird immer nur uähe- 
rungsweise Statt finden. Dadurch ist Brandes“) veranlasst wor
den , bei der Auflösung unserer Aufgabe von einer andern Ansicht 
auszugehen, indem er nämlich auf den beiden Gesichtslinien die 
beiden Punkte bestimmt, deren Entfernung von einander ein Mini
mum ist, und in der Grösse dieser Entfernung zugleich ein Krite
rium für die Genauigkeit der Beobachtungen lindet.

Die Gleichungen der beiden Gesichtslinien in dein Systeme der 
^i?/i2i> welches wir hier wieder zum Grnnde legeu können, sind 
nach 10.

■r,=s, cos a cot d-f-r (cos y cos 15 T—cos a cot ë sin y), 
yI=3, sin a cot ó-J-r (cos <p sin 15 T—sin a cot ó sin y) 

und
.#■,=«, cos «j cot^-j-r, (cos y, cos 15Tl—cos a, coti, siny,), 
y, sin a, cot i, -ł-r, (cos y, sin 15 T, — sin a, cot i, sin y,).

Die Coordinaten der beiden Punkte dieser Linien, deren Ab
stand von einander ein Minimum ist, seien respective X, Y, Z 
und X', Y', Z', und der Abstand dieser beiden Punkte von einan
der sei <S'; so hat man die folgenden fünf Gleichungen :

{
X=Z cos a cot ď-f-z- (cos y cos 15 7’—cos a cot ë sin y), 
F=Z sin « cot i-f-r (cos y sin 1571—sin a cot ë sin y);

J X'=Z' cos a, cotJ,-|-z-, (cosy, coslST1,—cosa, cotď, siny,), 
[Y'—Z' sin a, coti, -j-z-, (cosy, sin 1571,—sina, cotd, siny,);

55. Ä2 = (X — X')2 4- ( Y—Y’)- 4- (Z — Z')2.

•) Brandes Unterhaltungen fůr Freunde der Physik und Astronomie. 
Leipzig, 1826. Heft 1. Die von mir im Folgenden entwickelten Formeln 
dürften übrigens Tor den Ton Brandes gegebenen Formeln wesent- 
liebe Vorzüge haben, so wie denn überhaupt die von mir angewandte 
Analysis von der sich iin Geiste der altern geometrischen Analysis hal
tenden Methode von Brandes ganz verschieden ist.

Tbeill. (J
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Nach den Bedingungen der Aufgabe müssen X, Y, Z und 

X', Y', 7J so bestimmt worden, «fass ein Minimum wird. Man 
kann aber offenbar S als eine Function der beiden von einander 
unabhängigen veränderlichen Grössen Z und Z' betrachten, und 
hat also nach den Principien der Differentialrechnung die beiden 
folgenden Gleichungen:

-c tdS\ n ídSi na6. (^) = 0, (^) = 0,

wo die Differenlialquoticnten partielle Differentialqnotienten sind. 
Aus der Gleichung a5. erhält man aber, indem man nur überlegt, 
dass X und Y bloss von Z, X' und Y' bloss von Z' abhängen, 
sogleich

« (f) = (x-x) g+(r- r; g+ z-z, 

- » <S) = ( x- X') g + ( r- r» g + z- z-, 

und hat also nach 56. die beiden folgenden Bedingungsgleichungen: 

(x_x') g + (y-P) g +z-z'=o, 

(X-X') g + (Y—Y') % + Z-z-=o.

Nach 53. und 54. ist aber
dx < x dY ■ <x
dZ ’ dZ ’

<ZX' . dr . .
d/. cos «i cot dlt dj’ —— s,n “i cot "i 5

und folglich
f(X—X') cos a cot <f+(J—Y') sin a cot 3-Ą-Z—Z'=0,
|(X—X') cos a, coti,+(Y—Y') sina, cot <f,4~Z—Z'=0; 

oder
58 f(X—X') cos a+(Y—F') sin a-f-(Z—Z') tang J=0, 

|(X—X') cos a,+(F—F') sin a,4-(Z — Z') tang d,^0.

Aus diesen beiden Gleichungen und den vier Gleichungen 53. und 
54. sind die sechs Coordinaten X, Y, Z und X', Y', Z' zu be
stimmen.

Aus den Gleichungen 57. erhält man ohne alle Schwierigkeit
(X-X') (cos a cot S—cos a, cot <f,)-|-(F—F'J (sin a cot 3

— sin a, cot <f,) = 0 
und
(X—X') sin (a—a,) cot 3 cot <f,-ł-(Z—Z') (sin a cot 3

—sin a, cot <f,)=0,
(Y—F) sin (a—a,) cot 3 cot <f,—(Z—Z’) (cos a cot 3

— cos«, cotd,)=0; 
also
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y—y'  cosncotď—cos«, cotd,  cos« tang (T,—cos«, tangď

' X—X' sin,« cotď—sin«, cotď, sin « tangď,— sin«, tangď

und

1
„ _r/  sin « cot ď—sin «, cot ď, . r, „

sin («—«,) cot ď cot ď, *

—r  cos « cot ď-—cos «, cot (Î, .
sin («—«,) cot ď cot '

oder

1
X—X'=__sin " tanp ďi~sin “i ta°g J (z— Z'l

sin (a — «,) l
v v/ cos “ ta”r —cos «, tang <J

sin (a — «,) v >
Setzt man der Kürze wegen

{
A = r (cos JP cos la T—cos a cot 8 sin jp),
Al = r, (cos JP, cos 15 T,—cos a, cot d, sin çp,) 

und

{
B=.r (cos JP sin 15 T—sin a cot 8 sin <p)
Bt-=.rx (cos çp, sin 157’,—sin w, cot d, sin <jp,);

so ist nacb 53. und 54.
64. X = Z cos a cot 8-t-A, 1=Z sin a cot d-fr-Zř,

65. X’=Z' cos a, cot 8l-\-At, Y=Z' sin a, cot d,-f-jB, 
und folglich

X—X'=^4—Ai-ł-Zi cos a cot 8—Z' cos cc, cot J,,
Y— Y'=B—Bx-\-Z sin a cot 8—Z' sin a, cot 8,.

Führt man dies in die Gleichungen 57. ein, so erhält man die bei
den folgenden Gleichungen zwischen Z und Z':

j(A—A,) cos a-f-(B—B,) sin a| cot d-f- Z cosec d2
— Z' |14-cos (a—a,) cot 8 cot d, ] =0, 

|(^4—Aj) cos a,-f-(Z?—Bt) sin a,| cot d, — Z' cosec d,2
-I-Z |l + cos (a — «,) cot 8 cot d, ] =0; 

aus denen sich auf dem Wege der gewöhnlichen Elimination ferner 
die beiden folgenden Gleichungen ergeben:

66. cot 8 cosec d,2 \(A—At) cos a-|-(Z?—/?,) sin a| 
—cotd, |l+cos(a—a, )cotdcotd, ] f(A—A,)cosat-l-(B—B,)sin«, | 
=—Z (cosec d2 cosec d,2 — (1-fr-cos (a—a,) cot 8 cot d,)2|,

67. cot d, cosec d2 f(A—A,) cos a,-ł-(Z?—Ä,) sin a,| 
—cotd (l-f-cos(a—a,) cotdcotd,} f(A—A,) cosu-f-(B—Z?,) sin«[ 

:=Z' (cosec d2 cosec d,2—(14-cos (a—a,) cot 8 cot d,)2 ].

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Addition und Subtraction 
11’
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68. cotdcotd, (cotd,-cos(a-a,)cotd| |p4-^4,)cosa4-(Z?-Z?,)sina] 
4-cotdcotd, Jcotd-cos(a-ß,)cotd, | ((^4-^4,)cosa,4-(jB-Ä,)sina,1 
=—(Z—Z') (cosecd2 cosecd,2—(1-J-cos (a— a,) cotd cotd,)2],
69. cot 3 [ 14-cosec d, 24-cos (a—a,) cotd cotd,] (p/—^4,) cosa

4-(Z?— jB,) sina}
— cotd, (14-cosec d24-cos (a—a,) cot 3 cot d, ] ((^í—yí,)cosa,

4-(Z?—JI,) sin«,] 
=-(Z+Z') ( cosec d2 coscc d,2—(14-cos (a—a,) cot d cotd, )2| ; 
oder, wenn man auf beiden Seiten der vorhergehenden und dieser 
Gleichungen mit sin 3- sin d,2 iniiltiplicirt:

70. —Z |1 — (siu d sin d,4cos  3 cos d, cos (a — a,))2] 
= sin 3 cos 3 ((.4— A,) cos a4-(Z?—Z?,) sin a]

*

— sind cosd, |sin d sin d,4~cosd cosd, cos (a—a,)| \(A—j4I)cosa1
4~ (B — Bt) sin at\,

71. Z' |1—(sin 3 sin d,4-cos 3 cos d, cos (a—a,))2j 
= sin d, cos d, ((^4—^4,) cos a,4-(Z?—B,) sin a,|

—cosdsind, (sindsind, 4“cosdcosd, cos(a—a,)| |(^4—At) cosa
4~ (Z?—jB,) sin a| 

und
72. —(Z—Z') |1 — (sin 3 sin d, 4-cos 3 cos d, cos (a—a,))2| 
:=cosdcosd, (sindcosd,—cosdsind, cos(a— a,)| |(^4—A,) cosa

4~(Zř—Zř,) sin a] 
4-cosdcosd, (cosdsind,—sindcosd, cos(a—a,)| {(A—A,)cosat 

+ (B—B,) sin a, I,
73. —(Z4-Z') (1—(sin d sin d, 4-cos 3 cos d, cos (a—a,))!| 
= cosd (sin d4~ sind, (sind sind, 4-cos d cosd, cos (a—a,))|

\(A — At) cos«4-(Z? — Z?,) sina]
— cosd, |sind,4"sind (sind sind,4“C0sd cosd, cos (a—«,))]

|(^4— y/,) cos a, -t~(B — Bt) sin a, |.
Nach 61. ist 

( X- XT4-Í Y- F?—tangJ2+tangtfl 2~2taDgcrtanKJ.cos(c—z z,p 

und folglich nach 55., wie man leicht findet,
__ 1—(sin ď sin ď,-|-cos â cos ď, cos («—«,)|2 .

cos ď2 cos ď,2 sin («—«,)2 ' ’
oder

—(sin ď sin cL-f-cos ď cos <í, cos («—«,)t274. A’ = zE ( Z — Z’)-------- !v ’ COS <) COS ď, Slil («—«,)
das Zeichen immer so genommen, dass positiv wird.

Wir haben nun alle zur Berechnung von X, F, Z und
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X', Y', Z' und A*  nöthigcn Formeln. Durch Einführung zweier 
Hülfswinkel kann man eich jedoch die Rechnung noch bedeutend 
erleichtern. Weil nämlich
sin 6 ein S, 4-cos S cos d, cos (a—at)

= sin â [sin <J, -4-cos J, cos (a — cc,) cot <J| 
ist; so ist, wenn man

75. cot 2; = cos (a — a,) cot d
setzt,
76. sin â sin d.-4-cos â cos d, cos (a—a, ) = S~n cos fd,—£).

Auf folgende Art kann aber leicht gezeigt werden, dass über
haupt der absolute Werth von

cos a cos b -f- sin a sin b cos C
nie grösser als die Einheit ist, was auch a, b, C sein mögen.

Sowohl der absolute Werth von cos a cos b, als auch der ab
solute Werth von sin a sin b cos C ist niemals grösser als die 
Einheit.

Haben also die Grössen cos a cos b und siu a sin b cos C 
entgegengesetzte Vorzeichen, so ist offenbar der absolute Werth von 

cos a cos b -f- sin a sin b cos C 
nicht grösser als die Einheit.

Haben aber die Grössen cos a cos b und sin a sin b cos C 
gleiche Vorzeichen, so seien dieselben zuerst beide positiv. Dann 
ist offenbar, wenn sin a sin b positiv ist,

b -f- sin a sin b cos C cos a cos b -1- sin a sin b,coscos a 
d. i.

a cos b -4~ sin a sin b cos Ccos (a — b), cos

woraus das zu Beweisende folgt. Wenn aber sin a sin b negativ 
ist, so ist offenbar

cos a cos ä-4- sin a sin b cos C - cos « cos b — sin a sin b, 
d. i.

cos a cos d-f-sin a sin b cos <7^ cos (a-ł-b), 

woraus wieder das zu Beweisende folgt.
Wenn ferner die Grössen cos a cos b und sin a sin b cos C 

beide negativ sind; so sind die Grössen cos (180°-f-a) cos b und 
sin (180°+ <z) sin b cos C beide positiv, und nach dem Vorher
gehenden ist folglich

cos (180° -f-a) cos d-4-sin (180°-f-<z) sin b cos C^l, 
d. i.

— cos a cos b — sin a sin b cos 1.
Es ist aber
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— cos u cos b — sin a sin b cos C

der absolute Werth von
cos a cos b 4- sin a siu b cos C,

und hierdurch folglich auch in diesem Falle unser Satz bewiesen, 
so dass derselbe also jetzt allgemein bewiesen ist.

Dass auch der absolute Werth von
cos a cos b — sin a sin b cos C

niemals grösser als die Einheit ist, ergiebt sich aus dem Vorher
gehenden unmittelbar, wenn man, was verstattet ist, —a für a setzt.

Dass auch der absolute Werlh von
sin a sin ózteos a cos b cos C

niemals grösser als die Einheit ist, folgt aus dem Vorhergehenden 
sogleich, wenn man für a und b respective 90"—a und 90° — b 
setzt.

Weil also hiernach der absolute Werth von

sin S sin d, 4-cos 8 cos d, cos (a — cos (d. —

nicht grösser als die Einheit ist, so kann man den Hülfswinkel i/» 
mittelst der Formel

__ sin ď . „ ...
li. cos = ^-n-- cos (d, — Ś)

berechnen.
Alles dieses vorausgesetzt, haben wir nur zur Berechnung der 

gesuchten Grössen die folgenden aus dem Obigen sich leicht erge
benden Formeln:

A-=r (cos çp cos 15 T—cos a cot d sin çp),
R=.r (cos y sin 157—sin a cot d sin 5p),

A^ = rt (cos g>t cos 15 Tt —cos «, cot d, sin 5p,),
Bl-=rl (cos jp, sin 157*,  —sin «, cot d, sin </>,),

— At) cos «+(Ä — Bt) sin a,
Kj =. (A — At) cos a, -1- (B — Bt) sin «„

— Z sin t/>2 = sin d (7i cos d — K, cos d, cos ip),
Z' sin ip'‘ = sin d, (Æ, cos d, — A” cos d cos ip),

X. = A 4- Z cos a cot d, l’= B 4- Z sin a cot d;
X.' = AI 4- Z' cos a, cot d,, Y'=BI 4*  Z' sin a, cot d, ;

(Z —Z') sin y  
cos cF cos ď, sin (« — a,)’

wo in der letzten Formel das Zeichen immer so genommen werden 
muss, dass S positiv wird.

Was man nun noch zu wissen verlangt, lässt sich mittelst der 
durch die vorhergehenden Formeln bekannt gewordenen Grössen 
mit Hülfe der bekannten Formeln der analytischen Geometrie im
mer ohne Schwierigkeit finden. Bezeichnen wir nämlich z. B. 
durch L und L> die geocentrischen Breiten der Funkte der Erd-



167
Oberfläche, in denen dieselbe von den von dem Mittelpunkte der 
Erde nach den Punkten ( X YZ) und X' Y* Z') gezogenen geraden 
Linien geschnitten wird; und durch R und R’ die Entfernungen 
der Punkte (XYZ) und (X'Y'Z’) vom Mittelpunkte der Erde; 
so ist

78. tang Ä = =—-, tang L' = ,6 l/X’H- }" b Kx'*4-F a 
und

79.

oder nach dein Vorhergehenden
80. R=.~ R— 7^..

sm L? sin Lt
Um sich die Berechnung von L und L> mittelst der Formeln 78. 
zu erleichtern, berechne man zwei Hülfswiukel © und & mittelst 
der Formeln

Y Y'81. tang © =-^-, tang ©' = -ÿ;
dann ist

Z Z'82. lang = cos ©, tang U = cos ©',

wo die Zeichen immer so zu nehmen sind, dass tang l> und 
tang E' respective mit Z und Z’ gleiche Vorzeichen erhalten.

Sind E und E', die Entfernungen der Punkte (Xl'Z) und 
(X'Y’Z') von den beiden Beobaclilungsorten, deren geoccntriscbe 
Breiten if und y, sind; so ist
E=\/px—r-cosępcosl57')i+( Y—zcosy sin 15 T)--ł-( Z—rsiny)’, 
Ł\’— |/(X<^, esy, cslaT, )2+( Y'-r, esy, sin 15T, )2+( Z'-r, siny 1)2; 

und folglich, wie man mittelst des Obigen leicht findet,

83. E=±z,~r s,in y, Æ'. = ~Zi rn —>
sm á ’ 1 sin ď,

die Zeichen so genommen, dass die Grössen E und E,' positiv 
werden.

§• 6-
In neuester Zeit haben Quetelet") und Bessel °°) eine an

dere Bereclinungsart der Sternschnuppen in Vorschlag gebracht, bei

*) Correspondance mathéin. et physiqne publiée par A. Quetclet. Toin.IX. 
Bruxelles. 1837. p. 189. Uebrigens ist die folgende Analysis nebst den 
Formeln von der Herrn Quetelets ganz verschieden.

*’) Schumachers astronomische Nachrichten. Band XVI. Altona. 1839. 
S. 321. Ueber diese wichtige Abhandlung wird späterhin, wie schon 
oben erwähnt worden ist, eine ausführliche Relation in dem Archive 
geliefert werden. Hier mag nur erwähnt werden, dass sich Bessel 
durchaus bloss der sphärischen Trigonometrie auf eine äusserst ele
gante Weise bedient, und zu höchst eleganten Formeln gelangt.
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welcher angenommen wird, dass die Bahn einer Sternschnuppe 
während der immer nur sehr kurzen Dauer ihrer Sichtbarkeit eine 
gerade Linie ist. Zngleich setzt diese Berechnungsart voraus, dass 
an jedem der beiden Beohachtungsorte sowohl der Pnnkt des Ent
stehens, als auch der Punkt des Erlöschens der Sternschnuppe be
obachtet worden ist, so dass man also an jedem der beiden Be
obacht ungsortc die Rectascension und Déclination dieser beiden 
Punkte erhält. Die immer sehr kleine Zwischenzeit zwischen dem 
Entstehen und Erlöschen wird unberücksichtigt gelassen oder als 
verschwindend betrachtet, und daher die Erde während der ganzen 
Dauer des Phänomens als ruhend iin Kanine angenommen, weshalb 
wir also auch jetzt das Coordinatensystem der werden zum
Grunde legen können. Durch jeden Beobachtungsort und die bei
den von demselben uach der Sternschnuppen-Bann gezogenen Ge
sichtslinien wird eine Ebene gelegt, und die Sternschnuppen - Bahn 
als die Durchschnittslinie der beiden auf diese Weise erhaltenen 
Ebenen betrachtet. Diese Berecbnungsart hat offenbar den Vortheil, 
dass bei ihr nicht angenommen wird, dass die Sternschnuppe von 
beiden Beobachtern gleichzeitig entstehend und gleichzeitig er
löschend gesehen wird, eine Annahme, die allerdings nur unter der 
Voraussetzung eines ganz plötzlichen Entstehens und Erlöschens 
der Sternschnuppen znlässig ist, gegen deren Richtigkeit nament
lich Bcssel sehr gegründete Zweifel erhoben, und eben deshalb 
die vorher in kurzen Umrissen dargelegte neue Berechnungsart in 
Vorschlag gebracht bat, die allerdings auch geometrisch genau ist, 
insofern man die Bahnen der Sternschnuppen während der Dauer 
ihrer Sichtbarkeit als geradlinig und die Zwischenzeit zwischen 
den Momenten des Entstehens und Erlöschens als verschwindend, 
die Erdc also während dieser Zeit als ruhend im Räume betrach
ten darf.

ludern wir nun den so eben in der Kürze vorgezeichneten Weg 
etwas weiter verfolgen wollen, bezeichnen wir, alle übrigen im 
Vorhergehenden gebrauchten Symbole, auch jetzt beibehaltend, die 
Rectascension und Déclination der Punkte des Entstehens und Er
löschens an dem einen Beobachtungsorte durch a, S und ö', an 
dem andern Beohachtungsorte durch a„ St und «/, J,'.

Fassen wir zunächst bloss den ersten Beobachtungsort in’s 
Auge und setzen der Kürze wegen

S
A = r (cos (f cos 157—cos a cot S sin y), 
B-=r (cos y sin 157— sin a cot ê sin 5p), 
A'-=r (cos (f> cos 157—cos u' cot S' sin y), 
B’-=r (cos y sin 157— sin a' cot ď sin y);

so sind nach 10. die Gleichungen der beiden nach der Sternschnup
pen-Bahn gezogenen Gesichtslinien

85. = s, cos a cot d-t- A, sin a cot ď-p- B
und

86. zz-, =sx cos u' cot ë’A-A', — s, sin a' cot S B‘.
Die Gleichung der durch diese beiden Gesichtslinien bestimmten 
Ebene sei
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87. Cr, — Dy. — Ex.— E=0-, .

60 ist noch 85. und 86. fůr jedes s,
(C cos a cot d—D sin a cot d— E) x. AC—BD — 7=0, 
(C cosi/ cotd' — D sin«' cot ď—E!) x.-\-A'C—B'D—7=0^ 
und folglich

C cos a cot d — D sin « cot d—7=0, 
C cos «' cot ď — D sin «' cot ď — E=Q

und
AC— BD — 7=0,
A'C— B’D — F= 0.

Also ist
(A —A) C- (B—B')D = 0,

(cos « cot d— cos a' cot ď) C — (sin « cot d — siu «’ cot d'J 7=0; 
und folglich

__ A — A' ç cos e cot d — cos a’ cot cF- 
B — B sin a cot cF — sin a cot ď

Ferner findet man leicht
sin (« — «') cot <F cot ď 

sin a cot <F — sin «' cot ä'
und

F= — —CD -- D
oder

ji(sin « cot cF— sin a cot <F) — B(cos a cot cF— cos a cot ď) 
sin a cot cF — sin a cot ď c.

Daher kann man
C=sin « cot d—sin «' cot ď, 
D = cos « cot d — cos «' cot d',
7= sin (a — «') cot d cotď, 
F=AC- BD 

setzen.
Setzt man also jetzt für den einen Beobacbtungsort

I
A-=r (cos y cos 157—cos « cot d sin y), 
B=-r (cos ff sin 157— sin « cot d sin y), 
A'^=.r (cos y cos 157—cos «' cot d' sin jp)> 
B'=.r (cos ff sin 157— sin «' cot ď sin y), 
C=sin a cot d—sin «' cot d', 
D = cos a cot d — cos «' cot d', 
7= sin («—«') cot d cot ď

und für den andern Beobachtungsort



170

I
At^=rt (cos y, cos 157,—cos a, cot d, sio <p,),
B, = r, (cos ę>, sin 157, — sin a, cot d, sin jp,),
A,'=r, (cos y, cos 157j — cos a,' cot d,' sin y,),

(cos ęoB sin 157,— sin a,' cot d/ sin ę>,),

C, = sin a, cot d, —sin a/ cot d,',
JDt =cos a, cot d, —cos a/ cot d,', 

=sin (a, —«,') cot di cot d,';so sind die Gleichungen der beiden durch die Beobachtungsorte 
und die entsprechenden Gesichtslinien gelegten Ebenen

90 I Gr, — Dy, —Ext — AC-+- BD = 0,
°’ ICt^,— Btyt— EtXt —

oder

Í CCr, — yf,) —ZĄfy.--77J—7s>, =0;

nnd diese Gleichungen sind also auch zugleich die Gleichungen der 
Durchschnittslinie der beiden in Rede stehenden Ebenen, d. i. die 
Gleichungen der Sternschnuppen-Balin. Eliminirt man aus diesen 
Gleichungen nach der Reihe y,, Æ,, so erhält man die drei 
folgenden Gleichungen:

I
(CEt — C\E).c, — UW —BtE)yt — (JC— BD)E,

+ (AIC1—BtD,)E=0,
(CD, — CtD)^t+(DE, — D,E)%,-(AC-BD)D,

4- (A, Ci—BID,)D = 0, 
(CDt — C, D)y, 4- (CE, — C,E)Z, — (AC — BJ)}(\-ł-(A,Ct —BlBI)C=0-, 

welche die Gleichungen der Projectionen der Sternschnuppen-Bahn 
auf den drei Coordinatenebenen sind. Die Gleichungen der Pro
jectionen einer durch den Anfang der Coordinaten, d. i. den Mit
telpunkt der Erde, gelegten, der Sternschnuppen-Balin parallelen 
geraden Linie sind:

I
( CE, — C, E)x, — (DE, —B,E)yt=0,
(CD, — C,D)Xt + (DE — D,E]x, =0, 
(CD, — CJD)y,+(CE, — ClE)xl =0.

Bezeichnet B die Rectascension des Punktes der Sphäre, in 
welchem dieselbe von dem auf der positiven Seite der Ebene der 
.t,z, liegenden Theile der in Rede stehenden Linie geschnitten 
wird; so ist, weil

CEt—C'E
—DE,— D,E 'V'

ist, nach den Principien der analytischen Geometrie
. » CE,— C,E94. tang B— DEt—DtE'
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wobei man zu beachten hat, dass R immer positiv und offenbar nie 
grösser als 180° ist.

Ferner sei Ą die Déclination des Punktes, in welchem die 
Sphäre von dem auf der positiven Seite der Ebene der ^,5, lie
genden Theile der durch den Anfang der Coordinaten mit der 
Sternschnuppen-Bahn parallel gezogenen geraden Linie geschnitten 
wird, wobei man nicht zu übersehen hat, dass Ą positiv oder ne
gativ ist, jenachdem der in Rede stehende Theil der durch den 
Anfang der Coordinaten mit der Sternschnuppen-Buhn parallel ge
zogenen geraden Linie auf der positiven oder negativen Seite der 
Ebene der x,y, liegt, so ist nach den Principien der analytischen 
Geometrie

. As___________________ (C7>, -C,g)2________________sm û C + C  nEy>

und folglich
. A2___________(c^-c.py-
tang a —(C£’,—C,

also nach 94., wie man leicht findet,
CD -CD-

95. tang A2 = ■ cos R*.

Nach 93. ist
s,  CD,-!:,!)
x, DE,— D,E

die Gleichung der Projection der durch den Anfang der Coordina
ten mit der Sternschnuppen -Bahn parallel gezogenen geraden Linie 
auf der Ebene der

Ist nun zuvörderst Ä«<90o, also cos R positiv, so ist offen
bar Aj und folglich auch tang A, positiv oder negativ, jenachdem 
in obiger Gleichung x, und z, gleiche oder ungleiche Vorzeichen 

haben, d. i. — oder
CD,—C,D
DE,—D,E

positiv oder negativ ist, und folglich nach 95. in diesem Falle 
offenbar

cn.-c.D B
tang A = ~ —ZĄE cos R-

Wenn ferner Z?>90o, also cos R negativ ist, so ist offenbar A, 
und folglich auch taug A, positiv oder negativ, jenachdem in obiger 
Gleichung xt und s, ungleiche oder gleiche Vorzeichen haben, d. i. 
— oder

CD,—C,D 
DE, — D,E

negativ oder positiv ist, und nach 95. ist also in diesem Falle 
offenbar wieder

. CD, - C,D 
tang b^ = — OEi_D^Ë «os R
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Daher ist in völliger Allgemeinbeit

ru; . * Cb,— C,b D90. tang A = — [)g cos

Bezeichnen X, Y die Coordinaten des Durchschnittspunktes der 
Sternschnuppen-Bahn mit der Ebene der sc,y, oder mit der Ebene 
des Acquators; so ist nach 92.

I
 __ (AC—BD)b, — (A,C,—B,D,)D

CD,-C,b
(AC—BD)C, — (A,C, — B,B,)C

1— Cb,—C,D ’

und durch die Formeln 94., 96. und 97. ist nun offenbar die Lage 
der Sternschnuppen-Bahn im Raume vollständig« bestimmt.

Zur Bestimmung von X und Y erhält man auch aus den 
Gleichungen 90., wenn man in denselben Æ, = X, y, = Y, 
z, = 0 setzt,

C(X — A) = D( Y— B),
Cl(X — Al) = Dl{Y—Bl}.

Also ist

(X - A) = Y— B, - (ß - B, ),

und folglich
(X-A) = ^ (X-A.j-lB-ß,) 

oder
£ (X-A)-^X-Al) = -(B-Bl)t

und folglich
(X—A) = (A—A1) ^--(B-ßJ 

oder
(X-A) = A-A1-(B-Bl) 

also
A — A, — {B — B,)

Y__  A__ ______________________

oder
t B — B, D, 

X-A=-(A-A,).------A~AtDCj-

1 — T) ' 7\

und folglich 
B-B, D,

X = A-(A-At). A~A^.

1~D • Č?
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Die Grösse Yfindet man dann ferner mittelst der Ausdrücke

Y=B-ł-£(X-A)=Bl+% (X-^.).

Berechnet man die Hülfswinkel 5, tp, ip, mittelst der Formeln 
BB I) jy

98. tang = A_A', tang V = tanff Vù

und folglich

so ist
X = A-(A-At) . >-ta"g g

v 17 1—cot \p taug
oder

X = A - (A - A,) sin * cos « +
v 17 cos £ sin VA — ‘Ai)

r=Ä-(^-^,) cotv 17 cos f sin (ip <p,)
d. i.

Y=B— (A — A,) COS l/< COS (f-ł-l/’,) 
cos f sin (ip— V'i)'

Daher hat man jetzt zur Berechnung von X, Y die Formeln 

99.
X = A-(A—AI)

Y=B-(A—A,)

sin )/' cos (f -i- >/<,) 
cos I sin (y? — ip ,)’ 
cos »/i cos (E + V'J 
cos f sin (v< — ’p ,)*

oder, wenn man
100. Æ=(^-^)coS(g + ^) 

cos I sin (</■ — ipj)
setzt, die Formeln

101. X = A— K sin tp, Y=B — K cos t/>.

Die kürzeste Entfernung P des Mittelpunkts der Erde von der 
Sternschnuppen-Balm, oder die Länge des von dem Mittelpunkte 
der Erde auf die Sternschnuppen-Bahn gelallten Perpendikels kann 
man auf folgende Art finden.

Die Gleichung der von dem Mittelpunkte der Erde durch den 
Durclischnittspunkt der Sternschnuppen - Bahn mit der Ebene des 
Aequators gezogenen geraden Linie ist nach dem Obigen

102. y, = v x,,

oder, wenn wir
103. tang f2 = X 

U l

setzen, so sind vielmehr
104. y, =zr, tang Si, s, =0

die beiden Gleichungen der in Rede stehenden Linie. Weil ferner 
nach 94. und 96.
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CE,— C,E  CD,—C,D tang A
Z>E,-Z>,E — tl,Dg DE,—D~Ë— ~ cos K

ist; so sind nach 93.
K.- . n taní? A10a. »/. = zr, tang R, x, = ,,1 ° ’ 1 cos zc 1

die Gleichungen der durch den Mittelpunkt der Erde mit der Stern
schnuppen - Bahn parallel gezogenen geraden Linie. Bezeichnen wir 
nun jeden der beiden 180° nicht übersteigenden Winkel, welche die 
Sternschnuppen-Bahn mit der durch den Mittelpunkt der Erde und 
ihren Durclischnittspunkt mit der Ebene des Aequators gezogenen 
Linie entschliesst, durch so ist vermöge der Gleichungen 104. 
und 105. nach den Principien der analytischen Geometrie

„ , 1 + tang R tang SI
cos v) = ± ■ .---------------- - — ---- - ,

1/(1-ł-tang Í22) (1-ł-tang Ä=-p_!^-A-)

und folglich, wenn man im Zähler und Nenner mit cos R cos Í2 
multiplient,

106. cos & = ± cos Ą cos (R — fi).
Auf der Stelle erhellet nun aber, dass

7’= sin & 1/A2 -1- 12 ==: zt A sin & 1/1 -4- taug fi2, 

und folglich
107. J>=±^ x

cos 11
ist, wo das Zeichen immer so genommen werden muss, dass P po
sitiv wird.

Die Gleichungen 92. der Sternschnuppen-Bahn können nun 
auch auf folgenden einfachem Ausdruck gebracht werden.

Zuerst erhält man aus 92. und 97. auf der Stelle die Glei
chungen

(CD, — C,D) (&, — X) -1- (DE, — Z>,E)x, = 0,
(CD, — C,D) (?/1 — ï)4-(CE, — C.E)«, =0.

Ferner ist nach 94. und 96.
CE, — C,E=(DE,—D,E) tang R,

DE, — D,E= — (CD, — C,D) cos R cot Ą,
und folglich

CE, — C,E= — (CD, — C,D) sin R cot A-
Führt man diese Ausdrücke von DE,—D,E und CE, — C,E 
nun in die obigen Gleichungen ein, so erhält inan

zr, — X — x, cos R cot /\ = 0, y, — Y—x, sin R cot A = 0 
oder

108. &, = X-ł-x, cos R cot A, y, = K-ł-a, sin R cot Ą, 
welches die Gleichungen der Sternscbnuppen-Bahn sind. Auch er
hält man leicht
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(a^t — X) sin R = (yl — F) cos 7t 

oder
109. sin R— yv cos R = X sin R— Y cos R.

Die Gleichungen der von dem Beobaclitungsorte, dessen geo- 
centrisclie Breite <f> ist, nach dem Punkte der Sphäre, dessen Rect- 
asccnsion und Déclination wir durch u und S bezeichnet haben, 
gezogenen Gesichtslinie sind nach 85.

zr, = yf + 2, cos « cot 6, yx = R-1-s, sin « cot
Bezeichnen wir nun die Coordinaten des Durchsclinittspunktes die
ser geraden Linie mit der Sternschnuppen-Bahn durch £, jj, so 
haben wir zur Bestimmung dieser Grössen nach dem Vorhergehen
den die folgenden Gleichungen:

110.
= cos « cot ff, q = R sin a cot ff;

!£=X-ł-£ cos R cot Ą, i]= F-ł-C sin R cot A»

aus denen sich leicht

in. t A — X R—Y
cos a cot <J—cos JI cot A sin « cot ď—sin R cot A

ergiebt. Diese Ausdrücke reichen in Verbindung mit den Formeln

112.
S = A + £ cos « cot ff = X + £ cos R cot Ą,
1}-=. R + £ sin a cot ff= 1-f- £ sin R cot Ą 

oder
__ X cos « cot cf— A cos R cot A

5 cos « cot cf—cos R cot A ’
_ Y sin « cot ď—B sin R cot A

sin « cot ď—sin R cot A
zur Bestimmung der Coordinaten 2-, £ hin.

Bezeichnen wir die Rectascension und geocentriscbe Breite des 
Punktes der Erdoberfläche, in welchem dieselbe von der von dem 
Mittelpunkte der Erde nach dem Punkte (£)]£) der Sternschuuppen- 
Bahn gezogenen geraden Linie geschnitten wird, durch 15; und ju; 
so ist offenbar in völliger Allgemeinheit

114. tang 15;=-y,

mit der Bestimmung, dass in dem Falle, wo £ und q gleiche Vor
zeichen haben, 15; zwischen 0 und 90° oder zwischen ISO" und 
270" genommen wrerdcn muss, jenachdem die Grössen 2; und 17 beide 
positiv oder beide negativ sind; dass dagegen in dem Falle, wo 2- 
und i] ungleiche Vorzeichen haben, 15; zwischen 90" und 180" 
oder zwischen 270" und 360° genommen werden muss, jenachdem 
£ negativ und q positiv oder 2; positiv und q negativ ist.

Bezeichnen wir die geographische Länge des in Rede stehen
den Punktes der Erdoberfläche in Bezug aut den Beobaclitungsort, 
dessen geocentriscbe Breite <f> ist, als Anfang der Längen durch 
2, so ist

Z=15(T—■;) oder Ä = 360" -j- 15(T—;), 
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jenachdem T—t positiv oder negativ ist, und die geographische 
Länge des in Rede stehenden Punktes der Erdoberfläche ist nun, 
wenn Ł die geographische Länge des Beobachtungsorts, dessen 
geocentrische Breite ÿ ist, bezeichnet

Z/4-Â oder Z/-1-À— 360°,
jenachdem Z/-+-Â kleiner oder grösser als 360° ist.

Ferner erhellet sogleich, dass in völliger Allgemeinheit

und folglich, weil 5 und cos offenbar immer einerlei Vorzeichen 
haben, tang (j, aber immer dasselbe Vorzeichen wie £ bat,

Punkte der Stern- 
der Sphäre, deren 
von den Beobach-

115. tang fi = cos 15/.

Dass man ganz ähnliche Formeln auch für die 
schnuppen-Bahn, welche den nach den Punkten 
Rectascensionen ď und «„ d, ; a,', <T,' sind, 
tungsorten gezogenen Gesichtslinien entsprechen, entwickeln kann, 
versteht sich von selbst.

§.?■
Man kann das Sternschnuppen-Problem noch aus einem ganz 

andern Gesichtspunkte auflassen, und dieser Gesichtspunkt würde 
eigentlich der strengste und allgemeinste sein, von dem man über
haupt ausgelien kann, weil derselbe gar keine andere Voraussetzung 
als dass der Weg einer beobachteten Sternschnuppe für die immer 
nur sehr kurze Dauer ihrer Sichtbarkeit geradlinig sei, in Anspruch 
nimmt, worüber wir liier nur Folgendes in der Kürze und bloss 
ganz im Allgemeinen bemerken, weil tlicils im Obigen, Ihcils in 
dem vorhergehenden Aufsatze (Nr. XXL), schon Alles enthalten ist, 
was zur Ausführung der Rechnungen, die wir jetzt andeuten wol
len, erforderlich sein dürfte.

Wenn man sich durch die nabe Gleichzeitigkeit der Beobach
tungen, wobei §. 3. zu vergleichen ist, die Ueberzcugung ver
schafft hat, dass in einem jeden von vier Beobachtungsorten eine 
und dieselbe Sternschnuppe wenigstens ein Mal beobachtet worden 
ist; so kennt man die Gleichungen der vier von diesen Bcobach- 
tungsorten nach der Sternschnuppe gezogenen geraden Linien ent
weder nach 15. in Bezug auf das System der .cy~, dessen Anfang 
der Mittelpunkt der Sonne ist, wenn man auf die Bewegung der 
Erde um die Sonne während der Dauer des Phänomens gehörig 
Rücksicht nehmen will, wie es in der That erforderlich ist, wenn 
man die grösste Strenge zu erreichen beabsichtigt, oder nach 10. 
in Bezug auf das System der .z’1y1^1 , dessen Anfang der Mittel
punkt der Erde ist, wenn man die Bewegung der Erde um die 
Sonne während der immer nur sehr kurzen Dauer des Phänomens 
unberücksichtigt lassen will, und die Lage der Stcrnschnuppen- 
Balin, als eine die vier in Rede stehenden gegebenen geraden Li
nien schneidende gerade Linie betrachtet, wird nnn mittelst der im 
vorigen Aufsatze vollständig aufgelösten Aufgabe bestimmt werden 
köunen. Es ist auch hinreichend, wenn man aus einem jeden von 
zwei Beobachtungsorten eine, aus einem dritten Beobachtungsorte 
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dagegen zwei Beobachtungen einer Sternschnuppe hat, und die 
Lage der Bahn würde auch in dem Falle, wenn man aus einem 
jeden von zwei Beobachtungsorten zwei Beobachtungen einer Stern
schnuppe hat, mittelst der im vorigen Aufsatze aufgelösten Aufgabe 
zu bestimmen sein, wenn man auf die Bewegung der Erde um die 
Sonne während der Zwischenzeit der Beobachtungen gehörig Rück
sicht nehmen wollte. Freilich lässt die iin vorigen Aufsätze aufge
löste Aufgabe immer entweder zwei Auflösungen oder gar keine 
zu; jedoch wird man gewiss in jedem einzelnen Falle aus den hei 
demselben verkommenden besondern Umständen zu lieurtlieilen im 
Stande sein, welche der beiden Auflösungen, wenn die Aufgabe 
überhaupt möglich ist, diesem Falle entspricht. Diese wenigen An
deutungen werden hinreichend sein, um unsere Ansicht über die
sen Gegenstand deutlich darzulegen.

§• 8.
Wir wollen nun noch zeigen, wie man für einen Punkt der 

Erdoberfläche die geocentrische Breite y> und die Länge des nach 
diesem Punkte gezogenen Erdradius r aus der Polhölie co des in 
Rede stehenden Punktes der Erdoberfläche nach unserer Ueberzcu- 
gung auf die einfachste Weise finden kann, da diese beiden Ele
mente im Obigen häufig gebraucht worden sind.

Der Halbmesser des Erdäquators sei a, die hallte Erdaxc sei 
so ist

llG-

die Gleichung des durch den in Rede stehenden Punkt der Erdober
fläche gelegten Erdmeridians, wobei ohne, weitere Erläuterung so
gleich erhellen wird, wie das Coordinatensystem der xy angenom
men worden ist.

Bezeichnen nun æ, y die Coordinaten des in Rede stehenden 
Punktes der Erdoberfläche, so ist nach den Principien der hohem 
Geometrie

117. x — y= — — &)

die Gleichung der durch diesen Punkt gezogenen Normale des 
Erdsphäroids, und folglich, wenn wir, was offenbar verstattet ist, 
annebmen, dass die Coordinaten zr, y beide positiv sind,

118. tang u = —
Nun ist aber offenbar

119. tang

indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem der 
Punkt der Erdoberfläche, dessen geocentrische Breite <j> ist, in der 
nördlichen oder südlichen Hälfte der Erdoberfläche liegt. Also ist 
nach dem Vorhergehenden

’) Diese Ansicht würde nur erst dann vielleicht weiterer Berücksichtigung 
werth sein, wenn es möglich geworden ist, den Beobachtungen der 
Sternschnuppen ein höhern Grad von Genauigkeit zu geben.

Tbeil I. ' |2
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120 tang y __ ___i-J*.

tang <o ■ x ' dx~ 
Differentiirt man aber die Gleichung 116., so erhält man 

y dy b2 
x ' dx a"'

Also ist noch 120.
tang ,b- , b- ,121. --------=±—z, tang g> = ±—; tang u.tang oj a2 ° T a2 ° 

Setzt man die sogenannte Abplattung = n, so ist -^- = 1—n, 

und folglich
122. tang çp = ± (1—u)2 tang

immer das obere oder untere Zeichen genommen, jenachdem der 
Punkt der Erdoberfläche, dessen geocentrische Breite y ist, in der 
nördlichen oder südlichen Hälfte der Erdoberfläche liegt.

Den nach dem in Rede stehenden Punkte der Erdoberfläche 
gezogenen Erdradius r kann man nun auf folgende Art finden. 
Weil nach 119.

y = ^=x tang y
ist, so ist nach 116.

/JLv , tanB . 
b J

und folglich
„ a2b2 a2b2 cos q2rf i __ _______________ — ---------------------'--------- .

a2 taug q2 4- b2 a2 sin q2 4- b2 cos q2
Nun ist aber 

r2 = x2 -+- y2 =z x2 (1 -+- tang y>2)^=x2 sec <jp2.
Also ist 

123. r= — . ■ ab ,
v a2 sin q2 4- b2 cos q2

Auch ist
__________ "Z_______

— a2 .cos q.2 4- sm y-

Nacb 121. ist aber
w2 , tang w , cos q sin io 
b2 tang q sin y cos w’

und folglich 

cos ÿ sin y*  = Čos~gj ^C0S C0S w —SID V5 sin 

d. i.
_ /Z~ _ cos m . __  .

cos 5P' + ^ «» C0B
Also ist nach dem Obigen
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124.
cos w

cos (f cos (7=F<u)
das obere oder untere Zeicben genommen, jenachdem der Punkt 
der Erdoberfläche, dessen geocentrischc Breite y ist, in der nörd
lichen oder südlichen Hälfte der Erdoberfläche liegt.

XXIII.
Ueber das vollständige Vierseit und vollstän

dige Viereck.
Von dem

Herrn Doctor Rädell
zu Berlin.

1. Lehrsätze, a. Sind zwei Gerade nach vier Punktenpaaren pro- 
jcctiviscb und bleiben sie auch projectivisch, wenn 
man in der einen Geraden die Reihenfolge der 
Pnnkte unverändert lässt, während man in der an
deren Geraden zwei nicht unmittelbar neben einan
der liegende Punkte vertauscht, so sind die vier 
Punkte in der einen und anderen Geraden harmo
nisch liegende Punkte.
ß. Sind zwei Strahlenbüschel nach vier Strahlen- 
pnnren projectivisch und bleiben sie auch projecti
visch, wenn man in dem einen Büschel die Reihen
folge der Strahlen unverändert lässt, während man 
in dem anderen Büschel zwei nicht unmittelbar ne
ben einander liegende Strahlen vertauscht, so sind 
die vier Strahlen in dem einen und anderen Strali- 
lenbüscbel harmonisch liegende Strahlen.

Beweise, a. Sind die Geraden A und A’ in Beziehung auf die 
Punkte a und a', b und b', C und ť, b nnd ť projectivisch, so ist

Sind ferner dieselben Geraden A und A' in ab cd ab cb
Beziehung auf die Punkte a und c1, b und b', c und a', b und b'

12“
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projectivisch, so ist aneb -pp : Hieraus folgt
a'b' c'b' c'b' a'b' , . M . .. . za'b\- ,c'b'._-tt; : -57 = -^7 : ttt-., nlso dnrch Mutipncation = (-77;)’,ab c b cbab’ 1 'ab' ' c b '
also auch a’b' : a'b' = c'b' : c'b' d. h. a', b', c', b' und folglich 
sind auch a, b, c, b harmonisch liegende Punkte.

ß. Sind die Strahlenbüschel 33 und 33' in Beziehung auf die 
Strahlen a und b und ó’, c und d, d und ď projectivisch, und, 
legt man durch den ersten Büschel die Gerade A, welche die 
Strahlen desselben respective in den Punkten a, b, c, b schneidet, 
durch den Büschel H' aber die Gerade A\ welche die Strahlen 
desselben respective in den Punkten a', b', c', b' schneidet, so sind 
auch die Geraden A und A' nach den Punkten a und a', b und b', 
C und c', b und b’ projectivisch. Sind nun auch die Strahlenbü- 
schcl 53 und 35' nach den Strahlen a und c', b und V, c und d, 
d und ď projectivisch, so sind auch die Geraden A und A’ nach 
den Punkten a und c', b und b', C und a', b und b' projectiviscli. 
Hieraus folgt nach («), dass die Punkte n, b, c, b und a', b', c', b' 
zwei Gruppen harmonisch liegender Punkte bilden; folglich sind 
auch die Strahlen a, b, c, d, so wie d, U, d, ď harmonisch lie- 
tende Strahlen.

. Lehrsätze, a. Die Endpunkte einer jeden Diagonale eines voll
ständigen Vierseits bilden mit den Durchschnitts
punkten dieser Diagonale und der beiden anderen 
Diagonalen des Vierseits vier harmonisch liegende 
Punkte, und zwar sind die beiden ersteren und die 
beiden letzteren Punkte harmonisch zugeordnete 
Punkte.
ß. Je zwei gegenüberstehende Seiten eines vollstän
digen 5 ierecks bilden mit den Verbindungslinien 
des Durchschnittspunktes dieser beiden Seiten und 
der Durclischnittspunkte der beiden anderen Paare 
gegenüberstehender Seiten des vollständigen Vier
ecks harmonisch liegende Strahlen und zwar sind 
die beiden ersteren Seiten nnd die beiden letzteren 
Verbindungslinien harmonisch zugeordnete Gerade.

Beweise a. Betrachtet man in dem Vicrseit 1 11 III IV (Taf. II. 
Fig. 1.) die beiden Diagonalen a b c t und a' b' c' b', so sind sie 
nach den Punkten a und a', b und b', c und c', b und b' perspectivisch, 
weil sie ihren perspectivischen Mittelpunkt in 33 haben. Dieselben 
Diagonalen sind aber auch nach den Punkten a und c', b und b', 
c und a', b und b' perspectivisch, weil sie für diesen Fall ihren 
perspectivischen Mittelpunkt in 33' haben; folglich sind a, b, c, b 
und a'. b', c', 0' harmonisch liegende Punkte (1. «.). Auf dieselbe 
Weise lässt sich aber der Satz auch für die dritte Diagonale be
weisen.

ß. Betrachtet man in dem Viereck I II 111 IV (Taf. II. Fig. 2.) 
die Strahlenbüschel n b c d und d U d d\ so sind sie nach den 
Strahlen a und d, b und b', c und d, d und ď perspectivisch, 
weil sie ihren perspectivischen Durchschnitt in A haben. Dieselben 
Strahlenbüschel sind aber auch perspectivisch nach den Strahlen a 
und c', b und b’, c und d, d und d', denn sie haben für diesen 
Fall ihren perspectivischen Durchschnitt in A'\ folglich sind die 
Strahlen a, b, c, d nud d, b', d, ď harmonisch liegende Strah-
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len (1. ß.). Ebenso lässt sieb dies für das dritte Seitenpaar be
weisen.

Anmerkung. Der unter (1) mitgetheilte Satz dürfte um so bc- 
inerkenswerther sein, da er ganz allgemein das Verbältniss angiebt, 
welches den barmouisch liegenden Punkten und Geraden in Be
ziehung auf die projectivischen Punkte und Strahlenbüschel zu- 

.kommt. Er führt, wie wir gesehen, zum einfachsten Beweise des 
Lehrsatzes (2) und weist diesem, welcher in der neueren Geometrie 
eine so bedeutende Bolle spielt, seine eigentliche Stelle in der 
letzteren an.

XXIV.
Von der Projection der Figuren in einer und 

derselben Ebene.
Von dem

Herrn Doctor Kä tleli
zu Berlin.

Poncelet hat in seinem berühmten Werke Propriétés pro
jectives des figures nach Monge's Vorgang die Projection der 
Figuren dnzn angewandt, unregelmässige Figuren auf regelmässige 
zurückziifüliren und die Eigenschaften der ersteren ans den leichter 
zu entwickelnden Eigenschaften der letzteren abzuleiten, indem er 
z. B. aus den Ecken einer beliebigen geradlinigten Figur nach ir
gend einem Punkte ausserhalb der Ebene gerade Linien zieht, die 
dadurch entstandene Pyramide durch eine neue Ebene dergestalt 
schneidet, dass der Schnitt eine einfachere Figur wird, als die 
ursprüngliche, und nun die Beziehungen dieses Vielecks aus den 
Eigenschaften des Durchschnitts ableitet. Wie man sicht, werden 
hiedurch stereometrische Betrachtungen eingeführt, welche der ur
sprünglichen Figur und ihren Eigenschaften an und für sich fremd 
sind, und es'scliien mir nicht uninteressant zu untersuchen, ob der 
Durchgang durch die Stereometrie nicht ganz und gar vermieden 
werden könnte. Die .Möglichkeit ergab sich daraus, dass die zu pro- 
jicirende Ebene und die Projectionsebene jeden beliebigen Winkel 
mit einander bilden können und dass man dieselben also nur um 
ihren Durchschnitt zu drehen hat, bis beide Ebenen auf einander 
fallen. — In der That habe ich meinen Zweck auf oinfachem 
Wege erreicht und Resultate gewonnen, deren Entwickelung ich, 
wenn sie auch nicht neu sind, wenigstens noch nirgends so elementar 
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gelesen hübe. Da sich dieser Tlieil der Geometrie überdies' von der 
Geometrie unserer Zeit ganz absondern lässt und in seiuen Be
trachtungen eben so einfach ist, als diese letztere, so balte ich ihn 
um so mehr für geeignet, hier mitgetheilt zu werden, als sich da
durch mancher Lehrer bewogen füluen dürfte, vermittelst desselben 
seine Schüler mit den hauptsächlichsten Resultaten der neueren 
Geometrie bekannt zu machen. Man begreift leicht, dass sich nicht 
alle Anwendungen dieser Lehre hier ausgeführt linden, der Selbst
lernenden willen glaubte ich aber in der Entwickelung der Prinzi
pien etwas ausführlicher sein zu dürfen.

Von der Projection der geradlinigten Figuren.

1. Erklärung. Wenn irgend eine vielseitige Figur a b c b 
dergestalt gezeichnet ist, dass ihre Ecken in den Strahlen eines 
Strahlenbüschels a b c d zu liegen kommen, so sagt man, die Fi
gur und der Strahlenbüscliel liegen perspectivisch und jede 
Ecke der Figur entspreche demjenigen Strahl, in welchem sie liegt, 
jede Seite der Figur aber demjenigen Winkel, welchen die durch . 
ihre Endpunkte gehenden Strahlen des Strahlenbüschels mit einander 
bilden. In Taf. II. Fig. 3. entsprechen sich also a nnd a, b und b, 
C und c, b und d\ so wie ab und L(ab), ac und / (ac), ab und 
£.(ad), bc und / (bc), bb und ć-(bd), cb und [_ (cd) perspec- 
ti viseli.

2. Aufgabe. Es sind drei Strahlen eines Straldenbüschels und 
ein Dreieck gegeben, man soll beide Figuren in 
perspectivische Lage bringen, dergestalt, dass je
dem gegebenen Strahle eine gegebene Ecke des 
Dreiecks entspricht.

Analyse. IstTaf.II.Fig.3. a, b, c der Strahlenbüscliel nnd a b c 
das Dreieck, sind a und a, b und b, c und c entsprechende Stücke, 
X aber derjenige Punkt, von welchem aus die nach a, b, C gezoge
nen Strahlen einen dem a, b, c congruenten Strahlenbüschel bil
den, so muss X 1, in der Peripherie eines Kreises liegen, welcher 
über der Sehne ab einen Peripheriewinkel gleich / (ab) hat und 
2, iu der Peripherie eines anderen Kreises, welcher über der Sehne 
ac einen Peripheriewinkel gleich l (ac) hat. Demnach wird X 
also im Durchschnittspunkte beider Kreise liegen.

3. Zusätze, a. Jedes beliebige Dreieck kann mit jeden be
liebigen drei Strahlen eines Strahlenbüschels perspectivisch gelegt 
werden und zwar so, dass jeder beliebige Strahl des Strahlenbü
schels jeder beliebigen Ecke des Dreiecks entspricht, aber nnr auf 
eine einzige Weise.

b. Eine mehrseitige Figur lässt sich nur unter besonderen 
Bedingungen mit den Strahlen des Strahlenbüscbcls perspectivisch 
legen und zwar auch in diesem Falle nur auf eine einzige Art.

c. Zwei Dreiecke (oder zwei mehrseitige Figuren) können nur 
auf zwei verschiedene Arten mit den Strahlen des Strahlenbiischels 
perspectivisch gelegt werden, wenn jeder Strahl de<s Strahlen
büschels einer gegebenen Ecke entsprechen soll; und zwar einmal 
so, dass beide Dreiecke (oder mehrseitige Figuren) entweder auf 
derselben Seite des Durchscbnittspunktes der Strahlen oder auf 
verschiedenen Seilen desselben liegen.

1. Erklärung. Liegen zwei Dreiecke mit ein und demsel- 
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ben Strahlenbüschel pcrspectivisch, so sogt man, die Dreiecke lie
gen unter sieb pcrspectivisch; betrachtet die drei Ecken des 
einen Dreiecks als Projection en der drei Ecken des anderen, 
und die drei »Seiten des einen Dreiecks als Projcctionen der 
drei Seiten des anderen Dreiecks. Den Mittelpunkt des Strahlen
büschels nennt man den Anfangspunkt der Projection.

5. Lehrsatz. Liegen zwei Dreiecke perspectiviscb, so liegen
die Durchschnittspunkte ihrer entsprechenden Sei
ten in einer und derselben Geraden.

Beweis. Sind (Taf. II. Fig. 4.) (i b t und a' b' ť die beiden 
Dreiecke, welche dergestalt liegen, dass an', bb', cc' sich in dem 
Punkte 23 schneiden, so sollen y, ß, a als respective Durchschnite 
von ab und a'b', ac und a'c', bc und b'c' in einer und derselben 
Geraden liegen.

Man ziehe durch b ba" parallel mit b'n' und bc'' parallel mit 
b'c', verbinde a" mit c" und verlängere diese Verbindungslinie, so 
wie ac, bis sic sich in ß1 schneiden, ziehe endlich bß'. Es verhält 
sich nun

23b : 23b' = ba' : b'c' = ba" : bc" und da überdies vermöge 
der Parallelität a"bc” — L. a'b'c', so ist auch n"c" a'c'. Weil 
nun bc" =j= c'a und c"t> c'/f, so verhält sich

cc" : cc'= cb : ca = cb : tß, also sind die Scheiteidreiecke 
bc/? und atß ähnlich, mithin bß' aß. Ebenso ist b/S' =|= ay und 
folglich liegen a, ß, y iu einer und derselben Geraden.

6. Lehrsatz. Liegen zwei Dreiecke in einer Ebene dergestalt,
dass die drei Durchschnittspunkte der Seiten des 
einen Dreiecks mit den Seiten des anderen Drei
ecks in einer und derselben Geraden liegeu, so 
liegen die Dreiecke pcrspectivisch; je zwei und 
zwei Seiten, welche einen Durcbscliuiltspuukt 
bilden, sind entsprechende Seiten und ihre End
punkte entsprechende Ecken.

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus der Umkehrung des 
vorhergehenden.

7. Erklärung. Die Gerade, in welcher die Dnrcbsclinitts- 
puukte der entsprechenden Seiten zweier perspectivisch hegenden 
Dreiecke liegen, nennt man den Durchschnitt der Projection.

8. Zusätze. <z. Ein Projectionssystem ist festgestellt 1, durch 
zwoi pcrspectivisch liegende Dreiecke, 2, durch drei Strahlen eines 
Strablenbüschels, zwei ursprüngliche Punkte mit ihren Projections- 
punkten uud die Richtung des Durchschnitts der Projection, 3, durch 
den Anfangspunkt der Projection, den Durchschnitt derselben und 
einen ursprünglichen Punkt nebst seinem Projectionspunktc.

b. Sind in Taf. II. Fig. 4. iu drei Stralilen fr, b und c eines 
Slrahlenbüschels beziehlich drei Punkte a, b und c als ursprüngliche 
und drei andere a' b'nnd c' als Projectionspunktc gegeben, so 
kann man dies als ein Projectionssystem ansehen, indem inan ab 
und a'b' so wie ac und a'c bis zu den Durchscliiiittspunktcn y und 
ß verlängert und durch die Punkte y und ß den Durchschnitt .7 der 
Projection legt. Zu jedem neuen Punkte b in irgend einem Strahle 
d des Stralilenbiischels findet man dann den Projectionspunkt, in
dem inau b mit einem der ursprünglichen Punkte z. B. a verbin
det, die Verbindungslinie ba bis zum Durchschnitt der Projection 
verlängert, diesen Durchscbnittspunkt â mit dem Projectionspunktc 
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a' des ursprünglichen Punktes a verbindet und die Verbindungslinie 
bis zum Durchschnitt mit dem Strahl d verlängert. Dieser Üurch- 
schiiittspiinkt ť ist alsdann der Projectionspunkt des gegebenen 
Punktes b.

Anmerkung. Wäre die Linie äa' parallel dem Strahle d, so 
würde daraus hervorgeben, dass der Punkt b keinen Projections
punkt hat, oder dass für das zu Grunde liegende Projectionssyslem, 
wie man zu sagen pflegt, der Projectionspunkt von b im Unend
lichen liegt.

c. In einem jeden festgestellten Projectionssysteme hat jeder 
gegebene Punkt nur einen einzigen Projectionspunkt, welcher mit 
ihm in demselben Strahle liegt. Jeder Punkt des Durchschnitts der 
Projection aber ist zugleich sein eigener Projectionspunkt; so wie 
jeder Strahl der Richtung nach sein eigener Projectionsstrahl ist.

d. Betrachtet man in einem Projectionssysteme die Projections- 
punkte als ursprüngliche Punkte, so sind die ursprünglichen Punkte 
die Projectionspunkte dieser letzteren.

e. Alle Projectionsputikte der Punkte einer und derselben Ge-. 
raden bilden gleichfalls eine Gerade, und umgekehrt: liegen die 
Projectionspunkte mehrerer Punkte in einer Geraden, so liegen die 
Punkte selbst in einer Geraden.

f. Um eine Gerade zu projiciren hat man nur zwei beliebige 
Punkte derselben zu projiciren und diese Projectionspunkte mit 
einander zu verbinden.

g\ Eine Gerade und ihre Projection werden durch jeden durch 
den Anfangspunkt der Projection gehenden Strahl dergestalt ge
schnitten, dass der Diirchschniltspunkt der ersteren den Durcb- 
sebnittspunkt der letzteren zur Projection hat.

9. Zusätze, a. Die Projectionspunkte von vier harmonisch 
liegenden Punkten sind wiederum vier harmonisch liegende Punkte.

b. Projicirt man vier harmonisch liegende Punkte dergestalt, 
dass die Projection eines dieser Punkte in die Mitte der beiden 
anderen einander harmonisch zugeordneten Punkte fällt, so fällt 
die Projection des vierten Punktes ins Unendliche.

c. Projicirt man vier harmonisch liegende Punkte dergestalt, 
dass die Projection eines dieser Punkte ins Unendliche fällt, so 
fällt die Projection des demselben harmonisch zugeordneten Punk
tes in die Mitte der Projection der beiden anderen Punkte.

d. Lassen sich vier Punkte einer Geraden dergestalt projici
ren, dass die Projection des einen derselben in die Mitte der Pro- 
jectionen zweier anderen und die Projection des vierten Punktes 
ins Unendliche fällt, so sind die vier ursprünglichen Punkte harmo
nisch liegende Punkte, und der erste und vierte, so wie der zweite 
und dritte Punkt sind einander harmonisch zugeordnet.

10. Lehrsatz. Der Durchschuittspunkt zweier Projectionsgera- 
den ist der Projectionspunkt des Durchschnitts
punktes der beiden projicirten Geraden.

Beweis. Ist a'b' die Projection von ab und c'b' die Projec
tion von cb, so ist e' der Projectionspunkt irgend eines Punktes 
sowohl der Geraden ab als auch der Geraden cb, weil er in a'b' 
und c'b' liegt, folglich ist c' der Projectionspunkt von c als Durch- 
schnittspnnkt von ab und cb.

11. Zusätze, a. Schneiden sich drei oder mehrere Geraden 
in einem einzigen Punkte, so schneiden sich ihre Projectionen 
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gleichfalls in einem einzigen Punkte und umgekehrt: schneiden sich 
die Projectionen dreier oder mehrerer Geraden in einem einzi
gen Punkte, so schneiden sich die Geraden selbst in einem ein
zigen Punkte.

b. Die Projectionen von vier harmonisch liegenden Geraden 
sind gleichfalls vier harmonisch liegende Geraden und umgekehrt: 
liegen die Projectionen von vier Geraden harmonisch, so liegen die 
Geraden selbst harmonisch.

c. Projicirt man vier harmonisch liegende Geraden dergestalt, 
dass die Projectionen irgend zweier einander harmonisch zuąeord- 
neten Geraden auf einander senkrecht zu stehen kommen, so bilden 
die Projectionen der beiden anderen Geraden mit jeder Projection 
der beiden ersteren gleiche Winkel.

d. Projicirt inan vier harmonisch liegende Geraden dergestalt, 
dass die Projectionen irgend zweier einander harmonisch ziigeord- 
neter Geraden mit den Projectionen der beiden anderen Geraden 
gleiche Winkel bilden, so stehen die Projectionen der beiden er
steren Geraden auf einander senkrecht.

e. Lassen sich vier Strahlen eines Strahlenbiischels dergestalt 
projiciren, dass die Projectionen zweier derselben auf einander 
senkrecht stehen, und die Projectionen der beiden anderen Geraden 
mit denen der beiden ersteren gleiche Winkel bilden, so sind es 
vier harmonisch liegende Strahlen, und die beiden ersten und die 
beiden letzten sind einander harmonisch zugeordnet.

12. Aufgabe. In einem beliebigen Strahl eines gegebenen Pro
jectionssystems denjenigen Punkt zu linden, des
sen Projection im Unendlichen liegt.

Analyse. Ist Taf. 11. Fig.5. das gegebene Projectionssystem, b 
der gewählte Slrahl und ; derjenige Punkt desselben, dessen Projec
tion im Unendlichen liegen soll, so muss, wenn man ya dergestalt 
verlängert, dass es A in t) schneidet und durch t) und a' die Linie 
jj' zieht, diese Linie mit b parallel sein. Da nun der Pnnkt a' mit 
dem Projectionssystem gegeben ist, so ist hierdurch die Richtung 
von jj', so wie auch die von ça mit bestimmt, folglich auch der 
Punkt y.

Zusatz. In einem jeden gegebenen Projectionssysteme existirt 
für jeden Strahl ein Punkt, dessen Projection im Unendlichen liegt.

13. Lehrsatz. Liegen die Projectionen zweier Punkte einer
Geraden im Unendlichen, so liegt die Projec
tion eines jeden anderen Punktes dieser Gera
den gleichfalls im Unendlichen.

Beweis. Liegen die Projectionen zweier Punkte einer Ge
raden im Unendlichen, so liegt die Verbindungslinie dieser beiden 
Projectionen ihrer ganzen Richtung nach im Unendlichen, weil sie 
nicht durch den Anfangspunkt des Projectionssystems gehen kann. 
Es wird folglich auch jeder Punkt der ursprünglichen Geraden 
seine Projection im Unendlichen haben, weil diese sich in einer 
Geraden befindet, die ihrer ganzen Richtung nach im Unendlichen

Zusatz. Liegen die Projectionen dreier oder mehrerer Punkte 
eines Projectionssystems im Unendlichen, so liegen die Punkte 
selbst in einer und derselben Geraden.

14. Aufgabe. In einem gegebenen Projectionssysteme dieje
nige Gerade zu construiren, deren Projection im Unendlichen liegt.
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Analyse. Ist (Taf. II. Fig. 5.) yro die verlangte Gerade, so 

müssen die Projectionen von y und ro im Unendlichen liegen und 
ist dieses der Fall, so hat jeder Punkt von yro seine Projection 
im Unendlichen. Hieraus bestimmt sich pro nach (12.).

Zusatz. In einem jeden gegebenen Projectionssysteme giebt 
es eine und zwar nur eine einzige Gerade, parallel mit dem Durch
schnitte der Projection, deren Projection im Unendlichen liegt.

la. Aufgabe. In einem Projectionssysteme ist die Richtung 
des Durchschnitts unbestimmt gelassen, man soll denselben so be
stimmen, dass die Projection eines gegebenen Punktes im Unend
lichen liegt.

Analyse. Ist Taf. II. Fig. 5. das gegebene Projectionssystem, 
sind ab und a'b' bis zum Durchschnittspunkt / verlängert, so muss 
der gesuchte Durchschnitt der Projection A durch / gehen. Ist ferner 
y der Punkt, dessen Projection im Unendlichen liegen soll, zieht 
man ya, verlängert ya bis zum Durchschnitt y mit A und verbin
det endlich t) mit a', so muss diese Verbindungslinie jj' parallel 
mit dem Strahle b sein, in welchem jj' liegt. Hierdurch ist zu
nächst die Lage von jj' und dann vermittelst des Durchschnitts 
derselben mit ya ein zweiter Punkt 1) bestimmt, durch welchen die 
Gerade A gleichfalls gehen muss.

16. Zusätze, a. In jedem Projectionssysteme, in welchem die 
Richtung des Durchschnitts unbestimmt gelassen ist, lässt sich diese 
Richtung immer, aber nur auf eine einzige Weise dergestalt be
stimmen, dass die Projection eines beliebig gegebenen Punktes iin 
Unendlichen liegt.

b. In einem jeden Projectionssysteme, in welchem die Rich
tung des Durchschnitts der Projection unbestimmt gelassen ist, 
kann man diese Richtung immer, aber nur auf eine einzige Weise 
dergestalt bestimmen, dass die Projectionen zweier gegebenen Ge
raden parallel sind, indem man die Projection des Durchschnitts 
dieser Geraden ins Unendliche fallen lässt.

c. Schneiden sich drei oder mehrere Geraden in eiuem einzi
gen Punkte und sind die Projectionen zweier derselben parallel, 
so sind die Projectionen aller parallel.

d. Sind die Projectionen dreier oder mehrerer Geraden in ir
gend einem Projectionssysteme parallel, so schneiden sich diese 
Geraden in einem einzigen Punkte.

17. Aufgabe. In einem Projectionssysteme den Durchschnitt 
der Projection dergestalt zu bestimmen, dass die Projection einer 
gegebenen Geraden im Unendlichen liegt.

Analyse. Ist Taf.II. Fig.5. das gegebene Projectionssystem, a' 
die Projection von a, und yro diejenige Linie, deren Projection im 
Unendlichen liegen soll, A endlich die verlangte noch unbekannte 
Lage des Durchschnitts, so muss der Durchschnittspunkt von ya 
und die Parallele aus a' mit dem Strahl b in A liegen; ebenso 
muss der Durchschnittspunkt von roa und die Parallele aus a' mit 
dem Strahle c in A liegen. Da nun die Lage beider Parallelen, 
so wie die der Verbindungslinien yn und roa als bekannt ange
nommen werden können, so lässt sich auch die Lage von A be
stimmen.

Anmerkung. Schneiden sich ya und die Parallele aus a' 
mit dem Strahle b in y', so kann inan die Lage von A auch da
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durch bestimmen, dass man durch f*  eine Parallele durch rro zieht 
(14. Zusatz.).

18. Zusätze, a. Ist in einem Projectionssysteme die Lage 
des Durchschnitts der Projection unbestimmt gelassen, so kann 
man dieselbe immer, aber nur auf eine einzige Weise dergestalt 
bestimmen, dass die Projection einer beliebig gegebenen Geraden 
ins Unendliche fällt.

b. Ist in einem Projectionssysteme die Lage des Durchschnitts 
unbestimmt gelassen, so kann man dieselbe immer, nber nur auf 
eine einzige "Weise dergestalt bestimmen, dass die Projection eines 
beliebig gegebenen Vierecks ein Parallelogramm wird, indem man 
die Projection der Durchschnittspunkte der gegenüberstehenden Sei
ten des Vierecks ins Unendliche fallen lässt.

Als Anwendung dieser Theorie mögen vorläufig folgende Bei
spiele dienen.

Lehrsatz 1. Die Endpunkte einer jeden Diagonale eines voll
ständigen Vierseits bilden mit den Durchschnitts
punkten dieser Diagonale und der beiden ande
ren Diagonalen des Vierseits vier harmonisch lie
gende Punkte, und zwar sind die beiden ersteren 
und die beiden letzteren harmonisch zugeordnete 
Punkte.

Beweis. Man projicire (Taf. II. Fig. 1.) das vollständige Viereck 
I 11 111 IV' dergestalt, dass die Projection von 33fl' 33'c/ ein 
Parallelogramm wird. Alsdann fällt die Projection von b' 
in die Mitte von 3333', die Projection von b aber zugleich 
mit den Projectionen von a und c ins Unendliche, folglich 
sind 33, b', 33, 'b in angegebener Reihenfolge harmonisch 
liegende Punkte (9. Zusatz </.).

Lehrsatz 2. Je zwei gegeniiberstehende Seiten eines vollstän
digen Vierecks bilden mit den Verbindungslinien 
des Durchsclinittspunktes dieser beiden Seiteu und 
der Durchschnittspunkte der beiden anderen Paare 
gegenüberstebender Seiten des vollständigen Vier
ecks harmonisch liegende Strahlen und zwar sind 
die beiden ersteren Seiten und die beiden letzte
ren Verbindungslinien harmonisch zngeordnetc 
Strahlen.

Beweis. Man projicire das Viereck I II III IV (Taf. II. Fig. 2.) 
dergestalt, dass seine Projection ein Parallelogramm wird, alsdann 
fällt die Projection von a in die Mitte der Projection von II und 
III, weil die Projection von aß durch den Durchscbnittspiinkt der 
Diagonalen des projicirten Parallelogramms gehen muss. Die Pro
jection von y fällt aber ins Unendliche, folglich sind II, «, III, y 
in der angegebenen Reihenfolge harmonisch liegende Punkte (9. 
Zusatz rZ), und mithin auch a, b, c, d harmonisch liegende Strahlen 
und zwar so, dass a dem c und l> dem d ziigeordnet sind.

Lehrsatz 3. Werden zwei Geraden von drei oder mehreren 
Strahlen eines Strahlcnbüscliels geschnitten, und 
verbindet man die wechselseitigen Durchschnitts
punkte mit einander, so liegen die Durchschnitts
punkte der entsprechenden V erbindungslinien mit 
dem Durchschnittspunkte der beiden Geraden in 
einer und derselben Geraden.
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B ew c i s. Sind (Tuf. II. Fig. 6.) A und A' die beiden Geraden, a, 

b, c die Strahlen des Strahienbiiscliels, und man projicirt die Figur der
gestalt, dass ncc'fl' zur Projection ein Parallelogramm erhält, so wird 
auch bb', weil es mit den Strahlen a und c den Punkt 33 gemeinschaft
lich hat, zur Projection eine Gerade haben, die mit an' parallel ist 
(16. Zusatz c). Fs werden folglich die Projectionen von a, ß, y als 
Durchschnittspunkte der Diagonalen bei Parallelogrammen zwischen 
den parallelen Projectionen von nc und n'c' gleichen Abstand haben, 
die Projection von 33' aber wird ins Unendliche fallen, also liegen 
die Projectionen von a, ß, y und 33', folglich auch a, ß, y und 33' 
selbst in einer und derselben Geraden (8. Zusatz e.).

Anmerkung. Der umgekehrte Satz lässt sich auf ähnliche 
Weise darthun.

Lehrsatz 4. Liegen von den sechs Ecken eines Sechsecks drei 
und drei abwechselnd in zwei Geraden, so liegen 
die drei Durchschnittspunkte je zweier gegen
überstehenden Seiten in einer und derselben Ge
raden.

Beweis. Ist (Taf. II. Fig. 7.) ABCDEF das in Rede stehende 
Sechseck, in welchem A, C, E in einer, B, D, F in einer anderen 
Geraden liegen, so projicire man dieses Sechseck in abedef derge
stalt, dass ab parallel de und bc parallel «/"wird; schneiden sich 
nun ace und bdf in Zr, so ist, weil ab parallel de ist,

ka : ke = kb : kd,
und weil bc parallel ef ist,

ke : kc — kf : kb, 
also

ka : kc = kf : kd, 
folglich cd parallel fa. Es liegen also die Projectionen der drei 
Punkte a, ß, y im Unendlichen, folglich diese Punkte selbst in einer 
und derselben Geraden (13. Zusatz.).

Lehrsatz 5. Schneiden sich von den sechs Seiten eines Sechs- 
seits drei und drei abwechselnd in zwei Punkten, 
so schneiden sich die drei Verbindungslinien der 
gegenüberslehenden Ecken in einem einzigeu 
Punkte.

Beweis. Es sei (Taf. II. Fig. 8.) ABCDEF das gegebene Sechs
seit, in welchem sich die Seiten 1, 3, 5 im Punkte G und 
2, 4, 6 im Punkte H schneiden. Projicirt man nun dies 
Seclisseit dergestalt in abedef, dass die Projectionen von 
G und H ins Unendliche fallen, und schneiden sich ad und 
be in i, so ziehe man ic, welche die de in k schneidet 
und verbinde c mit f. Weil nun dc parallel ba ist, so 
verhält sieb

cl : Ib = cd : ba,
und, weil de parallel Ib ist,

Ib : md = ba : ma, 
also, weil überdies noch md = cb und ma = cf ist, auch 

cl : Ib = cd : ef.
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Nun ist aber dc parallel ef also

dc : ef=kd : Ice, 
mithin

kd : ke = cd : ef,
folglich liegen i, c, f in einer und derselben Geradeu, oder ad, 
be und cf schneiden sich in einem und demselben Punkte i. Da 
nnn diese drei Geraden Projektionen von AI), BE nnd CF sind, 
so schneiden sich auch diese in einem und demselben Punkte I 
(11. Zusatz a.).

(Diese Betrachtungen werden späterhin fortgesetzt werden.)

XXV.
Bemerkungen zu dem Aufsätze 111. im Archive 

der Mathern, und Phys. I. Theil I. Heft.
Von dem

Herrn Professor Dr. Mensing
zu Erfurt.

Die vom Herrn Professor Dr. Grunert gegebene Auflösung 
der quadratischen Gleichung ist zwar sinnreich, aber nicht die kür
zeste. Folgende möchte sich in dieser Hinsicht empfehlen.

Heisse die quadratische Gleichung
sc1 -1- 2/zzr — ä2 : ~ 0

2 sin tp sin cos tp sin sin tp
i U n ' - ■ ■ O • 5cos cos (f> cos 2y> cos if>

sc' = a tg 2$p . tg $p = b tg $p,

und eben so sc’’^=- .

so sind die Wurzeln jc'=—ar-f-V kleinere Wurzel positiv

sc"-=—(a-f-K <z2-f-óa) grössere - negativ.

Setze tg 2qp = —, so wird sc’=a(—-x------1)B r a' 'cos '
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Diese Gleichungen tg 2y = — und x' = b . tg <p . . . . a?' = — — 
sind gewiss die bequemsten, welche sich auffinden lassen.

Es fnlge das im Archive berechnete Beispiel. Dafür ist

a = Ç.... Ä = |/^alsntg29> = |=|/^.^.

Man lasse sich nicht verleiten, .den letzten Ausdruck ubzukür- 
zen; er ist so am besten, wie sich gleich ergeben wird.

. ...log£2 = 1,2006710 
• log p = 2,0631006-1

:2 i log x = 0,8624296-1 “ ’ ’

• • • • log b = 0,6003355

! c . log y= 9,0054849 — 10

• log tg 2y= 10,4682500—10  2y = 71.12 .39,82
1. log tg y = 9,8549589 — 10 çp = 35.36.19,91 

log x' = 0,4552944 zr'= 2,852952 . . . 
.... log — x” = WKiZWo .^"= — 5,563865 ...

Die zweite und dritte Zeile werden zuerst hiogeschricbcn, nach 
oben subtrahirt, dieser Rest durch 2 dividirt, wodurch die vierte 
Zeile entsteht u. s. w. Wäre x nicht an die Stelle wo es steht 
gebracht, so hätte man es noch einmal schreiben müssen, deshalb 
ist auch der Werth von tg 2<p nicht abgekürzt.

Es wird kaum zu bemerken nöthig sein, dass für die Grund- 
gleichnng

zr2 — 2/7.2? — L'* 1 = 0,

woraus = also die grössere Wurzel positiv wird 
nnd x" = — b tg <j> also die kleinere Wurzel negativ wird, 
die Auflösungsart ganz dieselbe wie oben bleibt.

Für die Grundgleichung .... .-r22«.-r + = 0

erhält man x' = — a + v«2—ó2l
}■ beide Wurzeln negativ.

■=. — a — 1/ á1 — b* J

Bier setzt man sin 2m = —, wodurch —b tg g> und —  -----r a * tg if>
werden. 

Endlich entstehen aus der Grundglcichnng... .x*—2«a?-f-Ä2=0  
die Wurzeln x' = a + «2 — ó2l

> beide Wurzeln positiv 
x” = a — v a1 — b2 J

welches die nämlichen, jedoch positive Resultate im Vergleich mit 
den vorigen giebt. 

Ich habe diese Auflösung überall da recht nützlich gefunden, 
wo ich geometrische Aufgaben dadurch zu lösen hatte; um sie aber
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noch brauchbarer zu machen, wäre es sehr bequem, mit den trigo
nometrischen Funktionen noch die Tangenten fiir die halben Win
kel gleich neben den ganzen zu haben.

XXVI.
Note sur les Tables Trigonométriques.

Par

Mr. C. J. D. Hill,
Prof, des matb. à l’université <le Lund.

Les Tables ordinaires ne donnent que sept décimales. Or il se 
trouve souvent qu’on a besoin de tables plus étendues, et meme 
qu’on doute de l’exactitude d’un chiffre de ceux, qui s’y trouveut. 
Dans ces cas les formules suivantes seront d’un grand usage.

Soit JT le rapport de la circonférence au diamètre, et yi=llo la'
&(ou y = 0,12a d’après la division nouvelle) et "<p un angle donné, 

n . 7n/< ,
dont l’arc correspondant x (savoir = ou = ——) est plus

Ą00
st 

petit qne T"B (ou bien tp < a® 37' 30" = 0,0625).
Cela posé, on aura le sinus de ip, ou

^) = zr-^.(l-^0)”.

Cette formule algébrique très simple et même rationelle représente 
la fonction sinus (réputée jusqu’ici si transcendante) à un degré 
d’exactitude remarquable, puisque ou trouve en employant les dé
veloppements connus que la correction qu’il faut y appliquer est

Æ*®
environ = 4233G00 etc’

On peut aussi la vérifier par nn exemple numérique. En effet, 
soit jt=0,1, et cette formule donuera Sin (0,l)=:0,0998334166468284, 
et cette valeur ne différera de la valeur juste (trouvée par interpo
lation ou autrement) que de deux unités dans la dernière place dé
cimale. Dans les limites présentes elle donne ainsi quinze chiffres 
exactes. En y joignant donc les formules connues:

(rçp+^)='Srçp . Cip-ł-Crcp . Sty et Cty=S(r/—^) = l/l—(Æfy)1, 
on remplacera les tables trigonométriques à XV décimales complet- 
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tes et à 5400 nombres calculés par une semblable à huit seulement, 
savoir celle-ci:

T Cos. (ry) Sin. (ry)

1 0,98078 52804 03230 0,19509 03220 16128 7
2 0,92387 95325 11287 0,38268 34323 65090 6
3 0,83146 96123 02545 0,55557 02330 19602 5
4 0,70710 67811 86548 0,70710 67811 86548 4

Sin. (r'y) Cos. (r'y) r

Et en y appliquant les formules précédentes, on trouvera le sinus 
d’un angle quelconque à quinze décimales exactes.

Si l’on se contentera de XIII décimales, on employera cette 

formule plus simple Cos.æ-==1 5-. (1——)B, dont la correction 

est =4—Dans nnc approximation plus rude on se con- 

tentera des formules Sin. x = x (1—’jg)2 et Cos. z=(l——)T, 
qui sont plus applicables aux Logarithmes. La formule semblable 
Tang. .«• =------ ;■ donne encore sept chiffres exacts, lorsque

æ- = 0,2 = ±, ou zr° = ll» 18' 36".

Au contraire, si les fonctions sont données, on trouvera l’arc 
correspondant moyennant une petite table des Logarithmes naturels 
(Zz) d’après lu formule

Arc. Tang, (zr) = 2 . (zr-f-y + V~H — ý ■ L y~=iL^-

Qu’on demande p. ex. .y, à XV chiffres exacts:

Résol. ^, = 0,027397’ 260273: 9726 
4 O

£(~)‘=0,000000’ 000192: 9503

— iZz^ = —0,013699 487094" 0572

Donc = 0,013697 773372: 866.
4 S

Les formules algébriques

x 3024 -h 2352 :r2 4- 204,8 x*
3 ‘ 11)084-1120 x» 4-240 x*
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£’=(! + p/f)» et iy = (1 - V/f )’

1 - 4 *'J  

est plus simple, mais elle exige une correction un peu plus grande 
(-|-y|g.zr74-..). Néanmoins elle donne Arc. Sin. (0,1)=0,100167’420, 

ou il manque moius qu’une unité décimale du IXe ordre.

__15
sont encore très exactes, puisque les corrections sont Jqqsô ’ et 

+ Ea formule Arc. Sin. a: = ? .

XXVII.
lieber die Bestimmung der Anzahl der ver
schiedenen Arten, auf welche sich ein neck 
durch Diagonalen in lauter z/zecke zerlegen 
lässt, mit Bezug auf einige Abhandlungen der 
Herren Lamé, Rodrigues, Binet, Catalan 
und Duhamel in dem Journal de Mathémati
ques pures et appliquées, publié par Joseph 

Liouville. T. III. IV.
Von

dem Herausgeber.

In den Novis Commentants Academiae scientiarum imperialis 
Petropolitanae. T.VII. p.203 findet man eine Abhandlung von Segnet, 
in welcher derselbe eine recurrircndc Auflösung für die folgende, nach 
seiner eignen Angabe ihm von Euler mitgetheilte Aufgabe giebt:

TŁeil I. 13
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Die Anzahl der verschiedenen Arten zu bestimmen, 

auf welche sich ein beliebiges Vieleck durch Diagona
len in Dreiecke zerlegen lässt.

In dein Summarinm Dissertationum, quas continet novorum 
Commentariorum T. VII. wird bei der Angabe des Inhalts dieser 
Abhandlung erinnert, dass a summo quodam Geometra c) die Be
merkung gemacht worden sei, dass die von Segnet berechnete 
Tafel nur bis zu dem Funfzchncck richtig sei, und zugleich wird 
ohne Beweis eine schöne, von demselben grossen Geometer gefun
dene ganz independente Formel zur Auflösung des in Rede stehen
den Problems, so wie auch eine bis zum Fiinfundzwanzigeck be
rechnete Tafel mitgethcilt.

In neuester Zeit ist diese Aufgabe von den Herren Lamé, 
Rodrigues, Binet und Catalan, so wie auch in gewisser Be
ziehung von Herrn Duhamel, wieder aufgenommen, und die Un
tersuchung vorzüglich darauf gerichtet worden,' genügende Beweise 
für die von Euler gegebene ganz independente Auflösung zu fin
den, wobei jedoch nicht unerwähnt bleiben darf, dass die Herreu 
Binet und Catalan auf ganz verschiedenen Wegen auch zu einer 
bis jetzt noch völlig unbekannteu Relation gelangt sind. Alle die
sen Gegenstand betreffende Abhandlungen findet inan in dem Jour
nal de Mathématiques pures et appliquées, publié par Joseph Liou- 
ville. T. III. et IV.

Der vorliegende Aufsatz hat nun zunächst den Zweck, die ge
nannten Herren darauf aufmerksam zu machen, dass, was denselben 
völlig entgangen zu sein scheint, schon ein älterer trefflicher Mathe
matiker, Nicolaus Fuss, in den Novis Actis zScademiac scientiarum 
impcrialis Pctropolitauae. T. IX. p. ‘243. eine weit allgemeinere Auf
gabe, die ihm nach seiner cigncu Angabe von Johann Friedrich 
Pfaff vorgelegt worden war, ungelöst hat, nämlich die Aufgabe:

Die Anzahl der verschiedenen Arten zu bestimmen, 
auf welche sich ein zzcck durch Diagonalen in lauter 
zwecke zerlegen lässt.

Die von Fuss für diese allgemeinere Aufgabe gegebene Auf
lösung, welche ebenfalls nur recurrirend zu der gesuchten Grösse 
gelangt, will ich jetzt in der Kürze mittlieilen.

Zuerst ist klar, dass nicht jedes neck durch Diagonalen in 
lauter zwecke getbeilt werden kanu, sondern dass, wenn dies mög
lich sein soll, zwischen den Zahlen n und zw eine bestimmte Re
lation Statt finden muss, und man wird sich durch eine ganz ein
fache Betrachtung sogleich überzeugen, dass nnr entweder z« = zw, 
oder, indem k eine beliebige positive ganze Zahl, die Null cinge- 
schlossen, bezeichnet,

n = (zzz — 1) k (in — 2) -|- (zw — 1) = (Æ -|- 2) m — 2(k -f- 1) 
sein kann. Aus der letzten Formel erhält man zs=zw für k~ — 1, 
und es kann also nur

n = (/■ -1— 2) m — 2 (le I)
sein, für k-= — 1, 0, 1, 2, 3, 4  Setzt man k -f-2z=i, also 
X -|-l=zż—1, so kann nur

’) Auf jeden Fall Euler.
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n = im — (2i — 2)

sein, fůr iz=ł, 2, 3, 4, 5, . . . <1. h. fur jedes positive ganze i,
mit Ausschluss der Null.

Ans der Betrachtung, dnrch welche man zu den Formeln 
n=m oder n = (k -f- 2) m— 2 (k -f- 1)

für Æ = 0, 1, 2, 3, 4, gelangt, geht zugleich auch unmittel
bar hervor, dass die Anzahl der Diagonalen, welche zur Zerlegung 
des »ecks in lauter »zecke erforderlich sind, respective 0, k-ł-1, 
und dass die Anzahl der »zecke, welche man dadurch erhält, re
spective 1, k-ł-2 ist. Setzt man also allgemein

n-=\k-\-2)m — 2 (k -f- 1)
für Æ =— 1, 0, 1, 2, 3, 4, . . . ., so ist die Anzahl der zu der 
Zerlegung des »ecks in lauter »zecke erforderlichen Diagonalen 
allgemein k-t-1, und die Anzahl der »zecke, welche man durch 
diese Zerlegung erhält^ ist allgemein k-f-2. Wird also

n = im — (2i — 2)
fiir 2=1, 2, 3, 4, 5, .... gesetzt, so ist die Anzahl der zu der 
Zerlegung des »ecks in lauter »zecke erforderlichen Diagonalen 
allgemein i—1, und die Auzahl der »zecke, welche mau durch 
diese Zerlegung erhält, ist allgemein i.

Wir wollen nun für
2 = 1, 2, 3, 4, 5, .... z

die Anzahl der Zerlegungen der entsprechenden Vielecke in lauter 
»zecke, d. h. die Anzahl der Zerlegungen eines

»zecks, (2»z — 2)ccks, (3m —-4)ecks, ... \im — (2i— 2)|ecks
in lanter »zecke, respective durch

■^15 -^f, ... Ai
bezeichnen, und wollen zuvörderst bloss eine Winkelspitze, die im 
Allgemeinen durch K bezeichnet werden mag, eines \im—(2i—2)}ecks 
betrachten.

Aus der Winkclspitze JT lassen sich offenbar zwei Diagonalen 
unsers \im— (2i— 2)|ecks auszichcn, von deren jeder dasselbe 
in ein

»zeck und ein |(z—l)m — (2i— 4)]eck

getheilt wird. Da nuu die Anzahl der Zerlegungen des erstem 
in lauter »zecke, A,_i die Anzahl der Zerlegungen des letztem in 
lauter /»ecke ist; so ergeben sich hieraus offenbar 2AT At—\ Zer
legungen unsers \im—(2i— 2)(ecks in lauter »zecke.

I on der Winkelspitzc K aus lassen sich ferner zwei Diagona
len unsers |im — (2i — 2)jecks ziehen, von deren jeder dasselbe 
in ein

(2m — 2)cck und ein |(i — 2) m — (2i — 6) ]eck

getheilt wird. Da nun A^ die Anzahl der Zerlegungen des erstem 
in lauter »zecke,z/,—2 die Anzahl der Zerlegungen des letztem in 
lauter »zecke ist; so ergeben sich hieraus offenbar 2A*  Ai—2 Zer
legungen unsers \im — (2i— 2)|ecks in lauter »zecke.

13°
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Ferner lassen sieli von der Winkelspitze K aus zwei Diagona

len unsers \im — (2z— 2)|ecks ziehen, von deren jeder dasselbe 
in ein

(3w— 4)eck und ein |(z'— 3) m — (2i— 8)] eck 
getlieilt wird. Da nun A, die Anzahl der Zerlegungen des erstem 
in lauter zwecke, Ai—3 die Anzahl der Zerlegungen des letztem in 
lauter zwecke ist; so ergeben sich hieraus 2^/3 Ai—3 Zerlegungen 
unsers \im— (2i — 2)|ccks in lauter zwecke.

Ist nun i eine ungerade, also die Anzahl i—1 der zur Zerle
gung unsers \im — (2z—2)|ecks in lauter wecke nötliigen Diago
nalen eine gerade Zahl; so wird man, auf die obige Weise fort
gehend, immer endlich auf zwei von K ausgehende Diagonalen 
kommen, von deren jeder unser \im — (2z’— 2)|eck in ein

(i(z— l)w— (z — 3)|eck und ein |J(z’-|-l)w—(i — l)|eck 
getlieilt wird, und da nun A^(i—1) die Anzahl der Zerlegungen des 
erstem in lauter wecke, A2(i+1) die Anzahl der Zerlegungen des 
letztem in lauter wecke ist, so ergeben sich hieraus 2zf;(i—1) 
As. (,+ij Zerlegungen unsers |z’w—(2i — 2)|ecks in lauter wecke.

Wenn dagegen i eine gerade, also die Anzahl i—1 der zur 
Zerlegung unsers \im— (2z— 2)|ecks in lauter wecke nöthigen 
Diagonalen eine ungerade Zahl ist, so wird man, auf die obige 
Weise fortgehend, immer endlich auf eine von K. ausgehende Dia
gonale kommen, von welcher unser \im— (2z—2)|eck in zwei

[ azw — (z — 2) jeckc
getlieilt wird, und da nun Ay die Anzahl der Zerlegungen dieses 
|-‘zw — (z— 2)]ecks in lauter wecke ist, so ergeben sich hieraus 
Ay An Zerlegungen unsers [z’w— (2z— 2)|ecks in lauter wecke.

Die Anzahl aller auf die obige Weise sich ergebenden Zerle
gungen unsers \im — (2z — 2)|ccks in lauter wecke ist folglich

2>í, Ai—i-t-2Aa Ai-2~Y-2At Ai—3-\-...-^-2A^(i—i)A^f+tí 
oder
2^/, Ai—\-\-2A3 Ai—2-{-'2A, Ai—3~ł-...~ł-2Ai(i—2)Aj(i-t-2)-t-An A^» 
jenaclidem z’ eine ungerade oder eiue gerade Zahl ist, und also,, 
wie leicht in die Augen fallen wird, für jedes gerade oder un
gerade i
Af Ai—; —f— A2 Ai—2 —f- A2 Ai—3 —f— ... —f— Ai 2 A2A-Ai—1 A29 

oder, mit Hülfe einer leicht verständlichen abkürzenden Bezeichnung,

-r~-1> y—‘—1 J
Da nun im— (2i — 2) die Anzahl der Winkelspitzen unsers 

Íim— (2z‘ — 2)|ecks ist, die obigen Betrachtungen sich aber ofleti- 
ar bei jeder einzelnen Wiukelspitzc anstellen lassen; so ist

.|zw-(2ż-2)| A

die Anzahl der sich auf die in Rede stehende Weise ergebenden 
Zerlegungen unsers \im — (2i — 2)|ecks, und es fragt sich nun 
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bloss noch, ob unter diesen Zerlegungen nicht vielleicht identische 
vorkommen; welche Fruge auf folgende Art beantwortet werden 
kann.

Denken wir uns irgend eine bestimmte Zerlegung unscrs 
\im — (2i— 2)|ecks in lauter »zecke; so erscheint dieselbe in der 
obigen Aufzählung offenbar in Bezug auf eine jede der in ihr vor
kommenden Diagonalen, d. h. weil die Anzahl der zu der Zerle
gung unsers \im — (2i— 2)|ecks in lauter »zecke erforderlichen 
Diagonalen i — 1 ist, i — 1 Mal. Ferner ist aber z. B. die Diago
nale KŁ sowohl bei der Winkelspitze K, als uueh bei der Win
kelspitze L in Betrachtung^ oder sowohl von K nach L, als auch 
von L nach K gezogen worden, woraus sich, in Verbindung mit 
dem Vorhergehenden, ergiebt, dass die in Rede stehende bestimmte 
Zerlegung unsers \im — (2/ — 2)|ecks in lauter »zecke in der obi
gen Aufzählung 2(z— 1) Mal vorkommt, und da dies nun natürlich 
von einer jeden solchen Zerlegung gilt, so ist klar, dass

m —(2z —2) *=«-!,  y=l
2z — 2 ‘J

die Anzahl der wirklich von einander verschiedenen Zerlegungen 
unsers \im— (2z‘— 2)|ecks in lauter »zecke, oder dass, weil nach 
dem Obigen die Anzahl dieser Zerlegungen durch Ai bezeich
net wird,

. itn — (2z— 2) x=£—1, y=l .Ai = - 2z —2~~ ~x=l, y=I-^ Ay

ist.
Aus dieser Formel ergeben sich, da offenbar A,=l ist, die 

folgenden Gleicliungeu zur Berechnung der Grössen Alt Aa, At, 
Aft ... .:

yf, =1,
Aa = ^^ AtAt,

A3=~^ (AlA3-^-AaAl),

A.=~^ (A'A' + A^ + A.A,),

A3 = 5^-=^ (A'At + AaA3 -+- A3Aa + A3A3)t

u. s. w. 
oder

^,=1,
. 2m— 2 .A =—— AtA„

A,=—^ . 2A,Aa,

A, = —{'LA'A' 4- AaAJ,
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(2 A A 4-2^,),

(2^.^. +^.+J,4),

A, (^,A.-ł-2AxAt-ł-2AtA4),

u. s. w. 
deren Gesetz ganz deutlich vor Augeu liegt.

Mit Hülfe dieser Gleichungen hüt Fuss die folgende Tafel 
berechnet.

i m = 3 m — 4 m ■=. 

1 1 1 1
2 2 3 4
3 5 12 22
4 14 . 55 140
5 42 273 969
6 132 1428 7084
7 429 7752 53820
8 1430 43263 420732
9 4862 246675 3362260

i «w = 6 «w = 7 m = 8

1 1 1 1
2 5 6 7
3 35 51 70
4 285 506 819
5 2530 5481 10472
6 23751 62832 141778
7 231880 749398 1997688
8 2330445 9203634 28989675
9 23950355 115607310 430321633

Wenn man aus den obigen recurrirenden Formeln die Grössen 
A,, A2, A3, At, Aly nach der Reihe entwickelt, so er
hält man ohne alle Schwierigkeit

^, = 1,
. m — 1^3 = —.

i (m— 1) (3m— 4)
T72 ■



199
. (m—1) (im— 5) (im — C)

— 1.2.3 ’
. (m —1) (Sm — C) (Sm — 7) (5»i — 8)

— 1 . 2 . 3 . 4 ’
u. s. w.

woraus man durch Induction schliesst, dass allgemein- für »^>2
(»< — !) (im — i—1) (im — i — 2) (im — i — 3)...(im—(2i—2)) 
’ fT2 . 3.4 . ... (t — 1)

ist, und es würde nun darauf ankommendiese von Fuss nicht 
angegebene ganz independente Formel allgemein zu beweisen, 
welches Stoß' zu einer nicht uninteressanten Untersuchung geben 
dürfte. Für i = 1 und i = 2 ist nach dem Obigen

. i m~1Ax =1, A^=.—j—.

Setzen wir im — (2i — 2) = n, so erhalten wir
. n — 2
4 m — 2?

und folglich i = n — 2 für »» = 3. Also ist nach dem Obigen für 
m = 3 und n — 2 ^>2, d. i. »^>4,

4 ~n(n + 1) (»4-2) ... (2» — 5)
^«-2 1 .2 . 3 . 4 —3) ’

Für a = 3 und » = 4 ist nach dem Obigen, immer unter der Vor
aussetzung, dass m = 3 ist,

At = l, A?=2.
Nach Euler ist für den Fall m = 3 allgemein

. 2 . 6 . 10 . 14 . 18 ... (4» —10)
^»-2 2.3 . 4.5 ._ 6 ... (n — 1) ’

nnd es wird nun darauf ankommen, die Uebereinstimmung dieses 
Ausdrucks mit dem vorher gefundenen Ausdrucke von An—2 zu be
weisen, d. h. zu zeigen, dass für a ^>4 allgemein

2«(«+l) («4-2) ... (2n — 5)  2 . 6 . 10 . 14 . 18 ... (4« —10)
1 . 2 . 3 . 4 . .. (« —3) 2 . 3 . 4 . 5 . C ... (» —1)

ist, welches sehr leicht auf folgende Art geschehen kann.
Ist die vorstehende Gleichung richtig, so ist auch die Gleichung

2»(»4-l) (»4-2) .. (2a —5)  1 ■ 3 . 5 . 7 ... (2a —5) . 2”-»
1 . 2 . 3 . 4 ... (« —3) 2 . 3 . 4 . 5 .... (» —1)

richtig, nnd umgekehrt. Ist aber die letzte Gleichung richtig, so 
ist auch die Gleichung
2.1.2.3.4...  (2a—5)=1.2.3..(»—3). 1.3.5,7..(2a—5).2«—2 

richtig, und umgekehrt. Wenn aber die letzte Gleichung richtig 
ist, so ist oßeubar auch die Gleichung
2.1.2.3.4...  (2a—5) = 2.2.4.6.. (2a—6) . 1.3.5.7..(2»—5),
d. i. die Gleichung
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2.1.2.3.4...  (2íw — 5) = 2.1.2.3.4 .. . (2n — 5) 

richtig, und umgekehrt. Weil nun die letzte Gleichung eine iden
tische Gleichung ist, so ist hierdurch offenbar die Richtigkeit der 
Gleichung

2n(n -ł-1) (n-ł-2) .. (2ra —5)  2.6 . 10 . 14 . 18 ... (in —10)
1 . 2 . 3 . 4 ... (n — 3) 2. 3 . 4 . 5 . 6 ... (n — 1)

für bewiesen.
Aus der Gleichung

. 2 . 6 . 10 ■ 14 . 18 ... (4m —10)
2.3.4.5 . 6 ... (« —1)

ergiebt sich für n = 3 und n = 4 respective
-4, = 1 und At=2,

wie es nach dem Obigen sein muss; daher ist die für den Fall 
0z = 3 von Euler gegebene Gleichung ganz allgemein, und lässt 
sich, wie man sieht, nus dem Obigen ohne Schwierigkeit ableiten.

Euler hat mittelst seiner Formel die folgende Tafel berechnet:
A, =1
A*  = 2
A, =5
A =14
At = iSL

A„ =132
A, =429
A, =1430
A„ =4862
.4, . = 16796
^4,, =58786
Alt= 208012
Alt= 742900
At .= 2674440
Alt— 9694845
Aia =35357670
Atl =129644790
.4, ,= 477638700
At, =1767263190
A,o =6564120420
Atl =24466267020 
A^ =91482563640
A„ =343059613650

Der vorliegende Aufsatz ist lediglich geschrieben, nicht um 
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den in Rede stehenden interessanten Gegenstand zu erschöpfen, 
sondern vielmehr um zu einer neuen Untersuchung desselben anzu
regen, welche uns auch nach den von den oben genannten treff- 
licben französischen Mathematikern mitgetheilten Untersuchungen 
noch sehr nöthig und in jeder Beziehung wünschenswert!) zu sein 
scheint. Vorzüglich würde es natürlich auf die Auffindung eines 
ganz allgemeinen Beweises für die oben von uns gegebene Glei
chung
.__ (m — 1) (im — i — 1) (im — i — 2) (im — i— 3)... (im— (2t—2) )

Ai— 1 . 2 . 3 . 4 ... (ż—1)
ankommen, und diese Gleichung würde entweder ans den von 
Fuss gefundenen recurrirendeu Formeln dnreh allgemeine Schlüsse 
abzuleiten oder unabhängig von diesen Formeln zu beweisen sein. 
In letzterer Beziehung dürfte es vielleicht angemessen sein, zu un
tersuchen , ob die von den genaunten französischen Mathematikern 
in dem Falle ct = 3 angewandten Methoden nicht vielleicht einer 
Verallgemeinerung fähig sind, zu welcher Untersuchung ich na
mentlich die genannten Herren selbst hier anfzufordern mir erlau
ben möchte. Da übrigens Fuss ausdrücklich bemerkt, dass ihm 
von Pfaff geschrieben worden sei, dass auch er eine allgemeine 
Auflösung unsers Problems gefunden habe, so würde sich Herr Pro
fessor Dr. Gartz in Halle die Mathematiker gewiss sehr verbinden, 
wenn er in den, wie wir wissen, in seinen Händen befindlichen 
nachgelassenen Papieren Pfaffs nachsucben wollte, ob sich in 
denselben einige, der öffentlichen Mittbeilung wertlie Aufzeichnun
gen über diesen Gegenstand befinden. In dem Archive wird den
selben sehr gern eine Stelle eiugeräumt werden.

Fuss macht am Ende seines Aufsatzes noch die folgende nicht 
unbeachtet zu lassende Bemerkung. Man setze

Z = 1 -p-4--f- A2xa -p- A^as*  -p-........
und

t C«4— C'jZT •+- 4— -I- —p- .... ;
so ist

(m— ,.a? -p-A^1 4- Atsc3 + A,^1 -p- ....)
= l (C-ł- C\æ-p- C^æ2 -p- Cta;*  4- C^a;“3 4- ....),

und folglich, wenn man differentiirt,
, .. Ay -+- "2Azx 4- &A,xx -ł- 4^4zf* 
(m ) l-hA,x-ł-A1x2-i-A1xa-ł-.........

__ Ct -j-2C2x-j-3C,xx-j-iCtx3 4-..........
C-p- Ctx 4- C2xx 4- Cax3 4-......... ’

woraus sieh ohne alle Schwierigkeit die folgenden Gleichungen 
ergeben :

Ç (CT — 1) AXC

(m — 2) AyCx 4- (2ct — 2) A2C
---  -------------------ň-------------------5 *
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3
-, (m — 3) -ájC, -I- (2m — 3) A3Ct 4- (3m — 3) A,C 

—

„ (m — h) A,C3-ł-(2m—4) A3C3-t-(3m—4) A3C3 —4) AąC 
C. --- 7-----------------------------------------------

U. 6. W.
Offenbar muss nun C=1 sein, und wenn man

C=Jt> c\=a3, c3=a„ c,=a„ ....
setzt; so werden die obigen Gleichungen

-41 = 1,
A = ^A3A„

A3=3-^~ 2A3A„

At=~^ (ZA'A' + A^AJ,

At=^~ (2A3A^2A^A3)3

At = ^4=-- (2A1A„ 4- 2A.3A*  + A3A,),

Tzzz _  !*>A =-—jg— (2A3A, + 2A.A, +2AtAJ, 

U. 6. W.
Hieraus, in Verbindung mit dem Obigen, ergiebt sich nun un

mittelbar, dass die oben durch

bezeichneten Grössen die Coeflicienten in der Entwickelung der 
Function Z in eine Reihe sind, welche den beiden Bedingungen

Z = 1 + À3x-^-Atx*  -ł-Atx*  + Atx*

Z">—i=:A3 -4-A^x -f-A3x*  -f- Anas'*  -t-Atx*  + ...
d. h. welche der Gleichung

oder der Gleichung
Z«-i---- i- Z + — = 0

x x
genügt, und man kann also die in Rede stehenden Grössen auch 
linden, wenn man die Function Z in eine Reihe entwickelt

Von dieser schon von Fuss dem Wesentlichen nach angege
benen Methode der Entwickelung der Grössen Ax, A*,  A3, At,.... 
ist die von Herrn Binet in dem Falle »z=:3 angewandte Methode 
nicht verschieden. In diesem Falle geht nämlich die obige allge
meine Gleichung in die quadratische Gleichung

Z’ —— Z4- —= 0X X
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über, und durch Auflösung dieser Gleichung ergiebt sich 

z=^(i±i/r=4^),

wo man aber offenbar das untere Zeichen nehmen, und folglich

Z = ^(1“l/rZZ^

setzen muss, weil offenbar

-^(n-ł/r=M

für zr = 0 nicht der Einheit gleich werden kann, wie es wegen 
der Gleichung

Z = 1 4- 4-À,x2 4- y/,.//3 4- 4- - - • -
erforderlich ist. 

Entwickelt man nun l/l —hx nach dem Binomischen Lehr
sätze in eine Reihe, so erhält man
„ 1(1» 1 », 1 -3 . 1.3.5 . iZ—2 I 2 •4-|-2.4*' 4 Zr-|-2.4.6 " 4 & "* “2.4.6.8 " 4 & +••••!’

und folglich
_J_ 1.3.5. 7 ... (2^-5)

n-2— 2 ‘2. 4. 6. 8... (2re —2) * 1
also, weil 4n—1 = 2-(n—ist, 

oder
___2.6 ■ 10 ■ 14 ■ 18 ... (4w —10) 

An 2— 2.3 . 4 . 5 . 6 ... (« —1) ’

welches ganz die von Euler für den Fall «n = 3 gegebene For
mel ist, welche wir schon oben auf anderm Wege gefunden haben.
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XXVIII.
Ueber die Differentialquotienten von log x und 

in Bezug auf eine Bemerkung des Herrn 
Liouville in dessen Journal de Mathématiques. 

Août 1840. p. 280.
Von

dem Herausgeber.

Cauchy liât bekanntlich die Entwickelung der wichtigen Dif
ferentialquotienten der Functionen log x und ax auf den Satz ge- 

£
gründet, dass sich die Grösse (l-f-O)O, wenn © sich der Null 
nähert, der Summe der convergirenden Reihe

1 1 1 1 1
I ’ 1.2’ 1.2.3’ 1 . 2 . 3 . ť

welche wir wie gewöhnlich durch e bezeichnen wollen, als ihrer 
Gränze nähert, und diese Entwickelung verdient allerdings ganz 
besondere Empfehlung, weil sie als eine völlig elementare bezeich
net werden kann, indem dabei äusser dem Binomischen Lehrsätze 
für positive ganze Exponenten und der Lehre von den geometri
schen Progressionen bloss noch der Satz vorausgesetzt wird, dass 
die obige Reihe eine convergirende Reibe ist, und folglich eine 
bestimmte, vorher durch e bezeichnete Summe hat, wovon mau 
sich aber sehr leicht auf folgende Art überzeugen kann.

Man setze

*" — 1-l-l 'i"1.2“1-1.2.3‘ł-’‘""ł-l...OT’

so ist offenbar für »>-2

4- ("^') 4- (y) 4- ... 4- (y) »
und folglich nach der Lehre von den geometrischen Progressionen

also immer «„<3, da s,=2 und s2=2, 5 ist. Weil nun 
wenn n wächst, fortwährend wächst, aber, wie gross auch n wer
den mag, doch immer kleiner als 3 ist, so muss sich «„ offenbar 
einer gewissen bestimmten endlichen Gränze immer mehr und mehr 
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und bis zu jedem beliebigen Grade nähern, wenn n in’s Unend
liche wächst, wodurch die Convergenz der Reihe 1, -p p—, 

1 , .y—g—£ bewiesen ist.
Gegen den von Cauchy gegebenen Beweis des oben im Ein

gänge erwähnten Satzes bat aber Herr Liouville in seinem Jour
nal (Août. 1840. p. 280) die sehr gegründete Einwendung gemacht, 
dass demselben die Annahme zum Grunde liege, dass das Product 

j o n_ 1
(1 — —) (1—... (1------^—) für ot = gC der Einheit gleich
werde, welches zwar dann seine Richtigkeit habe, wenn n eine be
stimmte von m unabhängige Zahl sei, sich aber dann offenbar 
nicht mehr behaupten lasse, wenn n von m, abhängig, z. B. w=m 
oder n-=. m—1 sei, und sieht sich dadurch veranlasst, den'fol
genden Beweis des in Rede stehenden Satzes zu geben, welchen 
wir hier mittheilen wollen, da wir ihn für völlig streng halteu, in
dem wir zugleich nicht unerwähnt lassen können, dass nach Herrn 
Li ou villes eigner Bemerkung Herr Lej eu ne-Diriclil et ähnliche 
Betrachtungen in einer seiner Abhandlungen sehr glücklich ange
wandt hat °).

Wir wollen zuerst annehmen, dass ©=.-^ sei, wo eine po
sitive ganze Zahl bezeichnen soll. Dann wird unser Satz bewie
sen seiu, wenn wir zeigen können, dass die Grösse

sich, wenn die positive ganze Zahl p in’s Unendliche wächst, der 
Grösse e als ihrer Gränze nähert. Diess lässt sich aber auf fol
gende Art beweisen.

Es ist

e== 1+T + i . 2 1 . . _i)

~* ”1 . . . n 11 ~n -1- 1 ~(n -+-1 ) (n -+- 2) ' ' '} ’

und nach dem Binomischen Lehrsätze für positive ganze Exponen
ten ist

®) In seinen so eben erschienenen Leçons de Calcul différentiel et de Cal
cul intégral, rédigées d’après les méthodes et les ouvrages publiés ou 
inédits de M. Cauchy. T. 1. Paris. 1840. p. XXII. hat sich zwar Herr 
Abbé Moigno gegen die obige Bemerkung des Herrn Liouville er
klärt, aber, wie es uns scheint, aus wenig haltbaren Gründen. Auf je- 

1
den Fall müsste doch bewiesen werden, dass (l-g-©)w sich wirklich 
einer bestimmten Gränze nähert, wenn 0 sich der Null nähert, dass

(l -1- 6)^ fiir 6 = 0 wirklich einen bestimmten Gränzwerth bat, auch 
für’s Erste ganz abgesehen von der Grösse dieses Werths. Aber eben 
dieses erhellet aus dein auf p. 3. ff. von Herrn Abbé Moigno gegebe
nen Beweise gar nicht mit der nötliigen Strenge, und diesen Beweis 
trifft nach unserer Ueherzeugung ganz die obige von Herrn Liouville 
gemachte sehr richtige und beachtungswerthe Einwendung.
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1-- (1—1)(1—-) 

ff , 2__fí___.
1 . 2 1.2.3

1.2.3... (n — 1)

*" 1 . 2 . 3 ... n

1-”
1 + ^T#

(i — —)(1_^±2) (i—-)..(!—
_JŁ_ ■ , 1 P

(w -f— 1) (tí -f— 2) (ti -j- 1) (tí -f— 2) ... p
Nun ist aber

i + w-f-l + {n-t- 1) («4-2) (k+1) («4-2) («4-3) +...........

+ +.......... ’

und folglich nach der Lehre von den geometrischen Progressionen 

1 “ł" »i4-l («4-1) («4-2) ~ł~ («4-1) («4-2) («4-3) + ••••■< ^ + n‘

Also kann man
11 1 J

* 7J4-1 («4-1) («4-2) («4-1) («4-2) («4-3) ‘

wo $ einen positiven echten Bruch bezeichnet^ und folglich nach 
dem Obigen

e~ 1 +T r?2+ - + 1 ...(« —1) \...n Í1 ”*“■«)

setzen.
Offenbar ist uber
1—- (1 — -)(1—?L±^) (1 (1 

“*"«4-1  (»4-1) («4-2) I--”-»- (W4-l) (W4-2).,.^

«4-1 («4-1) («4-2) («4-1) («4-2) («4-3)“^

und folglich nach dem Vorhergehenden um so mehr

1-2L
H____ ZÍ+___ (ii1____ 4-
^«+1^ («4-1) («4-2) 4------- —------------ — <**  1 -4— —.^(«4-1) («4-2).../x^ «

also
(i-ZL) (i_^+l)

14____ ÍÍ4-'___ (i-2____ ÍL- .
^«4-1 («+1) («4-2) 

(1—Z— ’) 
, p’ K p ’

(«4-1)(«4-2)...fi
■7
«

wo n einen positiven echten Bruch bezeichnet; folglich nach dem 
Obigen
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1—- (1—-)(1--)____ ff , 1 * * f* ,

1 A4der Null, also U+t) der Gränze e bis zu jedem beliebigenp,
Grude nähert, wie behauptet wurde.

Ist ferner & kein positiver Bruch, dessen Zähler die Einheit,
der Nenner eine positive ganze Zahl ist, sondern überhaupt nur

1.2 1.2.3 “*■

”*■  1 . 2 . 3 ... (n—1) 1.2.3...» (Ï + ")■ 
v n

Hieraus folgt aber sehr leicht

Í14- fj — 14~ 1 “*~1 . 24 * *“"'4" l...(/i I)4“ 1...RÍ1"* - »)"*■* ’

wo e eine Grösse bezeichnet, welche für jedes bestimmte von 
p unabhängige n sich der Null nähert, wenn ft wächst, und 
derselben beliebige nahe gebracht werden kann, wenn man nur ft 
gross genug werden lässt.

Aus dem Obigen ergiebt sich nun unmittelbar die Gleichung
I/1 1 f — íe— (14-— ) =1--------■ -------' ft7 1... n n

Weil Ç und i] positive echte Brüche sind, so 'ist der absolute 
Werth von

I
1...»   n*

nie grösser als
1 1

1...  »  »’*
und es ist folglich, wenn wir den absoluten Werth von e im All
gemeinen dnreh e' bezeichnen, der absolute Werth von

e-(l + |f

nie grösser als
1 1 ,

1...»  " »  e'4

Nimmt man nun n nur gross genug an, so kann
1 1

1 ... n ' »
der Null beliebig nabe gebracht werden. Lässt man dann, indem 
n seinen jetzt bestimmten Werth fortwährend behält, ft in’s Unend
liche wachsen, so nähert sich nach dem Obigen e' der Null bis zu 
jedem beliebigen Grade, und man sieht also nun hieraus, dass sich, 
wenn ft in's Unendliche wächst,
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eine positive Grösse, so seien jtz und ju'=ju-4-1 die beiden positiven 

ganzen Zahlen, zwischen denen der Bruch liegt. Dann ist
1-g=A*4-x  = P—x,

£ 
wo x und x' zwei positive echte Brüche sind. Die Grösse 
ist offenbar zwischen den Gränzen

+ und

enthalten. Lässt man nun & sich der Null nähern, so werden 
und y! sich dem Unendlichen, folglich nach dem Vorhergehenden 
die Grössen

und

sich beide der Gränze e nähern. Weil ferner x und x' positive 
echte Brüche sind, so nähern sieb, wenn 0 sich der Null nähert,
1-1-----und 1-------- ; beide der Einheit als ihrer Gränze, und die
Grössen

j-ř

nähern sich folglich offenbar beide der Grösse e als ihrer Gränze.

Da nun aber zwischen diesen Grössen die Grösse ent
halten ist, so nähert sich auch diese Grösse, wenn & sich der Null 
nähert, offenbar der Grösse e als ihrer Gränze.

Wenn endlich & negativ ist, so kann, da man sich & der 
Null nähern lässt, immer angenommen werden, dass der absolute 
Werth von & kleiner als die Einheit ist. Setzt man nun unter 
dieser Voraussetzung

, _ 1 o> G1 + ® — F-p? ® — 14-<o’ w— l-ł-e;

so ist offenbar a> positiv und nähert sich der Null, wenn & sich 
der Null nähert. Also nähert sich nach dem Vorhergehenden

£
(1-ł-w)"

der Gränze e, wenn & sich der Null nähert, und l-f-w nähert sich 
unter derselben Voraussetzung der Einheit als Gränze. Folglich 
nähert sich offenbar auch ! £114-0»

(i-ł-wH
der Grösse e als Gränze, wenn & sich der Null nähert. Nun 
ist aber

1 14-0» 1 ,14-0) 
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u-ud cs wird sich also auch (14-®)® der Gränze e nähern, wenn 
0 sich der Null nähert.

Hiermit ist nun ganz im Allgemeinen bewiesen, dass die Grösse 

(1+®)*

sich, wenn 0 sich der Null nähert, immer der Grösse
e — 1 -4- — 4------1----- 1-------- ---------1------ 1— 4- .
1 — ^1 ^1.21. 2 . 31. .. 4 ...........

als ihrer Gränze nähert.
Von diesem Satze lässt sich jetzt die folgende Anwendung zur 

Entwickelung der Differeulialquotienten der beiden Functionen
y = log x und y=ax 

machen.
Sei zuerst y = log x, so ist

ňy= lüK (■» + — log zr = log (14- — ),
und folglich 

A-c hx
Setzen wir nnn ^x = 0x, so ist

Ay  log (1 8)  log . (1
hx 8X X

Wenn fcx sich der Null nähert, so nähert sieb offenbar mich 0 der 
_i^

Null, und (1 4- ®)® nähert sich folglich der Gränze e, wie im Vor
hergehenden gezeigt worden ist. Also nähert der Differenzenquo
tient sich der Gränze ^--e wenn hx sich der Null nähert.

hx x “
Die Gränze, welcher der Diffenzenquotient sieb nähert, wenn 
t\x sich der Null nähert, ist aber bekanntlich der Differen-
• . ■ ty i • r i i- itialquotient , und es ist iolglicli

rfy log e log e
-r- = —— oder d log x =------  dx.dx x r x

Sei ferner y = ax, so ist log y^=x log «, und folglich
___ log y3à ■ i •log a

Daher ist nach einem bekannten Elementarsatze der Differential
rechnung und nach dem Vorhergehenden

dx  1 d log y  log e  log e
dy log a ‘ dy y log a ax log a'

Nach einem andern bekannten Satze der Differentialrechnung ist 
aber

TŁeil 1. 14
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dx dy  dx
dy ' dx dx ’

und folglich
dy i dx 
dx ’ dy '

Also ist nucli dem Vorhergehenden
dy log a . . log a ,
-j— = ------ax oder d, ax = i-------  nx dx.dx log e log e

Die ans dem Ohigen bekannte Zuhl e betrachtet mun bekannt
lich als die Basis eines eignen logarithmischen Systems, welches 
man dus natürliche oder hyperbolische System nennt, und 
bezeichnet die Logarithmen dieses Systems gewöhnlich bloss durch 
l. Ist nun b die Basis der durch log bezeichneten Logarithmen 
und N eine beliebige Zahl, so ist

A’= b ,ob N— elK,
also, wenn man anf beiden Seiten die nutürlichen Logarithmen 
nimmt,

INlog A . Ib-=IN oder log N=-^.
Folglich ist

i u — 1Iog C=/Ä =

und daher uacli dem Obigen
, , dx , ,, dxd log x = , also dix = —.

Ferner ist
, la , le 1loff a = vr, log e = -vT = -rr.B Ib ’ B Ib Ib

also
Io« «__  .
log e ’

und folglich nach dem Obigen
d . ax = aT ladx.
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XXIX.
Mathematische Bemerkungen von dem Herrn 

Major und Ritter Dr. G. W. Müller zu 
Hannover.

i.

Euklid stellt folgenden Satz an die Spitze des lOten Buchs: 
„Wenn zwei ungleiche Grössen gegeben sind und es wird von der 
grösseren mehr als die Hälfte (oder auch nur die Hälfte) wegge- 
tiommen, von dem Reste abermals mehr als die Hälfte (oder auch 
nur die Hälfte), uud dies immer so fort: so bleibt einmal ein 
Rest, welcher kleiner ist, als die gegebene kleinere Grösse.“

Man kann diesem Satze folgende Erweiterung geben:
-Wenn von einer gegebenen Grösse G der zzzte. Theil, d. b.
—G. weggenoininen wird, von dem bleibenden Reste wiederum 
dessen /»ter Theil und dies immer so fort: so bleibt einmal ein 
Rest, welcher kleiner ist, als jeder gegebene wte Theil der 
Grösse G.“

Beweis: Es bezeichne G den rten Rest, so ist
(?)

G= G — - . . Gm m
G=^n. G=zp=i)\ G
(2) (I) «

G = (^f. G
(-)

», • i l\r - 1 , z mNun wird G<— .G sein, wenn (------ )-<—oder (------;) 2>zz,

also, auf beiden Seiten die Logarithmen genommen, wenn 
rllog m — log (m — !)),>• log u d. b. r ^-.----------”,------------ — ist.' ° log m — log --- J)
Da nuu in dieser Beziehung m und u positive Zahlenwcrtlie bedeu
ten die grösser als 1 sind, so bat der Quotient ,--------------------------=  log m — log (m — 1)
einen in jedem vorliegenden Falle angebbaren positiven Zalilen- 
werth, mithin kann die für die ganze Zahl r geforderte Bedingung 
jedesmal erfüllt werden.

Es folgt also hieraus, dass durch Fortsetzung der Wegnahme 
des /»ten Tbeils jedes Restes einmal ein Rest kommen wird kleiner 

14*
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wie jeder gegebene Theil der Grösse und noch um so mehr, wenn 
bei jeder Wegnahme noch mehr wie der »zte Theil genommen wird. 
Bei der Lehre von der Convergeuz der Reihen lässt sich von die
sem erweiterten Satze nützliche Anwendung machen.

II.
Bei der Bildung successiver Diilerenzreihen aus einerlei Grund

reihe lässt sich die Frage aufwerfen .,wie und aus welchen Glie
dern der Grundreihe ist das zzte Glied der zwten Differenzreihe zu
sammengesetzt?” Ilie Beantwortung wird durch folgende combi
na tori sehe Betrachtung sehr erleichtert.

Es sei «, b, c, d, . . eiue Reihe von Elementen, nus denen 
durch Zusammenstellung von je zwei benachbarten eine Reibe von 
Complexionen ab, bc, cd, . . . gebildet wird, so entsteht in dieser 
letzteren jede nachfolgende Complexion dadurch aus der vorher
gehenden Complexion, dass jedes Element mit dem nächsthöheren 
vertauscht wird. Wird aus der so gebildeten Reihe auf gleiche 
Weise eine neue Reihe von Complexionen abbe, beed, . . . darge- 
stcllt. so gilt in dieser für die Entstehung einer nachfolgenden aus 
der vorhergehenden Complexion dasselbe Gesetz; das höchste Ele
ment der nachfolgenden kommt also nicht in der vorhergehenden 
und das niedrigste der vorhergehenden nicht in der nachfolgenden 
Complexion vor, die zwiscbcnlicgenden Elemente sind aber in bei
den zugleich vorhanden. Eine neue Zusammenstellung von zwei 
benachbarten Complexionen wird also das niedrigste Element der 
vorhergehenden, das höchste der nachfolgenden und die zwischeu- 
liegcndcn Elemente beider enthalten.

Hieraus folgt, dass in jeder neuen Reihe von Complexionen, 
die durch Zusammenstellung von je zwei benachbarten Complexio
nen einer vorhergehenden Reibe gebildet wird,

1) jede nachfolgende Complexion aus der vorhergehenden durch 
Vertauschung der Elemente mit den nächsthöheren erhalten 
wird;

2) iu die Zusammensetzung jeder Complexion ein successives Ele
ment mehr eingeht als in die der vorhergehenden Reihe.

Da nun in der Itfti Complexionen-Reihe in jeder Complexion 
2 successive Elemente vorkommen, so enthalten die Complexionen 
der 2ten Reihe 3, der 3ten Reihe 4 und allgemein der znten Reibe 
(zzz —1) successive Elemente. Das Anfangs-Element der Complexion 
bestimmt sich dabei durch die Stelle welche die Complexion in ihrer 
Reihe einnimmt; es ist das gleichholie Element aus der Reihe der 
Elemente, d. h. das Element, welches in dieser in der gleichhohen 
Stelle, vorkommt.

Die Zahlen welche die Zusammensetzung der Complexionen 
aus den successiven Elementen angeben, sind ftir die >/»te. Com- 
plexionen-Reihe die Binomial-Coeflicienten der mten Potenz. Denn 
offenbar sind für die Itc Complexionen - Reihe ab, bc, cd, ...jene 
Wiederholungszahlen 1 und 1 die Binomial-Coeflicienten der Iten 
Potenz, desgleichen fiir die 2te Complexionen-Reibe abbe, beed,...
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die Wiederholungszahlen 1, 2, 1 die Binomial - Coeflicienten der 
2len Potenz, überhaupt aber setzen sich hei der Zusammenstellung 
von zwei benachbarten Coinplexionen der rten Reihe zu einer Com- 
plexion der (r-f-i)ten Reihe ihre Wiederholungszahlen eben so 
für die neue Complexion zusammen, wie, bei der Zusammenstellung 
der beiden Partial-Produkte der rtcn Potenz des Binotniums in den 
ersten uud zweiten Theil des Binoiniums zur Darstellung der 
(r-f-l)ten Potenz, sich die Binomial-Coeflicienten der rteu Potenz 
zu denen der (r-|-l)ten Potenz zusammensetzen

Bis hieltet ist für die arithmetische Beziehung der Zusammen
stellung von je zwei benachbarten Gliedern der einen Reibe zu 
eiuem Gliede einer neuen Reihe nichts angenommen worden. Fügt 
man die Bedingung hinzu, dass das vorhergehende Glied mit ent
gegengesetztem Zeichen zum nachfolgenden hiuzugesetzt werden 
soll, wie es das Schema

a, b, c, ... .

ab, bc, cd, ....

abbe, beed, edde, . . .

abbbcccd, bcccddde, edddeeef, ....

besagt, wo das — Zeichen über dem Elemente angedeutet ist, so 
buben die in zwei benachbarten Coinplexionen derselben Reihe ent
haltenen gleichen Elemente entgegengesetzte Zeichen, und da bei 
der Zusammenstellung zu einer neuen Complexion das Zeichen in 
der vorhergehenden umgekehrt wird, so bekommen dadurch die 
gleichen Elemente aus beiden einerlei Zeichen, nämlich dasselbe 
was sie in der nachfolgenden batten; es ändern sich also die Wie- 
derbolungszahlen nicht, welche für die neue Complexion hervor
gehen. Nun hat iu der ersten Coinplexionen-Reihe das letzte Ele
ment der Complexion das ursprüngliche + Zeichen, mithin auch in 
jeder folgenden Complexionen-Reihe; da ferner in den Complexio- 
nen der Isten Reihe das Zeichen vou Element zu Element wechselt, 
so wird es auch in den Coinplexiouen der folgenden Reihen vou 
Element zu Element wechseln. Zur Anwendung auf die vorliegende 
Frage sei die Grundreihe durch

yo + f y*  -+ ■ ■ • • 4- y» 4- • • • 
und die mte DiQerenzreihe durch

mhy + 'nAy4- "'Ay 4-.... 4- m&y4- ....
0 12 n

“) I 1
1 1

I 2 1
1 2 1

13 3 1
13 3 1

1464 1
1 4 6 4 1 

I 510105 1
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ungedeutet, so dass dus «te auf das Anfangsglied folgende*  Glied 
für die Grundreibe durch ynt für die «ite Ditferenzrcihe duřeli m\y

n 
bezeichnet wird. Lässt mau nun die vorhin gebrauchten combina- 
lorischen Elemente a, b, c, . . . die Glieder dieser Gruodreihe be
deuten und der Bequemlichkeit des Vorzeichens wegen in den Com- 
[ilexionen die Elemente in fallender Ordnung auf einander folgen, 
so ergiebt sich unmittelbar
mLy=ym—’"S3 ! ym-1-ł- "‘S^ym-i—.....(—1 )r "‘&r. y,n-r......(—1 )"'. yo

o
”‘Ay=y»>4-n—....... (—i)r"‘53r - y«i+ň-r......... (—i)"'y«

n
wobei den rten Binomial-Coeflicienten der zuten Potenz, näm- 

. ,v. m (m — 1) {in— 2) . ... {in—{r— 1)) , . ,
lieh m33r =-------------j-------------- - ------------- bezeichnet, so
dass m33o = ,/!53i =«» ist.

Wentr man wiederum die Aufangsglieder der Grund- oder 
Hauptreihe und der successiven Differenzreihen je zwei und zwei, 
das nachfolgende zu dem vorhergehenden addirt, so erhält man der 
Folge nach die ersten Glieder dieser Reihen, aus diesen auf gleiche 
Weise die Reihe der zweiten Glieder u. s. w. f. Die Aufaugsglicder 
in den so erhaltenen Reihen sind die successiven Glieder der Haupt
reihe. Die vorhin angestellte combinatorische Betrachtung lässt 
sich hierauf unmittelbar anwenden, indem inan die Anfangsglieder 
der Reihen als die Elemente und die paarweise Zusammenstellung 
als eine Addition ansielit. Man erhält also

:yOT=yo+B!SBi 2Ay4--.-.4-B,23r.'*Ay-t----4- ,"Ay
0 0 0 0

oder fallend geordnet
y,„=’»Ay4-",æi Ay4-"‘2% M~2Ay4- ■ 4-",33, m-rAy4-.. -4-yu-

0 0 0 0
Sieht man die Hauptreihe yo + yt 4-y2 4- - . . 4- y« + . . 

selbst als die erste Differenzreihe einer summatorisc.hen Reibe an, 
deren Anfangsglied 0 ist, 0 4- »V, 4- 'S',4- Ss 4- . — 4- S„, 4- ... ., 
so hat man durch Anwendung derselben Betrachtung
iS'„,=0-ł-’"331yo_ł_"'58„,Ay-+-"‘5332Ay-ł-....-i-"‘53z-1Ay-ł— ..4-"—

O O O 0
wodurch die Zusammensetzung des suminatorischen Gliedes der 
Hauptreihe aus ihrem Aiifaugsgliede und aus den Anfangsglicdern 
der successiven Diftcrenzreiheii gegeben wird.
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Solutio casus irreducibilis optica oder Tri
sectio et multisectio anguli optica.

Vod dcm

Herrn Professor C. J. D. Hill
an der Universität zu Lund.

(Nach deiu Schwedischen dos Herrn Verfassers von dem Herrn Doctor 
Creplin zu Greifswald.) °)

Es seien ÜXX" und ÜX'X"' (Tuf. II. Fig. 9.) zwei gegen 
dieselbe Ebene winkelrechte, um ü bewegliche Planspiegel und <p 
ein Winkel, dessen Theilung bekannt ist”), z. B. ein rechter 
Winkel. Man nehme nun die Linie OX, die wir durch X be
zeichnen wollen. an. und setze die bekannte Grösse XScp = c. 
Soll dann z. B. der Winkel in drei gleiche Tbcile getheilt wer
den, so nehme mau die Linie OX"'=X'" so an, dass X"'Sil>=:c 
ist, und findet dann

iV = i<p — u ’")>
wenn die Spiegel so um O gedreht werden, dass ein von dem 
Punkte X, welcher so wie der Punkt X'" vorher durch eine.Mc- 
tallspitze oder einen Diamant eingegraben sein kann, ausgehender 
Strahl XX’X" nach zwei Reflexionen auf den Punkt X'" fällt. 
Denn dann ist der Winkel <p' = y', y" = y", ferner

y>'= <p — co,
<p" — w = y—2tu,
<p'" = ip" — co = y — 3co ;

•) Ich hoffe, dass der Sinn des Herrn Verfs. überall richtig getroffen sein 
wird. G.

”) D. h. welchen man, wenn überhaupt die Aufgabe die Theilung eines 
gegebenen Winkels in » gleiche Theile zu theilen verlangt, in n gleiche 
Tlieile zu theilen im Stande ist. Einen solchen V\ inkel würde man 
sich immer leicht dadurch bilden können, dass man irgend einen belie
bigen Winkel zzmal neben einander legte. G.

•”) Statt des hier gebrauchten Zeichens u> steht im Manuscripte und in den 
Figuren ein nur schwer erkennbares Zeichen, dessen Stelle durch den 
Buchstaben w, wie ich glaube, zweckmässig vertreten werden kann. 
S<p bedeutet immer sin <p. G. 
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und, wenn OX'=X', 0X” = X" gesetzt wird, 

X : X' Sy’ : Sy, 

X' : X"=Sy" : Sy', 
X" : X'" = Âç>"' : Sy"-

also componendo
X : X"’ = Sy’" : Sy, 

folglich
X’"Sy'” = XSy.

Wir machten aber
X’”Sy = c = XSy.

Also ist Sy"'=Sip, und folglich y’"^ip=y—3cu (oder <p"'=ip—2nn, 
wenn y 2tt, u. s. w.), woraus ýip = — cu, w. z. b. w.

So bekommt man auch, wenn X^SyA= c ist, nach vier Re
flexionen ±y¥, wobei man Taf. II. Fig. 10. zu vergleichen hat. 
u. s. w.

A nm. 1. Es versteht sich, dass umgekehrt auch 0Xr = X*  
nach Gefallen angenommen und OX =—— gemacht werden 
kann. Dies ist jedoch nicht so genau in der Praxis wie das 
Vorige.

A nm. 2. Die Trisectio anguli kann auch durch eine einzige 
Reflexion bewerkstelligt werden.

Denn es sei der Winkel ACB (Taf. II. Fig. 11.) gegeben, 
ABD ein Kreis und D eiu gegen den Radius CD nnd die Ebene 
des Kreises winkelrechter Planspiegel, und es werde ein unendlich 
weit entfernter Gesichtspunkt (Mire) M für den über B hinaus ver
längerten Radius CH gesucht. Ferner werde der Spiegel D nebst 
dem Radius CD so lange gedreht, bis der Punkt M durch Re
flexion von dem Spiegel D aus dem Punkte A gerade in dem durch 
einen Diamantstricli angedenteten Durchschnittspunkte des Radius 
CD mit dem Spiegel gesehen wird. Verlängert inan dann CD 
über C hinaus bis nach E, so ist der Winkel ECB -=.\ACB, 
oder der gegebene Winkel ACB dreigctheilt durch CE. Denn 
es ist der Winkel ECB=2EDM=.EDA-=.^ACE, und folglich 
ACB = ACE4- ECB = (2+1) . ECB = 3 . ECB, wie be
hauptet wurde.

A nm. 3. Dies wird leicht auf dem Felde oder auf einer Theil- 
muschine bewerkstelligt.
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XXXI.
Uebungsaufgaben für Schüler *).

*) Nach einer von Herrn Professor Dr. Mensing zu Erfurt mir gemachten 
gütigen Mittheihing werden in Cambridge alljährlich die Aufgaben, 
welche bei den Prüfungen den Schülern gegeben werden, gedruckt. 
Es sind von mir die nötbigen Veranstaltungen getroffen worden, dass 
diese gewiss viel Gutes enthaltenden Aufgaben möglichst zeitig in 
meine Hände gelangen, und Herr Professor Dr. Mensing wird die Güte 
haben, das Brauchbare aus denselben im Archive milzutheilen.

°°) Diese Eigenschaften der Parabel sind aus einem sehr lesenswerthen 
kleinen Aufsatze des Herrn Directors Rümker zu Hamburg in dein 
Jahresberichte der dortigen machem. Gesellsch. für 1840 entlehnt.

”•) Die Figur wird sich ein Jeder leicht selbst entwerfen können. Die 
Tangente AB liegt zwischen den sich in C schneidenden, die Parabel 
in I) und E berührenden Tangenten CT) und CE, schneidet die erste 
in A, die zweite in B, und berührt die Parabel in G.

1) Man soll beweisen, dass immer
(a~ «æ + (/> - b Y- + (a/>, - c,/>)3 = _ a p _ b p

1-4-0! -ł-«,2 '
ist.

2) Wenn man eine gerade Unie nach dem äusseru und mitt- 
lern Verhältnisse tlieilt, so wird das V’erliältniss der beiden Seg
mente zu einander durch den in’s Unendliche fortlaufende Ket
tenbruch

ł

ausgedrückt.
3) Die Zahlen x und y so zu bestimmen, dass die Summen 

x-\-y und x3 -f-y’ vollkommene Quadratzahlen werden.
4) Es sei AB ein beliebiger Kreisbogen, D dessen Mittelpunkt, 

so dass nämlich Arc ^/Z>:=Arc HD ist, und E ein anderer be
liebiger Punkt in demselben. Man soll beweisen, dass, wo inan 
auch den Punkt E in dem Kreisbogen AB annelnnen mag, immer 
Chord DA-\- Chord DH^ Chord EA -4- Chord Eli ist.i

5) Die folgenden Eigenschaften der Tangenten der Parabel 
sind zu beweisen ’°).

Es seien an eine Parabel, deren Brennpunkt F ist, die drei 
Tangenten AB, CD, CE gezogen, so finden die folgenden Rela
tionen Statt: ••*)

a. Der von zwei Tangenten an ihrem Durchschnittspunkte ge
bildete Winkel ist der Summe der von ihnen mit den nach ihren 
Berührungspunkten gezogenen Vectoren eingescblosseuen Winkel 
gleich, d. 11. es ist z. B. £. DCE=. [_ CDF-f- [_ CEF.
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b. Der von zwei Tangenten au ihrem Durchsclinittspunkte ge

bildete Winkel ist der Hälfte .des von den nach ihren Berührungs
punkten gezogenen Vectoren eingescblossenen Winkels gleich, d. L. 
es ist z. B. LDCE={LDFE.

c. Die vom Brennpunkte nach dem Durchschnittspunkte zweier 
Tangenten gezogene gerade Linie halbirt den von den nach deu 
Berührungspunkten der beiden Tangenten gezogenen Vectoren ein- 
gesclilossenen Winkel.

d. Der um das durch die drei an die Parabel gezogenen Tan- 
gentcu gebildete Dreieck ABC beschriebene Kreis geht jederzeit 
durch den Brennpunkt der Parabel.

e. Die Entfernung des Durclischnittspuuktes zweier Tangen
ten vom Brennpunkte ist die mittlere Proportionale zwischen deu 
nach den Berührungspunkten gezogenen Vectoren, d. h. es ist z. B.

DF : CF= CF : EF

f. Die Quadrate der Entfernungen des Durchschnittspunktes 
zweier Tangenten von ihren Berührungspunkten verhalten sich wie 
die nach den Berührungspunkten gezogenen Vectoren und wie die 
Protlucte der Entfernungen ihrer Endpunkte vom Brennpunkte, 
d. h. cs ist immer z. B.

CD*  : CE*  = FD : FE

uud
AB*  : CD*  : CE =FA^FD : FCXFD : FCX.FE.

g. Zwischen den Seiten des Dreiecks ABC findet immer die 
Gleichung

AB X FC= ACy FB +BCy. FA 
Statt.

h. Auch ist immer
AD : AC= BC : BE= GA : GB.

6) Es sind zwei Punkte A und B ihrer Lage nach gegeben; 
man soll die Lage zweier andern Punkte C und D bestimmen, 
wenn an denselben die Winkel ACD, BCD und ADC, BBC ge
messen worden sind.

Diese, dem Pothenot’schen Probleme ähnliche Aufgabe, für 
welche in den Miscellen eine Auflösung durch die analytische Geo
metrie gegebeu worden ist, soll sowohl durch blosse geometrische 
Constructionen, als auch durch die elementare Trigonometrie auf
gelöst werden. Bei der Auflösung durch geometrische Construction 
wird man zugleich darauf zu sehen haben, dass dieselbe für die 
gewöhnliche Messtisclipraxis (wie z. B. das sogenannte Rückwärts- 
einschncidcn in der Feldmesskunst in Bezug auf das Pothenot’sche 
Problem) möglichst brauchbar wird.

7) Den Ausdruck m sin a—tt sin ß auf die Form zr sin <j> zu 
bringen.

8) Den Ausdruck m cós a — n cos ß auf die Form x cos y zu 
bringen.

9) Den Ausdruck m tang a—n tang ß auf die Form x taug y 
zu bringen.

10) Den Ausdruck m cot a — n cot ß auf die Form x cot y 
zu bringen.
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11) Es sind AA, BB ein Paar in C sieb sebneidende gerade 

Linien, und D, E, F drei (ixe Punkte oder Pole. Drei gerade Li
nien, welche durch diese Pole gehen, drehen sich so ufn dieselben, 
dass der Durchschnittspunkt der von D und E ausgehenden immer 
auf der Linie AA, der Durchschnittspunkt der von E und F aus
gehenden immer auf der Linie EE liegt: man sucht den geometri
schen Ort des Durchschnittspunkts der von D und F ausgehenden 
geraden Linien.

12) Ein gegebener Winkel dreht sich in seiner Ebene so, dass 
der eine Schenkel desselben immer durch einen der Lage nach ge
gebenen Punkt geht, der Scheitel aber sich immer auf einer der 
Lage nach gegebenen geraden Linie befindet : man sucht die. C'urve, 
welche von dem andern Schenkel des Winkels in seinen verschiede
nen Lagen stetig berührt wird.

(Diese Aufgabe erfordert die Anwendung der Differential
rechnung.)

XXXII.
Miscellen.

In Nr. 419 der Astronomischen Nachrichten hat Herr 
Professor und Director Hansen in Seeberg eine interessante 
geodätische Aufgabe mitgctheilt und aufgelöst, welche dem längst 
bekannten Pothenot’schen Problem, das bekanntlich die Ëc- 
stimmung der Lage eines Punktes aus drei gegebenen Punkten 
durch blosse Winkelmessungen an dem zu bestimmenden Punkte 
verlangt, an die Seite gesetzt zü werden verdient. Diese Aufgabe, 
welche übrigens nicht neu ist, und sich z. B. schon in J. H. van 
Swindcii’s Elementen der Geometrie, aus dem Holländi
schen übersetzt von C. F. A, Jacobi. Jena. 1831. S. 321 
trigonometrisch aufgelöst findet, ist folgende :

Wenn zwei Punkte der Lage nach gegeben sind, so 
soll man die Lage zweier andern Punkte durch, blosse 
Winkelmessu ngen an den letztem, ohne diese von den 
gegebenen Punkten aus zu beobachten, bestimmcn.

Eine Auflösung dieses interessanten Problems lässt sich oliue 
besondere Schwierigkeit aus den in dem Aufsatze Nr. XIV. in dem 
ersten Hefte dieses Theils des Archivs gegebeneu Formeln herlei
ten, wie wir jetzt in der Kürze zeigeu wollen.

Die beiden der Lage nach gegebenen Punkte seien A’ und At', 
und ihre (Koordinaten in Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges 
Coordinatensystem seien x\ ?/ und y,'. Die beiden Punkte, 
deren Lage bestimmt werden soll, seien A und A,, uud ihre (Koor
dinaten in Bezug auf dasselbe System seien x, y und x,, yt. An 
dem Pnnkte A messe man nun die beiden 180° nicht übersteigen
den Winkel A’AAt, A,’AA,, und eben so messe man an dem
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Pnnkte A, die beiden 180° nicht übersteigenden Winkel A'A,A, 
At’AtA, so hat man alle Data, welche zur Bestimmung der Coor- 
dinaten sc, y und ^r,, y, der beiden gesuchten Punkte A und A, 
nöthig sind, wie jetzt gezeigt werden soll.

Die Entfernungen des Punktes A vou den Punkten A', A, 
wollen wir durch ç, (>,, die Entfernungen des Punktes A, von den 
Punkten A', A, durch (>', ç,', die Entfernung AA, der gesuchten 
Punkte A und A, von einander durch r bezeichnen. Denken wir 
uns ferner dnreh den Punkt A ein dem primitiven Systeme der scy 
paralleles Coordinatensystem der gelegt, so soll der von der Li
nie AA, mit dem positiven Thcile der Axe der 2; eingeschlosscne 
Winkel, indem man diesen Winkel von dem positiven Theile der 
Axe der § an durch den rechten Winkel (£>j) hindurch von 0 bis 
360° zählt, durch çp bezeichnet werden. Eben sa wollen wir, wenn 
wir uns durch den Punkt A, ein dem primitiven Systeme der xy 
paralleles System der q, gelegt denken, den von der Linie A,A 
mit dem positiven Theile der Axe der § cingeschlossencn Win
kel, indem wir diesen Winkel von dem positiven Theile der Axe 
der an durch den rechten Winkel (5, i?,) hindurch von 0 bis 
360° zählen, durch çp, bezeichnen. Dies vorausgesetzt haben wir 
nun nach den Gleichungen 2. in dem Aufsatze Nr. XIV. offenbar 
die folgenden Ausdrücke:

I
.«, = x-^-r cos çp, y, = y-ł~ r sin çp;
x' = x ç cos (çp + a), iJ = y-\-q sin (</> + «);
x,' = x-\-q, cos (çp-1-ß), yl' = yA-Çi sin (y + ß);

und
( x = x, cns çp,, y = y, + r sin tp, ;

2. ix' = x, + ę' cos (ęp, -ł-«,), y’=.y, sin (çp, +«,);
= +(•/ cns (çp,-1-ß,), y,' = y, sin (çp, -1-ß,);

wo, wie sogleich erhellen wird, die Grössen a, ß, a,, ß, ans den 
gemessenen Winkeln immer leicht gefunden werden können.

Ans den ersten Gleichungen in den Systemen 1. und 2. folgt 
sin Çp =— sin y,, cos Çp =— cos çp,,

also
sin çp cos ç>, — cos çp sin y, =sin (çp — çp,) = 0, 

und folglich
Çp--- Çp,=X7T, Çp, ^Çp— M,

wo x eine ganze Zahl bezeichnet. Wäre diese gauze Zahl gerade, 
so wäre

sin çp, =sin çp. cos çp, = cos çp,
da doch nach dem Obigen

sin çp, ■= — sin çp, cos çp, =—cos çp
ist. Also ist x eine ungerade Zahl, und folglich

cas (çp, -+-«,)=:cos (çp-J-a, —x;r) = — cos (çp-f-a,).
sin (çp, + a,) = sin (çp + «, — x») = — sin (y + a,ï.
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cos (<p,+/?,) = cos (ęp-b/S,—xn) = —cos (ęp-b /?,),
sin (jp, +/?,)= sin (y + /?, — = — sin (çp 4-/Î,).

Daher buben wir jetzt nach dem Obigen zwischen den zehn unbe
kannten Grössen x, y, xt, ylt (>, (>,, g', r, çp die zehn fol
genden Gleichungen:

I
x— xx = — r cos y, y—yx = — r sin y>\

x'-=.x-\-g cos (çp4-a), ÿ =y-|-ç sin (y 4-a),
cos (çp-1-ß), yx' = y-b(>i sin (jp-ł~ß);

x' = x,—g' cos (5p-ł-at), y'=yt—g' sin (y + »,),
xx' = xt —gx' cos (<p-}-ßx), yl' = yl —Çi' sin (ęp-J-/St);

aus denen also die in Rede stehenden zehn unbekannten Grössen 
zu bestimmen sind.

Eliiuinirt man g, gt, g', g,', so behält man die sechs folgeuden 
Gleichungen :

!
x — xx = — r cos ęp, y — yt — r sin ęp;

^7—5= tang (?+«), ^777^== tang (y + ß) ;

TT“1 = tang (5P + «1)> g~_ g*  = tang (iP -b /?, )■ < »V i i “C i 
zwischen den sechs unbekauuten Grössen x, y, x,, yJt r, <f>.

Durch Verbindung' der beiden ersten mit deu beideu letzten 
Gleichungen erhält man
y'— y—r sin <t' , , . x Vi —V —r s,n y , _ .•— ■’ ---- = tang fy-b“.), ------------------- = tang (y-J-ß.)x—x—T cos <y B vr • 1/’ xx —x — r cos <f 0 ”
oder

I (x’—x) sin (y-ł-ocj) — (y*  — y) cos (ęp-ł-a,) = r sin a,,
i(^i'—x) sin (<p-l-/îi) — (yť—y) cos (g>+ß,) = r sin ß, ;

und folglich durch Division
g (x' — x) sin (y-f-rr,) — (y' — y) cos (y,____ sin «,

’ (.i/ — x) sin (y-f-ff,) — (?/,' — y) cos sin ßi’
Bringt inan die zweiten Gleichungen in 4. auf die Form

(,,+«), (r+w
oder auf die Form

= («>+<■). fr+ftî•x «*» i i j 1
so erhält man aus denselben leicht

_ (// — y, ) cos —(a-'— a:,') sin ('/ -ł-J9) 
sin (a — ß) ’
cos (y -f- o)

__ *(y' — y/) cos (y—(.r*  —.-r,') sin (y-j-^)
J sin (« — ’

sin (y- -ł~ a)
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(y—y,') cos (y-f-«l— (,f' — a:,') sin (y «) 

sin («— ß)
cos (y -+-/9)

, (y — y,') cos (y -ł-«) — (x' — g-,') sin (y-f-«)
y* y sîn («—ß~y

sin (y-ł-P)
Führt man nun diese Ausdrücke für x1— x, y'— y, x,'—x, 
y,'—y in die Gleichung 6. ein, so wird dieselbe

(x‘— X,’) sin (y-f-fO— (y’ — y,') cos (y—f—jS) sin («— «,) sin «, 
(x — x,') sin (y -+-«) — (y — y,’) cos (y-f-«) ’ siu (ß — ß,) sin ß.

oder 
? (x' — x,) sin (y-ł-j9)=—(ÿ — y,') cos (y-f-fl) sin cc, sin (ß — ß,)

(.r' — X,') sin (y-f-«)— (y— y,') cos (y + <<) sin ßt sin (« — «,)’ 
Ans dieser Gleichung könnte man nun leicht taug y entwickeln, 
und so zu der Auflösung der Aufgabe gelangen. Besser wird mau 
aber auf folgcude Art verfahren.

Aus den beiden Gleichungen
8. x?— x,' = R cos E, y'— y,'-=R sin E

bestimme man auf bekannte Weise die beiden Grössen R und E, 
so hat man nach 7. die Gleichung

() sin (’l-^-ß — E) _ sin «, sin (ß — ß,) 
sin (y-f-u—E) sin ß, sin («— «,)’

also, wie man hieraus, wenn man auf beiden Seiten die Einheit 
addirt und suhtrahirt, und dann dividirt, leicht findet: 

cot J («—ß) tang ( E— ’ (a+ß)—g> | = 
sin«, sin(£—/î,)—I—sinjS, sin(«—«,) 
sin«, sin(j8—ß,)—s\nß, sin(«—«,)’

und folglich
, „sin«. sinffl—fi,)-f-sinÄ, sin(«—«,)

10. tang !E-Ua-t-ß)-<p =tanfri(a-ß)-.—1 . .'1 V. ■ 7 ------ 4-21 rt ti ‘"sin «, sin (jS—ß,)—sin/ř, sm(«—«,)
Berechnet man aher den Hülfswinkel 0 mittelst der Formel

11.
„ sin ß, sin (« — «,)

tang ' s-n s(n {ß — ß,)^

so hat man zur Berechnung von y nach 10. die Formel
12. tang jE—ś(« + |S) — y | = tan g '(«—- ß} tang (45°-1-©).

Aus 3. ergieht sich
x’— x,'=ç cos (y-f-a)— ç, cos (y-l-/î),
y —y/ = (> sin (y4-a) —ç, sin (y + ^);

und folglich

I
 (x —x,') sin (y -hß) — (y- — y,') cos (y -+-ß)
P sin (« — ß) ’

__ __ (æ*—a-,') sin (y-f-c) —(y*  —y,') eos ('/-<-«).
"*  siu (« — ß) ’ 

also nach 8.
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14. p = _ 7?sih & + *~E).‘ g — — Zt S'n

' sin (a — fll K sin (« — /})
Ferner ist nach 3.

a?'— ^■I' = — ç' cos (ÿ-t-ctij + e/ cos (ÿ + /S,), 
y— yt' = — e' sin (iP + aJ-ł-e,' Sin ($ + ßt)i

und folglich

15.

sin («i —ßi)

,__ (■?' —a:,) sin (y-hfl,)— (y—y/) cos (y-f-ff,)
P — sin («, — ß) ’

, (a-—a:,') sin (y-»-«,)—(y—y,') cos (y + <r()
Ci =----------------------------------------------------- =—=----------------------:------------------------------------------------------ ■-

also nnch 8.

16. g> = jRsinJy+Ar- ^ 
' sin (a, — ßt)

Die Coordinatcn zr, y nnd zr,, yx
Formeln

„ ,  y, sin (y -j «, — g)
♦ siní«!— ßi)

ergeben sich nun mittelst der

a7 = zr’ — ç cos (y4-a) = a?,'— ę, cos (y-ł-/?), 
y=y'—ç sin a) = y,' — g, sin (<p + /S)

und
Ja,-, = .r' + ç' cos (y + a,) = zr/4-g/ cos (y -J- /?,), 

sin (9’4-«i)=yi'4-ei'sin (v + ßi)-
Die Entfernung r aber erhält man mittelst der Ausdrücke o

19. r—Ex^ = yi^jL_ 
cos ff sin ff

Rücksichtlich des Winkels y, welcher 360° nicht übersteigt, bemer
ken wir, dass für denselben die obigen Formeln zwei Werthe lie
fern, die im Allgemeinen von der Form y und y-4-18O° sind. Von 
diesen beiden Werthen hat man jederzeit denjenigen zu nehmen, 
welchem positive Werthe von q und p, entsprechen.

Die Anwendung, welche Derr Professor und Director Hansen 
von der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf diese Aufgabe gemacht 
hat, muss man a. a. 0. nachsehen.

Es scheint uns wünschenswert)!, dass für dieses interessante 
Problem auch recht elegante Auflösungen durch die elementare Tri
gonometrie und durch blosse geometrische Constructionen gegeben 
werden, letztere zugleich mit Berücksichtigung der Mcsstischpraxis, 
wie dies bei dem Potbenot’schen Problem unter dem Namen des 
Rückwärtscinschneidens in der Fcldmcsskunst bekanntlich schon 
vielfach geschehen ist. Wir werden solchen Auflösungen gern 
einen Platz in dem Archive einräumen.
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XXXIII.
C o r r e s p o ii d e n z.

Auszug aus einem Schreiben des Herrn Directors 
Nizze am Gymnasium zu Stralsund an den 

Herausgeber.
Stralsund, 4. Junius 1841.

Erst in den gegenwärtigen Pfingstfcrien habe ich Zeit gewin
nen können, das erste Heft Ihres Archivs zur Hand zu nehmen. 
Leher das Lnternchmen seihst habe ich mich ungemein gefreut, und 
sollte ich von Zeit zu Zeit Ihnen Kleinigkeiten beisteuern können, 
so wird es mit Vergnügen geschehen. Für diesmal Folgendes:

Ich fiel zuerst auf den Abschnitt: „Aufgaben für Schüler.“ 
Dabei interessirten mich die lluzengeigerschen Formeln, bei deren 
Nachrechnung ich aber einige Irrungeu gefunden zu haben glaube, 
welche ich mir anzugeben erlaube.
Nr. 8. muss beisseu

sin (a — (S) = 4 cos -’(a— ß) sin J(a — /) cos -’(/9 — /)
Nr. 12. cos .... = 2(1 -J-cos « cos ß cos y)
Nr. 13. sin 2l(a + /S+ /).... =2(1 — cos a cos ß cos /)

Nr. 14. cos 2« + = 2(l-f-cos (w-ł-/Sj cos (a-f-y) cos (ß-f-y)) 
Nr. la. sin 2« + . . . . = 2(1 — cos (“-H?) cos (a-ł-y) cos (/?+/)) 
Hat Buzengeiger sich verschrieben, oder trägt der Setzer die 
Schuld / °)

Bei einer andern Ihrer Aufgaben bin ich sofort auf folgende 
Kleinigkeit gefallen:

Aufgabe. Es soll auf einer gegebenen geraden Li
nie eiu Rehteck construirt werden, dessen zweite Seite 
halb so gross ist, als die Diagonale.

In Taf. 11. Fig. 12. ist A/A die gegebene gerade Linie, AB 
willkührlich, HD=\AH. MN=AE (=AE).

Lehrsatz. Wenn die kürzere Seite eines Rechtecks 
halb so gross ist, als dessen Diagonale, und wenn man 
auf der kürzeren Seite desselheu wiederum ein Rechteck 
construirt, dessen zweite Seite die Hälfte seiner Dia
gonale ist, imgleichen auf der kürzeren Seite dieses 
Rechtecks wieder ein Rechteck von derselben Beschaf
fenheit, und so in infinitum, so verhalten sich die länge
ren Seiten aller dieser Rechtecke wie

1 ...........
A nm. Man würde die Aufgabe uud den Lehrsatz auch auf 

das rechtwinklige Dreieck beziehen können, dessen eine Kathete 
halb so gross ist, als die Hypotenuse.

e) Weder der Herausgeber, noch der Setzer, noch der Corrcctor tragen 
die Schuld. Buzengeiger hat sich, wie ich durch das noch in mei
nen Händen belindliche Blatt nachweisen kann, allerdings verschrieben, 
und Herrn Director Nizze gebührt daher der grösste Dank Tür die 
Nachweisung dieser Schreibfehler. G.
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Analyse des équations déterminées par M 
Fourier, de l’institut royal de France, secré
taire perpétuel de l’académie des sciences. 

Première partie. Paris. 1831. 4.
Grundzüge der Lehre von den numerischen 
Gleichungen nach ihren analytischen und geo
metrischen Eigenschaften. Ein Supplement zu 
den Lehrbüchern der Algebra und der Diffe
rentialrechnung von M. W. Drobisch, Pro
fessor der Mathematik an der Universität zu 

Leipzig. Leipzig, 1834. 8. *)
Von dein

Herrn Professor Dr. Gartz,
zu Halle.

Jean Baptiste Jos. Fourier (geboren zu Auxerre in der Bour
gogne den 21. März 1768, gestorben zu Paris den 16. Mai 1830) ist 
als Verfasser einer scharfsinnigen Theorie der Wärme, die schon 
wegen der darin gebrauchten analytischen Methoden die Aufmerk
samkeit jedes Mathematikers verdient, und mancher trefflichen der 
pariser Akademie der Wissenschaften vorgetragenen Abhandlungen 
und Biographien auch in Deutschland sciion länger bekannt; erst 
nach seinem Tode aber lernten wir ibn als denjenigen Mann ken
nen, welchem die vorher seit geraumer Zeit gleichsam stillstebende 
Wissenschaft der Algebra ihre wichtigsten neuen Fortschritte und 
Erweiterungen verdankt. Der nun auch schon verstorbene Heraus
geber des vorliegenden Werks, Navier, weist in seinem Vorbericbte 
aus hinterlassenen Papieren F.’s nach, dass Fourier schon in sei-

’) Obgleich Fourier’s berühmtes Werk schon im Jahre 1831 erschienen 
ist, so ist es doch bei Weitem noch nicht so allgemein bekannt und 
verbreitet, wie es nach seinem hochwichtigen Inhalte verdient. Des
halb dürfte die in diesem Aufsatze gegebene eben so gründliche als 
vollständige Analyse desselben auch jetzt noch vielen Lesern angenehm 
und dein Zwecke des Archivs vollkommen entsprechend sein, wobei es 
zugleich zweckmässig schien, eine kurze Analyse des Buches von Dro
bisch damit zu verbinden. G.

Tlieil I. 15
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nem achtzehnten Jahre viele von den Entdeckungen gemacht hatte, 
welche in vorliegendem Werke mitgetheilt werden. Später, im 
Jahre 1789, überreichte F. der pariser Akademie eine Abhandlung 
ähnlichen Inhalts, und trug nachmals (im Jahre 1797) als Lehrer 
an der polytechnischen Schule seinen Schülern diese Entdeckungen 
vor. F. gehörte zu den Gelehrten, welche. Bonaparte auf seinem 
Zuge nach Aegypten mitnahin, und suchte auch während seines 
Aufenthalts in jenem Lande seine neuen Ansichten weiter zu ent
wickeln und zu vervollständigen, wovon mehrere dem von den 
Franzosen errichteten „Institut von Cairo“ überreichte Abhandlun
gen zengen. Nach Frankreich zurückgekchrt kam er, wenn schon 
nicht ohne Unterbrechungen, welche zum Theil durch die Staats
veränderungen in seinem Vaterlandc herbeigeführt wurden, wieder- 
holerttlich auf diesen Gegenstand zurück. Unter den schon er
wähnten von ihm der neuen pariser Akademie initgetbeilten Abhand
lungen, welche aber noch nicht alle gedruckt sind, beziehen sich 
vier auf die algebraische Analysis. Endlich entschloss sich F. alle 
seine hierauf bezüglichen Arbeiten in einem grösseren Werke zu
sammen zu fassen; kaum batte jedoch der Druck dieses Werkes 
begonnen, als ibn der Tod übereilte. Leider fand sieb unter sei
nen Papieren nur der vorliegende erste Theil vollständig für den 
Druck vorbereitet. Für das Uebrige fanden sich indessen, nach 
Navier’s Aussage, zahlreiche Materialien gesammelt, und cs ist nur 
zu wünschen, dass dieselben recht bald, wenn auch nicht verarbei
tet, dem Publikum mitgetheilt werden mögen. — Wir wollen nun 
den Inhalt des vorliegenden ersten Tlieils angeben : Auf das Aver
tissement de l’éditeur (S. 1—XXIV) folgt (S. 1—5) die Vorrede 
des Verfassers, worin er sich über die Wichtigkeit und den Nutzen 
der Algebra, über die Verdienste seiner 1 orgänger und den Zweck 
seines eigenen Werkes ausspricht. - Hieran schliesst sich (S. 7 — 2Í) 
eine Einleitung, welche zunächst in gedrängter Kürze die all- 
inähligen Fortschritte der Algebra seit Diopliant angiebt. F. er
klärt sich hier schlechthin gegen alle Versuche, welche bezwecken 
die Wurzeln der Gleichungen aller Grade durch Formeln darzu
stellen, welche der cardanischen Formel analog wären, indem da
durch nur sehr verwickelte Transformationen erhalten würden, 
worin die Wahrheit, welche man sucht, mehr als in der gegebenen 
Gleichung selbst, versteckt wäre. Leibnitzens und Tschirn hausefis 
Ansichten hierüber seien unausführbar. Des Verfassers eigenes Ver
fahren sei keine Combination der elementaren Regeln über die 
Wurzclausziebung, sondern eine Methode sui geueris, welche auf 
gleichzeitigem Calcül aller Cocfiicicntcn der vorgelegten Gleichung 
beruhe; sie weicbe von Lagrange’s Auflösung der numerischen 
Gleichungen ab, und gelte auch tiir die Literalgleichungen. Vor
ausgesetzt wird bei dieser neuen Methode äusser den gewöhnlichen 
Elementen der Algebra, die Kenntniss der Differentialrechnung be
sonders die Entwickelung algebraischer Functionen in Reihen (nach 
dem Taylorschen Satze) jedoch mit Hinzufügung des Restes, wenn 
man eine solche Reihe bei einem beliebigen Gliedc abbricht. Auch 
ist einige Kennlniss der analytischen Geometrie nothwendig, weil 
dadurch die trefflichste Versinnlichung der allmähligen Veränderiin- 
ffen iu den VVertben einer Function /"(zr) und eben dadurch Er- 
eichterung iu der Erforschung ihrer Eigenschaften möglich wird.

Der Verfasser ist offenbar durch solche geometrische Betrachtungen
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auf die meisten seiner Entdeckungen gekommen. — Vor dem Be
ginne der in diesem ersten Theile enthaltenen zwei Bücher seines, 
dem Plane nach, aus sieben Büchern bestehenden Werkes, giebt F. 
eine Uebersicht aller von ihm für die Theorie der Gleichungen ge
wonnenen Resultate (S. 25—86), auf welche wir zurück kommen 
wollen, wenn wir die vorliegenden ersten zwei Bücher in nähere 
Betrachtung gezogen habeu werden. — Buch 1. Methode für 
jede reelle Wurzel zwei Gränzen zu bestimmen, (zwischen welche 
diese Wurzel fallt,) und das Vorhandensein imaginärer Wurzeln 
zu erkennen. — Bedeutet m eine ganze positive Zahl und ist 
x=/(^) —j— fi, 1—|— ... —H
und X'=/U)=S’ X"=/"(^)=g,...... ’ XC—»=/t«-ö(^)

■=.%—X("d=/’("d(zr)= T—so ist klar, dass alle reelle Wur-
dxm~ 1’ J ' 7 ’

zeln der Gleichung A^=0 zwischen den Gränzen —und 4"i 
liegen, und dass sowohl für x=.— i als für zr = 4~è jede der 
Functionen X, X', X".... X<",—1) einen unendlichen Werth er
hält, dessen Vorzeichen lediglich von dem jedesmaligen ersten 
Gliede der Function abbängt, während X(">) = 1 . 2 . 3 . . . m 
eine positive Constante ist. Ordnet man daher die gedachten 
Functionen so:

X(»), X(’«-O, ...., X', X", X
und setzt unter jede das ihr zukominende Vorzeichen, so erhält 
ihan offenbar

X(,«) XI"'-« X(“~2) X<m-2).... X" X' X
(für — 1) 4- — 4- — ± =F —
(für+J) 4-4- 4- 4- 4-4-4-

Nennt man also zwei auf einander folgende gleiche Vorzeichen, wie 
4—j- oder------- , eine Vorzeichenfolge, dagegen zwei aufein
ander folgende einander entgegengesetzte Vorzeichen, wie 4-----
oder-----1- einen Vorzeichenwechsel, so sieht man, dass in der
Reihe für —Ù lauter Vorzeichenwechsel, in der Reihe für 4-1 lau
ter Vorzeichenfolgen Vorkommen, und zwar, wenn die Vorzeichen 
von X("d und X nur einmal, jedes der übrigen aber doppelt, näm
lich in Bezug auf das vorhergehende und in Bezug auf das fol
gende Vorzeichen berücksichtigt werden, erhält mun in der Reihe 
(—1) grade so viel Vorzeiclienwechsel, in der Reihe (4-1) so viel 
Vorzeicbenfolgen als der Grad der gegebenen Gleichung X = 0 
beträgt, nämlich m. Es muss also die Reihe X(m\ X(m—1),.... X', X 
beim üebergange von x'=.— zu ^^4-1 alle Mal m Vorzeichen
wechsel verlieren. Da jedes Glied dieser Reihe eine stetige Fonction 
von x ist, so kann cs nicht anders sein Vorzeichen ändern, also 
vom Positiven zum Negativen oder vom Negativen zum Positiven 
übergehen, als indem cs. den Zwischenwerth Null durchläuft. Fou
rier zeigt nun eben so einfach als klar 1) dass jedes Mal, wenn 
x einen Werth erreicht, der die Function X = 0 macht, ohne zu
gleich eine von den derivirten Functionen auf Null zu bringen, 
nothwendig ein Zeichenwechsel verloren gehe, d. b. sich in eine 
Zeichenfolge verwandele, und dass, wenn x nachher weiter bis £ 
ununterbrochen wächst, die Anzahl der Zeichenwecbscl bei keinem

15e
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auf a folgenden Wertlic von x wieder zunebincn könne; 2) dass, 
wenn x einen Werth erreicht, der die beiden letzten oder mehrere 
von den letzten unmittelbar auf einander folgenden . . . X’’, X', À 
in der obigen Funktioncnreihe verschwinden macht, (was bekannt
lich ein Merkmal von eben so viel einander gleichen Wurzeln der 
Gleichung X = 0 ist) alle Mal eben so viele Zcichenwcchsei ver
loren geben. 3) Wenn nicht die Stammfunction X, wohl aber eine 
von ihren Derivirten oder n auf einander folgende von diesen für 
einen bestimmten Werth von x verschwinden, werden alle Mal. 
wenn n gerade ist, auch n Zeichenwechsel verloren gehen; wenn 
aber n ungerade ist, entweder n— 1 oder 1 Zeichenwcchsel. 
In den Fällen (2) und (3) so wenig als in dem Falle (1) nimmt 
die Anzahl der Zeichcuwcchsel jemals wieder zu, wenn man x 
fortdauernd wachsen lässt. — Hat die Gleichung X = 0 lauter 
reelle Wurzeln, so muss die Function X, während x von —i bis 

ununterbrochen wächst, 2» Mal auf Null gebracht werden, wo
durch dann alle m Zeichenwcchsel sich in Zcichenfolgcu verwan
deln, und mithin kann dann durch den unter (3) aufgeführten Fall 
kein Zeichenwechscl verloren gehen. So oft also durch diesen 
Fall Zeichcnwechsel verloren gehen, deutet diess auf imaginäre 
Wurzeln, und zwar jedes Mal auf eine gerade Anzahl derselben, 
wie es sein muss, da in einer rationalen Gleichung jede darin ent
haltene imaginäre Wurzel ct-ł-/?)/—1 stets das Vorhandensein 
ihrer conjugirten a — —1 nothwendig macht. — Um nun zu
entdecken, ob zwischen zweien Gränzen a und b eine Wurzel oder 
mehrere Wurzeln der gegebenen Gleichung liegen, substituire man 
fur x erst a und nachher b in der oft erwähnten Reihe von 
Functionen, und untersuche, ob die Reihe für x=.b noch eben so 
viele Vorzeicbeuwechsel habe, als die für x-=.a. Ist diess der 
Fall, so liegt zwischen a und b gar keine Wurzel der Gleichung. 
Hat aber die Reibe für x=.b einen Vorzeicbeuwechsel weniger 
als die Reibe für x=za, so liegt zwischen n und b eine reelle 
Wurzel. Hat die Reihe für x=b eiue ungerade Anzahl 2/i-ł-l 
Vorzeichenwecbsel weniger als die für x = a, so liegt zwischen 
a und b wenigstens eine reelle Wurzel; es können aber in diesem 
Falle auch 3 oder 5 u. s. w. überhaupt eine ungerade Anzahl reel
ler Wurzeln zwischen a und b liegen, jedoch nicht mehr als 
2»-1-1. Liegen nur 2r-J-l reelle Wurzeln in diesem Zwischen
räume, so sind 2n— 2r imaginäre Wurzeln durch die verloreu ge
gangenen Vorzeichenwecbsel angcdcutet, welche Wurzeln F. feh
lende (racines manquantes), Herr Drobisch passender verloren 
gegangene Wurzel, nennt. — Hat endlich die Reibe fiir x-=.b 
eine gerade Anzahl 2p Vorzeichenwecliscl weniger als die für 
x-=a, so hat die Gleichung X = 0 in jenem Zwischenräume ent
weder gar keine oder 2, oder 4 u. s. w. oder überhaupt eine ge
rade Anzahl 2q reelle Wurzeln, die zwischen a und b fallen, je
doch nicht mehr als 2p; zugleich erkennt man aber daraus, dass 
auch 2p — 2q imaginäre Wurzeln vorhanden sind. — Stets also 
deutet die Anzahl der im Uebergange von x-=.a zu x-=.b verlo
ren gegangenen Zeichenweclisel auf eine eben so grosse Anzahl 
von Wurzeln, welche entweder alle reell, oder von denen eine 
gerade Anzahl imaginär ist. Ist z. B. X = x’ -ł-2x* — 3zr-f-2 
so ist X' = 3x--l-ix— 3, X'=6.r-}-4, X"'=^6. Wenn man 
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also für .v, wie es der leichten Berechnung wegen zunächst immer 
geschieht, die Glieder der Reihe...—100,-10,—1,0,+l,+10... 
setzt, so erhält man :

X'" X" X' X
(-10) 4------------F -
(-1) 4----------------- F

(0) + 4- — +
(1)4- F + +

woraus erhellet, dass zwischen —10 und —1 eine reelle Wurzel, 
zwischen — 1 und 0 gar keine Wurzel liegt, und dass zwischen 
x = 0 und zr=l entweder zwei reelle Wurzeln fallen, oder zwei 
dergleichen verloren gegangen sind, in welchem letzteren Falle die 
Gleichung zwei imaginäre Wurzeln hat. Wie man entdecke, von 
welcher Natur die zuletzt erwähnten beiden Wurzeln seien, darüber 
nachher. — Kommt es bei der Anwendung dieses höchst einfachen 
Verfahrens vor, dass ein für .'c substituirter Werth a ein Glied 
oder mehrere Glieder der Functioncurcihe X("‘), X(“~O, ..., X', X 
auf Null bringt, so giebt eine leichte, aus dem Taylorschen Satze ab
geleitete Regel an, welche Vorzeichen jenen Functionen lieizulegen 
seien, sofern = «—tu und sofern w gesetzt wird, wo
ui eine sehr wenig von Null verschiedene Grösse bedeutet. Man 
braucht nämlich dann in diesen beiden Reihen nur dieselben Vor
zeichen wie in der Reibe für œ=za zu setzen, da aher, wo in 
letzterer Reihe Glieder verschwinden, hat man für æ-=.a — w, 
Vnrzcichcnwcchsel, für .z-=« + to, Vorzcichcnfolgen zu setzen. 
Ist z. B. die Reihe

für a 4---F 0 0 0 0 — 0 0 0 + 0 — so ist sie
für a — w 4--- 1----------F------1--------- 1------>4---- 1-----------und
für«+w +++++4------------------------ F 4------

Ist nun die Anzahl der V'orzeichenwechsel in der Reihe für æ=a—w 
etwa =A, in der für .«:=:« +ta aber so deutet diess nuf 
h — k imaginäre Wurzeln, so in dem oben angeführten Beispiele 
auf 6 dergleichen. Fourier nennt diess die Regel vom doppel
ten Vorzeichen. —

Man sicht leicht, dass die Regel von Descartes, wonach man 
aus den Vorzeichen der Glieder einer Gleichung bcurtheilt, wie 
viele reelle positive uud wie viele negative Wurzeln die Gleichung 
höchstens habe (fälschlich die harriotschc Regel genannt), nichts 
weiter als ein Corollar der bisher angegebenen Sätze Fouricr’s sei. 
Denn setzt inan in den Functionen X, X', . . ., Xi"1“Xi”‘> das 
,f^0, so werden sic, zu Folge des Mac-Laurinschen Satzes, gleich 
Produkten aus den positiven Faktoren 1, 1,1.2, 1.2.3, , 1.2...M 
iu die Cocfficicnteu der Gleichung X = 0. Wenn man daher nun 
die Vorzeichen dieser Coeflicicnten mit der Reihe von Vorzeichen 
für = — i und für zr = + ^ vergleicht, so giebt diess die Re
gel des Descartes. Offenbar ist aber die Regel Fouricr’s weit 
gehaltreicher, da sie zugleich bestimmte endliche Gränzen angiebt, 
zwischen welchen man einzig und allein reelle Wurzeln zu suchen 
bat, und auf die einfachste Weise zur annähernden Bestimmung
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dieser Wurzeln durch fortgesetzte Verengerung der Gränzen dienen 
kann, wovon nachher noch weiter die Bede sein wird. Es bleibt 
jetzt zunächst die Frage, wie man, wenn mehr als ein Vorzeichen
wechsel durch den Uebergang von x=a zu x-=.b verloren geht, 
entscheiden könne, ob dadurch lauter reelle zwischen a und b lie
gende Wurzeln oder Paare von imaginären Wurzeln angedcutct 
werden, und wie man die reellen zwischeu a und b liegenden Wur
zeln, wenn dergleichen vorhanden sind, durch Gränzen, die man 
zwischen jede zwei einander am Nächsten kommende cinschicbt, 
von einander trennen könne. Dicss würde inan nun zwar dadurch 
bewerkstelligen können, dass man nach der von Lagrange und 
Waring vorgeschlagenen Methode eine Grösse z\ bestimmte, welche 
entweder = oder ■< als die kleinste Differenz zweier reellen W’ur- 
zeln der gegebenen Gleichung wäre, und sodann für æ nach der 
Reihe die Zahlen «~FA, w + u. s. w. ... in der Function y(zr) 
substituirte; allein dazu gehören hei Gleichungen von einigerma
ssen hohem Grade so weitläufige Rechnungen, dass ein anderes 
kürzeres Verfahren für die Praxis höchst wünschenswerth ist. Ein 
solches und zwar ein sehr einfaches, das in den meisten Fällen 
äusserst schnell zum Ziele fuhrt, hat nun F. gefunden. Es gründet 
sich auf die Betrachtung der Subtangenten derjenigen Corve, 
welche die Veränderung in den Werthen der f(x) veranschaulicht. 
Ist man nämlich durch hinreichende Zusammenziehung der Gränzen 
a und b dahin gelangt, dass zwischen diesen Gränzen nur zwei 
Wnrzeln der Gleichung y(zr) = 0, eine Wurzel der Gleichung 
/■'(.t?)=:0 und gar keine Wurzel der Gleichung = 0 liegt, 
so hat die Curvc y(^) zwischen den Gränzen x = a und X—b 
eine Einbiegung gegen die Abscisscnaxe (eiu Minimum oder Maxi
mum von y(^.j), aber keinen Wendepunkt. Hieraus folgt leicht, 
dass die absoluten Zalileuwerthc der Subtangenten und 
sowohl einzeln als zusaidmcn kleiner als b — a sein müssen, wenn 
zwei reelle Wurzeln, also zwei Durchschnitte der Curvc mit 
der Aliscissenaxe, zwischen sc = a und x,= b liegen sollen. Fin

det sich daher —a' 80 diess ein sicheres
Zeichen, dass zwischen a und b zwei reelle Wurzeln verloren ge
gangen sind, statt deren dann y(.t?) = 0 zwei imaginäre Wurzeln 
Kat. Nur der Fall ist hievon auszunehmen, wenn /"(.-r) und y'(.z?) 
einen gemeinschaftlichen Theiler und daher y(.z-) — 0 zwei gleiche 
Wurzeln zwischen a und b hat, wus aber bekanntlich leicht zu er
forschen ist. Findet sich y»^~j ■+"so kanu man dar

aus noch nichts mit Sicherheit schliessen, sondern muss dann engere 
Gränzen statt a und b wählen, wodurch man aber endlich gewiss, 
wenn die beiden Wurzeln reell sind, dahin gelangt sie zu trennen, 
oder, wenn sie cs nicht sind, die Summe zweier Subtangenten 
grösser als die Differenz der Aliscissen der zugehörigen Punkte zu 
finden. Hat man durch das früher angegebene Verfahren entdeckt, 
dass nicht bloss zwei, sondern noch mehr Wurzeln zwischen den 
Gränzen a und b liegen oder verloren gegangen sind, so ist durch 
eben jenes Verfahren auch zugleich bekannt, welche von den 
Functionen Xt"‘), X("‘—*),  . . . X', X, wenn man sie =0 setzt, 
nur eine oder zwei Wurzeln zwischen a und b habe oder verlo- 
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rcn habe. Es sei nun Xt") die erste, von der Rechten nn gezählt, 
unter jenen Functionen, welche, wenn man sic =0 setzt, nur eine 
Wurzel zwischen a und b hat, so hat X("—,) = 0 nothwendig zwei 
Wurzeln zwischen denselben Gränzen, entweder wirklich oder ver
loren, und X("+1) = 0 bat dann entweder gar keine, oder eine 
oder zwei reelle Wurzeln zwischen a und b, oder es sind für 
X<"+|) = 0 zwei zwischen a und b verloren gegangene Wurzeln 
augedcutct. Hat X("+1) = 0 gar keine Wurzel zwischen a und b, 
weder wirklich noch verloren, so kann man nach demselben Verfah
ren, welches wir vorher auf die Functionen und/"'(zr) an- 
wandlen, entdecken, ob die beiden angezeigten Wurzeln von 
Xi"-1) = 0 beide reell oder imaginär sind, und, wenn sie letzteres 
sind, daraus schliessen, dass auch X = 0 zwischen a und b zwei 
reelle Wurzeln verloren habe. Dasselbe wird man schliessen, wenu 
die beiden Wurzeln von X<"— D = 0 einander gleich sind, ohne, 
wenn man sic statt a: setzt, alle die auf X("~*)  folgenden Functio
nen Xi"—2), . . ., X', X auf Null zu bringen. Sind hingegen die 
beiden Wurzeln von Xi"—D = 0 gleich, und bringen sie, für x 
substituirt, alle auf X<"_» folgende Functionen auf Null, so hat 
die Gleichung X=0 bekanntlich n Wurzeln, die jenen beiden 
gleich sind. Sind die gedachten beiden Wurzeln von X<"—1):=O 
reell aber ungleich, so muss man die Gränzcn a und b verengern bis 
diese Wurzeln durch ciuc dazwischen fallende Gränze getrennt wer
den, wodurch dann die erste unter den Functionen Xí'"), Xí'"—1)..., X 
von der Rechten an gezählt, welche, =0 gesetzt, nur eine Wurzel 
zwisclien a und b hat. gewiss weiter rechts als vorher zu suchen sein 
wird. Sind für X("+1)=0 eine oder zwei Wurzeln zwischen a und b 
angczeigl, so muss man ebenfalls erst die Gränzcn a und h verengern, 
wodurch man gewiss endlich dahin gelangt, dass unter deu Functionen 
X<"'), X("‘—1),... X', X von der Rechten gegen die Linke gezählt die erste 
X('), welche, =0 gesetzt, nur eine Wurzel zwischen a und b hat, vor 
sich eine andere habe, welche, =0 gesetzt, gar keine Wurzel 
zwischen a uud b hat oder verloren hat, so dass dann die vorgetragene 
Subtangentenprüfung sogleich auf Xi'—1) angewendet werden kann.

Buch 2. Methode die Wcrthe der Wurzeln, deren Gränzen 
bekannt sind, zu berechnen, und Bemerkungen über die Convergenz. 
der Annäherungen und über die Unterscheidung der Wurzeln. — 
Das bekannte Newtonscbe Näherungsverfahren ist zur wirklichen 
Berechnung der Wurzeln am Meisten geeignet. Diess Verfahren 
ist aber in der Anwendung einigen Schwierigkeiten unterworfen, 
welche genau zu untersuchen sind. F. beweist, dass es, wenn inan 
sich dieses Verfahrens mit Sicherheit bedienen will, zuvor nötbig 
sei die Gränzen a und b, zwischen welchen eine reelle Wurzel der 
Gleichung X=0 liegt, einander so nahe zu bringen, dass zwischen 
denselben Gränzcn keine einzige reelle Wurzel der Gleichungen 
X' = 0, X"=:0 liegt. Zugleich zeigt F., dass es alle Mal mög
lich sei, die eben erw'ähnte Bedingung zu erfüllen, ausgenommen:
1) wenn die Gleichung X = 0 zwei oder mehr einander gleiche 
Wurzeln zwischen jenen Gränzcn hat, was man aber leicht auf die 
bekannte, schon durch Huddc vorgetragene Art entdecken kanu;
2) wenn X und X" einen gemeinschaftlichen Theilcr ,$p(zr) haben, 
wo dann die Gleichung y>(zr) = 0 statt der gegebenen X=0 in 
Bezug auf zwischen a und b liegende Wurzeln zu untersuchen ist. 
Unter obiger Bedingung ist nun, wie leicht aus der Taylorschen
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zwischen a und b nur eine Wurzel 
Daraus folgt, dass eine po-

eine negative Grösse, und folglich 
“uc* "—) h'y^'a se*‘ Auch muss die 

f(x) hei dem Uebergange von zr=/z zu zr=£ qnt weder ununter
brochen zu- oder ununterbrochen abnehmen, weil f"(x) bei die
sem Uebergange ihr Vorzeichen nicht ändert. Ist also 1) f"(x} 
sowohl als y^zr) während jenes Uehcrgangcs positiv, so ist 
y’(a)-<y'(«...Ä)<y'(Ä). Ist hingegen 2)y"(.-z?) während jenes üeber- 
ganges positiv, f\x\ aber negativ, so ist- f'(&}>■-b}^--f\ b). 
Eben so 3) wenn y"(zr) bei jenem Uebergange negativ, y'(zr) da
gegen positiv bleibt, so ist /’(rz) > f\a ... b) f(b). Endlich 
Ï) wenn f"(x) bei jenem Uebergange, und eben so auch y'(zr), 
negativ bleibt, so ist —/’(«)<;—f'\a • • • l,n ersten
und vierten Falle ist daher gewiss >■ und

— b)"'*" — (X)^(Z)*  ’m zwe*ten und dritten Falle aber ist
W/(")und (=F)/W w“ UF) n« . • - A) > - (=F)Z(a) ” .../,)> (^)/(«)‘ Wcn“

also f(x) mit /"(zr) gleiches Vorzeichen behält, während zr von a 
zu b übergeht (d. i. im ersten und vierten der obigen Fälle), so 

wird der Werth von b’-=b — nothwendig kleiner als b, aber 
f(b)

kleiner als der durch angegebene genaue Werth der ver

langten Wurzel, hingegen der Werth von «'=« — y(Z) nothwen

dig grösser als «, aber kleiner als der durch a—y^”~7j ange
gebene genane Werth. Wenn aher /'(zr) nicht mit /"(zr) gleiches 
Vorzeichen hat, während x alle zwischen a und b liegenden Werthe 
durchläuft, (d. i. im zweiten und dritten der angegebenen Fälle), 
so wird, wenn man «' = «—se^zt> nothwendig //grösser als 

rz, aher kleiner als a —kleiner als die wahre ver

Reibe folgt, wenn man die Ergänzung derselben mit beachtet, der 

genaue Werth der verlangten Wurzel x=-b—oder

a — wo (a....b) eine Grösse bedeutet, die zwischen denJ \tt • ••*/)
Gränzen a und b liegt. Da, dem Vorigen zu Folge, keine Wurzel 
der Gleichungen y'(zr) = 0 undy”(zr) = O zwischen den Gränzen 
a und b liegt, so ändern die Functionen f'(x) und f"{x) beim 
Uebergange von ir=« zu x = b ihre Vorzeichen nicht, und zwar 
ist das Vorzeichen von f’(a... b) dem Vorzeichen von f(a) noth
wendig entgegengesetzt, dagegen dem Vorzeichen von f(b) gleich, 
weil, nach den Betrachtungen des ersten Bnchs, die Reihe X<OT>.

1), .... X", X', X beim Uebergange von x = a zu x = b 
nur einen Zeiclienwechsel verlieren darf, und y(/z) der f(b) entge
gengesetzt sein innss, wenn
der Gleichung X = 0 liegt.

/(«) sitive, hingegen z>j

b — < b » aber a ~
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langte Wurzel, hingegen U-=zb—f(a) gewiss kleiner als b, aber 

grösser als die genaue Wurzel b—/,y Hiedurch wird die 
Ncwtonscbe Näberungsmethode vervollständigt, indem inan nun alle 
Mal zwei Nähcrungswerthe. oder, was eben so viel ist, zwei neue 
Gränzen a a, t' •'""b beide zugleich erhält, zwischen welche die 
verlangte Wurzel fällt, also beurtheilcn kaun, indem man die Diffe
renz U — a' bildet, wie gross der Fehler höchstens sei, wenn man 
den einen oder den anderen dieser Nähcrungswerthe statt der wah
ren Wurzel setzt. Auf dieselbe Weise lassen sich noch engere 
Gränzen b" und durch fernere Wiederholung des Verfahrens 
noch engere a’", b'" u. s. w. linden.

Alles diess wird wieder von dem Vf. durch Anwendung auf die 
Curve y(zr) anschaulich gemacht, wobei er zugleich noch einen 
Näherungswert!! der Wurzel a findet, den die Secante zwischen 
den zu _/'(«) und f(b) gehörenden Punkten der Curve da angiebt, 
wo sie die Abscissenaxe schneidet; während die vorher gedachten 
Näherungswertlie durch Tangenten bestimmt werden. Zugleich 
macht es die Zeichnung sehr klar, dass man bei der gewöhnlichen 
Anwendung der Newtonschcn Methode ohne die Fourierschc Ver-

ZV \ fi 1 \
bessernng leicht für «' = «—y(äj un<^ ^ert',e
findet, die der wahren Wurzel a weniger nahe liegen als a und b. 
Fourier zeigt nun zunächst durch Anwendung der von ihm ver
besserten Newtonschcn Näherungsmethode auf den einfachsten Fall 
x"‘— y/ = 0, dass die gewöhnlichen cleinentarischen Regeln der 
Wurzelauszieliung nichts weiter sind, als besondere Fälle einer all
gemeinen Methode, welche die Gleichungen aller Grade umfasst. 
Śodann giebt F. Anweisung seine Methode mit dem mindestmög
lichen Zeitaufwande zu gebrauchen, indem er zeigt wie man am 
Besten jede überflüssige Rechnung vermeide. Besonders dienlich 
ist hiezu eine von ihm angegebene Art gemeine Zahlen in einander 
zu dividiren, welche er die geordnete Division (division ordon
née) nennt, die hier zu erläutern aber zu weitläufig sein würde. 
Wie man die Berechnung der Werthe vony(zr),/"'(zr), y"(zr) u. s. w. 
für zr^zr, zr = 4, zr = z/, zr = A' u. s. w. am Bequemsten an
stelle, ist zwar leicht einzusehen, wird aber ebenfalls der Vollstän
digkeit wegen von Fourier kurz erörtert. Wichtiger ist die darauf 
folgende leichte Bestimmung der Fehlergränze für jeden neuen 
Näherungswert]!, wodurch inan sich die Berechnung von nicht mehr 
sicheren Decimalstellen der Näherungswertlie «, a', ď u. s. w. oder 
b, V, V u. s. w. erspart und zugleich erkennt, wie diese Nähernngs- 
wertbe mit zunehmender Geschwindigkeit gegen die wahre Wurzel 
hin convergiren, wenn man sich genau an F.’s Verfahren hält. 
Durch viermalige Anwendung dieser Methode findet man z. B. die 
einzige reelle Wurzel der Gleichung zr3—2.z? — 5 = 0 schon aut 
16 Decimalstellen genau. Wegen der schnellen Annäherung, welche 
diese einfache Methode (Fourier nennt sie die lineare Methode, 
weil sie darauf beruht, dass in der Entwickelung von y(zz + w) 
oder f(b — w) alle Glieder weggelassen werden, welche höhere Po
tenzen von tu als die erste enthalten) gewährt, ist es für die Praxis 
eigentlich nicht nöthig jemals Anwendung zu machen von anderen 
zusammengesetzteren Annäherungen, (wie die der zweiten Ord-
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nung, wo man die Glieder beibehält, welche w2 enthalten, oder 
der dritten Ordnung, wo man auch die Glieder noch heibehält, 
welche w3 enthalten, oder überhaupt einer höheren Ordnung, 
wo man höhere Potenzen von tu beibehält als die erste): weil es 
aber für die Theorie interessant ist, auch bei diesen Methoden dcu 
zunehmenden Grad der Genauigkeit bei jedesmaliger Wiederholung 
ihrer Anwendung zu kennen, so hat F. auch darüber (S. 217—227) 
Untersuchungen angcstcllt. Zum Schlüsse dieses Buches giebt der 
Vf. noch ein paar neue Vcrfalirungsweisen an, um das Vorhanden
sein imaginärer Wurzeln zu erkennen. Die im ersten Buche ange
gebene Verfahrungsart bleibt zwar ihrer Einfachheit halber die für 
den gewöhnlichen Gebrauch anwendbarste, allein die Wichtigkeit 
dieser Untersuchung und ihr Einfluss auf die Theorie der Gleichun
gen mit mehreren unbekannten Grössen ist so gross, dass cs sehr 
vortheilliaft ist, hier mehr als ein sicheres \ erfahren zu kenuen.— 
Wir heben nun ans der schon oben erwähnten Uebcrsicht des gan
zen Werkes in der Kürze hervor, was der Inhalt der noch fehlen
den fünf Bücher sein soll, üas dritte Buch soll eine 1 erglcichung 
der verschiedenen Methoden zur Trennung der Wurzeln von ein
ander und zu ihrer Berechnung enthalten. Die Auflösung durch 
Kettenbrüche wird hier als ein blosser besonderer Fall einer ande
ren weit allgemeineren Auflösungsmethode erscheinen. Die algebrai
schen Irrationalgrösscn werden durch stetige Functionen entwickelt, 
denen merkwürdige geometrische Constructioiicn entsprechen. Auch 
auf transccndcnte Gleichungen ist dicss Verfahren anwendbar. Jede 
genaue Näherungsmethode ist, wenn inan das iin ersten Buche an
gegebene Verfahren zur Trennung der Wurzeln benutzt, dazu 
brauchbar, das Vorhandensein imagiuärcr Wurzeln zu entdecken. 
Ausführlicher wird dicss besonders an der Auflösung durch Ketten
brücke gezeigt werden. — Das vierte Buch wird die Auflösung 
der Litcralglcichungcn enthalten. Das Princip, worauf diese Auflö
sung beruht, befindet sich schon in den ‘Schriften Newtons, 
Stirlings und Lagrange’s. Der Vcrf. wird eine neue Construc
tion für den wichtigsten Thcil dieser Untersuchung angeben, wel
che einer allgemeineren Anwendung als die von Newton gegebeue 
fähig ist, für den Fall einer einzigen Veränderlichen aber auf das
selbe Bcsultat, nämlich auf die voo Lagrange erwiesene analytische 
Regel führt. Auch wird in diesem Buche von der gleichzeitigen 
Auflösung zweier Litcralgleicliungcn mit zwei unbekannten Grössen, 
oder allgemein n solcher Gleichungen mit n unbekannten Grössen 
die Rede sein. Es ist hiebei gar keine Elimination, keine Verän
derung der Cocfficientcu nöthig, vielmehr werden aus den gegebe
nen Gleichungen in ihrer primitiven Form gleichzeitig alle Wurzeln 
entwickelt. — Das fünfte Buch soll die Anwendung der in 
den vorhergehenden Büchern enthaltenen Principien der algebrai
schen Analysis auf die transcendenten Functionen zeigen. — Das 
sechste Buch wird über die Beziehungen der rccurrirenden Reihen 
auf die Theorie der Gleichungen handeln, welche Beziehungen von 
weit grösserem Umfange sind, als man bisher geglaubt hat, indem 
sie sich sowohl auf die imaginären als auf die reellen NVurzcIn er
strecken. — Das siebente Buch wird die Theorie der Ungleich
heiten (d. h. solcher Ausdrücke wie oder ■< b) enthal
ten. — Man sicht aus dieser luhaltsanzcigc, welche Schätze noch 
in den leider nicht ganz ausgearbeiteten Manuscriptcn F.’s stecken, 
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und wir wiederholen den Wunsch, dass dieselben recht bald, wenn 
auch nur als Fragmente, herausgegeben werden mögen! Geschähe 
das Letztere, so würden sich gewiss diesseits wie jenseits des 
Rheins Mathematiker linden, welche im Geiste Fouricr’s das Werk, 
zu restituiren suchen würden, wie diess zum Theil schon von Hrn. 
Dr. Stern in seiner ,,Theorie der Kettenbrücke“ mit Gluck ver
sucht worden ist.

Wir wenden uns nun zu Hrn. Dro bisch, der cs sich zum 
Zwecke macht F.’s Entdeckungen auf deutschen Boden zu verpflan
zen, jedoch in einer selbständigen Bearbeitung, welche nirgends 
blosse L'ebersetzung ist. Hr. D. hat dazu den Weg einer histori
schen Entwickelung der verschiedenen Methoden zur Behandlung 
der höheren numerischen Gleichungen gewählt, so dass jede dieser 
Methoden in Beziehung auf die nächst vorhergehende als ein neuer 
Cullurfortschritt erscheint, und F.’s Leistungen dann das Ganze 
krönen. Rach des Ree. Ucberzeugung kann kein sachverständiger 
nnd unparteiischer Beurteiler dem Verfasser das Zeugniss vorent
halten, welches er sich am Schlüsse seiner Vorrede wünscht, dass 
nämlich sein Werk gründlich und brauchbar, und mithin des an
ständigen Gewandes, in welchem cs erscheint, vollkommen würdig 
sei. Hr. D. bekämpft mit Recht das Vorurteil, wonach die Theo
rie der Gleichungen, zu Folge der schwankenden Einteilung der 
Analysis in einen niederen und höheren TheiL ganz zu jenem 
Theile gerechnet und daher jeder Einmischung der Differentialrech
nung entzogen werden soll. Cm die Elemente der Differentialrech
nung gründlich vorzutragen, braucht man nicht die Theorie der 
höheren Gleichungen als bekannt vorauszusetzen, wohl aber bedarf 
diese Theorie zu ihrer Begründung und zur Vermeidung unnötiger 
Weitschweifigkeit einiger Vorkenntnisse aus der Differentialrech
nung. Eben so schädlich ist das Vorurteil die reine Analysis habe 
sich von geometrischen Betrachtungen ganz frei zu erhalten. Einem 
solchen falschen Systematisiren zu Liebe entzieht man sich die 
trefflichste Veranschaulichung einer stetigen Folge von Zahlwerten 
einer Function, raubt sich das einfachste und natürlichste Mittel 
zur Entdeckung neuer Wahrheiten. Diess ungefähr ist der Inhalt 
der lesenswerten Vorrede. Wir wollen nun eine üebersiclit des 
Werkes geben und daran einige Bemerkungen knüpfen, die dem 
achtungswerten Vcrf. als Beweis der Aufmerksamkeit dienen mö
gen, mit der wir sein W’erk gelesen haben. — In der Einlei
tung (S. 1—8) giebt dcrVerf. die nötigen Erklärungen, zeigt die 
Darstellung der hier zu betrachtenden Functionen durch paraboli
sche Curvcn und legt (§. 5.) den Plan seiner Schrift in der Kürze 
vor. Wir finden hier nur bei §. 3., wo die Construction der W’erthe 
von y=f(x) durch auf der x Axc rechtwinklige Ordinaten ge
lehrt, und das ununterbrochene Zusammenhängen der die Eindpunkte 
dieser Ordinaten verbindenden Curve behauptet wird, die kleine Er
innerung zu machen, dass cs doch eigentlich nötig sei von der 
Stetigkeit der Function f(x) vorher überzeugt zu sein, wenn man 
die Notwendigkeit deb ununterbrochenen Zusammenhanges jener 
Curvc einsclien soll, was indessen hier, wo nur von ganzen Func
tionen gehandelt, wird, sehr leicht ist (vergl. Cauchy Cours d’ana
lyse chap. II. §. 2.). — Der erste Abschnitt handelt von den 
Grcnzw'crthen polynomischer Ausdrücke (S. 6—28). Abscbn. 2.
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Von den Derivationen ') polynomischer Functionen (S. 29 — 52). — 
Von den drei Beweisen, welche der Verf. hier für den Taylorschen 
Satz giebt, beruht der erste auf dem binomischen Lehrsätze. Da 
nun die nach aufsteigenden Potenzen von £±x vorzunelunende Ent
wickelung des Binoms (.z-4-A-^')“ nur dann bei jedem Werthe 
von fax gültig bleibt, wenn a eine ganze positive Zahl ist, bei 
gebrochenen positiven Exponenten aber, wie bei allen negativen, 
nur für solche Werthe von fax gilt, die zwischen den Gränzen 
— x und + x liegen, so halte der Verf. sagen sollen, dass sein 
erster Beweis voraussetze, die Function f(x) sei entweder eine 
ganze Function von x, oder der numerische Werth von fax sei 
stets kleiner als der von x. Die blosse Voraussetzung, dass die 
Exponenten von x in dem Polynom f{x} positiv seien, ist noch 
nicht genügend. Der zweite Beweis setzt stillschweigend voraus, 
... . „ du d.-y . , ....dass keiner der Quotienten . ■ • unbestimmt oder unendlich
gross werde, was wiederum für eine ganze Function y^f(x) 
zwar gewiss ist, keineswegs aber für alle Functionen von x wahr 
bleibt. Der dritte Beweis endlich ist mittelst der Methode der un
bestimmten Coeflicienten geführt, setzt also voraus, dass sich f[x-\- 
fax) in eine Reihe entwickeln lasse, die nach Potcnzeu mit ganzen 
positiven Exponenten von fax fortschreitc, und dass diese Reihe 
convergire, was zwar für ganze Functionen, aber nicht für alle an
dern wahr ist. Da die höheren algebraischen Gleichungen nach 
gehöriger Réduction allemal nur ganze Functionen enthalten, so 
genügen allerdings die Beweise des Verf., nur hätte er bestimmter 
angeben sollen, dass er hier nur für solche Functionen von der 
Taylorschen Reihe Gebrauch mache. — Ur. D. zeigt ferner in die
sem Abschnitte, welches der Ausdruck für den Rest sei, wenn man
die Taylorsche Reihe bei einem beliebigen Gliede abbricht, wie 
sich der Werth eines Quotienten J in dem Falle bestimmen lasse,

■ .
wo f(x) und y(x) fiir einen besonderen Werth von x beide ver
schwinden, und giebt sodann die Derivationen der Function einer 
Function, so wie der Summe, des Products, des Quotienten und 
der Potenz von Functionen an. — Absclin. 3. Vom Gebrauch der
Derivationen in der Theorie der Curven (S. 53—83). Es ist in 
diesem Abschnitte nur dasjenige aus der analytischen Geometrie aus
gehoben, was für die Veranschaulichung der Theorie der algebrai
schen Gleichungen nöthig ist, diess aber gründlich und durch Auf
fassung von mehreren beiten sehr klar dargestellt. — Absclin. 4. 
Von den Wurzeln der Gleichungen im Allgemeinen (S. 84—119). 
Hier über die Zerlegung der algebraischen Functionen in reelle ein
fache oder quadratische Factoreu, Cauchy’s und Gauss’s (erster) 
Beweis für die Möglichkeit dieser Zerlegung, Cotesisclier und Moi-

*) Hr. Drobisch und mehrere andere deutsche Mathematiker gebrauchen 
die Wörter Dérivation und Ableitung statt des bisher üblichen 
Derivirte (seil. Function). In vielen Fällen dürfte aber diese Neue
rung unbequem sein und Zweideutigkeiten herbei führen-, z. B. die Ab
leitung der Ableitung von y =f(x) könnte sowohl die Grösse als

die Herleitung der Grösse aus der Function y sein. 
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vrcsclicr Lehrsatz. — Bei dem Gaussischcn Beweise glaubt der Vf. 
(S. 100.) übergehen zu dürfen, dass nicht mehr als ‘~m Punkte der 
Curve y und dem Kreise gemein sein können, allein dann ist der 
in §. 78 enthaltene Schluss nicht bündig, weil dann zwischen (1) 
und (3) mehr als ein Punkt der Curve / liegen und also zwei solche 
Punkte mit einander verbunden sein könnten. — Abschn. 5. Von 
den allgemeinsten Relationen der Wurzeln (S. 120—149). Vieta's 
Satz von der Zusammensetzung der Cocl’licienten einer algebraischen 
Gleichung. Beweis dieses Satzes mittelst der Derivationen. Folge
rung daraus. Hudde’s Satz von Auflindung gleicher Wurzeln. 
Girard’s und Newton’s Relationen zwischen den Coeflicienten 
und den Summen der Potenzen der Wurzeln. Descartes’s Lehr
satz nach Gauss. — Abschn. C). Von den Grenzen der Wurzeln 
im Allgemeinen (S. 150—175). Newtons, Maclaurin’s, Rolle’s 
u. A. Methoden znr Bestimmung der äussersten Grenzen. Waring’s 
und Lagrange’s Methode zur Begrenzung der einzelnen reellen 
und Erkennung der imaginären Wurzeln.— Abschn. 7. Von den 
älteren Mcthoilcn zur Unterscheidung der reellen und imaginären 
Wurzeln (S. 176— 202). Der Vf. trägt Rolle’s, De Gua*s  u. A. 
Methoden vor, zeigt aber die Unvollkommenheit derselben. — 
Abschn. 8. Fourier’s erste Methode zur Unterscheidung der 
reellen und der imaginären Wurzeln (S. 203—257).— Abschn. 9. 
Von der Berechnung der Wurzeln aus ihren Grenzen (ebenfalls 
nach Fourier) S. 258 —298. — Abschn. 10. Fourier’s zweite 
und dritte Regel zur Erkennung der imaginären Wurzeln: von der 
Berechnung derselben (S. 299 — 341). — Die Lehren Fourier’s 
sind in den drei letzten Abschnitten, mit Eindringung in den Geist 
derselben, zuweilen etwas abgekürzt und anders geordnet, ohne 
jedoch etwas Wesentliches zu übergehen, und mit Hinzufügung 
neuer Beispiele vorgetragen. Am Schlüsse des Werkes wird La
grange’s Methode zur Berechnung der imaginären Wurzeln ge
lehrt, so wie nnch einige andere hiezu dienliche Vcrfahrungsarten, 
namentlich die Legendre’s, erwähnt und endlich, nach genauerer 
Erörterung der geometrischen Bedeutung von t und u in der Form 
Z-f-ul' —1. ein hierauf gegründetes neues Verfahren angegeben.—
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XXXV.
Das Potlienoťsche Problem, in erweiterter Ge
stalt; nebst Bemerkungen über seine Anwen

dung in der Geodäsie.
Von

dem Herausgeber.

1.
Das Potlienoťsche Problem ist bekanntlich die Aufgabe: wenn 

in einer Ebene drei Punkte gegeben sind, und in einem vierten 
Punkte in derselben Ebene die Winkel geniessen werden, welche 
die von demselben nach den drei gegebenen Punkten gezogenen 
Gcsiclitslinien mit einander entschliessen, die Lage dieses vierten 
Punktes zu bestimmen. Man kann aber diese schöne und so vieler 
Anwendungen in der Praxis fähige Aufgabe auf folgende Art er
weitern:

Wenn drei beliebige Punkte im Räume gegeben sind, 
und in einem vierten beliebigen Punkte im Raume die 
drei Winkel gemessen werden, welche die von demsel
ben nach den drei gegebenen Punkten gezogenen Ge
sichtslinien mit einander eins clil i esse n, di e Lage dieses 
vierten Punktes im Raume zu bestimmen.

Diese erweiterte Aufgabe wollen wir im Folgenden aufzulösen 
suchen, und die Auflösung mit einigen Bemerkungen über die An
wendung des Problems in der Praxis begleiten.

Die drei gegebenen Punkte im Raume seien A, B. C, und 
eben so sollen die drei Winkel des ebenen Dreiecks ABC, also 
die denselben gegeniiberstebenden Seilen dieses Dreiecks wie ge
wöhnlich durch a, b, c bezeichnet werden. In dem vierten Punkte 
O im Raume seien nun die drei ISO* 1 nicht übersteigenden Winkel 
BOC=a, AOC= ß, AOli = y gemessen worden, und die Ent
fernungen des Punktes 0 von den drei gegebenen Punkten C, B, 
A seien respective x, y, x-, so liefert uns die ebene Trigonometrie 
sogleich die drei folgenden Gleichungen:

1
x2A-y2— cüs ct = «2,
X2 + X2—’ixx COS ß=Ä2,
y2 4- s:2 — 2yz cos / = c2 ;

aus denen nun die drei Entfernungen x, y, x bestimmt werden 
müssen. Setzt man
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2. y-=px, x=zqx\

so werden die drei

3.

vorhergehenden Gleichungen 
(1-f-p2—2p cos a) zr’=«2, 
(1 -F- y2 — 2q cos ß) x2 ■=. 42, 
(p2-Fy2 —2pq cos /) x2 = c2 ;

der ersten und zweiten durch die dritte erhältnnd durch Division
man nun sogleich, wenn der Kürze wegen 

a ®2 2 z'24. ^ = r«2, -=»

gesetzt wird, die beiden folgenden, die Grösse x nicht mehr ent
haltenden Gleichungen:

I
l-i-p2—2p cos « 

2 o »» " ~ 5P 4- 7 — '?<] cos 7
i + y2 — 2y cos fl t
p2 -t-y2 —~P</ cos / ’

oder
j 1 -l-p2—2p cos a = m2 (p~-ł-q2—2pq cos /), 
( 1 -j- q2 — 2q cos ß = n2 (p2 -4- q2 — 2pq cos /) ;

aus denen die beiden unbekannten Grössen p und q bestimmt wer
den müssen.

Auf Null gebracht, erhalten diese beiden Gleichungen die Form 
m2q2 — 2m2 pq cos /-4- (zre2 — 1) p2 +■ 2p cos a — 1 = 0, 
(m2 —1) q2 -1-2 (cos ß—n2p cos y) q-\-n2p2— 1=0.

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen q2, und bestimmt aus 
der dadurch sich ergebenden Gleichung dann die Grösse q\ so er
hält man

(m2 -\-n2 — I) p2 — 2 (n2 — 1) p cos a — (m2 — n2 -f-1)

erste der beiden 
die Grössen m2 

b“
und n2 ihre aus dem Obigen bekannten IVcrtlie — nnd — ; so er
hält inan nach einigen leichten Reductionen zur Bestimmung von 
p die folgende Gleichung des vierten Grades:
S. 0= |(«r2 -J- L2—c2)2—ha2 L2 cos y2|/>*

— 4|[(ä2—c2) (<z2 -4- L2—c2)—2ii2l>2 cos y2] cos u
— a2(62 ~ł~ c2— er2) cos ß cos y} p*  

-1-2f2[(i2-c2)2 coBU2-f-a2(a2 -c2) cos/92-j-«2(«2-Ä2) cosy2] 
—4c2(ä2-J-c2) cosa cosß C0Bp-(a2-t-e2-i2)(er2-f-i2-r2)lp2

— 4{[(c2—ä2) (a2~ł~c2 — i2) — 2a2c2 cos ß2] cos v.
— a2(li2 -f-c2— «2) cos ß cos y\p 

-1- (a2 -J- c2—i2)2—4«2c2 cos ß2.
Bekanntlich ist aber

’ ' 2m2 (cos ß—p cos y)
Führt man nun diesen Ausdruck von q in die 

vorhergehenden Gleichungen ein, und setzt für 
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b2 4- c2 — a2 = 2Ac cos A, a“1 4- c2 — Ä2 = 2«c cos B,

a2 4- Æ2 — c2 = 2ab cos ( 
und
a~=^b cos ć'4-ccosZ?, b-=c cos A 4- a cos C, c=a cos B-$-b cos A; 
und folglich, wic man leicht findet,

(«24~i2— c2)2—4«2í2 cos /2=4«2Æ2 (cos C1 — cos y2),
(a24~c2— ä2)2—4c2c2 cos /92 = 4«2c2 (cos B2— cos ß2)i 

(b2—c2) (c24-í2 — c-) — 2c2í2 cos /2
= 2c2ä cos C (b cos C—c cos B) — 2a2b2 cos /2, 

(c2 — b2) (a2-}-c2— b2)— 2n2c2 cos ß2
= 2n2c cos B (c cos B— b cos C)—2a2 c2 cos ß2\ 

(b2—c2)2 cos «24~«2(a2— c2) cos ß2-\-a2(a2_— b2) cos /2 
= a2(b cos C— c cos B)2 cos u2 a2b[a cos C— c cos A) cos ß2

■+• a2c(a cos B — b cos A) cos y2 ;
o:2(ó2-f-c2—a2) cos ß cos / = 2<z2óc cos A cos ß cos /,

(a2 -|- c2 — b2} (c2-|-Ä2—c2):=4o2íc cos B cos C.
Führt man diese Ausdrücke in die Gleichung 8. ein, nnd divi- 

dirt dieselbe dann durch 4a2; so erhält man die Gleichung:

9. 0:= ä2(cos C2— cos /2)/>4
— 2£|[cos C (b cos C—c cos B) — b cos /2] cos a

— c cos A cos ß cos y| p2
4- j(Ä cosC—c cos/ř)2 cos«24-^(« cosC—c cosA)cosß2

~\~c(a cosB—b cosA) cos/2—2(b2-t-c2) cosa cosß cos/
— 2bc cos B cos C| p2

— 2c| [cos B (c cos B — b cos C) — c cos ß2] cos a
— b cos A cos ß cos y\p 

4-c2(cos B2 — cos ß2).
Diese Gleichung bringt man aber ferner, weil

a : b : c=sin A : sin B : sin C
ist, und folglich

a=.r sin A, b = r sin B, c=r sin C
gesetzt werden kann, leicht auf folgende Form:

10. 0= sin B2 (cos C2 — cos /2)/>4
—^2sin//[[cosCsin(Ä-C)-sinÄcos/2]cosa-cos^4sinCcos/?cos/]j»’
4-|sin(/?-C)2cosa24-sin/?sin(^4-C)cos/924-sinLsin(^4-Ä)cos/2

—2(sin/?24-sin C2) cos a cos ß cos/—2sin Beos B sin CcosC]^2 
—2sinC|[cosZ?sin(C-Ä)-sinCcos/?2]cosu-cos^sinÄcos/9cos/|^ 
4-sin C2 (cos B2 — cos ß2).
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Mittelst einiger bekannten goniometrisclien Transformationen 

kann man diese Gleichung ancb auf den folgenden Ausdruck 
bringen :
11. 0= sin Â/  sin (C-ł-y) sin (C—y)p2 *

2.
Nachdem wir Jetzt die Entfernungen des Punktes 0 von den 

drei Punkten A, B, C zu bestimmen im Stande sind, wollen wir 
uns, weil die Lage der drei Punkte A, B, C im Raume meistens 
durch ihre Coordinatcn in Bezug auf ein gewisses rechtwinkliges 

TLeil I. Jß

4-2 sin B |[cos C sin (/?— C) — sin B cos y’] cos a
— cos A sin C cos ß cos

—|sin(/7— C)2cosa24~sin/?sin(^i—C)cos/924-sinCsin(^4—Zř)cos/2
—2|1—cos(/?+C)cos(Ä—C)] cos a cos ß cos y — sin 2/? sin2C|/>2

4-2 sin C j[cos B sin (C—B) — sin C cos j?2] cos a
— cos A sin B cos ß cos y\p

4-sin C- sin (B -f- ß) sin (B — ß).
Hat man p mittelst dieser Gleichung gefunden, so ergiebt sich q 
mittelst des Ausdrucks 7., den man aber leicht auf folgende Form 
brinrren kann:

12  P2 sin B cos C— p cos a sin (g-C) — cos B sin C
9 sin A (cos ß—p cos y)

13.

sc =

Die Entfernung zr ergiebt sich mittelst eines der drei aus 3. 
sich unmittelbar ergebenden Ausdrücke:

/ a_____
—2p cos «
b________
— 2y cos ß’

l l/p2_|_y2—2/iycosy’

denen man auch, wenn man die Hülfswinkel 0, &, &' mittelst 
der Formeln
,, . 2sinł«l/p 2sin^(/y 2sin4yV/»»
14. tang0= l_p -, tang0 = - x_y Y, tang©"= -

berechnet, die zur logarithmischen Rechnung bequemere Form
.. . a cos H . b cos & . c cos 0"lu. zr = ±—.——, sc = ± —--------= ±----------------- ,

1— P 1 — '/ P — <]
wo die Zeichen immer so zu nehmen sind, dass sc positiv wird, 
geben kann.

Die Entfernnngen y und z ergeben sich nun endlich mittelst 
der aus dem Obigen (2.) bekannten Formeln

16. y=.psc.) x=.qsc.
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Coordinateiisystem bestimmt sein wird, nun ferner überhaupt die 
folgende Aufgabe vorlcgen:

Wenn in Bezug auf ein gewisses rechtwinkliges 
System dieCoordinaten dreier Punkte im Raume und die 
Entfernungen eines vierten Punktes von diesen drei 
Punkten gegeben sind: die Coordinaten des in Rede 
stehenden vierten Punktes in Bezug auf das angenom
mene System zu finden.

Die Coordinaten der drei gegebenen Punkte seien
n, k-, ti„ k,\ tn2, m2,

und a, a„ a2 seien die Entfernungen des vierten Punktes, dessen 
Coordinaten a:, y, x gesucht werden, von diesen drei Punkten; so 
hat man nach den Principien der analytischen Geometrie die fol
genden Gleichungen:

(
(zr — m)~ -\-(y— ze)2 4- (3 — A)2 = «2,
(zr — z»,)24- (y—w,)2-ł-(3 — A,)2 = «12,
(a: — îw2)24- (y — zz2)24~(= — Â-2)2 = «22;

welche auch leicht auf die Form
(zr — sw)2 4~ (y— m)2 4~ (x — k)~ = a2,

{(zr— »/) + (»? — ««,)]2 4- !(?/— &) 4-(« — wi)i2
-4- {(s — Z-)4-(Z-— A,)]2 = «l2,

|(æ? — tn)-ł-(m — z»2)|2 4- |(y — w)4-(® — z«2)|2

welche

19.

und

<1
20.

wird, zu den folgenden Ausdrücken von y — n und x— kgesetzt 
führen:

4- ((s — Zr)4-(Z; — Z’,)|2=«,2 
gebracht werden können. Ans diesen drei Gleichungen ergeben 
sich aber ferner, wenn der Kürze wegen
18 ( ż, = -2|«,2 — a* — — miÝ — —-zz,)2 — (Æ — )21,

I i2 = -’|<r22 — «2 — [tn— ä?2)2 — (ti — w2)2 — (k — k2)2)

gesetzt wird, leicht die beiden folgenden Gleichungen:
(tn— »/,) (zr—m)-ł-(ti— ze,) (y — tt)-ł-(k— /■,) (3—k) = i,, 

i2) (æ— ä?)4-(zz — ti2) (y— zz)4-(Zr — k2) (x—k) = i2-, 
nach gehöriger Elimination, wenn der Kürze wegen

I (k—k2) j,—(k — k,) i2

(m — tn,) (k— k2) — (m — tn2) (k — k,) 
(n— ti,)(k— k2)— (n— ti2) (k—k,) 5

(tn — tn,) (n— n2)—(tn— tn2) (n-—ti,) 
f (n — «,) (k — k2)— (n — n2) (k — k,)

(n — nx) (k — k2) — (n — n2) (k—
(n — ti2) i, —(ti — tit) i2

8 (ti — n^-(k — k2) — (n — n2) (k — k,)'

21. y — n=.p-\-^x — tn), x — k — 8-^t{æ — m).
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Setzt man diese Ausdrücke in die erste der Gleichungen 17.; so 
erhält man nach leichter Rechnung die folgende Gleichung des 
zweiten Grades:
22. (zr—iw)-f-(l4-72-F-#2) (.r—»z)2=0, 
deren Auflösung auf gewöhnliche Weise zn dem folgenden Aus
drucke von x— m führt:

— (j>q+st) ±^(w-ł-st)2 — (l-+-y24-ia) {p*-i-s 2—a-}
23. x—m =-------------------------------+ ---------------------------- •

Setzt man
24. x — m = tang 2-,

so wird die Gleichung 22.
(/>2-ł-#2 — c2) cos 52 + (^7+* ř) sin 25+(l-ł-72-ł-^2) sin J2=0, 
und folglich, wenn man

v, 14- cos 2f . 1 — cos 2f
cos 52=------2------ ’ s,n s =------2------

setzt,
l-ł-p2-ł-724-«2-W2 — i1-Z'2+72—«24-* 2+«2) cos 2?

+ 2(7/7+ «ř) sin 22-= 0.
Setzt man nun

25. tang 2w = ________ 2(py-t-st)________
1 —— s2-+-t2 -+-a2’ 

so erhält man ohne Schwierigkeit

26. , >+Z'2+V2 + s2 + i2- «2cos 2(£-j-w)—_ 4.2 + ř2 + <r= cos 2w-

Bezeichnet man in dem Dreiecke, dessen Seiten a, a, und die 
Entfernung e, der Punkte (muk) und (mxnlkl) von einander sind, 
den der Seite at gegenüberstehenden Winkel durch a,, in dem 
Dreiecke, dessen Seiten a, a2 und die Entfernung e2 der Punkte 
(mitk) und (m2n2k2) von einander sind, den der Seite a2 gegen
überstehenden Winkel durch a2 i 60 ist

c2-f-e,2 — «,2 
cos a«=—2^;—’ cos «2 c24-e22— a22 

2oc,
und folglich

rz2-f-ř12— at* =2«ť, cos «j, «24-ť22 — «2*  =2«ď2 cos a2, 
d. i.

«!2—ti2—(m—«w,)2—(zř—bJ2—(k—Zr,)2 =—2ael cos alt 
a22—a2— (m—z»2)2— (n—w2)2— (k—k2)2 =—2ae2 cos «2;

also nach 18.
27. «1 = — ae2, cos al} i2 = — ae2 cos a2,

mittelst welcher Formeln die Grössen z, und i2 sehr leicht berech
net werden können, wenn die Entfernungen ■eI, e2 und die Winkel 

«2 bekannt sind.
16’
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Berechnet man die Hülfswinkel p, und if, i[>, / mittelst der 

Formeln
28. tang p = 

und
«ü x »Í— m, , n — n2 . k—k*

•) Als ein der Anwendung der in Rede stehenden Aufgabe im Wege 
stellendes Hinderniss,' wenn man nämlich sehr grosse Genauigkeit ver
langt, ist in praktischer Beziehung noch die Réfraction zu bemerken.

29. taug 9> = —~, taug tang Z = J

so hat man zur Berechnung der Grössen p, q, s, t die folgenden 
Formeln:

I
i, sin (p—x) cos ifi 
P n — zz, ' sin (</>—x) cos p'

m — mt sin (rp —/) cos
'! n — n^ ’ sin (<i’—x> cos </.’

1 __ i, sin (/z — V») cos/
I k — ki ' sin (x — V') cos p’
I __ m — Mi sin (<f — q>) cos/
\ k — k, ' sin (x — ty) cos y>*

Nach dem Vorhergehenden lässt unsere Aufgabe, wenn sie 
überhaupt möglich ist, jederzeit zwei Auflösungen zu, und es er
hellet auch auf der Stelle aus geometrischen Gründen, dass es, 
wenn die Aufgabe möglich ist, immer zwei derselben genügende 
Punkte geben muss, welche auf entgegengesetzten Seiten der durch 
die drei gegebenen Punkte (zzzzzZ), (zzz^z,^, ), (»z2zz2Z-2) bestimm
ten Ebene liegen, übrigens aber gegen diese Ebene eine ganz 
gleiche Lage haben. l'm also die Lage des gesuchten Punktes 
(.z.qx) mittelst des Obigen vollkommen bestimmen zu können, muss 
inan aus andern Gründen wissen, auf welcher Seite der durch die 
drei gegebenen Punkte (muk), (zzz^z.jZ,), (zzz2zz2Z-2) bestimmten 
Ebene derselbe liegt.

3.
Die in 1. aufgelöste Aufgabe, in Verbindung mit dem in 2. ge

lösten Problem, würde sehr geeignet sein, mit Hülfe dreier ihrer 
Lage nach bekannter Punkte im Raume die Lage eines vierten 
Punktes im Raume zu bestimmen, wenn zu der Lösung derselben 
nicht, wie aus 1. bekannt ist. eine Gleichung des vierten Grades 
erforderlich wäre, deren Auflösung schon an sich weitläulig ist, 
und die auch, wenn die Aufgabe überhaupt möglich ist, jederzeit 
entweder zwei oder vier Auflösungen für dieselbe liefert. Ständen 
diese theoretischen Schwierigkeiten “) nicht entgegen, so würde 
man, wenn z. B. auf der Spitze eines Berges die drei Winkel ge
messen worden wären, welche von den von derselben nach drei 
ihrer Lage nach bekannten Punkten im Raume gezogenen Gesichts
linien eingeschlosscn werden, die Lage dieser Bergspitze im Raume, 
also auch, wenn man nur, was in allen Fällen das zweckmässigste 
sein dürfte, eine der drei Coordinateuebenen horizontal angenom
men hat, ihre Höhe in Bezug auf diese Horizontalehene bestimmen
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können. Das eigentliche nach Pothenot benannte Problem liefert 
nur zwei Coordinaten des gesuchten Punktes, und kann seiner Na
tur nach nicht mehr liefern; unsere oben aufgelöste Aufgabe liefert 
dagegen alle drei Coordinaten des gesuchten Punktes, welches ein 
wesentlicher Vorzug derselben vor jenem Problem ist.

Die in Rede stehenden theoretischen Schwierigkeiten scheinen 
cs aber nothwendig zu machen, dass man, wenn man die in 1. 
aufgelöste Aufgabe in der Praxis mit Leichtigkeit anwenden will, 
einen von der dort gegebenen allgemeinen Auflösung verschiedenen 
Weg einschlägt, den wir nnn noch in der Kürze andeuten wollen.

Die drei gegebenen Punkte im Raume seien wie früher
B. C, und O sei der gesuchte Punkt; auch sollen überhaupt die 
in 1. cingeführteii Bezeichnungen jetzt ihre dortige Bedeutung be
halten, uud wir wollen nur bloss noch

LBAO = ty, [_ CAO = <f! 

L CBO = q, LABO = ip' 
LACO=y, L.BCO=f 

setzen; so ist offenbar 

und

ip -4- y' = 180° — a, 
^4-y'=lS0«-/î, 

</? —f— ip' = 180" — y ;

CO =

J0 = lL^
Sill ß 

ß0 = c^LL 
sin y 

a sin ty 
sin a

c sin ty' 
sin y ’ 

_  a sin y
sin a ’

b sin <)’ 
sin ß ’

also wegen 31.
i a sin ty b sin (ß-j-y)

!
sin « sin ß ’

b sin y c sin (y-f-'/) 
sin ß sin y ’

c sin <f __ a sin («-I-V’)
sin y sin «

Man messe nun äusser den drei Winkeln u, ß, y jederzeit ent
weder noch einen der drei Winkel y, ip, y oder ciuen der drei 
Winkel <p', tp', y1, welcher gerade die sicherste und bequemste Mes
sung gestattet. Weil jedoch vermöge der Gleichungen 31., wenn 
einer der drei Winkel y’, ip', / bekannt ist, immer auch einer der 
drei Winkel y, ty, y bekannt ist; so sind wir berechtigt, bloss die
sen letzten Fall in Betrachtung zu ziehen, und wollen zugleich, 
um die Begriffe zu lixiren, annehmen, dass der Winkel y gemessen 
worden sei. Dann kann man mittelst der aus 33. und einem be
kannten Satze der ebenen Trigonometrie fliessenden Ausdrücke

c sin ß . , . sin ß sm C . . ,
34. ein y=-r^~.----  sm (y-|-yi = -:------- ;—7. Bin (y-ł-y)4 b sin y J 1 sln y sm > ri



246
den Winkel / berechnen, wodurch man aber für / jederzeit zwei 
sich zu 180° ergänzende Wertbe erhält, und mittelst der Ausdrücke

. b sin a . .  , . sin a sin B . . .Jo. sin ----- :—- sin (p-}->') = ——-—:----- j sin (p-ł-Jt)7 a sm ß sin ß sin A vr
kann man ty berechnen, wodurch man aber, da y zwei Wertlie bat, 
offenbar im Allgemeinen vier Werthe von ty, überhaupt also 
vier Systeme von Werthen der Grössen /, ty erhält. Um nun zu 
entscheiden, welches dieser vier Systeme man zu wählen hat, muss 
inan mittelst der Ausdrücke

. a sin y . , . sin y sin A . , ,
36. sin w = —:—- sin Ia4~’/<l = ^—-—~ sin («-1-ty) ’ c sin « i • S1I1 a slll £■ vit,

den Winkel ty berechnen, und muss untersuchen, welches der in 
Rede stehenden vier Systeme von Wertlien der Grössen /, ty wie
der, wenigstens so nahe als möglich, zu dem Werthe von.«/), von 
welchem inan ausging, zurückfuhrt. Auf diese Weise erhält mau 
Wertlie von ty, ty, y, welche als erste Näherungswerthe dieser 
Grössen zu betrachten sind, und im Folgenden durch ty, ty, y seihst 
bezeichnet werdeu sollen. Bezeichnet man nun die Wahren Werthe 
der Winkel

BAO, CBO, ACO 
respective durch

ty-\-dty, ty + dty, y + dy,
uud setzt der Kürze wegen

I
 a sin y sin y sin A
J c sin a sin « sin C’’

b sin a sin cc sin B■ ■______ ■ ■ — ——i,
° a sin ß sin ß sin A’
, c sin ß sin ß sin C
h =  :   =   !„ ;0 sin y sin y sin B

so hat man nach 33. die drei folgenden Gleichungen:
sin (y 4- rZy) — f sin (a~ł-ty-ł- dty) = 0, 
sin (ty 4- dty) — g sin (ß 4- / 4- dy) = 0, 
sin (x~ł~dx) — h sin (y -J- ty 4- dty) = 0;

d. i. nach den bekannten Principien der Differentialrechnung die 
drei Gleichungen des ersten Grades in Bezug auf dty, dty, dy als 
unbekannte Grössen;

I
sin ty—y sin (a -1- ty) -J- cos tydtp—f cos (a-f-ty) dty = 0, 
sin ty — g sin (ß 4- x) 4- cos tydty — g cos (/?4~/) dy = ü, 
sin x — h sin (/4“SP)4-cos ydy— h cos (/4~y) rZy = O; 
aus denen nun dty, dty, dy bestimmt werden müssen. Mittelst ge
wöhnlicher algebraischer Elimination und einiger leichten goniome- 
trisehen Transformationen erhält man, wenn der Kürze wegen 

39. A’=cos ty cos ty cos y—fgb cos (u~)-ty) cos (ß4-/) cos (/4-y) 
gesetzt wird, zur Bestimmung der gesuchten Correctionen dty, dty, 
dy die folgenden Ausdrücke:
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—Av/ÿ=sin $p cos ip cos X.~f sin a cos y—fg sin ß cos («4-7/,)

—fgh cos (a-ł-tp) cos (/?+/) sin (y+$p), 
—7V«fy/=cos y sin ip cos /—g sin ß cos jp—gh sin y cos (/?+/)

—fgh sin (a-H/O cos (/?+/) cos (y+y),
—AvZjf=cos if cos tp sin /—h sin y dos^i—hf si nu cos (y+y)

—fgh cos («+V0 sin (/?+/) cos (y+jp).
Hat man aber z. B. d<p mittelst des ersten dieser drei Ausdrücke 

gefunden, so kann man dtp und tfy auch leicht mittelst der folgen
den'aus den Gleichungen 38. sich unmittelbar ergebenden Aus
drücke linden :

__ sin </ —f sin (« -ł-1/') -i- cos <pd<p
‘ V f cos (« -j- V»)

■
.   s>ny—h sin (y-f-tp.)—h cos (y-f-p) d’p

cos/
Wie man auf dieselbe Art, wie man vorher von den Näherungs

werthen $p, tp, x zu den neuen Näherungswertlien <p~p~d<p, tp-p-dtp, 
X~t~d% gelangte, von diesen Näherungswerthen wieder zu neuen 
Näherungswerthen übergehen, und auf diese Art überhaupt immer 
weiter fortschreiten kann, bedarf hier keiner besondern Erläuterung. 
Bemerken wollen wir jedoch noch, dass die obigen Formeln die 
Corrcctionen dtp, dtp, dx natürlich in Theilen des Halbmessers, wel
cher bekanntlich immer der Einheit gleich gesetzt wird, ausge
drückt liefern. Will man aber diese Corrcctionen in Secuuden 
ausdrücken, so dienen dazu die folgenden leicht verständlichen 
Formeln:

I
-^v, oder 206264,8 . dw, 
sm 1 ’ J’

oder 206264,8 . dtp,

oder 206264,8 . dx- sm 1 ’ a

Hat man auf die vorhergehende Art die Winkel
BAO, CBO, ACO 

gefunden; so erhält man die Entfernungen AO, BO, CO mittelst 
der Formeln

1
. b sin ACO c sin (y -p- BAO) 

sin ß sin y
c sin BAO a świ(a-p-CB0) li O =----- ;--------- =--------- :------------ ,

sm y sm «
a sin CBO b sin (ß-p-ACO) (J - • - “ : “ ~~ Z

sin « sin ß
und kann dann ferner, wenn die Coordinaten der Punkte A, B, C 
gegeben sind, die Coordinaten des Punktes O mittelst der in 2. 
entwickelten Formeln berechnen.

Will man unsere Aufgabe bei geodätischen Messungen in An
wendung bringen, so muss man natürlich mit einem Instrumente 
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versehen sein, welches, wie z. B. der Spiegelsextant, der Spiegel
kreis, nnd insbesondere der Bnrdaiscbe Kreis, die Messung der 
Winkel in allen Lagen derselben gegen den Horizont gestattet. 
Ein gewöhnlicher Theodolit, mit welchem sich bekanntlich bloss 
die horizontalen Projectioncn der Winkel messen lassen., ist dage
gen zn dem in Rede stehenden Gebrauche nicht geeignet, wohl 
aber zur Anwendung der gewöhnlichen Pothenotschen Aufgabe, für 
welche u. A. in No. XIV. S. 92. eine Auflösung gegeben worden 
ist. hinreichend.

XXXVI.
Untersuchungen über Projectionen und neuere 

Geometrie.
Von

Herrn O. Sch loin il eh
zu Weimar.

1.
Die perspectivische Projection in ihrer einfachsten Ge

stalt entsteht bekanntlich dadurch, dass man zwei auf einander senk
rechte Ebenen MO, MQ, die wir kurz (Z?) nnd («?) nennen, an- 
ninimt nnd von allen Gebilden der Ebene (7?) nach einein Pro- 
jectionspunkt P Gerade (Strahlen) zieht, welche (ť) in entsprechen
den Punkten durclischneidcn, die in ihrer \ ereinigung die Projection 
des primitiven Gebildes abgeben. Wir wollen nun in dem Folgen
den die Gebilde in E und c, von denen das letztere die Projection 
des ersteren ist, entsprechende Gebilde nennen.

Zuerst ist klar, dass die Projection einer Geraden wieder eine 
Gerade sein wird, dass es also für die Bestimmung der Lage der 
Projection hinreiclit, wenn man zwei Punkte der primitiven Geraden 
projicirt. Ist nun MN (Taf. III. Fig. 1.) der Durchschnitt der Ebe
nen (jE7) nnd (e) nnd darin V der Punkt, in welchem MJN von der 
zu projicirenden Geraden CP in (77) geschnitten wird, so fallen in 
C die einander entsprechenden Punkte zusammen, oder C ist die 
Projection seiner selbst. — Ferner ist klar, dass, je weiter inan 
die Gerade CP verlängert, der Projectionsstrahl PP sich succes
sive der Lage Pt || CP nähern wird. Lassen wir also P sich 
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unendlich weit von MN entfernen, so geht der Projectionsstralil 
PT ganz in die Lage Pt || CT über, und es ist dann t die Pro
jection des unendlich entfernten Punktes T und die begränzte 
Gerade Ct die der unbegränzten CT. Die Bestimmung des 
Punktes t hat nicht die mindeste Schwierigkeit mehr, da die Ebene 
Pot 11 der Ebene (E) mithin auch ot 11 MN und wie vorher Ot 11 CT ist.

Man bemerkt aber leicht, dass diese Bestimmnng des Punktes 
t gar nicht von der Lage des Punktes C in MN abbängt, dass 
also fiir eine Gerade CT' || CT ganz dieselbe Gonstrnktion gilt, 
und also Ct die Projectiou von CT' ist. Daraus ergiebt sich 
der Satz

„Einem Systeme paralleler Geraden in (/?) ent
spricht ein Strahlbüschel in (e).“

Wenn sich der Winkel MCT ändert, wird offenbar t sich auf 
der Geraden ot 11 MN bewegen ; also :

„Die Mittelpunkte aller Strahlbüscliel, welche ver
schieden en Systemen paralleler Geraden entspre
chen, liegeu in einer Gern den."

Unter den verschiedenen Werthen, die der Winkel MCT 
annehmen kann, sind besonders zwei hervorzulieben. Ist nämlich 
{ MCT= ft, so fällt t mit o zusammen; ist aber [_MCT:=±tt, 
so wird ot=z Po nnd also schon bekannt, weil die Entfernung des 
Projectionspunktes gegeben ist. Daraus ergiebt sieb leicht ein 
Verfahren, um die Projection jedes beliehigen Punktes J aufzufin- 
den Taf. 111. Fig. 2. '). Denn fällen wir das Perpendikel HJ und 
machen HK-=. IIJ, so lässt sich J als Durchschnitt zweier Ge
raden betrachten, von denen die eine MN unter einem rechten, die 
andere unter einem halben rechten Winkel schneidet. Ist ot wie
der die Entfernung des Projectionspunktes von (e), so ist Ho die 
Projection der unbestimmt verlängerten II.J, kt die von KJ also 
der Durchschnitt i die Projection von J.

2.
Man kann aber auch von der Ebene (e) ausgehen, sich die Ge

bilde derselben als gegeben denken und von ihnen anf die der 
Ebene (E) zurückschliessen, indem man über ot einen Projeetions- 
punkt denkt, durch welchen umgekehrt die Gebilde in (E) ent
stehen. Dann hat man folgenden Satz:

„Allen Strall 1büsclicl n in (e), deren Mittelpunkte 
in einer Geraden (oř) liegen, entsprechen in (Z?) 
gleich viele Systeme paralleler Geraden.“

Aus diesem und dem ihm analogen Satze in (1) lassen sich 
nun fiir eine Menge von Sätzen aus der Situationsgcoinetrie die 
einfachsten Beweise berleiten, wofür nun einige Beispiele dienen 
sollen.

Sei Taf. 111. Fig. 6. epf ein beliebiger Winkel nnd äusser ihm 
eiu Punkt q angenommen, von welchem aus durch jenen Winkel 
beliebig viele Strahlen aq, hq, cq . . gezogen sind. Zieht man in 
den so entstandenen Vierecken die Diagonalen, so liegen die 
Durchschnitte derselben mit p in einer Geraden.

•) Die Figur stellt Alles in einer Ebene dar, so dass man sich (E) um 
IUN als Axe gedreht denken kann, bis sie mit (e) zusainmenfällt.



250
Denn nehmen wir die Gerade pq als die Gerade ot in Taf. III. 

Fig. 1. an, so entsprechen dem Winkel cpf zwei Parallelen AC, 
1)F, den Strahlen aq, bq, cq .. die Parallelen Al), HE, CF.... 
Folglich sind die entsprechenden Vierecke Parallelogramme. Die 
Durchschnitte M, M' . . der Diagonalen in denselben liegen aber 
nach sehr bekannten Sätzen in einer Geraden, welche zugleich 
II AC und DF ist. Folglich müssen nach (1) die Projectionen 
von M, M', . . ebenfalls in einer Geraden liegen, welche auch 
durch p geht, w. z. b. w.

Von diesem Satze lassen sich bekanntlich viele fruchtbare An
wendungen machen, die wie hier übergehen müssen.

3.
Taf.III. Fig.'4. Wenn die drei Geraden ad, LU, cd, welche die 

Spitzen zweier Dreiecke mit einander verbinden, sich in einem 
Punkte schneiden, so liegen die drei Durchschnitte p, q, r der ver
längerten gleichnamigen Seiten, ab und db’, ac und dc', bc uud 
b'd, in einer Geraden.

Nehmen wir die Gerade pq als die Linie ot in Taf. 111. Fig. 1. an, 
so entspricht dem Strablbüschel am, bm, cm ein anderer AM, BM, 
CM, in welchem AB\\A'B', AC || A'C'. Nun folgt daraus nach 
bekannten Eigenschaften ähnlicher Dreiecke BC || B'C, also ent
sprechen diesen Geraden zwei andere bc, b'c', deren Durchschnitt 
mit auf pq liegt.

4.
Taf. III. Fig. 5. In einem Dreiecke EMNO ist die Grundlinie 

EN in M halliirt, der Strahl MO und noch 0(1 || MN gezogen; 
der so entstandene Strahlbüschel heisst bekanntlich ein harmoni
scher und es gieht darüber die beiden Sätze:

„Jede Gerade, die einen harmonischen Strahlbü
schel schneidet, wird von demselben harmonisch 
getlieilt;“

nnd
„Jodcr Strablbüschel, dessen Strahlen durch die 
harmonischen Tlieilpunkte einer Geraden gehen, 
ist ein harmonischer.“

Nach dein ersteren Satze werden also abed und ABCD harmo
nisch getlieilt sein. Nun kann man sich aber diese beiden Geraden 
in ganz beliebigen verschiedenen Ebenen und O als Projections- 
punkt dazu denken; dann hat man den Satz, dass die perspectivi- 
sclie Projection einer Harmonischen wieder eine Harmonische ist; 
oder:

„Einer harmonisch getlieilten Geraden entspricht 
jederzeit wieder eine Harmonische.“

Daraus ergiebt sich, wenn man über den beiden entsprechenden 
Harmonischen Strablbüschel construirt und den einen als Projectiou 
des andern betrachtet, leicht der analoge Satz:

„Einem harmonischen Strnhlbüschel entspricht je- 
derzeit wieder ein harmonischer Strablbüschel.“

Diese einfachen Sätze werden die Qnelie sehr fruchtbarer Un
tersuchungen, von denen wir einige andeuten wollen.

Taf. III. Fig. (i. Es sei abed ein Viereck, dessen Gegenseiten 
sich in m und n schneiden. Wir betrachten die Gerade mn als die 
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Unie ot in Taf. III. Fig. 1., so dass den Strahlen am, cm die Parallelen 
AM, CM, ebenso an, cn die Parallelen AN, CN entsprechen. 
Dem Viereck abcd entspricht also das Parallelogramm ABCB. 
Da sich nun die Diagonalen AC, BB desselben halbiren, so kön
nen wir die unendlich verlängerten AP, BQ harmonisch getheilt 
nennen, und folglich sind es auch die Diagonalen ap, bq. Ziehen 
wir JF II CB, JG II BC, so läuft FG || BQ und wird von 
JC halbirt. Folglich ist der Strahlbüschel JN, JP, JM, JQ ein 
harmonischer, also ist es auch der entsprechende in, im, ip, iq, 
und daher muss auch mq harmonisch getheilt sein. Nennt mau die 
Figur in (e) ein vollständiges Viereck und ap, bq, mq die 
Diagonalen desselben, so hat man den bekannten Satz:

„Die drei Diagonalen des vollständigen Vierecks 
theilcn einander harmonisch,“

woraus sich noch eine Menge Folgerungen ziehen lässt.

5.
Taf. III. Fig. 7. Bekanntlich nennt man die Durchschnitte der 

äusseren und inneren Tangenten zweier äusser einander liegenden 
Kreise den äusseren und in neren Aeh nliebkei tspunk t jeuer 
Kreise.

Nun kann man aber dieses Gebilde als Projection eines Cylin- 
ders anseben, wenn inan den Projectionspunkt irgend wo in dein 
durch a auf der Ebene der Zeichnung errichteten Perpendikel und 
die Projectionsebene (e) parallel den Ebenen jener Kreise anniiniiit. 
Vergleichen wir nun unsere Figur mit der daneben gestellten cor- 
respondirenden, so ergiebt sich gleich, dass M, J, N und der un
endlich entfernte Punkt H harmonisch liegen, also ist diess auch 
links der Fall; oder:

„Die Mittelpunkte beider Kreise liegen mit deu 
Aelinlichkeitspunkten harmoniseb.“

Taf. III. Fig. 8. Projiciren wir ein System dreier Cylinder von 
gleichen Grundflächen, so entsteht ein System von drei ungleichen 
Kreisen (da die Grundflächen jener Cylinder1 ungleich weit von der 
ihnen parallelen Projectionsebene entferntsind) zu welchen drei äussere 
und ebensoviel innere Aebnlichkeitspunkte gehören. Da nun links 
alle äusseren Tangenten einander parallel sind, so liegen rechts 
die Durchschnitte derselben in einer Geraden, (welche die Gerade 
ot in Taf. 111. Fig. 1. ist); oder:

„Die äusseren Aehnliehkeitspunkte dreier Kreise 
liegen in einer Geraden.“

Betrachten wir links die inneren Aebnlichkeitspunkte J,, J„ 
so erhellt gleich, dass die Gerade .7, J, || den äusseren Tangen
ten an M und B länft. Dies giebt für die Figur rechts sogleich 
den Satz:

„Jeder der drei äusseren Aehnlichkeitspunkte 
liegt mit zwei inneren in einer Geraden.“

Also giebt cs im Ganzen vier Aehnlichkeitsstrahlen.

6.
Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Kegelschnitte, und 

zwar ist gerade hier die Untersuchung mittelst projectivischer 
Eigenschaften die zweckmässigste, da der Kegelschnitt seiner Ent
stehung nach nichts auders als die pcrspectivische Projectiou eines 
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Kreises ist. Wir nehmen wie bisher immer den einfachsten Fall 
an, dass die Projections- (hier die Schnitt-) ebene senkrecht auf 
(Æ1) (der Basisebene) stehe, da sieb hierauf jeder andere Fall leicht 
reduziren lasst.

Taf. 111. Fig. 9. Hier gewinnt nun die Gerade olTaf.'IH. Fig. 1., 
welche schon bisher die bedeutendste Bolle spielte eine ganz be
sondere Wichtigkeit und wir werden sie daher künftig die Polare 
des Kegelschnitts nennen. Sei nun k ein beliebiger Kegelschnitt, 
den wir als Projection eines Kreises K anselien, ot die Polare 
(auf der sich also die Projectiouen aller Geraden schneiden, die 
in (Æ1) Parallelen sind) und m die Projection des Kreismittelpunkts, 
die wir den Pol des Kegelschnitts nennen, so ist klar, dass jede 
Gerade, die durch den Mittelpunkt des Kreises K geht, von Mund 
dem Kreise halhirt, d. h. sammt dem unendlich entfernten Punkte 
harmonisch gethcilt wird. Also wird jede Gerade, welche 
durch den Pol des Kegelschnitts geht, vom Pol, der 
Curve und der Polare harmonisch getheilt. Ziehen wir 
ferner irgend einen Durchmesser AB des Kreises und legen Tan
genten an A und B, so laufen diese einander jederzeit parallel. 
Nun entsprechen: dem Durchmesser: eine durch den Pol gehende 
Gerade, welche Berührungssehnc beissen mag, den parallelen 
Tangenten am Kreise: zwei Tangenten am Kegelschnitt, deren 
Durchschnitt, „das Berührungscentrum,“ aut der Polare liegt. 
Wie sich nun auch AB um M drehen mag, so bleiben doch die 
Tangenten an A und B Parallelen, d. h. wenn sich die Berüh- 
riinsrsschiic um den Pol dreht, so durchläuft das Berührungscen- 
trum die Polare; oder:

„Die Polare ist der Ort aller Berührungscen tra, 
deren Berührungsselinen durch den Pol gehen,“ 

und auch umgekehrt
„DerPol istderPunkt, durch den alle Berübrnngs- 
sehnen gehen, deren Berührungsceutra auf der 
Polare liegen.“

Daraus lassen sich leicht die Auflösungen der Aufgaben ableiten: 
„Den Pol zu finden, wenn die Polare gegeben ist,“ 
„Die Polare zu Anden, wenn der Pol gegeben ist.“

7.
In dem Vorigen wnrde das Ziehen von Tangenten an den Ke

gelschnitt verlangt, aber es ist noch nicht gezeigt worden, auf 
welche Weise diess geschieht, und deshalb geben wir folgende 
Construktion dazu:

Taf. III. Fig. 10. Wenn vom Punkte p an den Kegelschnitt 
k Tangenten gelegt werden sollen, so ziehe man beliebig zwei 
Strahlen ap, bp, die den Kegelschnitt noch in c und d schneiden 
werden. Dann ziehe man ab, cd, die sich in f, ad, bc die sich in 
g schneiden und die Gerade fg. Diese schneidet den Kegelschnitt 
in zwei Punkten u, v, welche die Berührungspunkte der, von p 
aus zu legenden Tangenten sind.

Denn man nehme p als Punkt einer beliebigen Polare und k 
als Projection eines Kreises JK an, so entsprechen den Strahlen 
ac, bd zwei Parallelen AC, BI). Nun ist aber klar, dass durch 
die Construktion in (E}, U und V die Berührungspunkte von Tan
genten sind, welche II AC || BD laufen. Also entsprechen ihnen 
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in (e) die Berührungspunkte der Tangenten, welche durch p gehen,
w. z. I». w.

Es hat nun auch die Lösung der umgekehrten Aufgabe: durch 
zwei gegebene Punkte eines Kegelschnitts an denselben Tangenten 
zu ziehen nicht die mindeste Schwierigkeit, weshalb wir sie über
gehen.

8.

Die Durchschnitte der drei Paar Gegenseiten jedes, 
einem Kegelschnitte e i nge sch ri e hen en Sechsecks liegen 
in einer Geraden.

Taf. 111. Fig. U- abcilef sei das Sechseck (S eh ne n sech s- 
eck). />, q mögen die. Durchschnitte von den zwei Paar Gegensei
ten <//, cd und bc, cf heissen. Nimmt inan pq als Polare und den 
Kegelschnitt als Projection eines Kreises an, so entsprechen jenen 
zwei Paaren die Sehnen AF || CD und BC[[EF. Aber bekannt
lich fassen parallele Sehnen gleiche Bogen zwischen sich, also ist, 
wenn wir die Bogen stets rechts herum neunen:

arc AC arc DF
arc 07?= arc FB

also durch Addition arc AE (der grössere dieses Namens) = arc DB 
(ebenso). Ziehen wir beide vom Kreisumfang ab, so bleibt 
arc AE=. arc BD, woraus AB || DE folgt.

Also liegt der Durchschnitt r von ab und de mit auf der Po
lare d. li. in einer Geraden mit p und q.

Der Satz gilt auch umgekehrt, was sich apagogiseb sehr leicht 
zeigen lässt.

In jedem, einem Kegelschnitte umschriebenen Sechs
ecke schneiden sich die Diagonalen, welche zwei Ge
genecken verbinden in einem Punkte.

Taf. III. Fig. 12. abedef sei dieses Sechseck (Tangenten- 
scchseck), ad. be, cf jene Diagonalen (Hauptdiagonajcn). 
Ulan nehme den Durchschnitt m der ersten beiden als Pol des Ke
gelschnitts und diesen als Projection eines Kreises an, so entspricht 
dem Pol m der Mittelpunkt M und jenem Sechseck ein anderes, 
dessen beide ersten Hauptdiagonalen durch den Mittelpunkt des 
eingeschriebenen Kreises gehen.

Es ist nun bloss zu zeigen, dass auch die 3te Hauptdiagonale 
CF durch M geht, was sehr leicht (namentlich apagogiseb) geschieht. 
Daraus folgt denn, dass cf durch m geht.

Auch dieser Satz gilt umgekehrt.
Diese beiden Sätze bilden bekanntlich die Grundlage fiir die 

Theorie der Reciprocität bei den Kegelschnitten, indem man die 
Punkte der Gebilde in dein einen Kegelschnitt als Berührungsceiitra 
fur einen zweiten Kegelschnitt ansieht, wodurch dann ein bekann
tes Correlationssystcm entstellt, dessen Ausführung bier aber zu 
weit führen würde.

Lässt man in den beiden vorigen Sätzen eine Seile ver
schwinden nnd'zur Tangente werden, so gelangt man zu bekann
ten Sätzen vom Fünfeck, und ebenso vom Viereck und Dreieck, die 
sieb natürlich auch leicht besonders beweisen lassen.
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9.

Es kann endlich noch die Frage aufgeworfen werden, wie man, 
wenn der Kegelschnitt und der Pol oder die Polare gegeben ist, 
die Lage des Projcctionspunktes Z*(Taf.  111. Fig. 1.) d. h.die Spitze des 
Kegels findet, der dann die Eigenschaft hat, dass er von der Ebene 
(Aj in einem Kreise geschnitten wird, was allerdings zur Vervoll
ständigung dieser Anwendung der Projectionen durchaus nöthig ist.

UicscAufgabe ist jederzeit bestimmt und nach dem früher über 
Pole und Polaren, Berühruugscentra und Berührungssehnen Gesag
ten sehr leicht zu lösen, weun man die in (1) geführte Unter
suchung über die Lage von o und t dabei zu Hülfe nimmt. Indess 
würde diess die Gränzcn dieses Aufsatzes unuöthigerweise über
schreiten, da ich ohnediess diesen Gegeustand ausführlich noch be
sonders behandeln werde.

XXXVII.
Neue Auflösung der cubisclien Gleichungen von 

Herrn J. Cockle.
Aus Cambridge Mathematical Journal No. XII. (Mai, 1841).

Vol. II. p. 248. frei übersetzt von

dem Herausgeber.

Jede cubisebe Gleichung kann auf die Form 
ä;3 ax3 -f- bx -f- c = 0 

gebracht werden.
Zuerst wollen wir den speciellen Fall betrachten, wenn zwi

schen den Cocflicienten a, b, c die Gleichung 3«e = i2 Statt fin
det. Bringt man in diesem Falle die Gleichung auf die Form

— x3 ■=■ (ix'1 -p- bx c

und multiplicirt auf beiden Seiten mit 'Áab, so erhält man
— J>abx3 = 3o2zr2 . b -f- ‘&ax . b3 -+- "babc, 

und folglich, weil nach der Voraussetzung 3«e=ó2, also 3«óe=ó3 ist,
— httbx3 ■=. 3«2æ?2 . b-ł~3ax . b^-Ą-b*.

Addirt man jetzt auf beiden Seiten a3x3, so erhält man
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«(o2— 3Ä)zr*  = w’.«?’3«2zr2 . b-^-'&ax . b^+b1, 

und folglich, wenn man auf beiden Seiten die Culiikwurzel aus
zieht, 

3
a(a3 — 34) = wzr 4~ b, 

also
b

x = — —----•
V a{<i- —■ 34) — a

Wenn ferner die Gleichung 3ac=xb3 nicht Statt findet, so 
setze inan y-ł-x für x, wodurch die gegebene Gleichung 

x3 -f- ax3 -+- bx 4- c = 0 v 
die folgende Form erhält:
y3 -1- (3s 4- «)y2 4- (3a2 4- 2«a 4~ 4)y 4- a3 4- ax3 4- bx 4- c = 0, 
oder, wenn der Kürze wegen

A = 3a 4- «,
B= 3a2 4-2řzs 4- b,
C-=. a3 4- a* 1 4~ bx 4- c

gesetzt wird, die Form
y3 4- Ay3 -ł-By-ł- C= 0.

Soll nun diese letztere Gleichung nach dein Vorhergehenden auflös
bar sein, so ist erforderlich, dass die Gleichung

3AC= B3,
d. i. die Gleichung

3(3a 4- «) (í 3 4- ax3 4- bx 4- c) = (3a2 4- 2«a 4-b)3
erfüllt ist, und aus dieser letztem Gleichung muss also die Grösse 
a bestimmt werden. Entwickelt man dieselbe gehörig, so findet 
man, dass die a4 und a3 enthaltenden Glieder sich gegenseitig 
aufheben, und die Gleichung daher eine Gleichung des zweitcu 
Grades ist, die man leicht auf die Form

oder
(«2 — 34)a2 4- (ab — 9c)a 4~ b3 — Sac = 0

..2 ab — 9c b3 — 3«c
4- ,---- 57 a 4- — ... =0a3—Ab a------Ab

bringt. Bestimmt man nun aus dieser Gleichung a auf gewöhn
liche Weise, so erhält man nach dem Obigen ferner y mittelst der 
Formel

B
y= * ' ~’

V/yiU2 — 3/7) — A
wo für A, B, C ihre aus dem Obigen bekannten Wertlie zu setzen 
sind, und x ergiebt sich endlich mittelst der Formel

B
x = y-ł-x = -^------------------------ f-a.

l^A(A3 — 3B) — A
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Führt man für /, Ii, C ihre obigen Werthc wirklich ein, so er- 
gicbt sich nach leichter Rechnung für x der Ausdruck

Ä ~ł~ 3___________ ’
V (a- — 3/>) (3x 4- «) — (3x 4- a)

wo nach dem Obigen x aus der quadratischen Gleichung
_ ab — 9c A2 — 3<7C „

a + ---- 57 s-|- —---- 5F = °a- — ib a2 — Ab
zu bestimmen ist. Den Ausdruck von x kann man auch unter der 
Form

(3s H a}x -f- ax -+- b
= « + ------------------------------------------

\/(a - — 3A) (3s -4- a) — (3s 4- a) 
darstellen.

Ist die gegebene cubische Gleichung z. B. 
x3 — 4zr2 -+- 6x — 3 = 0,

so ist 3ac = 36 = 62, und folglich nach dem Obigen
Ä 6

x — 3______ , 3
l/«(a2 — 3A) — a l/® "+■ 4

Berücksichtigt man nun jetzt bloss den reellen Werth von 
3

|/8, nämlich 2, so erhält man x = 1. Die beiden imaginären 
3

Werlbe, welche |/8 noch hat, würden für x noch zwei imaginäre 
Werthc liefern.

Ist die gegebene cubische Gleichung ferner 
xz — Ix2 -4- 17/c — 14 0,

wo nicht 3acx=b2 ist, so ist die quadratische Gleichung, aus wel
cher x bestimmt werden muss, folgende:

Diese Gleichung hat die beiden reellen Wurzeln 1 und 77. Setzt 
man x = 1, so ergiebt sich nach dem Obigen

---  1 + 3 >
I/84-4

und folglich, wenn man jetzt wieder bloss den reellen Werth 2 von 
3

|/8 berücksichtigt, x = %. Die beiden imaginären Werthc, wel- 
3

die 1/8 noch haben kann, liefern für x natürlich noch zwei ima-
5

ginäre Wertlie. Dass man auch x = 77 setzen könnte, versteht 
sich von selbst; natürlich würde aber dieser Werth von x zu den
selben Wurzeln der gegebenen cubisclien Gleichung führen wie der 
vorhergehende Werth von x.

Weitere Betrachtungen über den Fall, wenn die quadratische 
Gleichung, aus welcher die Grösse x bestimmt werden muss, zwei
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imaginäre Wurzeln bat, überlassen wir dem Leser, da dieselben 
keine Schwierigkeiten haben, und sich leicht mit der gewöhnlichen 
Theorie der Auflösung der cubischcn Gleichungen werden in Ver
bindung setzen lassen.

Wenn uns auch diese neue Auflösung der cubischen Gleichun
gen des Herrn Cockle vor der bekannten Auflösung des Carda
nus keine wesentlichen Vorzüge zu haben, und die Theorie der 
Gleichungen des dritten Grades durch dieselbe nicht eben gefördert 
zu werden scheint, so verdiente sie doch in dem Archive aufbe
wahrt zu werden.

XXXVIII.
Beiträge zur Entwickelung der Integrale in 

Reihen.
Von

Herrn N. W. Schulze,
Lehrer der Mathematik zu Rudolstadt.

Es sei ein zu integrirendes Differenzial vorerst dieses:
da:

1-ł-a:’
Man füge dem Nenner eine identische Gleichung bei,

p — P=:0,
fJ'V (1 "Y

nämlich: = (1+?j) 2 (/> <) = K1 ~(Z>I

2) + (T^ +•••]■

__  .T px—\x2 | p2a:—px2-}-Ąx3 p3x—?,p2x2+px3~lx*
i-ł-p-*-! i + p)*-* (i -ł-p)3 (i + pÿ h.........

Es kommt nun darauf an, p so zu bestimmen, dass die Reihe schnell 
convergirt; dies würde sich ergeben, wenn man auf einander fol
gende Glieder, was vom 2ten an geschehen darf, zusammen = 0

TLeil I. 17

und entwickele nach dem Binomischen Satze, so dass p— æ in 
aufsteigenden Potenzen fortgelit, so ist

1) ttl+F)-O—)l

Man intégrité und nehme p als beständig, also 
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setzte, den Werth für p suchte und selbigen in das erste Glied und 
etwa noch in die übrigen letzteren substituirte. üa aber durch die 
höheren Gleichungen die Rechnung unbequem würde, so setze ich 
bloss das 2te Glied =0, nämlich

px — ix2 n , 
(l+p)x' — °» aIso P =

Setzt man in 2) rechter Hand überall ±x statt p, dann gestal
tet sich die Reibe so, dass das 4te, 6te, Ste u. s. w. Glied auch 
= 0 sind, und wir bekommen nach gehöriger Abkürzung:

— (14-^) =

2 •+-•••]+'Co,ist-=°> 

also eine auf anderm Wege bereits schon gefundene bekannte 
Reihe; und ist die Ucbereinstiiiimung des Resultats dieser Methode 
mit dem anderer für dieses Beispiel nur ein besonderer Fall, 
wie w'ir an deu folgenden sehen werden.

Es sei das Differenzial der Kreisfläche gegeben, so ist, nach 
Beifügung des obigen p,

dx l/2o? — = . (2—zr)t = [(2-J-p) — (p-ł-x)]t.xl.dx;
also

4) /K2 4-p) — (p -F ^)p • ■ dtc
----- (P-rl -ł- Xe) (p-xi-j-2px? + xi) , , 

= /I- 1/24-p-- 8(2 + z,)v/^- —

, i . žs-------- (i7>-cž -f- ?.rà) (lp-xl -ł- jpxi -+- |.iî)
-3x IZ-4-//— 2v/2 + ?, — 8(2 + r)t/2-ł-;, ~

Setzt man wiederum in letzterer Reihe das 2ie Glied =0, woraus 
erhalten wird p = — und substituirt diesen Werth für p in 
den Ausdruck des Integrals 4), so wird nach gehöriger Abkürzung 
erhalten :

5) fdx |/2^-^- = -

[
1 2x 29a2 “1 ,z ’l/.c. \/5

35 — 3 la( 10-3.1) + 9M( 10-3a)2 “- J • ( 10-3.r)\/lÖ=^+( C>=0)-

Für x=l erhält man, wenn / das Integral bezeichnet,

<*)
= 0,78881306 - X T3600 = 0,78539|56

Diese vier Glieder sind demnach hinreichend, um den Flächeninhalt 
des Quadranteu für den Radius = L bis zur fünften Decimalstelle 
genau zu geben.

Es sei ferner vorgelegt das sich nicht direct integrireii las
sende Differenzial

dx J/x 4- 2 \/ x = dx . x^ (2 4- xi)l,
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so ist nach dieser Methode:

7) fdx - ./ [(2 4- p) — (p — ^]]ä = fzri |/2+Zz
(gy.rł — ^xi ) (~p-xï — $pxl 

— 2\72^~p ~ 8(24-p)l/2+7> ~

Wird, wie gewöhnlich, das zweite Glied annullirt, so ergieht sich 
p=zyxi, und durch Substitution desselben in 7) erhält man, wenn 
A' das Integral bedeutet,

8) A’ = > \7x X 1/14

1 2 “I 2.r\/.r.l/7
63 (14-ł- 5l/;c) + 231 (144-5 \/rPj X 1/14 4-51Æ*

Für zr=l erhält inan die sehr schnell zusamtnenlaufende Reihe:
9) A’= 1,318000 — [0,0008350 + 0,0000235] X 0,60097 X 2

= 1,318000 — 0,0010121 = 1,316958 ..
Wenn die Entwickelung vnn f <lx. zrl (2 4- æi)i durch eine ge

wöhnliche Reihe bewerkstelligt wird, so erhält man erst nach Ent
wickelung von 8 Gliedern das Resultat 1,316967.., mit dem jenes, 
nur aus 3 Gliedern entstanden, beinahe bis zur fünften Stelle 
übereinstimmt.

Nicht für jede Form liefert der directe Gebrauch dieser Me
thode durch Aunullirung des zweiten Gliedes eine schnell convcr- 
girende Reihe. Dies ist der Fall bei dieser Form:

dx

Denn wenn man nach obiger Verfahrungsweise aus selbiger die 
weiteren Resultate zieht, so ergiebt sieb, dass vom dritten Gliedc 
an die schnelle Convergenz mich lässt Durch eine passende Um
formung wird aber selbige wieder bergestellt. Es sei daher

_L i i-2"' dx 1 l~2"' L -i
.rZs, daher 2"‘ X(l-ł-z"‘). dx.

Der Ausdruck rechter Hand lässt sich in folgende Brüche zerlegen: 
dz dz dx dz

10) 2z« — 1 1   2«i -1 2z« — g I 2z«—5
Z 2z« . (l-J-Z"1) X 2zzz X 2zzz x 2m

dz dz , dz
2z«—7 2m— 9 . ---- q q

2 2zzz z 2m z2"‘[14-x"'J
Die Zahl der Glieder dieser Reihe hängt sonach von der Grösse 

m ab, und wir haben 
für m = 1

11)  —-----=-----—------' xi (1 4- z) z4(14-z)’
für z» = 2

, dz dz dz
si (14-zl) — äi — xl (1.4-zł)’

17
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für m = 3

in ------'11____ — ---- —----
’ 'zi(H-sä) — 3Í zł zł (1 -|-=:i)

u. s. w.

Das letzte Glied, allgemein genommen wie in 10), nach unserer 
Methode durch Beifügung von p— p behandelt, ist

14) / z 2">. [(1 4-p) — {p — x"‘ )]. «fc

2»r — 1 2iu + 1

2m — 1 pz ~ 2“

2?nz 2"‘ 2m. — 1 o
(2zzz — 1) ( l -ł- p) ■ (1 -+- 7>) -

2m — 1 2m -F 1 2m 4- 3

2ui o»,«, 2m ~ 2mpzz __ 2pz i s
2m — 1 2m -F 1 2/W-I-3

(1 4- vY
2m— t 2m 4-1 2w + 3

p^^~  3p-z 2"‘ ~ , 3pz 
2 m — 1___ 2m 4- 1 2m 4- 3

U -i-pY
, 2m

2m — 1 2m -F l 2m -F 3 \

p»z _ 5p“z 2"‘ j 10;>3z 2'" I
* 2»n — 1 2m ■+■ 1 2m 4- 3 ! o

2m -F5 2jm 4-7 2m -4-9Í

_ 10p2z 2"‘ t 5yz 2,71 _ z~ 2"~ 1
2m 4- 5 2zz<4-7 2zz<4-9/

(l-t-P)6

Man erhält, nach Annullirung des zweiten Gliedes,

 (2zzz - 1):
* CV... > 1

Diesen Werth in den vorigen Ausdruck (14) gesetzt und zugleich 
durch ‘im dividirt, ergiebt sich
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i z«--1- i -i

15) 2z/z- /  2/0 • (1 + "')  • d%* *

2»i — 1 2m ■+■ 3

(2m + l)z '2m j 4 (2zra-t-l)z 2"‘ 
— — 3

(2zzi— 1) [2zzz-|-1-f-(2wz—l)a'"I (2ZZZ-I-3) [2z»-j-1 +(2m — 1)z“}
2m -ł-g

+16.(2zzz—3) (2///+,1)2 in,

(2zzz -i- 3) (2»i -+- 5) |2zzz —f— 1 -ł— (2zn — l)z "‘|4

Stellt man die Werthe von .-r wieder her, und dividirt überall, 
wie zuletzt geschehen, durch “im, so bekommt man:

16) Arc. [tang = zr] = x — -y x3 -1- ý.-rs-- x’

— (2zzz + 1) x2"3 X £(2z/i _]) |2wł F (2/// _

hx3 B lG(2z/z— 3).tc ”1
(2?zi+3)[2?/<+1+(2z;i-1)æ-|3 “ł-(2z«+3)(&ż/+5)[2»ł+l+(2»ż-l)x-]‘,J

Erstere Reihe, welche die nämliche ist wie die sogenannte Leib
nitzische, will ich die Grundreihe, und letztere, aus dein involuto- 
rischcn Integraltheile entstanden, die Ergänzungsreihe nennen. 
Diese Reihe, in welcher die Constante = 0 ist, convergirt für 

1 bis x=-1.
16°. Es kommt nun darauf an, zu bestimmen, wie viel man 

Glieder aus der Grunureihe sowohl als aus der Ergänzungs
reihe mit einander verbinden müsse, um für einen gewissen 
Werth von m das entsprechende Resultat zu erhalten. Die Ergän
zungsreihe gestaltet sich so, dass sie in ihrer Convergenz um so 
weiier geht, je grösser m wird und für ein bestimmtes m irgendwo 
aufbört, schnell zusamincnzulaufcn.

Für zzz=l convergirt sie bis zum 2len Cîliede. für zzz = 2 bis 
zum 3ten, für zzz = 3 bis zum 'iten u. s. f-, wie man aus folgenden 
Beispielen ersieht, wenn nämlich zr=:l genommen wird.

Es sei nun zzz = l, so ist nach 10, 11, 12 u. f. aus der Grnnd- 
reilie noch kein Glied zu nehmen. Bezeichne ich die aufeinander
folgenden Näherungswerthe mit B, B\ B”... , so ist

17) B = 3 [0,25000 + 0,01250 — 0,00178) = 0,78 1216.
Fiir zu = 2 hat man aus der Grundreibe ein Glied zu nehmen, 
folglich

18) B’ = 1 — 5 . [0,0'11666 4- 0,001116 4- 0,000062]
— 1 — 5 X 0,0'12844 = 0,785 1780..

Für w=’i konnpen auf die Grundreilie 2 Glieder, also:
19) B"=L— }4-7 (0.0166666 4-0,0002829-t-0,000023384-0,0000109) 

= 0,6666666 4- 7 X 0,016960 = 0,7853 187...
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Für m = 4 ist Obigem zufolge

20) B’" = 1 — v + -r — 9 X (0.0089286 J o 3
4- 0,0000888 4- 0,0000085 4- 0,0000030 4- 0,0000007 4- ..)

= 0,8660667 — 9 X 0,0090297 = 0,78539 | 94 ..
wenn nämlich in einigen Gliedern des letzteren Falles die 8te Stelle 
weggelassen und die ite um 1 grösser genommen wird.

Für m = 5 ist ferner ■
21) Bnn = 1 — 4- v — 4- + 11 (0.00555556 

A O 4
4-0,000038474-0,000003594-0,00000106+0,000000234-0,00000006-1-..)

= 0,72380952 4- H X 0,00559897 = 0,7853981 | 9 . .
Hier ist die 8te Stelle um 1 vergrössert und die folgende dafür 
weggelassen.

Hier sieht man eine hinlängliche Convergenz unserer Reihe, 
nnd wie die Näherungswertbe von B, B', B"... jeder folgende 
dem wahren Werthc, welcher den halben Quadranten für deu Ra
dius = 1 ausdrückt, mehr als um eine Steile näher kommt, und 
dass der von B"" mit dem 4ten Tbeil der Ludolphischcn Zahl bis 
zur 7ten Stelle genau übereinstimmt.

22) Nimmt man aus 17) für B bloss die ersten 2 Glieder, so 
ist das Rcsulat 0.7875000, also etwas genauer als obiges B=0,78216..

Und entwickelt inan für B' (18) in der Ergänzungsreilic 4 Glie
der, so ist das 4tc 5 X 0,000061 .. ., also fast eben nicht kleiner 
als das 3tc 5 X 0,000062 . . .

Auf das Letztere (22) ist das (16") Gesagte bezogen.
(Diese Beiträge werdeu späterhin fortgesetzt werden.)
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XXXIX.
Entwickelung einiger Formeln aus der Theo

rie der bestimmten Integrale.
Von 

Herrn O. Schlömilcli 
zu Wei in a r.

§■ 1-
Vorerst müssen wir uns die bekannte Formel

’zr = sin x— -J' B*u sin 3x . . . (1)
ins Gcdächtniss zurückrufen. Die Reihe rechts, welche offenbar 
immer couvergirt, gilt dem Ausdrucke links so lange gleich, als 
.-r <■*  tv ist: an dieser Gränze selbst aber tritt eine Cnstetigkeit in 
ihren Wertlicn eiu, und daher kann in diesem Falle obige Gleichung 
nicht mehr bestehen.

Schreiben wir tt — x für x, so wird das allgemeine Glied 
sin — x) =— cos tm sin nx d. i. = sin u.x jenaebdem 
n gerade oder ungerade ist; also aus (1)

4 (tt — x) = sin x -f- J sin 2x + -j sin 3x -f- . . (2).
Diese Gleichung besteht umgekehrt zwar für x = n, aber nicht 
für x = 0.

§2.
Nach dieseu vorläufigen Erörterungen beschäftigen wir uns 

mit dem Ausdrucke
œ

1 -ł~2jcos zr-l-cos 2æ* + cob 3x-ł- .. | = 1-1-22:’ cos nx
1

den wir kurz mit Fx bezeichnen wollen. Von einer Summe dieser 
Reihe kann offenbar gar nicht die Rede sein, da dieselbe nicht 
couvergirt. Man braucht z. B. nur x gleich einem aliquoten Theile 
von it zu nehmen, um sofort zu einem Resultate der Form

a — u + a — a -1- . .
zu gelangen.

Nichtsdestoweniger ist aber doch der Ausdruck

Fx =1-|- 2% cos nx .. (3)
i

in so fern von Werth, als derselbe mit dx multiplicirt und inte- 
grirt, eine convergente Reihe liefert, nämlich
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/
ro ] *

Fx dx = x-4-22; — sin zjzr-4-Const i n
Intcgriren wir, nm die Const. wegzuschaflen, zwischen 0 und c, so 
kommt

Z
’c ÇD 1
0 Fx dx = < + 2— — sin ne . . . (4)

Ist nun e^>0 und so findet (2) seine Anwendung und giebt 
sogleich

y 0 Fx dx = ti.

Ist c^»7T uud <2tt, so kann man c = tt~4~ b setzen, wo 

ist. Dann wird das allgemeine Glied sin n(Tr-[-b) 

= cos nit . sin nb = ± -i- sin nb jenachdem n gerade oder 

uugerade ist; also weil die Reibe mit ra = l, ungerade, anfängt

/
'c CO (— 1)^+1
,,Fæ dx=.n ~ł~ b— 2— ------------ sin nb,

wobei rechts die Formel (1) anwendbar ist und giebt 
f°Fx dx = TT.

Also haben wir
y ^Fx dx = TT, . (5).

§.3.
Wir wollen nun die beiden Integrale

y^Fx cos hx dx, y^Fx siu hx dx,

worin h eine ganze Zahl ist, betrachten.
Setzen wir für Fx seinen Werth (3) und zerlegen 2 cos nx 

cos hx in eine Cosinussumme, so ist
Fn i , sin bx . 7 vi,J 1'x cos hx dx=—----- l-~ / [cos — rapr-I-cos (h-ł-n)xj dx

_ sin hx rsin (/*  — w).r sin (Ii-f-n)x~l
h ”^'"‘7 I h — n Ii-ł-n J‘

Bemerkt man, dass das vordere Glied dem Wertbe n=0 entspricht, 
so ist für h =L n = m

/
r, , , sin mxFx cos hx dx=-^,---------

-u
oder weil fiir negative m der Ausdruck der nämliche wie für posi
tive ist und wenn wir noch das Glied worin h — n = m = 0 ist, 
ausscheiden

/
'r, , , sin ()x sin mxl<x cos hx dx = —g----- 1- 22 ——

d. i. weil s‘n für m = 0 sich in verwandelt 771
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Z
„ , j . sin mxFx cos hx dx = x -ł- Z2,---------

i 1,1
Nehmen wir, um die etwaige Constante der Integration wcgzu- 
schaH'en, die Gränzen 0 und c, so wird

/
‘c , , ,,‘Ç, sin mcr x cos hx da: =. c -+- ~---------o ! m

d. i. wenn 2jr>-e^>0, wie früher schon
Iu Fx cos hx dx ■=. 7T, 2?r >■ e >■ 0 . . . (6).

Zerlegen wir ähnlich 2sin hx cos nx in eine Sinussuuime, so ist

I'Fx sin hx dx =■ - C°S

— cos hx
— 7i

------i—< j isin (h — ?/)x~I-sin (h-j-n)xjdx

I"cos (h — it)x cos (h -J- w).-r*|
7 L h — n h-i-n J

Fx sin hx dx = Z 
—u m ■

COS tU 1' — tUF
Da nun —:—— für negative m, =-------:---- — wird, so bleibt bloss

m ° in
das dem Wcrtlic| h — n = m = 0 entsprechende (îlicd übrig; also

, cos O.ť
xx sin hx

und wenn wir die Gränzen 0, c nehmen

ItíFx sin hx dx=zZ~-^

cos 0
— “Ö 0

cos 0
(F

cos 0

Obgleich nun * °*  ° = ist, so wird doch unser Integral =0,

da beide x durch die nämliche Operation entstanden sind; mithin 

jyFx sin hx dx = 0 . . . (7).

§• 4-
Wendet man auf die beiden Formeln (6) und (7) den bekann

ten Satz von den besimmten Integralen an, dass für 

Z
'b
af(x, h) dx,

du , p df(x, h) 
dh J “ ďh ' ' 

ist. so erhält man durch mehrmaliges DifTcrenziircn nach h, leicht 
aus (ti)

! °x sin hx Fx dx=0 

f^x’1 cos hx Fx dx = 0
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dx = O

<Zíp = O
etc.

und aus (7)
y °x cos hx Fx dx = i)

l'œ'- sin hx Fx dx = 0

cos hx Fx dx-=^
etc.

Ist also m eine ganze Zahl, so kann man durch Diflerenzial- 
quotientcn der einen oder der anderen Gleichung (0) oder (7) im
mer zu dem Ausdrucke

I^xm cos hx Fx dx = 0

gelangen. Da nun h eine beliebige ganze Zahl sein kanu, so neh
men wir h = 0, uud erhalten

Fx dx = 0 . (8).

§. 5.
Wir können nun leicht ein sehr allgemeines Theorem beweisen, 

liezeiclinen wir die succcssiven DilTcrcnzialquotienteu von fx nach 
x mit f'x, f~x, . . . etc.; so ist bekanntlich nach Maclaurin’s 
Satze

/r = /'((>)+ 7 Z.(0) + i^/*(0)4-  ■ • •

also, weil /(0), yfO), /*(())  . . Constanten sind, 
joFx fx dx=f(Ü) f ̂ Fx dx-\-^-~

I{}x Fx dx-\-^ io? y u-rî dx~ł~ . .

d. i. nach (5) und (8)
!0 Fx fx dx = rcy(0), 2tt ;>■ c ,> 0. (9).

Von diesem Theoreme werden wir nuu eine sehr fruchtbare Anwen
dung machen.

In dem Ausdrucke (3) möge z— a für x stehen; multiplicircn 
wir noch mit den Faktoren fz dz, und integriren zwischen deu 
Gränzeu 0, tt, so wird

/
»7t s*7l  . œ, pH
o F{z — u)fx dz = j tjf*  + l ^fz cos n(z — u)dz (10)

Für z— a-=& wird fz=f{& -4-a) und, wenn z=n, ist 
0 = tt — a, wenn z-=0, ist & = — u geworden; also

y^zr3 sin hx Fx 

f^x*  cos hx Fx
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f”F(z - a)fz dz =f"a f(& + «)</© 

=f^~KF& /{(■) +a),10.

Nehmen wir im zweiten Integrale ©negativ, so ist, weil F(—0)=F0, 
unser Ausdruck

=f”~KF0 f(a 4- 0) d@ + f“FQ f(a — 0) dQ.

Knüpfen wir nun an a die Bedingung, dass cs 0 und sei, 
so ist auf jedes dieser Integrale die Formel (9) anwendbar, und

jqF(z — a)fz dz = TT f{a 4- 0) 4- re f(a — 0) 
= 2re fa-,

also durch Einführung dieses Werthes in (10)
./“ = 4 /0 dz 4- 4 ~/o fz cos n{z — u) dz. (11).

Nehmen wir in (10) a negativ, so.wird links für z~\~u = &,
f”F(z + u)fz dz=J'^+:iF0f(&-a) d&

=f™F& /(©-«) d&-f“FQf(0-a) d&
und wenn wieder a^>0 und <re,

/0^ + “) f*  dz = n f(~~ «) — 717 /( — «)= °-

also 
/*7T  co Z’Tl

dz + 2^’ ß cos n (x 4-a) dz

oder auch

°=4 A +4 -/I/»cos ■+•a) dx- Í12)-
Ziehen wir (12) von (11) ab und beachten, dass cos n(z— a)

— cos + sin ■ s>u sü *st
2 00, . Z» 7t

fa-=.— -Ù sin na y ^fz sin nz dz (13)

und in ähnlicher Weise, wenn wir (12) zu (11) addiren,

1 f'n ~ “■ i'n fu=.— / fz dz 4-----— cos na / fz cos nz dz (14).J n ./ on , ’ k 7

Di ess sind die beiden wichtigen Formeln, deren u. A. Poisson 
in seiner Mechanik §. 325. gedenkt.

2 fn 2Setzt man — / fz sin nz dx=an, — / fz cos nz dz=bn , n J 0 
und schreibt sc für a, so hat man

QD » w Ot
fx = ^an sin nx, fœ = + ^bn cos næ

i i
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.so dnss sieli mithin allgemein jede Function in eine Reibe von den 
Formen

<7] sin x-\-az sin 2zr-f-«g sin 3zr+ . .
oder cos x-\-b., cos 2.-r-f-ó3 cos 3.r-ł- . .

entwickeln lässt, sobald man an und bn jenen bestimmten Integra
len gleich nimmt.

XL.
Ueber die Bedingungen der Ungleichheit, von 

den Mittelgrössen und von den imaginären 
Grössen *).

Von

dem Herausgeber.

I.

Von den Bedingungen der Ungleichheit.

§• 1.
Erklärung. Die Grösse a ist der Grösse b gleich, es ist 

a = b, wenn die Differenz
a — b

verschwindet. Die Grösse a ist grösser als die Grösse b, es ist 
a'^-b, Avenu die Differenz

a — b

’) Wenn auch die in dieser Abhandlung bewiesenen Sätze fast säinmt- 
lich nicht neu sind, so hielten wir es jedoch für nötliig, was auch dem 
Zwecke des Archivs ganz gemäss ist, dieselben einmal in einem geordneten 
Ganzen möglichst vollständig zusammenzustellen. Eine solche Zusammen
stellung so bald als möglich dem Archive einzuverleiben, war aber um so 
nöthiger, weil diese Sätze die vorzüglichste Grundlage vieler Untersuchun
gen aus den höheren Theilen der Mathematik, vorzüglich über die Conver- 
genz und Divergenz der Reihen, bilden, welche in den folgenden Heften 
mitgetheilt werden sollen. Ohne eine solche Zusammenstellung, auf welche 
nun im Folgenden in jedem Falle verwiesen werden kann, würde eine zu 
häutige und zu unangenehme Unterbrechung der in Rede stehenden, zum 
Thcil sehr schwierigen Untersuchungen nöthig gewesen sein. Dies wird 
sich schon im nächst folgenden Hefte, so weit sich jetzt schon über dessen 
Inhalt urtheilen lässt, zeigen.
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positiv ist und nicht verschwindet. Die Grösse u ist kleiner als 
die Grösse b, es ist a<Z b, wenn die Differenz

a — b 
negativ ist.

§• 2.
Lehrsatz. Wenn

U Ą <7, •> *1-1  ^2, n3 b3, ... .

ist, so ist auch
a + », + rz2 -1 «3 -1 . . . >• b -1 Ä, -1 b. + b3 -+- . . .

Beweis. Weil nach der Voraussetzung
a b, a3 l>33 a3 ^2, a3 b3, .... 

ist, so verschwindet nach §. 1. keine der Differenzen 
a — b, a, — b3, a,„ — b3, a3 — b3, ... .

und diese Differenzen sind sämmtlich positiv. Also verschwindet 
offenbar auch die Summe

(«r — b) + («7, — b,) + («, — b3) -f- (a3 — b3) + .... 
dieser Differenzen nicht und ist positiv. Weil nun

(« — b) + («, — 4.) + («2 — + («3 — ^3) + • • • •
= - (® ~ł~ «1 + n. -4~ n3 + • • • ) — + b3 b3 + b3 -4~ . . . .)
ist, so verschwindet auch die Grösse

(a + at + a„ + a3 + . . . ) — (b -4~ Æ>, + b3 b3 - - • ) 
nicht und ist positiv, woraus sich nach §. 1. unmittelbar ergiebt, 
dass

a -4- a3 + «2 -4- a3 + . . . b -f- bt -4- b3 b3 + . . . 
ist, wie bewiesen werden sollte.

§. 3.
Tiiisntx. Wenn 

a -<Z. f'-> ai kii ai "— ^2- fíi ^33 • • • ■ 
ist, so ist auch

a + «, + a3 + a 3 + .. . b b3 + b. + b3 .. .
Weil nämlich nach der Voraussetzung offenbar 

b >• a, b3 ~^a\3 b3~^-n3, ....
ist, so ist nach §. 2.

b —1~ bY + ^2 + ^3 “4" - * • **** “V" &i "4“ er2 “4 e-f- • • « , 
und folglich

a + «, + n -i + <z3 -4~ .. . b + b3 -1 b3 + b3 + ... , 
wie bewiesen werden sollte.
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§. 4.

Lehrsatz. Wenn
rr A, at >• ó,, <z2 ó2, «r, b3, ... ;
a — ß, at=ßt, a3 = ßt, a, = ß3,...

ist, so ist
a "4“ ”1“ a3 ”1“ a3 *4~  -.• “+~ a -4“ <z3 “|“ <x2 —f— a3 -4~...

>0 4-ä1+02 + ä3+...4-/? + /?1 +ß3-t-ß,+...
Beweis. Weil nach §. 2.

« -4- «! -4- «2 -4- «3 -4- ... b -4- b3 + b2 ä3 -f-... 
ist, so verschwindet die Differenz

(« -4- -4- a3 + «3 -4- • •.) — (ä -4- ä, -4- b3 -4- b3 -4- ...)
nicht und ist positiv. Nach der Voraussetzung und nach §. 1. ver
schwinden die Differenzen

<Z ßy (Zj ßll ^1 * ß3l ß'l ß3l ....
säuimtlich, und es verschwindet folglich auch die Summe

(« — ß) + (“i — ßi) + (k2 —ßz) + (“s —ßi) + • • • • 
dieser Differenzen, d. i. die Grösse

(a -4- «, -4- u3 + “3 -1 ...) — (ß~t~ ßi + ß3 -4- ß3 ■ • •)•
Hieraus geht hervor, dass die Summe der Differenzen
(« at + <z2 + a3 + . •.) — (b + b3 -4- b3 + b3 + •..) 

und
(« a, -4- «o + «3 -4- • • .) — (ß + ßi + ß3 + ß3 -4- • ■ •)>

d. i. die Grösse
(« + ßi + f,3 -4- a3 + • • ■ -4- « -4- «, -4- a3 -4- «3 -4- ...)

— (b -4- b, -4- b„ -f- b3 -4- . . - -4- ß + ßt -ł- ß3 + ß3 + • • •) 
nicht verschwindet und positiv ist. Folglich ist nach §. 1.

+ tri + n3 ~ł- a3 + • • • + “ + “i + <z2 -4- a3 . . .
>• b -1 by -4- b3 -1 b3 -f- . . . -4“ ß + ßi + ß3 + ß3 + • • • 1 

wie bewiesen werden sollte.
§• 5.

Zusfitz. Wenn
n<Z.b, a3 bi3 a3 b33 a3 b3, ... ;
« = ß, «, = ßn «2 = ß„, u3=ß3, . . . 

ist, so ist
u ~4 ß3 + ß3 ~4~ ß3 + - • • “I” <z a, ~4 a2 -1 <z3 -4- . . .
< b + b3 + b3 + b3 -4- ... -4- ß + ßt + ß3 + ß3
Weil nämlich nach der Voraussetzung

b >• a, b3 >• al3 ä2 >• a3, b3 >■ a3, . .. . ;
ß = a, ß3= al3 ß3 = a2, ß3 = a„ . ...
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ist, so ist nach §. 4.

4 b3 4- 42 4~ b3 4~ . .. -1 ß 4~ ßt 4~ ß2 4~ ß3 4_ .. .
>• a + «i + + a3 + • • • + « 4~ «i 4- «2 4- «3 4- . . .

und folglich
a "4~ at 4" a3 —f- a3 . • . —f— <x 4~ a, —f— a2 —f- <z3 —....

< b 4- l>, 4- 4, + b3 + . . . + ß + /?. 4- ß3 + ß3 + . . . . 
wie bewiesen werden sollte.

§• 6.
Lehrsatz. W c n n

a 4 und «, 4,

ist, so ist
a — at b — bt.

Beweis. Weil nach der Voraussetzung

a b und 4, al

ist, so ist nach §. 4.
a -4“ 4, 4 —a3.

Weil nun
— «, — 4, - — a3 — b3 

ist, so ist nach §. 4.
a 4 4, — », — 4, 4 4- at — a, — 4,,

d. i.
a — at >■ 4 — 4,, 

wie bewiesen werden sollte.

§• 7.
Tiiisatx. Wenn

a 4 und at ~ b,

ist, so ist
a •— «, <4 — 4,.

Weil nämlich nach der Voraussetzung

b ^ a und 4, a3

ist, su ist naeh §. 6.
4 — 4, >> a — at,

und folglich
a — at ■"*'  b — bt,

wie bewiesen werden sollte.
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§. 8.

Lehrsatz. Wenn
a = L und «, >■ ä, 

ist, so ist
a — at <Z. b — b,.

Beweis. Weil nach der Voraussetzung 
a -=L und A, •< a, 

ist, so ist nach §. ».
a ä, <•" b +

Weil nun
— », — ä, = — », — Li 

ist, so ist nach §. 5.
a + bx — », — bi b -4— a, — at — b,, 

d. i.
ft — ft, b — bt, 

wie bewiesen werden sollte.

§■ 9.
Zusatz. W e n n

a = b und », <•" ó, 
ist, so ist

ft — », b — b,.
Weil nämlich nach der Voraussetzung 

b = a und bi », 
ist, so ist nach §. 8.

b — bi -c" a—»,,
und folglich

« — », >• b — bi, 
wie bewiesen werden sollte.

§. 10.
Lehrsatz. Wenn die Grössen

», »,, ... an’, b, b,, ä2, . . . bn
sämmtlicb positiv sind, und

a >• b, », >• b,, a* Ä2, ...»„>■ 
ist, so ist auch

e», «2 . . . an > bb, ... bn.
Beweis. Nach der Voraussetzung sind die Differenzen 

a — b, a, — b„ a, — bt, », — ba, ....
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sämmtlicli positiv und keine derselben verschwindet. Weil nun die 
Grössen

a, al3 a2, . . . an'2 b, bl3 • • • bn
nach der Voraussetzung sämmtlicli positiv sind, so sind auch die 
Producte
(a — b) nt «2 n3 ... an = an3 ax a3 . . . an — ba3 a2fi1...an, 
(«, — Æ,) bax n3 . . . nn = ba3 nx n3 . . . an — bb3 a9 a3 . .. an, 
(«2 — Ä2) bb3 fí3 . . . an = bb3 ax a3 . . . att — bb3 bx a3 . . . an,

u. s. w.
(an—1 — bn—l)óAj ...bn—'2fln=-bbl ...bn-.^nn~xan — bb,..bn—^bn—xOny

(«„ — Ä„) bb3 bx .. . ó„—i = bb3 bx . •. bn—\ an — bb3 bxbx...b„ 
sämmtlicli positiv. Weil die Grössen

a, al3 aX3 . . . Un\ b3 b3 bX3 . . . b„
sämmtlicli positiv sind, und

a b, a3 >• bl3 ax >• bx, . . . a„ > bn
ist, so verschwindet offenbar keine der Grössen a, al, ax, . . . an, 
und auch die Differenz a — b verschwindet nicht. Also verschwin
det auch das erste der obigen Protlucte, nämlich das Product

(a— b) a3 ax a, . an
nicht. Weil nun die obigen Productc sämmtlicli positiv sind und 
das erste nicht verschwindet, so ist auch die Summe aller dieser 
Producte, d. i. nach dem Obigen die Differenz

aa3 nx a3 . . . an — bb3 bx b3 . , . bn
positiv und verschwindet nicht, woraus sich nach §. 1. unmittelbar 
ergiebt, dass

mi, ax a3 ... an~^> bb3 bx b, . . . bn 
ist, wie bewiesen werden sollte.

§. H.
7/usal*.  Wenn die Grössen

n, «2, . . . an\ b, b3, bX3 . . . bn
sämmtlicli positiv sind, und

a -db, a3-<_b3, ax<bx, . . . an < bn
ist, so ist

aa3 ax . . . an bb3 bx . . . b„.
Dies ist eine unmittelbare Folge aus dem vorigen Lehrsätze.

§• 12.
Lehrsatz. Wenn a '^-b ist und die Grösse n nicht 

verschwindet, so ist oder nn<Z.nb, jenachdein
ii positiv' oder negativ ist.

Beweis. Weil nach der Voraussetzung a > b ist, so ist 
nach §. 1. die Differenz a — b positiv und verschwindet nicht. Ist

Tbeil I. I Sj
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i,ují dan nicht verschwindende ti positiv, so ist offenbar auch das 
Product

n (a b) = na — nb
positiv und verschwindet nicht; also ist nach §. 1. na^- nb. Ist 
aber n negativ, so ist das Product

n (« — b) = na — nb
offenbar negativ, und nach §. 1. ist folglich na ■< nb.

A u inerkung, Für n = 0 wäre natürlich na = nb = 0.

§• 13.
Zusatz. Wenn n-^b ist und die Grösse n nicht ver

schwindet, so ist nanb oder nb, jenachdem n
positiv, öder negativ ist.

Weil nämlich nach der Voraussetzung L a ist, so ist nach 
dein vorigen Paragraphen nb^ua oder nb na, d. i. na-^Znb 
oder na nb, jenachdein n positiv oder negativ ist, wie bewiesen 
werden sollte.

Anmerkung. Für a = o wäre natürlich na = nb = 0.

§. 14.
Ldiraitz, Wenn a^b ist und n nicht verschwindet, 

ab, a b .so ist —■- >>— oder —<<—, icuacbdem n positi v oder n n n n •' •
negativ ist.

11 e w e i s. Weil
a I b 1— := a . —, — = b . — n n n n

und — mit n gleichzeitig positiv und negativ ist, so folgt der Salz 
unmittelbar aus §. 12..

§. Ï5.
Zusatz. Wenn 'a Æ ist' und' n ' nicht verschwindet, 

. a b , a l> , . ...so ist — < — oder — > —, jenachdem u positiv oder '/ł, /L "LŁ 1Ł
negativ ist.

Weil nämlich nach der Voraussetzung 4 >■ a ist, so ist nach 

dein vorigen Paragraphen — > — oder — d. i. — ~
a b , ... ...oder — >> —, jenachdem n positiv oder negativ ist, wie bewiesen 

werden sollte.
§. 16.

Lehrsatz. Wenn die Grössen a, b-, a, , b, sämintlicli 
positiv sind und

« “ ó, a,.<Z b, 

ist, in dem Falle a ■= b aber die Grössen a, b nicht ver
schwinden, auch nicht a, ±= 0 ist, so ist

a b
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Beweis. Weil nach der Voraussetzung 

bx > «i, a b 

ist, so ist nach §. 10. und §. 12.
abx > axb, 

und folglich nach §. 14.
ab.  a.b , . a b—o. 1. —>7—, «,», ff,«, ®1 "1

wie bewiesen werden sollte.

§. 17.
J-susat*.  Wenn die Grössen a, b- ax, bx sämintlich po

sitiv sind und

a b, ax > bx

ist, in de in Falle a = b aber die Grössen a x b nicht ver
schwinden, auch nicht bx =0 ist, so ist

b

Weil nämlich nach der Voraussetzung

b a, bx CZ. ax

ist, so ist nach §. 16.

wie bewiesen werden sollte.

§• 18. .
Lehrsatz. Wenn die Grössen a, b positiv sind und 

« }> b ist, so ist an bn oder an <Z bn, jenachdem das 
nicht verschwindende w positiv oder negativ ist.

Beweis. Weil die Grössen a, b positiv sind und a >■ b ist, 
so ist

Also ist offenbar

jcnacbdcin das 
Weil nun

ist, so ist

nicht verschwindende n positiv oder negativ ist.

r b \» __  bn
ä"

■ bn 
a^1

bn
an

18 •
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<1. i. a” >■ A" oder a" ■< b", jcnachdeni das nicht verschwindende 
u positiv oder negativ ist, wie bewiesen werden sollte.

Anmerkung. Für n = 0 ist a“ = A" = 1.

§. 19.
Z?z««te. Wenn die Grössen a, b positiv sind und«<A 

ist, so ist «” bn oder nn"> Ln, jenach de in das nicht 
verschwindende n positiv oder negativ ist.

Weil nämlich nach der Voraussetzung b a ist, so ist nach 
dem vorigen Paragraphen A" an oder Ln «", d. i. an bn 
oder a" >• bn, jenaclidein das nicht verschwindende n positiv oder 
negativ ist, wie bewiesen werden sollte.

Anmerkung. Für n = 0 ist «" = bn = 1.

§• 20.
Lehrsatz. Wenn «positiv und ist. so ist «"">«’' 

oder am an , je n ach dcm a >• 1 oder «<■! ist, die Grö
ssen m und n mögen positiv oder negativ' sein.

Beweis. Weil nach der Voraussetzung die Differenz m— n 
positiv ist und nicht verschwindet, so ist offenbar

arn-n 1 oder «'"-« < 1, 
jenaclidein a > 1 oder k <” 1 ist.

Weil nun

nm — n ---  ----n —a"
ist, so ist auch

. i i a'n i— >• I oder — 1.e« an "
d. i. «"‘ > an oder «'" •< «" , 

jenaclidein « >• 1 oder « < 1 ist, wie bewiesen werden sollte.
Anmerkung. Für o = 1 ist «“=«"= 1.

§• 21.
Lehrsatz. Wenn die beiden Grössen « und b nicht 

einander gleich sind, so ist immer
ar -1 b- > 2«A.

Beweis. Bekanntlich ist
ar + A2 — 2«A = (« — A)2.

Weil nun nach der Voraussetzung die Grössen « und b nicht ein
ander gleich sind, so verschwindet die Grösse (« — b)- nicht und 
ist, wie jedes Quadrat, positiv. Also verschwindet die Differenz

«2 -4- A2 — 2«A
nicht und ist positiv. Folglich ist nach §. 1.

«2 + A2 2«A, 
wie bewiesen werden sollte.

Anmerkuug. Wenn a=.b ist, so ist
«2 -+- A2 — ’iab =: (« — ó)2 = 0,
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und folglich

a2 -fr- A2 = 2rró.

§. 22.
Lehrsatz. Wenn, unter der Voraussetzung, dass n 

grösser als die Einheit ist, die n Grössen a, b, c, d, e, .... 
nicht sämmtlich unter einander gleich sind, und der 
Kürze wegen

8 ■= ab c d + e  
und

2 = ab -| ac -fr ad -1 ae -1 ....
-fr- bc -fr- bd -fr- be -fr- ....

-fr- cd -fr- ce -fr- ....
-fr- de -fr- .... 

gesetzt wird, so ist immer
(/*  — 1) Ä2 > 2«2.

Beweis. Nach dem in §. 21. bewiesenen Satze ist

<z2-fr-Ä2 a- -fr-i'2~~2<zr, «2 -fr- d- ^ad, a2 -fr- <?2 2«ř,....

A2-fr-c2^2íc, ä2 -fr- d2 ibd, b2 -fr-ť2 7^2Ae, ....

c- -fr- d"- ~ 2crZ, c2 -fr- e2 2eť, ....

ď1 -fr- e- ~~ 2rZe,....

Weil nun nach der Voraussetzung die Grössen a, b, c, d, e, .... 
nicht sämmtlich unter einander gleich sind, so sind im Vorherge
henden nach §. 21. nicht überall die oberen Zeichen zu nehmen, 
und man erhält also, wenn man auf beiden Seiten der Zeichen ad- 
dirt, nach §. 4.

(« — 1) («2 -fr- b2 -fr- c2 -fr- rZ2 -fr- r2 -fr- . ...) >• 22.
Also ist, wenn man auf beiden Seiten die Grösse 2(« — 1)2 addirt, 
nach §. 4. auch

(m — 1) («2 -fr- b- -fr- c2 -fr- d- -fr- <2 -fr- .... -fr- 22) > 2«2.
Nun ist aber bekanntlich

S2 = a2 -fr- b2 -fr- c2 -fr- d2 -fr- e2 -fr-
-fr- hab -fr- 2cc -fr- 2«<Z -fr- 2«e -fr-

-fr- 20c -fr- 2ÄrZ -fr- ‘hbe -fr-
-fr- 2erf -fr- 2ce -fr-

-fr- 2<Ze -fr-  
<1. i.

A'2 = a2 -fr- b2 -fr- c2 -fr- d2 -fr- e2 -fr- ... -fr- 22,
und folglich nach dem Vorhergehenden

(w — 1) S2 > 2//2,
wie bewiesen werden sollte.



278
Anmerkung. Wenn die Grössen a, b, c, d, e, . . . . säoimt- 

lich unter einander gleich sind, so ist
c2 4- Z2 = 2<zZ, a~ 4- c2 = 2«c, «24_ď1 ^=2ad, a-4 e- =2ac,....

b*  4~ c2 = 2Zc, Z2 4~<’Z2 = 2Z<Z, Z24~c2 = 2be,....
c1 4- <Z2 = 2cd, c- + e2 = 2ce, ....

d?4-e- = "lde, ....
und folglich, wenn inan auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen 
addirt,

(n — 1) (ff2 + Z2 4-â + d- -l e2 4 .. . .) = 22.
Also ist, wenn man auf beiden Seiten 2(n — 1)2 addirt,

(ff — 1) («2 4 b- 4- e2 4- rf*  4- <?2 . . . 4- 22) = 2«2.
Nun ist aber wie oben

A12 = «2 4- Z2 4- c2 4- rf2 4- e2 4- ... 4- 22,
und folglich in diesem Falle

(« — 1) S2 = 2uS.

§• 23.
Lehrsatz. Wenn a und b zwei ungleiche positive 

Grössen sind und n eine die Einheit übersteigende po
sitive ganze Zahl ist, so ist immer

na’1 4- bn nn 4 nan~^b.
Beweis. Weil

(nan 4- bn ) — (an 4- nan~’Z) = nan~l {a — b) — (an — bn ), 
und, wie man leicht durch gewöhnliche Multiplication findet,

ff" — Z" = (c — b) («"-» 4- a’l~-b 4-... 4- ab"-*  4- Z”-i) 
ist, so ist

(ffff“ 4*  Z”) — (ff” 4 tmn~ ’Z)
= (ff Z) (»««—! ff”“1 — ff”-2Z — ... — ab” * _ l« I).
Ist nun ff Z, so ist offenbar

«ff”—12> 1 4- an~~-b 4- ... 4- ab"—- 4- Z"—*,
und eben so leicht erhellet, dass, wenn a < Z ist, jederzeit

ff«”—1 ff"—* 4- ff”--b 4-... 4- «Z”—2 4- Z"—1
ist. Also haben die beiden Factoren
des Products

(o — Z) («ff”—1 — an~1 — a''~-b — ... — ab"—- — Z”—*)  
jederzeit gleiche Vorzeichen, und keiner dieser beiden Factoren 
verschwindet. Daher ist dieses Product, und nach dem Obigen 
also auch die Differenz

(?/«” 4- Z”) — (»" -f- ffff"—1Z),
jederzeit positiv und verschwindet nicht. Folglich ist nach §. 1.
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nan 4~ bn. an -±-.nan~~lb,

wie bewiesen werden sollte. >:
Anmerkung. Für n = l ist offenbar

ämz" 4~ 4" = an 4- na,l~~lb = a 4~ b.
Für a^b ist immer

na" + b]‘ =. an 4- nan~^b = (« -f- 1) an.

§. 24.
Zusatz. Weil unter denselben Voraussetzungen wie 

vorher
uan 4~ bn >■ an 4- nan~~^b, 

b" 4~ nan~xb = bn -4— nan~~^b 
ist, so ist nach §. 6.

nan 4~ bn — bn — nan~xb > an 4- nan~lb — bn — nan~}b,
d. i.

uan — nan~~xb >■ an — bu
oder

(1 - |1 — (4)"|.

Dividirt inan nun auf beiden Seiten durch die positive 
Grösse an, so erhält inan nach §. 14.

v a7 ' a ’
§• 25.

Lehrsatz. Wenn die Grössen
^4) ^2» • • • •

nicht sämintlich unter einander gleich sind uud n > 1 
ist, so ist der absolute Werth der Summe

a, 4~ a 2 —|— a 3 —f— a 4 —J—... 4“ an
jederzeit kleiner als das. Product

\/n . l/(ß,2 4- a.„-4- «T,2 4- 4- — 4-«1«2)-
Beweis. Ohne alle Schwierigkeit erhellet die Richtigkeit der 

Gleichung
(ß ] —ï“ U2. 4“ w3 + «4 + • • • + ß«)2

4- (a, — a2)2 4- («1 — ß3)2 4- (ßi — 4- • ••• + (“i — an)~
4- (a2 — a,)2 4- (a2 — at)2 4".... 4- («2 — ß/<)"

4- (ßs — ß«)2 4- . ■ • • 4~ (ß3 — ®«)"

4~ fß«—1 ■ ßzi)2 
= n (ß, ~ 4~ ßj2 4~ ß32 4~ ß»2 4- • • • 4~ ßn)2-

Weil nun nach der Voraussetzung die Grössen
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^1» ^2> ®3> • • • • ffn

nicht sämmtlich unter einander gleich sind, so verschwinden die 
Differenzen

ö I " ^2 j ® 1 ” ^35 ® 1 ‘ j , . , . ß j ~ ~ (f n ý
““ ßj j ' ^4 J • • • • ®2 fin $

—ä4,....«3 —a-n\

ffn—-1 fin

nicht sämmtlich, uud cs ist also
(a, 4- ö2 4- ö, -+- o4 4- .... 4~ <z„)2

< »(ö,2 4- ö22 4- o,2 4- «42 4-.-4-<6i2);
folglich ist offenbar der absolute Werth von

at-ł-a2-ł-a,-ł-at-ł-...-f-a„
kleiner als

|Z» . |Z(«i*  4- «2* 4- «>2 4- ö42 4- ... 4- «,»2),
wie bewiesen werden sollte.

Anmerkung. Wenn die Grössen
®i, ff ^3 ff 39 ff• • • • ftn

sämmtlich unter einander gleich sind, so ergiebt sich aus dein Be
weise des obigen Satzes leicht, dass der absolute Werth der 
Summe

«i 4- «2 4- ffi 4- «4 4- .... 4- an
der Grösse

\/n . |/(a, 2 4~ °22 4~ ß>2 ■+■ a‘il H- • • • H- an~}
gleich ist.

, §• 26.
Zutatx. Wenn die Grössen

ff 1 9 ff *2,9 ff 3 9 (ląz • • • • ffn
nicht sämmtlich unter einander gleich sind und z* 1 
ist, so ist der absolute Werth von

c, -4- -4- ff3 4- «4 -4--------- \-an
n

kleiner als die Grösse
|y^2 -4- «22 4- g? + a72 + • • • + Cn2

§. 27.

Lekrgatx. Weun n > 1 ist und die Brüche
ff 3 ft ą tttl

ctty «2 ’ «4 5 ’ «n
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nicht sämmtlich unter einander gleich sind, so ist der 
VV erth der Summe

a,«! 4-«2a24-ö3a3 -f-atat -f-...-f-a„a„
immer kleiner als das Product
|/(a,2 4~«22 4" a32 4-«42 4~ ■ •. 4~ «,,2) .

|Z(«,2 4- «22 4- «32 4- «.2 4-... 4- a„2).
Beweis. Weil, wie leicht erhellet,

(«,«, 4- «2«2 4- «3«3 4- a4«4 4- • • ■ 4- ff««n)2
4-(«1a2-ö2aI)24-(«i«3-«3«i)24-(«l«4-<r4«i)24-...4-(«i«n-«n«i)2

-f-(a3aa-aaa2)2-f-(a2ai-aia2)2-f-...-l-(a2a„-a„a2)2
4~(« 3 ««-»« «. ) 24- • • •+(« i «n - )2

4~—i^n —i)2
=(öi24-«224-ö324-«424-...4-öK2)(a124-a224-a324-a424-...4-a„2) 
ist, und weil nach der Voraussetzung die Brüche

ßj (Zn fly dn
«j’ a2 k3’ tt„

nicht sämmtlich unter einander gleich sind, die Diffcrcnzeh, deren 
Quadrate in der obigen Gleichung vorkommen, also nicht sämmtlich 
verschwinden, so ist

(«,ß, 4- a2a2 4- aaaa 4- a,a, 4- .... 4- ö„a„)2
•<(« i24-«224-Ö324-fl,42+—~t~irn3)(aI2-f-a22-t-aa2-f-at2-l-.„-l-an2), 
und folglich offenbar der absolute Werth von

ö3a, 4- ö2a2 4- aaa2 4- a2aa 4- ... <zna„ 
kleiner als die Grösse
|/(ö,2 4-ö22 4- a22 4-«42 + • • .4- ö„2) .

l/(«i2 4- «22 4- «a2 4- «4*  4-. -. 4- a„2), 
wie behauptet wurde.

Anmerkung. Wenn die Brüche 
ßj dn
«/ «./ ß/

sämmtlich unter einander gleich sind, so ist, wie sich aus dem Be
weise des obigen Satzes leicht ergielit, der absolute Werth der 
Summe

«,ß, 4- Ö2U2 4- ö3a, 4- «4«« 4-... 4- a„an 
'jederzeit dem Producle
l(«,2 4- a22 4- o,2 4- a 2 4- .. - 4- a„2) .

l/(«i2 4- «22 4- a,2 4- «»2 4- • •. 4- «b2) 
gleich.

§. 28.
Zvgatz. Wenn uud die Brüche

öl ö2 Ö3 ^4 Un
aa a2 «4’ * ‘ an
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nicht sämintlich unter einander gleich sind, so ist der 
absolute Werth der Grösse

H- “ł- ""I- I * • ~~I-

2. Sind die vier Grössen a, , ö, , a3 , a4 gegeben, so muss 
es unter denselben nach der Voraussetzung wenigstens zwei einan
der nicht gleiche geben. Wenn nun a,, fi3 diese beiden einander 
nicht gleichen Grössen sind, so ist nach 1.

ta, -ł- a2'- = la, 4-
ata2 ( 2 / ’ ®>®« ' 2 ' ’

und folglich
rai “t“ ^3 H-ata2a3at < (---- 2 . -----2—) ■

Nach 1. ist aber ;
«I + «2 gi + g< = -ł- + Ń3 -ł- «4 ?

2 " 2 4 ' ’

n 
jederzeit kleiner als das Product 

|^/g|ł4-«2i!-ł-a3:!4-«a2-l----+tt«~ ^/r<1ł+<’;22 + <-i3'-!+»4-+-- -ł-r<nx

§• 29.
Lehrsatz. Wenn n^l ist und die positiven Grössen 

a3, a2, a3, rr*,  . . . . an
nicht sämintlich unter einander gleich sind, so ist je
derzeit

oder das sogenannte geometrische Mittel zwischen meh. 
reren positiven n i ch t s äin in t lich u n te r e i na nde r gle i ch en 
Grössen ist immer kleiner als das sogenannte arithme
tische Mittel zwischen diesen Grössen.

Beweis. 1. Für die zwei Grössen «1, a3 ist, wie leicht er
hellet,

= (-----o — ' — ---- 2----

und folglich, weil nach der Voraussetzung die Grössen on ö2 un
gleich'Sind,

also
I/"------ - ai + ff2V atat< — 2~^~-

Für ö,'= ö2 ist offenbar
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und folglich'

Also ist nach dem .Vorhergehenden

a,<z2aaa4 (

oder

Für az = a3 = «4 ist ollenbar
/Z| -|- Ur, I1 " /Zj I /Z

3. Sind die acht Grössen ö,, ö2, a3, a„ a3, a„ a„ a3 ge
geben; so wird es nach der Voraussetzung unter denselben immer 
vier geben, die nicht sammtlich unter einander gleich sind. Wenn 
nun a,', az, a3, a, diese vier Grössen sind; so ist nach 2.

öi<z2Wj«4 , alatfí1as ,

und folglich 
’ +ff4 Äs “+“ "+" fí1 H- fíb\4ÍZ1ÍZ2<Z3ÍZ4«11<Zli<Z7«!, <(--------------------------- £---------------------------. ------------------------------£---------------------------) .

Nach 1. ist aber
g|-f-ff2-t-zz3-t-/z4 f7r,-f-als-f-a7-f-ae^=^aI-}-a2-i-a3-f-all +a,,4-gc-ł-g7-|-«a 

4 4 <? • 8 J ’

und folglich
ta\ ~4~*  n-2 ~t~ a, as ~ł~ nn ~+~ g7 ~t~
' 4 ■ 4 '

— ‘ (ni t~ n„ -|-<y3 -4- a, ł- a3 ł- a, t- «7 -+- <z, 
<' 8 J ’

Also ist nach dem Vorhergehenden 
■+■ 11 a ■+“ <ł3 ■+■ -ł- ^5 ~ł~ r/4 ti7 -t~ a3\3

a^o^aa "*^41 /

oder

I / ~ł- ^3 “ł“ ^3 ^6 ”ł~ ^6 ~H ai ~ł~V' a lU/ ^CŁ ^Qr ^Ur ^Or g ~~ ' “

Für a3 = az = a3 = a, ■=■ a3 = ac = a3 = a, ist offenbar 

i / ~__ uj —F- a2 -|- a3 -p a*  -4- a6 -f- tt6 -ł- u7 -f-
v' U J tl2 U g tl ą U a tla U 7 Cl a ■ —— '1 ' '''''•

4. Wic man auf diese Art weiter gehen nanu, ist klar. Uebcr- 
haupt ist nach dem Vorhergehenden, wenn wir der Kürze wegen 
2"‘=/4 setzen,
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/Zi H-rr2-t-öa

«,«,«,«< • • • • «u<(------------------- - ------------ ----
oder

A* --------------------------- «1 -ł- ®2 ~f~ «i + «4 + • • • -ł-

*i "yv—m---- Ti—;—;— »®m+" 4- mA"'+n
v (0“+«)« . ■<----------—---------

oder
"J"/;----z—r—;— _ nam+n _i_ mbm+n
1/{anb,nYn+ri <-------[ --------------;

V i^a^a, .... --------------------- --------------------- -■

5. Mnu nehme nun, welches offenbar immer möglich ist, m so 
gross, dass 2™>» oder ist, und setze

n
Dann ist nach 4.

aya2ataa . . . «KXiu—n
»1+«; + ";+«, H-------- M« + (fi — n)x J A*

oder
ala3a3at . . . anxP—n

~ł~ ni ~t~ fii ~t~ ~t~ ■ ■ ■ ~t~ an — ~f~ *̂ yA

d. i., weil
o1 -f-«2-4-öa ~f-ö4-f- . . . -f-«K=«x 

ist,
a1rz2aaa4 .. . <znxiu—« < xA“,

und folglich, weuu man auf beiden Seiten mit xA“—” dividirt,'
a3a^a3at . . . an x"i 

d. i. 
i ~ł" a3 H- H- -t- • - ■ H- /ij<\a3aia3aa . .. ö„C(--------- ---------------------------------J”

oder

il3O4 ... ßji
/7] —Æj —f— ö3 —Hą —ł— • ■ • —|— ttn 

n ’

wie bewiesen werden sollte.
Anmerkung. Wenn die Grössen «2, n3, at,...On 

säinintlicb unter einander gleich sind; so ist offenbar

i / tty -f- a3 • —|— (InV a^a^a^a4 .

§. 30.
Zwsatx. Wenn a und b zwei ungleiche positive 

Grössen und m und n zwei positive ganze Zahlen siud; 
so ist nach §. 29.
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folglich

, nam+n 4- miln+n

oder
na'a+n + mb"‘+“ (m + ri)anb"‘.

§. 31.
Lehrsatz. Wenn a, b zwei positive Grössen sind und 

« >• b ist; so ist log a I (i g b oder log a I o g b, jenach- 
d e in die Basis des Systems, welchem diese Logarithmen 
angeboren, grösser oder kleiner als die Einheit ist.

Beweis. Bezeichnet 1Ï die Basis des logarithmischen Systems, 
so ist

a = ß,os «, b = ß’"B
und folglich

-£?!og a — log ó. 
b

Weil nun nach der Voraussetzung

ist; so ist offenbar
log a — log oder log a — log ä-<"0,

d. i. log /z^>log b oder log «<log b, jcnaclidein oder
ß<l'ist, wie behauptet wurde.

§. 32.
Lehrsatz. Wenn a und b zwei positive Grössen sind 

und log <z>»log b ist; so ist a >■ b oder jcnach-
dem die Basis des Systems, welchem die in Rede stehen
den Logarithmen angehören, grösser oder kleiner als 
die Einheit ist.

Beweis. Wir wollen zuerst annehmen, dass die Basis des 
logarithmischen Systems grösser als die Einheit sei. Wäre unter 
dieser Voraussetzung a<2.b, so wäre nach dem vorigen Satze 
log «-<log b\ wäre a=.b, so wäre log ö = log b. Da Beides 
gegen die Voraussetzung log a >» log b streitet, so kann weder 
«<//, noch a,-=b sein, und es ist folglich wie behaup
tet wurde.

Ferner wollen wir annehmen, dass die Basis des logarithmi
schen Systems kleiner als die Einheit sei. Wäre unter dieser Vor
aussetzung a^> b, so wäre nach dein vorigen Satze log «<log b-, 
w'äre a=.b, so wäre log a = log b. Da Beides gegen die Vor
aussetzung log ö>Iog b streitet, so kann weder noch

sein, und cs ist also a<^b, wie behauptet wurde.
Hierdurch ist unser Satz nun vollständig bewiesen.

II.
Von den Mittelgrössen.

§. 33.
Erklärung. Jede Grösse, welche nicht kleiner als die kiciu- 
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stc und nicht grösser als die grösste unter mehreren gegebenen 
Grössen a, at, a2, rr3, rrt, .... ist, heisst eine Mittelgrösse 
oder ein Mittel zwischen diesen Grössen, und soll im Folgenden 
überhaupt durch

JU(a, a3, a3. aa, . . . .) 
bezeichnet werden.

Es erhellet aus dieser Definition, dass es zwischen Grössen, 
die nicht sämmtlieb unter einander gleich sind, unendlich viele ver
schiedene Mittelgrössen geben kann. Sind aber die gegebenen 
Grössen sämmtlieh unter einander gleich, so kann man uur jede 
dieser Grössen selbst eine Mittelgrösse zwischen allen nenuen.

§- 34.
7jit»ats. Jede Grösse, welche eine Mittelgrösse zwi

schen zwei beliebigen der Grössen zz, zz,, rr3, a3. . . .
ist, ist ei ne Mi ttelgrösse zwischen alleu diesen Grössen.

§. 35.
Lehrsatz. Wenn a und b zwei helicbige G rossen sind; 

so ist das Product
(O — Ä)| \M(a, b\ — b\,

wo M[rr, b) eine beliebige Mittelgrösse zwischen a und 
b bezeichnet, jederzeit positiv, wenn man nur dieses 
Product auch dann, wenu cs verschwindet, als positiv 
betrachtet.

Beweis. Wenn a>b ist, so sind nach §.33. die Differenzen 
u— M(a, b)> M(a, b) — b

beide positiv, und das Product
\a — M(a, b)j b) — b\

ist folglich positiv.
Wenn ist, so ist nach dem so eben Bewiesenen das

Product
\b — M{a, Z,)| |Æ/(rz, b) — a\

positiv. Folglich ist auch das Product
— Ä)| \M(a, b) — b\

positiv.
Wenu a=:b ist, so verschwinden die Differenzen

u — b), M(a, b) — b
beide, und das Product

— Ä)| {M(a, Ä) — b[
ist folglich, weil es verschwindet, wieder positiv.

§. 36.
Lehrtatx. Wenn das Product

(a— jí) (A—b)
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positiv ist, so ist A jederzeit eine Mittelgrösse zwi
schen a und b, oder cs ist

A = M(a, b).
Beweis. Wenn das Product

(„_^) (z/_à)

verschwindet, so ist entweder A = a oder A-^b, in beiden Fäl
len also A nach § 33. eine Mittelgrösse zwischen a und b. Wenn 
aber das Product ■ ■

(a-A) (A-b)
nicht verschwindet; so verschwindet keiner s-iner beiden Factorcn, 
und die beiden Factoren haben, weil das in Rede stellende Product 
nach der Voraussetzung positiv ist. gleiche Vorzeichen. Ist also 
a — ^>»0, so ist auch A—b^s>-0, oder es ist und
folglich A nach §. 33. eine Mittelgrösse zwischen « und b. Ist 
dagegen a— A^O, so ist auch A~ ^<^0, oder cs ist a<^A-<^b, 
und folglich A nach §. 33. wieder eine .Mittelgrösse zwischen a 
und b. Im ersten Falle ist offenbar « b, im zweiten ist

§. 37.
Lehrsatz. Wenn

A = M(a, ö,, «!,, a,, at, . . . .)
ist, so ist für jedes positive oder negative ç

çA = M(oa, ça,, ça,, oa,. çat, ....).
Beweis. Die kleinste und grösste unter den Grössen

a, a,, a,, a,, ....
seien respective a und so ist nach der Voraussetzung und nach 
§. 33.

A=M(a, y).
Folglich ist nach §. 35. das Product

(“--0 M-r)
positiv. Weil nun ç- positiv ist, so ist auch das Product

e2(a —y/) (A — y),
d. i. das Product

ç(« — A) . ç(A — y)
oder das Product

(ç« — çA) (çA — çy) 
positiv, und folglich uach §. 36.

pyi = M(ça, çy).
Weil nun die Grössen ça und çy offenbar unter den Gliedern 

der Reihe
ça, ça,, ça,, ça,, çat, ....

vorkommen; so ist nach' §. 34.
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çA=M(ça, ça,, ça2, ça,, çat, ....), 

wie bewiesen werden sollte.

§. 38.
Lehrsatz. VV e n n

A = M(a, a,, a2, a„ at, . ...)
ist; so ist für jedes ç mit Beziehung der obern und un
tern Zeichen auf einander

A — Ç = M(az^ç, a, — Ç, a2 a, ....).
Beweis. Die kleinste und grösste unter den Grösseu

tT' j } Ö<j9 ®39 ®49 • • • • •
seien respective a und y, so ist nach der Voraussetzung und nach 
§. 33.

A = M(a, y).
Also ist nach §. 35. das Product

(a^A) (A-y),
und folglich offen bar auch das Product

|«±e —(y/±e)l |^±p — (r±e)| 
positiv. Daher ist nach §. 36.

A ± ç = M(a ± ç, y zL ç).
Weil nun die Grössen ßip und yz^zç offenbar beide unter den 
Gliedern der Reihe

«iç, a2zh:ç, o4±ç, ....
Vorkommen; so ist nach §. 34.

A ± ç = M(a =*=  ç, a2zizç, a, iç, -...),
wie bewiesen werden sollte.

§. 39.
Lehrsatz. Wenn die Grössen a, a,, a2, a„ at, .... 

sämintlich positiv sind und
A = M[a, <z2, «j, </4, . . . .)

ist; so ist für jedes ç
AQz=M{aR, aß, aß, aß, aß, ....).

Beweis. Die kleinste und grösste unter den Grössen
/Tj ögj ^3 9 ^49 • • • •

seien respective a und y, so ist nach der Voraussetzung und nach 
§. 33.

A = M(a, y).
Ist nun A einer der beiden Grössen a, y gleich, so verschwindet 
das Product

(«P — AÇ) (AQ — yd), 
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und ist folglich positiv. Ist aber A keiner der beiden Grössen 
cc, y gleich, so ist

Ist nun p positiv, so ist, weil die Grössen cc, y nach der Voraus
setzung positiv sind, und auch

A = M(a, a„ aa, a,, a„ . . ..)
offenbar positiv ist, nach §. 19.

cc<? •< Ad < yC.
Folglich sind die Differenzen

ad — Ad, Ad — yd
beide negativ, und das Product

(«C — Ad) (Ad — yd)
ist folglich positiv. Ist dagegen p negativ, so ist nach §. 19.

und die Differenzen
ad — Ad, Ad — yd

sind folglich heide positiv, das Product
(aß —Ad) (Ad — yd)

ist also wieder positiv. Weil nun das Product
(ad —Ad) (Ad — yd)

stets positiv ist, so ist nach §. 36.
Ad = M(aß, yd).

Da aber die Grössen ad und yd offenbar unter den Gliedern 
der Reihe

ad, atd, a2d, a,d, atd, ....
Vorkommen; so ist nach §. 34.

Ad=.]M(ad, a,d, axd, a,d, atd, ....), 
wie behauptet wurde.

§. 40.
Lehrndtz, Wenn a, a,, a„ a„ a„ beliebige 

Grössen sind, p aber positiv und
A =: M(a, at, ax, a„ a4, ... .)

ist; so ist jederzeit
p-4 = Jf(p°, p°‘, p°», P“3, p"*,  ....).

Beweis. Die kleinste und grösste unter den Grössen
^4> « • • •

seien respective cc und y; so ist nach §. 33.
A = M(a, y).

Ist nun A einer der beiden Grössen a, y gleich, so verschwin
det das Product

TLeii I. 19
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(e“ —e^) (e^—e7),

und ist folglich positiv. Ist dagegen A keiner der Grössen a, y 
gleich, so ist

Weil nun nach der Voraussetzung ç positiv ist; so ist nach 
§. 20.

oder

jenachdem ç >■ 1 oder ç < 1 ist. Für ç = 1 wäre
ça = qa = qV.

In allen Fällen haben folglich die Differenzen
p“ — qa, çA — ç7

gleiche Vorzeichen, und das Product
(pß — çA) (gA — qY)

ist also positiv. Daher ist nach §. 36.
qa = Mfß", (&)■

Weil aber die Grössen p« und q7 nnter den Gliedern der Reihe
p“, p°i, p°i, ç°s, p°*,  ....

Vorkommen; so ist nach §. 34.
p^ = Æ/(p°, p°i, p°>, p°«, p°», . . .),

wie bewiesen werden sollte.

§. 41.
Lehraatx. Wenn a, alt at, at, .... positive Grös

sen sind und
A-=.M(a, aIt <z2, at, .. .............. )

ist; so ist fiir jedes logarithmische System
log A = Hf(log a, log alt log «2, log ....).

Beweis. Die kleinste und grösste unter den Grössen
/Zy ZZ I , ZZjj j j ^4, • • • •

seien respective u und y; so ist nach der Voraussetzung und nach 
§. 33.

A = y).
Ist nun A einer der beiden Grössen a, y gleich; so verschwin

det das Product
(log a — log A) (log A — log y),

und ist folglich positiv. Ist dagegen A keiner der beiden Grössen 
a, 7 gleich, und folglich

aC^Cy;
so haben, wie aus §. 31. sogleich hervorgeht, die Factoren des 
Products
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(log o —log A) (log A — log y) 

jederzeit gleiche Vorzeichen, und dieses Product ist also wieder 
positiv. Folglich ist nach §. 36.

log ^4 = J/(log a, log y).
Weil aber die Grössen log a und log y offenbar unter den Grössen 

log a, log log «2, log «s, log at, ....
Vorkommen; so ist nach §. 34.

log A=M(\otr rz, log log <z2, log log «4, ....), 
wie behauptet wurde.

§• «■
Lehrsatz, Wenn a, at, a-2, a-3, aą, .... beliebige, da

gegen h, 6,, b2, b3, .... sämmtlich Grössen mit einerlei 
Vorzeichen siud, deren Anzahl in beiden Reihen die
selbe ist; so ist jederzeit

b 4- b3 4- b2 4- b, 4- .. .. 'A’ 6^ ó,’ b3 ' * *
Beweis. Wenn a und y die kleinste und grösste unter den 

Grössen
a at ß3
~b' T’ t; y,*  •• ■ •

sind ; so sind die Differenzen
tl fli ö«
y ~ ä; — ä; — ą — •1 •

und auch die Differenzen

sämmtlich positiv. Da nun nach der Voraussetzung die Grössen 
b, bt, b2, b3, .... alle gleiche Vorzeichen haben; so haben auch 
die Produclc

Ą|-a), Ä.(g-a),............ ;

*(r—£)> Mr —yh Mr-J), ........:
und folglich auch die diesen Producten gleichen Differenzen 

a — ab, a, — ab,, a2 — ab3, a, — ab,, . . . .;
yb — a, yb, — a,, yb2 — a2, yb, —

sämmtlich gleiche Vorzeichen. Also haben auch die Summen 
a -1- «, -1- a2 -1- a, -4- .... — a(b~ł~ b, -4- b2 -4- b, -4- •...), 

y(b-t- b, -4- b2 -t-b, -4- .. ..) — («H-«, -4--4-«, -4- .. . .),
und folglich auch die Quotienten

ö —ff| —ß3 -4— . •.. ö —n j -|— öa —.

-f- ^3 -ł- • • • • 9 b -f- bv -f- Z>2 -f- Zr3 .

19*
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oder

g —|— öj —ö2 —j— öj -4— • • • ■ ö —|— o ] -4— ö2 "ł~ ~ł“ • • • .
“ A-ł-ói 4-Zl, -ł-6, 4- .. .Á-t-Á, 4- 42 -ł-ó, 4------

gleiche Vorzeichen. Daher ist das Product
g a y ~ł~<^2 *4~  gz ~F~ • » * «\ /^~4~^i ~ł^^2 ~4~ .
Ó4-Ó, -t-bx 4-ó3 4-------- 7 ' 04-4, 4-A2 4-A, 4---------- ‘

positiv, und folglich nach §. 36.
«4-«.+ _ w( I
b 4- A, 4- b„ 4- 4j 4- . .. . v ' 7

Also ist nach §. 34. auch
a 4- a, 4- «, 4- a3 4- . . .__ ®i a- a* 1
b + b^bl-t-b,^------— TS T,' T,'' • ■

wie bewieseu werden sollte.

§. 43.
Zusatz. Setzt inan im vorigen Satze b^bl=b2=b3=...^i, 

und bezeichnet die Anzahl der in jeder der beiden Reihen a, 
a23 a3, . . ... und b, b,, b2, b3, .... enthaltenen Glieder durch u-, 
so ergiebt sich aus dein vorigen Satze die Gleichung

ö g i H- -4- -4- • • - • v
•-------- !--------- ------------ •----= M{a, al3 a2, a3,.............),

wo <7, <z,, a2, rr3, .... ganz beliebige Grössen bezeichnen. 
Hieraus sieht inan, dass das arithmetische Mittel

G -1 ■ (l\ ~ I ■ Ög “J" • • • • •
11

zwischen den n beliebigen Grössen a, <z2, tt„ .... in der Tbat 
jederzeit eine Mittelgrösse zwischen diesen Grössen ist.

§• 44.
Zusatz. Sind die Brüche

tl
T Ts Ts Ts...........

sämmtlich unter einander gleich, so fallt jede Mittelgrösse zwischen 
ihnen mit ihnen selbst zusammen, und es ist folglich nach §. 42. 
unter dieser Voraussetung

G I * Gi * G^ ■ f “ G3 4 ■ • • • ■ G G g G3
b 4- b3 4- b„ 4- Aj 4- .. . . b b3 h„ b3 • • • •

§. 45.
Zusatz. Sind ç, ç3, ç2, ç„ .... beliebige Grössen mit einer

lei Vorzeichen; so haben, da auch die Grössen b, bI3 b2, b„ . . . . 
gleiche Vorzeichen haben, auch die Produkte

Ae, ...........
sämmtlich einerlei Vorzeichen, und- es ist folglich nach $. 42.

bç-t-b^t -i-bfQxb,ę, 4-.... btçS ^a?a’ ^aP«’ * ‘
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d. i.

gp4-g,p, -ł-a2p2 -ł-Ojgi -+-••••__ a g, «a «, ,
óp4-ó,g, 4-óaę2 4-4,g, 4-... . * b’ b3 b2 b2>•••')•

Für b = bt = b2 = b3 = .... = 1 ist also
gę+«iPi 4-«2e2 4-g3ę3-i-------- -----«/z •>--------- ;------- ;---------------= z«lg, a., a2 a,, ... .1 e-ł-(?i-ł-(?2-ł-e3H-- i » i» »» . »» )

oder
trę “I- ®iCi “ł" “4~ z “4“ • • • . •

= (e + Gi -d-Cz H-e3 4- - - - ■) M(a, a„ a23 a3t. . . .).
In dieser Gleichung ist der folgende Satz enthalten:
Wenn a, al3 a2, at, .... beliebige, dagegen ç, ç,, ç2, 

ç Grössen mit einerlei Vorzeichen sind; so wird 
das Aggregat

aç + a,ç, + a2ç2 + a,ç, + . . . .
erhalten, wenn man das Aggregat

G4~ Ci + Cï + Ç, ~ł~...........
mit einer gewissen Mittelgrösse zwischen den Grössen 
a, a,, a2, a3, .... mul tip lie irt.

§. -46.
Lehrsatz. Seien a, a,, a2, a3,.... und b, b3, b2, b33 .... 

zwei Reihen positiver Grössen, und in jeder dieser bei
den Reiben sei die Anzahl der Glieder dieselbe; so ist

_______ 1_______ LIAI. 
(aata2a, . . . .)b+b'•• = M(a b, g/*,  zz/>, a3b‘...........).

Beweis. Die Logarithmen der Grössen 
_______ 1_______  

(gg, .....................)4+A+G-i-J»-t- • • -
uud

L £ A ± 
ab, a^', a2bl, ii2b‘,...........

sind respective 
log g-ł-log g) -1- log gglog zz,-ł--------

b I ó, I'b2 i b2 I •■■■ 
und

log g log g, log a2 log g,  b ’ b, ’ b2, ’ b2 ............. ’
und nach $. 42. ist 

log g -ł- log g, -ł- log g2 -ł- log g, H--------
b 4- b2 4- b% 4- b2 4- .... 

„zlog g log g, log a2 - log g3 x
—b ’ Ó, ’ b2 ’ b3 ’ • • ’

Geht inan nun von den Logarithmen zu den entsprechenden Zahlen 
über, welches nach 40. offenbar verstattet ist; so erhält man
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_______ i_______  i i _i_ i 

(na^a........... JW.+J.+t.H----- = M(ab 3 a3b , «/*,  a,4»,....),
wie bewiesen werden sollte.

§. 47.
Zusatz. Für b = b3 =ä2 = 4,=.,. =1 erhält man, wenn 

die Anzahl dieser Grössen und also auch der Grössen a, a3, a3, 
a3, ... . durch n bezeichnet wird,

n ______________
1/........ = M{a, at, a2, .. ..............).

n 
Die Grösse aa3ata3, . . . . nennt mau bekanntlich das geo

metrische Mittel zwischen den n positiven Grössen «, s,, a,, a3,  
und aus dem Vorhergehenden, erhellet also, dass das geometrische 
Mittel zwischen beliebigen positiven Grössen in der That eine Mit
telgrösse zwischen diesen Grössen ist.

§. 48.
Zusatz. Wenn die Grössen 

1_ 1_ £ 1, 
ab, w/1, «i* 1, a3 ...........

sämmtlich unter einander gleich sind; so ist, wie sich aus §. 46. 
unmittelbar ergiebt, 

______ i____________LALA
. . . .y-łA-ł-ia-ł-M---- = a11 = a lb> = a2b‘ = a3L‘ = ....

§. 49.
Lehrsatz. Wenn die Brüche

flf (t i 
b ’ bt' b3 b3'..........

alle einander gleich sind; so ist
 

a __  a3 __  a3__  a,__ _________ j_ 4- a,- 4-a2ł 4- a? -t-....
b ói V'Z,2 Z,,2 4- ~b^~^\- b,2-i------- ' 

indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, je- 
nnchdem die in Rede stehenden Brüche sämmtlich posi
tiv oder sämmtlich negativ sind.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist
a2  a 2  a.2  a32 _

T2 T2 Tj 0? .............
und folglich nach §. 44.
a2__  g,* __  g22__  a3 2 __ __ a2 -ł-«,ł -ł-gaz -t-g3ł -ł- » • • •
b2 b32 Tf — Ä/------------------b2 4- b32 4- b,2 -+- b32 4--------- ’

woraus der zu beweisende Satz unmittelbar durch Ausziehung der 
Quadratwurzel auf beiden Seiten folgt.
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111.
Von den imaginären Grössen.

§. 50.
Erklärung, Den Modulus der imaginären Grösse «4-(Sl/—1, 

wo ce und ß beliebige reelle Grössen sind, nennt man die Grösse
l/«24-/S2 = (ce2 4- ß2)i,

die Quadratwurzel stets positiv genommen.
Zwei imaginäre Grössen

a 4- ß\/— 1, y 4- ô\^— 1
heissen einander gleich, wenn sowohl die beiden reellen Theile 
ce, y, als auch die beiden ebenfalls reellen Factoren ß, ô von l/-—1 
einander gleich sind, d. h. wenn a = y und (8=d ist.

Zwei imaginäre Grössen von der Form
a + ß\/Zri^ a — ßV7^!

beissen conjugirte imaginäre Grössen.
Sowohl einander gleiche, als auch conjugirte imaginäre Grössen 

haben offenbar gleiche Moduli.

§. 51.
1. Die Summe der imaginären Grössen

a + ß\/ — 1, 0,-t-ß^—1, cc2+/S2l/—1, a,-+-ß,l^—1...........

ist

a + ce. 4~ ce, + a, 4~ ... + (ß + ßt + ßt 4- ß, 4-...
2. Die Differenz der imaginären Grössen

a-t-ß\/—1, /4-dl/—1
ist

ce — y 4- (ß — — 1.
3. Das Product der imaginären Grössen

a -4- (81/ — 1, y dl/ — 1
ist

ay — ßä-+- (ad 4- ßy)\/ — 1.
4. Setzt man

so muss
ce + ß\/— 1 = (y -4- dl/— 1) (p -4- yl/— 1), 

d. i. nach 3.
ce -4- ß\/—1 = yp — 6g 4- {8p 4- yç)l/— 1, 

und folglich nach §. 50.
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“ = ÏP — fy, ß = fy + TV

sein. Bestimmt man aus diesen beiden Gleichungen p und ç, so 
erhält man

ay 4- /JcF ßy — aft 
P = yï <p » 9 ---  y2 _|_ cP’

und folglich nach dem Obigen

 «y-t-ßä , £/ —«ď l/^ï  
y-ł-cFt/^l____ y2-ł-<p y^-ł-ft^

Für J = 0 ergiebt sieb hieraus

1 — JL _|_ J? l/ZTI
y y y

5. Nach 3. ist
(a —f— V— 1) (X —|— p \/— 1} — ccX — ßp —1~ (pp —F*  ßty V— 1,

(y 4- ďVZ“) (À -i-p \Z— 1) yk — ftp 4- (yp 4- <U) — 1
Also ist nach 4.

1) (^4-^1^—1) _ (ak —ßp) (yk — ftp) 4- («,u -f-ßk) (yp 4- <U) 
(y 4- ďK^l) (Z4-jUl/—T) (7* ~ «M2 4- (yp 4- dZ)2

, («ju4-M —— (ok — ßp) (yp-j-ftl) j-
■*" (yk-ftpy-ptyp-pftkY K *’

oder, wie man nach leichter Rechnung findet,
(«4-fiV/—1) (k-ł-p^—1)   ny-f-ßft ßy — ttft i/^TT
(y4-ďVz=7i) (k-ppť^kj y^-ł-ft2 y2-ł-ft’

Weil nun nach 4.

« 4- * 1 __ ay-t-ßft , ßy — gft
,y4-ďl/zn y24-ďI y2-t-^

ist, so ist
a-i-ß 1 _ («t 4- 1) Cj- 4- M V/ — 1)
y4-cFV/—1 (y4-ď\-z—1) (Z 4_jU\/_ 1)’

d. h. der Bruch 
a -j- ß\^ — 1 
y 4- ft — 1

bleibt unverändert, wenn man seinen Zähler uud seinen Nenner 
mit derselben Grösse multiplicirt.

Also ist auch 
<t4-^V^ZÎ _(«4-/>t/— 1) (/-Jl^=T) 
y 4. ftV~\ (y 4. ď V/ZTT) (y - ďt/ZTT)’ 
a-\-ß — 1 (n 4- p (/— 1) (a — ß — 1) 
y 4-cjV/—1 (y4-d'V/— !)(« — ß\/—1)’

(y —<V V7— 1) (A. —p \/— 1) — yX — ftp —f- (yp —1~ <Vâ) \/— 1~

und folglich
(a -t-fl \/— 1) (À-l-jU v7 — 1)  ci — flu 4- (ap 4- ßk) V — 1



297
d. i. nach 3.
a-ł- ß\/— 1 (a-t-ß — 1) (/ — ď^Z— 1) ay-j-ßd — (ad—ßy) 1
y-t-ďV/ZTT y*4-d®  y2 4- d2 ’

«-t-ßX/^l___________ a2 -ł-ß2________ ____________a2 -+- ß2________
y-ł-d^—1 (y4-d'V/ — 1) (<i——1) ay-i-ßd-f- (ad—ßy)^—1

6. Weil nach 4.

a 4- ß — 1__ uZ 4- ßp ßk — ap i/---- j-
À + iUl/_i — z^T^P + z2^2 ’
y 4- 1 yk 4- dfi dl — yp . z^TT
i 4- V — 1 k2 -f- p2 k2 4- p2

ist, so ist
(« 4- ff Vz— 1) : (i 4-/J V— 1)_cZ 4- flu 4- (ßk — ap) \/— 1
(y 4- ď 1) : (i 4- p 'Z— 1) yk 4- dp + (ďZ — yp) V'— 1

und folglich nach 4.
(g-j-fll/— l):(k-t-pl^— 1) (ak 4- ßp) (yk 4- <)ju)4-(flZ— ap) (JZ —yp) 
(y 4- rft/zzT) : (k 4- p v727!) (P- ■+■ ‘W2 ■+■ — /i“)2

(ßk — ap) (yk 4- dp) — (ak 4- ßp) (dk — yp) *7 ---- j-
■+" (yk 4- dp)2 4- (Æ1 - yp)2 V *’

oder, wie man mittelst leichter Rechnung findet,
(« 4-^9 V— 1) ; (Z4- ul/— 1)   uy 4- ßd ßy — ad .
(y 4- dV- 1) : (k-f-p V/^ï) — y2 4- d» y2 4- d2 *
Weil nun nach 4.

« 4- 1 «y 4-^ď ßy — ad l/^T
y4_ďl/lTÍ — y’4-<P y’ 4-<* ’

ist, BO ist

« 4- _ (« 4- /» V/=7T) : M4-^
y 4- d V'TTl (y 4- d V^ZTT) : (Z 4- u V i)

und der Bruch
« -I- ß — 1
y 4-jt—l

wird also nicht geändert, wenn man Zähler und Nenner durch 
dieselbe Grösse dividirt.

§. 52.
Lehnafz. Jede imaginäre Grösse a ± ß 1/—1 kann, 

wenn der Modulus derselben der Kürze wegen durch ç 
bezeichnet wird, auf die Form 

 
ç (cos y ± sin y \/— 1)

gebracht werden', wo die oberen und unteren Zeichen 
sich auf einander beziehen.
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Beweis. Um diesen Satz zu beweisen, müssen wir zeigen, 

dass sich die Grössen ç und y so bestimmen lassen, dass der 
Gleichung

a ± ß 1/— 1 = ç (cos g> ztz sin jp 1/ — 1)
genügt wird, und dass bei dieser Bestimmung ç den Werth des 
Modulus |/«2 -+- ß2 erhält. Der obigen Gleichung wird aber zu
folge §. 50. genügt, wenn man die Grössen q und y so bestimmt, 
dass sie den beiden Gleichungen

q cos <p := a, ç sin çp = ß
zugleich genügen. Quadrirt man auf beiden Seiten dieser Glei
chungen, und addirt sie dann zu einander, so erhält man

ç2 =a3 -t-ß3, ç = V/a3 -Y-ß3,

wo die Quadratwurzel positiv genommen werden muss, da ç den 
Werth des Modulus der gegebenen imaginären Grösse haben soll. 
Dividirt man mit der ersten der beiden obigen Gleichungen in die 
zweite, so erhält man

ß 
tang y = —,

die Quadratwurzel positiv genommen, und folglich

ß 
cos Arctang — =

o 
und folglich, wenn wir durch Arctang — den der goniometrischen

ß 
Tangente — entsprechenden Bogcu bezeichnen, welcher den klein
sten absoluten Werth hat,

o 
= Arctang ~~t~ xir,

wo x eine ganze Zahl bezeichnet, über die nun die folgende Be
stimmung gegeben werden muss.

Aus der vorstehenden Gleichung folgt 
8 cos çp = (— 1)*  . cos Arctang sin çp = (— !)*  . sin Arctang 

ß ß
Da nun Arctang den der goniometrischen Tangente — 

entsprechenden Bogen bezeichnet, welcher den kleinsten absoluten 
fl o

Werth hat, so ist cos Arctang — immer positiv, sin Arctang —
a 

dagegen ist positiv oder negativ, jenachdem — positiv oder nega
tiv ist. Also ist

cos Arctnng £ = ± B‘n Arctang V = <7= 

ß_
1 . . _ ß__ a. sin Arctana — = w , -ß 3 ° a 1 /
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das obere oder untere Zeichen genommen, jenaclidem a positiv 
oder negativ ist, woraus sich ferner unmittelbar ergiebt, dass immer

ß ■ “ • * i ß ■ ßcos Arctang — = ± ,-----=^, sm Arctang — = ±

und folglich 
o a

ç cos Arctang = ± a, ç sin Arctang = ± ß

ist, wenn man nur immer die oberen oder unteren Zeichen nimmt, 
jenaclidem a positiv oder negativ ist. Folglich ist nach dem 
Obigen

ç cos y = zt (— l)x . ç sin y = ± (— l)x . ß. 
wenn man die oberen oder unteren Zeichen nimmt, jenaclidem a 
positiv oder negativ ist. Nimmt man nun aber die ganze Zahl x 
gerade oder ungerade, jenaclidem a positiv oder negativ ist, so 
ist jederzeit

ç cos y = a, ç sin y = ß, 
wie es dem Obigen zufolge erforderlich ist.

Also ist 
a

y> = Arctang 4- xzr,

wenn man nur die an sich übrigens ganz willkülirliclie ganze Zahl 
x gerade oder ungerade nimmt, jenaclidem u positiv oder negativ 
ist, wodurch nun sowohl Q, als auch y, vollkommen bestimmt, und 
unser Satz mit aller Strenge bewiesen ist.

§. 53.
Lehrsatz, üas Product der imaginären Grössen 

cosyztsiny U7 — l,cosy, ±siny, V7—1, cosy2±sinyx —1,...., 

wo y, y,, y2, y,, .... ganz beliebige Bogen oder Winkel 
bezeichnen, ist mit Beziehung der oberen und unteren 
Zeichen auf einander
cos (y + y, -ł- y2 + . . . .) ± sin (y 4- y, 4- y2 4- . . . .) V— T

Beweis. Nach §. 51. 3. ist
(cos y ± sin y V7— ï) (cos y, ± sin y, V7— 1) 

= cos y cos y, — sin y sin y,
zt: (sin y cos y, 4- cos y sin y, ) V7 — 1,

d. i. nach bekannten goniometriseben Formeln
(cos y ± sin y V7 — 1) (cos y, ± sin y, U7— 1)

== cos (y 4- y,) ± sin (y 4-y,) V7— 1.
Also ist
(cosy±siny V — 1) (cosy, ±siny, U7— 1) (cosy2 ±siny2 V7— 1) 

= |cos (y 4- y,) ± sin (y 4“ SPi) V—1| (cos yx ± sin y2 \/—1)

= cos (y 4- y, 4- y2) ± sin (<jP 4- <jP, 4- yx) V— 1,
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und folglich
(cos y ztsin y U7 — 1) (cosy, ztsin y, \/— 1) (cos y 2 ztsin y, 1/ —1)

(cos y3 zt sin y3 V7— 1) 

= |cos(y+y1+yI)±sin(y4-yI+yî) V7—11 (cosy3±siny, V—1) 

= cos (y 4- y, 4-yî4-y3)±sin(y4-y1 ~F y2 + y3) U7— 1.
Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar, und die allge
meine Gültigkeit unser» Satzes liegt mit völliger Deutlichkeit vor 
Augen.

§• 54.
Lehrsatz. Für jedes positive oder negative ganze 

n ist mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf 
einander

(cos y ± sin y U7— 1)” z= cos zzy zt sinzzy V— 1.

Beweis. -Wenn n eine positive ganze Zahl ist, so ergiebt 
sich aus §. 53. anf der Stelle, wenn man dort y=y, =y2=y3 =.... 
setzt, und sich die Reihe y, y,, ya, y,, .... aus n Gliedern be
stehend denkt,

(cos y zt siny V7— 1J" = cos zzy zt sin zzy 1/— 1.

Wenn ferner n eine negative ganze Zahl ist, so setze man

(cos y zt sin y U7— 1)"
(cos y± sin y Vz— 1) "

Weil nun —n eine positive ganze Zahl ist, so ist nach dem so 
eben Bewiesenen

(cos y zt sin V7 —1)~n = cos (— zzy) zt sin (— zzy) V7— 1.
Nach bekannten goniometrischen Sätzen ist aber

cos (— zzy) = cos zzy, sin (— zzy) = — sin zzy,
und folglich

(cos y zt sin y V7 — 1 )~" = cos zzy =j= sin zzy V7 — L ;
also

(cos y zt sin y V7— 11" =------------- :-------:  -----
cos rt'f sin zzy v — 1

Weil nun nach §. 51. 5.
1  cos zzy ± sin n<p — i

cos zzy =F sin ntf^ — 1 cos wíř2 "+• s’n wif2
d. i. nach einer bekannten goniometrischen Formel

1 . • \/—r------------- ;--------ry= ■= cos zzy ztz sin n<p v — 1 
cos zzy sin zzy v — 1

ist, so ist
(cos y ± sin y V7— 1)" = cos ntp zt sin y V7 — 1,

und unser Satz ist also jetzt vollständig bewiesen.
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§. 55.

Ziutats. Wenn m und n positive oder negative ganze 
Zahlen sind, so ist immer

, m , . m . /—z—r.(cos —y ± sin — y V — IJ" = (cos y ± sin y v — ljm.

Nach §. 54. ist nämlich

(cos y ± sin — y 1/— 1)" = cos m<p ± sin m<f 1/— I 
und

(cos y ± sin y 1/— l)m = cos mxf zt: sin mtp \/— 1, 
woraus der zn beweisende Satz unmittelbar erhellet.

§. 56.
Die Gleichung

m
1. (cos y ± sin y V7—1)“ = p (cos y 4- sin ip — 1), 

wo m eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, n eine 
beliebige positive ganze Zahl, p eine reelle positive Grösse, y ein 
reeller Bogen sein soll, ist jederzeit erfüllt, wenn die Gleichung

2. (cos y ± sin y 1/ — 1 )™ = p"(cos y 4- sin y 1/ — 1 )” 
erfüllt ist. Weil aber nach §. 54.

(cos y ± sin y 1/— 1)"‘ = cos m<p ± sin z»y \/ — 1,

(cos y 4- sin y 1/— l)n = cos i»y 4- sin ray 1/ — 1
ist, so ist die Gleichung 2., und folglich auch die Gleichung 1. 
jederzeit erfüllt, wenn die Gleichung

3. cos »ry zt: sin »zy V7— 1 = pn(cos nip 4- sin nip 1/— 1) 
erfüllt ist. Diese Gleichung ist aber erfüllt, wenn die beiden Glei
chungen

4. cos m<f> Qn cos »y, z!z sin my ęn sin nip,
oder die beiden Gleichungen

5. cos (± mtp) = p" cos nip, sin (zt: m<p) = nn sin nip 

erfüllt sind. Quadrirt inan auf beiden Seiten dieser Gleichungen 
und nddirt die erhaltenen Gleichungen dann zu einander, so er- 
giebt sich

p2»=l,
und folglich, weil p reell und positiv sein, soll, p=l. Hierdurch 
ist p bestimmt, und man muss nun uiso ip noch so bestimmen, dass 
den beiden Gleichungen

6. cos (zL mg>) = cos nip, sin (z!z »zy) = sin nip 
genügt wird.

Nach bekannten goniometrisehen Sätzen erfordert die erste 
dieser beiden Gleichungen, dass, indem x eine beliebige positive 
oder negative ganze Zahl bezeichnet, entweder

nip = 2x?r zL 0ty
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oder

nxp = 2xjt my>

ist. Die zweite der beiden obigen Gleichungen erfordert dagegen, 
dass entweder

nty = 2xtt ± «»y
oder

ni/i = (2x + 1)tt qp mtp

ist. Da nun den beiden in Rede stehenden Gleichungen zugleich
genügt werden soll, so muss man

tiip = 2x?r ± mrp,
also 

setzen, und es ist also nach dem Obigen für jedes positive oder 
negative ganze x

7. (cos y ± sin V l/= f> = cossin y/—f
oder, weil

2xn ± ± (ttkt ± 2x71 ) mw ± 2x7rcos ------------ = cos-------- ----------- = cos-------------n n 7t
2zn±znœ . d=2x7r) . . 7W7=h2xnsiu ----------- - = sin-----------------= z±z sin--------------n ti n

ist, für jedes positive oder negative ganze x
m

C , , . 1/--- rižT Wi7±2z7i . my±2xn. >---- —8. (cos «pztzsin cp |Z— 11" = cos-------------ztzsin—- --------- LZ— 1.' 7 T ’ n n ’
wo aber auf der Stelle erhellet, dass man, unbeschadet der nö- 
thigen Allgemeinheit, m- , ■ . / • 7My-J-2x7ï . . 771 rt —I— 2x71 . ✓  
9. (cos <f> ± sin <p |Z— 1J" = cos —-----±sin —------ lz— 1
setzen kann.

Man siebt hieraus, dass die Grösse

(cos y> ± sin (j> V — 1)",
weil x jede beliebige positive oder negative ganze Zabi sein kann, 
nicht bloss einen, sondern eigentlich unendlich viele Werlhe hat, 
wobei sich aber immer noch fragen lässt, ob diese unendlich vielen 
Werlhe auch sämmtlich unter einander ungleich sind, oder ob nicht 
vielleicht unter denselben welche Vorkommen, die einander gleich 
sind. Bei der Beantwortung dieser wichtigen Frage unterscheiden 
wir die folgenden Fälle.

1. n sei eine gerade Zahl, nämlich
n = 2jU.

Ueberhaupt sei nun
x = ± (X/z -|- p'),

wo Â eine positive ganze Zahl und p' < sein soll, so ist
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+ _ g»y±2(^u-ł-/<,)nVUĎ —— VUS — •n n '

. mą-ł-2xn__  . mą =fc 2(J^u -f-ju')re
B,n n 8 n ’

d. i., weil n = 2p ist, 
#ng'4-2x7T .OTœ±2.u'n , , kcos —---------= cos (—-------- -— ± Xtt),n x n

. mą-ł-2xn . .mą ±2/ín , . . sin —--------- = sin (—- ------— ± Xtt).n 'n ’
Ist nun X eine gerade Zahl, so ist 

mą- 4- 2zti mą ± 2un
cos ------------- = cos —-------!,n n

. mą 4- 2x71 . mą ± 2un
sin — ---------= sin---------- 1— ;n n

folglich 
mą 4- 2xn . mą 4- 2xti . >-----7cos — ------- 1- sin 7 —-----V— 1n n
mą ± 2un . mą ± 2un ■ x —. = cos--------- -------f- sin — ----- !— K — 1,n n

mą 4- 2x7i . mą 4- 2xn > /—r 
cos —----------------sin---------------v — 1n n

mą =fc 2un . mą ± 2un > /---- ,= cos —------- !------- sin —- ------— V — 1n n

Ist nber X eine ungerade, also X4-1 eine gerade Zahl, so kann man
mą 4- 2z7i cos —’—:------ = cosn

. mą ■+■ 2xn sin —-----------= sm !
mą- ± 2un ... ,. 1—-^±(X +1) 7r=F7rj

oder
mą 4- 2x7i ( mą q= 2(jl — ft'^n , . . 1cos ------—-----= cos 1-------------± (X + IJtt !,

. mą 4- 2x71 . I mą =F 2(it — u")n ,, .. 1ein ' -----= siu I (X 4- 1)tt|

setzen. Dann ist, weil X 4- 1 eine gerade Zahl ist,
mą- 4- 2xtt _ mą =F 2(,u - f/)n VUB - — VUS «n n

sin mą+2™ = sin W=F 2(g-^> 
n n 1

und folglich
mą 4- 2X71 . mą 4- 2X71 i z---- Jcos - -------- F sm —— ----- IZ — 1n n

= cos W=F2fc-j!£)g + sill 
n n
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mtr -4- 2x7t , ma ■+■ 2xn * /---- rcos —-------------- sin —----------- V— 1n n

ma =F 2(m — . ma =f 2(,u —. /---- =•== cos —£------—----- - --------sin —-------- !----- 1/— 1.n n
Aus dieser Darstellung' geht deutlich hervor, dass man in děr 

Gleichung
m

. ■ • \/—Tór m<i-\-2xn . my-t-Zxn. ,—-,(cos y ± sin y V — 1)"== cos----- - -----± sin n------v — 1 

bloss
x = 0, ±1, ±2, ± 3, . . . . ± /j, 

zu setzen braucht, weil nach dem Vorhergehenden unter den Wer- 
then von

m
(cos y zt sin y \/— 1)",

welche man auf diese Art erhält, in der That alle übrigen enthal
ten sind.

Für m
(cos y -J- sin y \/— 1)"

erhält man auf diese Art die folgenden Werthe:
ma macos-------F sin — \/—Tn n v — 1,

ma ± 2zr . ma ± 2n . /---- ?
cos —--------- + sin------------v — 1,n n

ma ± 4ti . ma ± hn ■ z-----rcos-------------- F sin —---------v — 1,n n
ma — . ma Ctt ■ /---- =cos —î---------- J- sin —’--------- 1/ — 1,n n

n. s. w.
± nn . ± nn « /---- 7

cos —------------ f- sin------------V — 1 ;n n
und eben so erhält man für

___ Æ
(cos y — sin \/ — i'n

die folgenden Werthe:
mfi> . iWgi a /----cos —- — sin —- X/ — 1.n n

mit ± 2ti . mw ± 2ti .  ----7
cos — -------------sin — ---------  1/ — 1,n n

7nv> ± hn . mq> dh hn > /---- -cos — -------- — sin —1---------- V — 1,n ' «
jnfi’ ± 6n . «w«) ± 6ti 1 /----7cos — ------------ sin — --------- K — 1,n

u. s. w.
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tna ± nn . mg denn ■ z---- tcos —1------------ sin — ---------|Z — 1.n n

In jeder dieser beiden Reiben sind offenbar n -+- 1 Werthe ent
halten, und es fragt sieb nun, ob in jeder der beiden Reihen diese 
n +1 Wertbe säinmtlicli unter einander ungleich sind. Sollten 
aber zwei Wertbe in einer der beiden Reihen einander gleich sein, 
so müsste, indem weder 22/, noch 2Â" grösser als n ist, entweder 
zugleich

± 22,'ti mg ± 2À"w . ma> ± 21'n . mai ± 2X'ncos —-----------= cos —------------ , sin —-----------= sin —------------n n n n 
oder zugleich

mg ± 22/n mg 2X'n . mg ± 22/ti . ma =F 2À"w
cos —---------- = cos--------------- , sin--------------= sin---------------n n n n

sein. Im ersten Falle müsste, wenn x eine beliebige positive oder 
negative ganze Zahl bezeichnet, nach bekannten goniometrischen 
Sätzen

mg ± 2Xn ma ± 2)."n „—---------~ —----------  4- 2xjt,n n
d. i.

± 2/ = ± Â" 4- x», ± (À' — 2.") = x» 
sein, welches, da weder 2.', noch 2." grösser als -* m ist, offenbar un
gereimt ist. Im zweiten Falle müsste

mg ± 2À'n mg 22"n 2x?r 
n n X7r’

d. i.
± V = 4= 2." 4- xn, ± (2/ 4- À") = xn

sein, welches, weil weder 2/, noch Â" grösser als \n ist, nur dann 
möglich ist, wenn

2/ = 2." = 22.' = 22." = n
ist, und in der That ist anch

mg ± nn .mg . . mgcos —--------- = cos (—- ± tt) = — cos —-,n ' n ’ n
. mg ± nn . ,mg , . . mgsin —---------= sin (—- ± jri = — sin ——,n 'n’ n

so dass sich also sowohl die beiden Wertbe
mg ± nn . mg ± nn , > ;

cos —-----------F sin — -------- 1/— 1,n n ’
als auch die beiden Werthe

mg ± nn . mg ± nn i ?------ r
cos — ------------ sin — ---------V — 1n n

auf einen Werth redneiren.
In den beiden obigen Reiben sind also, mit Ausnahme der bei

den letzten, alle Werthe unter einander ungleich.
Für

(cos g> 4- sin y \/— 1)"
Theü I. 20
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erhält man die folgenden n, säinmtlich unter einander ungleichen 
Werthe:

nuf . mtf * /—=• cos —- + ein —- |Z — 1, nn
ma ± 2zi . . ma ± 2n . >----T

cos —----------- 1- ein-----------  K — 1,n n ’
ma ± . ma ± hrt ■ /---- 7-

cos ~--------4- sin —- -------- V — 1.n n ’
ma ± 6n . ma ± 6rt . y---- 7cos —-----------1- sin —---------v — 1,n n ’

u. s. w.
ma (n — 2")ti . ma ± (n — 2)n . /—cos —--------------- ----- 1- sin--------- '---------- v — 1,7t 71

7TIW . 77) (T a /---- 7
---  CO8--------- S1D    K   1 7t--7t

oder 
, , m<f . mrp * y——± (cos — + sin — V— 1),

rny db 2ti . Ttif* db 2n « /-----5
COS--------------- F Sin —---------  K — 1»7t n

77) H ± 4tï , 771*7 db « /----7
COS------------ + SIO--------------1/ — 1 .n 1 n 9

Tnrr ± 6tt . inq ± Gn . /---- rcos —--------- 4- sin — --------- 1/ — 1,71 71
u. s. w.

m<y d= (n — 2)n . 7ntr (ti — 2)n . /---- 7
cos---------------------4- sin —£------------------V — 1.71 1 71

Für

(cos y — sin y P7— 1)°
erbält man die folgenden n sämmtlicL unter einander ungleichen 
Werthe:

i/igi . mw * /---- 7cos —- — sin---- v — 1,71 71
nifp db 2n . Tn^ ±271. /----7

cos —-------------- sin ------------- V — 1 xn 7t '
nifp ± hn . Tru? ± 4n . ,---- -

cos —-------------- sin------------ V — 1171 n '
mtr ± 6n . d= 6n . /---- 7

cos —---------— sin------------- — 1.7t n
u. s. w.

«îœ ± (n — 2)71 . ± (n — 2)n . z---- -
COS —-------- :-------------- Sin------- :--------------  K — 1.71 71
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oder

mm ± 2n . mm ± 2n > /-----
cos —-------------Bin —--------- 1/ — 1,n n ’

mm ± hn . mm ± hn ■ . 
cos —---------— sin —-- --------  v — 1,n n ’

mm ± Ott . mm ± 6tt ■ >---- =-
cos —--------------Bin-------------1/ — 1,n n ’

u. s. w.
mm ± (n. — 2)ti . mm ± (n — 2)n 1 /--- T-cos — ---------------------- Bin — ----------------— 1/ — 1.n n

II. n sei eine ungerade Zahl, nämlich 
z« = 2(«4- 1.

Ueberbanpt sei
2x = |(2^ -1- 1)X 4- [i' I,

wo X eine positive ganze Zahl und ju'-<2|ii-4-1 ist, so ist 
m<f ■+- 2xn m<f- ± j(2u 4- 4-/z' (ttcos . . cos .71 71 *

. z»7> 4-2x71 . ott> ± |(2,u 4-1)A 4-£»'|n
sin —----------= Sin — ------—‘------------ --- 1 ;n n ’

d. i., weil n = 2/x 4- 1 ist,
»»» 4- 2xn .mm ± u'n , , .COS - ----= COS (—----— ± Àtt),

, . tnm 4- 2‘xti . ,mm ± lin ...Bin —— -----= sm (—----- c— ± Ä^).n 1 z« >

Ist nun X eine gerade Zahl, so ist
mm 4- 2xn mm ± u'n cos------------- = cos —1----- -—n n

und folglich

. m<f 4- 2xrr . mm ± un sin — ----------= sin —s,n n '

mm 4- 2x71 . mm 4- 2xn , >-----cos -----4- sin ' - --------V— 1n n

= cos

mm 4- 2x71 . mm 4- 2xn ■ ,-cos — — ----------sin —------V — 1ti n
mm ± u'n . mm ± .u'n , z-----= cos-------- - -------sm —------ ‘— V — 1,n n *

wobei man zu bemerken hat, dass in diesem Falle, wegen der 
Gleichung

20
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2x — zb 1(2/4 -fr- 1)Â -4- /4Z],

(*'  eine gerade Zahl und nicht grösser als 2/4 ist.
Ist A eine ungerade, also A -fr- 1 eine gerade Zahl, so kann 

man wieder
m<f-i-2xn \nuf±pn , __ )COS ----= COS J------— zb (A -fr- 1J7T ZZZ 7T ( ,

. mq> 4- 2xn . [nuf+ifin _ )sm n---- = sin J n‘— zb (a -fr- 1)tt zp tt 

oder
nur 4- 2xti ( nut =•= (n — ,u')n ... ,, |cos -----= cos ! — ------ 5----- !—— zb (A -fr- llJT(,n ( n ' ’ >

. nuf+-2xn . j nuf 4= (n — p')n , ,, . |sin--------------= sin <----------------- !---- zb (A -fr- Iwl ;n ( n ' ' i ’
d. i., weil À —ł— 1 eine gerade Zahl ist,

nur -4- 2x71 nur^(n—ui)ncos — ----------= cos —-— ------ - —,n n
. nur 4- 2x71 . nur 4= (n — u)n

sin  ---------  = sin — ------------~—n n
setzen, so dass nlso in diesem Falle

cos + sin ^+-2^ V/ZTÏ
n n

= cos W=F(^~.u> sin nur^(n-f)n y/— 
n n

nur 4- 2x71 . nur 4- 2xti > z---- -,
cos —£--------------- sin —----------  V — 1n n
nur 4= (n — u.')n . nur 4= (n — ,u)n ■ /---- =•

= cos —---------------- — sin----------- ---------  K — 1n n

ist. Wegen der Gleichung

2x = zb {(2/4 -fr- 1)1 -|- [t!I

ist in diesem Falle ft' ungerade, und folglich, weil n ungerade ist, 
fi — /4*  gerade; auch erhellet auf der Stelle, dass n — fr! nicht 
grösser als 2/4 sein kann.

Aus dieser Darstellung geht hervor, dass man im vorliegenden 
Falle in der Gleichung

r ■ • i /---- «wv 4- 2xn . . 4- 2xtí ■ /---- r(cos w zhr sin <p 1/ — l)74 = cos ———~— zt sin------------- v — 1v x 7 7 n n
bloss

x = 0, zb 1, zb 2, zb 3, ... zb /4
zu setzen braucht, weil auf die dadurch sich ergebenden Werthe von

m
(cos y zb sin ç> 1/— 1)"

nach dem Vorhergehenden offenbar alle übrigen zurückkommen.
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Für

171
(cos jp 4- sin çp \/— 1)”

erhält man auf diese Weise die folgenden Werthe:
m<f . m<f i,-----j-,cos —- -4- sin v — 1), n n •”

m<p ± In . mq> ± 2zr . >--- r-cos — ---------- 1- sm — ---------  1/ — 1,n n ’
mw ± hn . mw ± ■ /---- 7cos —----------1- sm — ---------V — 1,n n
mw ± Ctt . mw ± Ott ■ /----- 7cos —------------ sm —------------v — 1n n

u. s. w.
mą ± (n — 1)tz . mw ± (n — l)n ■ /—7

n n ’
und eben so ergeben sich für

771
(cos JP — sin $p \/— l)71

die folgenden Werthe:
mw . mw a z---7cos —- — sin —~ K — 1, n n 5

mw =E 2n . mw ±271. z---- =■cos —-------------sin - —------ V — 1,n n
mw ± hn . mw =E hn ■ / , cos — -------------sin — --------- K — 1,n n
mw zE Gti . mw zE 6n ■ z—z-

cos — -------------Bin —---------K — 1,n n
u. s. w.

mw zE (n — 1)ti . mw zE (n — Ihr . z---=—
cos------------------ ------- sm —------------------ v — 1.n n

In jeder dieser beiden Reihen sind offenbar n Werthe enthalten, 
und es fragt sich nun, ob in jeder derselben alle darin enthaltenen 
n Werthe sämmtlich unter einander ungleich sind. Sollten aber in 
einer der beiden Reihen zwei Werthe einander gleich sein, so 
müsste, indem weder 2Â', noch 2Z" grösser als n — 1 ist, entweder 
zugleich

mw zE 2à'tï mw zE 21**71  . mw =E 2à'tt . mw ± 2X*n
n n ’ n n

oder zugleich
mw ± 2l*n  mw 2X"ti . mw =E 2à'ti . mw 2à"ti

cos------------- = cos----------------, sin —-----------= sin —L------------71 71 1 n 71

sein. Im ersten Falle erhält man wie in I. 

± (X' — Z") = xn,
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im zweiten dagegen

± (À' H- X") = xn.

Beides ist unmöglich, weil weder X', noch X" grösser als — 1) 
ist. Daher sind die in jeder der beiden obigen Reihen enthaltenen 
Werthe sämmtlich unter einander ungleich. Die erste Reibe liefert 
n sämmtlich unter einander ungleiche Werthe von

971

(cos jp -+- sin <jp 1/— 1)” ;

die zweite Reihe liefert n sämmtlich unter einander ungleiche 
Werthe von

m
(cos tp — sin <p \/— 1)”.

III. Fasst man alles Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich, 
dass man, um die sämmtlichen n unter einander ungleichen Werthe 
der Grösse

m

(cos jp ± sin tp \/— 1)”
zu erhalten, in der Gleichung

m
(cos w ± sin w V — 1) =: cos-------------  ± sm --------- -— V — 1T * ' n n
die Grösse x nicht grösser nls -1- i-n und nicht kleiner als — in 
zn nehmen braucht, so dass man also für x immer bloss alle die 
von — -J» bis -V- \n sich findenden ganzen Zahlen zu setzen 
braucht, wobei man jedoch zu bemerken bat, dass, wenn n eine 
gerade Zahl ist, der erste und letzte der auf diese Weise erhalte
nen Werthe von

m
(cos y> sin y> \/— 1)”

einander gleich sind, in dem in Rede stellenden Falle folglich immer 
der eine der beiden in Rede stehenden äussersten Werthe, etwa 
der letzte, d. i. der dem Werthe ~ł~{n von x entsprechende Werth, 
weggelassen werden muss. Befolgt man diese Regeln, so erkält 
man immer n sämmtlich unter einander ungleiche Werthe von

m

(cos jp ± sin çp \/ — 1)”.

§. 57.
I. Soll man die imaginären Grössen 

a±ß\/^i,alz*=ß l l/—l,ax±ßx\/—l,a3±ß, |/~1,.... 

in einander multipliciren, so bringe man dieselben znvörderst nach 
§. 52. nuf die Form

q (cos y ± sin $p 1/— 1),

ç, (cos JP, ± sin jp, 1/ — 1),

Qz (coa ÿj ± sin tpx V'— 1),

p, (cos JP, ± sin 5p, \/— 1),

u. s. w.
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Dann ist nach §. 53.

(a.i/J.l/^T) (a^ß^S-L) (a.z+tf.l/^T).......

=QQ iPsP». • • Icos (SP+y >+y 2+ ■ • • -)±siti(y+y ,4-ÿ2+.. j.
II. Soll man die nnaginäre Grösse azizß\/ — 1 durch die ima

ginäre Grösse a, —1 dividiren; so bringe man diese beiden 
Grössen nach §. 52. erst respective auf die Form

ç(cos ydzsin ijpV7—1) und p,(cos çp, ± sin —1).

Dann ist

oder

a ± ß\^ — 1  ç cos q ± sin — 1 
at±ßy/—1 (?■ cos y, ±sin y1Vz—1

U \/—j = (cos SP—sin jpl/—1) (cos 5pj ztsin —1) *’

Weil nun aber nach §. 54.
(cos ÿ>1±sin ÿjl/— !)—*=: cos ÿ>1=t=sin $Pil/—1 

ist; so ist

==~~ (cos ÿ —sin 9>l/— 1) (cos jp, zpsin ÿ>lV/—Ï)

oder

—.-L- = — (cosyzLsin 
±aV-i ei r

ípl/ —1) jcos(—5P,)±sin(——1 ],

und folglich nach §. 53.

=& *cos isp_*sp*) ±sin (y—9^—M-

III. Soll man die imaginäre Grö^e a ± ß\/— 1 auf die nte 
Potenz, wo n eine positive oder negative ganze Zahl sein soll, er
lichen; so bringe man dieselbe nach §. 52. wieder zuerst auf die 
Form

ç(cos ÿ ± sin — 1).
Dann ist

(a zt ß\/— 1)" = ç"(cos jp ± sin jpl/— 1)",

und folglich nach §. 54.
(a ± jSl/— l)"=gn(cos »yztsin wÿl/—Ï).

IV. Anch wepn man die imaginäre Grösse a ± ßV— 1 auf
^72

die Potenz mit dem Exponenten — erheben soll, bringe man die
selbe nach §. 52. zuerst auf die Form

g(cos ÿ±sin ÿ>l/— 1), 
und unterscheide dann die folgenden Fälle.
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1. Wenn n eine gerade Zabi ist; so hat nach §. 56.

971

— 1)"
die folgenden n sämmtlich von einander ve^chiedenen Wertlie:

±e»(cos ~4-sin

971

=±?24-,i.

(."(««. ^±±*  + ,iD
’ ' n

u. s. w.

m
- / ma> =fc 6« . zny Gn . /---—g”(cos —--------- |-sin —------- V — I),n n >'

:(cos ^g±(W-2h1Z=-T
n Ti

und
m

hat die folgenden n sämmtlich unter einander ungleichen Wertlie:

±g"(cos —ein — l/—1), 
n

€”(cos^^_
n

g"(cos
n

m •
7/ iw« ± 6ttOn(C08 -2------------

91

wzy=fc:(yz—2)n 
n

U. fi. W.
m 

çn(cos «n</)=fc(w—2)n —-------------- si nn 1/ZZÎ).
2. Wenn n eine ungerade Zahl ist; so hat

(a4-/9l/—1)"

. die folgenden n sämmtlich unter einander ungleichen Werthe: 

g”(cos ^2-|- ein — l/—1), 

^(cos !22±^Bin ííž^i/rT),
9i n '
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und

ç”(cos

m
ç"(cos mit ± irr . ± 4n—----------h sm —-------n n

tiuf ± Orr . ±6n
n s,n n

u. s. w.

ç„(cos OTy±(w-i> + Bin

m
(a_(St/ZTi)’r

Lat die folgenden n sätnmtlich unter einander ungleichen Werthe:

^(cos^-sin 
n n

e”(cos
n

. niw =fc 2n a /— ein —-------- K — 1),n J

g”(cOS -n
m
~r i/kt =fc Cn . ?nq> ± Cn ■ /---ç"(cos —-------- _ Sin —Ł--------V — 1)

n n ’
u. s. w.

ç"(cos nuf±(n—l)n . m<f±{n—l)n ■ /——--------------------sm —-----------------1/ — 11.n n ’

Weil nun aber fur jedes und bekanntlich

(cos ÿ±sin ^<1/— 1) (cos =Lsin ipi\/— Ï)

= cos (^/H-^/j)±sin —1

ist; so kann man, wenn der Kürze wegen

cos + sin 1/— 1 ®, cos — ein V7— 1=0,
n n n n 

gesetzt wird, die obigen Werthe von
in

auch auf folgende Art ausdröcken.
1. Wenn n eine gerade Zahl ist; so hat 

m 
(a4-/?V/=n)"

die' folgenden n sämmtlicb unter einander ungleichen Werthe:
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owC¥cob —±sin n

u. s. w.

çz,(D(cos — ±sin

ç*®(cos ~ ± ßin

m 
ç»®(coS^=^±sin Î^ZZ^VCTÏ). 

n n 1
Dagegen hat 

m 
(a-jî|/-l)"

die folgenden n sämmtlich unter einander ungleichen Werthe:
m

m
ç"®j(cos — -l-sin — \/— 1) 

n n ’

^"OjÍcos — ±sin — \/— 1), 
n n' 7

u. s. w.

^(co. ± sill KZT).
* n n 9

2. Wenn n eine ungerade Zahl ist; so hat
m

(a + (SV<^T)”
die folgenden n sämmtlich uuter einander ungleichen Werthe:

m

m
'n sr>r 2:r , . 2n > ,—o"’P(cos — ±sin —V — 1).' n n "

ß"®(coB^±sin 1/— Í),

pw0(cos —žfcfiin —- \/—1),
v n n 99

U. B» W.
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n n
Dagegen hat 

m
(a — ßV^-\)”

die folgenden n sämmtlich unter einander ungleichen Werth«: 
m
q"Q„

m
ç"0x(cos —±sin — \/— 1), n n ”

p«0x(cos^±sin

p"Gx(cos — ±sin — l/— 1), w n n
u. s*  w.

^©.(cos^^zhsin

§. 58.
Lehrsatz. Der Modulus des Products zweier imagi

nären Grössen ist das Product der Moduli der beiden 
imaginären Factoren.

Beweis. Die beiden gegebenen imaginären Grössen seien 

a-1-ß\/— 1, «, 4-jS1V/ — 1;
so sind die Moduli respective 

(a34-^)‘,
Das Product der beiden in Rede stehenden imaginären Grössen 

ist nach §. 51. 3.
aax — ßßi ■+■ (ußi 4-ř«i)l//— 1»

und der Modulus dieses Products' ist also 
l(««i — ßßi)2 + (ußi

Weil nun aber, wie man leicht findet, 
(m, — ßß.y 4- (aßt 4- ßat)*  = (a1 4-ß2) («,3 4- ßt3)

ist; so ist auch
|(aax -ßßt)- 4-(«/Si 4-/?«i)’|*  = («1 + P)ä 

woraus die Richtigkeit des Satzes unmittelbar erhellet.

§. 59.
Zusatx. Der Mpdulus des Products einer beliebigen 

Anzahl imaginärer Grössen ist das Product der Moduli 
aller imaginären Factoren.
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Durch successive Anwendung des im vorigen Paragraphen be

wiesenen Satzes erhellet auf der Stelle die Richtigkeit des vorlie
genden Satzes.

§. 60.
Lehrsatz. Der Modnlus der Summe und der Modulus 

der Differenz zweier imaginären Grössen sind jederzeit 
Mittelgrössen zwischen der Summe und dem absoluten 
Wertbe der Differenz der Moduli dieser beiden imagi
nären Grössen.

Beweis. Bezeichnen wir die beiden gegebenen imaginären 
Grössen durch

a -f- ß\/— 1, y -b — 1 ;
so ist nach §. 51. 1. 2.

a -b (S|Z — 1 ± (y -b dl/— 1) = a ± y -b (ß ± SjV7— 1, 

und der Modulus von
a -b ß\/=\ ± (y + <5l/^T)

ist folglich
{(a±y)’ -b(/?±d)a]i = |a» +/?=> ±2(ay + /9J) + y» -b<P|>.

Weil nnn, wie man durch leichte Rechnung findet,
(ay + ßS)2 4- (aS — ßy)2 = (a1 + ß2) (y2 + d2) 

ist; so ist

(«y-bjîd)2<(a2-b/î2) (z24-^2)>

und der absolute Werth von ay-\-ßö ist folglich nie grösser als 
(a’-bjS1)» (y’ + d1)1-

Daher ist offenbar die Grösse
ay-b/îd

jederzeit eine Mittelgrösse zwischen den beiden Grössen
— (a’-b/J1)! (r’-bi)»,  (a2-b|S2)  (f+d2)>,* *

oder nach der aus §. 33. bekannten Bezeichnung der Mittelgrössen ist 
ay4-/Sd = J/{— (a2+ř'2)S (ya-bd2)*,  (a2-b/î2)» (ya -bd2)l|.

Dass aber auch

eine Mittelgrösse zwischen den beiden Grössen
— («2 + |S2)J (r’ + i2)1, (a24-H‘ 0'24-< 2)i*

ist, ist klar, und man kann also auch die vorstehende Gleichung 
anf folgende Art schreiben:
±(ay + ß$) = M|-(a’-b/?’)l (y*-bd 2)i, (a’-b|S2)» (y2-bd2)ł|.
Hieraus ergiebt sich nach §. 37.
±2(ay-b/tö)=Af 2(aa-b/?a)l (y2-bd2)i, 2(a’-b/?’)l (y24-d2)ll» 
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und folglich nach §. 38.

«2 4~ ß*  — 2(ay + QS) + /’ 4- <P
_M1 «’ + ß3 — 2(«2 4- ß3)i (y3 4- ďa)4 4- /’ 4- ď’, I 

la1 4-/î14-2(aa 4-jîl)i (y3 4-ď2)* 4-72 + * I’
d. í.

a24- ß*  ± 2(ay 4- ßd) 4- y2 4- S3
= M I [(a2 4- ß3? - (y3 4- *yp,  [(a24- ß3)*  4- (y3 4- ď2)»]21.

Folglich ist nach §. 39.
Ia2 4- ß3 ± 2(ay 4- ßä) 4- y2 4- <J2 |ł

eine Mittelgrösse zwischen dem absoluten Werthe der Differenz
(a24-02)ä —(r24-ď2)ž

und der Summe
(w’- 4-02)i4-(z2 4-J2)ł.

Also ist nach dem Obigen auch
|(a±y)24-tf±*) ’l»,

d. h. der Modulus der Grösse
a 4- /?!/—1 ± (y 4- <V=T),

eine Mittelgrösse zwischen dem absoluten Werthe von
(a24-/S2)i — (r’H-i2)»

und der Grösse
(a2 4- ß3^ 4- (y3 4- Æ2)4,

d. li. zwischen dem absoluten Werthe der Differenz und zwischen 
der Summe der Moduli der beiden imaginären Grössen

«4-|?V/—1, /4-<îV/— 1,
womit unser Satz also jetzt vollständig bewiesen ist.

§- 61.
Zusatz. Der Modulus der Summe mehrerer imaginä

ren Grössen in beliebiger Anzahl ist nie grösser als die 
Summe der Moduli aller einzelnen zu einander addirten 
imaginären Grössen.

Weil der absolute Werth der Differenz zwischen zwei positi
ven Grössen nie grösser als die Summe dieser beiden positiven 
Grössen ist; so ergiebt sich aus dem im vorigen Paragraphen be
wiesenen Satze unmittelbar, dass der Modulus der Summe zweier 
imaginären Grössen nie grösser als die Summe der Moduli dieser 
beiden imaginären Grössen ist. Durch wiederholte Anwendung 
dieses Satzes überzeugt man sich aber auf der Stelle von der Rich
tigkeit des zu beweisenden Satzes *).

°) An die in diesem Aufsätze in einem möglichst systematischen Ganzen 
zusammengestellten und mit strengen Beweisen versehenen Sätzen wird 
sich im folgenden Hefte unmittelbar eine Darstellung der neuesten höchst 
wichtigen Untersuchungen Cauchy’s über die Entwickelung der Func
tionen in convergirende Reihen anschliessen. Dies wird die Zusammen
stellung dieses meistens schon bekannten Sätze gewiss rechtfertigen.
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XLI.
Noch etwas über Turners Eigenschaft der un

geraden Zahlen (Archiv T. I. Heft I. VII.).
Von dem

Herrn Doctor Hellcrung
zu Wismar.

A. Die Summe der ersten JV oder JV, ungeraden Zahlen ist 
= A2 oder A\2, wovon die grösste = 2A—1 oder 2A,— 1.

,, (n-f-lfn , _7 n(n — 1)
Setzt man nun A ----- %----  und "t =----- ------ ; so ist auch :

A1—A12=zz*  und A—A, =zz.

•) Dies ist der von Turner gefundene Satz, den aber schon Kacstner am 
Ende seiner Anal. enill- Grössen behandelt. H.

Ilr. Doctor llellerung hat mich zuerst darauf aufmerksam gemacht, dass 
sich Turners Satz schon in Kaestners Analysis endlicher Grossen lin
der. Eine neue Behandlung desselben war aber, wie die Leser aus 
diesem Aufsätze jetzt sehen werden, immer wiiiiscbenswerih, interessant 
und erspriesslich. G.

Daraus folgt nun:
1) Die Summe der m auf einander folgenden ungeraden Zah

len, deren kleinste = 2A', 4- 1 n(n—1)4-1 und deren grösste 
= 2A'—1 =(«—fr- l)>z — 1 ist, ist = zz3 °).

2) folgt ebenso leicht:
P+2-+3! + ...+«' = A’ = ~-+-')I

B. Die Summe der ersten Aoder A\ Zahlen der Form 4.V-J-1, 
ist =: A'(2A'—1) oder A,(2A, —1), und die grösste dieser Zah
len ist = 4 A— 3 oder 4A, —3.

Setzt man aber A=zz2 und A!=(zi—l)2; so wird: 
A(2A— 1) — A1(2A1 — 1) = (2zz — 1)’ und A— A\ = 2» — 1; 

daher ist also:
1) Die Summe der 2»—1 auf einander folgenden Zahlen der 

Form 4 . v -fr-1, deren kleinste =4A'1-(-l=4 . (zz— l)2 4-1 
und deren grösste = 4Ar—3 = 4 . z 2— 3 ist, ist = (2zz—1)’.*

2) ist nun auch:
1 s _fr_ 3’ 4- 53 4- .... 4- (2zz — 1)’ = A(2A— 1) = zz2(2z»2 — 1).

Setzt man aber in A. 2. nun 2zz statt n so ist auch:
l3 4-23 4-3’4-43 4-. . . . 4-(2zz)3 = zz2(2zz4-l)1;
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daher subtrahendo:

23 4-43 4-6’4-■ ... 4-(2zz)J =2 . zz2(zz4-l)3.
Ebendasselbe Resultat erhält man auch aus den Reihen, deren 

rte Glieder =2 . v und 4 . v sind.
C. Die Summe der ersten A oder A, Glieder der Reihe aller 

geraden Zahlen, ist =A.(A'4-1) oder A\ . (A',4-1), und nimmt 
man den Werth von A und A\ aus -d.', so hat man

JV. (A -4- 1) — A, . (A, + 1) = zz3 A- zz; und A— A, = n.
Also ist 1) die Summe der n auf einander folgenden Glieder aller 
geraden Zahlen, deren kleinste = 2A, 4-2 = n (zz—1)4-2 und 
deren grösste = 2A'= (zz4-l) . n ist, = zz34~zz; und

2) ist auch
l34-2’4-334-...-4-zz3 )__  _ __ (z?4-l)2.wa (n-f-l)n

4-1 4-2 +3 +....4-« I—4 4 ’
daher etc.

Und die Summe der ersten A oder A, Zahlen der Form k.v 
ist =2A’(A4-1) oder 2A\ .(A',4-1); nimmt man aber die Werthe 
von A und A’, aus B., so bat man: 
2A(A4-1)—2A, .(A’,4-l)=(2zz—l)34-3(2zz—1); nnd A—A,=2zz-1;
d. h. 1) die Summe der 2?«—1 auf einander folgenden Zahlen von 
der Form 4 . v, deren kleinste = 4A, 4- 4 = 4(zz— l)24-4 und 
deren grösste =4A'=4 . zz2 ist, ist =: (2zz— 1)’ 4-3 . (2zz—1).

2) Es ist

4-3.[1 4-3 4-5 4-....4-(2zz —1)]
=2A’( A4-1) =2zz2 (zz2 4-1)

daher: ls4-3’4-534-....4-(2zz—l)3=zz2(2zz2—1), wie oben.
D. Wir wollen hier noch einen kurzen Beweis für die Sum

men der Quadrate der geraden und der ungeraden Zahlen, zur Er
gänzung des in B. Gefundenen, geben.

Da man hat: l2z=l
22 = 14-3
32 = 14-34-5 

zz2 = 1 4— 3 4“ 5 4“ t 4“ • •. « 4- (2zz — 1)
so ist auch:
l24-224-...4-ra2=l. zz-J-3. (zz-l)-f-5. (zz-2)4~ ,...4-(2zz-l) (zz-zz4-l)

(zz. [(14-34-54-....4-(2w—1)]
—[1.34-2.54-3.74-....4-(zz—1) (2zz— 1)]

d. i. Azz2 = n‘ — A(2 . zz2 — 3zz 4- 1) ; daher
3. Azz2=zz34-A(3zz—l)=zz3 | nßn-t-1). woraug BOglcich folgt:

13 4- 33 4-5’4-• •. - 4-(2»—l)3
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(2re-ł- 1) wcnn wjr 2w gtatt n setzen, so ist 

auch P+2» +3- + ....+(^P=^-+1V^+1)- Be- 
zeichnen wir nun noch die Summen der Quadrate der ersten n gera
den und ungeraden Zahlen mit 2z/)2 und^’(2»-l)2, so haben wir auch 

n(2n-i-l) (in-ł-1) ....
■2(2») 2 4-^(2»—1)2 =------------ä------------5 und nach oben ist auch:

2S(2«)2 —2f(2w—l)2 = 3 4~ 7 4~ 11 -1- ... .-1- (4»—1) = z/(2zí-}- 1) 
daher-S(2w)2=2”(”+ = 22 4- 42 4- 62 4- .... 4- (2„)2

un<12(2/^—1)2=”(2" + ' g(2”~-n= 12-4-324-52 4- ....4.(2«-1)2.

Hierbei ist es nur etwas auffallend, dass man die Summen der 
Kuben der geraden und ungeraden Zahlen, und zwar auf zweifache 
Weise, leichter findet, als die Summe ihrer Quadrate, und dabei 
erhält man noch den Beweis der Lehrsätze A. 1. und B. 1. so wie C. 1. 
und 1. in den Kauf. Sollte es vielleicht auch noch für die Summen 
der Quadrate einen leichteren Weg geben?

Aber nicht alleiu findet man die Summen der dritten Potenzen 
der geraden und der ungeraden Zahlen leichter, sondern es ist 
nun auch der Fortschritt zu den höheren ungeraden Potenzen dieser 
Zahlen gegeben. Denn

E. 1) Wenn (wie in A.) Æ die wte und A , die (n—l)te Tri
gonalzahl ist, so ist allgemein, für alle ganze Werthe von v

7

worin 4- 1 bei ungeradem v, und v. n bei geradem v die Reihe 
schliesst. Und es folgt sehr leicht daraus, wie in A. :

Nv— (r~‘)fg~2)fr-1) ....

!
.... —.Sn1'/ wenn überhaupt Glieder mit dem — Zeichen 

,, I statt haben, also wenn r^>2 ist.
... — on]

Wir fanden aber; Sn1 = JV
Sn*  = A’2 ; wie dies auch aus der allgemeinen 

Gleichung folgt.

Daher ist also ferner: = y . A72 . (4A7— 1)

Sn' = ý . A’2 . (6A2 — 4A7 4- 1)

Sn' =y. A2 . (16A72 — 20A’2 4- 12A — 3) 

etc. etc.
2) Wenn wir (wie in B.) A7 = n2 und A\ =(n — l)2 setzen, 

so ist auch eben so allgemein für ganze v:
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A7" - A\F = . [(2» - IF-*  + (— J) (2/ . (2» - l)2'-3

. (2r-l)...(2»'-4) , (2r-l)■■■. (2p-2p4-2)+ 2.3.4Ï5 • — 2.............. (2r - 1) • C2«~ 1)1
worin alle Coefficicnten, wenn sie mit v oder (wenn v = 2^ ist) 
mit p, multiplicirt werden, ganze Zahlen sind, und der reducirte

p.
nilgemeine Factor ist eigentlich = 22r_.,_x; (auch ist diese Be
merkung auf die obige Gleichung Sn-1’—1 = . . . . anwendbar.)

Es folgt aber nun wieder seltr leicht:
ny—2—x _  i) (2d 21

(2n — . A’" — i----- - . 2 (2n — l)2*-3

- ~ (2" - ’F-5 - • - - • 2 (2n - 1)>

Wir fanden aber schon, wie es die allgemeine Gleichung auch 
ergiebt:

2(2n— 1)"=2V
S(2n— 1)’ = A'(2A— 1)

daher weiter: ~(2n—1)‘ =-^-. A7. (1CA’2 —20 AM-7)

2’ (2n — 1)’ =y. N. (48 A3 — 112A2 4-98A7— 31)

2 (2/z— 1)’ =y.N.(2». A*  —26.15. A7’-1-2S. 49. A72

— 2’. 155. AM-381) 
etc. etc.

3) Es ist ąlso jedes 2f(2»—1)^—1 eine algebraische Function 
von n2, und jedes SnP'— t ist eine solche Function von der »ten 

ÿÿfw Î 1)Trigonalzahl =-----setzt man hier nun 2n statt », und zieht
alsdann ~(2n — 1)2*' —1 ab, so ist die Differenz = 2:(2zz)21'— i, wodurch 
nun auch die Summen der ungeraden Potenzen der ganzen Zah
len mit abwechselndem Vorzeichen gegeben sind c).

Uebrigens ist liier nicht der Ort, eine weitere Ausführung die
ser Audemungen zu machen, wenngleich wir uns nicht erinnern, 
die hier so leicht gefundene eiufachcFormvonAzt2'''-1und^’(2zz—1)2»'— 1 
anderswo gesehen zu haben.

“) Die Resultate unserer (sei es ohne Eitelkeit gesagt) einfachen und 
klaren Darstellung weichen nun aber von den allgemein geltenden für den 
Fall, dass man n= oo setzt, ganz ungemein ab. M. s. Kiügel’s niatheni. Wör- 
terb. Art. Potenz §. 49. sqq. Nach Kliigel haben alsdann alle diese unend
lichen divergirenden Reiben endliche Werthe, wogegen wir lauter oo finden. 
Wie ist nun diese Discrepanz zu beseitigen? Wahrhaftig, wir wissen es 
nicht. Im Gegentheil scheinen uns Abel und der Herr Herausgeber sehr 
Recht zu haben, wenn sie so stark gegen jene Beweisart eifern, wie dies 
im Archiv Bd. I. lift. 1. pag. 19—21 des literat. Berichtes zu lesen ist.

Tbeil I. 21
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XLII.
Einiges von den Kegelschnitten.

Von

dem Herausgeber.

Wenn p den Parameter einer Parabel bezeichnet, © der Win
kel ist, welchen der Radius Vector r mit einer von dem Brenn
punkte aus gezogenen geraden Linie einscbliesst, indem mau diese 
Winkel von der in Rede stehenden geraden Linie an immer nach 
derselben Seite hin von 0 bis 360° zählt, und w den von der von 
dein Brennpunkte nach dem Scheitel der Parabel gezogenen geraden 
Linie mit der in Rede stellenden geraden Linie eingeschlossenen 
und auf dieselbe Weise wie 0 genommenen Winkel bezeichnet, so 
Lat man bckauntlich die Gleichung

i ____________ V
2| i— cos (0 — o>)| 

oder

2. p = r 11 — cos (0 — w)|.

Folglich hat man für die drei Vectoren r, rl( r2 und die drei ent
sprechenden Winkel 0, 0,, ©2 die drei folgenden Gleichungen :

t
-2p = r {1 — cos (0 — w)j,
}p = r2 H — cos (0,—w)j,

= I1 — cos (©2— w)|;
aus denen wir nun die beiden Grössen p und <u climiniren wollen. 

Durch Elimination von p erhält man sogleich
4.r(l — cos(©—|1 — cos(0,—w)]=r2 |1 — cos(©2 — w)|, 
und folglich

r — r, = r cos (0 — w) — r, cos (0, — w)
= (r cos 0 — r, cos 0, ) cos w -ł- (r sin © — r, sin ©,) sin w, 

r — r2 =-: r cos (© — w) — r2 cos (02 — w)
= (r cos 0 — r2 cos ©2) cos w -ł- (r sin © — r2 sin ©2) sin w;

also, wie man leicht findet,
r(r2—r,) cos 0-ł-r, (r—r2) cos -t-r2 (r, —r) cos 02 
rr2 sin (0 — ©,) r,r2 sin (©, — ®2) 4- r2r sin (©2—©)’

r(r2 —r,)sin ©-f-r, (r—r2)sin ©, -ł-r2 (r, — r)sin ©2 
~~ rrt sin(fl— ©i)-f-r,r, sin (©, — &2)-f-r2rsin (©2 — ©)'

Isin io 

cos tu
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Weil nun

sin w2 4- cos tu2 = 1
ist, so erkält man die Gleichung
6. fr(r2 — r,) cos & 4- rj (a--- r2) cos 0, 4- r2 (r, — r) cos 02|2
4- |r(r2 — r, ) sin 0 + r1 (r — r2) sin 0, + r2 (r, — r) sin ®2 ]» 
= pr, sin (0 — ©,) 4- rtr2 sin (01 —©2) 4- r2r sin (02 — ©)|3; 
oder

7. r2p2 — r,)2 4- r,2 (r — r2)2 4- r22(r, — r)2
— 2rr, p — r2) (r, — r2) cos (0 — ©,)

— 2r,r2 (r, — r) (r2 — r) cos (0, — ©2)
— 2r2r (r2 — r,) (r — r,) cos (03 — 0)

=r2r12 sin(0 — 0I)24- r,2r22 sin (0, —©2)2-4-r22r2sin(O—0p 
4-2rr,r2p sin(0—©,) sin (02—0)-4-r1 sin(0I —02)sin(©—0‘)

4- r2 sin (02 — 0) sin (0, — 0JJ, 
oder, wie man leicht findet,

8. 2p2rt2 4- r,2r2! 4“ r22r’) — 2r/,1r2 p 4- r, 4- r2)
— 2rr, p — r2) (r, — r2) cos (© — ©,)
— 2r,r2 (r, — r) (r2 — r) cos (0, — ©2)
— 2r2r (r2 — r,) p — r,) cos (02 — 0) 

=r2r,2sin(0—0,)"- 4-r, 2r22 sin(0, —02)24-r32r2sin (02—0p 
4- 2rrtr2 psin (0 — 0,)sin(02 — ® (4-^, sin (0, — ©2)sin(0—©,)

4- r2 sin (02 — 0) sin (0t — 02)|.
Bringt man nun Alles, was auf der rechten Seite steht, auf die 
linke Seite, so erhält man nach einigen leichten Verwandlungen

9. 0 = r2r,2 fl 4-cos (© — ©,p|
4- ri2r22 B -4- cos (®i — ©2)2|
4- r22r2 |1 4- cos (©2 — ©)2|

!
r [l 4- sin (0 — ©,) sin (02 — ©)]

4- r, [1 4- sin (0,—©2) sin (0 — ©,)]
4- r2 [1 4- sin (02 — 0) sin (0, — 02)]

— 2rr, p — r2) p, — r2) cos (0 — ©,)
— 2t1t2 p, — r) (r2 — r) cos (0,—©2)
— 2r2r (r2 — rt) (r — r,) cos (02 — 0).

Weil nun aber
. (r — r2) (r, — r2) = rrt — r2 (r 4- rt — r2), 

(r, — r) (r2 — r) = rtr2 — r (r, 4- r2 — r), 
(»•2 — r.) P — *-i)  = r2r — r, (r2 4- r — r,)

ist, so ist, wie leicht erhellen wird,
21
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10. 0 = rr ta ji — cos(0 — 0,)2| 

4-r,2r22 jl—cos (0, — ®2)’| 
-4- r22r2 (1 — cos (02 — 0)21

*

Ir [1 + sin (0 — 0,) sin (®2—0)] i 
4- r, [1 4- sin (0, —©2) sin (0 — 0,)] !

4- r2 [14- sin (®2 — 0) sin (0, —02)] '
i (r4-r, —r2) cos (0 — 0,)|

4- 2rrtrz <4- 4- fi—r) cos (O,—®2)>>
(4- (r2 4- f — r,) cos (02 — 0)1 

d. i.
11. 0 = 4r2r,2 sin (0 — 0,)’

4- 4r,2r22 sin A (O, — ®2)4
4- 4r22r3 sin -J- (02 — 0)*

|r[l—cos(0—0,)4-cos(01 —®2)— cos(02 — ®)“| \
4- sin (0 — O,) sin (02 — 0)J| 

4-r, [1—cos(®2—®2)4-cos(02 — ©) —cos(0—©,)1I
4- sin (0, — ®2) sin (0—0,) Jl 

4-r2 [1 — cos(®2 —0)4-cos (0—0,) —cos(®, —©2)~11
4- sin (02 — 0) sin (0, —02)J

Es ist aber, wie inan mittelst einiger leichten goniometrischen Ver
wandlungen findet,
1—cos(®—®j)4-cos(0,—®2)—cos(02—®)4-sin(0—®,)sin(®2—0) 

= 4 sin (®2 — ®)2 sin $ (0 — ®,)2, 
l-cosf®, -02)4-cos(02-0)-cos(0-01)4-sin(®1 -OJsioi®-®,) 

= 4 sin (0 — 0,)2 sin ý (0, — ®2)2, 
l-cos(02-0)4-cos(0-®,)-cos(®1 -®2)4-sin(02-0)sin (0,-©2) 

= 4 sin i (0, — ®2)2 sin J (®2 — ®)2;
und folglich

12. 0 = r2r,3 sin  (0 — 0,)  
4-r, 3r22 sin ’ (0, — ®2)  
4-»‘22r2 sin i (®2 — ®)4

* *
*

. r sin -J- (0 — ®,)2 sin (02 — 0)2j 
— 2rr,r, J4- r, sin£ (0, —02)2 sin (0 — 0,)2( 

(4-r2 sin 2 (®2 — 0)2 sin |(®,—®2)2 J 
oder
13 0_ I sinjÇe, — e2) J * Jsin|(»2-0) j * | sini(e~ei) j *

o ( sin i (©, — ©2) ) 2 f sin i (6, — ö) ) ’ 
Z I Ï7r I I ~ \ž^i I
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a ( sin i (82 — O) 1 * ( sin 4(8— 8,) i 2

I l/r, J ( \/rt i

 I X/r-^ I í \/r I

Uchcrhaupt ist aber
a*  4- b*  4- c*  — 2a2b*  — il'c2 — 2c*a*  

=(a*~ł~b x—c2)2—4«2ó2=(a24-2aí4-A2—c2)(«2 —'2,ab-\-b't —c2) 
= |(®4-^):l—e3| |(« — ty* — c2}

= (w 4- b 4- e) (a — b — e) (« — b 4- c) (a+b — e), 
und wenn also

a*  4- b*  4- c*  — 2«202 — 242r2 — 2c2®2 = 0 
ist, so muss nothwendig mindestens eine der Grössen 

a b -\- c, a — b — c, a — b 4- c, a b — c 
verscbwiuden. Wenden wir dies auf die Gleichung 13. an, so er- 
giebt sieb, dass immer miudestcus eine der vier Grössen

Sin 4 (8, — 8a) sin 4 (®2 — ®) , sin 4 (8 — 8,)
Vr * V/r2 ’

sin 4 (Qi — 82) sin 4 (G2 — 6)  sin 4 (Q — 8,) 
l/r l/r, l/r2 ’

sin 4 (8, — O2) sin 4 (62 — Q) , sin 4 (8 — 8,)
\/r Vr\ l/r2 ’

sin 4 (Qi — 8,) . sin 4 (Q2 — 8) sin 4 (8 — 8,)
Í77 " H V^\

verschwindet.
Wenn keine der Grössen

sin 4 (© — 8,), sin ’ (8, — 82), sin 4 (6, — O)

verschwindet, so kann immer nur eine der vier obigen Grössen 
verschwinden. Denn nähme man an, dass zwei derselben ver
schwänden , so würde sich durch deren Addition oder Subtractiou 
immer leicht ergeben, dass auch eine der Grössen sin 4 (©— ®i)> 
sin 4 (®i — ®2), s,n 4 (®2 — ®) verschwinden müsste. Wir 
wolleu jetzt den Scheitel der Parabel durch S, ihren Brenn
punkt durch F, die Endpunkte der drei V'ectoren r, r,, r2 re
spective durch A, At, A2 bezeichnen, so dass also r = FA, 
rt = FAIX r2 FA% ist, und wollen annehmen, dass diese drei 
V’ectoren auf einer und derselben Seite der Axe der Parabel liegen, 
und ihrer Grösse nach aufsteigend von dem kleinsten bis zum 
grössten in der Ordnung r, r,, r2 oder FA, FAt, FA2 auf ein
ander folgen. Setzen wir nun, was offenbar verstattet ist, ®=:SFA, 
0, = SFAX, 02 = SFA,, wo jeder dieser Winkel kleiner als 
180° ist, so ist 02 —0, = AXFÀ2, 02 — 0 = AFA2, 0, —0 
= AFAX, und nach dem vorher Bewiesenen muss also jederzeit 
eine der vier folgenden Gleichungen richtig sein:

sin 4 AXFA2 , sin 4 AFA2 sin4-^-R4, „
~ \/FA y/FA, VFÄT —
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sin XAFAX t n

,\/FA X/FA, 1 1//-Ą — W’
sin 4 sin x AFAX sin^AFA, n

\/FA Ï/FA, X/FAx —
sin iy/,/273 , .sinl>/AW2 , sin^^fKi, n

\/fa *~~\7fÏi h x/fax ~0
oder

sin i AFAX sin 2 A,FAX sin i AFA, 
\/FA, \/FÄ 1 l/KÍ2 ’

sin 1 AFAX sin A,FAX sin2 AFA,
X/FA~ — \/FA 4~ y/FA^-'

sin-i AFA2   sin i A,FAX sin AFA,
\/FA~ — \/FA '' x/fa3 '
sin AFAt sin | A,FAX sin i AFA, 
~~\/'FAl \/FA X/FA7~'

Welche dieser vier Gleichungen nun uher richtig ist, kann auf fol
gende Art entschieden werden.

Weil die Wiukel AFy^, A^FA^ AFAt sämmtlich kleiner 
als 180°, also die Winkel -J- AFAX, -J AiFA2, x AFA, sämmtlich 
kleiner als 90°, folglich die Grössen siu -J ^iŹL«2, sin -*  -^iFA,, 
sin -x AFA, sämmtlich positiv sind, so ist die dritte der vier obigen 
Gleichungen offenbar unslatthaft.

Weil ferner AFAX >AFA,, also auch 1 AFA2^- ?XAFA,, 
und jeder dieser beiden Winkel kleiner als 90“ ist, so ist auch 
sin -J- AFAX > sin J AFA,, und folglich, weil FA, ■< FAX , also 
auch \/FA, ■< \/FAx ist, auch

sin J AFAX sin Ą AFA,
\/FA, X/FAx ’

woraus sich unmittelbar ergiebt, dass auch die zweite der vier obi
gen Gleichungen nicht Statt finden kann, wobei man immer zu be
achten hat, dass

sin L^4ZLí„ sinJ-A,FA2, sin £ AFA,,
lauter positive Grössen sind.

Daher bleibt jetzt bloss noch zu entscheiden, welche von deu 
beiden Gleichungen

sin|.4.ř>f2  sin 2- A,FAX _^_sinl AFA, 
X/FA~ \7f2 — X/FAx

die richtige ist, worüber man aut folgende Art ins Klare kom
men kann.

Man lasse, F A und FA, als constant betrachtend, FAX von 
FA, an stetig wachsen, so werden sich auch die Grössen

sin-J^/W2 siní A,FA2 sin,///^, 
X/FA~ ’ X/FÄ ’

stetig verändern. Sollte es nun einen endlichen völlig bestimmten 
Werth des veränderlichen Radius Vector FAX, den wir von jetzt 
an durch (FAX) bezeichnen wollen, von solcher Beschaffenheit ge
ben können dass für demselben unendlich nahe kommende Wertbe 
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sin \AaFA"

sin \AFA'3 sin 3AFA”3
\/fa\ \7faT~

sin \AaFA'3 sin \AXFA' 3 t ,sin \AFAX sin ^AFAX.
— \/FA \/FA — ' \/FA~3 \/FA"3 '•

Lässt mmi nun FA’3 und FA'\ sich dem Radius Vcctor (FA2) 
nähern, so nähern die Differenzen

des veränderlichen Radius Vector auf beiden Seiten dieses endlichen 
völlig bestimmten Wertbes (FA3), die wir durch FA'3 und FA"3 
bezeichnen wollen, mit Beziehung der obern und untern Zeicheu 
auf einander

sin nAFA'3__  sin i.AlFA'3 , sin 3AFAt
\/FAt \/FA — \/FA\ ’

sin ^AFA"3  sin iAtFA"3  sin ^AFAt 
~\7faT~ \/fä iz/cr,

wäre; so wäre

sin \AFA'3 sin iAFA“2 sin ^AtFA'3 sin ^A^A'^ 
\/FA~ V FAt ’ ' \/FÄ \7FA

sich offenbar der Null als ihrer Gränzc bis zu jedem beliebigen 
Grade. Also nähert sich nach dem Obigen offenbar auch die Summe

sin \AFAi sin ^AFAX 
\/FA3' 1 \/FÄ^~

der Null uls ihrer Gränzc bis zu jedem beliebigen Grade. Die 
Grösse, welcher sich diese Summe als ihrer Gränzc bis zu jedem 
beliebigen Grade nähert, ist aber offenbar

2sin i,AFAt
\/(FA3) ’

und es müsste also unter den gemachten Voraussetzungen offenbar
2sin jAFAi . 1 1 n
l/(Ki2) — °» d- '• \7(FA3) — 0 oder (FAJ — 0

sein, welches ungereimt ist, da (FA3) eine endliche völlig be
stimmte Grösse sein soll. Also kann offenbar nie für gewisse 
VVerthc von FA3

sin ^AFA3  sin $AaFA3 sin iAFAt 
\sfa\ \7fa \/FA3 ’

für andere Wcrthc von FA3
sin ^AFA3  sin 2AXFA3 sin \AFAt

X/FAt \FA \ŽFA3

sein, sondern es muss immer entweder die erste oder die zweite 
Gleichung Statt finden. Für FA3-=FAi ergiebt sich aber aus 
der zweiten dieser beiden Gleichungen, da in diesem Falle A2FA3 
= 0 ist, die offenbar ungereimte Gleichung

sin $AFAt  sin ^AFA, 
X/FAt ~ \7FAl '

Daher ist die zweite Gleichung in dem iin Rede stehenden Falle 
unstatthaft, und gilt folglich nach dem Vorhergehenden überhaupt 
nicht. Also ist unter den gemachten Voraussetzungen immer
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sin \AFAa  sin ^AtFAa sin ^AFAt

\^FAt \/FA H VFAa ‘

Weiterer Untersuchungen über diesen Gegenstand uns für jetzt 
enthaltend, wollen wir nun sogleich zu deu folgenden Betrachtun
gen über die Ellipse fortschreiten.

Bei der Ellipse hat man, wenn a die halbe grosse Axe, e die 

Exceutricität bezeichnet, Z = gesetzt wird, 0 der von dem Ra
dius Vector r mit einer von dem entsprechenden Brennpunkte aus 
gezogenen geraden Linie eingeschlossene, von 0 bis 360° gezählte 
Winkel, und tu der mit derselben Linie von der von dem in Rede 
stellenden Brennpunkte nach dem nächsten Scheitel der grossen 
Axe gezogenen Linie eingeschlossene, auf dieselbe Weise wie & 
genommene Winkel ist, bekanntlich die Gleichung

1._______<z(l — Z2)__
r 1-ł-Z cos (0— iu)’ 

oder
15. «(1—Zf’) = r (l-t-Ä cos (0 — w)|.

Für vier Vectoren r, rl, ra, r3 und die entsprechenden Winkel 
0, 0,, 02, 0, hat inan daher die vier Gleichungen

!
«z(l—Z2)=:r J1 -f- k cos (0 —w)|,
<z(l—Zf2) = r,|l 4-Zf cos (0t—w)|,
<z(l — Zf2) = r2{1 -f- k cos (02 — w)|,
«(1 — Zf2) = r, j 1 4- k cos (02 — w) | ;

aus denen durch Elimination von rz(l — Z-2) sich
r |14-Zf cos (ö —w)|

=r, (1 -1- k cos (0, — w)|
=r2|l 4-Zf cos (02 —<i>)j
=r, 11 4- k cos (0, — <i»)|

und folglich
r — r, = — k{r cos (0 — in)— r, cos (0,—<o)|, 
r—ra = — k[r cos (0 — w) — r2 cos (02 — w)|, 
r — r, =— k[r cos (0 — co)— r, cos (0,—w)|;

also durch Division
r — rx  r cos (0 — co) —r, cos (0, —<o)
r — ra r cos (0 — w) — r2 cos (02 — ui)’
r — r,  r cos (0 — <o) — r, cos (0, —tu)
r — rt r cos (0 — tu) — r, cos (0, — <o)

oder
r — r,  r cos 0 — r, cos 0,-t-(r sin 0 — rt sin 0,) tang <n 
r — ra r cos 0 — ra cos 02 -j- (r sin O — r2 sin O2) tang <o’
r — r,  r cos 0 — rt cos 0, -t-(r sin 0 — r, sin 0,) tang ta 
r—r, r cos 0—r, cos 02-ł-(r sin 0 — r, sin 0,) tang ta 

ergiebt. Hieraus folgt aber ferner
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__ r(r2—r,) cos 8-ł-r,(r—r3) cos 8,-f-ra(rl—r) cos 8a 

ttDS W— r(r3—sjn sjn öl-|_r2(r1—r) sin 8a
r(r3—r,) cos 8-f-r,(r—r,) cos 8,-f-r3(r,—r) cos 8, 

tang to r(r*—sjn g_|_r^r—s;n Sj-ł-r.ir,—r) sin 8,

wornus sich nun die Gleichung
r(r3—r,) cos 8-t-r^r — r3) cos 8,-wa(r,—r) cos 8a
r(r3—rt) sin 8-j-r1(r— r2) sin 8, 4-r2(r,—r) sin 8a

. ' r(r3 —r,) cos 8 + r,(a—r,i cos 8,-|-r3(r, —r) cos 8,
»■(*•»—»"i) sin 8-f-r,(r— r3) sin —r) sin 83

ergiebt, die man leicht auf die Form
> 18. 0= r rt(r3—r2) sin (e —8,)

4-r r3(r1—r3) sin (8 —8a) 
4-r r,(ra— r,) sin (8 — e3) 
-ł~rifx(r3 —r ) sin (e, — 8a) 
+ r,r3(r — ra) sin (8,—8,) 
-i-r2r4r-i —r ) sin (8a — 8S)

bringt. Diese Gleichung lässt sich aber auch unter der Gestalt

19. 0= r r,r2{sin (8 —e,)-f-sin (q,— 8a)H-sin(62—8 )|
— r r1r3|sin(8 —8,)-ł-sin(e,— e3)-f-sin(e3—6 )| 
-ł-r r2r3|sin(e — 8a)+sin (8a— 8,)+sin (83—8 )|
— '•.r-.r,, |sin (©,— 8a) + sin (&a—8,)-l-sin (e.— 8,)|, 

oder unter der Gestalt

20. 0= r r3r3 sin 4(8 —8,) sin 4(e,—8a) sin 4(8a— 8 )
— r r3rt sin 4(8 —8,) sin 4(8,—8,) sin 4(8a— 6 )
4-r rar, sin 4(8 —8a) sin 4(ea— 8a) sin 4(8S —8 )
—ririrs sin 5(8,— 8a) sin 4(8a — 83) sin 4(8,— 83),

oder auch unter der Gestalt
0__ sin 4(0. — 82) sin j(8a — 83) sin j(83 —8,) 

r
sin 4(8 — 8a) sin sin

rt
sin 4(8 — 8,) sin 4(8, — 83) sin |(83 — 8) 

r3
sin 4(8— 8,) sin 4(®i — 8a) sin 4(Qa — —

darstellen. Die Gleichung 18. knnn man auch nuf die Form

22. 0= (- — —) sin (8 —8.)
r2 T 3

+ sin (8 - e.)
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-+-(^ — jr) s‘n (» — ®.) 

+ (“? — sin (** —®») 

4-(^ — y) s,u (e,—es) 

+ (y — sin (ea—©,)

*) Grösstenteils ausgezogen aus Cambridge Senate-Houso Pro
blems. 1837. 1840 von dem Herausgeber.

bringen.
Aehnliclie Betrachtungen würden sich auch über die Hyperbel 

anstellen lassen, wobei wir aber hier nicht länger verweilen wol
len, da dieselben nach dem Vorhergehenden keine Schwierigkeit 
haben.

XLIII.
Uebungsaufgaben für Schüler *).

1. Man soll zeigen, dass die Quadratwurzel aus der Grösse
in der Form l/ce-ł-t//? ausgezogen werden kann, wenn

4 4
a2 — b ein vollkommenes Quadrat ist, und in der Form \/a 4-ł/ft 
wenn 1 — y ein vollkommenes Qnadrat ist.

2. Wenn die Grössen a, b, e nicht alle drei unter einander 
gleich siud, so ist immer (a-ł-b-Ą-e)’^>-27a6c<Z9(a-i~6 3 -f-c’).*

3. Man soll den Bruch
8a:’ — 10a:2 -f- 7a: — 2
6a:1 — 11a:2 -f-Sa: — 2

auf seiuen einfachsten Ausdruck bringen.
4. Wenn zwei Kreisc sich in A und B schneiden, durch 

den Punkt A die beiden Durchmesser AD und AD', und die bei
den Sehnen .z/Cund AC, von denen eine jede denjenigen der beiden 
Kreise berührt, von dem sie keine Sehne ist, dieser beiden Kreise ge
zogen sind, ferner die Linie AEE' dcnWinkel DAD 'bnlbirt und die 
beiden Kreise in E und E' schneidet; so ist die gemeinschaftliche 
Tangente der beiden Kreise die mittlere Proportionale zwischen 
den beiden Sehnen DE und D’E‘, und die gemeinschaftliche Sehne 
AB der beiden Kreise ist die mittlere Proportionale zwischen den 
beiden Sehnen BC und BC.

5. Wenn p die Länge des von dem Mittelpunkte eines mit 
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dem Radius r beschriebenen Kreises auf eine Seile eines in den
selben beschriebenen regulären Fünfecks gefällten Perpendikels, 
und q die halbe Seite eines in denselben Kreis beschriebenen regu
lären Zehnecks ist, so ist immer r3=2(/>’—ç3).

6. Wenn von einem Punkte C in der einen .AB von drei 
sich in den Punkten A, B, C schneidenden Geraden in beliebiger 
Anzahl gerade Linien gezogen werden, welche die Linien AC, BC 
schneiden, z. B. in den Punkten B', A', so liegen die Durchschnitts
punkte eines jeden Paars der von B, A nach den Durchschnitts
punkten B', A' gezogenen geraden Linien BB’, AA' in einer 
durch den Punkt C gehenden Geraden.

7. Wenn drei sich in A, B, C schneidende gerade Linien AB, 
BC, CA von einer dritten geraden Linie respective in C, A’, B' 
geschnitten werden, so ist iminer (bekanntlich) AB'. BC' , CA' 
=.A'B . B’C . CA, und das Product der Fiächenräuine der drei 
Dreiecke A'BC, B'CA', CAB' ist jederzeit

(Aff • B’C . CA' . sin A' sin B“ sin C')a
8 sin A sin B sin C

8. Wenn a, ß, y die Entfernungen des Durchschnittspunkts 
der die Winkel eines ebenen Dreiecks ABC halbirenden geraden 
Linien von den Spitzen A, B, C des Dreiecks sind, so ist immer

«2(— — -r) + ß\— — -) + r( ! — -) = o.
' c b’ 1 v« c7 ' 1b a’

9. Wenn man die drei Winkel eines sphärischen Dreiecks
ABC durch Bogen grösster Kreise halbirt, und «, ß, y die zwi
schen deren gemeinschaftlichem Durchschnittspunkte und den Spitzen 
A, B, C des Dreiecks liegenden Bogen sind, so ist jederzeit

cos a sin (ó— e)-f-cos ß sin (e— «)-fr-cos y sin (a — ó) = 0.
10. Wenn drei Durchmesser einer mit dem Halbmesser r be

schriebenen Kugel sich unter den Winkeln a, ß,.y schneiden und 
<7 = ^(a-t-j?4~y) gesetzt wird, so ist der körperliche Inhalt des 
von den die Kugel in den Endpunkten der drei Durchmesser be
rührenden Ebenen eingeschlossenen Parallelepipedons

___________ 'w3____________
sin c sin (<r — «) sin (er — ß) sin (a — y)

11. Wenn ein mit dem Halbmesser r beschriebener Kreis eine 
Parabel, deren Parameter p ist, in vier Punkten schneidet, so ist 
das Product der Entfernungen der vier Durchschnittspunkte von 
der Axe der Parabel, = y 2(«a— r2), wo a die Entfernung des 
Scheitels der Parabel von dem Mittelpunkte des Kreises bezeichnet.

*

12. Wenn PT, Q.T zwei an die Punkte P, Q einer Parabel, 
deren Brennpunkt F ist, gezogene Tangenten sind, so ist immer 
FP . FQ= FT2, und wenn FP, FQ einen gegebenen Winkel 
a einschliessen, so ist der geometrische Ort des Punktes T eine 
Hyperbel, welche näher zu bestimmen ist.

13. Wenn q, q, die Krümmungshalbmesser in den Endpunkten 
zweier conjugirten Diameter einer Ellipse sind, so ist die Summe 
ßl-I-ßjl eine constante Grösse.
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14. Die grösste Projection eines Cubus ist ein reguläres Sechs

eck, dessen Seite sich zu der Seite einer Seitenfläche des Cubus 
wie 1/2 : \/3 verhält.

(Diese Aufgaben, unter denen sich übrigeus einiges Bekannte 
findet, werden fortgesetzt.)

XL1V.
Miscellen.

In Dinglcrs polytechnischem Journal. Band LXXIV. 
Heft 3. S. 194. hat Herr Doctor Mohr in Coblcnz folgendes 
Verfahren, Barometer ohne Auskochen luftleer zu machen, ange
geben.

„Das Verfahren setzt nur den Gebrauch einer Luftpumpe voraus. 
Man wird hieraus schon leicht errathen können, dass durch Weg
nahme des atmosphärischen Drucks dieselbe Erscheinung hervorge- 
hraebt wird, als wenn mau durch Hinzubringung von Wärme den 
Quecksilberdämpfen eine dein atmosphärischen Drucke gleiche Span
nung crtlicilt, und in der That beruht hierin das neue Verfahren.

Auf den Teller der Luftpumpe setzt man vermittelst eines gut 
geschliffenen Trichters den auf Taf. IV. Fig. 3. abgebildeten sehr 
einfachen Apparat, den man in kurzer Zeit aus Glasröhren und 
Korkstöpseln zusammensetzen kann. Der Trichter a in Taf. IV. 
Fig. 3. ist mit einer guten Kautscliuckröhre an die Bleirölire b be
festigt, diese mit einem Korkc in die etwa 14 Linien weite und 
5 bis 6 Zoll lange Glasröhre, welche von irgend einem Stative ge
tragen wird, und letztere mittelst eines Korks an die kleine Röhre 
d, an welche nun mit Kautscbuckröhren die auszukochenden Baro
meter befestigt werden.

Nehmen wir an, man habe zu einem Gefässbarometer eine ganz 
gerade Röhre mit Quecksilber zu füllen. Zuerst macht man die 
Röhre vollkommen trocken, indem man sie erwärmt und mit dem 
Vacuum in Verbindung setzt; man wiederholt diese Operation eini
gemal, welches sehr rasch geht. Nun giesst man das Quecksilber, 
welches ebenfalls in einer Porzellaiischale erwärmt wurde, durch 
einen unten sehr engen Papiertrichter in die Röhre, befestigt diese 
an den Apparat und pumpt die Luft aus. Die Barometerröhre liegt 
sehr flach auf dem Tische. Beim Entziehen der Luft schwellen 
alle im Quecksilber gebliebeuen Luftblasen stark an und die mei
sten gehen von selbst nach Oben, ohne dass man etwas Weiteres 
zu thun nötliig hätte. Man stellt nun, wenn keine Luftblasen mehr 
nnfsteigen, ein möglichst vollkommenes Vacuum dar, und fängt an 
die Barometerrölirc leise schüttelnd zu bewegen, gerade wie man 
bei dem Auskochen auf Feuer zu thun pflegt. Die beiden Kaut- 
schuckröhren erlauben eine schon heftige Erschütterung, ohne dass 
der Apparat dadurch aus einander käme. Man bemerkt in der Ba
rometerröhre ein hartes Prellen und Kliken des Quecksilbers ge
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gen das Glas, ebenfalls wie beim Auskochen, und grosse Luftbla
sen erscheinen an allen Stellen, wo die kleinsten Luftbläscben 
sitzen geblieben 'sind.

Durch schüttelnde Bewegung wird momentan der schwache 
Druck des Quecksilbers in der geneigten Röhre aufgehoben, die 
Luftblasen vergrössern sich, und in diesem Augenblick steigen sie, 
weil sie ein grösseres Volumen einnehmen, aufwärts. Durch wie
derholtes Schütteln bringt man so die kleinsten Luftbläschen zum 
Aufwärtssteigen. Man kann auch das Aufwärtssteigen der Blasen 
beschleunigen, wenn man die Röhre über den Rand des Tisches 
etwas hinabhält, wodurch sie steiler zu liegen kommt. Einzelne 
sehr kleine Bläschen, welche allein nicht Steigkraft genug besitzen, 
weiter zu rücken, vereinigt man zu einer grossem Blase, indem 
man die Röhre aufrichtet. Das Quecksilber ergiesst sich in die 
weite Röhre c, und in der Bnroiueterrolire entsteht ein Vaeuum, 
welches nun alle jene Luftbläschcu aufnimmt. Biegt man nun die 
Röhre wieder vorsichtig hinab, so bringt man durch dieselbe Mani
pulation auch diese in der Spitze gesammelte Luftblase heraus. Es 
ist eine bekannte Erfahrung, dass frisch ausgekochte Barometer 
von Nenem ein Luftbläsclien zeigen, wenn man sie durch Auf
richten bat spielen lassen. Alle einzelnen noch so kleinen Luft
spuren sammeln sich alsdann im leeren Raume und werden beim 
Wiederanlaufenlassen sichtbar. Die allcrschärfste Probe eines luft
leeren Barometers ist immer das sichtbar bleibende Luftbläsclien 
beim Vollaufen der Röhre. Beim Auskocben kann man diese Probe 
erst nach dein Erkalten machen, bei unserm Apparate in jedem 
Augenblicke wiederholen. Ein 10 Linien weites Barometer war 
innerhalb 10 Minuten so vollkommen luftleer, dass es ein kaum 
sichtbares Luftbläsclien zeigte. Besondere Schwierigkeiten machen 
Röhren, die durch Anschmelzen einer engern Röhre eine Verdün
nung des Kalibers haben. Die kleinen Luftbläschen gehen nur 
durch heftiges Schütteln der sehr steilen Röhre über jene Einschnü
rung hinweg. Schmutz an der innern Seite der Röhre hält eben
falls leicht Luftbläschen zurück.

Heberbarometer und gewöhnliche Barometer befestigt man eben
falls mit einer Kautschuckröhre aut die Taf. IV. Fig. 3. angedeu
tete Art an den Apparat. Man füllt die Röhre nur bis an ihre Bie
gung und lässt alles übrige Quecksilber auslaufen; die fernere Be
handlung wie oben.” Auf diese Art hat Dr. Mohr nach seiner An
gabe mehrere Barometer auf ihren Scalen luftleer gemacht, und 
fügt hinzu, dass dieses Verfahren sogar das sicherste sei, weil die 
Röhre mehr gegen mechanische Verletzung geschützt ist.

„Es ist übrigens auch gut, die Barometer erst halb mit Queck
silber zu füllen und alsdann luftleer zu machen, weil man bei dem 
geringeren Drucke des Quecksilbers desto stärker erschüttern kann, 
nm gerade die äusserste Spitze des Barometers, auf die es doch 
besonders ankommt, luftleer zu machen. Man füllt zuletzt die ganze 
Röhre voll und wiederholt die Operation mit dem nachgcfullten 
Theile. Es geschieht auch wohl zuweilen, besonders in nicht sehr 
glatten Röhren, dass eine Luftblase beim Aufsteigen in mehrere 
kleinere zerfällt, welche schwierig aufsteigen. Man muss alsdann 
durch wiederholtes Tummeln und Entleeren dieselben herauszu
schaffen suchen.*

Jeder, wer die Unannehmlichkeiten des gewöhnlichen für Un- 
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geübte immer schwierigen Auskochens der Barometer aus eigner 
Erfahrung kennt, wird mit uns die Ueberzeugung theilen, dass die 
obige Methode des Herrn Dr. Mohr verdient, weiter geprüft zu 
werden. Bewährt sie sich, so werden Liebhaber im Stande sein, 
sich mittelst derselben auf wohlfeile Weise gute, zu wissenschaft
lichem Gebauche taugliche Barometer zu verschaffen und sich bei 
einiger Uebung selbst zu verfertigen, in welcher Beziehung wir 
vorzüglich die Lehrer an Gymnasien und andern Schulen auf die
selbe aufmerksam machen und zu ihrer Prüfung au ff ordern möch
ten. Gute Barometer sind jetzt so kostspielige Instrumente, dass 
eine wohlfeilere Herstellung derselben für die physikalischen Appa
rate der Schulen jedenfalls sehr zu wünschen ist. Dann werden 
sich auch die so nützlichen Barometer-Beobachtungen gewiss noch 
mehr vervielfältigen als es jetzt der Fall ist.

Maupertuis lag einmal gähnend in seinem Lehnstuhle ausge
streckt und sagte: „Ich wünschte jetzt ein schönes Problem zu lö
sen , was nicht schwer wäre.“ Diese Aeusserung mahlt ihn ganz. 
(Aus Chainforts Werken).

Mehrere Züge, welche Maupertuis’s ungemeine Eitelkeit und 
Sucht Aufsehen zu erregen bekunden, findet man in Bossut’s 
Geschichte der Mathematik. Theil II. S. 337 der deutschen 
Uebcrsetzung. Er war bekanntlich einer der Mathematiker, welche 
im Jalire 1736 auf Veranlassung der französischen Akademie der 
Wissenschaften nach Lappland geschickt wurden, um dort die 
Grösse eines Meridiangrades der Erde zu messen. Als die Commis
sion aus Lappland zurückgckebrt war, hatte Maupertuis nichts 
Angelegentlicheres zu thun, als überall, in der Akademie, im Publi
kum, in der grossen Welt, worin er viel lebte, das Resultat einer 
Operation zu verkündigen, von welcher cr sich gewissermassen al
len Ruhm zueignete, an welcher er indess als Mitarbeiter nur einen 
sehr geringen Antbeil hatte. Er liess sich sogar in lappländischer 
Kleidung und auf die Erdkugel sich lehnend, gleichsam als wollte 
er ihr die sphäroidische Gestalt geben, abmahlen, und Vol taire, da
mals sein Freund, setzte unter den Kupferstich die vier folgenden 
schlechten Verse:

Ce globe mal connu, qu’il a su mesurer, 
Devient un monument où sa gloire se fonde: 
Son sort est de fixer la figure du monde, 
De lui plaire et de l’éclairer.

Von dem am 23. Juli 1836 verstorbenen berühmten Cometen- 
entdecker Jean Felix Adolphe Gambart, Director der Stern
warte zu Marseille, geboren zu Cette im Mai 1800 erzählt Ponté- 
coulant in seinem kürzlich erschienenen Traité élémentaire de 
Physique céleste ou Précis d’Astronomie théorique et 
pratique. Paris. 1840. p. XXVIII. folgenden Zug: Je ne puis 
me défendre de citer ici une anecdote bien propre à faire juger, je 
crois, de la pénétration de Gambart, et de l'expérience qu’il 
avait acquise par son étude continuelle du mouvement des astres. 
Je me trouvais avec lui à l’Obscrvatoire, en 1835, lorsqu’on y re
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çut la première nouvelle de l’apparition de la comète de Halley, 
et les observations envoyées de Rome par M. Dumouchel. A 
peine Gambart y eut-il jeté à la bâte un coup d’oeil rapide, qu’il 
me dit: „Pour quel jour avez-vous annoncé le retour de la comète 
au péribélie? — Pour le 13. Novembre (je n’avais point alors fait 
à la masse de Jupiter la correction qui m’a conduit à reculer cette 
époque jusqu’au la. Novembre). — Et M. Ddmoiseau? continue 
Gambart. — Il annonce son passage pour le 4. — C’est vous 
?ui avez raison, s’écrie-t-il, la comète sera au péribélie du la au
7. — Elle y passa le 16, comme on sait; ainsi un simple regard 

jeté sur le mouvement, pendant quelques jours, de cet astre en 
ascension droite et en déclinaison, avait suffi à l’habile observateur 
pour deviner toutes les circonstances de sa marche. — Eine Bio
graphie Gambarts findet manin der Bibliothèque universelle 
de Genève. Nouvelle Série. T. IV. p. 345.

XLV.
Correspondent

Auszug aus einein Schreiben des Herrn Majors und 
Ritter Dr. G. W. Müller zu Hannover an den 

Herausgeber.

Hannover, 18. Mai 1841.

Durch Ihre gütigen Zeilen bin ich veranlasst worden mir das 
erschienene erste Heft des Archivs kommen zu lassen, dessen In
halt bereits viel Interesse gewährt. Zu der schönen Abhandlung 
Nr. XIV. von Ihnen selbst darf ich mir die Bemerkung erlauben, 
dass eine vollständige Auflösung des Pothenot’schen Problems von 
mir, als Beispiel der Anwendung der Lehre vom Zuge im 3ten Hefte 
XV. Bandes des Crelic’sclien Journals gegeben worden ist. Der 
Gang der Auflösung ist folgender:

Damit die Aufgabe eine bestimmte bleibe, darf weder der Um
kreis der drei bekannten Punkte A, ß, C, noch eine von den drei 
geraden Linien Aß, AC, ßC durch den Messungs-Standpunkt D 
führen. Von den drei Umkreisen, die demnach durch 1) und zwei 
von den drei bekannten Punkten führen, wähle ich nun einen, z. B. 
den Umkreis ABI), und bestimme durch die allgemeine Eigenschaft 
der Peripherie-Winkel aus den in B gemessenen Winkeln und aus 
den rechtwinkligen Uoordinaten der Punkte A, B zuerst die Coor- 
dinaten des Punktes E, in welchem die gerade Linie I)C den Um
kreis äusser in D noch trifft, und darauf mit Zuziehung der Coor- 
dinaten des Punkts C die des Punkts D. Es ergeben sich dabei 
die letzteren durch Vermittelung der relativen Polar-Coordinaten 
des Punkts D, sowohl von A, B als E aus.
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Zur Vergleichung beider Auflösungen mit einander füge ich 

folgende Uebersiclit meines Rechnungsgungs an. Es mögen die 
rechtwinkligen Coordinaten der Punkte durch die nebengesetzten 
Buchstaben A(a, b), B{a, b'), C(a", 6"), ^(21, 33), -B(x, y), fer
ner die durch Messung in I) bekannt werdenden Winkel At)B 
durch «, AÍ)C durch ß, BŮCiwAy= — a-^-ß bezeichnet sein, 
so erhält man vorbereitend die relativeu Polar-Coordinaten (©, r) 

 des Punkts B vom Anfangspunkte A aus durch tang & = —.—-, 
4' — b d — a
sin © cos © *

Setzt man nun 1) ©-(-/ = ©', 2) r = so sind (©', r') 
die relativen Polar-Coordinaten des Punkts JE vom Anfangspunkte A 
aus und es ist 3) ty. = a-ł~r' cos©', 4) S3.= 6-fr-r' sin ©. Setzt 
man ferner

1
- W — SB A , / „ sin (u — ©')5. = tang iß desgleichen io. r .----------------= r

„ .  1 „ sin (i/z — ©') 
6. 11) — ß= I* i 9- r . ------ :---------= f

t ‘ i sin a J
„ , l,„ sin (w—®) «7. il) — v = «Z 110. r .------ ;---------r • y sin a J

so sind respective (r/>, r), (», _/"), (zZ, /*)  die relativen Polar-Coor
dinaten des Punkts I) von den Anfangspunkten Ey A und B aus. 
Man hat dann

U = Sl-ł-r . cos ip
J jy= S3 -f- r . sin tp

12.
x-=a-\-f. cos » 
y= b -\-f. sin »
x = a' -J- f cos «Z 
y b' -f- f sin »Z

Für die Vergleichnng selbst bemerke ich, dass a und ß in beiden 
Auflösungen dasselbe bedeuten, und dass das Resultat Nr. 12. von 
dem Ihrigen Nr. 14. nur darin sich unterscheidet, dass für die rela
tiven Polar Coordinaten zur gegenseitigen Lagen-Bestimmung der 
Punkte JJ und A bei mir der bekannte Punkt A bei Ihnen der 
unbekannte Punkt D als der relative Anfangspunkt betrachtet wird. 
Man hat also f= — Ç und taug zz = tang y>.

Nur bemerke ich noch, dass die Lehre vom Zuge voraussetzt, 
dass der Radius-Vector-Zug eben sowohl negativ als positiv aus
fallen kann, und dass die übliche Ausschliessung negativer Wcrthe 
zwar in einzelnen Fällen nützlich ist, allein mit der wahrhaft all
gemeinen Auflassung im Widerspruche steht. So wird z. B. der 
Winkel <f, der bei Ihnen in Nr. 11. durch seine Tangente gegeben 
wird, stets als ein spitzer Winkel genommen werden dürfen, 
nämlich als ein positiver oder als ein negativer spitzer Winkel, je- 
nnchdcm die Zahl, welche Nr. 11. für tang giebt, eine positive 
oder eine negative Zahl ist. Es ergiebt sich dann durch Nr. 13. 
von selbst, ob p eine positive oder eine negative Zahl ist.
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Untersuchungen über die geometrische Bedeu
tung der constanten Coefficienten in den all

gemeinen Gleichungen der Flächen des 
zweiten und dritten Grades*).

Von

Herrn L. Mossbrugger,
Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau.

1. Leber die geometrische Bedeutung der Constanten 
in der allgemeinen Gleichung der Flachen des zweiten 

Grades.

1.
Der allgemeinen Gleichung

sa 4- By' 4- Cx- 4- ^A'xy 4- 2 B’xx 4- 4- IA"*  -ł-Wy
4-2C".r4-7> = 0....I) 

der Flächen des zweiten Grades können wir noch folgende zwei 
Formen geben:

4- 2sä I B'x 4- C’y 4- A”\ 4- By1 4- Cx- 4- ZA'xy 4- 2/?"y
+ 2C"æ-4-2> = 0..2) 

„ i/T C B" \ z- C , 2/r 2 4"
y1 + & + 44 z + i; j + i; + H -v + jy Ar ]} s

/> = (!... 3)

In diesen Gleichungen berücksichtigen wir kein besonderes 
Coordinatenssystem. Setzen wir in die zweite derselben statt x 
und y irgend bestimmte, übrigens aber durchaus willkülirlichc Wcrthc 
x’, if, so erhalten wir die mit der Ordinatcnaclisc der z parallelen 
Ordinatcn derjenigen Punkte, in welchen die Fläche, welche wir 
durch eine der Gleichungen 1), 2) oder 3) ausgedriiekt haben, und 
die wir künftig, der Kürze wegen, die Fläche B nennen wollen, 
von der Linie x = x', y=ÿ geschnitten wird.

') Auszug aus einem bald erscheinenden Werke über analytische 
Geometrie des Raums vom Vf. dieses Aufsatzes.

Theil I. O->



338
Durch die so eben genannte Substitution wird also die Glei

chung 2) zu:
z- 4- 2s ÎZ?'â-'+ C'y' 4- A"\ 4- B'y" 4- Cr +%Bfij

4- Wx' 4- B = 0 .... 4)
Bezeichnen wir die Ordinaten der obenbenannten Durchscliuitts- 

punkte mit z’ und z„ so wissen wir aus der Theorie der Gleichun
gen, dass:

:s' 4- «, = — 2(Zř‘.z?' 4- Cy 4- A").......................5)
Wiederholen wir dieses Verfahren, indem wir in die Gleichung 2) 
für y die gleiche Ordinate y' wie oben, statt x alicr irgend einen 
anderen bestimmten übrigens aber willkührlichen Wcrtli .-r" ein füh
ren, und mit z" und z,, die Ordinaten der Durchschnittspunkle der 
Linie x = x", y =. y' mit der Fläche F bezeichnen; diese Or
dinaten werden zugleich die W'urzeln der durch jene Substitution 
aus 2) entstandenen Gleichung sein, wie dieses auch bei den Or
dinaten z' und z, in Beziehung auf die Gleichung 4) der Fall ist, 
und wir bekommen wie vorhin die Gleichung:

x" 4- - ^B'x" 4- C’y' -|4")................6)
Subtrahiren wir 5) von 6), so ist:
»"—4- z„ — z,=—2B1 (x"~ x')j also B'——% ........

Uin diesen Ausdruck von B' durch eine geometrische Construction 
zu bestimmen, schneiden wir Taf. IV. Fig. 1. die Fläche F in den 
Entfernungen OK' - x’, OK" —x" von der Ebene der yz durch 
zwei mit dieser parallele Ebenen Z'K’Y’, Z"Ji."Y", und alsdann 
noch in der Entfernung OB = von der Ebene der xz durch 
eine mit dieser parallele Ebene Z"71X'-, diese letztere wird die 
beiden ersteren Ebenen in zwei mit der Achse der z parallelen Li
nien PH', P'JJ" schneiden ; die Fläche F selbst aber wird von 
den beiden ersteren Ebenen in irgend zwei Linien zweiten Grades 
VMfVM’t und von der letzteren Ebene in einer
eben solchen Linie LM/MuFlWM' geschnitten, diese letzte Cnrve 
wird jede der beiden vorgenannten im Allgemeinen in zwei Punkten 
M,, M'-, M„, KJ", welche zugleich auf den Durclischnittslinieii 
P’JP, P’JP’ liegen werden, schneiden, und wir haben daher im 
Sinne der oben angenommenen Bezeichnung PM/Zizz,, PM'—z’, 
P"M„ = z„, P"M" = sf, also, wenn wir uns in der Ebene 
Z"'/iX' die Linien MtAt„ JU'A" parallel mit der Achse der x ge
zogen denken:

z" — z'= M"K", z„ — z, = M„N„, x" — x' = PP'-, 
mithin ist aus 7)

8)

Setzen wir hingegen in der Gleichung 2) zuerst x' und y, 
alsdann x' und ?/’ statt x und y, so finden wir wie vorhin:

z 4- z, = - 2(4- C'y1 4- A"}.................... 9)
z"' 4- z,„ = - 'í(B'x' 4- Cif 4- A")................10)

worin z'" und z,„ die Wurzeln der zufolge jener Substitution aus
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2) entstandenen Gleichung bezeichnen. Durch Subtraction dieser 
Gleichungen erhalten wir:
ä'"—z'+z,„ — x,= — 2C’(y"—tf), also C’ = — -—ii(y'^-'y') ''

Ohne dass eine besondere Zeichnung nötbig ist, können wir uns 
in den Entfernungen 011/=. OB!’-=.y" von der Ebene <’cr zes,
mit dieser zwei parallele die Fläche F schneidende Ebenen Z"/Č.V, 
Z'"Zi"X", und in der Entfernung OK.' = x von der Ebene der yz 
parallel mit ihr eine ebenfalls die Fläche F schneidende Ebene 
jfJK'Y' denken, und analog mit dem Vorhergehenden die mit der 
Achse der x parallelen Durclischnittslinien p'K, p"h", und die Durch- 
schnittspunkte dieser mit der Fläche F respective durch m’, mp, 
m", m„ bezeichnen, uud endlich wz'ze", mpi,, in der Ebene 
parallel mit der Ebene der yz bis zu ihren Durchschnitten n,t und 
»" mit f/'A" ziehen, alsdann haben wir wieder:

x'" — z' = m"n", z„, — x, = m„n„, y" — ?/ = p"p',
■ w nW+m,*,,  also C' =----------................. .................... 11)

Führen wir endlich in der Gleichung 3) nach einander x' und z', 
x?' und z statt x und y ein, wo x', z, x ' ebenfalls bestimmte aber 
willkührliche Werthe haben können, so entstehen zwei Gleichungen des 
zweiten Grades in Beziehung auf y\ bezeichnen wir die Wurzeln der
selben respective mit ÿ', y,\ y", yn\ so geben diese zugleich die Grö
ssen der mit der Achse der y parallelen Ordinaten der Durchschnitts
punkte ju-', y,\ p", p„ der Linien (x=x', x=x')> (x=x”, x=x') oder 
(rť//1), mit der Fläche F, und wir erhalten, wenu wir uns
p’v". PfV,, parallel mit der Achse der x gezogen denkeu, wie obeu:

= —2 + + T Î •• •• 12)
y" + yzz== — 2 J *’ + j............. 13)

i V—V'-i-V" — yt Æ > ■ u"v" u„v,, ,,,und —- : „------ 7,— =~ï» also auch -77 = — ———......... 14)2(.r — x ) Zf IS 2n n 1
Sobald nun B bestimmt ist, kann dieser Ausdruck einen bestimmten 
Werth von geben. Wie wir auch die Uülfscbeuen Z'Zl'}', 

(Taf IV. Fig. 1.), oder bei der Bestimmung von 
C (wo keine Figur beigefiigt ist) Z’A’ l'', Z"/L\', Z"'/i"A" u. s. w. 
parallel mit sich selbst verrücken mögen, die ersten Tlieile der 
Gleichungen 8), 11) und 14) behalten immer einen und denselben 
Werth, cs ist auch über die Lage der Coordinateiiachscn durchaus 
keine Bestimmung angenommen worden, mitbin können wir auch 
die Lage der vorgenannten schneidenden Ebenen immerhin beliebig 
anneliinen, nur muss die parallele Lage der beziehlicheii Ebenen 
beibehalten werden. Die in Rede stehende Eigenschaft bezieht sicii 
auch auf die besonderen Fälle, wenn die Fläche F in ein System 
zweier paralleler Ebenen degenerirt. Die Gleichungen 5), 9), 10), 
12), 13) bestehen auch dann noch, wenn die obengenannten schnei
denden Ebenen der Fläche F nicht mehr begegnen, denn, auch 
für den Fall imaginärer Wurzeln einer quadratischen Gleichung, 
bleibt die Summe derselben doch reell, bloss fällt in diesem Falle die 
geometrische Deutung hinweg.
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Wir können die in 8), 11) und 14) gefundenen Ausdrücke für 

die Cocflicienten //', ,, für besondere Fälle noch vereinfachen,1 f»
indem wir die bezieliliclien schneidenden Ebenen so bestimmen, dass

ylt = ÿr
wird. Wir brauchen zu diesem Ende in der Fläche F nur Union 
respective parallel mit der Achse der x und y zu ziehen, und durch 
die Durchschnitte derselben mit der Fläche F die parallelen Ebe
nen zu legen. Hierdurch fallen die Punkte M,, und A',,; m,, und 
n„-, /ii-,, und v„ zusammen, und wir haben statt der vorgenannten 
Gleichungen folgende:

— i-u
2/'" P"> n'n'.........

Wir bemerken noch, dass wir aus den Gleichungen 5) oder 9) er
halten :

= - [B’x? + C'y' + A”).

Der erste Tbeil dieser Gleichung bezeichnet die Ordinate der Mitte 
des von der Fläche interceptirten Stücks der geradenLinie (zr = .«•', 
y=.y’\, bezeichnen wir diese Ordinate mit z, und lassen die Ac
cente von zr', weg, so erhalten wir

z 4- Hx +C9+A>=* ........... 16)
Diese Gleichung erkennen wir, indem wir x, y und z als veränder
lich betrachten, als eine solche, welche diejenige Diametralebene 
der Fläche F ausdrückt, welche alle der Achse der z parallele 
Sehnen halbirt. Auf gleiche Weise erhalten wir ans 12) die 
Gleichung

oder, wenn wir ž—— = y setzen und die Accente weglassen,

By 4- Ax -+- C'z 4- C" = 0.... 17)
Diese Gleichung drückt aber diejenige Diametralebene aus, welche 
alle mit der Achse der y parallelen Sehnen halhirt.

§. 2.
Wenn wir in der allgemeinen Gleichung

z2 Uy2 4- Cx2 4- ^A'xy 4- ‘ZB’xx 4- 'i-C’yx 4- 2^i'z 4- ^B"y
+ Wx+D=^.........1)

der Flächen des zweiten Grades zuerst x und y, alsdann x und z, 
und zuletzt y und z gleich Nnll setzen, so erhalten wir die drei 
Gleichungen
z24-2^"z4-J9=0; Z?y2+2Z?"7/+/>=0; C.z-24-2C'.z-+/>=()...2)

Diese Gleichungen werden uns die Durchsclinittspunkte der 
Coordinatenachsen mit der Fläche F (welche wieder durch die 
Gleichung 1) ausgedrückt werden soll) gehen ; bezeichnen wir näm-
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lieb respective mit z', z’’-, y', y"-, x', x" die Wurzeln dieser Glei
chungen, eo ist bekannt, dass

z'z" = B-, y'y" = ^ ; =z^................3)

ist; bezeichnen wir den Anfang des Coordinatensysteins mit 0, die 
Durcbscbnittspunkte der Achsen der z, der ?/ und der üc mit der 
Fläche Ft respective durch /t, A'; Q, ft7; í\ F', so erhalten wir 
aus 3)

nn nn> n OR.OK ,, OK.OK ,,OR. OR = B, = B, =C..........4)

Führen wir den so eben gefundenen Werth des Coefficicutcn B 

in dem in §. 1. 14) gefundenen Werth von ein, so bekommen wir

, OK., OK y.
A ~ 2n"n .O0..OÍI.............................

Aus §. 1. 15) folgt auch, dass
,, iu"r” • OK ■ OK A —~2nn.0a.0d............................. C)

Da in der allgemeinen Gleichung 1) der Werth von B und C der 
gleiche bleibt, wie wir auch den Coordinatenanfang 0 mit Beibe
haltung der gleichen Achscnriclitung verlegen mögen, so bleibt der 
Quotient der l’roducte OR. OK und OO.Off. wie auch jener 
der l’roducte OR. OR und OP. OP' derselbe für alle beliebigen 
Punkte, durch die wir nach bestimmter Acbscnrichtung drei gerade 
Linien legen. Da aber auch der Quotient v für jede mit

sich selbst parallele Lage den Ebenen i'K'Ti', Z"Ä'"F" (Taf. IV. 
Fig. 1.) beständig bleibt, so bleiben cs auch unter der Bedingung 
der parallelen Achscnricbtung die in 5) und 6) gefundeneu Aus
drücke für den Coefficienten A'. Die Construction des Ausdrucks 
von B ist in dem Falle, dass die Achse der z der Fläche wirklich 
begegnet, immer möglich. In demjenigen Falle aber, wenn diese 
Achse der Fläche F nicht begegnet, giebt die Gleichung

ö=0

imaginäre Wurzeln, deren Product jedoch immer reell ist. Im 
ersten Falle, wenn nämlich die Achse der z der Fläche begegnet, 
ist B positiv, wenn die beiden Durchschnittspunkte R, R auf 
derselben Seite des Coordinatcn-Anfangs liegen, negativ hingegen 
im entgegengesetzten Falle. Für das Ellipsoid, das einthcilige Hy
perboloid und beide Paraboloide ist also B positiv oder negativ 
jcnacbdein der Coordinatenanfang ausserhalb oder innerhalb der 
Fläche genommen wird. Beim zwcitheiligcu Hyperboloid ist, wenn 
die Achse der z beide Fläclicntheile tri fit und der Coordinatenan- 
fang 0 innerhalb des einen liegt, D positiv; liegt der Punkt O 
aber zwischen beiden Flächentheilen, so ist B negativ; trifli 
die Achse der z nur einen Flächentlieil und liegt der Coordinaten
anfang ausserhalb desselben, so ist B positiv, liegt er aber iuner- 
lialh, so ist B negativ. Das Zeichen von B und C hängt davon 
ab, ob die l’roducte OR. OR' uud Off,. 0(/ der auf den Coordi- 
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iialcnachscn OZ, O Y abgescbnittcnen Stücke, ebenso die Protlucte 
OR. OK und OP. OP' der auf den Achsen der x und der x ab- 
geschnitteucn Stücke von gleichem oder ungleichem Zeichen sind.

Setzen wir iu der allgemeinen Gleichung 1) B= C=A, so 
wird OR. OK-=.00,. ÖQ!-=OP. OP'. In diesem speciellen 
Palle ist die Fläche F eine Kugel.

§. 3.
Zur Bestimmung der Coefficienten A". B”, C" bedienen wir 

uns wieder der Gleichungen 2) des vorigen Paragraphen. Aus der 
ersten

x2-|2,/"n/> = 0
ist, wenn s' uud x’’ die Wurzeln derselben bezeichnen,

 x' + x" = — 2A"; also A" = — Z-^— oder Æ== ——°R ■

Bezeichnen wir mit M die Mitte des Segments RR', so ist 
A"= — OM 1)

Aus deu beiden anderen Gleichungen 2) in §. 2 erhalten wir
B” y -ł-y" c" x-\-x" ...
B— C— 2 

Bezeichnen wir mit HP und M" die Mitten der Segmente QQ" 
und PP', so erhalten wir zufolge der Gleichungen 4) des vorigen 
Paragraphen :

„„  OM.OR.QR  QM .OR.OK
— 00-00..............................— OP.OP ' " ’

Wir können also in dem Falle, dass die Achsen der x, y und 
zr die Fläche F wirklich schneiden, die Werthe von A!', B" und 
C" leicht construiren. A" ist nämlich gleich dem mit entgegen
gesetzten Zcicheu genommenen Abstande der Mitte der auf der 
Achse der x von der Fläche abgeschnittenen Chordě. In demjeni
gen Falle aher, wo die Achsen uer Fläche nicht begegnen, müssen 
wir diese Coefficienten auf andere Weise bestimmen. Wir wollen 
diese Bestimmung zuerst hei dem Coefficienten A" vornehmen. Ge
brauchen wir hierzu die in §. 1. 16) gefundene Gleichung derjeni
gen Diametralebene, die alle der Achse der x parallele Chorden 
halbirt, nämlich die Gleichung:

x + B’x + C’y -1- A" = 0 4) 
in welcher A" die Ordinate des Durcbschnittspunkts dieser Ebene mit 
der Achse der x ist, jedoch mit entgegengesetztem Zeichen genom
men. Ziehen wir daher irgend drei mit der Achse der x parallele 
Sehnen, so bestimmt diejenige Ebene, welche durch die drei Halbi- 
rungspunkte dieser drei Sehnen geht, auf der Achse der x eine Ordi
nate, die gleich —A" ist. Die Coordinaten der Durchscbnittspunkte der 
Ebene 4) mit den beiden anderen Coordinatenachsen sind —-g: und

— ÏT’ Nehmen wir die Gleichungen
A'x + By-ł-C’x-ł-B" = O............5)
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Cr-ł- A'y-\- B'z 4- C" =. O........... 6)

der beiden anderen Diametralebcnen, welche respective die mit der 
Achse der y und der ,-r parallelen Sehnen lialbiren, so linden wir 
für die Coordinaten der Durchscbnittspunkte der Ebene 5) mit den 
Coordinatcnacbsen der z, y und zr:

B' B B

und für jene der Ebene 6) mit den gleichen Achsen:
C" C" C"

z- — B' — A' — C •

Bezeichnen wir mit C, B und A die Durchsclinittspunkte der 
Diametralcbcne 4) mit den Achsen der z. y und zr, ebenso mit C, 
B', A’ und C", B", A" die Durchscbnittspunkte der Ebenen 5) und 
6) mit jenen Achsen, so haben wir:

OC= — A", OB = — ^, OA = — ^ 

OC’=-Ç, OB'= — Ç-, OA' — — ^, 

oc"=—~, 011"=--, oi"——(- 
D zi C

— OC... 7)

r 0.1 .
Č = oř’ m,tl,,nAns diesen folgt aber: 

oe.oe-
U — ÜB ’ G —

OB
— OC" 
oe.oe-

OA

Wir haben also allen Cocfficienten ihre geometrische Bedeutung ge
geben; zur deutlichem Uebcrsicht wollen wir diese mit ihren zu
kommenden Werthen Lier in der gleichen Ordnung, wie sic gefun
den wurden, anschliessen:
B'=-^^^ (§.1.8) oder auch B'=-^p (§. 1. 15)| ...8)

(§ 1 n) odcr aucb r=-gÇ(§.1.15)|...9)

A =------- 27ť’n’OO.7)(t-------(§1U) "d®1- auch 7

(§. 1.15)! - io)

OR.OR , n OR.OR z. o .x 1Q.B = WW • - - C^2 4) -n); c— OP.OB^- -■ •*)  • •l2’

D=0R. OB! (§. 2. 4) . . . 13)
Wenn die Fläche F von den Achsen getrollen wird; so ist

A"=-0M&3. 1).. 14; 15);

OW .OR.OR ....C --- ---------OÖÄ^-^'i}- ib)
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«

VVcun die Fläche F von den Achsen nicht getroffen wird; so ist

A" = - OC(§. 3. 7).. 17; B" = - (§. 3. 7) . . 18);

r'=-^5^(§. 3. 7).. 19)

§• 4.
Wir wollen, bevor wir weitere Anwendungen von diesen Be

stimmungen machen, noch untersuchen, welche geometrische Deu
tung die übrigen Coeflicicnten zulassen, wenn einer oder mehrere 
in der allgemeinen Gleichung
x- -4- By- 4- Cx- 4- 'tA'xy 4- Was 4- 2C'y*  -+- 2,/"x 4- 2B'y

Wa>+D=Q..A) 
der Flächen des zweiten Grades Null werden.

Wir sehen aus §. 1. 8), §. 2. 4) und §. 3. 1), dass keiner der 
Cocfficicnten B, C-, B, C, I) und A" von den übrigen abhängig 
ist, mithin kann einer oder mehrere der übrigen Coeflicicnten A', 
B’\ C" zugleich Null werden, ohne dass die geometrische Bedeu
tung der erstem eine Aenderung erleidet. Wohl aber erkennen 
wir aus §. 1. 14) und §. 3. 1'), dass A' und B" von B, C" hin
gegen von C abhängig ist, und dass für Zř = O und C^O im 
Allgemeinen auch A, B', C" zu Null werden, in welchem Falle 
auch die Fläche F niemals ein Ellipsoid sein kann, welches schon 
daraus erhellet, dass die Gleichung By- 4-4- D = 0, wenn 
Zř = O ist, in 'lB'y-\- /> = () übergeht, welche nur eine einzige, 
aber eine reelle Wurzel hat, weshalb die Transversale ÖÖÖ” weder 
eine Tangente an die Fläche sein, noch dieselbe in zwei Punkten 
treffeu kann, was doch nothwendig Statt linden müsste, wenn die 
Fläche F ein Ellipsoid wäre und der Punkt 0 nicht auf der Ober
fläche desselben läge, welches wir aber bis jetzt noch vorausgesetzt 
haben. Ist aber auch Z# = 0, so folgt aus §. 3. 13), dass einer 
der Factoren OB oder OR gleich Null ist, dies kann aber nur 
dann Statt linden, wenn der Coordinatenanfang O auf der Fläche F 
selbst liegt, in welchem Falle aber alsdann sowohl einer der Factoren 
00 oder 0<Z, wie auch OP oder OP, zu NuQjtvcrden muss, da
durch alsdann B, C, A', B", C" unbestimmt werden. Diese Coef- 
ficiciiteil müssen in diesem Fall wie in §. 3. mittelst der Diametral
ebenen 4) 5) 6) bestimmt werden. Am gleichen Orte haben wir ge- 
.. 1 , OC.OC- .luuden, dass B =--------—, und dass uA = — -jr ist, woraus

A'= y ý wird. Wir bemerken ferner noch, dass, wenn B 
und C zugleich negativ sind, alsdann eines der Segmente OB oder 
OR in Beziehung auf das andere eine entgegengesetzte Richtung 
haben muss; dies kann aber bei dem Ellipsoid nur dann stattliuden, 
wenn der Punkt O innerhalb der Fläche liegt, in diesem Falle ha
ben aber auch die Segmente. OP, OP wie auch OQ uud OO ent
gegengesetzte Richtung, also sind die Producte OP. OP, 00. OOi, 
so wie das Product OB.OR negativ, folglich die Quotienten 
OR.OR OR.OR .. . , ...
O0 0O ’ OP ~ÖP I,oslt,v> woraus bervorgebt,. dass bei dem Ellip
soid die Coeflicienten B und C immer positiv sein müssen. Ganz
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auf gleiche Art können wir zeigen, dass, wenn z*  «las Vorzeichen 
-4- hat, die beiden Cocflicienten li und C beim zweitheiligen Hy
perboloid zugleich negativ sein müssen, heim einzeiligen Hyperbo
loid aber nur einer von beiden.

Ist ferner A' = 0, //" = (), C'^r-O, so folgt nach §. 2. 3) 
und §. 3. 1'), dass = y-^^ = 0, ^±—=0, also

0R = —0B, O0 = —O(l, OP=-OP ist; die Punkte 11 
und /T; Ö, <Z; P, lr liegen also nicht nur auf entgegengesetzten 
beiten des Punktes O, sondern auch gleich weit von demselben 
entfernt, auch erhellet, dass der Puukt O, weil kein besonderes 
Coordiiiatensvstein berücksichtigt wurde, der Mittelpunkt der Fläche 
sein muss. Wir erhalten auch nach der zu Ende von 3. gege
benen Tabelle D = —OR-, B =»^, Wir sehen

schon aus dem so eben Angegebenen, dass, wenn auf diesem Wege 
die Discussion der Flächen vorgenominen würde, dieselbe weit an
schaulichere Resultate als die bisher gefundenen liefern würde.

§■ 5.
Aus den am Ende von §. 3. angegebenen CoefÜcientenwerthen 

lassen sich viele merkwürdige Eigenschaften der Flächen des zwei
ten Grades deduciren.

Wir haben nämlich für jedes beliebige Coordinatcnsystem ge
funden, dass

„__ OK. OK ___ OK ■ OK
u — on.tur '—op.üp“

Verlegen wir den Coordinatenanfang O nach irgend einem an
dern beliebigen Punkt O, der Achse der z oder der Linie ORB, 
und ziehen durch O, mit den vorigen Achsen der x und y re
spective die parallelen 0,P,P;, 0,0,01, welche die Fläche F eben
falls in den reellen oder imaginären Punkten P,, P,'; Ot, 0, tref
fen, so folgt aus der Bemerkung, dass die Cocflicienten B und C 
durch eine parallele Verschiebung des Coordinatensystems durchaus 
keine Veränderung erleiden, dass ebenfalls

„ O.R.O.R 0.R.0.R
u — o,o,. o,op ' — o,p,.o.p;':

Setzen wir die Wcrtbc von B, wie auch die von C einander 
gleich, so erhalten wir:

OR.OR .o,o..o,o; or.or,.o,p,.o,p: .
OO-OO. Ü.R.O.R—OP.OP .O.R.OR—

Verlcgcu wir ferner den Coordinatenanfang in einen ganz beliebigen 
Ort O^ und nehmen ein ganz beliebiges Coordinatensystcin, dessen 
Achsen O^R,', O^Oi, O^P^ mit jenen des vorhergehenden Sy
stems durchaus in keiner Beziehung stehen, bezeichnen endlich mit 
B„ C, die Cocflicienten von y2 und in der allgemeinen Glei
chung der Fläche F (wo jedoch B, und C, ganz andere Werthc 
haben als B und C), so ist ebenfalls nach §. 3. 11). 12)

„ __  (k,R,.0.iR: __ OJi^OJi;
' ~ opi...o,o:’

Es bezeichnen R„ R, ; Ö,'; P^,PP die Durchschnittspunktc
der neuen Achsen O^R,', O„O^, OtP^ der 3, y und x mit der 
Fläche F. Verlegen wir jetzt den Coordinatenanfang nach irgend 
einem andern Punkt Ot der Achse O^R, der z, und ziehen OzOi,
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03P3 respective parallel mit den Achsen O3P'3 der y und
x des näclistvorbergchcndcn Coordinatensystems, so haben wir, weil 
bei dieser Coordinaten-Veränderung die Werthe von R t und C\ un
verändert hleibcn, wenn (ťtjfP33 P’3 die Durcbscbnittspunkte 
der neuen Achsen der y und zr mit der Fläche F bezeichnen, nach 
den gleichen Nummern:

O3R3 . 0,R\ O3R3 . 03Rx
"l~O303 O30:3, l~O3P3.O3P3'

Setzen wir diese Werthe von ß3 und C1 jenen vorhin gefun
denen gleich, so ist:

o3Rt. o3r\ . o3o3 . o3q:3 _ \
O.ą., . o.,0'7 . O3R3 . Ü3R\ — I
03Rt .O3P3 .O3P3 ,(.............2)o>.. 0>~ö3r::ö3r:\ =1 )

Setzen wir dieses Verfahren, wodurch wir die Gleichungen 1) 
und 2) erhalten haben, weiter fort, und bezeichnen die Durcb- 
sclinittspunktc der Fläche F mit den aufeinanderfolgenden Achsen 
der x, y und x respective mit

zr2, R37 R',,........... Rn, R’n;
Qti Q'a Qs> Q«j Q'«5........ Ö2n+l, ffz/i+li
P„ f'4, Pi3 P\, A, Pt,........... P^+U P'2n+V,

so erhalten wir:
O,RZ . 04Æ2 . . 0tR 3 . OSP3 . O3PS _ ! I 3v
0,«4 . . 03X2 . O3R'3 — ’ Ö,P4 - OtP\. OtR3 ■ O,RX I '
OJÍ, . OSR3 . Q7Q7.0,0'7 _ OJi3 . 03R'3.07P7 , O7P7 _ i -
0.«. • o.tt'. • 07r3 . u7r:3 —O.p.. t/.r.. o7r3 . o7r:3 I '

OinRn * 02nR n ■
OzuQln • OziiQ^n . Oin+lRn • Ü2n+\R'n = 1;

OinRn • (hnKn . 02n+\PinA-l ■ Oin+lP2/H-l 
(hnPln . 0î,,P2n . Ü2n+iRn . Oin+lR n

Aus der Multiplication der Gleichungen 1) 2) ... 5) erhalten wir: 
I OR . OR:. O3R7.03R’t . OtR3 . OJC,........... OmRn . OmlCn I 2___ \
I ütR.OlR .O3R3.O3R\.OiR3.OiR’3........(hn+iR.i.Oin+tR:» I J

op .op .OQ. oo: ■ o3p3 . o3p3 . o3o3. o.o:, - • L
O3P3.03P\. Ot03. Oldl. O3P3.03P3.0303 • Ö3o’3 • • /

• • • O2nP2si • OznP*2n . O2n0^ti • OinO.2^1 1
. • - Ö2ä+1P2?H-1 • O2n+i.P2n+l • 02n+10in+i . 02n+i0^2n+l )

Hätten wir die mit ungeraden Stellenzalilcn versehenen An
fangspunkte der Coordinaten auf den Linien OQl, 03ft33 
oder auch auf 0P7 O^P^, 07Pt  genommen, so würden 
wir ähnliche Gleichungen, wie die in 6) erhalten haben.

Sind die sämmtlicben Achsen der a> nemlicb 0R!7 O3R, 
03R\, so gezogen, dass sie die Fläche F berühren, so 
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haben wir 0R=. OK, ÜJl— 0,11', O^R, = 02Ä'„ u. s. w. 
und die Gleichung 6. geht in folgende über:

©

<a
Ä

<aw
Ss •

© 
KJ

+

© 
>s

s>
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Nehmen wir aber die Leiden andern Achsen jedesmal tangirend, 
so dass also O(£, 02^2X ; OP, OtPt, 02P2
die Fläche F berühren, so wird 0Ö = OQ7, OxQt t=Öx(^x, 
0^=0,#OP=OP, OlPl==O,P1, 02P2=02P2  
und wir erhalten aus 6) folgende Gleichung:

OR . OK .02Rx. 0,K, ,0tR3.0tR'2 ... Oh^Rt. . O^R'n __ 1
O,R. 0,R'. 03Ř, . 03R', . 0tR2.03K2 ... Ozn+xRn . Oin+iRn f „

OP.OQ. 02P2 ■ 0202.04P4 . OJl..........02nPn . O2„O>,< 1 *
OXP -OiO-O3P3.0303- O3P3 .Oi0li""O2,l+lP2>l+l-O2,l+102n-nl

Sind endlich in jedem Coordinatensystein alle drei Achsen tan
girend, so ist aus 6J 
Í OR . 02R2 . O.Rt......... OinRn j 2
IOXR . 03Rx.0,R2......... O2,,+iRn i

__ OP • 00 • 02P2 - 0202 « « . . . O2nP2n ■ OljiOln_____  
O3P . 0x0 • O3P3 . O303 ..........Oin+lPzn-t-l . Ozu-ł-lO&i-ł-l

Vervielfachen wir die Gleichungen der nendichen Nummern 
1, 2j . . . 5, jedoch so^ dass die rechts und die liuks besondere 
Producte bilden, so erhalten wir:
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Nehmen wir auch diesmal alle Achsen der a, y und æ tangirend 

an die Fläche F, so ergeben sich aus diesen Gleichungen folgende: 
__ OînRn __ OQ..O,Q.,OtQ........ 02,Æ,. ) 

Ö,Ä.Ö3ÄI.OSÄ3...... 02«+!«» — OO. O3O.J. .0t0t. „ Oto+iQto+ll
_ 0P.0,P,.0tP4.......OjnPjn (••• '

OiP.OtPl.OiPs.......Ołn-ł-lPun+l /

ce <2>

SS>

<2>
Q>|

S=:

©»
SS

»

»
w

I-:

<2> 
A

<a& «

<a 
!?

<2> <2> <2>|<2>
5b Sb Sb Isb

S*
Sb

š
Sb 
ê>
Sb

£
?
Sb

bJ a

F

Sb»

3 
± 
£

S> ss +
Sb

§ 
s 
* 
s 
A
S

a*

£ 
Sa +

£> st t

SÇ ss +

sw
Sb
sN 
9? 
ja 
»
ě>

s
M

•B
ê>

«0

«0

s
Sb

s
>?

A
S
Sb 

Š Š 
? 99

a
?

SI® ®l©Sb|5*  Sb|9s

W M 

Sb ä
s 
9?

Addiren wir endlich die Gleichungen 
Ordnung, so ist:

s
Sb » Sb

U aq —s ČD 
|Q> E. « « Ä> o

>3
2 s JS

Sb Sb 
s s 
\ "sçfe

1, 2,... 5 in der nemlichen

e>| e> e>| s 
‘bI'B œ a >1

s>
9? $
.U

o
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II. Bestimmung der geometrischen Bedeutung der Čócf- 

ficienten der Gleichung der Flächen des dritten
Grades.

§■ K
Da der Gang, den wir bei diesen Bestimmungen einschlagcn, 

öfters mit jenem des in 1. bearbeiteten Gegenstandes übereinstimmt, 
so werden wir uns in den betreffenden Fällen, um Wiederholungen 
zu vermeiden, auf denselben beziehen. Der allgemeinen Gleichung

s>34--ßy’4~ Cx3 -\-’&Ayx~A-'iDxx--\-'&Ey'ix-\-'&Fxyx I
4- 3Gx"i 4- ZKxy- 4- '\Lyx3 f 

4-3^'x34-3Z?'y/24_3C'.-r2 4-3/>'.-r?/4-3/s'.-rs4-3/’'?/^í 0 . . . 1)

4- 3y/"s + 3/?".7 -4- 3 C’y 4- D" )

der Flächen des dritten Grades gehen wir folgende zu unsenn 
Zwecke dienliche Formen:

x3 -t-3x2fAy-}-Bx-ł-A'l 4-3s |Æ'y24- Fxy-f-Gx2}
4- F’y 4- ExA-A" J /__  

4-By3 4- 3y2 jÄzr 4-^ | 4- 3y|Læ3 4- Ex 4-B"\ 1
4- Cx3 4- 3 C'.e 4- 3 C"x 4- E” )

Wir haben hiebei wie in I. kein besonderes Coordinaten - 
berücksichtiget.

Wenden wir das gleiche Verfahren wie in I. §. 1. an, Und be
zeichnen dię Wurzeln der aus 2) durch die auf einander folgenden 
Substitutionen von x', ÿ-, x", y\ x', statt x, y entstandenen 
Gleichungen respective mit s',, s'2, x', ; x",, s>"2, s", ; x'",, s'"2. s'"3; 
so erhalten wir nach der Theorie der Gleichungen des dritten 
Grades:
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x'3 -4— xf2 -f- x'3 — 3(^y*  -4- 4— -^) ........ 5)

z", 4- *"2 4- = - 3(^4- Dař 4- A’)................... 6)
4- *'"2 4- = - 3(^M 4- W 4- A’)...................... 7)

Aus diesen ist:

»»____  ____3 1 ------- 3 1 ~ł~ 3 2 -------X 2-t-X 3 Z 3
3(x” — x)

* ____  ____ 3 1 ------3l~ł~3 2 --------32~ł~3 3 -------33

3(y'-y) ...........

8)

9)

Bei der Construction dieser beiden Coeffîcienten-Werthe ver
fahren wir ganz gleich wie bei jener der Werthe von B', C in J. 
§. 1. Bezeichnen wir die Durchschnittspunkte der mit der Achse 
der s parallelen Linien = y=tf), f.-r=.z-", y = 
(x = x\ y = ý’}, die wir FL', P"Ł”, P'"L!” (Taf. IV. Fig. 2.) 
nennen wollen, und der durch die Gleichung 1) ausgedrückten 
Fläche Fx respective mit JU\, M'2, M', ; M"x, JM”™ ÀP'3; M"’33 
M'"2, M"'3\ und denken uns von M',, A/'2, M’3 die Linien 
M'XA" x, J^P3A'"3 parallel mit der Achse der x bis an die
Linie P”L", und M'XA”’X, M^A’",, J/'.A”", parallel mit der 
Achse der y bis an die Linie P"'U" gezogen, so erhalten wir, wie 
am oben nngegehenen Orte:

_ Ar”,A",-ł-nf'2Ar\-fr-Ar'łA'", 
U ~” •> ty ir ......

J/"', AT, -t- IWĄ"'. -ł- M'"3N'"3
wt 11)

Durch ein ähnliches Verfahren mit den Gleichungen 3) und 4) er
halten wir:

K mí'xtí'3 -+- «1'211'2 -ł~m"3n"3
B — App

E m"' vrí" ] -+-
B — W'p

E -|-«"2J'''2 -t-p"3v'3
c ~ 3ti n

G p"'l’'"'l -+-p"'z>’“\ -+-p"'3''"'3
c — 71

• 12)

.. 13)

14)

15)

In diesen Ausdrücken bedeuten mpx, »z"2,»z"8, zz", u. b. w. in 
Beziehung auf die Fläche .fj und die Linien [x = x'x z = z'); 
(a-= 3 = 3'); (■x = x’, x = z"); (?/ = y, z = z'); (?/ = ?/',
z^z'): (y = y', z = x")^ die wir respective mit p'l', p"C'x p"'l'” 
tt'/.', tt"'/."' bezeichnen wollen (diese Linien sind alle in der
Figur angezeigt, die Punkte m'X3 . . . p'x . .. p"'3, wie auch die 
Linie m'xn', u. s. w. sind weggelassen) das Gleiche, was M"x, M"2, 
JU"3, A", u. s. w. in Beziehung auf die Fläche JF\ und die Linien 
1VŁ<, P"L", P"L’" bedeuten.

Ganz auf gleiche Art wie in I. §. 1. 15. können wir für be
sondere Fälle die in 10, 11, ... . 15) gefundenen Werthe von D, 
A . . . . u. s. w. noch vereinfachen, so dass sie die Formen
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M"2N“2-t-M"3N"3 M"'2W"2 + M’"3N’"3.

U— ^p,.p. ; A— WB ’

K tri'2n"2 4-?«",n", . E  nt"2n"2 -ł- ni" 3vi" 3
B 3p"p' ’ R fyi"v' ’

L__ __ p'tv'z . G__ __
C — 3n'n ’ C — 3n"n

erhalten.

§.2.
Setzen wir zuerst in der Gleichung 2) x und y, alsdann in 

3) x und z; und endlich in 4) y und z, gleich Null, so erhalten 
wir folgende Gleichungen:

a’ 4- 3^'z2 4- Wx -\-D"’ = ü..............1)

, 3Z?' , 3R' B" 
y 4-^-y 4--^-y+^-=° 2)

3T' . 3C" Bf"
X2 4- -fr x* + -fr x + -f- = 0................3)Iz lz tz

Bezeichnen wir respective die Wurzeln dieser Gleichungen mit 
z,, x2> 2 a 5 Vi> y^s Vî'i æti x»'-> so *s*-  bekanntlich:

Bf" Bf"
5 y^y^y^ — ß 5 — f 5

oder wenn wir, wie früher, den Coordinaten-Anfang mit 0, die 
Durchschnittspunkte der Achsen der z, y und x mit der Fläche F 
heziehlich durch R, R’, R"; Q, Q’, Q!'\ P, P', P" bezeichnen, 
so ist:

7Ï" TÏ"
IF'z=— OR OR'. OR”- OQ.OQ.O (£'■, r=- OP. OP. OP"-,fy tz
woraus wir sogleich:
IV'—ORHR OK’ B C_OR OK OK-
U — UR. UR.UR , R— gg gg- 0g~. L— OP.OB. OP" ’ 

erhalten. Da wir hiebei kein besonderes Coordinaten-System zu 
berücksichtigen brauchen, so nehmen wir dasselbe so an, dass es 
mit jenem in §. 1. entweder das gleiche, oder doch mit ihm paral
lel ist; alsdann werden wir mittelst der Substitution der soeben 
gefundenen Werthe von R und C in den Gleichungen 12, 13,.. 16 
folgende Coordinaten-Wertlie erhalten:

„  {nť,n"2n"2 -+- m",n"3) . OR . OK. OK'
Ä— 3p p ■ 00 . Oft . Öd' ...........

—__  -f-ni"2n'"2 -j-ni"3n'"3) . OR , OK . OR'
— 3^-y. oo. oo' .00" ...........

r Wiv"i -ł-p"i-ł-f "3V"i) • OR . OR . OR’
3nrí . OP ■ OB . OB' ...........‘}

+p"'2r"'2 -t-p'"3»'"3). OR ■ OR . OR'
3rí"Tť .OP .OB . ÜB' ........... J

Die abgekürzten Werthe dieser Coordinaten sind aus §. 1. 16. 
ebenso zu bestimmen.
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§. 3.

Wir gelangen zur Bestimmung der Cocfilcicnten A’. B’, C in
dem wir bemerken, dass bei der gleichen Bezeichnung wie in §. 3. 
aus den Gleichungen 1, 2, 3 jenes Paragraphen folgt, dass;

z. R__  V__ «!+«,+*,

•) Der oben angegebene Werth von A hängt jedoch noch auf verschie
dene Art von dein Vorzeichen der Wurzeln z,, z2 und z3 ab, nemlich 
Æ kann in Beziehung auf diese Vorzeichen noch folgende Werthe ba
hen- — S* + _ *■ +gZ ~s3 ._ —z. +-;+^3

3 ’ 3 3 ’
si =Z 21 gl g2 “f"23 21 + --  Z, , ,------------3 >-------------- ß---------- >-------------- ß--------- , von welchen 

jedoch die drei letztem nur das Entgegengesetzte der drei erstem sind; 
für diese drei finden wir auf gleiche Art wie im Texte respective: 
A=-(OR--R~* RR\ A'=- (OR + —* ~ RR-),

.. / zi» RR-pRR\ , , . . , ,
Æ = — (— UK-\----------- J-------ßanz auf gleiche Art lassen sich auch
noch für jeden der Coefficienten R, C drei verschiedene Werthe 
finden.

Theü I. 23

1 —— 3 ’Zf— 3 ’ V — 3
ist, und wenn wir in diese Ausdrücke die Wertbe von as,, s>2, x 
y, und von B und C einführen, so erhalten wir alsdann:

(OR-ł-OR+OR') _ (OQ+OQ!-i-OQr)OR.OR.OR-\ 
A— 3 ’ — 3 Od. ütf. ÜV I

(OP + OP -I- OPytR . OR . OR'i I
C — ~ 3 UP .UP . UP- ’ )

Nun ist aber, wenn alle drei Wurzeln der Gleichung S 2 21 
. . UR\OR -1-0R- RRRR' , * 1

positiv sind, ------------jj----------- = --------- -------- , und wenn wir
R.K i RR'

RL=--------- -------gleich dem dritten Theile der Summe der Ab
stände der beiden letzten Durchschnittspunkte B! und R" vom er
sten R machen, so ist OB die Entfernung des auf die eben ange
gebene Weise bestimmten Punktes B vom Coordinatenanfange. Sind 
TU und Ä auf dm Achsen der y und a; in Beziehung auf die 
Punkte ft, ft' ft"; 7*  7', P" ebenso bestimmt wie B in Beziehung 
auf die Punkte R, R', R"-, so haben wir auch zufolge 1):

IV— O^ OR.OR.OR' Ob.OR.OR.OR'\
A— ,uyis — oą.óą.oa- ' op.op.ör—]2 3 *)

Aus den nemliclien Gleichungen §.2. 1. 2. 3. folgt aber auch 
noch, dass:

=iz2-i-=i=3 -t-z2z, R'__ ?/i?/2+ ?/>?/,+y2t/,
— 3 ’ li — 3 ’

C* X2 I 3X3Xj f J 
U 3

ist. Führen wir statt s,, x2, n. s. w., wie auch statt B und C ihre 
Werthe in diese Ausdrücke ein, so erhalten wir:
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OR.OR^OR.OR\-OR.OR

A 3 ,

(OR.OR+-OR.ORA-OR .OR)
B —-------------wk.0Q.0fF-------------OR- 0R • 0R

(OR.OR-t-OR.OR'-t-OR.OR)
"— WP.OR.OP' .OR.OR.OR

§•
Um geometrische Ausdrücke für die vier noch unbestimmten 

Coeflicienten F, E', JJ', F' zu erhalten, kehren wir zu der Glei
chung §. 1. 2. znrück, und setzen in jene nacheinander x', y ; 
.7?, y"-, x". y'\ x". y'\ bezeichnen alsdann die Wurzeln der resul- 
tirenden Gleichungen respective mit a'15 a'2, a'3; a",, a”2, a"3; 
a'",, a"’2, a'"3; air2, so haben wir zufolge der Eigen
schaften der cubischen Gleichungen:

+ x'1%’3 -+- z'33’3 = 3(Æy 2 4- Fx'y + Gx*
4- F'y 4- E'x 4- A”)............. 1)

a"i«"2 4- »"!«", 4- a"i«"3 = 3(Zy'2 4- Fx'y" 4- Gx"*
4- Fy" 4- Ex 4- A").............2)

x"'is'"2 4-a"',«'"3 4-, = 3(£y2 4-Fx"y 4- Gx'"1

4- F y 4- Ex" 4- A ").............3)
Äir1a'r2 4- *ir,Ä,r3 4- s,r2=řF3 = 3(Æy"2 4- Fxy" 4- Gx*

4- F'y' 4- Ex" 4- A")...........à)
Subtrahiren wir die erste von der zweiten, und dividiren den Rest 
durch y' — y, so ist
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Es sind aber nach unserer in §. 1. angenommenen Bezeichnung 

/»/,, MM’3Í M"„ ßJ"2, 71#".; J/'"2, M'"M,'\,
M,v2, 3 die Diirchsclinittspunkte der Fläche F und der mit der
Achse der x parallelen Linien PF, P‘F‘, P"F", PnFv, so 
dass also x, = Pih',, x 2 = PM2 u. s. w

Durch die Einführung dieser Linien in die letzte Gleichung 
wird:

i /" 'J/'1', .PirM,v 2—P" M", .P"M"2 - P'M", .PlWz+PW, .PM 2 1
) +p/>'J//rt j»v .y-Mi j/-'- p-M-1 ./>-■ j/"3 +pj/-1 ,PM'3 J

„ {+P'rMlv2.P‘vM'v3-P’M,"2.P“M,"3-P,M"2.P,nP3-}-PBr2.PM'3 J 
*— ÎFP.FP

Construiren wir, uin diesen Ausdruck kürzer darzustellen, 
zwischen M" , und P‘vMir„ P" Mund P'J/ P M", 
und P M 2, PMund PM’„ PlvMn\ und PlvM,r„ u. s w..........
PM' und PM'3 die mittleren Proportionalen A’,ł, 7’'1’.,, 7”"„,
Ä", 7’",, A", T2, S'v, Tir,. A’"', 7*",,  A’", T"3, A", T'j, A’”,T”',, 
S'"2 T" j, A"27”' j, S'2 T3; bilden alsdann aus A,F, 7’,r2 uud Ä', 7,'2 
ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse sn\s2 sein soll, 
ebenso bezeichnen wir:
die Hypotenuse d. rechtw.Dreiecks aus A'", T"'2 n.A’", P'2 mit«"',«",,

- - - - - S‘r, T,v,~ S', T3 - PJ,,
- - - -   A'", T" 3 - S" ,T" 3 - *'",*" s,

- S1V2T‘V3- H'2P3 - «">',,
- - - - s-2t-3 - S-2T-3 - «">"3.

Führen wir diese Hypotenusen in den obigen Werth von F 
ein, so erhalten wir:

(«»-, «'ł)ł-ł-(«ztr.«'ł)ł+(«'t'2«'3)s-|(«'"1«"ł)ł+(«"',«",):!+(«'"ł«"3)łL
‘i IP'gy IP" IP

Wir erkennen aber hierin, dass die Summe der drei ersten 
Quadrate der Diagonale «rF,«,F2 eines rechtwinkligen Parallelepi- 
peds s,r,s'ls'3sIV2, dessen Kanten «ir1«'2, sIV,s'3, sind, gleich 
ist, und ebenso ist die Summe der drei andern Quadrate dem Qua
drate der Diagonale «"',«'"2 eines andern rechtwinkligen Parallele- 
pipeds «"',«",«"3«"'2 gleich, dessen Kanten «"',«",, «'",«"3, s"'2s"3 
sind, und es wird daher der letzte Ausdruck zu:

(s»',«»2P-(«"',«"'2p («,F,«"',)Z
— 3P 'P . P"P OUCr P — AP P . P"1 

wo «,F1«'"1 die zw'eite Cathcte eines rechtwinkligen Dreiecks be
zeichnet, dessen Hypotenuse sIvlslv2, und dessen erste Cathete 
«"',«"2 ist. Mittelst dieses Werthes von F, und des in §. 2. 6) ge
fundenen Werths von F erhalten wir aus der Gleichung-5), wenn 
wir die oben angegebeneu Bezeichnungen und Hülfsconstructionen 
gebrauchen:
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OS—-
Auch in diesem Ausdrucke kann das erste Glied des zweiten 

Theils, wie in 8.. einfacher dargestellt werden. Subtrabiren wir 
2. von 4. und dividiren den Rest mit — .-r'J, so ist:

E'-)rG{x"+x)Ą-F^= 2 ■’ * *.,  3 3 2- 3-l
■ — x )

Substituiren wir hierin den vorhin gefundenen Werth von F, und 
den in §. 2. 8. angegebenen Werth von G, und gebrauchen die im 
Anfänge dieses Paragraphen angegebenen Bezeichnungen, so erhal
ten wir wie in 10.
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Um endlich den Coefficienten D zu bestimmen, setzen wir in 
der Gleichung §. 1. 3. nach einander x'3 z ; x", x statt x und s; 
so folgt wie oben, dass, wenn wir mit y ,, y 2, y , ; y\, y2, y" 3 
die Wurzeln der resultirenden Gleichungen bezeichnen:

ysjrt-y .y3+y2ya=31s-^bx ~b* l

.......................  „ „ ,iA „ F ... Z, F . D F'\av. 
y .y 2-H iy i+y 2y a=s-^bx *+~bx ^~bx i

Diese Gleichungen von einander subtrahirt, und den Rest mit 
3(x" — x') dividirt, geben:
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v . L . yi, ^-..-^y^-ł-y^y^+y"^—ly'.y'g+y'i.y'a-Fy'2y'31 
//■'■/A' 4-^4-^ = 3(a/'—a/) ’

Aus dieser Gleichung finden wir durch Einführung der Werthe von 
y ], y2, u. s. w., ferner von B, L und F, folgenden Werth von D':
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Da die Coefíicienten IÎ, C, A, D, E, E, G, K, E ihre Werthe 

unverändert beibehalten, wohin wir unch das Coordinatcnsystcin 
parallel mit sich selbst verrücken, so können wir ähnliche Eigen
schaften der Transversalen in Beziehung' auf die Flächen des dritten 
Grades herleitcn, wie wir es in I. §. 5. bei den Flächen des zweiten 
Grades gethan haben; da aber die Herleitung ganz die gleiche ist, 
wie a. a. 0., so brechen wir hier diese Untersuchungen ab, bis wir 
an einem andern Orte diesen Gegenstand ausführlicher behandeln.

XLVII.
lieber Bernoullisclie Zahlen und die Coef- 

ficienten der Sekantenreihen.
Von

Herrn O. Selilömilch
zu Weimar.

Die folgenden Entwickelungen beruhen auf zwei wichtigen be
stimmten Integralen, nämlich

y
*” cos  1
n -Za x .

z* “ n© x —x
Ke-^ sin x&d&=-~he (2)

e — 1 e — e
die sich im Zusammenhänge mit der Lehre von den bestimmten In
tegralen nebst einer Menge ähnlicher leicht entwickeln lassen, die 
man aber auch mittelst der beiden Formeln von Fourier

2 Z*»  ZwQC
y(zr) = f cos rfi)ih[ J y(@) cos x&dQ

y(zr) = ~ y 0 sin vfödri J </>(©) sin scGdQ

leicht verificiren kann, indem man im ersten Fall qi(©)=—----- --------
-ee - -t-e 2

"Ö
• ß I - 1

und im zweiten y(©) = ------setzt. Durch die erste Integration,
e — 1

welche man nach (1) und (2) ausführt, gelangt man zu einem Aus
drucke, der wieder ganz ähnlich aussieht und sich auf gleiche Weise 
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intcgriren lässt, so dass man zuletzt ein identisches Resultat be
kommt, wie diess der Fall sein muss, wenn die Integrale (1) und 
(2) richtig sein sollen.

iVlultipliciren wir (1) mit (2), so wird auf der rechten Seite
2 _ 1 _ ____L______ 1Z----------- i

ex-i-c—e~x) cosV/— la; SCC X~

Nun (riebt aber die Division —-—, wenn man fur cos x die be- n COS X’
kannte, nach Potenzen von x geordnete Reihe setzt, eine neue 
Reihe von der Form

B B
sec x = Bo -+- x*  -+- y~ 2.3 4 z4 + . . .

wo Zf„, B^, Bt, ... gewisse Zahlen sind, die eine interessante 
Analogie zu den Bernoullischen Zahlen Bt, B,, B ... besitzen, 
welche letztere bekanntlich in der Cosecantenreilie eine wichtige 
Rolle spielen.

Schreiben wir V— Ix für x, so wird
n

sec V7— Ix = Bo — x*  -+- 12/34 x' — .. .

also, wenn wir diese Reihe substituiren

2 ** cos x8d8
—ZZL = B°0 e2e4-e 2e 1.2

Den Nenner des Integrals wollen wir kurz mit JV bezeichnen, und 
cos x& in die bekannte Reihe entwickeln, wobei wir die Potenzen 
von x, welches in Bezug auf die Integration Constante ist, vor 
das Integrnlzeichen setzen können. Wir erhalten dann

„r r'rf© x*  r&t-Pd® x* r^^ds T 
L/o A I.2/0 A + 1.2.3.4./0 A •• J

__  n o , *g4 n
— 0 1.2 a-r-l.2.3.4 * .....

also durch Vergleichung beider Reihen
^r^-B 2r^~B
./ 0 A — Wo A —"»>••••

.0 • n fr'fP«d&oder allgemein Zf —ÿÿ— 
N wieder einsetzen,

= B2h, d. i., wenn wir den Werth von

Z*® --
•X « “ "TT“0 «2 4-e 2

Durch ein ähnliches Verfahren erhalten wir aus (2) ein bestimmtes 
Integral,-welches die (2n—l)te Bernoullische Zahl ausdrückt.

Multipliciren wir nämlich beide Seiten von (2) mit V— 1, so 
wird rechts

y + __ i_j.(ex + e—T^cosl^—lj_
’ ex—e~x 2\Z—i(ex — e—x) —sinV^— Ix

also
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2® — 1 i4- ----- r zr® / MfPlfà — . . . II... 3 ./ o ł

1/— 1 f ? sin xGilQ = — cot V— lar.
J o e”ô— 1 

6^4- 1
Setzen wir zur Abkürzung j = M und gehen vermöge der
Relation tang x = cot x — 2 cot 2x zur Tangente über, so ist

/
' QD ___

71/(2 sin 2/r6 — sin zr©)rZö = tang |Z— Izr.

Entwickeln wir nun tang V7— Lr in die bekannte Reihe, welche 
die Bernouilischcn Zahlen involvirt, und ebenso sin 2x&, sin zrfł 
in die nach Potenzen von zr0 fortschreitenden Reihen, so haben wir

.____  . 02 _ 1 Z* “3 04   1
lz — 1 j —ï— o MdB — 1^3 / o

22 o«__1
1.2.3 •Z‘S

04

2®__1 o«2 ~s — fí
1..5 ' 6

und vergleichen wir beide Reihen, Glied für Glied, so entstehen die 
Relationen

—QC 02 Z*° C 04 /"*  °°
/ Md^ = — B / M&'dG =~ . . . ., /

J 0 2 \/ 0 4 35 ’ J o
22«

oder, wenn wir für M seinen Werth schreiben,

Die Ausdrücke (3) nnd (4) sind zwar schon an sich bemerkens- 
wertli, in so fern sie jeden der interessanten Coefficienten B^n, 
B^n—i durch ein bestimmtes Integral, also in geschlossener Form 
darstellen ; interessanter aber ist folgende Entwickelung, durch welche 
man zu einer Relation zwischen -Bin und B^n—i selbst gelangt.

Wirsetzen in (1) V7— Izf für x, multipliciren beide Seiten mit 
2 sin zr, und haben so

y
»°° 2 sin x. cos —lxf)d& 2sin.r
0 Zïïï - ZÜ=Ï - tans *•  

e2 _[_ e 2 e 4- e
Zerlegen wir ferner das Produkt 2 siu x . cos \/— 1x0 in die 
Summe sin (1 4- V7— 10)x 4- sin (1 — |Z— lG>)zr, entwickeln 
dann beide Ausdrücke, links die beiden Sinus und rechts die Tan
gente, in Reihen, so sind deren (2m — l)te allgemeinen Glieder

(_ l)«+i a;2«-i Z»”(l 4- V<Z3ö)2«-i 4- (1 — V—
I.2..(2W-l)y0 _n0

eä 4-e 2
afin—i 22«(22" — 1) „

~ 1.2....(2w — 1) ‘ 2n
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oder, wenn wir den Nenner unter dem Integralzeichen wieder mit 
A’ bezeichnen

Entwickeln wir nun die Potenzen (1 ± 1/—1 0p«—i nach dem 
Binomialtheorem, wobei wir die Binomialcoefficienten mit (2m—1)„, 
(2n— 1),, .... bezeichnen, so ist unser Integral

9/*" ’! — (2w —1)2»2 4-(2m— 1), ±(2m—
~ ifo A

oder
’'’*‘ean-2d&
o Ä~•-= — (2m— 1). . 2/ —jfj— o 2V v '2 ./ o A

Aber jedes dieser Integrale lässt sich nach (3) ausführen; und wir 
erhalten mit Rücksicht auf (5)

(—2”+1 22«—1 (&n - 1) = (2m — 1)U/A, - (2m - \)J!Z

4- (2m—1)4Z?4 - .... ± (2m — l)2«-2#2«- 2 . (6)
eine sehr einfache Relation zwischen den auf einander folgenden Se- 
kantencoefficienten, einer Bernoullischcn Zahl und den Binomialcocf- 
licienten ihres Index.

Dieses Resultat lässt sich noch anders schreiben. 
Wenn inan nämlich die Sekantenreihe

2m
. B.,X2 . . BinXf^

scc æ li Q —f- q —ł” • • • "4~ J 

•1.2...2m

durch (2m — IJmalige Differenziation und für sc = 0
i£2«—Hangar 22«(22«—1) ,,

~dx^C~ = ------^ = °-

Führen wir diese Werthe in (6) ein, so ist
, <-> ,. <P"—Itanga: , ,-T------ jr—d^secx . 75------ — z/‘sec.T(-l)”-1-1-^-!6 =1 -(2«-1), 1)4-rfî«-

x = 0.

2m mal differenziirt, so ist
d-n sec x

dx^ —B^-h-...........

wobei die nachfolgenden Glieder noch sc enthalten. Also für zr=0 
d-n sec x „ „-^-=Zř2„; ^ = 0.

Ebenso erhält man aus der Tangenten reihe
O2ÍO2 _  1Ä 24i°’ _  1)

tang x = ’ B,x 4- ^3.3.4 B,x2 4- . • •
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XL VIII.
lieber Cauchy’s neueste Untersuchungen über 
die Entwickelung der gesonderten Functionen 
mit einer veränderlichen Grösse in nach den 
positiven ganzen Potenzen dieser veränderli

chen Grösse fortschreitende convergirende 
Reihen *).

Nach den Considérations nouvelles sur la théorie des 
suites et sur les lois de leur convergence von Cauchy 
in dessen Exercices d’Analyse et de Physique mathé
matique. 9e Livraison. Paris. 1840, frei bearbeitet 

und mit erläuternden Zusätzen vermehrt

VOD

dem Herausgeber.

§• 1.
Erklärung. Von der Grösse X 4- —1» wo X und Y

reelle unabhängige oder abhängige veränderliche Grössen bezeich
nen sollen, sagt man, dass sie einen endlichen völlig be
stimmten Werth habe, wenn die Grössen X'und Y beide end
liche völlig bestimmte Werthe haben.

Der Null unendlich nahe kommende Veränderungen 
der einen endlichen völlig bestimmten Werth habenden Grösse 
X + Y V7— 1, wo X und Y reelle unabhängige oder abhängige 
veränderliche Grössen bezeichnen sollen, heissen solche Verände
rungen dieser Grösse, welche der Null unendlich nahe kommenden 
Veränderungen der reellen Grössen X und Y entsprechen oder 
durch solche Veränderungen dieser Grössen herbeigeführt werden.

Eine Function /"(zf) einer beliebigen reellen oder imaginären 
Grösse zr heisst für einen gewissen endlichen völlig be
stimmten Werth, oder in der Nähe eines gewissen end
lichen völlig bestimmten Werths dieser veränderlichen 
Grösse stetig, wenn diesem endlichen völlig bestimmten Werthe 
der veränderlichen Grösse zr ein endlicher völlig bestimmter Werth

’) Unter gesonderten Functionen werden hier die sonst sogenannten 
functiones explicitae verstanden-, da diese Functionen wirklich von 
ihren veränderlichen Grössen gesondert sind, so scheint der hier ge
brauchte Ausdruck nicht unpassend zu sein. 
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der Function /"(zr) entspricht, und wenn durch der Null unendlich 
nahe kommende Veränderungen des in Rede stehenden endlichen 
völlig bestimmten Werths von x der Null unendlich nahe kommende 
Veränderungen des diesem endlichen völlig bestimmten Werthe von 
x entsprechenden Werths der Function f(x) herbeigeführt werden. 
Sind dagegen diese Bedingungen nicht vollständig erfüllt, so sagt 
man, dass für den in Rede stehenden endlichen völlig 
bestimmten Werth der veränderlichen Grösse x eine 
Unterbrechung der Stetigkeit Statt findet.

Wenn für keinen reellen Werth von x, welcher eine Mittel
grösse zwischen den beiden reellen Werthen a und b von x ist, 
eine Unterbrechung der Stetigkeit der Function f(x) Statt findet, 
so sagt man. dass diese Function zwischen den Gränzen a 
und b oder von a bis b stetig sei.

'Die Function f(-v) heisst ferner zwischen den reellen 
Werthen r und R des Modulus ihrer veränderlichen 
Grösse x als dessen Gränzen stetig, wenn für keinen Werth der 
veränderlichen Grösse x, dessen Modulus eine Mittelgrösse zwischen r 
und R*)  ist, eine Unterbrechung der Stetigkeit der Function f(x) 
Statt findet, oder, was dasselbe ist, wenn für jeden Werth oder in 
der Nähe jedes Werths der veränderlichen Grösse x, dessen Mo
dulus eine Mittelgrösse zwischen r und R ist, die Function f(x) 
stetig ist.

§• 2.
Lehrsatz. Wenn die Function y=.j\x} für einen be

stimmten reellen Werth ihrer unabhängigen veränderli
che n G rosse, welch crderEinfachbeitwegeudurchzrselbst 
bezeichnet werden mag, reell und stetig, und der ent
sprechende Werth./~(^c) des ersten Bi ffe re n tial q u o t ie n - 
ten dieser Function eine endliche völlig bestimmte re
elle, aber nicht verschwindende Grösse ist; so wird, in- 
demman die unabhängige verän d er I i ehe G r össe v on d c m 
bestimmten reellen Werthe x an sich reell und stetig 
verändern lässt:

1. wenn f'(x} positiv ist, die gegebene Function von 
dem Werthe f(x) an zu- oder abnehiuen, wenn die unab
hängige veränderliche Grösse von dem reellen Werthe 
x an respective zu- oder abnimmt; dagegen wird

2. wenn f\x} negativ ist, die gegebene Function von 
dein Werthe j\x} an zu- oder abnehmen, wenn die unab
hängige veränderliche Grösse von dem reellen Werthe 
x an respective ab- oder zunimmt.

Beweis. Die der beliebigen Acnderung dx von x entspre
chende Aenderung von f{x} sei dy. Nach dem allgemeinen Be- 
grifle des Differentialquotienlcn ist f\x) die Gränze, welcher 
sich bis zu jedem belicbigeu Grade nähert, wenn man sich dx bis

’) Ueber den allgemeinen Begriff einer Mittelgrösse zwischen zwei anderen 
Grössen s. m. die Abhandlung XL. §. 33. im dritten Hefte, so wie 
denn die in dieser Abhandlung bewiesenen Sätze, wie wir sehen wer
den,. überhaupt eine Hauptgrundlage der gegenwärtigen Untersuchungen 
über die Reiben bilden.
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zu jedem beliebigen Grade der Null nähern lässt. Für der Null 
unendlich nahe kommende Ax bat also — mit f'{x) offenbar einer
lei Vorzeichen. Ist folglich f\x) positiv, so ist, immer für der 
Null unendlich nahe kommende Ax, auch positiv, und Ax und 
Ay haben folglich gleiche Vorzeichen, d. h. die unabhängige ver
änderliche Grösse und die Function nehmen respective von den 
Worthen x nnd f(x) an gleichzeitig zu und ab, wie behauptet 
wurde. Ist dagegen f'(x) negativ, so ist für der Null unendlich 
nabe kommende Ax auch negativ, und Ax und Ay haben folg
lich entgegensetzte Vorzeichen, d. h. die Function nimmt von dem 
Werthe an ab oder zu, wenn die unabhängige veränderliche 
Grösse von dem Werthe x an respective zu- oder abnimmt, wel
ches der zweite Thcil der Behauptung war.

§.3.
Erster Zusatz. Wenn sowohl die Function _/(•?"), als 

auch ihr erster Differentialquotient f(&) zwischen den 
reellen Gränzen a und b reell und stetig ist, und letz
terer sein Zeichen niemals ändert, wenn man sich x von 
x = a bis x = b stetig verändern lässt; so wird die 
Function f(x) entweder stets wachsen oder stets ab
nehmen, wenn man sich x von x = a bis x = b stetig 
verändern lässt.

Wenn f’(x) in dem Intervalle ab niemals verschwindet, so folgt 
der Satz unmittelbar aus dem im vorigen Paragraphen bewiesenen 
Satze. Wenn aber f(x) ï. B. für den zwischen a und b liegenden 
Werth c von x verschwindet, so dass f(c) = 0 ist, so denke man 
sich das Intervall ab in die beiden Intervalle ac und cb getlieilt; 
dann wird f(x) nach dem vorhergehenden Paragraphen sowohl in 
dem Intervalle ac, als auch in dem Intervalle cb, und folglich auch 
in dem ganzen Intervalle ab entweder stets wachsen oder stets 
abnehmen, wobei man nur immer festzuhalten hat, dass nach der 
Voraussetzung die Function f(x) zwischen den Gränzen a und b 
reell nnd stetig ist. Dass man ganz auf ähnliche Art schliessen 
könnte, wenn für mehrere zwischen a und b liegende Werthe 
von x verschwände, fällt sogleich in die Augen.

§■ 4-
Zweiter Zusatz. Wenn sowohl die Functionen f(x), 

f{x), als auch die Functionen 3(zr), zwischen den
reellen Gränzen a und b reell und stetig siud, und f’(x) 
5(zr) ihre Zeichen niemals ändern, aber immer entgegen
gesetzte Vorzeichen haben, wenn man sich x von x =:a 
bis x •=. b stetig verändern lässt, so dass nämlich, wenn 
f\x) von x = a bis x = b stets positiv oder stets nega
tiv ist, 3'(zr) von x = a bis x = b respective stets nega
tiv oder stets positiv ist; so wird immer die eine der 
beiden Functionen /"(zr), 3(zr) von x = a bis x == b stets 
wachsen, die andere dagegen von x-=a bis x = b stets 
abnebtnen.

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge aus dem ersten Zu
satze und aus dem in §. 2. bewiesenen Satze.
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9 Wegen der Bezeichnung M(A, B) s. m. den Aufsatz XL. §. 33.

/(ó) - A%(b) - if(a) - ^S(«)|, /(/,) - - [/(«) -Äg(«)|,
oder
/('>) -/(«) - I S(Ä) - SM) i , /M) —/M) - B15(0) - 3M I,

nnd folglich natürlich auch die beiden Quotienten

d. i. die Grössen

/'M) — ^S'M)> /'M) — ^S'M)>
für jedes sc von sc = a bi» zr = b offenbar entgegengesetzte Vor
zeichen, und keine dieser Grössen ändert ihr Zeichen, wenn man 
sich sc von zr = a bis zr = b stetig verändern lässt. Diese beideu 
(■rossen sind aber die Differentialquoticnten der Functionen

/(zr) — J3(zr), /(zr) — B%(x\

Also wird nach dem vorigen Paragraphen jederzeit die eine dieser 
beiden Functionen stets wachsen, die andere dagegen stets ab- 
nehincn, wenn man sich zr von zr = a bis zr = b stetig verändern 
lässt. Daher haben offenbar die beiden Differenzen

/'M) 
S'U)

§• 5.
Lehrsatz. Wenn sowohl die Functionen /(zr), $(zr). 

als auch ihre ersten Differentialquoticnten zwischen 
den reellen Gränzcn a und b reell und stetig sind, und 
der Differentialquotient %’{sc) sein Zeichen nicht ändert, 
wenn inan sich zr von zr = a bis zr = b stetig verändern 
lässt; so ist der Bruch

f(b) -f(a)
S(/>) - §(«)

jederzeit eine Mittelgrösse zwischen dem kleinsten und 
grö'ssten Werthe A und B unter allen den Worthen, 
welche die Function

/'M)
S'M)

erhält, wenn inan sich zr von zr = « bis zr = A stetig ver
ändern lässt, oder es ist jederzeit

/(Ą) — /M) — ß\

Erster Beweis. Weil A und B der kleinste und grösste 
unter allen den Werthen sind, welche der Bruch

/'M)
SM)

erhält, wenn man sich zr von zr - - a bis zr - — b stetig verändern 
lässt, so haben die Grössen 
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/(4)-/(g)-^)S(4)-SWI f(i>) -f(a) - B j 8(4) - g(«) j

<1. i.
3(4) — §(«) ’ 3(4) — S(.«) ’

/(4) —f(a) _ j\/,) -fÇa)
3(4) - g(«) ’ g(4) - g(«) —

jederzeit entgegengesetzte, also die beiden Grössen
4 JW-fM fW-fta) H . 

5(4) - g(«) ’ 8(4) - g(«) — " 
jederzeit gleicbe Vorzeichen, woraus sich ergiebt, dass immer 

/(4)-.A0( 1/(4) -/(«)
1 8(4) -8(«) ( » 3(4) - S(«) I > ’

folglich nach XL. §. 36. jederzeit
/(4) -/(«)
8(4) — S(«)

eine Mittelgrösse zwischen A und B, oder

%(b) — <&a) k ’ >
ist, wie bewiesen werden sollte.

Zweiter Beweis. Man tbeile die Differenz 4—a in n gleiche 
Tbeile und setze

4— a r , r r-------= /v, also 4 = a 4~ nk\ z«--------’ ’ ’
so ist in der aus der Differenzenrecbnuug bekannten Bezeichnung 

/(*  4- k) — /(«) = Aj\a),
f(a + 24) —f(a 4- k) = Af(a + 4), 

/(« + 34) —/(" 4- 24) = Af{a 4- 2k),
u. s. w.

f(a 4- nk) — f{a 4-(» — DA) = Af(a -f-(n — l)k) 
und

3(« 4- k) — g(«) = zfg(«),
3(« 4- 24) — g(« 4- k) = A%(a 4- k), 

g(«z 4- 3ä) — g(<z 4- 2k) = A^(a 4- 2k), 
u. s. w.

g(a 4- nk) — 8(« 4-(« — 1)Æ) = A^{a 4~(ra — 1)ä).
Addirt inan nun auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen und setzt 
a 4- nk = 4, so erhält man die beideu Gleichungen
f(b)-f(a)i=Af(a)~\-Af(a~\-k}-\-Af{a^r2k)r\-...-^rAf{a+(n—\)k), 
8(^)—8M=^8(ß)4--^8(«4-^)4-z/3(«4-2£)4-..-4-^g(ft4-(»—1)Á);
und folglich

4f(«) , ^f(«4-4) Jf(a-f-2k) df[a+tn—1)4)
/(4)-/(«)__ k k k ~ł~---ł- k______
8(4)—S(«) ^S(«) , ^S(«4-4) J3(«4-24) zfg(ft4-(w—1)4)"

k ■*"  k k k



369
Die Gränzen, denen sich der Zähler und der Nenner des Bruchs 

auf der rechten Seite des Gleichheitszeiçhens nähern, wenn n in’s 
Unendliche wächst, k sich also der Null immer mehr und mehr und 
bis zu jedem beliebigen Grade nähert, sind offenbar die Summen 
aller der Werthe, wrelche die Differentialquotienten fx und §'(.«■) 
erhalten, wenn man sich x von x-=a bis x = b stetig verändern 
lässt. Da nun die vorstehende Gleichung für jedes positive ganze 
n gilt, so ist, wenn wir die in Rede stehenden Summen respective 
durch

3C=b

bezeichnen, offenbar auch

8W-8(«)

Weil aber nach der Voraussetzung die sämmtlichen einzelnen Theile, 
aus denen die Summe

besteht, gleiche Vorzeichen haben, so ist nach XL. §. 42.

3~=.a
x=b

S 8’(t)
x=a

jederzeit eine Mittelgrösse zwischen allen den Werthen, welche der 
Bruch

erhält, wenn man x sich von x = a bis x = b stetig verändern 
lässt, folglich auch eine Mittelgrösse zwischen dem kleinsten und 
grössten Werthe A und B unter allen diesen Werthen des obigen 
Bruchs, und man kann also

------ -=.M{A, B),
2 S'U)

x—a

folglich nach dem Obigen anch 
f(b) -f(a) 
3(A) — S(«) = M{A, B)

setzen, wie bewiesen werden sollte.

§. 6.
Nach dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Lehrsätze ist

/(/>)—f(g)
S(A) — S(«)

eine Mittelgrösse zwischen dem kleinsten und grössten unter den 
Werthen, welche

Tlieil I. 24
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su-)
erhält, wenn mau sich x von x^=f/ bis ,z- = ó stetig verändern 
lässt. Unter der Voraussetzung nun, dass

/fr)
8'U)

eine zwischen den Gränzen 3c-=.a und x-^b stetige Function 
ist, ergiebt sich aus dem Obigen unmittelbar und ganz unzweideu
tig, dass die Grösse

/W -fix')
SW — S(«)

jederzeit unter den Werthen, welche
Z(W
S'(^)

erhält, wenn man sich x von = w bis = £ stetig verändern 
lässt, vorkommen, oder dass jederzeit einer dieser werthe der 
Grösse

/W -/W
SW -S(«)

gleich sein muss, so dass also immer, wenn ft eine gewisse .Mittel
grösse zwischen a und b bezeichnet,

f(b) -f(a) _fW
SW — SW S'W

gesetzt werden kann. Setzen wir nun, was offenbar in allen Fäl
len verstattet ist,

fi = a -f- Q(b — «) ;
so ist, weil nach der Voraussetzung p eine Mittelgrösse zwischen 
a und b ist,

a -f- Q(b — a) = b),
und folglich nach XL. §. 38., wenn man nämlich von der 
Grösse auf der linken Seite, und von den beiden Grössen zwischen 
den Parenthesen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens die 
Grösse ti subtrahirt,

©(/, — «) = J/(0, b — er),
also nach XL. §. 37., wenn man nämlich die Grösse auf der 
linken Seite und jede der beiden Grössen zwischen den Parenthesen 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens durch b — a dividirt,

0 —;V(0, 1),
woraus sich also ergiebt, dass 0 immer eine Mittelgrösse zwischen 
0 und 1, d. h. eine positive die Einheit nicht übersteigende Grösse 
ist. Hieraus und aus dem Obigen ergiebt sich, dass immer

/(/>) — /«z) f \a 4- G(b — »))
SW-gW S («4- &(f' ~ «))’

wo 0 eine gewisse positive die Einheit nicht übersteigende Grosse 
bezeichnet, gesetzt werden kann, wenn man alle im Obigen ge
machte Voraussetzungen als' erfüllt anzunehmen berechtigt ist.
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Setzen wir jetzt g(zr) = zr, also $5'(zr)=:l, und nehmen an, 

dass die Functionen f(x) und zwischen den reellen Gränzen 
a und b reell und stetig sind, so sind, weil 5'(zr) a's r*,IC con
stante Grösse sein Zeichen nicht ändert, wenn man sich x von 
x = « bis x = b stetig verändern lässt, und

ist, offenbar alle im Obigen gemachte Voraussetzungen erfüllt, und 
es ist folglich, wenn 0 eine gewisse positive die Einheit nicht 
übersteigende Grösse bezeichnet,

=/’(«+©(*-«)),
oder

— /(«) = (^ — «)/'(« + 0{b — ®)), 
oder

/V') =/(") + (^ — «)/'(« + 0(b — «)).
Für b = x ist unter der Voraussetzung, dass die Functionen 

fix), f(x) zwischen den reellen Gränzen « und x reell und stetig 
sind,

f(x) =f(a) + (x — a)f(a 4- 0(x — «)).
Für <z = 0 ist unter der Voraussetzung, dass die Functionen 

f(x) und f(x) zwischen den reellen Gränzen 0 und x recll und 
stetig sind,

/(zzO=/(0) + zr/W)-
Setzen wir in der Gleichung

j\x) =f(a) 4- (x — a)f(a + 0(x — «))
für a nud x respective x und x-^-i, so erhalten wir, unter der 
Voraussetzung, dass die Functionen f(x) und/~(zr) zwischen den 
reellen Gränzen x und x-^i reell und stetig sind, die Gleichung 

/(zr 4- zj =f(x) 4- if\& 4- 0i)-
In allen diesen Gleichungen bezeichnet 0 eine gewisse positive 

die Einheit nicht übersteigende Grösse.

§■ 7.
Es sei jetzt

V =f\ + ^(zr) l/~l ] = 4- \/=ï,

wo, indem wir uns für x irgend einen bestimmten reellen Werth 
gesetzt denken, sowohl y(zr), ^(zr), als auch ®(zr), ‘P'(.-r) reelle 
Grössen sein sollen.

Weil nun
Ay _ J'Hzr) zT/'i-r) .
Ax Ax Ax *

ist, und offenbar

Ay _ 4f\'lW-+- V'(-t)I A\q{x) + y<(.z)11

24
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oder

z/y _ # | y (  ̂) 4- V— i ! í -<yU) J ^,z-(-t ) j/—j |
^x a lyí^-') 4- Vix) —1| ^■ť *

gesetzt werden kann, so ist nach dem Vorhergehenden

Af I y(.r)4-»/>(.r)V/— 11 i Aqjx) Aw(x)y/—j- ) __ Mtj./-----
A\'f(x)-+-ii>(a:'^/'—11 i Ax Ax Ax Ax

oder
z___  (/TT,

jy(.r) 4- >/>(x) V — 11 __ Ax Ax
A\if (x) 4- i/ix) — 1| 1/^7

Ax Ax
Lässt man nun Alx sich der Null nähern, so nähern

A<f{x) Atp(x) A<I>(x) AWix)
Ax ’ Ax Ax ’ Ax

sich bekanntlich respective den Gränzen
y>'(x), ip'(x) und ^(x), lP(x), 

und

|y<» 4- V(x) 11
z/|7(.t)4->X^)v/*̂I

nähert sich also nach dem Obigen der Gränze
4>(x) 4- ‘Ffx) V— 1 

<f\x 4- ty\x)1
Weil

z/| j>(zr) 4~ ty(x) \/— 1J = z/j>(zr) 4- z/ÿ»(zr) 1/— 1 

ist, so nähert sich

d\ff (zr) 4- ip(x) V/— 11
offenbar der Null, wenn a/x sich der Nnll nähert, und

<i/(.r)4-- W(x)\/— 1
y'U) 4- v/— 1

ist also die Gränze, welcher
I r/ix) _4- ^(x) V—1|

zf I/O) 4- 'p(x) 11
sich nähert, wenn

z/| y>(x) 4- ip(&) 1/— 1 ]
sich der Nnll nähert. Weil nnn nach den Grundbegriffen der Dif
ferentialrechnung letztere Gränze

f I %(•») 4- ty(x) l/— 11
ist, so erhalten wir die Gleichung
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</ (x-) 4- y» (æ)k — I
oder
(Víxi+WfxjX/—l=\g>(x)+if>(x)ï/7—1 }f‘l</>(x)-ł-ip(x)l-''7—11.

Wegen der Gleichung
y= *Z*(.-r)  + ?P'(/r)l/— 1

ist aber

g = flX(^)+V^)V<^T,

und die vorige Gleichung kann daher auch unter der folgenden 
Form geschrieben werden:

lu = I y1 l/'IvteO 4- • !•

§. 8.
Sind jetzt a und x beliebige reelle oder imaginäre Grössen, 

so kann nach XL. §. 52.
x— « = r(cos tu4-sin tu 1/ — 1), 

also
x ■=. u 4- r(cos w4-sin tu 1/ —1),

und folglich
f(x) =yj<r + r(cos cu4-sin tu V7 — 1)] 

gesetzt werden.
Sei nun

f(x) =_/■{« + r(cos tu 4“ sin tu |/ — 1)| ÿ>(r) + ty(r) — 15

so ist nach §. 6., wenn die Functionen <f>'(r) und ty(r), V,'(7*)  
zwischen den Gränzen 0 und r stetig sind,

f(x) = (fi(0) 4- ry/(0r) 4- |t/>(0) 4- /y(0,r)| V — 1 

oder
J\x) = y(0) 4- V>(0) V — 1 4- rjy>'(0r) 4- V — 11, 

wo 0 und 0, gewisse positive die Einheit nicht übersteigende 
Grössen sind. Nach dem Obigen ist aber

________x — a_____
cos tu 4- sin tuV7 — 1 

und
ZH=y(0) 4-^(0) l/~l;

also ist

=/W + (» - .) 0-(0r>4-»-<«.0^r.
cos w -+- sm w V -- 1
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Differentiiren wir die Gleichung
yI a 4- r(cos co 4- sin w V7— 1) | = g>(r) 4-

mittelst des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes in Bezug 
auf r als veränderliche Grösse, so erhalten wir
(cos a> 4- si n io « 4- r(cos w + sin tu V7— 1) ]

= 9'(r) + V7— Î.
und folglich

y (r) 4-(z)V7—1 y-jq, _|_r(cos (D-p-sin w |/—1)|, 
cos io -4- sin co v—1

aus welcher Gleichung erhellet, dass
yW) + ^,^VÇi = j

cos tu -4- sin to v —1

"Wo J eine für r = 0, d. i. für x=.a, verschwindende Grösse be
zeichnet, gesetzt werden kann. Also ist nach dem Obigen

/(•») =/(«) 4- (.r — er) (/'(«)

wo J eine für x = a verschwindende Grösse bezeichnet.
Diese Gleichung fordert nach dem Obigen, dass die Functio

nen y(r), <jp’(r) und zwischen den Gräuzen 0 und r ste
tig sind. Weil aber nach dem Obigen
y(zr) =y|« 4- r(cos a> 4- sin o) 1/— 1)] = y(r) 4- V'(r)

Z(^)=/'l«4-r(cos tu 4- sin tu |/=ü) | = v(r) +
cos tu 4- sin to v —1

ist; so ist klar, dass, wenn die Functionen f(x) und f'(x) in der 
Nähe des bestimmten Werthes a von x stetig sind, jederzeit auch 
die Functionen g>(r), y(r) und V'(r) *n ^er Nähe des be
stimmten Werths 0 von r stetig sein müssen, indem ohne die Er
füllung dieser letzten Bedingung offenbar auch die erstere nicht 
erfüllt sein könnte., wobei mau §. 1. zu vergleichen hat. Hieraus, 
in Verbindung mit dem Obigen, ergiebt sich nun unmittelbar das 
folgende wichtige Theorem:

Wenn die Functionen f(x) und.f(x) in der Nähe des 
bestimmten Werths « von X, wo a und x ganz beliebige 
reelle oder imaginäre Grössen bezeichnen, stetig sind; 
so ist für dein Werthe a unendlich nahe kommende Wer
th e von .-r jederzeit

/(•*•)  =/(«) 4- (x — er) \f(er) 4- J\,

wo J eine für x = ee verschwindende Grösse bezeichnet.
Setzt man für er und x respective x und x-\-i, wo i eine 

der Null unendlich nahe kommende reelle oder imaginäre Grösse 
bezeichnen soll, so ergiebt sich der folgende Satz-.

Guter der Voraussetzung, dass man für x bloss sol
che reelle oder imaginäre Werthe setzt, in deren Nähe 
die Functionen f(x) und f\x) stetig sind, ist für der
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Kull u u en <11 ich nahe kommende reelle oder imaginäre 
Werthe von i jederzeit

/(.?■ 4- Ż) 4- i {/"(&) 4- JI, 
wo J eine für * = 0 verschwindende-Grösse bezeichnet.

§. 9.
Lehrsatz. Es seizr eine beliebige veränderliche ima

ginäre Grösse, deren Modulus im Allgemeinen durch r 
bezeichnet werden mag, und f(.v) sei eine Function von 

welche, so wie ihr erster Differentialquotient
zwischen den Gränzeu r=ro n n d r=.H ste tig ist. Setzen 
wir nun, indem m eine positive ganze Zahl bezeichnet 
und w seine gewöhnliche Bedeutung hat, 

u u d
f(r) 4- » fW W f(&r) --------- 1- W" 1 f(&‘-'r) _

n ’
so ist für jeden Werth von r, welcher eine Mittelgrösse 
zwischen ro und Jł ist, mit desto grösserer Genauigkeit, 
je grösser n ist, und mit jedem beliebigen Grade der 
Genauigkeit, wenn inan nur n gross genug nimmt, 717=0.

Beweis. Nach dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze 
ist für jeden Werth von x-, in dessen Nähe die Functionen f(x) 
und ,/”(a’) stetig sind, und für der Null unendlich nahe kommende 
Werthe von i

/(ä'4-2)— /(ä ) = « l/ V) 4- JI,
wo .7 eine für i —- 0 verschwindende Grösse bezeichnet.

Weil nach der Voraussetzung
„ 2ji . 2tt , ,W=:cos----- t-sin —IZ—In nv

ist, so ist nach XL. §. 54.
, On . On. /----r

r = r (cos — 4-sin — V — I).

_ , . 2tï| /' t x
(cos-----F sm —k—1),' n n ’

0-r-= r (cos — + sin ~\/ — 1 )v n n n

0’r = r (cos — H-sisi —l/—1),
' n n ’

u. s. w.

= r (cos ‘^-^_j_sin
' n n 7

und die Grössen
r, &r, &2r, &3rt . . . ß'^r
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haben also sämmtlich den Modulus r. Weil nun nach der Voraus
setzung die Functionen /(zr) und /'(•'£') zwischen den Gränzen 
r = ro und r = R stetig sind, so sind nach §. 1. diese Functio
nen in der Nähe eines jeden Werths von zr, dessen Modulus eine 
Mittelgrösse zwischen ro und R ist, stetig, und man kann also, 
unter der Voraussetzung, dass r eine Mittelgrösse zwischen r0 und 
R ist, in der obigen Gleichung

/(zr4-i)—/(zr) = z KO) 4-7)
offenbar

zz? = r, 0r, 0*r,  0lr, . .. ©«—
setzen.

Ferner ist nach XL. §. 54. für jedes positive ganze k 

woraus sich ergiebt, dass, wenn 0 — 1 eine der Null unendlich 
nahe kommende Grösse ist, jederzeit die Grössen

(0 — l)r, (0 — l)0r, (0 — l)0’r, ...(©— l)0«~ir 
sämmtlich der Null unendlich nahe kommende Grössen sind, so 
dass man also, wenn man, unter der Voraussetzung, dass r eine 
Mittelgrösse zwischen ro und R ist, in der Gleichung

f(x + i) — /(zr) = i |/'(zr)4-7|
für zr die Werthe

r, 0r, &*r,  0’r, . . . 0«— *r
setzt, für i gleichzeitig die Werthe

(0 — 1>, (0 — l)0r, (0 — 1 )©’/-, ...(© — l)0«-'r 
setzen kann.

Nimmt man nun diese Substitution wirklich vor, und bemerkt 
zugleich, dnss

r 4- (0 — l)r = 0r, 
0/._ł_(0_l)0r = ©^-, 

0’r 4- (0 — l)0-r = 0’r, 
©’r + (0 — l)03r = 0'r,

u. s. w.
0«-ir (0 _ 1)0«-ir = 0«r

ist; so erhält man die folgenden für jedes r, welches eine Mittel
grösse zwischen ro und R ist, und jedes der Null unendlich nahe 
kommende 0 — 1 geltenden Gleichungen:

f{0r) -f(r) = (0 - l)r\f\r) + Jo ),
/(©M -f(0r) = (© - l)0r (/'(©?•) 4-7,1,

/(03r) _/(©M = (© - l)©3r(/'(03z ) 4- J, I, 
/(0‘r) —/(0’r) = (© — 1) ©3r(Z(©3’)4-7,], 

u. s. w.
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f(0"r) = (& — l)0«-'r|/'(0”-V) 4- v ] ;

wo die Grössen
A, */> s As */s>  • - • *A —i

nach dem Obigen für 0 — 1=:O sämmtlich verschwinden.
Setzen wir nun statt der Grössen

Jo, 0Jt, ©’/„ GPJ,, . . . 0^-iJn-!
der Kürze wegen die Symbole

Jtfo, M2, M3,...
so bezeichnen diese Symbole offenbar auch Grössen, welche für 
0 — 1 = 0 verschwinden, und die obigen Gleichungen erhalten 
dann die Form:

/(©*)  -/(r) = (0- l)r(/(r) + J/o},
/(©*r)  — f{&r) = (0 — l)r | &f (©d 4- 71/. ],

/(©M -/(©V) = (0 - l)r|0 V(©V) 4- 7t/2), 
/(©V) -/(©V) = (O - l)r!0V(0V) 4- M31,

u. s. w.
—/(©«-V) = (© — l)r I + Mn-X |.

Durch Addition dieser Gleichungen erhält mau, wenn der Kürze 
wegen

Mo -f- Ms —f~ hl 3 ~ł~ • • • ~\-hIn-—1 
n

gesetzt, d. h. das arithmetische Mitte) zwischen Jfo, J/15 M2. A/3,..
. . Mn—1 durch — M bezeichnet wird, die Gleichung
•^zř^W(^)+©Z(©r)4-©y'(©^)4-..+©"- 1Z(©"-1/-)-«7F/, 

und folglich, weil nach XL. §. 54. offenbar 0"^=1, also /’(0,!r) 
=/(7-)List,
/'(r) 4- 4- © V(©2r) 4- . . . 4- ©«-I/í©«-^) — nM= 0,
also

/'(> ) 4- 4- 4------- h Qn-if (8»-lr) 
n

Nach XL. §. 61. ist der Modulus der Summe mehrerer ima
ginärer Grössen in beliebiger Anzahl nie grösser als die Summe 
der Moduli aller einzelnen zu einander addirlen Grössen, woraus 
sich unmittelbar ergiebt, dass der Modulus von —M den grössten 
der Moduli der Grössen J/o, Jf.. M2, M3, . . . Mn—1 nicht über
steigt, und weil nun nach dem Obigen diese Grössen für 0—1=0, 
d. h., wie leicht erhellet, wenn n unendlich gross wird, sämmtlich 
verschwinden, so muss offenbar auch — M oder M verschwinden, 
wenn n unendlich gross wird, wodurch die Richtigkeit unsers 
Satzes bewiesen ist.

Weil die Grösse
AO) 4- -I- yffOV) -t--------h

n
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das arithmetische Mittel zwischen allen den Werthen der Grösse 
&9f'(&9r) ist, welche dieselbe erhält, wenn man für y nach und 
nach die positiven ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, . .. n—1 setzt; 
so kann, wenn wir in einer bekannten Bezeichnung dieses arith
metische Mittel durch das Symbol

bezeichnen, der obige Satz auch auf den folgenden Ausdruck ge
bracht werden:

Es sei x eine beliebige veränderliche imaginäre 
Grösse, deren Modulus im Allgemeinen durch r bezeich
net werden mag, und J\x) sei eine Function von x, 
welche, so wie ihr erster Differcntialquotieut f\x), 
zwischen den Gräuzen r = r0 und r=.R stetig ist. Set
zen wir nun, indem n eine positive ganze Zahl bezeich
net und n seine gewöhnliche Bedeutung bat,

„ In . 2tt , /-----
W = cos — -4- sin — |z — 1 ;n ' n '

so ist für jeden Werth von r, welcher eine Mittelgrösse 
zwischen ro und 11 ist, mit desto grösserer Genauigkeit, 
je grösser n ist, und mit jedem beliebigen Grade der 
Genauigkeit, wenn man nur n gross genug nimmt,

è C"W)=o.

§. 10.
Lehrsatz. Es sei x eine beliebige imaginäre Grösse, 

deren Modulus im Allgemeinen durch r bezeichnet wer
den mag, und/(.r) sei eine Function von x, welche, so 
wie ihr erster Differentialquotient f\x}, zwischen den 
Gränzen r = ro und r=zR stetig ist. Setzen wir nun, 
indem n eine positive ganze Zahl bezeichnet und tt 
seine gewöhnliche Bedeutung hat,

_ 2tt . 2ti . z-- r= cos — 4- sin — |Z — 1 : n n }
so ist die Grösse
-, x /(r)+/(er)-+-/(e’r) +---- 1 ^=«-1 '
5(')=------------------n------------------= «^=0 ^0,r)
zwischen den Gränzen r = ro und r-=.R mit desto grös
serer Genauigkeit constant, je grösser n ist, und kann 
mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit zwischen 
den in Rede stehenden Gränzen constant gemacht wer
den, wenn man nur n gross genug nimmt.

Beweis. Sei r eine beliebige Mittelgrösse zwischen ro und 
R. Theilt man nun das Intervall r — ro in n gleiche Theile, und 
bezeichnet jeden dieser Theile durch §, so dass

= r = ro-ł-«(>
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ist; so ist, wovon man sich durch ähnliche Schlüsse wie im vorigen 
Paragraphen leicht überzeugt, nach §. 8. für ein unendlich grosses n

f(ro 4-£>) — f(ro) = J>|/'(ro)4- A'o},
f\ ®(ro 4- (?) I -/(©ro) = p 10Z(©ro) 4- A, |, 

/I®2('’o4-e)| — /(©ïro) = ç[0ï/'(®ïro)4- AJ, 
/í©’po4- e)| -/(®3ro) = ?|0T(0äro) 4- A. I,

u. s. w.
/I ©"-Kro 4- e) I —/(®^ro) = e ! 4- A^_j} ;

wo die Grössen ATO, A,, A2, A3, . , . A„— 1 für ein unendlich 
grosses n sämnitlich verschwinden. Addirt man nun auf beiden 
Seiten der Gleichheitszeichen, dividirt sodann auf beiden Seiten 
durch n, und setzt der Kürze wegen

A o ~ł~ A1 ~ł~ Arg ~ł~ A3 4~ • • • ~ł~ A»—1 ,A 
n 

und
/'(ro) -ł- ef-(erB) -ł- 6y(6»ro) -<---------t- (8«-iro) _

n 3
so erhält man

/(>•„ -+- e) -t-/| 6(ro -+- g)| +/I e»>o -ł- e)l -i---------F-/I -+- ę)i
n

f(rB) 4-/(er„) -4-/(02rn) h--------
n

= ç(71/4-A’),
d. i., weil oben überhaupt die Grösse 

/(r)-ł-/(6r) 4-/(O2r) --------
n 

durch bezeichnet worden ist,
8(ro 4- e) — 8(ro) = 4- A).

Von der Grösse M ist im vorigen Paragraphen bewiesen wor
den, dass dieselbe verschwindet, wenn n unendlich gross wird, und 
aus der Gleichung

Ao -ł- Ai + As -ł- Ar3 -1------ -ł- A«-i __ A,
n

kann man auf ganz ähnliche Art wie im vorigen Paragraphen aus 
der Gleichung

Afo 4~ My ~t~ M2 ~ł~ My ~ł~ * • • ~ł~ Mn—1 
n

ableiten, dass auch A verschwindet, wenn n unendlich gross wird, 
woraus sich unmittelbar ergiebt, dass auch die Grösse M-\-N ver
schwindet, wenn m unendlich gross wird. Nach dem Obigen kann 
man also immer

8(ro 4- e) — 8(ro) = qKo 
setzen, wo /iB eine für ein unendlich grosses n verschwindende 
Grösse bezeichnet.
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Durch ganz ähnliche Raisonnements überzeugt inan sich nun 

überhaupt von der Richtigkeit der folgenden Gleichungen:
SK + e) — 30«) = e K,, 

SOo + M- 3(ro4-p) = p K„ 
80o4~3p)— g(ro 4-2p) = p K^, 
30° 4- 4p) — g(ro 4- 3p) = p K3,

u. s. w.
8Oo 4-nç) — 80» 4- (n — 1)p) = p .Kn-ij

wo die Grössen Ä”o, AT,, K3, K3, . . .. Kn—\ für ein unendlich 
grosses n sämmtlich verschwinden. Durch Addition dieser Gleichun
gen erhält man, weil nach dem Obigen bekanntlich ro4-»p=r ist,

30) — 80») = P (Ko 4- A, 4-/1, + Æ, + ... 4- Ä,,-1) 
oder

30) - 30o) = o - ro) + + • • • +

oder, wenn wir

setzen,
Si»-) — 80») = 0 — ro)K.

Da die Grössen Jto, A',, A',, A”3, . . . Kn_j sämmtlich ver
schwinden wenn m unendlich gross wird, so verschwindet auch A, 
wenn n unendlich grnss wird, wobei man den vorigen Paragraphen 
zu vergleichen hat. Also verschwindet wegen der obigen Gleichung 
offenbar auch die Differenz 30) — 80o) für ein unendlich grosses 
n, oder für ein unendlich grosses n ist 30)==8(ro), und du dies 
nun für jedes r gilt, Welches eine Mittelgrösse zwischen ro und 11 
ist, so ist durch das Vorhergehende unser Satz vollständig bewiesen.

Einen von dem vorhergehenden von Cauchy gegebenen Be
weise verschiedenen kürzern Beweis des obigen Satzes hat Moigno 
in seinen Leçons de calcul différentiel et de calcul intégral, rédi
gées d’après les méthodes et les ouvrages publiés ou inédits de M. 
A. L. Cauchy. T. 1. Paris 1840. p. 153 gegeben. Es ist nämlich, 
wobei man §. 7. zu vergleichen hat,

^^ = 0^(0^),

u. s. w.

und folglich, weun man addirt,
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df(r) df(Gr) , >r)  
dr dr dr "‘ dr

=f(r) ■+■ 4-... 4- e«-y

also, wenn wie im vorigen Paragraphen

Z(r) -ł- VW 4- 6>f(f)>r) -F ... 4- e"-i/'(e»'-ir)
n

gesetzt wird,
» j df{r) df(M} df{Wr) _  
n \ dr "*■  dr dr • • • T" dr I —

Nun ist aber nach dem Obigen
/(> ) 4-/(®r) 4-/(0^) 4- •. • 4-/(8”~1r) _

und folglich
1 |#(r) , df(®r) , df<Q”-ir) | „,{ A
T\~ď^ -F—- 4-------—I—öW’

also ist
8'(r)=Jf.

Für jeden Werth von r, welcher eine Mittelgrösse zwischen ro 
und R ist, und für ein unendlich grosses n verschwindet M nach 
dem vorigen Paragraphen; also verschwindet auch g'(r) f**r  jedes 
r, welches eine Mittelgrösse zwischen ro und R ist, und für ein 
unendlich grosses n, woraus sich unmittelbar ergiebt, dass für ein 
unendlich grosses n die Grösse §(r) zwischen den Gränzen r=ro 
und r = R constant ist, wie bewiesen werden sollte.

So leicht dieser Beweis anch an sich ist und so sehr sich der
selbe von selbst darbietet, so halten wir doch den ersten von 
Cauchy gegebenen Beweis für. strenger und für der Natur der 
Sache weit angemessener.

§. 11.
Aus dein im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze ergiebt 

sich unmittelbar, dass unter den demselben zum Grunde liegenden 
Voraussetzungen die Grösse

Sk)=-------------------------- - ---------------------------

oder
1 —
n '“ç=o

*/(Wr)

sich einer gewissen Gränze nähert, wenn n wächst, nnd dieser 
Gränze beliebig nahe gebracht werden kann, wenn man nur n gross 
genug werden lässt. Diese Gränze soll im Folgenden der Kürze 
wegen der dem Modulus r der veränderlichen Grösse x 
entsprechende mittlere Werth der Function oder
auch der mittlere Werth der Function y(zr) für den Mo
dulus r der veränderlichen Grösse x genannt werden.
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§. 12.

Es sei jetzt 3(2) cine Function der imaginären Grosse z, de
ren Modnlus im Allgemeinen durch r bezeichnet werden mag, und 
die Function §(2) sowohl, als auch ihr erster Differcntialquotient 
g'(z), sc*  zwischen den Gränzen r = 0 und r=.R stetig. Unter 
diesen Voraussetzungen wollen wir 

setzen.
Da /(0) = 0 und nach dem vorhergehenden Paragraphen

/(>•) +/(Pr) 4------(e«-ir)

ist, so ist offenbar auch g(0) = 0. Weil nun nach §. 10. für ein 
unendlich grosses n nnd für jedes r, welches eine Mittelgrösse 
zwischen 0 und R oder nicht grösser als R ist,

g(r) = 3(0)
ist, so ist für ein unendlich grosses n und für jedes r, welches 
eine Mittelgrösse zwischen 0 nnd R oder nicht grösser als R ist, 
nach dem Vorhergehenden offenbar

8(r) = 0.
Setzen wir der Kürze wegen

2 Z

so ist
/(z) = y(z) —

und folglich offenbar
/(>) +/(Qr) +/(62r) -j---------

n
_ '/■(>•) -+- 4- y(QM 4-------- 1- ?(£>”—M

11
^(r) 4- 4- yĄ&r) 4----------F y<(0”-ir)

n '
also, wenn der Kürze wegeu

 </('•) 4- 4- y(62r) 4--------- P y-(8»-lr)

4- V(&r) 4- y>(ezr) 4----------1-
n

gesetzt wird,
g(r) = ®(r) — ?A(r),

V>(r)

und folglich nach dem Obigen für ein unendlich grosses n und 
jedes r, welches eine Mittelgrösse zwischen 0 und R oder nicht 
grösser als R ist,

®(r) — ¥'(r) = 0.
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Setzen wir nun 

z =. r (cos w 4- sin wV— 1), x = rt (cos tu, 4- sin to, V— 1);
so ist nach der Lehre von den geometrischen Progressionen und 
nach der Lehre von den imaginären Grossen

( r, (ros to, -4- sin to, \/— 1) i Z4-1 

r(cos to -ł- sin to 1/— 1 Í

r, (cos to, -t- sin to, 1/— 1) 

r (cos M 4- sin to 1/— 1)

/r,1\Z+i cos ((Ä'4- 1) (to, —to)) 4-sin ((£4- 1 ) (to, — to))— 1

V r / ‘ r, Í ,_______)
1--------- ~ ) cos (<o , — to) 4- sin (to, — to) \/— 11

Wenn man die Grösse
//• ,\ Z4-1 cos ((£■ 4- 1 ) (io, — to)) 4- sin ((£ 4- 1) (to, — <o)) — 1

\r/ ' rt ( .___ )
1--------- ----  I cos (to, — to) 4- sin (10, — to) v — 1 j

auf die Form

-(^+ev^i)
bringt, wodurch man nach leichter Rechnung den Ausdruck

Cos ((£4- 1) (to, — to))------------COS fc (10, — to)

1 — 2 cos (to, — to (4-

sin ((£■ 4- 1) (to, — 10))--------------  sin k(w, — to)r 
1-2 —cos (to, -<0)4-(ý)

erhält, so überzeugt man sich auf der Stelle, dass die Grösse
^r,y+l cns ((£ 4- 1) (to, — to)) 4- sin ((Æ 4- 1) (to, — to)) 1/— J

1--------- — |cos — w) 4- sin (w, ■— to) — 1 J

sich unter der Voraussetzung, dass der Modulus r, kleiner als der 
Modulus r ist, der Null nähert, wenn k wächst, und derselben be
liebig nahe gebracht werden kann, wenn man nur k gross genug an
nimmt, woraus sich ergiebt, dass unter der Voraussetzung, dass der 
Modulus von zr kleiner als der Modulus von z ist, jederzeit

ist. Weil nun nach dem Obigen
.... . 1 ( r &r 62r &n—1 >

I ' n ( r — x ®r — x &2r — x lr — x J ®

ist, so ist unter der Voraussetzung, dass der Modulus von x klei
ner als der Modulus von z ist,
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7/(r) =

S(#)( v7=*  -7 '/ v'/=» -y -VÍ „y=® —(«—Dy -i yt
----- — r x 4-“ 0 r x 4-... -ł- -i 0 r x , n ( 7=0 7=0 7=0 )
oder, weil der Factor i—1x1 unter allen Suinnienzeiclicn vorkommt, 
wie sogleich erhellen wird,

(1 + 0—7 4- G—ty-t- 6-3y_|_..._|_e-(w-i)7|r—qxl, 

oder auch
rrrz i ert Ax.7=”14-0^74-0-274-0-374---- p©-(„-l)y4\r)=^(x}  ̂ ------------------------- - ------------------------r-lxl.

Weil bekanntlich 
„ 2n . 2tt. /---- 70 = cos-----1- sin —v — 1,n ■ n

und folglich nach bekannten Sätzen von den imaginären Grössen 
(XL. §. 54.)

14- &-1 -+- ©-2y 4- 0-ty 4-... 4- ©-(«-Dy
2^71 . 2//7I . /---- -

= 1 4- cos —------sin -L— 1/ — 1n n
hqn . tyn. /---- -4- cos —------sm -£— |z — 1n n

4-cos^-sin^l/=n 
7t n

u. s. w. 
2(ZÍ--  1)77T . 2(m — l)«7l . ,----74- cos —------- - ------sm —--------- — V 1n 7i

ist, so ist klar, dass für jeden durch n ohne Rest tlieilbaren Werth
von q

14-0-74- ©-27 4- 0-Ï7 4-... 4- ©-(«-07 = », 
und folglich

1 -+- ©—7 + 0-27 4- 0—37 -t--------p ©—("—1)7
n

ist. Weil ferner nach der Lehre von den geometrischen Progres
sionen

1 __ fí- 710
14- 0-7 4- 0-2? 4- 0 37 4-... 4- © ("-1)7 = _

also diese Summe der Grösse 
, . 27iqn . 2nrpi. .---- -
1 — (cos —i------ sin —— v — 1)71 71 ’

1 — (cos — sin \/ — 1)
71 n '

d. i. der Grösse
0

n n
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gleich ist, nnd der Nenner dieses Bruchs offenbar nicht verschwin
det, wenn q eine dnrch n nicht ohne Rest theilbare ganze Zahl 
ist ’), so ist klar, dass für jeden nicht ohne Rest durch n theilbaren 
Werth von q

1 H- ©—14- ©~27 4- 6-3? 4-... 4- ©—(«-1)7 — 0,
und folglich anch

1 f ©—7 4- ©—2ç ©—37 4- .. . 4- ©—(«—1)7
■ n

ist.
Wendet inan dies nun auf den obigen Ausdruck von *V(r\  an, 

so erhält man, immer unter der Voraussetzung, dass der Modulus 
von sc kleiner als der Modulus von s ist,

, il (X\n (X\bl . (X V" .

Es ist aber

= 1 4- J (cosw,-f-sinw, |/—l)"

4- (cosw, 4-sinw, |Z—l)2"

4- (cos wi 4- siu wi 1 )3”

4- (cos w, 4-sin w ! —1)* ”

1 — +1)Z (('os Wj -ł- sin w, 1/— j)(*+D"

1 — (cos “• "+" s*n “* — O”

2o“) Geht nämlich n in o nicht auf, so ist —- entweder keine oder eine n
ganze Zahl. Iin ersten Falle ist offenbar nicht

I — (cos — sin V/— ]) = ().n n

Im zweiten Falle sei — = k, so kann k keine gerade Zahl sein, n
weil sonst — = \k eine ganze Zahl sein würde, welches ge^en die
Voraussetzung streitet, und in diesem Falle ist also

l_(cos^_sin^l/Z^) = 2, 
n n

d. h. es ist wieder nicht

1 — (cos — sin V — 1) = 0. 
n n

TLeil I. 25
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1
Z.t’X «

cos kno>,

1 — COS 7lMt 4~

sin i'na>1

n

cos^.-ł-^-J

Weil nun nach der Voraussetzung r,-O ist, so nähert sich der 
zweite Theil des Ausdrucks auf der rechten Seite des Gleichheits
zeichens der Null, wenn k wächst, und kann derselbe beliebig nahe 
gebracht werden, wenn man nur k gross genng nimmt, woraus sich

- fx \n . fx \2“ . ix V» 1

sin (£4- l)»w, 
ł--------------'-------

und folglich nach dem Obigen

W(r) =----

also für ein unendlich grosses n offenbar
f^(r) = 8(.r)

ergiebt. Nach dem Obigen ist aber für ein unendlich grosses n 
und jedes r,' welches eine Mittelgrösse zwischen 0 uud 11 oder 
nicht grösser als H ist,

Ö)(r)_JZ/(!r) = O, d. i. Ö>(r) = 7'(r),
woraus sich in Verbindung mit dem Vorhergehenden ergiebt, dass 
für ein unendlich grosses n und jedes r, welches eine Mittelgrösse 
zwischen 0 und 11 oder nicht grösser als 11 ist,

g(zr) = <D(r),
d. i. nach dem Obigen

_ yfr) + y(*fr)  + v(eM -i------- 1-

oder
= i I3M + ěíh3(M 4-... 4- ““ *'•  » Í

ist.
Nach §. 11. ist die G ranze, welcher sich die Grösse

TT ! + &r — x 3 (0r) 4*  ■ • • 4- 3(0"-’/•) I 
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bis zu jedem beliebigen Grade nähert, wenn u in’s Unendliche 
wächst, der dem Modulus r der veränderlichen Grösse x entspre
chende mittlere Werth der Function

und nach dem Vorhergehenden ist die Function 3(zr) diesem dem 
Modulus r der veränderlichen Grösse x entsprechenden mittlern 
Wertbe der Function 

gleich oder kaun durch denselben dargestellt oder ausgedrückt 
werden, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

1. Die Function j(x) sowohl, als auch ihr erster Differential
quotient S'(~) ’ muss für jeden Werth des Modulus r der (»rosse x, 
welcher eine Mittelgrösse zwischen 0 und /Í ist oder die Grösse 72 
nicht übersteigt, stetig sein.

2. Der Modulus r der Grösse x muss eine Mittelgrösse zwischen 
0 und II sein oder darf die Grösse II nicht übersteigen.

3. Der Modulus der Grösse .z  muss kleiner als der Modulus 
r der Grösse, x sein.

*

Dies führt unmittelbar zu dem folgenden Satze:
Die Function kann jederzeit durch den dem Mo

dulus r der Grösse x entsprechenden mittlern Werth 
der Function

dargestellt oder ausgedrückt werden, wenn nicht bloss 
für den Modulus r der Grösse x, sondern auch für jeden 
kleinern Modulus dieser Grösse die Functionen g(x) und 
g'(x) stetig sind, und der Modulus der Grösse zr kleiner 
als der Modulus der Grösse x ist.

Man kann aber diesen Satz offenbar aueb auf folgende Art 
aussprechen :

Für jeden Modulus der Grösse ,'r, welcher kleiner 
ist als der kleinste d er M o dul i d i es e r G rö sse, für welche 
eine der beiden Functionen $(.£•) und SG77) aufhört stetig 
zu sein, kann die Function S(.z') durch den, einem den in 
Rede stehenden Modulus der Grösse :c übersteigenden 
Modulus r der Grösse x entsprechenden mitllern Werth 
der Function

dargestellt oder ausgedrückt werden.

§■ 13.
Mach dem vorigen Paragraphen kann die Function $(•%*)  jeder

zeit durch den dem Modulus r der Grösse x entsprechenden mittlern 
Werth der Function

25
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dargestellt oder ausgedriickt werden, wenn nicht bloss für den Mo
dulus r der Grösse z, sondern auch für jeden kleineren Modulus 
dieser Grösse die Functionen 8(s) und g'(z) stetig sind, und der 
Modulus der Grösse :c kleiner als der Modulus der Grösse z ist, 
d. h. cs ist unter den gemachten Voraussetzungen, wenn wir den 
dem Modulus r der veränderlichen Grösse z entsprechenden inittlern 
Werth der Function

durch

bezeichnen und eine ähnliche Bezeichnung im Folgenden auch bei 
andern Functionen gebrauchen,

g(-z-) = SDl, {8(4 i •

Nun erhellet aber aus dem vorigen Paragraphen, dass unter 
den gemachten Voraussetzungen

2 8(4= 3(4 4- 8(4 4- 8(4 4- ^7 3(4 4-....,

und folglich nach dem aus §. 11. bekannten .Begriffe des inittlern 
Werths

= | 18W + ? «W+$ +$ 8W +.... j
n Í 4- 8(®4 4- 8(®4 + ~ g(0r) ... |

4- ± I g(e’r) 4t 8(e*44-^.y  8(eM4-^çp8(eM4-... |

11. s. w.

4- i( 3(©”-M 4- 8(©«-H 4- s(e« ir)

“t (G„-ir)3 8 (©"“‘r) Í

= ^-1 SW 4- 8(0»-) 4- 3(e>)8(G“-,f)l

, i |S(4 , 3(<M S(e2r) S («"-’»•))
4-^iv 4--^ 4--^7-4-...4--^i^j^

J_(8(4 , 3(^4 , 8(ß24 , , S(e*-i4  | „
n ( » = (ör)2 4- (ö2,-)= • ■ - 4- (ßn^ry j œ
J_ i 8(4 , 3(^~) ■ 8(e-r) g(Qr-lr) I
n I 7-3 ^ry -1- ^try -t- ... -t- (0zi_j,.)3 j-L

4- ..............................
für em uncudlich grosses n, also nach §. 11. offenbar
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rt(.r) == W, 15(3) I 4- .z-W, J Ç-*  ] 4- W, j I

4-.-r’W,-|^rj4-.........

ist, woraus sich crgicbt, dass sich unter den gemachten Voraus
setzungen die Function 3(.z-) jederzeit in eine nach den aufstei- 
genden positiven ganzen Potenzen der veränderlichen Grösse x 
geordnete convergirende Reihe entwickeln lässt, und wir werden 
also hierdurch zu dem folgenden Lehrsätze geführt:

Wenn die Functionen g (3) und ö'(s) nicht bloss für 
den Modulus r der veränderlichen Grösse z, sondern 
auch für jeden kleinern Modulus dieser Grösse stetig 
sind, und der Modulus der Grösse x kleiner als der Mo
dulus der Grösse z ist; so kann die. Function SG?7) jeder
zeit in eine nach den aufsteigenden positiven ganzen 
Potenzen der veränderlichen Grösse x geordnete con
vergirende Reihe entwickelt werden.

Dieser Satz lässt sich aber offenbar auch auf folgende Art 
ausdrücken :

Für jeden Modulus der Grösse x, welcher kleiner 
i st als der kleinste der M odu li dieser Grössc, fii r welche 
eine der beiden Functionen $(.Z’) und 3'(A’) aufhört ste
tig zu sein, kann die Function ft(.Z’) in eine nach den 
au fs t c i ge n de u positiven ganzen Potenzen der veränder
lichen Grösse x geordnete convergirende Reihe ent
wickelt werden.

§. 14.
Das allgemeine Glied der im vorigen Paragraphen gefundenen 

Reihe ist

Für dieses allgemeine Glied, aus welchem die sämmtüchen Glieder 
der in Rede stehenden Reihe erhalten werden, wenn man für le 
nach und nach die positiven ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5,  
setzt, lässt sich aber noch ein anderer sehr bcinerkenswerther Aus
druck linden, zu dessen Entwickelung v. irnun übergeben wollen.

Zuerst hat man zu berücksichtigen. dass unter der Voraus
setzung, dass die positive ganze Zahl k grösser als Null ist, all
gemein

=0
ist. Nach dem allgemeinen Begriffe des einem bestimmten Modi.Ius 
ihrer unabhängigen veränderlichen Grösse entsprechenden miltlcrn 
Werths einer Function ist nämlich

W |--H ^-/~*4-(e/-)-*4-  --------
’ n

_k 1 + G~l -f- ©—2Z j H—37. 0— (n—1U
n

für ein unendlich grosses n. Weil nun nicht Æ = 0 und n unend
lich gross ist, so geht offenbar n in k uicht uuf, und nach §. 12. 
ist also
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i t- e-t t- e-M 4- ř»-3< -i-------- f- 0

n ’
folglich nach dem Obigen

9Jlr{s-*|=0,
wic behauptet wurde.

Ferner ist nach dem allgemeinen Begriffe des einem bestimm
ten Modulus ihrer unabhängigen veränderlichen Grösse entsprechen
den mittlere Werths einer Function, indem wir wieder k grösser 
als Null aunebmen, offenbar

j S(2) - 8(0) - y S'(0) - -^-5 g"(0)  --- 1—77—H S^’HO)!
------------------- !------------ • —k----------------- -------------------------- J

= r5L-, I

= s0l'-|¥l -3(°) nr

- 1T2 - ... - t ^(Æ-l)
und folglich nach dem Vorhergehenden

{
2r Z® -- 1 ,8(2) - 3(0) - TS'(0) - r-3 3"(0) -... -17 (^r^-'HO)]

z4 J •
Hiernach und nach dem allgemeinen Begriffe des einem bestimmten 
Modulus ihrer unabhängigen veränderlichen Grösse entsprechenden 
mittleru Werths einer Function ist unter den gemachten Voraus
setzungen der mittlere Werth

offenbar dem Werthe der Function
• z z2 3* —lS(-) - 8(0) - Y8 (0) - p^8"(o) - ... - T)®tz-,J(0)

z*
für z=:0 gleich. Weil für Zähler und Nenner dieses
Bruchs verschwinden, so muss man nach bekannten Sätzen der 
Differentialrechnung Zähler und Nenner in Bezug auf 3 differentii- 
ren, wodurch mau

g'(z) - 8(0) - yS"(0) - ^3"'(0)----  r77öt^jS(^,)(0)
fei—1

erhält, und muss in diesem Bruche z = 0 setzen. Weil aber für 
diesen Werth von z Zähler und Nenner wieder verschwinden, so 
muss man von Neuem differentiireu, wodurch man
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- 3

§"(=) - §"((>) - TÍT(O) - - ... - T—7Â—^-’W)1 JI • » A . » — o )
(Z — I) kz^

erhält, und muss in diesem Bruche 2 = 0 setzen. Wie man auf 
diese Art weiter gehen kann, ist klar. Endlich wird man offenbar 
den Bruch

g(*-2)(x)  - g(*-2)(0)  - y g(ł-1)(0)
F. A . 5 ... Zs -

erhalten, in welchem 2 = 0 gesetzt werden muss. Weil uher für 
diesen Werth von s Zähler und Nenner wieder verschwinden, so 
muss man von Neuem differentiiren, wodurch man den Bruch

g(t-l)(2> g(Z—1)(0)
2.3.4.5 ... kz

erhält, in welchem man 2 = 0 setzen muss. Diffcrentiirt man nun, 
weil für 2 = 0 auch Zähler und Nenner dieses Bruchs verschwin
den, nochmals, so erhält man den Bruch

g^(-)
1.2.3 ... k'

in dem man 2 = 0 setzen muss, welches endlich
gW(0) Z-

1 . 2.3 . . . k
giebt, so dass also

fg(=)| _ gW(0)
■Ulrl ='■ I 1.2.3...* ’

und folglich 

ist, wobei wir angenommen haben1, dass k grösser als Null ist, zu
gleich aber auch bemerken, dass unter den gemachten Voraus
setzungen offenbar

9Jï,.{3h)| = 3(O) 
ist.

Hieraus, in Verbindung mit dem im vorigen Paragraphen be
wiesenen Satze, ergiebt sich nun das folgende Theorem:

Für jeden Modulus der Grösse zr, welcher kleiner 
ist als der kleinste der Mo duli di ese r G rosse, für welche 
eine der beideu Functionen g(zf) und 3(a-) aufhört ste
tig zu sein, ist

3(.Z-) = g(0) 4- zr 4- ra 4- zr’ 4-........

Weil

~ 3(S) = 3(2)4- f 3h) 4- ÿ 3h) 4- • • - + gS 3h)
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ist; so ist, wenn man in der vorher gefundenen Gleichung

S(.Z) = 5(0) 4- x + ® x*  + ,r*  +...........

die Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens bis zu ihrem 
Zteu Gliede fortsetzt, der Rest, durch welchen die Reihe dann noch 
vervollständigt werden muss, nach dem Obigen offenbar der mitt
lere Werth der Function

z* —l(z — ,'c)
von a für einen deu Modulus von x übersteigenden Modulus von 
z. Da nun dieser mittlere Werth bekanntlich die Grüsse

fök x& x^

n
für ein unendlich grosses n ist; so ist, wenu wir deu grössten der 
Moduli der Grösseu

8W, g(@r), g(ö2r), 5(©’r), ....
durch R und deu Modulus von x durch ç bezeichnen, nach dem 
in XL. §. 61. bewiesenen Satze der Modulus des in Rede ste
llenden Rests offenbar nie grösser als

■7—ff----- f R oder (—)* —1 .— ç) '■r ’ r — ç
d. i. nicht grösser als der Rest der geometrischen Progression, 
welche man durch Entwickelung von

çR

nach den positiven ganzen Potenzen von g erhält.

§. 15.
Um den im vorigen Paragraphen bewiesenen wichtigen Satz 

durch ein Beispiel zu erläutern, wollen wir die Function
g(.z-) = (14- x)“

betrachten. Setzen wir die imaginäre Grösse x = 5 -+- »iV7— 1, 
also 1 4-.z-= 1 4~ 5 +’; (/—1, und der Kürze wegen, indem wir 
die Quadratwurzel positiv nehmen,

ę=ki 4-sr
so kann nach XI,. §. 52.

14-zr=p|cos(Arctang j-~ 4-Á'jr)4-sin (Arctang jj-yj 4-/e7r)V/—1 ( 

gesetzt werden, wo der Bogen Arctaug j-y-y zwischen —und 
-1- in, und die ganze Zahl k gerade oder ungerade genommeu 
werden muss, jeuaclidem 14- $ positiv oder negativ ist. Nach 
XL. §. 54. §. 55. ist
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g«(cos « (Arctang i g 4-4- sin a (Arctang j 4- knfi/— 11

immer ein Wertli von (14-Æ')", und diesen Werth von (l+zr)n 
wollen wir jetzt allein in’s Auge fassen und unter 3(a-) verstehen, 
also auch

g(zf)=g«|coga(Arctang j-^j4-Æ?r)4-sina( Arctang 4-X'?ijV/ —11

setzen. Bekanntlich ist 

also

d. i., weil nach dem Vorhergeheudeu
(1 4- a)S'(^) = ag(A’) 

ist,
= ■.(■.-!) Jg_.

Folglich ist, wie man leicht durch fernere Differentiation findet,

=«(« -1)

also, weil nach dem Obigen
(14- = «?(■*■)

ist,
r (.*•)  = a(a -1) (« - 2) (T^âjï-

Hieraus crgicbt sich durch neue Differentiation

«.—ss>
l1 "T" '*')

also, weil nach dein Obigen
(1 4- = «3(a-)

ist,
g"U) = «(a-l) («-2) («- 3) -3g_

Wie man auf diese Art weiter geben kann, ist klar, und es ist 
folglich allgemein

= «(a-1) .. (« - n4-1) 

also
gO')(O) = a(a- 1) . . («-«4-1)5(0).

Weil nuu
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3'(^) = « %(>•)
1 -4- X

ist, so ist nach dem Obigen

(/' J cos « (Arctang-—-\-kn) -4-sin r< (Arctang —-j-Æn)!/— ] |
SV-) = «----------------------- —-------------------------------- —--------- =7-

pjcos (Arctang, -4-fct)-4-sin (Arctang—-—-j-Á-n)!/ —11

also nach XL. §. 53. 54.

g'(^) = «çf«—1|cos (ct — 1) (Arctang y-~ + Air)

-f- sin (a — 1) (Arctang j t 4- A-rify'—1|. 

Der Modulus von x ist Ist nun l/£2 4-tJ2 <11 oder

£’ + >/2<l, so ist immer 14-5>0, weil, wenn 14-5^0, 

d. i. —1 wäre, offenbar 1, und folglich 5-4~',2~~l 

sein würde, welches gegen die Voraussetzung 4- ’î2 l strei
tet. Ist also der Modulus von x kleiner als die Einheit, so ist 
immer l-|-5>-0, der Bruch j-y • hat also einen endlichen völlig 
bestimmten Werth, und die ganze Zahl A ist eine gerade Zahl und 
kanu, wie sich auch 5 und J] ändern mögen, als constant angenom
men werden, woraus sich, in V erbindung mit dem Obigen ergiebt, 
dass, so lange der Modulus von x, d. i. die Grösse VZS24-'J2, 
kleiner als die Einheit ist, weder eine Unterbrechung der Stetigkeit 
der Function Si-37), noch eine Unterbrechung der Stetigkeit der 
Function 5’(A’) Statt findet. Wenn der Modulus von x, d. i. die 
Grösse Vz524-ij2, der Einheit gleich ist, erhält z. B. schon für 

5=—1, q=0 der Bruch den völlig unbestimmten Werth —.
Hieraus und ans dem im vorigen Paragraphen bewiesenen wich

tigen Satze ergiebt sich also, dass für
V/524-ij2<1

jederzeit
S(zr) = 5(0) 4- 4- ra 4- ÖL . +...........

ist. Weil nun nach dem Obigen 

ist, wobei man nicht zu übersehen hat, dass Arctang j ~~ ~ř nach 

5(zr)=ęc| cos «(Arctang j^j4-Â7r)4-sin a (Arctang j-j-j-ł-Zrn)!/—11 

und zr = ^4-’jV/— 1, also für x=0 auch 5=0 und »j=0, folg
lich Q = 1 und

dh=°> Arctan*
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dem Obigen immer zwischen —Jtt und -|- \tc genommen werden 
muss; so ist offenbar

3(0) ■= cos akn -|- sin alc7i\/ — 1.
und also, weil nach dem Obigen allgemein

g(«)(0) = a(a - 1) . . . (« — n + l)g(0)
ist, 

g(")(0) = a(a — 1) . . . (a — n 4- 1) (cos akn 4- sin afcn\/— 1 ),
folglich

gW(0) «(«— !)...(« — 72-g-l) . . , z—j-■j—k—5------- = -------- ;—t—5----------------  (cos ctZ-Tt-l-sin akn\/ — 1),1.2.3.. .n 1.2.3...?£ ' 1 ”
oder, wenn wir in ciuer bekannten Bezeichnung

__«(« — ])...(<! — 72 -f- 1 )
1.2.3....72

setzen,

gW(0) . , - , i /—r,joj----~t =an (cos (ikn 4- sin öa-ttk — 1).

Führen wir dies iu den oben gefundenen Ausdruck von g(.z-) ein, 
so erhalten wir
g(.r) = (cos ccZ'ir+sin aX-irV7—1) (14-“1Æ'+“!æ,:+«j.7'i4-....)1
wo k jede gerade ganze Zahl bezeichnen kann.

/\lso ist nach dein Obigeu unter der Voraussetzung, dass

ist,
(t

f ( 14-5) 2-H;21 ( cosa(Arctg7^-j4-Zir)-l-sina(Arctgî-^-r 4-Âw) V7—11

= (cos «Z-TT -|- sin akn\/— 1) ( 1 -+- «, (S-ł-ijU^T) )
+ «î(5 4- ni/— 1)*  I

-+- «3(?4-^l/Z— i)3p

4-«a(5-ł-’)V/— 1)*1
+........................... J

wo h jede gerade ganze Zabi seiu kann, und Arctang | g zwi
schen — \n und +471 genommen werden muss. Setzen wir, was 
verstattet ist, X' = O, so erhalten wir, immer unter der Voraus
setzung, dass

l/g2 -t-V2 <1

ist und Arctang zwischen — ±7i und genommen wird,

1(1-1-?)’4-i3|2-|cos (a Arctang 4-siu (a Arc tang
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= 14-«XŠ4-’A/ —1)4- «3(54-’jI//— i)2
4- «3(54-î?1/— l)3

Für ij=O erhält man hieraus unter der Voraussetzung, dass |/z(52)-r''l. 
d. h. der absolute Werth von 5 kleiner als die Einheit, oder

— K5<+1
ist,

(1 + 5)« = 1 + a,5 4- a2£3 4- + 4-...........

Man sieht, wie leicht der im vorigen Paragraphen bewiesene, 
von Cauchy gefundene Satz zu diesen Resultaten die bekanntlich 
auf andern Wegen nur ziemlich weitläufig und schwierig bewiesen 
werden können, führt.

Bemerken wollen wir noch, dass, wie schon in der elementa
ren Analysis gezeigt wird, in dem Falle, wo a eine positive ganze 
Zahl ist, für jedes § und 17
(14-54- = 14- «, (5 4- 4-0X54- l/T)-

4- «X? 4- »jl/^T)3

4- «X5 4-1^/— 1) *

4-  
ist. Weil nun nach dein Obigen

14-54- r\/— 1

= ę(cos (Arctang r-^—z-ł-Z-jr) 4-sin (Arctang 4- — 11

ist, wo Arctang , r zwischen —und 4-i7f> und die ganze 
Zahl k gerade oder ungerade genommen werden muss, jenachdeni 
14-5 positiv oder negativ ist; so ist ganz unter denselben A or- 
aussetzungen nach XL. §. 54.

(14-5-MI/=4>

= gc|cos ct(Arctang z-j-z 4-Æ’ij 4- sin a(Arctang t-^-z 4-Z-ir) 1/— 11. 
1—j—ç 1—Ç

Also ist nach dem Obigen, wenn u eine positive ganze Zahl ist, 
für jedes 5 und 

I(14-5)ï4-’2ï12 Icost<(ArctgyYg4-Á,w)4-siu«(Arctg^j I kn)\/—11 

= 14- «XS-l-’jV/—1)4-«2(54-^— l)2 +«3(54-';l/^T):'

4-

wenn mau Arctang zwischen —-Jtt und -ł~^> und die ganze 



397
Zalil A gerade oder ungerade nimmt, jcnaclidein 1 + Š positiv oder 
negativ ist.

Der Raum gestattet für jetzt nicht, diesen wichtigen und in
teressanten Gegenstand weiter auszufiihrcn ; wir werden aber spä
terhin auf denselben zurückkommen.

XLIX.
Anwendung der Lehre vom Zuge auf die Nach

weisung der geometrischen Bedeutung der 
Form a + b. 1/— 1.

Von dem

Herrn Major und Ritter Dr. G. W. Müller
zu Hannover.

Die von Gauss liervorgchobenc und in Anwendung gebrachte geo
metrische Bedeutung der sogenannten imaginären Form a -4-1.1/— 1 
darf zu denjenigen neueren Erweiterungen der Mathematik gezählt 
werden, die eine besondere Aufmerksamkeit für sich in Anspruch 
nehmen. Wie diese Bedeutung sich auf eine einfache Art aus der 
Lehre vom Zuge*)  nach weise u lässt, welche das Beschreiben oder 
Durchfahren des Raums als den eigentlichen Gegenstand der ana
lytischen Auflassung der Geometrie betrachtet, dieses soll durch 
nachfolgenden Versuch gezeigt werden.

Wenn der Zug eines beschreibenden Punkts die Seiten ähn
licher Figuren nach der Ordnung der Aehulichkeit durchfährt, so 
wird offenbar die unter den ähnlichen Seiten Statt findende Propor
tion auch unter den beschreibenden Zügen Statt finden, indem dem 
Begriffe der Aehnlichkeit die Voraussetzung entspricht, dass in ähn
lichen Figuren die äbnlicbzeigenden Richtungen, und damit also 
auch die Grössen der Züge, die eineu ähnlichen Uebergang dar
stellen, als gleichnamige zu betrachten sind. Es sei z. B. in einem 
beliebigen Punkte A einer geraden Linie ßC ein Perpeudikel er
richtet und der Punkt 1), wo solches den von ß nach C führenden 
Halbkreis über dem Durchmesser ßC trifft, geradlinig mit ß und 

verbunden, so sind BAD und D'A’C ähnliche Dreiecke. — 
(Anmerkung. Die Bezeichnung ohne oder mit Accent soll hier bei

°) Darstellung der Lehre vom Zuge u. s. vv. in Crelle's Journal für Ma
thematik. B. XV. II. 3.
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den Punkten, die zn beiden Dreiecken gehören, unterscheiden, ob 
sic für das erste oder für das letztere betrachtet werden, auch soll 
in der Angabe eines Zuges, der zwei Punkte verbindet, der voran
stehende Buchstabe den Anfangspunkt des Zuges bezeichnen.) — 
Der zusammengesetzte Zug des beschreibenden Punkts der von B 
nach A, dann von A nach D, von D' nach A' und von A' nach 
Cführt, durchfährt offenbar die Seiten der ähnlichen Dreiecke HAD, 
D’A'C nach der Ordnung der Aehnliclikeit. Man hat also unter 
den einzelnen Tbeilen seiner Zusammensetzung, die als Ziige auf
gefasst werden müssen, die Proportion BA-. AI) = D'A' : A'C.

Nun kann man für ein rechtwinkliges Coordinatensvstem in 
der Ebene den Ausdruck aa-^-bß als die allgemeine Form für die 
analytische Darstellung des Coordinatenzuges ansclien, der, wenn 
er von einem Punkte P ausgeht und zu dem Punkte (i hinführt, 
dadurch des letzteren Lage gegen den ersteren bestimmt. Es be
deutet dann a die Grösse des geradlinigen Zuges, der die Längen
einheit in der Ebene mit einer Richtung beschreibt, die mit der 
positiven Richtung in der Abscissenaxc einer und derselben Richtung 
im Raume parallel zeigt, und ß die Grösse des geradlinigen Zuges, 
der die Längeneinheit in der Ebene mit einer Richtung beschreibt, 
die mit der positiven Richtung in der Ordinatenaxe einer und der
selben Richtung im Raume parallel zeigt. Die Goeflicicnten a und 
L sind numerische Factoren, die das Setzen der Grössen a nnd ß 
zur Bildung der beiden Tlieile des ganzen Zuges näher bestimmen; 
ihr absoluter Werth muss sich zu 1 verhalten, wie die Länge ihres 
Theils zur Längeneinheit, ausserdem können sie positiv oder ne
gativ sein, je nachdem die Beschreibung der Tlieile mit der Rich
tung der Grössen a und ß seihst oder mit der entgegengesetzten 
zur Ausführung kommen soll. Es sind also a und b dieselben Zah
len , die nach der gewöhnlichen Auffassung die Abscisse und Ordi
nate des Punkts Q g't!gCD den Anfangspunkt P einzeln für sich 
dars teilen.

Die Eigenthümlichkeit dieses Coordinatensystems besteht darin, 
dass jeder Punkt der Ebene von dein Coordinateuzuge nach vier 
verschiedenen Richtungen, wie sie den Grössen -F«, —A~ß, ~ß 
entsprechen, durchfahren werden kann. Die durch das Zusammen
liegen dieser Grössen in einem Punkte A der Ebene, als ihrem ge
meinschaftlichen Anfangspunkte oder Endpunkte, unter ihnen ent
stellende Beziehung findet also für jeden Punkt der Ebene statt. 
Lässt man von dem Punkte A aus AH den Zng A~a, AC den 
Zug —a, AI) den Zug -i~ß, AE den Zug —ß darsteilen, so 
entsteht eine Lagenbeziehung unter ähnlichen neben einander lie
genden Dreiecken BAD und DAC, DAC und CAE, CAE und 
EAB, EAB und BAD ganz mit derjenigen übereinstimmend, 
welche oben betrachtet wurde. Man hat also unter jenen Grössen, 
insofern ein beschreibender Punkt sie vermittelst eines zusammen
hängenden Zuges durchläuft, je nach der Folge B.iDAC, DACAE, 
CABAB, EABAD die Proportionen — a : ß = — ß : — a, — ß : 
— az=a:—ß, a:—ß = ß:a, ß:a^= — a:ß. Sämmtliche Pro
portionen gebeu die Beziehung ßß=^ — aa, also ß=za. \/— | 
oder ß=a.i, wenn -1- \/—Ï durch i bezeichnet wird. Deutet 
man ct, als den ursprünglichen Einheitszug, durch -|- 1 an, so er
hält man ß-1- v— 1 = i. Es ist demnach a-\-b.i die analy
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tische Form, welche der Grösse des rechtwinkligen Cordinatenznges 
zukommt, wenn derselbe als ein zusammenhängendes Ganzes auf
gefasst wird. Der, der Einheit des zweiten Theils sich beifügende 
Factor i deutet dahei an, dass die Längeneinheit, welche für 
die Einheit des ersten Theils mit der positiven Abscissenrichtung 
beschrieben wird, für die Einheit des zweiten Theils mit recht
winklig abweichender Richtung zu beschreiben ist.

Wenn a+b.i den Coordinatenzug darstellt, der vom Punkte 
/'zum Punkte ® überführt und der geradlinige oder Radius-Vector- 
Zug von P nach (i durch r bezeichnet wird, so dass r dessen Länge 
in Theilen der Längeneinheit ausdrückt mit dein Vorzeichen -4- 
oder —, je nachdem in der geraden Linie PQ die Richtung von 
/*  nach als die positive oder als die negative betrachtet wird, 
und wenn ferner e die Elongation jenes Radius-Vector ist, d. h. die 
Grösse des Winkels bezeichnet, der im Scheitelpunkte P aus der 
Richtung, die mit der positiven Abscissenrichtung einer und der
selben Richtung des Raums parallel ist, iu diejenige überführt, 
die in der geraden Linie PQ als die positive betrachtet wird, so 
hat inan allgemein a=.r cos e, b-=.r sin e, a -4- b .i = r (cos e 
-4- sin e . i). Die Grösse e lässt sich durch die Zahl ausdrücken, 
welche die Länge des Bogens des Elongationswinkels in Theilen 
des Halbmessers angieht mit dein Vorzeichen -4- oder —, je nach
dem dieser Winkel durch positive oder negative Drehung zu be
schreiben sein wird. Es stellen dann a und b die rechtwinkligen, 
e und T die Polar-Coordinaten des Punkts (i gegen den Anfangs
punkt /'nach ihrer einzelneu Grösse dar, und zwar die absoluten 
oder die relativen Coordinaten, je nachdem P der Anfangspunkt 
des Coordinalen-Svstems selbst oder ein anderer Punkt der Ebene ist.

Die durch Cauchy aufgekommene Benennung „complexe Zahl” 
für die Zahl von der Form a-^-b.i scheint bereits das Bürgerrecht 
gewonnen zu haben. Die von ihm befolgte Ausschliessung nega
tiver Wcrthe für den Modulus der complexen Zahl oder für die 
Grösse r in der Form r.(cos e -4- sin e.i) hat zwar für einzelne 
Fälle ihren Nutzen, stört aber die Allgemeinheit der Auffassung.

Die durchgreifende Allgemeinheit der Darstellung der Grösse 
des Coordinatenzuges durch die complexe Zahlenform erhellet am 
auffallendsten bei der Rechnung mit complexen Zahlen. Es sei 
z. B. A der Anfangspunkt des Coordinatensystems, AB die mit 
positiver Abscissenrichtiing beschriebene Längeneinheit, so stellt der 
Zug die ursprüngliche Einheit dar, die dem Courdinatenzugc zum 
Grunde liegt. Nun bezeichne a -4- b . i = r (cos e-J-sin e.i) die 
Grösse des Coordinatenzuges, der aus A nach dem Punkte C führt, 
so tritt durch das Setzen dieser complexen Zahl der Zug von A 
nach C an die Stelle des Einheitszuges von A nach !t. Denkt 
man sich die complexe Zahl n b . i als eine Summe von aliquoten 
Theilen, so wird das Setzen derselben zu einer Folge von Punkten 
hinführen, die Endpunkte von entsprechenden aliquoten Theilen des 
Radius-l ector-Zuges ^/C'sind, und da ein Zug als die Gränzvorstel- 
liing des Aneinanderreihens einer Summe von unendlich vielen un
endlich kleinen aliquoten Theilen aufgefasst werdeu kann, so ist 
mit dem Setzen der complexen Zahl a -f- b . i in der That auch 
das Setzen des Radius-Vector-Zuges ACselbst verknüpft. Man darf 
also sagen, dass das Setzen der complexen Zahl «-4-Ó. ż = r(cos e 
-4- sin e.i) aus dem Einheitszuge AB den Zi . V. Zug AC hervor
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geben lässt und dass dabei e den Uebergang aus der positiven Rich
tung des Einheitszuges in die des 1t . V. Zuges und r als Factor 
von 1 die aus der Einheit hervorgebende lineare Grösse des Zuges 
AC anzeigt. Nun sei die complexe Zahl ?l 4-33 . « = 9î . (cos 
4- sin (S . r"), welche von A zuin Punkte D liinführt, das Product 
aus den beiden coinplexen Zahlen a 4~ b . i=r . (cos e 4- sin e. ?) 
und a' 4- b'. i == r'. (cos e' 4- sin e'. z), so wird, wenn die erstere 
dabei als Multiplicand angesehen wird, diese für die Ausführung 
der Multiplication an die .Stelle der Einheit des Multiplicators treten, 
es wird also der Radius-Vector-Zug AD so aus dein D . F.Zug 
AC hervorgelien, wie es das Setzen des Multiplicators für die Bil
dung eines 1t . F. Zuges aus dein Einlieitszuge Alt ■, orschreibt, 
d. b. es wird e' den Uebergang aus der positiven Richtung des 
lt. V. Zuges AC in die. des 11. F. Zuges AD angeben, und r' 
als Factor von r die lineare Grösse des il. F. Zuges AD hervor
bringen." Man würde also hiernach 9Î = rr' uod t*=<-4-i-'  erhal
ten, welches vollkommen mit dem wirklichen MultipUcationsproducte 
der complexen Zahlen selbst übereinstiinmt, indem

r. (cos e 4- sin e . z) . /•' (cos e' 4~ sin e'. i)
= rr'. I cos (e 4- e') 4- sin (e 4- e') . z) 

ist.

L.
Anwendung der Fresnel’schen Formeln zur Be
stimmung der von einer beliebigen Anzahl pa
ralleler durchsichtiger Platten reflectirten und 

gebrochenen polarisirten Lichtintensitäten.
Von

Herrn J. Fleschl,
Lehrer der Mathematik unil der Naturwissenschaften an der Realschule zu 

Düsseldorf.

1.
Die Phänomene des Lichts werden hervorgehraclit gedacht durch 

Vibrationen eines äusserst feinen höchst elastischen, das ganze 
Universum erfüllenden hypothetischen Fluidums, welches man Liclit- 
Aetlier nennt. Die Vibrationen der Aethertheilcben erfolgen immer 
und jederzeit senkrecht zum Lichtstrahl, also stets in einer auf die
sem letzteren senkrechten Ebene. Bleibt die Scliwingungsrichtung 
der Aethertheilchen constant, d. h. sich immer parallel, so heisst 
das Licht polarisirt; ändert sich dieselbe aber continuirlich, so 
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heisst das Lieht unpolarisirt. Ich nenne mit den französischen 
Physikern dasjenige polarisirte Licht, dessen Vibrationen senkrecht 
gegen die Einfallsebene erfolgen, in der Einfallsebene, dasje
nige hingegen, dessen Oscillationen in der Einfallsebene geschehen, 
senkrecht zur Einfallsebene polarisirt. üa sich das unpo- 
larisirte Licht betrachten lasst als eine continnirliche Aufeinanderfolge 
nach allen möglichen Richtungen polarisirten Lichts, so dass in einer 
sehr kleinen Zeit nach jeder Richtung gleich viele und gleich starke 
Schwingungen erfolgen: so kann dasselbe also, wenn es nach der 
Einfallscbene und senkrecht gegen dieselbe zerlegt wird, angesehen 
werden als ein System senkrecht zu einander polarisirter Strahlen, 
jeder von der halben Intensität des unzerlegten unpolarisirten. 
Deshalb also, weil es der einfachere Fall ist, und weil das nnpo- 
larisirte Licht als aus polarisirtem bestehend angesehen werden 
kann, verdient mit der Betrachtung des polarisirten Lichts der An
fang gemacht zu werden.

2.

Fällt in der Einfallsebene polarisirtes LicliL dessen Vibrationen 
also senkrecht gegen diese Ebene erfolgen, von einer als Einheit 
angenommenen Intensität, unter dem Winkel i auf die Trennungs
fläche zweier durchsichtigen Media von verschiedener Dichtigkeit 
und wird dasselbe unter dem Winkel i' refractirt: so sind die In
tensitäten des reflectirten und durchgehenden Lichts respective aus
gedrückt durch folgende Formeln:

= und C'2 = ! -sm2(z 4- ř ) * sin*(a  4- 1 )
Auf gleiche Weise sind die Intensitäten des gespiegelten und 

durchgehenden senkrecht gegen die Einfallsebene polarisirten Lichts, 
dessen Schwingungen also in dieser Ebene erfolgen, unter übrigens 
ganz gleichen Umständen, gegeben durch die Ausdrücke:

—, tang,(r — i) , —, , —, sin li. sin 2«'B- =---------- =77 und D*  = 1 — B*  = ■ .—r:---- 77-:-----tang2(r-f-i) sm2(i) cos2(r— i)
Diese 4 Formeln wurden gegeben von Fresnel in den Mé

moires de l’académie des sciences und tragen seinen ehrenvollen 
Namen. Man lindel sie gleichfalls ausführlich entwickelt in Ra- 
dicke’s Handbuch der Optik. 1. Band. Seite 231. 11'., so wie auch 
in den neueren Lehrbüchern der Physik, z. B. in Cours de physique 
à l’école polytechnique par Lamé, Tonie 11. 637. u. s. w., wes
halb ich von ihnen, als von allgemein bekannten Formeln, in mei
ner kleinen Arbeit ausgeben zu dürfen geglaubt habe.

3.
Fällt ein Lichtstrahl unter einem beliebigen Winkel auf die 

Trennungsfläcbe zweier durchsichtigen Media von verschiedener 
Dichtigkeit, so wird derselbe im Auffallspunkte im Allgemeinen in 
zwei Strahlen getheilt, von denen der eine unter dein Auflallswinkel 
ins erstere Medium zurückgeworfen, der andere unter einem andern 
Winkel ins zweite Medium gebrochen wird. Fällt also in der Ein- 
fnllsebene polarisirtes Licht unter den oben (Art. 2.) bezeichneten 
Bedingungen auf die obere Fläche einer Glasplatte mit parallelen

Tlieil I. 26
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Begrenzungsebenen, so wird ein Tlieil A- in die Luft reflectirt, 
ein anderer Theil C- dringt unter dein Winkel i' in die Glasmasse 
ein und trifft unter demselben Winkel i' auf die untere Grenzebene 
der Platte. In diesem Punkte tbeilt sich dieser letztere Theil C- 
wieder in zwei Strahlen, von denen der eine ins Innere der Glas
masse gespiegelt wird, der andere unter dem Winkel i, also pa
rallel der auffallenden Licliteinheit, aus der Platte beraustritt. Da 
sieh nun die Werthe von A1 und C- nicht ändern, wenn i und S 

' unter einander vertauscht werden, da also die Intensitäten des re- 
llcctirten und gebrochenen Lichtes aus der entsprechenden Inten
sität des auffallenden stets auf dieselbe Weise bestimmt werden, das 
Licht mag unter dem VVinkel i aufs dichtere, oder unter dem Win
kel i' aufs minder dichte Medium auffallcn: so erhalten wir also in 
diesem Falle, wie im ersteren, die Intensität des ins Innere der 
Glasmasse zuriickgeworl’eneu und aus derselben heraustretenden 
Lichtes, wenn wir die Intensität C2 des auffallenden respective mit 
A- und Ć'2 tnultipliciren. Die Intensität des erstereu Strahles ist 
also C-A2, die des andern C4, so dass

C2 - - C-A- -4- C4 = C*(A-  4- C2).
Wenn wir auf diese Weise die Sache verfolgen, so ergiebt 

sich, dass innerhalb der Glasplatte zwischen deren beiden parallelen 
Begrenzungsebenen eine unendliche Menge von Reflexionen Statt 
haben. Alle diese rellectirten Slrahlen haben das gemeinschaftlich, 
dass sie sämmtlicii in der Eiiifailsebcne liegen und unter dem Win
kel i’ redeetirt werden. Und da man die Intensität des gespiegelten 
Strahls erhält, wenn man die Intensität des auffallenden mit niul- 
tiplieirt, so werden die Intensitäten aller im Innern der Glasmasse 
rellectirten Strahlen also eine geometrische Progression bilden, de
ren erstes Glied C2 und deren Quotient A- ist. Diese Reihe ist 
also :
f24rn.72+r'2./44-etc. =6'2(1+f2+>/44-etc.)=1^(;, = l.

Um nun die Intensitäten der.aus der oberen oder unteren Grenz
ebene der Platte heraustretenden parallelen Stralileu zu erhalten, ha
ben wir nnr die betreffenden auffallenden Liclitintensitäten, aus 
deren Zerlegung sie hervorgegangen sind, jedes Mal mit C- zu 
multiplicircn. Die von der oberen Grenzebene der Platte unter 
dem Winkel i ausgehende Licbtinteusität wird also gleich sein der 
Snmmp folgender Reihe, deren Glieder die Lichtstärke der einzel
nen Strahlen ausdrücken :
A*+C* A--ł-C*A e-ł-C'A'"=^2-ł-^2C4(l-ł-^4-ł-^8 4- etc.) =

. /2 4- U
1 — A- A-
1 -+- 42 — 1 + A- (1+J=+1-A^) 2A2

~ 1A-A^
Auf gleiche Weise erhält man die Intensität des aus der un

teren Fläche der Platte heraustretenden Lichts durch die Suiania- 
f><>■> der Reih« :
C' 4- r4.74 4- CM“ 4- etc. = C4 (1 4- A' 4- Ak 4- etc.) =

1 — A*
14-t2’

Folgende Gleichungen stellen die jedesmaligen auffallenden
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Liclitintensitäten mit ihren respectiven reflectirten und gebrochenen 
Strahlen dar, in welche sie sich bei ihrer Zerlegung theilcn:

1 = A*  4- C*
C*  = C*A*  4- C' = ("- (A*  4- C*),

C*A 2 = C*A'  4- C'A*  = C*A*  (A*  4- C2),
C*A'  = C*A e 4- C'A' = C*A'  (A*  4- 6’2),

C*A C = C*A*  4- C'A' = C*A'  (A*  4- C*),  n. s. w., 
deren Richtigkeit evident ist.

Aus der vorangehenden Entwicklung ergiebt sich übersichtlich 
dargestellt folgendes Resultat:

Fällt in der Einfallsebenc polarisirtes Licht von der Inten
sität = 1 unter dem Winkel i aus Luft auf die obere Fläche 
einer Glasplatte mit parallelen Begrenzungsebenen, so ist die 
Intensität alles von der obern Sçite der Platte unter dem
selben Winkel i ausgehenden Lichts gegeben durch den 
Ausdruck

und die Intensität des nnter dem Winkel i, also parallel der 
auffallenden Lichtcinheit, ans der untern Fläche der Platte 
austretenden Lichts wird dargestellt durch den Ausdruck

W’ir finden also das von der obern oder nntern Fläche der 
Platte kommende Licht, wenn wir die Intensität des auffallenden 
respective mit At* oder Ć’,2 multipliciren.

4.
Wir denken uns nun n parallele Platten auf einander liegend 

und bezeichnen, analog dem Vorigen, das unter ganz denselben 
Umständen von der obern Fläche der obersten Platte ausgehende 
Licht durch A„*  und das ans der untern Fläche der untersten her
austretende durch Wir fügen noch eine Platte hinzu und
wollen bestimmen die bei 'der Vereinigung von («+1) Platten 
von der obersten und untersten Platte kommenden Lichtiutensitäten, 
also ^4»+i2 und f’w+i2.

Vor Allein ist einleuchtend, dass zwischen der untern Fläche 
der raten und der obern Fläche der darunterliegenden (n 4- l)len 
Platte eine unendliche Menge von Liclitintensitäten sich befinden 
werden. Wie oben (Art. 3.), so haben auch hier alle diese Strahlen 
das gemein, dass sic säinmtlich in der Einfallsebene liegen, dage
gen aber alle unter dem Winkel i von den bezeichneten beiden 
Flächen herkomtnen. Wir linden nun die Intensität irgeud eines 
dieser Strahlen, wenn wir die Intensität desjenigen auffallenden, 
aus dessen Zerlegung er hervorgeht, respective mit A12 oder An* 
multipliciren, jenachdem der auffallende Strahl auf die eine einzelne 
oder die n vereinigten Platten trifft. Diese Strahlen sind also
C?*  4- C„-At* 4- C»*A l*A n* 4-C,,2 A l*A n* -t-Cn'A^An*  4"~etc.

Aus diesen letzteren sich zwischen den*  beiden Plattensystemen 
26*
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bewegenden Strahlen finden wir nnn die einzelnen, von ihnen her
rührenden, aus der unteren Fläche der einen einzelnen, oder 
der oberen Fläche des Systems von n Platten parallel unter ein
ander heraustrelenden Lichtintensitäten, wenn wir die betreffenden 
(auffallenden) Strahlen respective mit C,2 oder C,,1 inultipliciren, 
je nachdem dieselben auf die einzelne oder die n Platten aufiielen. 
Also wird die Intensität alles von der obern Fläche der (n 4- 1) 
auf einander liegenden Platten kommenden Lichts gleich sein der 
Summe folgender Reihe, deren Glieder die Lichtstärke der einzel
nen Strahlen bezeichnen:
An-t-l*  —^S 4“ ^w4^,2 4~ ć-n4^/,4^/,/*  4~ ^w4-^,4-^«4 4~ etc. =

= AS + Cn4J, 2 [ 1 4- A, *AS  4- A, *A„  ’ + etc. |

- A i _i_
----^1— AfAS'

Ebenso ist die Intensität aller aus der untersten (n 4-l)ten 
Platte heranstretenden parallelen Strahlen gleich der Summe fol
gender Reihe:
Cn+S = CS CS 4- CSASASCS 4- CSASASCS 4-etc.

= C,« CS)1 4- AS AS 4- AS AS 4- und)
C,*Cn*

l—ASAn*‘
Folgende Gleichungen stellen die auffallenden Lichtintensitäten 

mit ihren respectiven reflectirten und refractirten Strahlen dar, in 
welche sie sich zerlegen:

1 = AS 4- CS,
cs = cs As 4- CSCS = CS(ASA- CS),

CSAS= CSAS 4- CSASAS = CSAS(AS 4- C„*),
CS AS AS = CS AS AS 4- CSASASCS

= CSASAS(AS A- CS)
u. s. w., deren Richtigkeit sich von selbst ergiebt.

Setzt man in den für ^n^-i2 und Cn+S gefundenen allgemei
nen Ausdrücken successive

HA*hA*

u. s. w.
cs

1 — A*
Hieraus schliessen wir allgemein:

. ■. ^A-

n = 1, n = 2, n = 3 u. s. w., 
so erhält man nach einigen leichten Reductionen:

"" — J _ 1Jz<2 und CS — 

so dass jederzeit

1+(2tz — 1)zP”" (“)•

l — A*  
1 4- 7-4*  ‘

G4=
14-5;P
1— A*

Wir fassen zusammen. Fällt in der Einfallsehene polarisirtes
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Licht von einer als Einheit angenommenen Intensität unter dem 
Winkel i aus Luft auf » über einander liegende parallele Glas
platten auf, so ist die Intensität alles vou der obersten Platte unter 
demselben Winkel ausgehenden Lichtes = An2 und die Inteusität 
des aus der untersien Platte parallel der auffallenden Lichteinlieit 
heraustretenden Lichts = Cn2. Beide Tbeile bleiben in der Ein- 
fallsebeue polarisirt.

5.
Da für Licht, welches senkrecht gegen die Einfallsebene po

larisirt ist, an die Stelle von A*  in den vorhergehenden Entwick
lungen Zf2 tritt, übrigens unter denselben Bedingungen alles genau 
dasselbe bleibt, so werden also, analog den beiden vorigen (a), die 
Formeln

ffi----------- 2nB2____ & 2------------ 1 — B2__ ...
—1 4-(2m — l)Zf2’ "" —1 -+42/Í — 1)Ä2”” '-P'

die von der obersten und untersten Platte für diesen Fall kommen
den polarisirten Lichtintensitäten ausdrücken, so dass wiederum

1 = 4- D„\
Fällt nun aber unter denselben Umständen gewöhnliches un- 

polarisirtes Licht auf vou der Intensität =2, und denken wir uns 
dasselbe auf die oben (Art. 1.) angedeulete Weise in ein System 
senkrecht zu einander polarisirter Strahlen zerlegt, jeder von der 
Intensität =1, und von denen die Vibrationen des einen in der 
Einfallsebenc, die des andern senkrecht gegen diese Ebene erfolgen, 
so wird also die Intensität alles von der obersteu Platte ausgehen
den Lichts durch

4~ ZV,
und des aus der untersten Platte heranstretenden durch

CV 4- ZA,2
ausgedrückt werden können. Ueber die Natur dieser beiden Licht
intensitäten wollen wir keinen voreiligen Schluss machen.

6.
Forint man den Ausdruck

, sin2(r — * )A- = —sin-'tt -f-1 )
vermöge der Fundamentalgleichung der Brechung des Lichts

sin i = /i sin Ï
um, so sieht man, dass derselbe sein Minimum = Ç —-----7) oder

Maximum = 1 erreicht, je nachdem

i = 0 oder i = 77 ist.

Auch lässt sich durch Differentiation leicht nachweisen, dass der 
Werth vou A2 von der einen Grenze zur andern mit dein Autfalls- 
winkel continuirlich wächst.

Der Werth von
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jp _ tang »(z — >~) 

tang2(î 4- i )
hingegen erreicht sein Minimum = 0, wenn

i+ i =7?r — ist.
Alsdann aber ist

si u i’ = cos -i, 
folglich

sin i = sin i' = ju. cos i
und

tang i ■= (i.
Fällt also senkrecht gegen die Einfallscbene polarisirtes Licht, un
ter dem durch diese Gleichung bestimmten Winkel auf die Treu- 
nungsfläcbe zweier durchsichtiger Media auf, so wird durchaus keine 
Spur von Licht reflectirt, sondern alles dringt ins zweite Medium 
ein. Fällt hingegen gewöhnliches unpolarisirtes Licht auf, so ent
hält das gespiegelte Licht

A*  4- B »,
weil ß2 = 0 ist, nur in der Einfallsebene polarisirtes Licht und 
man sagt deshalb, das Licht sei durch Reflexion vollkom
men polarisirt. Und daher heisst dieser Auffallswinkel auch der 
Polarisationswinkel oder der Winkel der vollkommenen 
Polarisation. Es ist leicht zu zeigen, dass, weil

.. n« 4- « ' = y

ist, der reflectirte Strahl auf dem gebrochenen senkrecht steht.

Für i = 0 ist B- = I ’
Für i = arc(tang = ^u), B2 = 0, also Minimum.

7tFür i = B*  = 1, also Maximum.

Aus dem Vorangehenden ergehen sich folgende Gesetze:
1) Fällt polarisirtes Licht auf die Trennuiigslläclie zweier durch

sichtigen Media, so wird bei senkrechter Incidenz nur ein Theil 
reflectirt, hei horizontaler dagegen alles, das auffallende Licht mag 
polarisirt sein in der Einfallsebene oder senkrecht gegen dieselbe.

2) Ist das Licht in der Eiufallsebene polarisirt, so wächst die 
Intensität des gespiegelten Lichts mit der Schiefe der Incidenz.

3) Wenn hingegen das Licht polarisirt ist senkrecht zur Ein
fallsebene, so wird bei einem gewissen von der lichtbrechenden 
Kraft des zweiten Mittels abhängigen schiefen Auffallswiukcl (Po
larisationswinkel) keine Spur gespiegelt, sondern alles dringt ins 
zweite Mittel ein. Je weiter sich aber das auffallende Licht nach 
der einen oder der andern Seile von dieser Grenze entfernt, desto 
mehr wird reflectirt.

7.
Die Werlhe von An1 und B,? sind abhängig von A1 und B- 
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einerseits, andererseits von der Plattenanzahl n. Wir wollen ver
suchen, die Gesetze dieser Abhängigkeit zu bestimmen.

I. Es seien Az und Bz constant, n variabel.

a) Wenn n wächst, so nähert sich der reciproko Werth von 
A„z, nämlich

1____ l — A-
A„- — 1 + 2nAz'’

der Einheit .und ist , so ist = 1, folglich auch^i„2 = l. 
ň) Offenbar ijilt von Z?„2 dasselbe, so lange Bz >■ 0.
c) Ist aber liz = 0, so ist Bnz =0 unabhängig von u, selbst 

für n = oo.
d) Weil

Cnz = 1 — A,z und Du*  = 1 — Bnz, 
so gilt von dem alle Platten durchdringenden Liebte das Entge
gengesetzte des eben Angeführten.

II. Es sei n constant, Az und Bz aber veränderlich.

e) Wächst A-, so wird in dein Bruche
1 —yf2 
2nAz 

der Zähler kleiner, der Nenner grösser, also ans beiden Gründen 
der Werth des Bruches, mithin auch der Werth von

1 1 — A-
Anz— 1+ 2nA'~ 

kleiner; folglich wächst Anz, wenn Az zunimmt, 
y) Nimmt Bz ab, so nähert sich in dem Bruche

1— Bz 
2nBz 

der Zähler der Einheit, der Nenner immer mehr der 0; cs wächst 
folglich der ganze Bruch, mithin auch der Werth von 

J_________ \—B-
B- — 1 2nB- :

also muss B,i- selbst kleiner werden, wenn Bz kleiner wird.
") Wenn i = 0 oder so ist A*  = Bz (Art. 0.) folg

lich A„z = Bnz.
Hieraus schliessen wir folgende Gesetze:
1) Fällt polarisirtes Licht unter einem beliebigen Winkel auf 

ein System über einander liegender paralleler durchsichtiger Plat
ten, so wird im Allgemeinen um so mehr rcflcctirt (von der oberen 
Fläche der obersten Platte ausgehen), also um so weniger die 
Platten durchdringen, je grösser deren Anzahl ist.

2) Ist die Anzahl der Platten unendlich, so wird alles Liebt rc- 
flectirt und keine Spur dringt durch, welches auch der Auffalls
winkel sei.
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Dieses gilt im Allgemeinen, das auffallende Licht mag in 
der Einfallsebene oder senkrecht gegen diese polarisirt sein.

3) Ist das Licht in der Einfallsebene polarisirt, so wird bei un
veränderlicher Plattenzahl um so mehr reflectirt, also um so weni
ger durchgehen, je schiefer das Licht auffällt.

4) Ist dagegen das Licht senkrecht gegen die Einfallsebene 
polarisirt, so wird, wenn die Anzahl der Platten dieselbe bleibt, 
um so mehr reflectirt, also um so weniger durchdringen, je weiter 
sich nach der einen oder der andern Seite der Einfallswinkel vom 
Polarisalionswinkel entfernt.

5) Fällt aber für diesen letzteren Fall das Licht unter dem 
Polarisationswinkel selbst auf, so dringt alles durch die Platten 
hindurch und es wird keine Spur mehr reflectirt, selbst dann nicht, 
wenn die Anzahl der Platten unendlich gross wäre.

Dieses ist der einzige Fall der /Vusnaliine, welcher uns 
nöthigte, so eben bei 1 und 2 den Ausdruck „im Allge
meinen“ hinzuzufiigen.

6) Fällt gewöhnliches Licht senkrecht auf oder horizontal, so 
ist man nicht im Stande dasselbe zu polarisiren weder durch Re
flexion, noch durch Refraction, mag man sich hierzu bloss einer 
spiegelndeu Fläche bedienen oder eine beliebige Anzahl von Plat
ten anwenden.

8.
Es wurde oben (Art. 1) berührt, dass gewöhnliches unpolari- 

sirtes Licht sich betrachten lasse als ein System senkrecht zu ein
ander polarisirter Strahlen von gleicher Intensität. Ebenso lassen 
sich umgekehrt senkrecht zu einander polarisirte Strahlen von 
gleicher Lichtstärke ansehen als gewöhnliches unpolarisirtes Licht. 
Auch in Bezug auf ihre Wirkungen zeigt die Beobachtung keinen 
Unterschied. Fällt also nun auf unser Plattensystem gewöhnliches 
Licht, so enthält, wie bereits (Art. 5) gezeigt wurde, sowohl das 
zurückgeworfene, als durchgehende Licht senkrecht zu einander 
polarisirte Strahlen. In dem reflectirten Lichte z. B. bildet nun der 
minder intensive Strahl mit einem gleichen Theile des andern ge
wöhnliches Licht nnd es bleibt also ausserdem noch ein Ueber- 
sebuss polarisirten Lichtes von der Beschaffenheit des lichtstarke
ren Strahles. Ein Gleiches gilt vom refractirten Liebte. Da nun, 
wie wir bewiesen haben (Art. 4 und 5)

1 —1— , 1 = Ářf,® -4- Dn-,
so folgt daraus

A,? - B,f = D,? — C,? .... (y)
Und hieraus schliessen wir folgenden Satz;

In dem reflectirten und durchgehenden Lichte linden sich 
äusser dem in jedem enthaltenen gewöhnlichen Lichte gleiche 
Intensitäten senkrecht zu einander polarisirter Strahlen, die 
Plattenzahl und der Einfallswinkel seien, welche sie wollen. 

Für eine Platte ist dieses Gesetz das bekannte Theorem von Arago.

9.
Unter der Vibrationsebene eines polarisirten Strahles ver

stehen wir diejenige Ebene, welche durch den betreffenden Strahl 
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und die constante Schwingungsriclitung seiner Aetbertheikhen geht. 
Unter Polarisationsebene aber die durch den Strahl aut die 
Oscillationsrichtung senkrecht geführte Ebene. Es stehen also 
beide Ebenen stets auf einander senkrecht. Denkt man sich nun 
durch denjenigen Punkt, in welchem ein Lichtstrahl die Grenze 
zweier durchsichtiger .Media trifft, auf die Richtung des Strahls 
eine Ebene senkrecht gelegt, so werden in dieser oder ihr parallel 
die Schwingungen der Aetbertheilclien erfolgen können nach jeder 
beliebigen Riclitung. Dreht sich die Vibrationsrichtung in dieser 
Ebene um den Auffallspunkt im Kreise herum, so dreht sich also 
auch die Vibrationsebene und mit ihr die Polarisationsebene um den 
einfallenden Strahl. Macht die Schwingungsriclitung mit der im 
Auffallspunkt aut die Einfallsebene errichteten Senkrechten den 
Winkel a, so bildet denselben Winkel a also auch die Polarisa- 
tionscbcnc mit der Einfallsebene und man sagt, das Licht sei in 
dem Azimuth ccpolarisit. In untenstehender Figur (s. am Ende 
der Abhandlung) sei nun ACB die Einfallsebene, CI) die Polari
sationsebene, l)CA=ia das Azimuth der letzteren, CE die Schwin
gungsricbtung des Aethertlieilcbens C, CM— 1 die halbe Oscil- 
lationswcite desselben, deren Componenten nach der Einfallsebenc 
und senkrecht gegen diese respective

CZř=sin « und MB = cos a
sein werden, da

!_BCE=^.

Und cs lässt sich also, weil die Lichtintensitäten proportional 
sind dem Quadrate der Oscillationsgeschwindigkeiten, die in dem 
Azimuth « polarisirte Lichteinheit in zwei senkrecht zu einander 
polarisirte Strahlen von deu Intensitäten sin 2a und cos 2a zerle
gen, so dass wiederum

l=sin 2«-ł-cos 2«.
Auf gleiche Weise können umgekehrt zwei senkrecht zu ein

ander polarisirte Strahlen in einen einzigen zusammengesetzt wer
den, dessen Azimuth tang 2« offenbar gefunden wird, wenn man 
die Intensität des in der Einfallsebenc schwingenden Strahles durch 
die Intensität des senkrecht gegen diese Ebene vibrirendcu divitlirt. 
Fällt also auf unser Plattensystem gewöhnliches Licht, so ist so
wohl das rcflectirte, als durchgehende polarisirt, jedes in einem be- 
sondern Azimuth. Nennen wir das Azimuth des rcflectirtcn an, das 
des refractirtcn ßtlJ so ist also

, ßn2 _ 2nB*  l)zP
tang a„ — i + (2re—1)ZP" 2nA-

1 + (2h- 1)J2 Bx_  14- (2re — l)^2
l+(2«-l)/?2 • J2 1 4- (2n - l)Zt2 • taDS “i 

und
_,o Dn'1 _ Á—B* 14-(2w-1)J2 

tang P« —— 1 4-(2«—l)/?2 ’ 1 —.J2 —
14-(2re — l)zP 1-tf2 _ 14-(2re-l).42
1 4-C2«-l)/V2 ‘ l-+-(2«-l)Ä2 • “"B

wenn der Kürze halber gesetzt wird
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^2 = tang 2« und —^ = taiig -ß.

Folglich ist allgemein
tang 2a„ : tang 2/S„ = tang 2« : taug 2ß.

Aus Art. 2 aber folgt
ß*   COS 2f«-ł-i")

A2 cos 2(«—i') Un

p^/;j = cos 2(i —«)>
mithin ist

tang 2«: tang 2/S = cos !(i + «')> als«*  auch
tang 2an : tang 2(?ZJ = cos 2(« + «') oder

tang a„ =^pcos (ź~ł~ź') tang ßn..... (<5j
Beide Aziinuthe stehen also immer in dieser einfachen Beziehung 

zn einander. Jedes ist eine Function des Einfallswinkels und der 
Plattenzalil, und wir wollen die Gesetze dieser Abhängigkeit zu 
bestimmen suchen.

10.
Wir haben gefunden

tang On = ± cos (i 4- 2*)  . taug ß„.
Da

cos (i + i’) 1>
so ist

tang «„ C tang ßn, und
«« < ßn

unabhängig von i und n.

ßn -4-. Für n = CD ist ßa> = y.

d) Ist z arc(tang =/!>), so ist Z?2>0, folglich Zfn2>-0, 
also a„ >► 0. Aber tang 2ßn < QD, also ßn < -y.

1. Es sei n constant, i also auch A2 und B2 variabel.

a) So oft A2 = B2, so ist ’ tang 2aZI = l = tang 2ßn, also
n __  na„ = — = ßn.

b) Ist 2 = 0, so ist A2 = B2 (Art. 6), mithin an'=.~-=ßn.
c) Ist 2=arc(tang:=jU'), so ist 2?2=0, folglich auch ^n2=0.

Und da
tang »«„ = 2^2 (Art. 9),

so ist für diesen Fall tang an = 0, folglich cc„ = O. Aber 
t l+(2re-lM2 2nA2 _ . ,
tang 2ßn=----- 1 — A2------= 1"ł~1^42>1’ aS° 
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e) Ist i = -y, so ist A2 = B2 (Art. 6), folglich =
Hieraus ergeben sich folgende Gesetze:
1) Die Polarisationscbene des reflectirteu Lichtes bildet mit der 

Einfallsebeue immer einen kleineren Winkel, als die Polarisations
ebene des durchgehenden, der Eiufallswiukel und die Platteuzabl 
seien, welche sie wollen.

2) Fällt das Licht senkrecht auf, so ist das Azimuth jeder der 

beiden Polarisationsebenen = folglich sowohl das reflectirte, 
als durchgehende Licht unpolarisirt.

3) VVächst der Einfallswinkel, so wird das Azimuth des reflec- 
tirten Lichtes kleiner, das des refractirten grösser. Erreicht der 
Einfallswinkel den Polarisationswinkel, so fallt die Polarisations
ebene des rellectirten Lichtes zusammen mit der Einfallsehene. Das 
Azimuth des durchgehenden Lichtes aber wächst mit der Platten
zahl und ist = -^-, wenn diese unendlich gross ist.

4) Wächst der Einfallswinkel über den Polarisationswinkel 
liinans, so wächst das Azimuth des rellectirten Lichtes wieder, das 
des durchgehenden nimmt ab.

5) Fällt das Licht horizontal auf, so ist das Azimuth des re- 
flectirten Lichtes wieder gleich -j-, folglich das reflectirte Licht 
selbst unpolarisirt. In diesem Falle dringt keiu Licht durch.

11. Es sei der Einfallswinkel, also auch A2 und B2 con
stant und veränderlich.

Es ist
_____ tang 2(i — î’)  cos sin 2(i— i)  cos 2(«-f-«') 

tang 2(t-f-i') cos 2(ž—i) ’ sin 2(i-f-i) cos -(i — i) ’
Da aber

cos 2(í — i) ’ 

so ist
Zř2 < A2.

Vergleicht man nun die reciproken Wcrthc von A„2 und Bn2, 
uämlich

1 i . 1—1 _ ! 1— U2
An2 — 1 2nA2 ’ Bn2 1 2nB2 ’

so folgt

An2 lin22 
tolglich 

1 2 B 2A*  *-*n  -
U ud da

C«2 = 1 — A„2, D„2 = 1 - B,S, 
so ist also

D,2 > Cn2.
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Nun aber ist 

B Tl
tang *an = -~<!Z\, folglich an<Z~Ę und 

tang ’/S„ = ^>l, also 
v/i 4

Wächst n, so nähert sich das Verhältniss von der Einheit

und für «=QD ist dasselbe = 1, folglich a_ = —. Es dringt 
alsdann kein Licht durch die Platten hindurch, es sei denn, dass 
dasselbe unter dem Polarisationswinkel auffalle, wo ist.

Hieraus ergiebt sich folgendes Gesetz:
Ist die Plattenzahl endlich, so ist das Aziinuth des reQectirten
Lichtes kleiner, das des durchgehenden grösser als -y. Mit der
Plattenzahl wächst das Azimuth des reflectirten Lichtes und

•“1 • I 7Í V .nähert sich —. Ist
4

. t n . n 0n = GC, so ist a« = — und p- =4 1 U
Fällt hingegen das Licht auf eine unendlich grosse Auzahl 
von Platten unter dem Polarisationswinkel, so ist

«. = y und /S. =y.

11.
Wir können nicht umhin, mit einem Worte einer Discontinui- 

tät in unsere Formeln zu erwähnen, die wir in den Erscheinungen 
der Natur nicht leicht anzunelimcn geneigt sind. Es wird nämlich 
senkrecht gegen die Einfallsebene polarisirtes Licht, welches auf 
eine unendlich grosse Plattenanzahl auffallt, stets und in allen 
Fällen ganz reflectirt, welches auch der Einfallswinkel von der 
senkrechten his zur horizontalen Incidenz sein möge; erreicht der
selbe aber den Polarisationswinkel, so dringt plötzlich alles Licht 
durch die Platten hindurch. Es möchte vielleicht nicht weniger 
gewagt sein, die Natur eines solchen Sprunges in ihren Erschei
nungen ohnmächtig, als unsere Formeln deshalb falsch nennen zu 
wollen. Das Unendliche ist bloss eine Grenze, der wir uns viel
leicht nicht einmal nähern können, die wir also um so weniger zu 
erreichen vermögen; nnd ebenso wenig, wie wir uns durch irgend 
einen Sprung, wie gross derselbe auch immerhin sein möge, vom 
Endlichen an jene Grenze, das Unendliche, versetzen können: eben
so weuig können wir aber auch behaupten., dass die Natur nicht 
im Stande wäre, wenn man sie veranlassen könnte, sich unter 
solchen Verhältnissen zu äussern, eine ähnliche Discontiuuität in 
ihren Erscheinungen zu zeigen.

12.
Fragen wir, unter welchem Winkel das Licht auf eiue belie

bige Anzahl paralleler Platten auffallen müsse, damit die Intensität 
des reflectirten Lichtes gleich sei der des durchgehenden, so haben 



413
wir, da die Intensität des auffallenden Lichtes =2 angenommen 
wurde, zu dieser Bestimmung offenbar die Gleichung:

An* ^-Bn* — \ 
oder

2n/i- 2«7?2 __
1 (2n — 1)4*  1 + (2»- l)ß*  ’

welche entwickelt auf folgende Bedingung führt: 
A*  + B*  4- ('m2 — \)A*B*  -= 1.

Nun aber ist 
sin2(i — i')  I Vfr2 — sin2t — cos i ) 2  (p — y\2 
sin2(z-j-î) n"—sin2Z -j- cos i 1 'Z*4~7'

tang2(i— i’)  (Vfr2— sin2 i — /<2cos»j2  (p—p*Ç\*  
tang2(î 4-») 11/^2 _ sinï cos i I \p-^p*q)  ’

wenn der Kürze halber gesetzt wird
\/fi*  — ein2 i^=p und cos i'=q.

Diese Werthe für A*  und B*  substituirt geben:

  + (£z^)2 + (tÖ)’ = i.
fr-ł-ę-' V+ťr v ’^p-1-q' 'p+pV

Wir können diese Gleichung nach und nach folgendergestalt ver
ändern :
fa—7)2(ZH4*M 2+(Z’—4-(4»2—1) (p— q)*(p —p*q)*

= fr+?)2 fr + i«2?)2- 
fr + M2?)2 (fr — ?)2 — (p + '/)21
— fr—M2?) (fr —Ç)2 —fr4-y)2| 4-4»2fr— ç)2fr — p*q)  = O, 
I fr — — fr + ?)2 J I fr + A* 2«')2 — fr — M2?)21

4- 4» 2 fr — q)*  {p — ju»y)2 = 0,
— 4/42/»2^2 4- w2fr — y)2 fr — P^q)*  = 0, 

»2fr — 7)2 (p—p-qY =hp*p*q*,

(p — q) (p—p-q)=4= • pq-

Dividirt man durch pq und setzt =. x, so kommt

(^-1) (1-$=^^, also

•»*  — (1 -ł-M2 X = — /42,
und setzt man

1+<U2±—= P, SO ist 1 n ’
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und hieraus

r2==^h^=|22
1 — sm2 z

folglich
sin»«^2^- .... (f)

Durch diese Gleichung ist also der Winkel bestimmt, unter 
dem das Licht auf eine beliebige Anzahl paralleler Platten auffallen 
muss, damit gleiche Mengen reflectirt werden und durchgehen. Zu
gleich aber geht aus derselben auch hervor, dass einen solchen 
Winkel zu finden jedesmal dann unmöglich ist, wenn

oder was dasselbe heisst^ wenn das Licht aus einem Mittel von 
stärkerer auf eins von einer minder starken licbtbrecbenden Kraft 
auffällt.

13.
Nach den Frcsnel’schen Formeln (Art. 2.) für die Intensität des 

gespiegelten und durchgehenden polarisirten Lichts ist die reflectirte 
Lichtstärke so lange Null, als sich die Dichtigkeit des durchsichti
gen Mittels nicht ändert; und es müsste folglich bei einem in seiner 
ganzen Masse vollkommen homogenen und gleich dichten durchsichti
gen Körper alles Licht auf seine untere Fläche auffallen, was auf der 
oberen Fläche in den Körper eindrang. Da aber in der Natur wohl 
kaum ein solcher Körper existiren wird, indem die Schwerkraft, 
der beständige Tcmperaturweclisel und dergleichen Umstände mehr, 
leicht eine verschiedene Dichtigkeit an verschiedenen Punkten des 
Körpers hervorbringen: so folgt daraus, dass sich das Licht heim 
Durchgang durch durchsichtige Körper offenbar schwächen muss. 
Betracbteu wir z. B. eine ruhige Flüssigkeit, auf deren eine hori
zontale Grenzfläche Licht auffallt. Da strenge genommen die Flüs
sigkeit in jedem horizontalen Schnitte eine andere Dichtigkeit bat, 
so müssen nothwendigerweise auch im Innern derselben Reflexionen 
des eingedrungenen Lichts Statt finden und es gelten mithin für 
einen solchen Fall ähnliche Formeln, wie wir sic für die Intensität 
des gespiegelten und durchgehenden Lichts bei einer beliebigen 
Anzahl paralleler durchsichtiger Schichten entwickelt habeu.
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LI.
Eigenschaften der ungeraden Zahlen in Bezug 
auf beliebige Potenzen der einzelnen Glieder 

der natürlichen Zahlenreihe.
Von

Herrn Prof. C. A. Bref schneider
zu Gotha.

Der iin ersten Hefte des gegenwärtigen Archivs bewiesene Tur- 
ner’schc Lehrsatz von den ungeraden Zahlen ist nur ciu specieller 
Fall eines weit allgemeineren Theorems, das ich schon vor meh
reren Jahren gefunden, aber nicht für neu gehalten habe. Es ist 
nämlich :

12" = 1
22« = 1 -i- 3 4- 5 4- 7 4-.... 4- (2.2" — 1)
32« = 14- 3 4- 5 4- 7 4-.... 4- (2.3" — 1)

;;2« — 14- 3 4- 5 4- 7 4-.... 4- (2 — 1),
d. h. jede Potenz einer ganzen Zahl p von dem geraden 
Exponenten 2zz ist gleich der Summe aller ungeraden 
Zahlen von der ersten an bis zur /»"ten; ingleicben:
l’»+l — 1

22«+i = (2« . 1 4-1) 4- (2" . 1 4- :>) 4- .... 4- [2". 1 4- (2.2" — 1)]
32«+i = (3". 2 4- 1) 4- (3" . 2 4- 3) 4- .... 4- [3« . 2 4- (2.3" — l)]

=[ p«(p—1 )4-l] 4- [p«( p—1 )4-3]4-....4-[/>"(7>—1 )4-(2;z"—1 )] 
d. h. jede Potenz einer ganzen Zahl p von dem ungera
den Exponeuten 2zz4~l ist gleich der Summe von pn auf 
einander folgenden ungeradenZahlen, deren erstcgleich 
pn(p — 1 )4- list.

üer Beweis dieser Sätze ist höchst einfach. Bezeichnen näm
lich a, d und s beziehungsweise das erste Glied, die Differenz und 
die Gliedcrzahl einer aritlimetisclieu Reihe erster Ordnung, so ist 
deren Summe « = zzs 4-— IJzZ. Im vorliegenden Falle ist nun 
für eincu geraden Exponenten der Potenz
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a = 1, rf= 2, s = pn.

mithin wird
« = 1. pn 4- \p"(pn— 1 ) . 2 = jfl".

Für einen ungeraden Exponenten der Potenz hingegen wird: 
a=.pn(p —1)4-1, <Z^2, s=/»w 

und folglich:
g = [pn(p — 1)4-1] pn 4- — 1). 2 =^>2n+1.

Hieraus ergeben sich sofort durch Addition von p" die Aus
drücke:
pln pn — pn^,n J ) = 2 4- 4 4~ 0 4- 8 + . . . + 2 . pn

p2n+l -j-pn — pn(pn+l 4- 1) = [p»(p — 1)4- 2] 4~ [pn(p — 1)4-4] 

4-... 4- ip”(p — 1) 4-2^«], 
welche die entsprechenden Eigenschaften der auf einander folgenden 
geraden Zahlen enthalten, wie dies von dem Herrn Herausgeber 
bereits für die dritten Potenzen bemerkt worden ist. Demnach ist 
also z. B.
P = 1
22 = 1 4- 3
3’ = 14-3 4-5

2 = 14- 3 4- 5 4-... 4- (2Z> — 1) 
l' = l
2’ = 3 4- 5
3« =74-94-11

F’=b(P—l)4-1J4-[p(p—1)4-3]4-...+ |Xp—1) 4-(2^—1)] 
1*  = 1 
2*  = 1 4-3-1-54-7
3*  1 4“ 3 4— a 4- i 4— 9 4— 11 4“ 13 4— 15 4— 1*1  

p*  — 1 4- 34- 5 4- 7 4- •.. 4- (2/>u — 1)
1«=1
26 :> 4— 7 4— 9 4— 11
3‘ = 19 4-21 4-23 4-25 4-27 4-29 4-31 4-334-35
4“ =49 4-514-53 4-.... 4-774-79

p‘ = \p*(p —1)4-1] 4- l)4-3]4-.. .4- [p2(p—l)4-(2p’— 1)]
u. s. w.

Bei ihrer grossen Einfachheit dürften die vorliegenden Lehr
sätze ein zweckmässiges Beispiel zur Anwendung der arithmetischen 
Progressionen darbieten.
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LII.
Zur Theorie der bestimmten Integrale.

Von 

Herrn O. Sclilömilcli 
zu Weimar.

Die Entwickelung der schönen Theoreme von Lagrange und 
Fourier beruht bekanntlich auf der Untersuchung der Gränze, wei
cher sich das bestimmte Integral

'•csin(2w 4- 1)0 , ..
---- '■—5----- TT C >► 0, o sm 0 J 1

für ganze, positive, wachsende n nähert, vorausgesetzt, dass die 
Funktion /"(©) während des Integrationsintcrvallcs weder unendlich 
gross, noch unstetig werde °).

Diese Aufgabe lässt sich, wie ich glanbe, völlig streng und 
kurz, folgendermassen lösen.

1) Wir nehmen erstlich c = 2/i 4- 1 = m (der Kürze we
gen) und führen in das Integral

n
„•z

J=j' o sin 0 J ' ’
z tlz

eine neue Veränderliche z = also & = —, d& =— ein. Dn-
durch wird

inTl

kurz mit Z\z) bezeichnen. Also

Dieses Integral zerlegen wir in eine Reibe anderer, welche sämmt- 
licli nach dem Intervall fortschreiten, wobei wir — 

m sin — x m

’) Man sehe hierüber die vortreffliche Abhandlung des ITrn. Prof. Lejeune 
Dirichlet im Journal f. r. u. a. Mathematik v. Crellc, B. IV. S. 157.

Theil 1. 27
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n 371
y ti y »n

J=f. F^+f„ ^■■•k+in

Z
ï«+))i .
mt F(x)</x.

Zwei auf einander folgende allgemeine Glieder dieser Reibe 
sind

Diese beiden Integrale lassen sich leicht auf die Gränzen 0 und 

-5- bringen, indem man im ersten x=rir—x, im zweiten z=rit-}-x 
setzt, wo x eine neue Veränderliche bedeutet. Dann hat inau, ab
gesehen vom Vorzeichen:

n

/
'0 f*  2
n F\m — x)dx, j F{rn 4- x)dx 5 
o

und wenn man dem ersten Integrale das entgegengesetzte Vor
zeichen giebt, so vertauschen die Gränzeu ihre Plätze, und stehen 
dann genau so wie im zweiten.

Die Vorzeichen unserer Integrale linden sich durch ein leichtes 
Raisonnement. Der Zeichenwechsel in jenen Integralen hängt bloss 
von dem Vorzeichen des sin 3 in F\z) ab. Da nun der .Sinus po
sitiv ist von s = 0 bis 3 = TT, negativ von s = tt bis 3 = 2;r, po
sitiv von 3 = 2tt bis 3 = 3tt, u. s. f., so ist auch das erste Paar 
unserer Integrále positiv, das zweite negativ, das dritte positiv 
u. s. f. So babeu wir •

71 n n

/
’ 2 /*  2~ /*2 ”0 J 0 — œ)dx— /Q F(n + æ}dx

n 
y *2*

0 Ffär — x)dx 4- . • •

indem wir den Index z':=l. 2, . . . n setzen; oder
71

y= j{F(x)-F F(n— x) — F(n-ł-x)— FÇln—æ-)4-« . .Jdx.

Ein allgemeines Glied dieser Reihe ist
. sin (mi.'c) „zttí.t sin x rn±x

/ Im ± x) =-------- ----- ,— --------- ) =--------------v— J\---------' ’ . 7~n±xJ'~ m J . rn±x m '7/1 sm--------------------- 7/1 sm-------------------7/1 7/1
wobei das Vorzeichen nicht beachtet zu werden braucht, weil wir 
den Wechsel schon kennen.

Wollen wir nun die Gründe bestimmen, welcher sich das Inte
gral .7 für wachsende 77(7/1 ■=. 'In 4- 1) nähert, so haben wir die 
Gränze von F(tti zL x) für wachsende 7/1 zu untersuchen, wobei 
zu berücksichtigen ist, dass r die Reihe der ganzen Zahlen von 1 
bis m durchläuft. Wir haben daher 2 Fälle zu unterscheiden.
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1) Es sei r endlich, also das zugehörige Glied endlich weit 

vom Anfänge entfernt. Dann ist rTrzt/r etwas Endliches =?/,
—sm X ■ f[— ) oder, wenn man den sich hebenden

v ' u J 'm’ ’m sm — m
Faktor u cinsetzt,

u
r • rr ■ x iiin :c r • m fí u v sin &Lim F{rn ± zr) =------ . Lun ------- — f (—) =------- .A(ö)v ’ u . u ' m' u J ’sin — m 

oder
Lim F(rzr±^) = ^^;/(O).

2) Wäre r so gross, das schon eine endliche Grösse v
wäre, so ist

Lim F(rn ±zr) = Lim ■ S'n. X ■ f(v) = 0, 
' ' m sin v J '

so dass also die unendlich weit vom Anfänge entfernten Glieder ver
schwinden.

So Iiahcn wir endlich
zr

. . r C - ["sin X „ ... sin x sin X T ,Lim .7= / 0 /(0) + —— /(0) - —- /(0)- . . .1 dx

oder, weil /"(O) eine Constante ist,
n

Lim .7= /Í0) / ~ F— H------ -------------- --------- —---------1-. ."Isin /r dæ
J y ’f La: n — x n-\-x 2n — x J

71

=y(0)/l'f—-j-2az| , - a—y1-^—•.jIsinzriZz-, 
v </ U Lj; (7t2—3CA 47t2—X*  VTl2,—X*  I J

lin nun dieses Integral weiter ausführen zu können, müssen 
wir die cingcklamnierte Reihe suminiren. Diese Summe P kann 
inan aus zwei anderen sich bestehend denken:

P= l'+ V.
Nun findet sich aher leicht
J U rZz:=log n zr+log n ) + log n .

= log« x (1-^) (1-^ï) (1-7^) • ■ •

= log n sin x\
also durch Dillcrcnziation

27
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£7=cot x.

Aehnlich bat man
, ... .n* —.r2, ... .Öre2 — a:2, ... ,25rt2— a* 2.— / F,Zz=21og»(—)4-21og4——)+21og4—25nł )+..

25rt=J • ’ ‘

cos x
cot x-=.—.---- ,Sill X

V=: tang -la;.

Also J’=cot a;-|-tang -Ja;, oder weil
1 — cos x . . 1 ,tang-la;=—:-------- ist, 1—-------- ; oder° 2 sin x sm x

=2IogMl-g) (1-ë) Í1 

= 2log n cos ^x ;
folglich

sin x x + ( zi2 — x2 in2 — x2 ”^~9rt2 — x-

Suhstituircn wir diesen Werth, so findet sich

Lim sin x . £ Z(°); oder

Lim/02sin (g +1)8 /(0) /(O).... (1)

2) Wäre die obere Granze des Integrals so gebt unser
Integral

./ 0 sin 9 J v 7 ’
wenn wie früher gesetzt wird, über in

Z
'mc sin s; e 

0 — 
m sin — m

Da nun , so ist fw?<—, also etwa »?c=4—4-ó, wo h<m,
71 , *

ist. Also haben wir

kn
J=L 2 sin z

z m sm —m

.—+b
/(-) dz+ Í % - /(-) dz.
J 'm’ kn . z J 'm’~x m sin — 2 zu.

Da nun h gleichzeitig mit m wächst, so sind anf das erste Integral 
alle die früheren Schlüsse anwendbar und geben

Lim ./ = ” /(O) + Lim A. 2 -S'n Z f(-) dz. 
2 J v 7 J kn % JV m sin — 2 m
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Um das zweite Integral beurthcileu zn können, nehmen wir 

w TI • ■ ■« = 4— + œ und naben so

in

''b sin (/zy 4--i) h
--------------- -------------f\—0 . , h n x ' mm sin (— . „4-—) m 2 m

Da A und m gleichzeitig wachsen, so wird also auch 
eine gewisse endliche Grüsse a, und

.b Vzy -+-«4 f(ie) „
Lim--------------------- y(a4------ \dx =----- :----- /sin (A— 4- x)dx.

J o . x,J ' in’ m sm « / 0 ' 2 ’m sm («4-----)m
So gross nun auch A sein mag, so giebt die Ausführung des 

Integrals doch nur eine endliche Grösse, und da m im Nenner steht, 
verschwindet der ganze Ausdruck.

Wir haben also zusammen

Lim^jn-(2 + 1)Q /(@) dQ = % /(O), I > c > 0.......  (2)

3) Wenn c zwischen -5- und n liegt, so können wir c=n—a 

setzen, wobei a 0 ist. Mithin

/
■n-nsin wz© /'2sin z/z©
0 -riiï ©■ =/0 -^T©-

psin^ f{&}d&-in 
1J n sin © J ’ J n—u Sm © ^ '

2
Im zweiten und dritten Integrale nehmen wir 0 = w— x nnd er
halten

zr
p-siny«© /(@)rf@=psin^^ & l& 
./ 0 sin © J ’ do sin 0 J ' ’

n

Z
’ssin mx , /'«sin mx ... . .
n --- ------- — x\dx — / n—------f(n — x)dx.0 sin x J ' ’ JO sin x J ’

Das erste nnd zweite Integral führen wir nach (1), das dritte 
nach (2) ans und haben so

L,m./ 0 “ÎÏÏT© = y /(0) 4- y /(" ) — y /(») 

oder
Asin (2zi 4-1)© zr n zr

l,d7 0—^F©— = y /(°)> 11 > c > y.........

4) Fassen wir nun zusammen was in 1, 2, 3 gefunden wurde, 
so ergiebt sich auf der Stelle das Resultat
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= f /W’ n > c > 0.......W

Diess ist das schöne Theorem, dessen fruchtbare Anwendung 
G sin (2/i-l- 1)—

auf der Eigenschaft von-----------s~ die Reihe
sm —

1 4-2|cos ©-ł- cos 2©-f- .... 4- cos w©| 
zu suinmiren, beruht. Es lässt sich also vermöge der vorigen Formel 
jede Reihe summiren, deren allgemeines Glied f cos d&, 

e^>0, ist; oder man hat
G„ sin (2ířz 1) - „ „

/o----------- /(©)rf© =/J/(©)</© +22? JJ/(©) cos dQ
sin — * 1 *

oder, wenn man die Reihe ins Unendliche fortsetzt, (u = QC nimmt) 
und links 2© für © setzt,

c

Lim 2/0351ÍL^1-/(2©)^=/^7(©)rf®+-2^/>(©) cos«© d(-) 

Wobei links das Resultat erscheint. Aus diesem Satze lassen 
sich die Theoreme von Lagrange und Fourier leicht ableiten.

5) Die hier angewandte Methode der Gränzenzcrlcgung lässt 
sich mit vielem Vortheil öfter anvvenden.

Z
*co$in  O

0—— d&, wenn man 

sich die obere Gränze als ein Vielfaches von ~ denkt, nnd cs in 

eine Reihe anderer, sämmtlicb von 0 bis genommen., zerlegt, 
das nämliche Resultat, wie die vorhin geführte Entwickelung, wenn 
man darin /"(©) constant = 1 nimmmt. Nämlich

/
'“sin G n
0 ~G~ d& = -2-

Setzt man u© für ©, wo a eine ganz beliebige Grüsse ist, so hat 
man auch

/
‘“sin G n

0 0 d®---  2.......

welches Resultat sich hier auf einem ebenso leichten als gründlichen 
Wege findet.
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LIII.
üeber eine geodätische Aufgabe.

Voll

<1 e in Heraus g c b e r.o

1.
Das Problem, mit dessen Auflösung wir uns in diesem Aufsätze 

beschäftigen wollen, kann auf folgende Art ausgesprochen werden:
In einer Ebene seien drei Punkte, die wir durch 

0, Ot. 0„ bezeichnen wollen, ihrer Lage nach gegeben, 
und Ä’, A', seien zwei andere ihrer Lage nach unbe
kannte Punkte in derselben Ebene. Wenn nun in den 
gegebenen Punkten 0, die ISO" nicht überstei
genden Winkel A’0A,. SO,S„ welche die von den
I’unkten 0, 0,, nach den Punkten S, gezogenen 
G e s i c h t s 1 i n i e n mit einander e i n s c h i i e s s e n, und ausser
dem noch in dein einen der drei gegebenen Punkte 
O. 0„_, etwa in dem Punkte 0, der ISO” nicht über
steigende Winkel, welchen die von dem Punkte 1) nach 
dem einen der beiden Punkte A', A’,, etwa nach dem 
Punkte A', gezogene Gesichts 1 inie OS mit der einen der 
beiden Linien 00,, 002, etwa mit der Linie 00,. cin- 
sehliesst, also der 180° nicht übersteigende Winkel 
A00,, gemessen worden sind; so soll man die Lage der 
beiden Punkte A’ und A', bestimmen. •

Die bekannten rechtwinkligen Coordinaten der drei gegebenen 
Punkte 0, 0,, 0, in Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges 
Coordinatensvstein der xy seien respective m, n-, m,. ; «w2, zz2.
Ferner wollen wir die Entfernungen 0A’, 0,A', 0.6’ respective 
durch ç, q,, p2,. die Entfernungen 0A',, 0,A\, 02A’, respective, 
durch r, r,,r2 bezeichnen. Nun denke man sich durch die Punkte 
0, 0,, 0, als Anfangspunkte die mit dem Svsteme der xy paral
lelen Systeme der x'y', x x?,if, gelegt, und bezeichne die 
von den Linien 0A', 0,A, OJS und 0A’,, 0,A,, 02A’, mit den 
positiven Tlieilen der Axen der x’, x\, x'„ eingesrlilossencii Win
kel, indem man alle diese Winkel von der Seite der positiven x 
an nach der Seite der positiven y hin von 0 bis 360° zählt, respec
tive durch gp, gp,, gp2 und /2. Dies vorausgesetzt, sind
offenbar in völliger Allgemeinheit in Bezug auf die Systeme der 
x'<if. -x-'2y'2 die Coordinaten des Punktes S respective:

ç cos çp, ç sin çp;
ç, cos gp,, o, si u <p, ;
o.. cos <p2, g., sin gp2 ;
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und die Coordinaten des Punktes »V, in Bezug auf dieselben Sy
steme sind respcclivc:

T cos r sin jf;
f, cos f, sin ;
Fj cos /2, F, sin x,.

Also hat man nach bekannten Formeln der Lehre von der Ver
wandlung der Coordinaten, wenn man durch x, y nnd zr,, ?/, die 
gesuchten Coordinaten der Punkte iS und Ä, in dem Systeme der 
xy bezeichnet, die folgenden Gleichungen:

I
x=m + (> cos y, y=« + g sin 91;
= + ß, cos y>,, y = n,+ß, sin y>, ;

Æ" = »z2 + ß.2 cos çp2, y = «2 + g2 sin çp2; 
und

I
x, =m-\-r cos jf, y, = m + r sin

x, = 0Z, 4-f, cos yt = n, + f, sin Xi ;
.2?1 =»z2-ł-Fj cos Xt, 7/3= "2+^3 sin Xv

Weil nach der Voraussetzung die 180° nicht übersteigenden 
Winkel SOS,, S0,S„ S02S, gemessen worden sind., so können 
offeubar die Differenzen] x— <£•> Xi —9>i> X2—Vt jederzeit als be
kannt angesehen werden, nnd man kann daher, indem a, a,, a2 
bekannte Grössen bezeichnen,

3. Z —y = a, Z1 —y, =«,, x, —ÿ2 = a2 
oder

4. Z = a + iP, Xi = u> -4-SP,, Z2 = «2 + iP» 
setzen, wodurch die Gleichungen 2. die folgende Gestalt erhalten:

I
x,-=m-\-r cos (« + 9,), y, =n-ł-r sin («-1-y>); 
x,=m,-t-r, cos (a, 4-y,), y, =», 4-f, sin (a, + y>,); 
x, = m2 4- f4 cos («3+9,2), yi=^3+^2 sin (a2 + 9;,).

Der Winkel y> kann offenbar immer als bekannt angesehen 
werden, weil nach der Voraussetzung der 180° nifht übersteigende 
Winkel SOO, gemessen worden ist, und die zwölf Gleichungen 
in 1. und 5. reichen also zur Bestimmung der in ihnen enthaltenen 
zwölf unbekannten Grössen x, y, x„ y„ 0, q„ ß2, f, f,, f2, <p„ y>2 
hin, so dass folglich unser Problem durch dieselben aufgelöst ist. 
Mau kann sich aber, wie cs mir scheint, die Auflösung auf folgende 
Art erleichtern.

Wir wollen nämlich jetzt den Punkt O als den Anfang und 
die Linie OS als den positiven Tbeil der Axe der 5 eines neuen 
rechtwinkligen Coordinatensystems der annebmen, und wollen 
die Coordinaten der Puukte O„ 02 in Bezug auf dieses System 
respective durch a,, b,; a2, b2-, die Coordinaten der Pnnktc ä 
und A', in Bezug auf dasselbe System aber durch £, q nnd £,, 97, 
bezeichnen. Dies vorausgesetzt, hat man nach der Lehre von der 
Verwandlung der Coordinaten die folgenden Gleichungen: 
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íw, =«« + «, cos y— ä, sin y, «, =n-t-al sin y -+- A, cos y; 
«?, = «? + «, cos y — A, sin y, n2 =»» + «, sin y-4-A2 cos y; 
oder 
iKt —m = at cos y — bt sin y, fl, —n^=at sin y-ł-^, cos y; 
îWj—îm = /z, cos y — A, sin y, r»a— n = a2 sin y-f-^3 cos y; 
und folglich, wie mon leicht findet,

!
at = (», — ri) sin y ~ł~ (tnl — m) cos y,

ä, ==: (zz, — ot) cos y — (sw, — »z) sin y;
a2 = (ot3 — w) sin y H- (m2 — m) cos y,

= (zza — ri) cos y — (m2 — w?) sin y.
Mittelst dieser Formeln kann man die Coordinaten at, bt und 

b2 leicht berechnen, weil, was man immer fcstzuhaltcn hat, der 
Winkel y jederzeit als bekannt angesehen werden kann, da nach 
der Voraussetzung der ISO“ nicht übersteigende Winkel SOOt ge
messen worden ist. Bezeichnet man die von den Linien 00, und 
O02 mit dem positiven Thcile der Axe der zz/ eingeschlossenen, 
von der Seite der positiven zc' nach der Seite der positiven y' hin 
von 0 bis 360° gezählten Winkel durch 0, und 0a; so ist offenbar 

— m= OOt . cos 0,, zz, — n = 00, . sin 0, ; 
m2 — w=. 002 . cos ©j, n2 — 00 2 . sin ©2 ;

und folglich
O 4. Z~k ^1 ' . /"I ^2
o. tane; 0. =---------- , tane; 0- =—-------- .

& 1 wij—-wr c 3 m2— 'm
Hat man mittelst dieser Formeln 0, nnd 02 gefunden; so bat man 
nach 6. zur Berechnung der Coordinaten a„ bx und a2, b2 die 
folgenden Formeln:

I
. cos (0, — y) . . . sin (©, — y)

«i = («»i — ««) —■ s e ■ » Z'i = (*».  — m} - ■ ä------5
CF g LUS g

_____. . cos (02—y) . -------- sin (0a—y) 

ens 6? > "3______ (^3 w) CÜS îa
LOS E LUS üj

Ferner ist nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten
(Æ1 = 0z-4- 5 cos y — n sin y,
J y = M + 5 sin y + cos y ;

oder, weil offenbar t] = 0 ist,
ta; = cos y,
( y= n + 5 sin y;

und auf ähnliche Art hat man
|zTi =a» + J-, cos y — ij, sin y,
1 y, = » + sin y-f-rç, cos y.

Endlich haben wir, wenn jetzt y,, y2; /, a, aL, a, in
Bezug auf das System der eine ganz ähnliche Bedeutung wie 
vorher dieselben Symbole in Bezug auf das System der ta:y, aber 
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natürlich nicht ganz gleiche Bedeutung wie dort haben, nach I. 
und 5. die folgenden Gleichungen :

13. <5 = «i+gi c°s y^ V = bi -+-(?i sin y,; 
l'£ = a2-t-Q2 cos y2, t] = b2~ł-ę2 sin y,;

und

I
Ç, =r cos ot, Vi -=r sin a;

4-r’i cos (a, -ł-y,)., tj, =^i 4-fj sin (at —I— <jp,); 
51=«24-r, cos (a24~5P2), íj1=i2 + r2 sin (a2 4- y,).

Dies sind wieder zwölf Gleichungen zwischen den zwölf unbekann
ten Grössen t], '£t> Vu Pu C2> r, ru rii fn und reichen 
also zu deren Bestimmung hin, wie wir jetzt mit Mehrerem zeigen 
wollen.

Durch Elimination von i], i;, erhält man
ç:=<zl4~(?1 cos y, = «2-ł-ę2 cos gp2J
O=zój 4-ç, sin y, = b„ ~ł~(?2 sin y2

und
r cos a = «,-ł-z-j cos (a, -1 y,) = «2 + t2 cos (a24~5P2)>
r siu a=.b, -j-r, sin (a, 4~ y^ = b, 4- r2 sin (a24-y2).
Also ist

a, — ç = — ç, cos y,, «2 — q = — p2 cos y, ;
b, = — ç, sin y,, ô2 =: — ç2 sin y2 

und
a,—rcosa=—r, cos(a14~yi), «2—r cos a/=.—r2 cos (a24-<jP2); 
b,—r sin a= — rt sin (aj+yJ, b2—r sin a=—r2 siu (a2+y2).
Dividirt man nun, um die Grössen ç„ ę2, rt, r2 zu eliminiren, 
diese Gleichungen durch einander; so erhält man

. - í 0^, P . Çla. cot y, =——L, cot y, =——

und *
,. r . . a. —r cos « . , . . a„— r cos «10. cot (a.-f-Q>I) = 7-------- :------- , cot («2' 1 b,—r sin « t « • r»/ —r SH1 K’
und diese vier Gleichungen enthalten nun bloss noch die vier un
bekannten Grössen ç, r, y,, y2.

Weil bekanntlich
. r « cot«. cot«,—1 . , cot«2 C0tçp2 — 1

cot («. 4-y,)= ------ !----- ——-, cot (a- 4-y-) = — ------ ------:-----' 1 cot «j-t-cot y,’ ' - ' ■> cot «2 4- cot y2
ist, so ist nach 16.

fly ---  T cos a cot «, cot r/ i — 1
ój —r sin (C cot «i -ł- cot y, ’
a-i —r cos a cot «2 cot y2 — 1 _

— r Sin cot «2 cot y2 ’
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woraus sieb

(g, —r cos et) cos et, 4-(A, —r sin et) sin «,
(g, —r cos a) sin at —(ht —r sin «) cos
(«2—r cos «) cos et, 4-(A,—r sin «) sin «2
(g,—r cos «) sin ce2— (A2—r sin a) cos «,

oder
g, cos «. 4-A, sin re. —r cos (et— «,) 

COt iß. =------!---------------------:—---------_ at sin «,—ul cos «,4-r sin (« — al)’
lo. ,cos et, 4-A, sin ft2 — r cos («— ct„) 

COt W- =------ = :-----=---- ----------------- --- : -,--------J * a., sin «,—A2 cos rc24-r sin (et— rt2)
ergiebt.

Also ist nacli dem Obigen
«,— ç at cos ecl-ł-bl sin a,—r cos (« — «,)

A, g, sin «]—bt cos etl-f-r sin (« — «,)’
n„—p a, cos et, 4-A, sin «2—r cos (et— k2)

A2 a, sin «, — A2 cos rtg-f-r sin («— «,)’

Icot çp, =

cot y2 =

und diese Gleichungen enthalten bloss noch die zwei unbekannten 
Grössen ç und r. Bestimmt mau nun p, so erhält inan

20.
p = g, -ł-bl

Q —— ^3 -1 A2

g, cos ß, 4-A, sin —r ros (et — et,)
ec, sin «,— bt cos etI-f-r sin (« — «,)’
et, cos «, -1- b., sin «,— r cos (et— «,)
at sin «,— bs cos et,-j-r sin («— «,)

oder
(et,2 4-A,2) sin n, + I«, sin (et — et,) — A, cos (a— «,)jr

a, sin et,—A, cos «,4-r sin (« — «,)
(et, 24-A22) sin rr24-|zt, sin (et — et2'— A, cos (et — et., 

a2 sin «2—A2 cos «24-r sin (ec— rt9)
uud hieraus ergiebt sieb die folgende Gleichung zur Bestimmung 
vou r:

1e =

e = llr.

«, siri et,—A, cos et, 4-r sin (ei — «,)
ti„ sin «2 — A2 cos a..-i-r sin (et — a2)

(«,84-A,2) sin ci,4-)«, sin (« — ei,) — A, cos (et — «,)]»■ 
(®224-A22) sin «24-|«3 sin (a — ct„) — A2 cos (a — ce2)jr

Setzt mau der Kürze wegen
K, = sin (a — «,), 
712 = sin (« — a2),
Ze, = (et,2 4- A,2) sin cc,,

= (®3 *4-■V) sin a2,
V1 = «J siu a, — cos «1,
J/2 = «2 SÎD a2 --Ä3 cos «35
Ai siu (« — «0 — b ( COS (« —«J,
a; = ^2 sin (« — a2) —b2 cos (« — a2);
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su erkält die vorhergehende Gleichung die folgende Form :

M, -^Kxr  -4— A',r
lU2 + K2r L2-^-A’2r’

oder nach gehöriger Entwickelung

24. 0= Z.JĄ — MXL2
— + — Æ, MJ\r
— (KM—N'KJr.*

Um die Grössen Kt, Kt, L„ L2, Mlt flf2, N„ A\ mit 
Leichtigkeit berechnen zn können, snehe man die beiden llülfswin- 
kel m, und mz mittelst der Formeln

b. Z»
25. tang iiĄ=—, tang w2=—.

Daun ist nach dem Obigen, wie man leicht findet,
Æ, = sin (a — al),
K2 = sin (a — a2),.
_ o,1 sin «j

Á/ 1 — 9—»* COS £OIZ '

sin a2
3 ~~ COS iü22 ’

sin (ff.—to.)M. = — -------—------—,
* COS Wj ’

M __ at sin (k2 — a>z)
1 COS <ü2 ’

$ __ a, sin (« — «,—tu,)
* cos <aJ ’

jy __ Ot sin (g — g2 — <i>a)
3 ~~ COS 0»2

Weitere Erläuterungen über den Gang, welchen inan bei der 
Auflösung zu uclimcn hat, fugen wir der Kürze wegen nicht bei, 
da dies schon aus dein Vorhergehenden deutlich genug vuu selbst 
erhellen wird.

§. 2.
Bemerken wollen wir aber noch, dass, wenn vier Punkte 

O, OtJ O„ Oz dnreh ihre Coordinates m, n\ n,- in2, n2\ 
m2i wi gegeben, und in diesen Punkten die ISO" nicht überstei
genden Winkel S0á\, SfítSlt S02Sit SOtSt gemessen worden 
sind, auch diese Data zur Bestimmung der Coordinatcn zr, y und 
-a-,, y,' der Punkte und iS,, d. i. der Lage dieser Puukte hin
reichen.

Nach 1. und 5. hat man nämlich sechzehn Gleichungen von 
der Form

ar = i»-ł-ę cos y, y=»»-f-ę sin y;
= -ł-g, cos g>u y = w, -j-ÿ, siu <p 
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x = m2-^-ç2 cos y2,^=z»24-ç2 sin y2; 
ar = OTJ4-(J3 cos y„ y=»,4-Ç3 sin ys ;

x, =m-^-r cos (a+ÿ), y, =n-^-r sin (a 4-y);
.-r, =»?, 4-f, cos («, + ÿj), ?/! ze, + r, sin («, 4~y,);
ar, = m2 4- r2 cos (a2 + y2), y, = n2 4~ r2 sin (a, 4- y 2 ) ;
ar, =zâ, 4-r, cos («, + ÿ,), y, =&, -ł-r, sin («34-y3);

und diese sechzehn Gleichungen reichen zur Bestimmung der sech
zehn in ihnen enthaltenen unbekannten Grössen sc, y\ y, ; 
ç, Ça Ç21 CU ri ri> ru rt ; 9, y,, ÿj, ÿs hin. Die Auflösung 
dieser Gleichungen ist aber Schwierigkeiten unterworfen, nnd wir 
wollen dieselben hier daher nur so weit entwickeln, dass sie bloss 
noch die vier unbekannten Grössen sc, y, sc2, y, enthalten, welches 
ohne Schwierigkeit geschehen kann. Dnrcli Elimination von ç, 
ç2, g3 und r, r,, r2, rt .erhält man nämlich

V — n . , . , V.—n
tanK 9’ = JZ^’ tnng' + =

y— n\ a z y —n\tang 9),=-—-, tang («, + ?>) = " _w > «x tu J a- j w» i
y ^^2 » r ■ \ y i Tintang 9,,=——, tang (a2 4-yJ^^^j

, y — 7tt f . y. — 7i 3
tang 9>.=— —, tang (a, 4-9,) = ^-—.

Setzt man nun
tang « 4- tang y  y, —n

1 — tang a tang y X, — ui’
tang 4- tang y,  y, —n,

1 — tang «3 tang y, x,—m2
tang ax 4- tang y2  y, — n2 

1 — tang tt2 tang y2 x,—mx*
tang a, -4- tang y3  y, — n,

1 — tang «3 tang y2 -ť, —»*, ’
und bestimmt tang y, tang y,, tang y2, tang y2 nus diesen Glei
chungen, so erhält inan

tang y =
(x, —m) sin c— (y, —w) cos a
(zr, — m) cos « -4- (y, —n) sin a’

tang y, = (æ~,—m,) sin a,—(y,—«,) cos 
(a:, —mL) cos «, 4-(y. — w,) sin 

tang y2 = (a:, —m2) sin «2 — (y, —w2) cos «2 
(a:, — r/i2) cos a2 4- (y, — nx) sin «2’ 

tang y, = (a:,—z»3) sin a,—(y,—n,) cos ax
(a:,—r/i,) cos «,4-(yi—«3) sin «,‘

Also hat man jetzt die vier folgenden Gleichungen:
y — n (a:1 — wi) sin a — (y, — n) cos «
a: — m (a:, —wi) cos «4-(y3 —n) sin a’
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y — w, __ (ď, —mi) s'n f;i — (ÿi —z/i) cos «,
x— m, (æ’j — zn,^:os a, -f-(y1 — nj sin
y — n2 __  (a:, —in^) sin «2 — (y, —n3) cos «2
x— m3 (x,—m3) cos «2 + (yI—n3) sin cr2’
y — n3 __ __  G^i —f»,) sin «3 — (y, — fi3) cos t<3
x — m3 (x,—m3) cos cí3-f-(yl—n3) sin a3’

aus denen die vier unbekannten Grössen zr, y- x,, y3 bestimmt 
werden müssen. Diese Gleichungen bringt man aber leicht auf 
die Form

tang a = (x — m) (y, — n) — (y — n) (x, — tri) 
(_x — m) (x, — m) 4- (y — n) (y, — ri)’

tang

tang

tang
oder

tang a =

_ (x — m,) (y,—n,) — (y— n,) (.r, — m,)
01 — tni) (Æ'i — Wii)-l-(y—wi) (^i — ?»,)’

__ (x — m3) (y, — n3) — (y — n2) (x, — m3)
2 (x — mx) (x,— wi2)-|-(ÿ — n2) (y, — n2y

a (x — m3) (y, — «3)~ (y —æ3) (a:, — w3)
’ (x — m3) (x, — m3) — (y-t-u3) (y, — n3)’

____ n(x — x,) —m(y — y,) — (xy, — yx ! ) 
m- 4-M2 — m(x-t-x,) — n(y-i-y,)-\-xx, -ł-yy,

__  _____ n,(x — x,} — m,(y — y,) — (xy 1 — yx ! )
‘ ® 1 , m2 -t-iî12 — m,(x -t-x,)— fit^-f-yj-f-x^^-t-yy^

n2(x — x,) — m 2(y — y,) — (xy, —yx,)
tang a2 m3 _ }h^ j _ nx(y-t-yl)-t-xxl-f-yyl ’

tan a  n3(x — x,) — m3(y — y,) — (xy, — yx,)
ang “3 Mi3z-\-n3- — m3(x-t-x,) — n3(y-\-y,)-i-xx,-^yy, ’

oder 
0 = (tix — my) cos a H- (mz 4- n2 — mx — ny) sin u

— {(m — x) sin a-f-(m — y) cos ajx,
-j-|(zæ — x) cos a—{n — y) sin tefy,,

0 = (ri,x — fn,y) cos ki+(“i2 + «i2 — m,x—n,y) sin a,
— f(7/zi ~ s,n ai + (/Ai — y)cos “i
4- ((m, — x) cos a, — (n, —y) sin a, |y,, 

0 = (zî2æ: — m3y) cos a2 4- (m32 4- n2z — m3x — n3y) sin a2
— I (^a — sin a2 4^(»2 — y) cos a2 |a;1
4- I(in3 — x) cos a2 — — y) sin a2\yt,

0=z(n3x — m3y) cos a3 4- (m32 4- —m3x — »3y) sin a3 ■
— I(«>— sin «3 4-(»3 — ÿ) cos «3 jzr,
4- f(m3 — x) cosa3 — (k3 — y) sina3ly,.

Die fernere Auflösung dieser vier Gleichungen scheint aber in 
grosse Weitläufigkeiten zu führen.
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LIV.
Einige Eigenschaften der Binomialcoefficienten.

Von

Herrn O. Sclilöniilch
zu Weimar.

Wir wollen zuerst die Entstchungsweisc der Binomialcoefficicn- 
len durch ein sehr einfaches Verfahren zeigen, welches wir durch
gängig in diesem Aufsatze heibehaitcn werden.

És seien u und z beliebige Grössen, so ist bekanntlich
zz3(zz 4~ 1) - - zzx+1 4-

Setzen wir ~ 4~ 1 für z und addiren zu der so entstehenden Glei
chung die obige unverändert, so ist

w=+l(?z 4-1)4- zz=(w + 1) = wz+2 4~ w=+1 4- (w=+i 4- ZZ-),
d. i. zz=(zz 1 )2 — - w3+2 4- 2zz=+i 4- zz3.

Wiederholen wir das angegebene V erfahren, so kommt
zz:+1(zz 4~ l)2 4~ 2Z"(rz +1)2 = zz3+s p 2?z3+2 4- zz3+t

4- «z3+2 4- 2zz=+i 4- zz3 
oder

rz3(zz 4- 1)3 = rz3+J 4- 3zz3+2 4~ 3zzz+t 4- ®3.
Man übersieht gleich, dass bei n maliger Anwendung dieses 

Verfahrens eine Gleichung von der Form
zz3(zz 4*  1 )" = 4- «z/,»3*" —> 4- . . .

4 "A, 4- nAru~+“—r 4- .. . (1)
und ebenso bei (zz 4~ 1) maliger eine ähnliche
zz3(zz 4- 1 J«+1 — zz3+K+i 4- "+1x7, äv* +'‘ 4- . . .

. . . 4- . (2)
zum Vorschein kommen würde. Nun entsteht aber (2) aus (1), in
dem man in (1) s 4- 1 fiir z schreibt und die Gleichung noch ad- 
dirt, ganz so, wie dies gleich anfangs geschah. Also
zz~(zz 4- l)"+i = zz^^+t 4- wz7 jZz3+Ä 4- ... 4-7!>7rzz3+?,+1—T 4- ....

4- zz"+n 4- .... 4- 4- . . . .
Vergleicht man diess mit (2), so findet sich aus den allgemei

nen Gliedern die Relation
Ar-t 4- ”Ar = n+iAr.... (3)
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Diese Coeflicicntcn nennt man Binomialcoefficicnten für 

positive ganze Exponenten, und bezeichnet . kurz mit
zi2, . . wobei iin = rin=l ist.
Aus (1) folgt noch, wenn man mit »z hebt, und w = -^ setzt,

3?n 3^*  .Tn~1

oder
(1 + ä-)" = no 4- ntx 4~ 4- .. 4- nnxn.

Ganz das nämliche Verfahren werden wir zur Entdeckung von 
Eigenschaften der Binomialcoefficicnten selbst gebrauchen, und dazu 
bloss die Fundainentalformel

(0Z4-l)r=0«r—i4-»»r.... (4) 
unwcndcii.

In so fern nun jeder Binomialcocfficient mr von 2 Elementen 
zugleich abhängt, können wir auch nach den Veränderungen fragen, 
die derselbe erleiden wird, wenn sich eins dieser Elemente ändert.

а) Für ein constantes wi ändere sich r.
Schreiben wir in (4) r 4- l für r, so haben wir

(«» 4- l)r+i = wir 4- wir+\ 
ebenso

(m 4-1),+2 = wir+l 4- ®r+2 ;

wenn wir also addiren und auf die linke Seite wieder die Relation 
(4) anweuden:

(«» 4~ 2)r-|-2 = Wir 4~ 2»Zr+l 4“ ®^r+2 
ebenso

(wi-t- 2)r+3 = 4- 2»Zr+2 4~ Wlr+3
, also durch Addition und wegen (4)

(«B 4- 3)r+3 == Wir 4~ 4~ 3z®r+24-0*r-M-
Verallgemeinert giebt dicss den Satz

(wi 4- n)r+n = nowtr 4“ 4- ?i.2mr+i 4- • . • (5)
Daraus folgt u. A. für r = 0, n ■=. m,

(2»z),„ =z«oa 4-wz,2 4-wZj2 + • • • (7)
d. h. Die QuadratBuinmc der Binomialcoefficicnten ist 
dem mittelsten Binomialcocfficientcn für den doppel
ten Exponenten gleich.

б) Für ein constantes r ändere sich wi.
Wir brauchen jetzt die Relation (4) unter der Form

WlT—l = (wi 4- l)r---wir,---- (7)
und schreiben darin m 4- 1 für wi, so wird

{wi 4- l)r—1 = (wi 4- 2)r (»Z 4- l)r-

Ziehen wir die erste Gleichung von der zweiten ab, so ist
(wi 4- 1 )r—1 — Wir—1 (®*  4” 2)r — 2(»Z 4~ 1 )r 4~ Wir
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oder, wenn wir die linke Seite nach (7) zusammenzichen,

111 r—2 = (ffJ 4“ 2)r — 2^f7/ —f— l)r —• mr*
Schreiben wir wieder m-f-1 für m und ziehen davon die For

mel für mr a ungeändert ab, so kommt
{m -l)r—2 — mr—2 —= \m —f— 3)r ■— 2(zzz —f— 2)r -f— [m —|— 1),

— I (zzz —f— 2)r — 2(zzz —f— l)r 4“ mr | 
d. i.

711 r—3 = (zZZ —f— 3)r 3(zzz —f— 2)r 4" 3(zzz —l)r—“ mr*
Bei n maliger Anwendung haben wir
wr_„ = M(l(»/+ n}r — Mt(m -+- n — l)r 4- n2(m 4~ n — 2)r—... (8).

Diese Reibe ist sehr vieler Folgerungen fähig.
Z. 15. für r = n ist

1 = no(m-l-w)„ — zz,(»?4-zz— 1)„ 4~ n2(m + n — 2)„ — ... (9) 
Für n-=.m ergiebt sieli, weil r-r^m sein muss,

0 = mo(2m)r— mßm— l)r 4- m2(2m— 2)r— . . . (10).
Für r = 0 erhält man

0 = no — n, 4- n2 — ... (11) 
was nuch sonst bekannt ist.

Nimmt man endlich r = m, so wird, weil m,n—n = mn ist, 
m„ = njm 4- n)m — njm 4- n — 1),„ 4- n2(m 4- n — 2),„ —.. (12) 
eine Reihe, welche einen Binomialcocflicicnteu durch die höheren 
Exponenten ausdrückt *).

Das bisher gebrauchte Verfahren lässt sich auch auf goniome- 
trisebe Funktionen sehr vortheilhaft unwenden. Z. B. ist be
kanntlich

2 cos sc . cos OTzr^cos («» 4-l).-r 4-cos (m—l)zr.
Man multiplicire beiderseits mit 2 cos sc und zerlege rechts 

jedes doppelte Cosinusprodukt wieder in eine Summe, so wird
(2 cos sc}'1 cos ///.z-= cos (zzz 4-2).z-4~ cos msc

4- cos mx 4- cos (m — 2)zr
= cos (m 4- 2).-r 4- 2 cos msc 4- cos (m—2)a?

Man multiplicire wieder mit 2 cos sc, und zerlege weiter, so ist 
(2cos.-r) • cs»zzr=cs(»»4-3)zz>4-cs(wi4-l)'®;

4-2cs(»?4-l)2ř'4-2cs(»z—1)æ
4-cs(»z—1 )zr4-cs(w»—3)jc 

:=cos(z2z4-3).-r4-3cos(wz4-l)zř4-3cos(»z—l)zr-ł-cos(w»—3)sc.
Also liut man allgemein

(2cos .z-)"cos mx=nocos (m-\-n)sc-\-n, cos —2)zp4- ... (13)

°) Soviel ich weiss, scheint diese Reihe noch nicht bekannt zu sein.
Tlieil I. 28
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wobei von. successive die geraden Zahlen abgezogen werden.

Behandelt inan ebenso den Ausdruck 2 cos x . sin mx, so er
hält man analog:
(2cos x}n sin mx-=na sin (m-ł-n)x-\-/i, sin —2).r4- ... (14).

Nehmen wir in beiden Ausdrücken m negativ und der Grösse 
nach = », so entstehen die Gleichungen

(2 cos x)rn cos mx= m„ 4- m, cos 2x 4- m, cos 4x-j- . . .
(2 cos x)"‘ sin «v.z' = z», sin 2x-t~m2 sin Ax-t-. . . 

oder für x = £0,

(2 cos -J©)* ” cos y© = tna 4- m t cos © 4- m., cos 2© 4- ... ( 15)

• ™ sin --0Í7Z 2—©, also ---------- dem Ausdrucke 10, und der andere Faktor
(2 cos -J©)m der Einheit

Gehen wir also zur Abnahmsgrenze 0 über, so wird

Log (2 cos -J0)=cos 0—cos 204-1 cos 30— ... in inf. (17)
J© = sin © — sin 204-i sin 3©— ... in inf. (18)

Diese Entwickelung der bekannteu Reihen hat vor den bisheri
gen den Vorzug der Einfachheit und der Vermeidung des Imaginä
ren, welches bei elementaren Vorträgen immer Schwierigkeiten dar
bietet und nur eine Art Hülfsconstruktion ausmacht, da cs bei den 
Endresultaten wieder verschwindet.

Anmerkung. Die zuletzt in diesem Aufsatze gebrauchten 
Schlüsse scheinen mir nicht von allem Zweifel frei zu sein. G.

(2 cos •’0)m sin 7© —sin ®4-»'o sin 2© 4-. .. (16).

Daraus folgt auch

(2cos ^©)OT cos—©—1
------------------- - -------=cos 0 m 4---- cos 204------------ —3—— cos 304-..

(2cos £©)»» siny© „
---------------------- — = sin ©4  m--------------------- 2 sin 204---------5—s------- sin 304-..

À • Ó

Lassen wir nun m abnebmen, so nähert sich im ersten Falle 
. - (2 cos •i©)w* — 1 .cos —© der Einheit und 1-------- =-----------bekanntlich dem Ausdruck2 in

W —
Log (2 cos ^0); im zweiten Falle nähert sich sin dem Bogen
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LV.
Uebungsaufgaben für Schüler.

Herr Professor und Dircctor Strehlke zu Danzig hat im Pro
gramm der dortigen Petriscliulc von 1840 zum ersten Male die den 
V erfassern von Programmen an andern Lehranstalten zur Nach
ahmung dringend zu empfehlende Einrichtung getroffen, dass er 
unter der Uebcrschrift Pädagogische Mittheilungen jedem 
Programme eine Anzahl von Aufgaben, Lehrsätzen, Fragen oder 
wissenschaftlichen Bemerkungen beifügen wird, die im Unterrichte 
wirklich vorgekominen sind, und sich in irgend einer Weise als 
anregend und fruchtbar bei der Bildung der Jugend gezeigt haben. 
Da solche kleine meistens nicht in den Buchhandel kommende 
Schriften wie Programme, Dissertationen u. dergl. leider nur zu 
häufig der Vergessenheit anheim fallen, so werde ich pädagogische 
Mittheilungen von der vorher bezeichneten Art, in so fern dieselben 
den Zwecken des Archivs entsprechen und zu deren Förderung 
beitragen, in demselben mit der Erlaubniss der Verfasser wieder 
abdrucken lassen. Die von Herrn Professor Strelilke in dem Pro
gramm von 1840 initgctliciltcn Aufgaben sind folgende :

1. Fläche des ebenen Vierecks.
Das Quadrat der Fläche eines ebenen Vierecks ist gleich dem 

Quadrate der Fläche eines Krcisvicrecks mit denselben Seiten, ver
mindert um das Produkt aller 4 Seiten iu das Quadrat des Cosinus 
der halben Snmmc zweier Gegenwinkel des Vierecks.

Der Beweis dieses Satzes wird leicht geführt durch Zcrfällung 
des Vierecks in 2 Dreiecke, auf welche man den Hauptsatz der 
ebenen Trigonometrie zwei Mal anwendet, und indem man zu bei
den Seiten der hieraus erhaltenen Gleichung die doppelten Produkte 
der beiden an die zerfallende Diagonale anstossenden Seiten liin- 
zuaddirt ’).

Indem man auf ähnliche Weise das sphärische Viereck behan
delt, so erhält man den Satz:

Das Quadrat der dreifachen Summe der kubischen Inhalte der 
beiden Tetraeder, welche die Sehne der sphärischen Diagonale mit 
den Sehnen zweier Seiten und drei Radien bildet, ist

= sin (-ý — a) . sin (--• — í) . sin (4" — c) • sm ("ř — *9

’) Die Anwendung des eben initgetheiken Satzes führt auch zu einem 
leichten Beweise der sogenannten Umkehrung des Ptolemäiscben Lehr
satzes.

. , . . .— sin a . sin b . sin c . sin « . cos (—3—) . cos (—17—J, 

28
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wenn a, b, c, d die aut' einander folgenden Seiten des Vierecks, s 
die Summe aller Seiten, li den von a und D den von c und d 
eingeschlossenen Winkel bedeutet.

Gewiss giebt es für das sphärische Viereck einen Ausdruck 
von (tang jj1)®, der den Lexc 1 Ischen Ausdruck der Fläche des 
sphärischen Kreisvicrccks als einen besondern Full enthält. Bis 
jetzt habe ich diesen Satz nicht gefunden.

2. Quadratur des hyperbolischen Sektors.
Für eine Ellipse mit den Halbaxen a und b ist bekanntlich der 

Sektor zwischen der grossen Halbaxe, dem aus dem Mittelpunkte 
nach einem Punkte (zt-, y) gezogenen Radius Vektor und dein 
elliptischen Bogen

■ y= ’ ab . arc (sm = ^-).

Da nun \/ — 1 . & = log . (cos 5-4-1/— 1 . sin 5), so ist für 
eine Ellipse mit den Halbaxen a und b\/ — 1 oder eine Hyperbel 
mit den Halbaxen a und b der entsprechende hyperbolische Sektor 
= 'Slb • log • (y + ^)-

3. Cubatur der dreiseitigen Pyramide.
Wenn man in einem Tetraeder eine beliebige Kante in n 

gleiche Theile thcilt, und durch die Theilnngspunkte parallele Ebe
nen zu einer an die gctiieilte Kante anstossenden Drciecksfläche 
des Tetraeders legt, und aus den Durclischnitlspunktcn der Ebenen 
und Kanten Gerade parallel zu der getheilten Kante zieht, so ist 
der Gesammt-Cubikinhalt aller dreiseitigen äussere Prismen (durch 

Hülfe der Summation der Quadratzablen) =J\ Á . (-3-4-^4-^i)» 
wenn F die Dreiccksfläche und h die Höhe des Tetraeders auf 
diese Fläche bedeutet. Hie Betrachtung der Gränze dieses Aus
drucks führt zum cubischen Inhalte der dreiseitigen Pyramide.

(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte.)

LVI.
M i s c e 11 e n.

In dem 22 sten Bande des Crelle ’s eben Journals hat 
Gauss einen neuen sehr sinnreichen Beweis für das aus der sphä
rischen Trigonometrie bekannte, für die Geodäsie so wichtige Le
gen d re’sc li e Theorem gegeben, den wir im Folgenden mit 
einigen uns hier nöthig scheinenden Erläuterungen mittheiien 
wollen.
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Bezeichnen wir den sogenannten sphärischen Excess eines 

sphärischen Dreiecks, dessen drei Seiten a, b, c sind, durch 3tu, 
und die den Seiten a, b, c gegenüberstehendeu Winkel dieses 
Dreiecks respective durch A-\-u>, ß-\-u>, so ist offenbar,
wenn n seine gewöhnliche Bedeutung hat, A ß C-=jt, weil 
bekanntlicli

3m (A —f— w) —f— 4~ tu) —f— ( C4— (j>j — 7t

ist. Bezeichnen wir nun die halbe Summe der drei Winkel A-f-ai, 
ß-h ai, C-+-ü> durch S, so ist, wie man leicht findet,

Ä = Jx4- ’w,
Ä — 4- w) = i tu — (A — | w), 
s — (Z/ -f- w)=471 — (ß — £w), 
Ä — f C’4- w) = — (C— .'m) ;

und folglich
cos iS = — sin ’w,

cos |iS—(A 4- tu)| = sin (A— -Jw), 
cos (S—(Zř-f-ni)| = sin (ß— -Jw), 
cos |S — (C-f-to)l = sin (C—

Also ist nach zwei sehr bekannten Formeln der sphärischen 
Trigonometrie

. ,, sin sin (.7 — Ąo>)
- Slil (Zf -1- cd) Sin (C-ł-tD) 

sin (B — A w) sin (C — ico)
COS = —: TT,--------------;—: 777----------------Tî2 sin (B 4- w) sin (i, 4- o>)

und folglich, wie man hieraus leicht findet,
sin ‘ta__  sin 2Jo> sin 3(z7— Ąo>)
cos 2£<z sin 2(B-J-tu) sin (B— ^cu) sin 2(C-f-e>) sin (C—4<of

Ganz eben so ist aber
sin *$b __  ______________sin 3jo> sin 3(B— jt»)______________
cos 2[b sin 2(4-f-o>) sin (A — Jio) sin 2(C’4-<o) sin (C—Ąo>)'

Dividirt man jetzt mit dem zweiten der beiden vorhergehenden Aus
drücke in den ersten, und zieht aus den erhaltenen gleichen Quo
tienten auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens die Quadratwur
zel aus; so ergiebt sieh die Gleichung

sin 3^a cos tb  sin (./4-0Í) sin 2(.t— Aoi) 
cos ta 'sin 3\b sin (B 4-10) sin 2(B — li»)’

die man, wenn der Kürze wegen

sin 3A
H a3 cosjtz 8sin’.JA sin(z/4-a>) sin 2f.7—A<o) 

8 sin ’\a ' b3 cos^A
gesetzt wird, auch unter der Form

a sin .7
b sin B

3

l//>

sin 3B
sin (Ä+ii) sin ~(B—A<«)

schreiben kann.
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Die vier Factorcn der Grösse I) wollet) wir iiun etwas näher 

betrachten.
Weil zuerst nach einer bekannten goniometrischcn Formel 

sin •'«=: ’(3 sin — sin -Jar) 
ist, so ist

8 sin — a3 cos -£<z = 2(3 sin — sin ?a)— a3 cos £a. 
Entwickelt man nun sin \a, sin Za, cos -^a auf bekannte Weise 
in Reihen, so erhält man nach leichter Rechnung

8 sin ’i« — «*  cos -\a=z .1^a1 — . . ., 
und sieht also, dass in Bezug auf a als eine Grösse der ersten 
Ordnung

8 sin — a3 cos \a
eine Grösse der siebenten, folglich

a3 cos Zn
• — c ■ ~7F~8 sin 3^a

eine Grösse der vierten Ordnung, also der Factor
a3 cos Za
8 sin 3 4°

der Grösse D vou der Einheit um eine Grösse der vierten Ordnung 
verschieden ist.

Ganz auf ähnliche Art zeigt mau, dass der Factor
8 sin 3'J> 
b3 cos ^/> 

der Grösse 1) vou der Einheit in Bezug auf L als eine Grösse der 
ersten Ordnung um eine Grösse der vierten Ordnung verschieden ist.

Nach bekannten goniometrischcn Formeln ist ferner
sin 3 A — sin (A H- w) sin 3{A — -Jw)

= sin 3 A— Ą sin {A 4- in) |1 — cos (2A— w)|
= sin 3 A— 4 s‘n B'n (-^ + w) cos — w)
= sin 3A — -J- sin sin SA—‘ sin (A—2w),

und folglich, weil bekanntlich
sin 3A:=\ siu A — 4 sin SA 

ist,
sie 3 A—sin (A 4- w) sin 3(A—Jw)

= -J sin A — sin (A 4- w) — siu (A — 2w) 
=4 sin A—i sin y/(cos w4-| cos 2w)—-J- cos ^4(sin w—£ sin 2w).

Entwickelt man jetzt cos io, cos 2w, sin w, sin 2w auf be
kannte Weise in Reihen, so erhält man nach leichter Rechnung 

sin 3A—sin (^f-f-w) sin -(A—Jw)=3w2 sin A— . . .., 
und sicht also, dass in Bezug auf w als eine Grösse der ersten 
Ordnung die Grösse

sin 3A — sin M + iu) sin 3(A— -Jw)
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eine Grösse der zweiten, folglich

j sin sin -(A—
sin ‘A

ebenfalls eine Grösse der zweiten Ordnung, also der Factor 
sin M-nu) sin *(A — ^w)

sin 3A
der Grösse I) von der Einheit nm eine Grösse der zweiten Ord
nung verschieden ist.

Auf ganz ähnliche Art überzeugt mnu sich, dass der Factor 
sin *R

sin (R-f-uj) sin 3(R—iw)

der Grösse Z) von der Einheit um eine Grösse verschiedet! ist, 
welche in Bezug auf tu als eine Grösse der ersten Ordnung voll 
der zweiten Ordnung ist.

In der sphärischen Trigonometrie °) wird nber folgender merk
würdige Ausdruck für den sphärischen Excess 3tu bewiesen :

 
tuug -Jtu = l/tang -Jar tang -J(j» — a) tang £(# — l>} fang J(s-—c), 

wo # = j (« + í + c) ist. Aus diesem Ausdrucke erhellet sehr 
leicht, dass in Bezug auf die Seiten rz, t>, c als Grössen der er
sten Ordnung die Grösse tu 'jederzeit eine Grösse der zwei
ten, also tu- eine Grösse der vierten Ordnung ist, und wenn man 
dies nun mit dein Obigen Zusammenhalt. so ergiebt sich auf der 
Stelle, dass jeder der vier Facloren der Grösse 1) von der Einheit 
um eine Grösse verschieden ist, welche in Bezug auf die Seilen 
des sphärischeo Dreiecks als Grössen erster Ordnung vun der vier
ten Ordnung ist.

Weil nun nach dem Obigen

ist, so kann offenbar in Bezug auf die Seilen des sphärischen 
Dreiecks als Grössen erster Ordnung mit Vernachlässigung von 
Grössen der vierten Ordnung

a sin A
b sin W

und nberhaupt also in Bezug auf die Seilen rz, b, c des sphärischen 
Dreiecks als Grössen erster Ordnung mit Vernachlässigung von 
Grössen der vierten Ordnung

a  sin A b  sin R c  sin C
b sin R' c sin C’ u sin .1

gesetzt werden, wo uacli dem Obigen
A —f— B —f— G Tt

ist.

•) M. s. z. IJ. des Herausgebers Elemente der ebenen, sphärischen 
und sphäroidiseben Trigonometrie. Leipzig. IH37. S. 1KO.
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Nimmt man nun hierzu, dass A 4- m, C-f-tu die Win

kel des sphärischen Dreiecks sind, und durch w der dritte Theil 
des sphärischen Excesses desselben bezeichnet worden ist, so er- 
giebt sich unmittelbar das folgende merkwürdige und wichtige 
Theorem:

Jedes sphärische Dreieck, dessen Seiten gegen den 
Halbmesser der Kngel, auf welcher es liegt, sehr klein 
sind, kann näberungsweise, und zwar nur erst mit Ver
nachlässigung von Grössen, welche in Bezug auf die 
Seiten des spliärisclien Dreiecks als Grösseu erster Ord
nung von der vierten Ordnung sind, als ein ebenes 
Dreieck, dessen Seiten den Seiten des sphärischen 
Dreiecks gleich, und dessen Winkel die um den dritten 
Theil des Excesses des sphärischen Dreiecks vermin
derten Winkel des letztem sind, betrachtet und als ein 
solches ehenes Dreieck berechnet werden.

Diesen merkwürdigen, besonders für die Geodäsie so überans 
wichtigen, von Legendre gefundenen Satz hat Gauss in der 
wichtigen Abhandlung: Disqnisitiones generales circa super
ficies curvas. Gottingne. 1828. anf Dreiecke, die auf einer 
beliebigen krummen Fläche von Bogen kürzester Linien einge- 
schlosscn werden, erweitert, worüber man auch das fünfte Kapitel 
in des Herausgebers Sphäroidischer Trigonometrie. Berlin. 
1833. 4. uaebsehen kann.

Die allgemeine Gleichung des Kreises zwischen rechtwinkligen 
Coordinaten ist

+ =rs
oder

zr’ y*  — ‘Hux 4~ 4- «2 4-= i't-

Ist nun uher der Anfang der Coordinaten selbst ein Punkt des 
Kreises, so wird diese Gleichung auch dnreb æ- = 0, y=0 erfüllt, 
und es ist folglich in diesem Falle

a~ 4- It1 = -
also

x1 4- yz = i(ax 4- l>y).

Seien jetzt m, n-, nt ; m2, die Coordinaten dreier be
liebiger Punkte des Kreises, so ist nach dem Vorhergehenden

[m- 4- «’)
4- (ot, 2 4- »i2) — mn^
4-(»22 (a»», —
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= 2(®ot4-äz») (ot, w,— ot.,«,)
-ł~2(«ot, Lnl ) — mn,)
+ 2(cot,-)-4zz2) (mnl—

Weil nun, wie man leicht findet, die Grösse auf der rechten 
Seite des Gleichheitszeichens verschwindet, so findet zwischen den 
rechtwinkligen Coordinaten dreier beliebiger Punkte eines Kreises, 
wenn der Anfang der Coordinaten selbst ein Punkt des Kreises ist, 
jederzeit die Relation

O = (ot” -4-«’) — ot2w,)
+ «i’) {m^n — mnz)

-+• ■+• zîï2) [mnx—m1n)
Statt.

Für die im zweiten Hefte dieses Thcils S. 219 durch Rechnung 
aufgelöste Aufgabe:

Wenn zwei Punkte der Lage nach gegeben sind, so 
soll man die Lage zweier andern Punkte durch blosse 
Winkclmessungen an den letztem, ohne diese von den 
gegebenen Punkten aus zu beobachten, bestimmen; 
liât Clausen in dem neuesten bis jetzt erschienenen Stücke der 
astronomischen Nachrichten (Bd. XV'lll. Nr. 430. S. 367) die 
folgende geometrische, auch bei der Messtischpraxis anwendbare 
Auflösung gegeben.

In der unten stehenden Figur
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seien M und N die beiden bekannten, A und B die beiden unbe
kannten Punkte, deren Lage bestimmt werden soll. Da inan nach 
der durch die Aufgabe gestellten Bedingung die unbekannten 
Pnnkte A, B nicht von den bekannten Punkten M, N, sondern 
bloss die letzteren von den ersteren aus beobachten soll, so kann 
mau nur in dem Punkte A die Winkel MAN=a und MAB=ß, 
in dem Punkte B die Winkel MBN-=.y und messen,
und diese Winkel sind daher nebst der hekannten Lage der Punkte 
M und N die einzigen Data, mittelst welcher die Punkte -7 und 
B bestimmt werden müssen.

Beschreibt man um das Dreieck MAN einen Kreis, welcher 
die Linie AB in A' schneiden mag, und zieht die Linien MA' 
und NA', so ist der Winkel MNA' =-ß, und die Lage der Linie 
NA' also bekannt, weil die Lage von MN und der Winkel ß be
kannt ist; zieht man ferner an den um das Dreieck MAN be
schriebenen Kreis durch M die Tangente KK', so ist der Winkel 
KMN ■=.a, der Winkel K'MA'-=ß, und es ist folglich sowohl 
die Lage von KK', als auch die Lage von MA' bekannt, weil die 
Lage von MN, der Winkel a und der Winkel ß bekannt jst; also 
ist auch die Lage des Punktes A’ bekannt, weil man die Lage der 
Linien NA' und MA' kennt. Auf ganz ähnliche Art beschreibe 
man um das Dreieck MBN einen Kreis, welcher die Linie AB in 
B' schneiden mag, nnd ziehe die Linien Mit und NB', so ist der 
Winkel NMB' = 6, und die Lage der Unie MB' also bekannt, 
weil die Lage der IJnie MN und der Winkel 5 bekannt ist; zieht 
man ferner an den um das Dreieck MBN beschriebenen Kreis 
durch N die Tangente LL', so ist der Winkel LNM=zy, der 
Winkel 1JNB' = d, und es ist folglich sowohl die Lage von LL’ 
als auch die Lage von NB’ bekannt, weil die Lage von MN, der 
Winkel /, uud der Winkel 6 bekannt ist; also ist auch die Lage 
des Punktes B' bekannt, weil mau die Lage der Linien MB' und 
NB' kennt. Weil man nun die Lage der beiden iu der Linie AB 
liegenden Punkte A' und B' kennt, so kennt man auch die Lage 
der Linie AB selbst. Der Punkt A ist der andere Durchschnitts
punkt der Linie A'B' und des um das bekannte Dreieck MA'N 
beschriebenen Kreises, und eben so ist der Punkt B der andere 
Durchschnittspunkt der Linie A'B’ und des uin das bekannte Drei
eck MB'N beschriebenen Kreises.

Aus dieser Analysis lässt sich nun unmittelbar die folgende 
Construction ableiten. Durch den gegebenen Punkt M lege mau 
die Linie KK', welche mit der gegebenen Linie MN dcu Win
kel KMN=.a einschliesst, und mache hierauf den Winke) 
MNA' = K'MA' - - ß, so erhält man den Durcbschnittspunkt A’ 
der Linien MA’ und NA'. Auf ähnliche Art lege man durch den 
gegebenen Punkt N die Linie LL', welche mit der gegebenen Li
nie MN den Winkel LNM~'f einschliesst, und mache hierauf 
den Winkel NMB'—L'NB'=o, so erhält man den Durchschnitts
punkt B’ der Linien MIM nnd NB'. Zieht man nun die Linie 
A'B' und beschreibt um die bekannten Dreiecke MA'N und MB'N 
Kreise, so sind die, von A’ und B' verschiedenen. Durchschnitts- 
Îiunktc dieser Kreise mit der nöthigenfalls gehörig verlängerten 
jinie A'B' die beiden gesuchten Pnnkte A und B.

Bei der Messtischpraxis kann man von dieser Auflösung den 
folgenden Gebrauch machen, wohei wir die auf dem Messtische ge-
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gebene, der Linie MN auf dem Felde entsprechende Linie durch 
mn bezeichnen wollen. Man begebe sich mit dem Messtische auf 
den Punkt A, stelle m vertikal über A, lege die Kippregel an mn, 
orientire das Tischblatt auf A’, richte die an m liegende Kippregel 
auf den Punkt M, und ziehe an der Schärfe des Lineals der Kipp
regel eine Linie, so ist diese Linie die der Linie KK' ent
sprechende Linie kk' auf dem Messtische. Hierauf lege man die 
Kippregel in umgekehrter Lage an kk’, so dass das Ocular auf 
die Seite des Objectivs kommt, orientire das Tischblatt auf M, 
richte die an m liegende Kippregel nach B, und ziehe an der 
Schärfe des Lineals der Kippregel eine Linie,, so ist diese Linie 
die der Linie MA' entsprechende Linie mtć auf dem Messtische. 
Jetzt stelle man u vertikal über A, lege die Kippregel an nm, 
orientire das Tischblatt auf M, richte die an n liegende Kippregel 
nach B, und ziehe an der Schärfe des Lineals der Kippregel eine 
Linie, so ist diese Linie die der Linie NA' entsprechende Linie 
na' anf dem Messtische, und der Durcbsclinittspunkt a' der Linien 
ma' und ist der dem Punkte A’ entsprechende Punkt auf dem
Messtische. Indem man sich jetzt mit dem Messtische auf den 
Punkt B begiebt, nnd hier anf ganz ähnliche Art wie vorher auf 
dem Punkte A onerirt, erhält man den dem Punkte B1 entsprechen
den Punkt b' auf dem Messtische. Jetzt ziehe man die Linie a'b’, 
lege die Kippregel an dieselbe und orientire das Tiscbhlatt auf den 
Punkt A-, dann lege man die Kippregel an m oder n und visire 
nach M oder A’, so giebt der Durcuschnittspunkt der an der Schärfe 
des Lineals gezogenen Linie mit der Linie a’b' den gesuchten 
Punkt b, welcher dem Punkte B auf dem Felde entspricht, und da 
man durch Anlegung der Kippregel an m und n zwei Bestimmun
gen für den gesuchten Punkt b erhält, so hat inan in deren Ueber- 
einstimmung mit einander zugleich ein Kriterium für die Richtig
keit der Operation. Den dem Punkte A auf dem Felde entsprechen
den Punkt a auf dem Messtische kann man auf ganz ähnliche Art 
bestimmen, wenn man sich mit dem Messtische wieder nach A be
giebt. Wenn die Punkte «' und U nabe mit einander zusammen
fallen, wird die Auflösung unsicher.

Bemerken wollen wir bei dieser Gelegenheit noch, dass sehon 
in dem 1825 erschienenen 3ten Bande der astronomischen 
Nachrichten. Nr. 62. S. 233 von Gerling die folgende trigo
nometrische Auflösung nnsers Problems gegeben worden ist.

Man setze der Kürze wegen in obiger Figur den Winkel 
AMN=x, den Winkel BfiM—y, so ist

AB  sin (a -f- ß -f- d) AN  sin x 
AN sin d ’ MN sin a

und
AB  sin (ß -f- y ■+- d) BM  sin y 
BM sin ß 5 MN sin y"

Folglich ist
AB . sin (o: -i- ß -f- d) . sin (fl-ł-y-ł-d)
MN sin a sm o -v sin ß sin y ’

also
sin x  sin a sin ď sin (ß -f- y -ł- d)
sin y sin ß sin y sin (re -t- ß -ł- d)"
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Berechnet man nun den Hülfswinkel y mittelst der Formel

__ sin a sin ď sin (/J-ł-y-ł-d) 
ung y sjn sjn ? sjn 

so ist
sin a?
^ = tang y,

und folglich
sin x — sin y  1 — tang y
sin x-f-sin y 1 -+- tang y’ 

d. i.
tang —?/) cot ’ (.774-3/) = — tang (45° — y), 

also
tang 4(x—y) = — tang í(x-t-y) tang (45°— y).

Nun ist aber offenbar x-t-y=ß-t-J, und folglich
tang — y) = — tang |(/S 4- J) tang (45° — y).

Weil man jetzt x-f- y und x— y kennt, so kann man auch 
x und y selbst finden. Hat man aber x und y, so ergeben sich 
AM, AN, BM, BN mittelst der folgenden Formeln:

AM=™ . MN, AN=^ . MN-, 
sin a ’ sm a ’

BM~^— . MN, BN =stn (?<~>~y) . MN-, 
sm y ’ sm y J

und auf diese Weise ist nun die Lage der Punkte A und B gegen 
M und N bestimmt, wie verlangt wurde.

Einfache Beweise zweier Lehrsätze. Von dem Herrn 
Doctor RädelI zu Berlin.

1) In einem jedenDreieck ist das Quadrat einer Seite 
gleich der Summe der Quadrate der beiden andern Sei
ten weniger dem doppelten Produkte dieser beiden Sei
ten multiplicirt mit dem Cosinus des] von ihnen einge- 
scblossenen Winkels.

Beweis. Es seien a, b, c die drei Seiten des Dreiecks und 
a, ß, y die ihnen gegenüberstehenden Winkel; dann ist nach einer 
Grundformel der Dreiecksmesskunst

a = b cos /4-c cos ß,
b~a cos y-\-c cos a,
c = b cos a 4- a cos ß.

Multiplicirt man nun die erste Gleichuug mit a, die zweite mit b 
und die dritte mit —c und addirt die Produktengleichungen, so er
hält man
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a1 ~ł~ b*  — c*  ■=. 2ab cos y, 

indem sich die übrigen Glieder als identisch nnd mit entgegenge
setzten Zeichen behaftet aufheben. Hierans folgt nun unmittelbar 
c1 = + b1 — 2«i cos y.

2) Jede harmonische nnendlicbe Reihe, in welcher 
alle Glieder dasselbe Vorzeichen haben, ist divergent.

A . , " IJ'"
Beweis. Ist--------j irgend ein Glied der harmonischen Reihe,a -ł- va ° ’

so kann man immer voraussetzen, dass a und d ganze Zahlen sind, 
weil man entgegengesetzten Falles Zähler und Nenner dieses 
Bruches mit dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der Neu
ner von a und d mnltipliciren könnte und dadurch a und rZ, folg
lich auch a -ł- d, re-f- 2d, a -f- 3<Z u. s. w. in ganze Zahlen über
gehen würden.

Betrachtet man die unendliche harmonische Reihe
,____ 1____.____ 1 ■ 1 , 

a a\-d' a-f-2d~1~ a-ł-3d..........

so kann man sie zerlegen in
a ~^~ia-f-d~^~ a-f-2d~^~ a-f-3d~^~ ’ ' “ ~a(l-f-d)I

+1 a(l-ł-d)-ł-d + a(l-t-d)-t-2d a(l-t-d)-t-3d + • • • •

+«(1 4- rf)2 }

I 1 I 1 I 1 o(l+rfj!+2</+ a(l-t-d)z-l-3d~t~"‘'

4-i

Da nun der zweite Theil der unendlichen Reihe aus a, der 
dritte aus o(l-ł-rZ), der vierte aus a(l-t-d)*  Gliedern n. s. w. 
besteht, so siebt man leicht, dass jeder einzelne Theil grösser ist, 
als j, folglich

+ T+rf + 1-VT77 + ïZjjTrf +................ .

nnd da nun die Reihe rechts gewiss diver^irt, so wird die nnend
licbe harmonische Reihe «S um so mehr divergiren. Hierdurch ist 
nun aber zugleich auch die Divergenz der Reibe

/ / A A A
a' a-i-ď a-t-2ď a-f-3ď a-f-Aď ’ ’ ’ ’ 

bewiesen.
Anmerkung. Dieser Beweis, ist eine Verallgemeinerung des

jenigen, welchen Cauchy in seinem Cours d’Analyse T.I. p. 127 für 
die Reihe 1 + í -f-1 -ł-1 + . . . . gegeben hat.
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Nachtrag zu dem Aufsatze XIV'. im Archive der Ma

thern. und Phys. I. Th eil I. Heft. (Auflösung des Potbenot’- 
seben Problems). Vom Herausgeber.

Eine zur Rechnung bequeme Auflösung des Potbenot’schen Pro
blems, über welches die Leser auch einige Bemerkungen in einem 
im 3ten Hefte S. 335 auszugsweise abgedruckten Briefe des Herrn 
Majors und Ritters Dr. G. VV. Müller zu Hannover an den Heraus
geber finden, lag nicht im Zwecke des oben genannten Aufsntzes. 
Du sieb aber aus den in demselben uufgestellten Gleichungen leicht 
eine sehr elegante Auflösung dieses Problems, die mit der bekann
ten von Gauss gegebenen Auflösung grosse Aehnlicbkeit bat, ab
leiten lässt, so mögen als Nachtrag zu den in dem genannten Auf
sätze gegebenen Entwickelungen hier noch die folgenden Bemer
kungen Platz finden.

VVir haben u. a. 0. 2. die folgenden sechs Gleichungen ge
funden :

= cos ę>, y*  = y-ł-ę sin ç>;
+ cos (y>-ł-a), y1, — y~t~ Çt sin (y-f-a);

zt/2 = ^-ł-e» cos ($p4-/S), y'x=y-t-çz sin (y + (S); 
welche, wenn man jetzt der Kürze wegen çp —f—ce =^= ęp,, ęp-ł-/S=y>2 
setzt, die folgende Gestalt erhalten:

1
x' = x-}-ę cos y, = sin y;

•zt'i = zr-f- p, cos y>15 y, = y-f- ç, sin y1 ;
= cos y2, y'I=y4-çï sin

Durch Subtraction des zweiten und dritten Paars von dem ersten 
erhält man

!
x'—x't =Q cos y— Qt cos y>,, y?—y\ =q sin y— q, sin y, ; 
x'—x'z=çcosy— çz cos y2) y* —y'2=p sin y—çasiny2; 
wodurch die Coordinaten x und y eliminirt sind. Elimiuirt man 
nun ferner sowohl aus den beiden ersten Gleichungen die Grösse 
çtJ als auch aus den beiden letzten die Grösse ç2, so erhält man 
die beiden Gleichungen

|(zt/— zr',) sin y, —(y1— y\) cos yt =Q sin (y>, — y), 
{x’—x'J sin ÿz —(?/ —y'j) cos y2 = (? sin (y2 — y);

d. i. nach dem Obigen
5 — x'i) sin y!—(y — y',) cos y>,=ę sin a,

— x^t) sin yz—(»/ — y,) cos yz=Q sin ß.
Nun bestimme man, was bekanntlich immer durch leichte Rech

nung möglich ist ’), die Hülfsgrössen r, und tu, so, dass dieselben 
den beiden Gleichungen

°) Sollen nämlich überhaupt die Grössen R und fí den beiden Gleichungen
A~R cos N, B=R sin N

gemäss bestimmt werden, so rechnet man am besten nach folgendem 
Schema :
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6. x’— xfl=rl cos uł,, y—y,  '=rl sin w,,*

und die Hülfsgrössen r, nud to2 so, dass dieselben den beiden 
Gleichungen

7. zt/—.s/2=r2 cos w2, y —t^z=rz sin ío2 

genügen; dann erhalten die beiden Gleichungen 5, welche noch die 
unbekannten Grössen çp,, ÿ2, ç enthalten, offenbar die einfache. 
Form

*

8. r, sin (y, —w,) = ę sin a, r2 sin (çp2—w2) = ç sin |8; 

und führen durch Division zn der Gleichung
r, sin (y,—w,)  sin a 
r2 sin (y2 — <o2) sin ß 

oder 

 jO sin (y, —tu,) rz sin a sin a rz 
' sin (y2 —<o2) r, sin ß rt ‘ sin ß" 

die nun ç nicht mehr enthält. Berechnet man den Hülfswinkel $ 
mittelst der Formet

,, v rz sin a sin a r2U. tang 5 = ,

so wird die Gleichung 10.
2 sin (y, — üi,) t

sm (y2 — w2) °
und verwandelt sich, wenn man auf beiden Seiten die Einheit sub- 
trabirt und addirt, und dann dividirt, in die Gleichung

13 sin (y, —w,) — sin (y2 —to2)  1 — taug g
sin (y,—w,)-ł-sin (y2—<o2) 1-f-tangg’

d. i. in die Gleichung
14. Ung 4|(y,—y2) —(or, —u»2)| cot }i(y,4-y,) — («, +^2)|

= —tang (45° — ?), 
aus der sich
15. tang J((y,+y2) —(w, 4-w2)| =

— cot (45° — 5) tang J|(y, — y,) — (»,— w2)| 
oder

log . Ä cos ÏV = log A
log . R sin 7V=log B

log cot Är = log^4—log B
N= ....

log R=
log A — log cos N 
log B — log sin TV

........................
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16. tang £((ę>, -ł-$P2) — (w, -ł-w2)| =

— tang (45°+ 5) tang J|(<p, — ęp2) — (w, — wa)|, 
oder, weil nach dem Obigen

9>i — y2=« — ß, y, 4-9>» = “4-|S4-2y 
ist,
17. tang ||(a+|S) —(w, 4-wa)-t-25p] =

— tang (45°-ł-g) tang 4|(a — ß) — (a)I — wa)| 
ergiebt, in welcher Gleichung nnn bloss noch die eine unbekannte 
Grösse çp enthalten ist, die also mittelst derselben gefunden wer
den kann.

Hat man <p gefunden, so ergiebt sich ç mittelst eines der bei
den aus 8. fliessenden Ausdrücke:

r, sin (y,—<o,)__ r, sin (rf-f-a — »,)
sin a sin a ’

rz sin (y2 — M2)__ >'2 sin ('/ +/! — toa)
sin ß sin ß

Die Coordinaten x und y liefern hierauf die aus 2. sich erge
benden Formeln

19. ^ = zr'—ç cos y, y = y'— ç sin ç>;
und die Entfernungen Qt nnd ç2 können danu auch leicht mittelst 
der aus 1. folgenden Ausdrücke

__ æ-'i — _ y', —y
cos (y-t-ß) sin (y-ł-«)’

_ ^'2—_ y'2 -y 
cos (tf-f-ß) sin

berechnet werden.
Zu bemerken hat man noch, dass die Formel 17. für ÿ jeder

zeit zwei 360° nicht übersteigende Werthe liefert, und dass man 
von diesen beiden Werthęn immer denjenigen zu wählen hat, wel
chem in Folge der Formeln 18. ein positiver Werth von ç ent
spricht, worüber wir weiterer Bemerkungen nns hier um so mehr 
enthalten können, da von diesem Gegenstände schon auf S. 93. im 
ersten Hefte dieses Tbeils die Rede gewesen ist.

Berichtigungen.
Der Name des Herrn Vfs. des Aufsatzes !.. in diesem Hefte ist nicht 

Fleschl, sondern Flesch. Der Fehler ist durch Undeutlichkeit des Mscpts. 
entstanden.

Die Nummer der ersten Abhandlung in diesem Hefte muss XLVI. statt 
XLL sein.



Literarischer Bericht*).

•) Der Herausgeber bemerkt, dass diese literarischen Berichte theils von 
ihiu, theils von andern Mitarbeitern verfasst werden.

Baud I. 1

(Die Herren Autoren und Verleger, namentlich die Verfasser und 
Verleger von Dissertationen, Programmen u. s. w., welche einerecht 
baldige Anzeige ihrer Schriften in diesem literarischen Berichte 
wünschen, werden um recht schleunige Einsendung derselben an 
die Buchhandlung des Herrn Koch zn Greifswald ersucht. Der Her
ausgeber wird sich bemühen, diesem Berichte eine immer grössere 
Vollkommenheit und Vollständigkeit zu geben; dieses Mal war noch 
so manche frühere Erscheinung naclizutragen, dass absolute Voll

ständigkeit nicht zu erreichen war.)

Systeme, Lehr- und Wörterbücher.

A. S. de Montferrier: Dictionnaire des sciences mathé
matiques pures et appliquées, tome 3, supplément conte
nant plusieurs articles sur la géométrie, la trigonomé
trie et l’astronomie, par le colonel Puissant. Brux. 4. 
5 Thlr. 16 gGr.

A System of Practical Mathematics. containing Elements of Al
gebra and Geometry. With a collection of Accurate Stereotyped 
Tables, comprising the Logarithins of Numbers, of Sines, Tangents 
and Sécants; Natural Sines, the requisite Nautical and Astronomi- 
cal Tables, and Tables of Compound Interest and Annuities. By
J. Davidson, A. M. With nunierous Cnts and Copperplates. 4tb. 
édition, greatly improved and cnlarged. 8. 15 s. Boards.

Vorlesungen über reine Mathematik von J. Fux, Prof, zu 01- 
mütz. Olmütz 1839. 8. 2 Thlr. (Enthält die gewöhnlichen Ele
mente.)



2

Arithmetik.

Saigey: Problèmes d’Arithmétique et exercices de 
calcul sur les questions ordinaires de la vie, sur lagéo- 
inetrie, la mécanique, l’astronomie, la géographie, la 
physique, la chimie et la métrologie ancienne et moderne. 
5. cd. Bruxelles. 8 ggr. Solutions. 4 ggr.

J. Jaclot et Arbcl: Récréations arithmétiques ou dix- 
huit-cents problèmes dout les résultats présentent des 
faits Numériques pris dans l’histoire, la géographie, la 
physique, la chimie, l’astronomie etc. 2vol. in 18. Brux. 
1 Thlr. 16 ggr.

Die Elemente der Zablenlehre in System und Bei
spielen von Traugott Franke, Dr. pb., Professor an der 
technischen Bildungsanstalt zu Dresden. Erster The il. 
Die Zahlen - Verbindungen und Zahlen - Verän derungen. 
Dresden und Leipzig. 1840. 8. 12 ggr.

Ist eigentlich als eitie systematisch geordnete Sammlung von 
Beispielen zur Buchstabenrechnung uud niedern Algebra zu betrach
ten. die den Lehrern an hohem Ijiiterrichtsanstalten erwünscht sein 
wird, da inan an solchen Beispielen nicht Vorrath genug haben 
kann. Die Beispiele sind, wie der Vcrf. iu der Vorrede bemerkt, 
so geschaffen, dass sic die folgenden Gesetze vorbereiten, tlieilweise 
andere für die Folge wichtige Gesetze enthalten , und überhaupt 
unter dem Scheine grosser Schwnlstigkcit auf einfache. dein Auge 
gefällige oder dem Gedächtnisse leicht behaltbarc Formen führen, 
um dadurch die Liebe zur Sache, welche bei der abstracten Form 
sonst b<|!d verschwindet, in dein Lernenden zu wecken und zu er
halten. Die Resultate beizugeben bat der Verf. unterlassen. Er 
beabsichtigt eine ähnliche Sammlung für die unbestimmte Analytik, 
die Lehre von den Gleichungen höherer Grade und die Differential- 
und Integralrechnung folgen zu lassen. Hier namentlich möchte es 
doch manchem Lehrer wünschenswert!) sein , wenn auch die Resul
tate beigegeben würden.

Stufenmässig geordnete al gehraische Aufgaben des 
ersten Grades mit einer oder mehreren unbekannten 
Grössen, durch in Worte gefasste Schlüsse und durch 
Gleichungen auf möglichst verschiedene Weise aufge
löst von 1. Hufsthmidt. Essen. 1841. 8. 18 ggr.

Die Auflösung algebraischer Aufgaben ohne Gleichungen durch 
blosses Raisonnement, welcher der Verf. in der Vorrede mit Recht 
das Wort redet, hat schon Lliuilier in seiner Anleitung zur 
El e me n tar-Al g e bra. Tübingen. 1790., als eine treffliche 
Uebung des Scharfsinnes empfohlen und neben der eigentlichen al
gebraischen Auflösung in Anwendung gebracht.

Analysis, bearbeitet von Carl Holtzmann, Professor 
an der Grossherzo gl icb Badischen polytechnischen 
Schule. Karlsruhe 1840. 8. 2 Thlr.
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Bloss die sogeuannte Analysis des Endlichen. Aufmerksam 

machen wir anf den auf S. 375 If. gegebenen auf geometrischen Be
trachtungen im Raume beruhenden Beweis des Fundamentalsatzes 
der Theorie der algebraischen Gleichungen, auf den wir vielleicht 
später in diesem Archive zurückkoniinen werden.

Navier: Résumé des leçons d’analyse données à l’école 
polytechnique. 2 l oi. 8. 4 Thlr.

Duhamel: Cours d’analyse de l’école polytechnique. 
Seconde partie. 8. 2 Thlr.

In Nr. 405 der astronomischen Nachrichten (Bd.17. S. 
326.) gielit Herr Tb. Clausen einen Beweis des Fundamentalsatzes 
der Theorie der Gleichungen in einem „Beweis, dass die alge
braischen Gleichungen Wurzeln von der Form o-|-Aie) 
haben“ überschriebenen Aufsätze. Dieser an sich sehr sinnreiche 
Beweis ist jedoch nicht von allem Zweifel frei, weil er auf der 
Theorie der Reihen, insbesondere auf dein Lagrange’schen Theoreme 
beruhet, die bis jetzt bekannten Beweise des letztem Theorems 
aber in so fern als mangelhaft bezeichnet werden müssen, weil sie 
die Convergenz und Divergenz der Reihe völlig unberücksichtigt 
lassen. In einem der folgenden Hefte dieses Archivs werden die 
neuesten, höchst wichtigen lintersuchungeii Cauchy’s über die La- 
grange’schc Reihe mitgetbeilf werden, welche den Zweck haben, 
<len Beweis dieser wichtigen Reibe in der angedeuteten Beziehung 
gehörig zu vervollständigen.

In Nr. 406. der astronomischen Nachrichten (Bd.17. S. 
351.) llieilt Herr Th. ('lausen den folgenden merkwürdigen Satz 
über die Bernoullischen Zahlen ohne Beweis mit:

Der Bruch der zzten Bernoullischen Zahl wird so gefunden: 
Man addire zu den Thcilern von 2n .... 1, 2, a, a, a", .... 2« die 
Einheit, wodurch man die Reibe Zahlen 2, 3, a-j-l, a-f-l,.... 2ä-4-1 
bekommt. Aus dieser nimmt man bloss die Primzahlen 2, 3, p, p', 
u. s.w. und bildet den Bruch der za ton Bernoullischen Zahl:

=F <4 + 4 4 !> + 4 + • •
Das obere Zeichen gilt für ein ungerades, das untere für ein gera
des n.

J. J. Jaclot: Traité et table d’addition, enseignant 
les procédés des calculateurs les plus habiles pour faire 
cette opération avec promptitude et précision. Bruxell.
18. 6 ggr.

Barloio's Tables of squares, cubes, square roots, 
cube roots, reciprocals of all integer numbres up to 
10000. Stereotype édition, examiued and corrected. 
Royal 12. 8s. sewed.

Ari th met ica 1 Tables. B y William Frost. 18. 6d. sewed.

1
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Sammlung mathematischer Tafeln. Als neue und 

völlig uingearbeitete Auflage von Georgs Freiherrn von 
Vega grösseren 1 o garith ini sch - t r i g o n bme tri sehen Ta
feln hcrausgegeben von Dr. I. A. Hülsse. Stereotyp-Aus
gabe. Erster Abdruck. Leipzig. W eidmann'sche Buch
handlung. 18-Í0. 3 Thlr. 12 ggr.

Diese neue Ausgabe der in ihrer frühem Gestalt aus zwei Thei- 
len bestehenden grössern Veg.i’schen Tafeln halten wir für ein in 
jeder Beziehung sehr verdienstliches Unternehmen, und empfehlen 
dieselbe allen Mathematikern und allen Praktikern, denen die Ausfüh
rung logarithmisch-trigonometrischer und andererRechnungen obliegt.

Die gänzliche Ausschliessung der in der altern Ausgabe enthal
tenen astronomischen Tafeln ist dadurch vollständig gerechtfertigt, 
weil diese Tafeln bei dem gegenwärtigen Zustande, der Astronomie 
als völlig veraltet bezeichnet werden müssen, und durch die ver
vollkommnete Gestalt, in welcher jetzt die astronomischen Epheine- 
riden, namentlich das Berliner astronomische Jahrbuch, die Con
naissance des tems, die Eftcineridi astronomické di Milano und der 
Nautical Almanac erscheinen, in der Tbat auch völlig entbehrlich 
gemacht werden. Durch diese Ausschliessung der astronomischen 
Tafeln ist es vorzüglich möglich gemacht worden, die Tafeln in 
der neuen Ausgabe auf einen weit kleinern Raum zu rcduciren, und 
auch den Preis bedeutend zu crinässigcn , da die ältere Ausgabe 
5Thaler, die neue nur 3 Thaler und 12 gute Groschen kostet, uud 
überdies haben die Käufer für die weggelassenen astronomischen 
Tafeln durch Hinzufüguug einiger in der altern Ausgabe nicht ent
haltenen, sehr nützlichen Tafeln, die wir nachher besonders nam
haft machen wollen, sehr reichlichen Ersatz erhalten.

Die folgende Angabe des Inhalts wird am besten zur Empfeh
lung dieser schönen Tafeln dienen.

Einleitung über Einrichtung und Gebrauch der Tafeln
I. Tafel der gemeinen oder briggischeu Logaritbineu aller na

türlichen Zahlen von 1 bis 108000.
Die Einrichtung dieser Tafel ist die gewöhnliche. Beigefügt 

ist noch eine kleine Hülfstafel zur Verwandlung der gemeinen Lo
garithmen in natürliche, und eine Hülfstafel zur Verwandlung der 
natürlichen Logarithmen in gemeine.

II. Tafel der briggischen Logarithmen für die Sinus, Cosinus, 
Tangenten und Cotangenten von Ô bis 90 Grad.

Auch diese Tafel hat im Ganzen die gewöhnliche Einrichtung. 
In den 5 ersten Graden schreiten die Winkel von 10 zu lOSecunden, 
nachher von Minute zu Minute fort. Wir bedauern sehr, dass der 
Herausgeber nicht durch den ganzen Quadranten die Winkel vou 
10 zu 10 Sccunden wie z. B. in den Callet’schen Tafeln hat fort- 
sebreiteu lassen. Wäre dies der Fall, so würden seine Tafeln allen 
Übrigen vorzichen.

Angehängt ist eine Tafel der Längen der Kreisbogen für die 
einzelnen Grade. Minnten und Secunden.

III. Tafel der wirklichen Länge der trigonometrischen Linien.
In dieser Tafel schreiten die Winkel ganz zweckmässig von 

Minute zu Minute fort.
IV. Sehnentafel für den Halbmesser 500 von 0 bis 125 Grad.
Hülfstafel zur Verwandlung der Centesimalbogcn in Se.xagesi- 

malbogen.
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Hülfstafel zur Verwandlung der Sexagesimalbogen in Bruchtheile 

des Quadranten.
V. Tafel oller einfachen Factoren der durch 2, 3. 5 nicht theil- 

baren Zahlen von 1 bis 102000 und der Primzahlen von 102000 bis 
400000.

VI. Tafel der natürlichen Logarithmen für alle auf einander 
folgenden Zahlen von 1 bis 1000 und für alle Primzahlen von 1000 
bis 10000.

Die Logarithmen sind in dieser Tafel in acht Decimalstellen 
angegeben. Angehängt sind noch die Potenzen von 2 von der Isten 
bis zur 45sten, die Potenzen von 3 von der Isten bis zur 36sten, 
die Potenzen von 5 von der Isten bis zur 27sten.

1II. Potenzen der Grundzahl e des natürlichen Logarithmen- 
Svstcms für alle Hundertel von 0.01 bis 10 nebst den briggischen 
Logarithmen dieser Potenzen: oder umgekehrte Tafel der natürli
chen Logarithmen, welche für alle Hundertel der natürlichen Loga
rithmen von 0,01 bis 10,00 die zugehörigen Zahlen nebst ihren ge
meinen Logarithmen enthält.

VIII. Tafel der Quadrat- und Cubikwurzeln aller ganzen Zah
len von 1 bis 10000.

Die Quadratwurzeln sind auf 12, die Cubikwurzeln auf 7 De
cimalstellen berechnet.

Angehängt sind einige in Deciinalbriiche verwandelte oft vo'r- 
kommende Coefficienten unendlicher Reihen nebst ihren Logarithmen.

IX. Potenzen-Tiifel, enthaltend:
A. Die ersten 11 Potenzen aller Zahlen von 0.01 bis 1,00.
B. Die eisten 9 Potenzen aller Zahlen von 1 bis 100.
C. Die ersten 3 Potenzen aller Zahlen von 1 bis 1000.
D. Die ersten 100 Potenzen von 1,01 ; 1,02; 1,025; 1,0275; 1,03; 

1,0325; 1,035; 1,0375; 1,04; 1,045; 1,05 und 1,06.
E. Die ersten 100 Potenzen von ;

1 1 1 . 1 . 1 1 ■ 1
1,0325 5 1,035 ’ 1,0375 ’ 1,04 ’ 1,045 ’ 1,05 UnÜ 1,06 ‘

F. Die Summationen der auf einander folgenden Wertbe der Tafel D.
G. Die Summationen der auf einander folgenden Werthe der Ta

fel E.
Angehängt ist eine Tafel der Zeiten, in denen sich ein durch 

zusammengesetzte Zinsen wachsendes Kapital vervielfältigt.
X. Mortalitäts-Tafeln.
Angehängt sind zwei Hüifstafcln zur Verwandlung des Duode- 

cimalmaasses in Decimalinaass, und des Decimalmaasses in Duode- 
cimalmaass.

XI. Tafclu zur Vergleichung der gebräuchlichen Maasse uud 
Gewichte.

XII. Erweiterte Gaussiscbe Tafel zur Berechnung eines Loga
rithmen der Summe oder Differenz zweier Zahlen, deren Logarith
men nur gegeben sind.

Angehängt ist endlich noch eine Tafel zur Erleichterung des 
Einschaltens oder Interpolirens unter der Uebcrschrift Interpolations- 
Tafel, und den Beschluss macht eine Tafel einiger oft vorkommen
den Zahlenwerthe und der Logarithmen derselben, wie z. B. der 
Werth von n, log vulg n, log nat tt, der Werth von e, log vulg e, 
log nat e, und mehreres Andere.



6
Die Tafeln IV, VIII, ein Theil der Tafel IX, die Tafeln X, die 

Tafeln XI und vor allen-die Tafeln Xll sind neu hinzugekommen.
Nimmt inan hierzu nun noch. dass diese Tafeln auf schönes 

Papier mit nicht zu kleinen, scharfen und deutlichen Lettern ge
druckt sind, wodurch sie sich namentlich vor den Callet’schen Tafeln, 
deren Druck viel kleiner und, wie Jeder, der diese Tafeln oft und 
viel gebraucht hat. aus Erfahrung wissen wird, angreifend für die 
Augen ist, sehr vortheilhaft aiiszeiclmen, so wird inan gewiss un
sere oben ausgesprochene Ueberzeugung. dass diese Tafeln ein sehr 
verdienstliches und der Empfehlung sehr würdiges Unternehmen 
sind, theilen, uud auch den Preis jedenfalls sehr mässig finden.

Für möglichst genaue Correctur haben äusser dem Herausgeber 
die Herren Dr. Brandes und Michaelis Sorge getrageu.

Logarithmische, Tafeln der Nummer - Logaritliinen 
(1—10000), der Sinus und Tangenten in Graden und Mi
nuten, der Tabelle zur Findung des Log. der Summe 
oder Differenz zweier Zahlen, welche selbst nur durch 
ihre Log. gegeben sind, und einiger anderer Hülfsta- 
felu. Auf eine neue Weise geordnet und herausgegeben 
von Æ Meldolrt, Lehrer des kaufmännischen Rechnens 
uud der mathematischen Wissenschaften. Mit einer 
Vorrede vom Conferenzrath Schumacher. Altona. 1840. 
8. 16 ggr.

Herr Confcrenzrath Schumacher spricht sich in seinem Vor
worte über diese Tafeln auf folgende Art aus: „Herr Mc Idola 
wollte die Logarithmen mit 5 Deciinalen in einen kleinern Raum 
bringen, und sic dadurch bequemer zum Gebrauche und wohlfeiler 
machen. Da gerade diese Logarithmen sehr häufig Anwendung 
finden, so kann ein solches Unternehmen, gut ausgeřiihrt, nur dcu 
Rechnern angenehm sein, und dass er cs gut ausfiihren und vor
züglich für corrcctcn Abdruck sorgen werde, verbürgt sein Fleiss 
und sein Streben nach Genauigkeit. Die Gaussiscben Tafeln 
um den Logarithmen der Summe oder Differenz zweier Zahlen zu 
finden, die selbst nur durch ihre Logarithmen gegeben sind, hat er 
auf den Wunsch des Herrn Geheimeratlis Ressel hinzu gefügt.“ 
Dem Urthcile eines so competenten Richters. wie Herr Confereuz- 
rath Schumacher ist, haben wir nur noch hinzuzufügen, dass 
diese Tafeln auf gutes Papier mit .scharfen und deutlichen Lettern 
gedruckt sind, und gewiss verdienen, von den Rechnern häufig und 
fleissig gebraucht zu werden.

e _
Tabeller i Mathcmatiska Aninen. Utgifne af E. A. 

Björkman. 1 Twenne Delar. Förra Deien. Logarithmiska 
och t ri go n o me t ri ska Tabeller. Stockholm. 1840. 16.
1 Rdr. 36 Sk. (Tafeln über mathematische Gegenstände, herausg. 
von E. A. Björkman. lu zwei Theilen. Erster Theil. Logarithmi
sche und trigonometrische Tafelu).

Populationistik oder Bevölkerungswissenschaft von 
Ch. Bernoulli. Professor zu Basel. Erste Hälfte. Allge
meine Bevölkerungsstatistik oderVerhältnisse der Lehen- 
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den, Gehörnen, Verehelichten Und Sterbenden, Ulm 1840.
8. 1 Tlilr. 21 ggr.

(Gehört der Politischen Arithmetik wegen hierher.)

Geometrie.

Euclids Elemente fünfzehn Eucher, aus dem Griechi
schen übersetzt von J. F. Lorenz. Aufs neue herausge- 
geben nebst einem Anhänge von M. ('. Dippe. Sechste 
verbesserte Ausgabe. Halle 1840. 8. 1 Tlilr. 8 ggr.

The Elements ofEuclid: viz. the first six Books, 
together with the Eleventh and Twelftb. Printcd with a 
few Variations, and additional Referenccs, front the 
Text of Jl. Simson, M. D. Carefully corrected by S. May
nard. New edit. 18. 6s. bound.

The Elements ofEuclid: tlic first six Books and the 
Eleventh and Twelfth. Edited, in the Symbolical Form, 
by R. Rlakelock, M. A. 18. 6s. öd. boards; 7s. bound.

The first six Books of the Elements ofEuclid, with 
a Co mm en tary and G e o in e t r i cal Exercises. To which are 
annexed aTreatise ou solid Geoinctry , and sliort Essays 
on the Ancient Geomctrical Analysis, and the Thcory 
of Tra ns versais. For the use of Schools and Uni- 
versities. By Dionysius Lardner, LL. D. 7tb. edit. 8. 7s. 
boards.

Euclidis Proportions Jara med förklaringar; utgifwen 
af P. N. Ekinau, Docens i Mathematiken wid Upsala Uni- 
versitet. Stockholm 1840. 8. 16 Sk. (Euclids Proportions- 
lehre mit Erklärungen; herausgegeben von P. N. Ekman, Docent der 
Math, an der Univ. zu Upsala).

Lehrbuch der Geometrie als Leitfaden beim Unter
richte an hohem Bürgerschulen und ähnlichen Lehran
stalten, von IV. Mink, Lehrer der Mathematik an der höhern 
Stadtschule zu Crefeld. Crefcld 1840. 20 ggr.

Ein für seinen Zweck sich recht wohl eiguendes elementares 
Lehrbuch, welches übrigens, was der Titel unerwähnt lässt, auch 
die Elemente der ebenen und sphärischen Trigonometrie enthält.

Lehrbuch der Geometrie für technische Lehranstal
ten und Gymnasien von 11. Rose. Erster Theil. Die ebene 
Geometrie. Nürnberg 1840. 8. 1 Tblr. 6 ggr.
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System der Geometrie. Lehrbuch für akademische 

Vorträge und höhere Unterrichts-Anstalten von Dr. A. 
Arneth. Von den geraden Linien in der Ebene. Erste 
und zweite Abtheilung. Stuttgart 1841). 8. 1 Tlilr. 6 ggr.

Hauptsächlich den Ansichten von Schweius folgend beabsich
tigt der Verf. ein vollständiges System der Geometrie zu liefern, 
kleidet dieselbe aber gleich vom Anfänge an in ein rechnendes Ge
wand, wodurch freilich ihr schöner synthetischer Cbaracter ganz ver
loren gebt, wenn auch auf der andern Seite nicht zu leugnen ist, 
dass durch den von dem Verf. betretenen Weg allerdings eiue Ver
einfachung des Systems erreicht wird.

Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Pa
rallellinien von N. Lobatschewsky. Berlin 1841). 12 ggr.

Anleitung zur Auflösung geometrischer Aufgaben 
von Dr. Ch. Nagel. Ulm. 1840. 10 ggr.

Ueber die symmetrischen Kreisvielecke vou ungera
der Seitenzahl von J. H. T. Müller. Gotha 1840. 4. 6 ggr.

Eine sehr lesenswertbe Abhandlung.

Betrachtungen über verschiedene Gegenstände der 
neueren Geometrie von C. T. Anger, Professor um Gym
nasium und Direktor der Königlichen Gewerbeschule 
zu Danzig. Erstes Heft. Einleitung. Theorie der Aehu- 
licbk eitspun kte. Danzig 1839. 4. 8 ggr.

Der Gedauke, welchem diese Schrift ihre Entstehung verdankt, 
kann ein sehr glücklicher genannt werden. Herr Professor und Di
rector Anger in Danzig beabsichtigt nämlich, in einzelnen nach 
und nach erscheinenden Heften verschiedene Gegenstände der soge
nannten neuern Geometrie auf eine möglichst elementare Weise zu 
behandeln, und so die merkwürdigen Entdeckungen von G ergo n ne, 
Poucelet, Steiner u. A. einem grossem Publicum auf möglichst 
leichte Art zugänglich zu machen, wodurch Herr Professor Anger 
sich unstreitig ein wesentliches Verdienst um die grössere Verbrei
tung dieses schönen Theils der Mathematik, und dessen sehr zu 
wünschende Einführung in deu geometrisclieu Elementarunterricht 
erwerben wird. Zweckmässig würden wir übrigens die völlige 
Ausschliessung der Anwendung der Lehren der analytischen Geo
metrie aus diesen Heften finden, deren schnelles Aufeinanderfolgen 
jedenfalls sehr wüuschenswerth ist.

Lefebure de Fourcy: Leçons de Geometrie analy
tique. 4. édit. 8. 2 Thlr. 21 ggr.

Analytische Geometrie im Raum, enthaltend die Flä
chen zweiter Ordnung, nebst der allgemeinen Theorie 
der krummen Flächen und der Linien von doppelter 
Kr ümmung von C. F. A. Leroy, übersetzt nach der zwei
ten, verbesserten und vermehrten Auflage von L. F. 
Ktiuffmann. Stuttgart 1840. 1 Thlr. 9 ggr.

In Nr.408. der astronomiBCbcnNachrichten(Bd.l7.S.374). 
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befindet sieb ein höchst lesenswerther Aufsatz des Herrn S. Lö
wenstern Uber die Transformution der rechtwinkligen 
Coordinaten. welcher den Zweck hat, das Auflindeu der üblich
sten Transformationen der rechtwinkligen Coordinaten zu erleichtern.

Praktische Geometrie.

Fran coeur: Géodésie, ou traité de la figure de la terre 
et de ses parties. 2. édit. S. 2 Thlr. 21 ggr.

Clerc: Essai sur les élémens de la pratique des levers 
topographiques. 1. volume. 8. 6 Thlr.

Duhousset: Application de la géométrie à la topogra
phie. 2. édit. Paris. 8. 10 Fr.

An Introduction to Mensuration and Practical Geometry: witb 
Notes, containing the Renson of every Rule. By J. Bo nny castle, 
laie Professor of Matheinatics in the Royal Military Academy, Wool
wich. 18. edit. corrccted and improved by S. Maynard. As. 6 d. 
bound.

In Nr.410 der astronomischen Nach richten (Bd.18. S.26.) 
befindet sich ein Aufsatz des Herausgebers dieses Archivs: Bemer
kungen über trigonometrische Nivellements, insbeson
dere über die terrestrische Strahlenbrechung, von Dr. 
J. A. Grunert, in welchem der Versuch gemacht wird, eine Methode 
anzugeben, mittelst welcher man genauere uud zuverlässigere Be
stimmungen des Coefücienten der terrestrischen Strahlenbrechung 
erhalten kann, als dnreb die bisherigen Methoden.

H. L,. Smalians, Kii nigl. Preuss. Oberforstmeisters etc. 
Bauinhölienmesser und einfaches Verfahren der Baum
ine s su n g und Holzberechnung fii r Forstmänner, Bau
herrn uud Holzliändler. Stralsund 1840. 12 ggr.

Enthält die Beschreibung eines sehr einfachen Baumhöhenmes
sers, der zugleich auch als Kreuzscheibe gebraucht werden kann, 
und den der Herausgeber aus eigener Kenntniss und nach selbst 
gemachtem Gebrauche empfehlen kann. Er ist in der Löffler’schen 
Verlugshandlung zu Stralsund für den sehr geringen Preis von 
1 Thlr. 15 Sgr. zu habeu, und dürfte selbst ein für Schulen instruc
tives, sinnreich eingerichtetes Instrument seyn. Seine Theorie setzt 
nur die Lehre von der Aehnlichkeit der Dreiecke voraus und der 
obigen Beschreibung wird ein Exemplar auf starkem Kartenpapier 
beigegeben.
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Trigonometrie.

Lehrbuch der ebenen Trigonometrie und Polygono- 
inetrie von Friedrich Pross. Professor d er Matheinati k 
au der Königlichen polytechnischen Schule zu Stutt
gart. 18-40. 8. 1 Thlr. 6 ggr.

Eine recht vollständige und sehr deutliche Darstellung der ebe
nen Trigonometrie und Polygonoinetrie mit vielen Anwendungen 
auf Geodäsie und einer grossen Anzahl vollständig ausgerechneter 
numerischer Beispiele, die zuin Tlic.il aus wirklich ausgeführten 
Messungen entnommen sind , in welcher Beziehung daher das Buch 
insbesondere Praktikern empfohlen zu werden verdient. Die gonio- 
metrischcn und cyclometrisclien Reihen hat der V’erf. auch aufge
nommen , dabei aber nie die Bedingungen der Convergcnz und Di
vergenz berücksichtigt, weshalb die Behandlung dieser wichtigen 
Lehre keineswegs dem neuern Zustaude der Mathematik und den 
jetzigen Anforderungen entspricht. Aber auch abgesehen hiervon 
müssen wir den auf S. 56 und 57 gegebenen Beweis der bekannten 
Reihen für sin x und coszr für völlig ungenügend und verfehlt er
klären. Von der Reibe

, . x x2 x’
€X — 1 + T K2 1.2.3 ......... ..

die als aus der Analysis bekannt angenommen wird, ausgehend, 
zeigt nämlich der Verf., dass die Ausdrücke

exV—1 + e~XV—1 — e—xV—l

die er der Kürze wegen durch M und N bezeichnet, und die Func
tionen cos x und sin x gewisse Eigenschaften, wie z. B.

AP-f-A*  = 1 und cos x*  -f- sin x'1 = 1,
ferner A/=l, A=0 fürzr=0, und coszr = l , sinzr=0 für 
x=0, mit einander gemein haben, und schliesst daun auf S. 57 
auf folgende Art:

„Die Ausdrücke M und N haben also ganz die Eigenschaften 
von cos x und sin x, woraus demnach folgt, dass :

exV~\ -ł-e~xV~i , c-'V—i — e~i
■----------- ------------- = cos x und ------- =■—=— -----= sinjr.

2 2V — 1
Mau bat also: 

. X* . x‘ X1
smx — —2.3 + 2.3.A.5 2.3.4.5.6.7 + ‘ ’

, X* X* x’
cobx — 1 y 4- 2 3 4 — o.3.5.6 +..........

Daraus aber, dass Functionen gewisse Eigenschaften mit ein
ander gemein haben, kann man doch wohl nicht auf ihre Gleichheit 
im Allgemeinen schliessen! Solche falsche Schlüsse verwirren nur 
den Anfänger und erzeugen falsche Begriffe.

Tlic.il
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Wir können nicht umhin, dem Herrn Verfasser rücksichtlich 

der Convergenz und Divergenz der Reihen die weiter unten an
geführte Stelle aus einem Briefe des leider zu früh verstorbenen 
trefflichen Abel an seinen Lehrer, den Professor Holiuboe in 
Christiania recht dringend an’s Herz zu legen.

In der iiu Eingänge namhaft gemachten Rücksicht wird das 
Buch aber doch Nutzen stiften.

Die sphärische Trigonometrie in analytischer Dar
stellung nebst einem Anhänge grössten Theils neuer go- 
niometrischcr Formeln von Carl Brcymann. Wien 1840. 
8. 12 ggr.

Die Schrift kann Anfängern wegen ihrer deutlichen und voll
ständigen Darstellung empfohlen werden. Die Lehre vom. sphäri
schen Excess hätte der Verf. aber doch auch aufnebmen sollen, da 
dieselbe für die Geodäsie so höchst wichtig ist.

(Die trigonometrischen Tafeln s. unter Arithmetik.)

Mechanik.

De motu corporum libère cadentium. Particula 1. 
historiam hujus scientiae contincns. Scripsit Dr. C. G. A. 
Becker. Vratislaviac 1840. '4, 8 ggr.

Boucharlat: Elémens de Mécanique. 3. édit. 8. 3Thlr.

Praktische Mechanik.

Die Mechanik oder Anleitung znr praktischen Ma
schinenkunde und zur Beurtheiliing und Leitung be
wegender Kräfte. Aus dem Engi, nach Chambers Erzie- 
hu ugs-Cursus übers, vom Professor Dr. Mensing. Erfurt. 
Gr. 12. 12 ggr.

Allgemeine Maschinen-Encyclopädie, im Verein mit 
G. AltmülIer und A. Burg (Proff. am po 1 y1.1nst. zu Wien), 
Th. Fischer (Maschinenmeister) und M. F. Gätzsch mann 
(Prof, an der Bergakademie in Freiberg), C. G. Hummel 
(Lcctor an der polytechn. Lehranstalt in Copenliagen),
K. Karinarsch (Director der G c werb sc h u le in Hauover), 
F. Reich (Professor an der Bergakademie in Freiberg), 
J. Schneider (Prof, am Coll. Carol, in Braunschweig), J. 
A. Schubert (Prof, an der technischen Bilduugsanstalt) 
nud E. Weinlig (Ingenieurlieutenant in Dresden), Dr. A. 
Wein lig (in Leipzig), J. W7e isbach (Prof, an der Bergaka
demie in Freiberg) herausgegeben von Dr. lui. Ambr. 
Hü luxe. Leipz. 1840. 8.1. u. 2. Lief, mit Atlas.in Folio 5Thlr.8ggr.
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Von diesem Werke, welches für praktische Mechanik wichtig 

zu werden verspricht, sind uns bis jetzt zwei Lieferungen zugegan
gen, die schon mehrere sehr ausführliche und lehrreiche Artikel 
enthalten.

Poncelet: Introduction à la mécanique industrielle 
physique. 2. édit. 8. 2 Thlr. 16 ggr.

Lanz et Betancourt: Essai sur la composition des 
machines. 3. édit. 4. 6 Thlr.

D’Anbnisson de Voisins: Traité d’hydraulique à 
l’usage des ingénieurs. 2. édit. Paris. 8. 9 Frcs.

Piobert et Tardy: Expériences sur les roues hydrauliques 
à nxc vertical, et sur l’écoulement de l’eau. 8. 1 Tiilr. 14 ggr.

Andraud: De l’air comprimé et dilaté comme moteur. 
Paris. 8. 3 Frcs.

Urban Jürgensens allgemeine Grundsätze der ge
nauen Zeitmessung durch Uhren oder Zusam men fassu n g 
der Grundsätze des Uhrenbaues zur sorgfältigsten Zeit
messung, mit einem Anhänge versehen, enthaltend zwei 
Abhandlungen über die Uh r m a ch e r k u n st und Beschrei
bung eines sehr genau gehenden Me tal Ith e r m o mete rs. 
Nach der zweiten durch Ludwig Urban Jürgensen be
sorgten und vermehrten Ausgabe deutsch bearbeitet. 
Leipzig 1840. 4. 3 Thlr. 12 ggr.

Astronomie.

Traité élémentaire de Physique céleste, ou Précis 
d’Astronomic théorique et pratique, servant d’introduc
tion à l’étude de cette science, par G. de Pontécmilant. 
Ouvrage, destiné aux personnes peu versées dans l’étude 
des sciences mathématiques T. I. H. Paris 1840. 8. 4*  Thlr.

Ein gut geschriebenes populäres Lehrbuch der Astronomie, das 
nur die elementarsten mathematischen Kenntnisse voraussetzt, und 
für die Liebhaber der französischen Literatur eine willkommene 
Erscheinung seyn wird, da es die Hauptlehren der Astronomie deut
lich und ziemlich vollständig vorträgt. Etwas mehr hätten wir je
doch in einem solchen Buche über die Fixsterne zu finden geglaubt, 
denen nur das bloss drei Seiten lange dreizehnte Kapitel gewidmet 
ist. In Deutschland besitzen wir schon mehrere sehr vorzügliche 
Schriften ähnlichen Inhalts. Dem zweiten Theile sind einige Noten 
mathematischen Inhalts über die Verwandlung der Rectascension nnd 
Déclination in Länge und Breite und umgekehrt, über die Parall
axenrechnung, über die Bestimmung der grössten Mittelpunktsglei
chung der Sonne durch Beobachtungen, über die elliptische Bewe- 
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gütig, über die Berechnung der Planetenbahnen, über das Gesetz 
der allgemeinen Gravitation, über die Werthe der Massen der Pla
neten, über die Gestalt der Erde, über die Veränderung der Schwere 
und der Länge des Secundenpendels beigefügt, in denen wir nichts 
Neues, was hier einer besondern Mittheilung werth wäre, gefun
den haben.

Handbok iPractiska Astronomien af S. A. Cro nstrand. 
Första Haftet. Till ledning under föreläsningarna wid 
det högre Militär-Lärowcrket paMarieberg. Stockholm. 
18'10. 8. 1 Rdr. 32 sk. (Handbuch der praktischen Astronomie 
von S. A. Cronstrand. Erstes Heft. Zum Leitfaden bei den Vorle
sungen an der liöhern Militäruntcrrichtsanstalt auf Marieberg).

Jahrbuch für 1840. Herausgegeben von JI. C. Schu
macher, mit Beiträgen von Bessel, Erman, Mfidler und 
Olbera. Stuttgart und Tübin gen. 1840. 8. 2 Thlr.

Die Einrichtung des astronomischen Theils dieses Jahrbuchs 
kann als bekannt vorausgesetzt werden. Die Aufsätze, welche die
ser Jahrgang enthält, sind folgende:

Ueber Maass und Gewicht iin Allgemeinen und das preussische 
Längenmaass im Besonderen von F. VV. Bessel.

Leber die Weltstellung der Körper unseres Sonnensystems von 
M adle r.

Leber die neuern Sternbilder von Olbcrs.
Untersuchungen über den Einfluss des Monds auf die Witte

rung von Mädler.
Ueber meteorologische Beobachtungen auf einer Seereise um 

die Erde von A. Erman.
Besonders machen wir auf den Aufsatz von Bessel aufmerk

sam , in welchem ausführliche Nachricht über die Maassregeln er- 
theilt wird, welche vor Kurzem in Preussen zur Festsetzung 
der Einheit des preussischen Längenmaasses und Behufs der 
leichten Erlangung sehr genauer Copien derselben ergriffen 
worden sind. Ueber diesen wichtigen und allgemein interessanten 
Gegenstand verbreitet sich auch ein Aufsatz von Bessel in den 
Astronomischen Nachrichten. Band 17. Nr. 397.

Berliner astronomisches Jahrbuch für 1842. Berlin. 
1840. 8. 2 Thlr. 16 ggr.

Enthält folgende Abhandlungen:
Ueber die Einrichtung des Jahrbuchs. Geographische Lage der 

Hauptsternwarten, zusammcngestellt von Dr. Wolfers.
Ueber die Vorausberechnung der Planetendurchgänge.
Ueber zwei nautische Aufgaben. 1. Berechnung der nautischen 

Aufgaben nach den Grundsätzen der runden Schifffahrt. 2. Die ge
wöhnlichen Methoden der Seefahrer zur Réduction der Monddistanzen.

In dein letzten Aufsatze sind fünf verschiedene Methoden zur 
Réduction der Monddistanzen zusammengestellt und bewiesen; die 
beiden ersten sind völlig genau , die drei letzten sind Näherungs
methoden.

In der Hoffnung, dass vielen Lesern, die dieses treffliche Jahr
buch nicht besitzen, dadurch ein angenehmer Dienst geleistet wer
den wird, wollen wir im Folgenden das von Herrn Dr. Wolfers mit



14
grosser Sorgfalt und kritischer Genauigkeit zusammengestellte V’er- 
zeichniss der Hauptsternwarten nebst ihrer geographischen Lage 
mittheilen, da dies die Punkte auf der Erdoberfläche sind, deren 
geographische Positionen gegenwärtig als am genauesten bestimmt 
angesehen werden können.

Name des Orts.

Abo  
Altona .... 
Berlin .... 
Bonn  
Bremen . . . 
Breslau . . . 
Brüssel . . . 
Cambridge . 
Christiania . 
Copenhagen . 
Cracow . . . 
Dorpat.... 
Dubliu .... 
Edinburg . . 
Florenz . . . 
Gotha .... 
Göttingen . . 
Greenwich . . 
Hamburg . . 
Helsingfors . 
Königsberg . 
Kremsmünstcr 
Mannheim . . 
Marseille . . 
Mailand . . . 
München. . . 
Neapel .... 
Kicolajew . . 
Padua .... 
Palermo . . . 
Paramatta . . 
Paris  
Petersburg . 
Pułkowa . . .

.............
Rom  
Speyer .... 
Stockholm. . 
Turin .... 
Upsala .... 
Vorgeb. d. g. 1 
Warschau . . 
Wien

Geograph. Breite 
-p- nördlich
— südlich

+ 60° 26' 56", 8
+ 53 32 45, 3
+ 52 30 16, 0
4- 50 44 8. 6
4- 53 4 36, 0
4- 51 6 30, 0
4- 50 51 10, 8
4- 52 12 51, 8
4-59 54 42, 4
4- 55 40 53, 0
4- 50 3 50, 0
4- 58 22 47, 1
4- 53 23 13, 0
4- 55 57 23, 2
4-43 46 40, 8
4-50 56 5, 2
4- 51 31 47, 9
+ 51 28 39, 0
4- 53 33 5, 0
4-60 9 42, 3
4-54 42 50, 4
4-48 3 24, 0
4-49 29 13, 7
4- 43 17 49, 0
4-45 28 0, 7
4~ 48 8 45, 0
4-40 51 46. 6
4-46 58 20. 6
4-45 24 2, 0
4-38 6 44, 0
— 33 48 49, 8
4-48 50 13, 0
4-59 56 31, 0
4-59 46 18, 0
—H r>0 5 18, 5
4-41 53 54, 0
4-49 18 55, 2
—I— 59 20 31, 0
4-45 4 6, 0
4-59 51 50, 0
— 33 56 3, 0

—1~ 52 13 1, 0
4-48 12 35, 0

Länge v. Berlin in 
Zeit. + westlich 

— östlich
— 0'‘ 35'33", 3 
4- 0 13 48, 9

0 0 0 
4-0 25 8, 5 
4-0 18 19, 7
— 0 14 34, 4
4-0 36 7, 0 
4-0 53 12, 0 
4- 0 10 35, 7 
4-0 3 16, 3
— 0 26 15, 5
— 0 53 19, 5
4-1 18 57, 5 
4-1 6 19. 1
4-0 8 32, 0
4- 0 10 39, 1 
4- 0 13 49, 0 
~| ~ 0 o3 3o. o 
4- 0 13 40. 9
— 0 46 16, 0
— 0 28 25, 0
— 0 2 56, 9 
4- 0 19 44, 1 
4-0 32 6, 0 
4-0 16 49, 2 
4-0 7 9, 0
— 0 3 24, 8
— 1 14 19, 6
4-0 6 5, 7
4-0 0 9, 9
— 9 10 30, 8 
4-0 44 14, 0
— 1 7 44, 0
— 1 7 49, 2
— 0 4 9, 3
4-0 3 40, 8
4- 0 19 49, 0
— 0 18 39, 3 
4- 0 22 47, 1
— 0 16 59, 3
— 0 20 19, 5
— 0 30 17, 0
— 0 11 56, 4

Östl. Länge 
von Ferro 
in Bogen.

39° 56' 49", 5
27 36 16, 1 
31 3 30, 0
24 46 22. 5
26 28 34, 5
34 42 6, 0
22 1 45, 0 
17 45 30. 0
28 24 34; 5
30 14 24, 8
37 37 22, 5 
44 23 22, 5 
11 19 7, 5 
14 28 43, 5 
28 55 30. 0
28 23 43, 5
27 36 15, 0 
17 39 37, 5 
27 38 16, 5 
42 37 30. 0
38 9 45, 0
31 47 43, 5 
26 7 28, 5
23 2 0, 0 
26 51 12. 0
29 16 15, 0 
31 54 42, 0 
49 38 24, 0
29 32 4, 5
31 1 1, 5 

168 41 12, 0 
20 0 0, 0
47 59 30, 0
48 0 48, 0
32 5 49, 5
30 8 18, 0 
26 6 15, 0
35 43 19, 5
25 21 43. 5
35 18 19. 5
36 8 22, 5 
38 7 45, 0 
34 2 36, 0
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Jalirbnch der K. Sternwarte bei München für 1840. 

Herausgegeben von J. Lamont. München. 1840. 12. 1 Thlr.

Astronomisches Jahrbuch für physische und natur
historische H i in in e 1s fo rsch e r und Geologen u. s.w. Her
ausgegeben von Fr. v. P. Grvit/misen, ordentlichem Prof, 
der Astronomie zu München. Drittes Jahr. München 1840. 
8. 2 Thlr. 16 ggr.

Physik.

Lamé: Cours de Physique de Pécule polytechnique. 
2. édit. 3 Volumes. 6 Thlr. 16 ggr.

Peyré: Cours de Physique. 2. édit. 8. 4 Thlr.

C. Despretz: Traité élémentaire de Physique. 6. édit. 
Bruxelles. 8- 3 Thlr. 6 ggr.

Pouillet: Elémens de physique expérimentale et de 
météorologie, ouvrage adopté par le conseil royal de 
l’instruction publique, pour l’enseignement de la physi
que dans les établissemens de l’université. 4. éd. Bruxelles. 
8. 2 Thlr. 18 ggr.

Becquerel: Traité expérimental de l’électricité et du 
magnétisme, et de leurs phénomènes naturels. T. V. 
2. Partie. T. VI. 1. Partie. 12 Thlr.

Matteucci: Essai sur les phénomènes électriques des 
animaux. 8. 1 Thlr. 3 ggr.

Dr. G. Delffs: De conditione eolumnae voltaicae 
clcctro - statica. Dissertatio physico - mathematica. Ki- 
liae. 4 ggr.

Die Galvanoplastik oder das V erfahren cohiirentes 
Kupfer in Platten oder nach sonst gegebenen Formen, 
unmittelbar aus Kupferauflösungen, auf galvanischem 
Wege zu 'produciren. Ion Dr. M. H. Jacobi, Kaiserl. 
Buss. Hofrathe u. s. vv. St. Petersburg. 1840. 8. 1 Thlr.

Einem Jeden, welcher die durch Herrn Hofrath M. H. Jacobi 
gemachte höchst wichtige Erfindung der Galvanoplastik genau ken
nen zu lernen wünscht, kann der Herausgeber diese Schrift aus 
voller Uebcrzeugung empfehlen. Sie ist sehr deutlich verfasst, und 
enthält auch, gewissermassen als Einleitung für weniger mit der 
Physik und Chemie bekannte Leser, eine Darstellung der Lehre vom 
Galvanismus, welches der sehr zu wünschenden weitern und allge
meinem Verbreitung derselben gewiss sehr förderlich seyn wird.
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Atlas des Erdmagnetismus nach den Elementen der 

Theorie entworfen. Herausgegeben von C. F. Gauss und
W. Weber. Leipzig. 1840. 4. 3 Thlr. 8 ggr.

Dieses wichtige Werk enthält eine Reihe magnetischer Karten, 
die durch Herrn Professor Wilhelm Weber und Herrn Doctor 
Goldschmidt allein nach der von Gauss im dritten Jahrgange 
der Resultate des magnetischen Vereins bekannt gemachten Allge
meinen Theorie des Erdmagnetismus entworfen wordeu sind. Die 
Anzahl der Karten ist 18.

Theorie der Wolken oder Ncpheleologie nach ihrem 
neuesten Standpunkte bearbeitet. Von Anton Gundin
ger. Wien. 1840. 8. 12 ggr.

Enthält eine populäre Darstellung der bekanntenTheorie derWolken.

Ueber die nicht periodischen Aenderungcn der Tcm- 
peraturvertheilung auf der Oberfläche der Erde in dem 
Zeiträume von 1789 bis 1838. Eine in der Akademie der 
Wissenschaften gelesene Abhandlung von II. H'. Dove, 
Mitgliede der Akademien der Wissenschaften zu Berlin 
u. s. w. Berlin 1840. 4. 2 Thlr.

Wichtig für die Meteorologie.

Garnier: Traité de Météorologie ou physique d^i 
globe. 2 Vols. 8. 4 Thlr.

Peltier: Météorologie. Observations sur la forma
tion des trombes. Paris. 8. 8 Frcs.

H. Lccoq: Elements de géographie, physique et de 
météorologie, édition belge par J. W. Schmitz. Bruxel
les. 8. 3 Thlr. 18 ggr.

Voyage autour du monde exécuté pendant lesannées 
1836 et 1837 sur la corvette la Bonite commandée par 
Vaillant. Observations météorologiques. 8. 6 Thlr.

L. F. Wartmanu: Mémoire sur les étoiles filantes 
observées à Genève, dans la nuit du 10 nu 11 août 1838. 
Bruxelles. 8. 16 ggr.

Arago’s Unterhaltungen aus dem Gebiete der Natur
kunde. 4. Theil. Aus dem Franz, von Dr. C. F. Grieb. 
Stuttgart. 1840. 1 Thlr. 18 ggr.

Ueber die B er ec hnung der beiWägungen vorkommen den 
Reductionen, von Etatsrath Schumacher. Hamb. 1838. 4. 16ggr.

Diese den wissenschaftlichen Theil des Jahresberichts der mathe
matischen Gesellschaft zu Hamburg für 1837 bis 1839 bildende Ab
handlung scheint erst jetzt in den Buchhandel gekommen zu sein, 
weshalb wir hier auf dieselbe wegen ihres höchst lehrreichen Inhalts 
besonders aufmerksam machen. Alles was bei der Ausführung ge
nauer Wägungen dem Physiker und Chemiker zu wissen nöthig ist, 
findet er nebst zwölf Hülfstafeln zur Erleichterung der auszufünren- 
den Rechnungen in dieser trefflichen Abhandlung beisammen.
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Vermischte Schriften.

Oeuvres complètes de N. 1Í. Abel, Mathématicien, 
avec des notes et développements, rédigées par ordre 
d.u Roi par B. Holmboe, professeur de mathématiques à 
l’université de Christiania, etc. Tome premier, contenant 
les oeuvres de l’auteur qui ont été publiées auparavant. 
Tome second, contenant les oeuvres de l’auteur qui 
n’ont pas été publiées auparavant. Christiania. 1839. 
4. 16 Tblr. 16 ggr.

Dieses Werk gehört unstreitig zu den wichtigsten Erzeugnissen 
der neuern mathematischen Literatur, und alle Mathematiker sind 
Seiner Majestät dem Könige von Schweden zu dem wärmsten Danke 
verpflichtet, dass Er den Herrn Professor Holmboe zu Christiania, 
durch welchen, was gewiss hier besonders bemerkt und hervor
gehoben zu werden verdient, Abel zuerst auf die Laufbahn, die 
er nachher mit so grossem Ruhme verfolgt hat, geführt worden ist, 
in den Stand gesetzt hat, die Arbeiten eines der ersten Mathema
tiker der neuern Zeit zu sammeln, und in einer ihrem trefflichen 
Inhalte völlig entsprechenden äussern Gestalt der gelehrten Welt 
vor Augen zu legen, eine Aufgabe, welcher sich Herr Professor 
Holmboe mit einer Liebe und Sorgfalt entledigt hat, die der 
grössten und wärmsten Anerkennung werth ist.

Der erste Theil enthält, wie schon der Titel besagt, lauter 
Abhandlungen, die schon früher, theils in dem Crclle’schen 
Journal, Theil I — IV’, theils in Nr. 138 und 147 der Astrono
mischen Nachrichten abgedruckt worden sind; alle sind aber 
hier von dem Herrn Herausgeber in französischer Sprache geliefert 
worden, wodurch sich derselbe um die grössere und allgemeinere 
Verbreitung dieser wichtigen Schriften ein wesentliches Verdienst 
erworben hat. Ausserdem sind in diesem ersten ’yieile noch Nach
richten über Abels Leben enthalten, die sich zum Theil auch 
schon in Grelle’s. Journal, Theil IV. S. 402 finden, und daher 
hier als bekannt'vorausgesetzt werden können. Bemerken wollen 
wir jedoch, dass Herr Professor Holmboe einen an diesem Orte 
sich findenden Irrthum jetzt berichtigt. A. a. 0. wird nämlich der 
25. August 1802 als Abels Geburtstag angegeben, welches aber 
nach des Herrn Professor Holmboe Angabe dahin zu berichtigen 
ist, dass Abel vielmehr am 5. August 1802 zu Findöe in der 
Diöcese Christiansand, wo sein Vater Sören Georg Abel Predi
ger war, das Licht der Welt erblickt hat.

Der zweite Theil enthält, mit Ausnahme einiger wenigen, die 
früher in dem Magazin for Naturvi d ensk ab er n e für 1823 nnd 
1825, in Det kongeiige norské Videnskabersselskabs 
Skritter. Trondhjem. 1827., nnd in dem 5ten und Osten 
Theile des Crelleschen Journals erschienen sind, bis jetzt noch 
ungedruckte Abhandlungen, weshalb wir dessen Inhalt hier voll
ständig angeben wollen:

I. Sur les maximums et minimums des intégrales aux diffé
rences.

Band 1. 2
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II. Sur les conditions nécessaires pour que l’intégrale finie 

d’une fonction de plusieurs, variables et de leur différences soit 
intégrable etc.

III. De la fonction

IV. Les fonctions transcendantes ex"
primées par des intégrales définies.

/I 1 J o—1
sc°~1 (1 —tel) ■ dx-

VI. Sommation delà sériey=ÿ(o) + $p(l) . zr-|-ÿ>(2}. .
-j-9>(m) . æn, n étant un nombre entier positif fini ou infini et y>(n) 
une fonction algébrique rationelle de n.

Vil. L’intégrale finie 2n çp(zp) exprimée par une intégrale dé
finie simple.

Vlil. Propriétés remarquables de la fonction y = y (x) dé
terminée par l’équation fy . dy—dx \/\(a— y) (a,—y) (a„—y) 
■ • . («n—y)\ = 0, fy étant une fonction quelconque de y qui ne 
devient pas zéro ou infinie lorsque y=a, et, a2. .. . an.

IX. Sur une propriété remarquable d’une classe très étendue 
de fonctions transcendautes.

X. Extension de la théorie précédente.
XI. Sur la comparaison des fonctions transcendantes.
XII. Sur les fonctions génératrices et leurs déterminantes.
XIII. Sur quelques intégrales définies.
XIV. Théorie des transcendantes elliptiques.

/*  Pdx
Chapitre I. Réduction de l’intégrale

par des fonctions algébriques.
Réduction de l’intégraler'
Réduction de l’intégrale^^.^

Chapitre II. Réduction de l’intégralepar des fonctions lo
garithmiques.

— ... , _ . i d*(k-t-k?x)  dx , ,Problème 1. Exprimer l’intégrale J ----- -----------  par le plus

Problème 11. Trouver les conditions nécessaires pour que
’i” 1) x7"—1
xm -+- Z("‘—D a:'"—1 -f-

-4- Kx -j- k 
-+- l x-t-i

dx __  . i n ~jP-p4&/R\\/R — A * *QV/Â^

les intégrales de

les intégrales de 

exprimées par la
la forme 
fonction

la forme

i/ ’\lR Peuvent s’exprimer par la fonction lo-
... . . . ,P-\-Q.\/R.ganthmique A . log

Probl ème III. Trouver toutes 
/XÆ-j-æ) dx . ,J--------------- qui peuvent être

A • ,0K (/' —#!//<)■
Problème IV. Trouver toutes 

l'^c-i-k dx



19
Chapitre III. Sur une relation remarquable qui existe entre 

plusieurs intégrales de la forme
£*d.r  I*Æ 3 dx _ /• dx

J\/7C J\/R etJ(x—a) \/R
Réductions des transcendantes elliptiques de troi
sième espèce par rapport au paramètre. Méthode 
de trouver une infinité de formules de réduction pour 
les transcendantes elliptiques de la troisième espèce.

XV. Sur la résolution algébrique des équations.
1. Détermination de la forme générale d’une expression algé

brique.
§. 2. Détermination de l’équation la moins élevée à laquelle peut 

satisfaire une expression algébrique donnée.
§. 3. Sur la forme de l’expressiou algébrique qui peut satisfaire 

à uue équation irréductible d’un dégré donné.
XVI. Démonstration de quelques formules elliptiques.
XVII. Méthode générale de trouver des fonctions d’une seule 

quaniité variable lorsqu’une propriété de ces fonctions est exprimée 
par une équation entre deux variables indépendantes.

XV11I. Résolution de quelques problèmes à l'aide d’intégrales 
définies.

1. La valeur de l’expression <f{x-\-y\/—l)+çp(zp—y \/—1).
2. Les nombres de Bernoulli exprimés par des intégrales dé

finies, d’ou l’on a ensuite déduit l’expression de l’intégrale 
finie — q>( ,z’).

XIX. Sur l’équation différentielle dy=.{p-\-q y-\-r ÿ)dx  où 
p, y et r sont des fonctions de x seul.

*

XX. Sur l’équation différentielle (y-^-e^dy-^-^p-^-qy-^-ry^dx

XXL Détermination d’une fonction au moyen d’une équation 
qui ne contient qu’une seule variable.

XXII. Note sur la fonction
. xz . X*  . X*

q>x—X-+- 2^ -F -ł- ... 4-

XXIII. Extraits de quelque lettres de l’auteur à Mr. Crelle.
XXIV. Lettre de l’auteur à Mr. Legendre.
XXV. Extraits de quelques lettres de l’auteur à l’éditeur. No

tes et développements de l’éditeur.
Für jetzt möge diese Inhaltsanzeige des vorliegenden wichtigen 

Werks genügen. Jedoch können wir nicht umhin, die folgende 
Stelle aus einem unter dem 16. Januar 1826 von Berlin aus an den 
Professor Holmboe geschriebenen Briefe Abels hier auszulieben, 
weil dieselbe als ein gewiss sehr wahres und im höchsten Grade 
zu beherzigendes Uri heil aus dem Munde eines der ersten Mathema
tiker der neuern Zeit über einen der wichtigsten Theile der Ana
lysis die grösste Beachtung verdient, und es sehr Noth tliut, den
selben immer besser und schärfer zu begründen, obgleich von meh
reren neuern Mathematikern allerdings schon manches Treffliche in 
dieser Beziehung geleistet worden ist.

lieber die Lehre von den unendlichen Reihen lässt sich näm
lich Abel auf folgende Art aus:

2 *
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Les séries divergentes sont en général quelque chose de bien 

fatal, et c’est une honte qu’ou se soit avisé d’y fonder aucuue dé
monstration. On peut démontrer tout ce. qu’on veut en les em
ployant, et ce sont elles qni ont fait tant de malheurs et qui ont 
enfanté tant de paradoxes. Peut-on imaginer rien de plus horrible 
que de débiter

0 = 1—2«-ł-3“ — 4»-ł- etc.
où n est un nombre entier positif? Enfin mes yeux se sont des
sillés d’une manière frappante, car à l’exception des cas les plus 
simples, par exemple les séries géométriques, il ne se trouve dans 
les mathématiques presque aucune série infinie dont la somme est 
déterminée d’une manière rigoureuse, c’est-à-dire, la partie la plus 
essentielle des mathématiques est sans fondement. Pour la plus 
grande partie les résultats sont justes, il est vrai, niais c’est là une 
chose bieu étrange. Je m’occupe a en chercher la raison, problème 
très intéressant. Je ne crois que tu pourras me proposer qu'un 
très petit nombre de problèmes ou de théorèmes contenant des 
séries infinies, à la démonstration desquels je ne pourrais faire des 
objections bien fondées. Fais cela, et je te répondrai. Pas meme 
la formule binôme n’est encore rigoureusement démontrée. J’ai 
trouvé qu’on a

(1 + x)"‘ = 1 -1- m zp-1- -----j’ x -f- ...

pour toutes valeurs de m, lorsque zr est moindre que l’unité. Lors
que x est égal à F 1, la même formule a lieu, mais seulement si 
t/i est plus grand que —1, et lorsque x est égal à — 1, la formule 
n’a lieu que pour des valeurs positives de m. Pour toutes les 
autres valeurs de x et de m la série l-f-»z x~ł~ etc. est divergente. 
Le théorème de Taylor, base de tout le calcul infinitésimal. n’est 
pas mieux fondé. Je n’en ai trouvé qu’une seule démonstration 
rigoureuse, et celle ci est de Mr. Cauchy dans son Résumé des 
leçons sur le calcul infinitésimal, où il a démontré qu’on 
aura

y(x,-ł-a) = <px a. <p'x-ł~ . <p"x -F...

tant que la série est convergente; mais on l’emploie à l’ordinaire 
sans façon dans tous les cas.

La théorie des séries infinies eu général est jusqu’à présent 
très mal fondée. On aux séries infinies toutes les opéra
tions, comme si elles étaient finies; mais cela est-il bien permis?
je crois que non. Où est il démontré qu’on obtient la différentielle 
d’une série infinie en en prenant la différentielle de chaque ternie? 
Rien n’est plus facile que de donner des exemples où cela n’est pas 
juste; par exemple

—■ = sin x — J sin 2x -J- | sin Sx — etc. ;

en différentiant on obtient
ï = cos x — cos 2x -f- cos 3x — etc.

résultat tout faux, car cette série est divergente.
La même chose a lieu par rapport à la multiplication et à la 

division des séries infinies. J’ai commencé à examiner les règles

2245
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les plus importantes qui (à présent) sont ordinairement approuvées 
à cet égard, et à montrer en quels cas elles sont justes ou non. 
Cela va assez bien et m’intéresse infiniment.

Die Mittheilung dieses bemerkenswerthen Urtheils Abels über 
den Zustand des grössten Tlieils der Theorie der Reiben geschieht 
liier aus einem doppelten Grunde; eines Theils, weil es dem Her
ausgeber dieses Archivs wie aus der Seele geschrieben ist, und 
derselbe ganz ähnliche Ansichten schon in mehreren seiner Schrif
ten. wie z. B. in der Vorrede zu den Elementen der ebenen, 
sphärischen und sp häro i di sc h e n Trigonometrie. Leip
zig. 1837. geäussert hat; andern Theils. weil nichts mehr als diese 
Worte Abels geeignet ist, die Ansichten deutlich zu bezeichnen, 
welche den Herausgeber bei den die Lehre von den Reihen be
treffenden Artikeln dieses Archivs in der Folge beständig leiten werden.

Beiträge zur reinen und angewandten Mathematik 
von J. A. Gruncrt. Zweiter Theil. Brandenburg. 1840. 
4. 3 Thlr.

Dieser 2te Theil enthält die folgenden Abhandlungen:
Ceber eine Aufgabe aus der Lehre von den Kegelschnitten.
Uebcr die Bestimmung der Brechungsverhältnisse.
Analytische Untersuchungen über die continuirlichcn Brüche. 

(Erste Abtheilung).
Völlig elementarer und strenger Beweis des Satzes vom Paral

lelogramme der Kräfte und des Gesetzes des Hebels.
Bestimmung der Polhöhc, der Zeit und des Azimuths ohne Uhr 

bloss mittelst eines Aziinutbal-Thcodoliten.
Uebcr die höhern Differentiale der Kreisfunctionen.
Nachtrag zu der Abhandlung über die Beschreibung eines Ke

gelschnitts durch fünf gegebene Punkte, und über die Berechnung 
der Baliuen der Doppeísterne. (Tlil. I. S. 169).

Elementare Entwickelung der Theorie des einfachen Pendels. 
Uebcr das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten.
Ueber das Problem von Douwes.
Bestimmung der Polhöhe durch das Passagen-Instrnment.
Ueber die Lehre vom Einscbaften..
Jahres-Bericht der Hamburger Gesellschaft zur Ver

breitung mathematischer Kenntnisse. Vom 3. März 1839 
bis zum 3. März 1840. 4.

Enthält als wissenschaftlichen Theil die beiden folgenden le- 
senswerthen Aufsätze:

Aufgabe. Ein gegebenes hohles Ellipsoid ist zum Theil mit 
einer gegebenen Masse Wasser gefüllt. Es soll die Gleichung der 
Curve gefunden werden, in welcher die Horizontalebcne der Ober
fläche des W'assers das Ellipsoid bei jeder beliebigen Lage desselben 
schneidet.' Der Verfasser hat sich nicht genannt.

Aufgabe. Es wird eine Reibe von »-|-1 Zahlen gesucht, 
von der Ěigcnschaft, dass, wenn sämmtliclie Glieder der Reibe, jedes 
Glied für sieb, quadrirt werden, jede beliebige Summe der quadrir- 
ten Glieder vom ersten Gliede, inclusive desselben angereclinet, wie
der eine rationale Quadratzahl werde. Von Herrn Hauptmann 
VV e rtbeim.

Mémoires (nouveaux) de l’Académie royale des 
sciences et belles-lettres de Bruxelles. TomeXll, un 
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fort volume in 4° avec gravures et lithographies noires 
et coloriées. 4 Thlr.

Dieser neueste Band enthält die folgenden mathematischen und 
physikalischen Abhandlungen:

Pagani: Mémoire sur quelques transformations générales. 
Que tel et: Sur la longitude de l’Observatoire a Bruxelles.
— Sur l’état du magnétisme terrestre.
— Catalogue des principales apparitions d’étoiles filantes.
'— Résumé des observntions météorologiques et des observa

tions sur les températures de la terre, faites en 1838, à l’obser
vatoire de Bruxelles.

Crahay: Résniné des observations météorologiques faites à 
Louvain en 1838.

Minkelers: Observations météorologiques.
Martens: Mémoire sur la pile galvanique.

Vermischte Schritten von Friedrich Theodor Schu
bert; Neue Folge. Erster, Zweiter und Dritter Band. 
Leipzig. 1840. 8.

Die Art und Weise, wie diese Schriften eines verstorbenen be
rühmten Mathematikers und Astronomen verfasset sind, kann aus 
den früher erschienenen vier Theilcn derselben als hinreichend be- 
knnnt vorausgesetzt werden. Auch die jetzt erschienenen neuen 
drei Thcile enthalten in klarer und fliessender Sprache geschriebene 
populäre Aufsätze über Gegenstände der Astronomie und Physik, 
wie z. B. über die Kometen; über das Planetensystem; über die 
Fixsterne; über die Milchstrasse; über die Nebelflecke, veränder
lichen Sterne, neue Sterne und die Doppelstcrne; über den Kalen
der; über den Schall, über die Blitzableiter und über den Schlaf. 
Dem ersten Thcile ist das Bildniss dés Verfassers beigegeben.

Gebildete Leser werden gewiss auch aus diesen wie aus den 
früher erschienenen Theilen mannigfaltige Belehrung und Unterhal
tung schöpfen können.

Für Mathematiker, namentlich für Lehrer an hohem Unterrichts
anstalten, dürfte insbesondere der im dritten Tßeile befindliche, vor
her absichtlich noch nicht namhnft gemachte Aufsatz „lieber den 
,,Nutzen der Mathematik,“ der uns manche gute und pädago
gisch wichtige Bemerkungen zu enthalten scheint, von Interesse 
seyn. Zur Ergötzlichkeit unserer Leser führen wir aus diesem Auf
sätze an, wie sich der berühmte Joseph Scaiiger, voll Neid und 
Ingrimm gegen den als Mathematiker besonders durch seinen Com- 
mentar zu den Elementen des Euclides berühmten nnd verdienten 
Jesuiten Clavius, dem die Verbesserung des Kalenders aufgetra
gen war, nach welcher Scali gern selbst gelüstet hatte, über die
sen und in seinem ungezügelten Zorn über die Mathematiker über
haupt auslässt. Seine eignen Worte Inuten folgendermassen: ,,Pu- 
tabnm Clavium esse aliquid: il est confit en mathématiques, sed nihil 
aliud seit. Tento est, bene bibit. Asinus qui praeter Euclidem oihil 
seit. C’est un gros ventre d’Allemand. Est Gcrmanus, un esprit lourd 
et patient; et taies esse debent mathematici; praeclarum ingenium non 
potest esse magnus mathematicus.“ Schubert fügt ganz richtig 
hinzu: „Solche Angriffe verdienen keine Widerlegung, sie be
schimpfen nur den, der sie macht.“



II.
Literarischer Bericht.

Geschichte der Mathematik.

Id den Haitischen Jahrbüchern für deutsche Wissenschaft und 
Kunst 18-41. Nr. 67. Gndct inan sehr lesenswerthe Erinnerungen 
an B. F. Thibaut von A. Tcllkampf.

In den Blättern aus der Gegenwart für nützliche Unterhaltung 
und wissenschaftliche Belehrung von Diezmann. 18-41. Nr. 12. 
S. 113. findet inan interessante Ziige aus Arago’s Leben, beson
ders über seine Erlebnisse auf Majorca im Jahre 1808 bei Gelegen
heit seiner Gradmessung.

Nclla solenne inangurazione della statua di Galileo, rime degli 
arcadi della colonia alfea, offerte in omaggio agli scienziati italiani 
nel lor primo eongresso in Eisa nell’ ottobre 1839. Pisa. 8.

Systeme, Lehr- und Wörterbücher.

D. F. Hecht: Lehrbuch der Arithm. und Geom. Zum 
Gebrauche bei dem Untere, an den Bergschulen. Erster 
Cursus. Gemeine Arithm. 2te Auflage. Freiberg. 1841. 
8- 8 ggr.

Lehrbuch d er Mathematik undPhysik für staats- und 
landwirtschaftliche Lehranstalten nnd Kameralisten 
überhaupt, von |J. A. Grün ort. Leipzig. 1841. Erster 
Theil. Erste Abth. Elemente der theoretischen und prak
tischen Arithmetik. Zweite Abth. Politische Arithmetik, 
gr. 8. 3 Thlr. 1 ggr.

Baud I. 3
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Der zweite Theil wird in zwei Abtheilungen die Geometrie mit 

Einschluss der Stereometrie, die ebene Trigonometrie und die Geo
däsie, der dritte ebenfalls in zwei Atbeilungcn die Physik, insbe
sondere auch die Meteorologie enthalten.

Leçous de mathématiques. Par l’Abbé Bordes. Paris. 8.

Cours de mathématiques pures. Par N. Didiez. Paris. 4. 10 Fr.

Leçons élémentaires de mathématiques, comprenant arithmétique, 
algèbre, géométrie, trigonometrie, statique. Par Poirrier. 2 Vol. 8.

Eléments de mathématiques et de cosmographie. Par Coince. 
8. 4 Fr.

Cours d’arithmétique, de géométrie et de trigonometrie, à l’usage 
des sous - officiers du corps royal de l’artillerie. 12. Paris. 4 l'r.

Cours de mathématiques, à l’usage de l’ingenieur civil. Par 
Adhémar (Application de géométrie descriptive. Omhres). 8. 15 Fr.

Corso di Matematica. Di Picardi. Napoli. 1839. 8.

Dizionario delle scienzc matematiche pure ed applicate, com- 
pilato da una societa di antichi allievi della scuola politeenica di 
Parigi, sotto la direzione di A. S. de Montferricr. Prima ver- 
eione italiana con numerose aggiunte e corrczioni del dottor Giu
seppe Gasbarri e di Giuseppe François. Firenze. 1840. 8.

Arithmetik.

A. Kummer: Die Zahlenrechnung in Beispielen und 
Aufgaben. Fiir Bürger- und Volksschulen bearbeitet. 
2te Aufl. Dresden. 1840. 8. 16 ggr.

Eine recht sehr zu empfehlende, äusserst reichhaltige Sammlung 
arithmetischer Aufgaben bis zu den Proportionsreclinungcn, die sich 
fast immer auf eine sehr zweckmässige Weise au naturwissen
schaftliche, historische, geographische, statistische, technische und 
andere ähnliche Gegenstände anschlicssen, weshalb wir auf diese 
gewiss recht sehr beachtungswerihc Sammlung alle Bürger- und 
Volksschulen, so wie auch die Gymnasien zum Gebrauch in den 
untern Klassen besonders aufmerksam machen. Die Resultate sind, 
was auch zweckmässig ist, von den Aufgaben abgesondert uud kön
nen in ein besonderes Heft gebunden werden.

Anweisung zur Berechnung einer Zahl, in Zeit von 
einer Stunde bis auf 20 Ziffern, als Quadrat oder als 
Quadratwurzel, als Cubus oder als Cubikwurzel, sowohl 
in Décimal- als Duodecimalzahlen, nebst anderweitigen 
Vergleichungen uud Beispielen. Von Dr. J. H. Suhr. Bremen. 
1840. 4i 10 ggr.
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Man stosse sich nicht an den etwas prunkenden Titel. Die 

kleine Schrift verdient wohl gelesen zu werden.

Questions in Arithmetic, comprising Examples in all thc Rules 
of that Science, with an Appendix, containing Problems in tliose 
branches of Meclianics and Hydrostatics which are required for the 
ordiuary B. A. Dcgree. By James Harris. Cambridge. 1840. 
12. 3 s. 6 d.

Hotson’s Principles of Arithmetic, containing a variety of 
examples for Practice. Second édition. 12. 4 s. Camb. 1840.

Hin d’s Principles and Practice of Arithmetic, comprising theNature 
and Use of Logaritlimsctc. Third édition. 12. 4s. 6 d. Camb. 1840.

Whitc’s practical System of mental Arithmetic; or a New Me- 
thod of making calculations by the Action of a Thought. 3d Edit. 
12. 3 s. 6 d. bound.

A Manual of Logaritlnns and Practical Mathematics hy James 
Trotter. Edinburgh. 1840. 12. 4 s. 6 d. half-bound.

Trattato elementare di Aritmetica. Edizione seconda messa in 
un nuovo ordinc ad uso dcgli allicvi de’ fratelli delle scuole cri- 
stiane. Torino. 1840. 12.

M. Rüblmann: Logarithmisch-trigonometrische und 
andere nützliche Tafeln. Zunächst für Schüler gewerb
licher Bildungsanstaltcn, so wie für praktische Rechner 
überhaupt. 2tc S tero o ty p - A u str abc. Dresden u. Leipzig, 
1840. 12. 12 ggr.

Alle Logarithmen auf 6 Deciinalen ; die. Logarithmen der Zahlen 
bis 10080; die Logarithmen der trigonometrischen Linien für die 
Winkel von Minute zu Minute; überall mit Beifügung der Differen
zen. Natürliche trigon. Linien von 10 zu 10 Minuten. Länge dęr 
Kreisbogen. Tafeln für das Höhenmessen mit dem Barometer von 
Gauss. Specifisc.be Gewichte. Trigonometrische Formeln. — Guter 
Druck und wohlfeiler Preis empfehlen dieses kleine Buch zu dem 
beabsichtigten Zwecke.

Tables of the Logarithms of numbers, and of Sines, Tangents 
and Sécants, to six Places of Décimais. By Edward Riddle. 
8. 2 s. 6 d. cloth.

Mémoire relatif à la théorie des nombres. Loi réciproque. Par 
Brennecke. Paris. 4.

Wb e well’s doctrine of Limits, with its applications, námely, 
the lirst tbree sections of Newton, conic sections, the differential 
calculus. Camb. 1841. 9 s.

J. A. Arndt: Beispiele und Aufgaben aus allen Theilcn der 
Arithmetik und Algebra. Leipzig. 1840. 8. 1 Thlr. 6 ggr.

Ein für Lehrer der Mathematik an Gymnasien etc. recht sehr 
zu empfehlendes Buch.

3

Specifisc.be
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E. Heis: Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus 

der allgemeinen Arithmetik und Algebra. 2te Aufl. Kölu. 
1840. 8. 1 Thlr.

Diese Sammlung erstreckt sich ungefähr über denselben Kreis 
wie Meier Hirsch.

A. Hartrodt: Lehrbuch der in den-Gymnasial-Unter- 
riebt gehörenden allgemeinen Arithmetik. Leipzig. 1840. 
8. 21 ggr.

Die den einzelnen Abschnitten beigefügten Uebungsbeispicle 
und auch die ganze Behandlung empfehlen dieses Buch, lieber die 
Convergenz der Reihen kommt indess nichts nur einigermassen 
Genügendes vor. und Bemerkungen, wie z. B. die auf S. 209: „Um 
„einige der obigen Binomialfonnen zur annähernden Berechnung 
„irgend eines bestimmten Zahlcnwerthes zu gebrauchen, müssen die 
„Reihen convergent sein, d. h. die nachfolgenden Glieder 
„immer kleiner und kleiner werden,” wären lieber ganz zu 
unterdrücken gewesen, da z. B. die Reihe 1. J, -J-, t, -i, ...., deren 
Glieder auch immer kleiner und kleiner werden, bekanntlich keine 
convergircnde, sondern vielmehr eine divergirende Reihe ist.

P. J. E. Finck (Prof, zu Strassburg): System der nie
der n undliöhern Algebra fürhöherepoly technische Lehr
anstalten. Leipzig. 1841. 8. 2 Thlr.

Ein sehr gutes Buch, das manche auf cigentliümlichc Weise 
dargestellte Lehren enthält. Ob dasselbe eine Cebersetzung aus 
dem Französischen ist, ist nicht gesagt; cs scheint aber so, insbe
sondere wenn man einige Noten, namentlich die auf S. 245 vor
kommende am Ende, berücksichtigt. Jedenfalls w«ir das Buch einer 
Uebcrsetzung werth. Eine Sammlung zweckmässiger Uebungsauf- 
gaben ist auch beigegeben, auf S. 465—474.

Mayer et Choquet: Traité élémentaire d’algèbre. 3me éd. 
Paris. 1840. 8. 7 Fr. 50 c.

Wood’s Elements of Algebra EIcvcnth édition, with Notes, 
additional Propositions and Examples by Lund. Cainb. 1841. 8. 
12 s. 6 d.

Hind’s Jntrodiictiou io tlie Elements of Algebra, being a Se- 
qucl to the Principles ami Practice of Arithinetic. Gamb. 1840. 12. 5 s.

The Elements of Algebra, designed for the use of Schools. 
By J. 11. Colcnso. 2d Ed. London. 1840. 12. 7 s. clotb.

Elements of Algebra. By Robert Wallace. New édition. 
London. 1840. 8. 2 s. 6 d. cloth.

Hall’s (Rev. J. G.) Elements of Algebra, for Schools and Col
leges. Loud. 1840. 8. 6 s. 6 d.

Elements of Algebra, to the end of simple équations, for the 
use of Harrow school. 1840. 12. 3 s. 6 d.
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Wrighťs Snpplenient to Elementary Algebra. 1840. 12. sew- 

ed. 2 s. 6 d.

A. van Bern mel en: Lessen ověř de Algebra of Stclkunst, 
ten gebruike der Latijnsche Scholen en Gymnasien. Amsterdam. 
1840. 8.

Paalzow: Die Gleichungen des dritten Grades mit 
einer Unbekannten, methodisch abgehandclt. Prenzlau. 
1811. 4. (Programm des Gymnasiums zu Prenzlau von Ostern 1841 
von dem Director des Gymnasiums, Herrn Paalzow).

M. A. Stern: l'cber die Auflösung der transcendenten 
Gleichungen. Eine von der K. Dänischen Gesellschaft 
der W issc n schaf ten gekrönte Preisschrift. (Besonders 
abgedr. aus Crellc’s Journal für die Mathern. Bd. XXII.) 
Berlin. 1841. 4. 16 ggr.

Schon der Entstand, dass dieser Schrift von der K. Dänischen 
Gesellschaft der Wissenschaften der Preis zuerkannt worden ist, 
spricht hinreichend für die Wichtigkeit der darin enthalteneu Un
tersuchungen.

Hymers’s Trcatise on tbe Theory of algcbraical Equations. 
Second édition. Camb. 1840. 8. 9 s. 6 d.

Sülle equazioni di terzo e quarto grade, memoria di Vittorio 
de la ('asa. Ad uso dei geometri principianti. Padova. 1840. 4.

Nuove riccrche sulla risoluzionc generale délie cquazioni alge- 
briche del p. Giro lamo Badano carmelitano scaizo professore 
di matematica nella regia universita di Genova. Genova. 1840. 4.

Sni Probierni di Analisi indeterminata ; osservazioiii analitiche 
dell’ abate G. A. Longo ni. Monza. 1840. 4.

Die Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimm
ten Summen aus einer oder mehreren beliebig beschränk
ten Element en-Rei hen nebst ihrer Anwendung auf Ana
lysis und W ah rsch e i nl ich kei ts-Re ch n un g von L. Oettin
ger. Freiburg. 1840. 16 ggr.

Für die weitere Ausbildung der combinatoriscben Analysis und 
für die Wahrscheinlichkeitsrechnung wichtig.

Dobson’s Illustration of the Binomial Theorem. Cambridge. 
1840. 4. 1 s. 6 d.

Die Hauptsätze der Differenzialrechnung nach einer 
neuen, elementaren Methode dargestellt von J. W.tSchei- 
bert. Berlin. 1840. 8. 16 ggr.

Da der Vf. die grossen Fortschritte, welche in neuester Zeit vor
züglich durch Caucliy und Andere in Bezug auf die schärfere Begrün
dung der Differenzialrechnung gemacht wordensind, ganzignorirt, ins
besondere auf die Bedingungen der Convcrgenz und Divergenz der 
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Reihen tmeli nicht die mindeste Rücksicht nimmt, so kann dieses 
Buch auf einen wissenschaftlichen Werth keinen Anspruch ma
chen. Auch wissen wir nicht, worin die ucuc elementare Me
thode, von der auf dem Titel die Rede .ist, bestehen soll, da von 
der Entwickelung einer Function in eine Reihe mich der so unge
nauen und einer Unzahl von Zweifeln unterliegenden Methode der 
unbestimmten Coeflicienten ausgegangen wird, und die in §. 1. ge
gebene Erklärung des Differentials im Wesentlichen ganz mit dem 
Lagrange’schen Begriffe oder vielmehr dem. welchen Lacroix in 
seinem bekannten grösseren Werke gebraucht, zusammenfällt.

Leçons de calcul différentiel et de calcul intégral, 
rédigées d'après les méthodes et les ouvrages publies ou 
inédits de M. A. L. Cauchy. Par M. l’Abbé Moigno. Tome 1. 
Calcul différentiel. Paris 1840. 8. 2 Thlr. 20 ggr.

Wir halten dieses Werk, dessen Zweck durch seinen Titel hin
reichend bezeichnet wird, für eine sehr wichtige und sehr zu beach
tende Erscheinung auf dem Gebiete der Literatur der hohem Ana
lysis, weil inan die neuen wichtigen Untersuchungen Cauchy’s, vor
züglich über die schärfere Begründung der höheren Analysis und 
ihrer Anwendung auf die Geometrie im Allgemeinen, über die Con- 
vergenz und Divergenz der Reihen, über den Rest der Taylor'schcn 
und Maclaurin'schcn Reihe, über die Convcrgenz der Lagrange’schen 
Reihe ctc. nirgends so vollständig und gehörig systematisch geord
net beisammen lindet, als in diesem W'crke, und empfehlen dasselbe 
daher einem Jeden aus vollster Uebcrzeugung, wer sich über diese 
neuen wichtigen Fortschritte der Wissenschaft möglichst vollständig 
zu belehren wünscht. Freilich aber erfordert das Stndium, wenn 
man noch nicht an diese Betrachtungsweisen gewöhnt ist, sondern 
sich früher immer an Lagrange und Lacroix gehalten bat, Zeit, 
Ausdauer, Anstrengung und Mühe, und mit der Methode der unbe
stimmten Coeflicienten, wie z. B. in der vorigen Schrift, kommt 
man freilich kürzer weg. Wie unberechenbar gross aber der 
Vortheil und der Nutzen ist, welchen das sorgfältige Studium eines 
Werkes, wie z. B. das des Herrn Moigno, gewährt, und wie gross 
die Klarheit ist, zu welcher man bei gehöriger Ausdauer endlich 
gelangt, wird ein Jeder an sich selbst bestätigt finden, wenn er 
ntfr mit Muth und Kraft an’s Werk geht und nicht ermüdet.

Principes de l’Analysc infinitésimale. Par Finck. 1 Fr. 50 c.

Cour not: Traité élémentaire de la théorie des fonctions et du 
calcul infinitésimal. 2 Vols. Paris. 1840. 8. 16 Fr.

Lezioni di Introduzione al calcolo sublime di Gaspare Mai- 
nard i. Part. 1. II. Pavia. 1839.

C. Jürgensen: Differential og Integral-Regniiig. Copenbagen. 
1840. 8.

Mémoire sur les intégrales définies Euleriennes, et sur leur 
application à la théorie des suites, ainsi qu’a l’évaluation des 
fonctions de grands nombres. Par Binet. Paris. 4.
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Geometrie.

F. IV. Looff: Lehrbuch der Geometrie für Gymnasien 
und höhere Bürgerschulen. 2r Cursus. Stereometrie und 
(ebene u. sphärische) Trigonometrie. Berlin. 1840. 8. 8 ggr.

A. Huberdt: Lehrbuch der ebenen Geometrie nebst 
vielen Aufgaben fii r G y in n a sien und höhere Bürger- und 
Militairsc hulen. Berlin. 1841. 8. 1 Thlr.

Besonders durch die recht zweckmässigen Aufgaben empfeb- 
lungswerth.

Lehrbuch der Geometrie von K. Snell. Leipzig. 1841. 
8. I Thlr. 4 ggr.

Wir können den Geist, in welchem dieses Werkchen geschrie
ben ist, in der Kürze nicht besser eharaktcrisiren, als wenn wir es 
der bekannten Weise, in welcher B. F. Thibaut die Elemente der 
Mathematik darzustellen pflegte, an die Seite stellen. Dass der Vf. 
diese Methode für die einzig wahre und richtige hält, wollen wir 
ihm nicht verargen, obgleich unsere subjective Ucbcrzeugung eine 
völlig verschiedene ist, und empfehlen auch das Buch allen denen, 
welchen der Weg des Euclidcs nicht zusagt, recht sehr, da 
es in seiner Art "gut geschrieben ist. Gewundert haben wir uns 
übrigens ungemein, dass auf einer sächsischen gelehrten Schule (der 
Verl, ist Lehrer der Mathematik an der Krenzschule zu Dresden), 
auf denen ja immer das Studium der Alten mit Recht für die Grund
lage jeder streng wissenschaftlichen Bildung gegolten hat, und auch 
die Wissenschaften in deren strengem und sicheren Geiste behandelt 
und vorgetragen worden sind, die Geometrie in einer von demsel
ben so sehr abweichenden Weise gelehrt wird. Wir müssen offen 
bekennen, dass wir dies auf einer gelehrten Schule (auf einer 
Real-, Gewerb- oder höheren Bürgerschule würde sich die Sache 
anders gestalten) nach unserer Ucbcrzeugung fiir keinen Fort
schritt des mathematischen Unterrichts halten, lassen indess gern 
dem Vf. seine Ucberzeugung. Eben so sehr aber, wie wir dies zu 
thun geneigt sind, hätten wir gewünscht, dass der Vf. in der Vorrede 
sieb etwas milder über die Anhänger der euclidischen Methode aus
gesprochen hätte, indem er ja nur hätte bedenken sollen, dass z. B. 
in England letztere Methode in ihrer strengsten Form ganz allgemein 
nnd ohne alle Ausnahme für die allein richtige und wahre gehalten wird 
und auch in Deutschland sehr gewichtige Namen unter ihre Anhänger 
zählt. Ein Mittelweg scheint uns jedoch auch hier der beste zu sein und 
hat sich uns durch langjährige und auf sehr verschiedenartigen Lehran
stalten gemachte Erfahrungen für die Belebung des mathematischen 
Unterrichts und für die — was wir hier ausdrücklich bemerken — 
allgemeine Anregung aller nur einigermassen befähigten Schüler 
zu mathematischen Beschäftigungen am zweckmässigsten erwiesen, 
womit auch sehr viele andere erfahrene Lehrer übereinstimmen. Der 
von dem Vf. in der Vorrede angeregte Erfolg, den Thibaut durch 
seine Vorlesungen bewirkte (wir gehörten im Jahre 1817 selbst zu 
seinen Schülern), war allerdings in gewisser Rücksicht ein 
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sehr grosser. Derselbe bcstaud aber, wie wir glauben, vorzüglich 
in der Erweckung des Interesses und der Liebe für die elementaren 
Lehren der Mathematik (wir sprechen hier bloss von einem elemen
taren Gegenstände, und fassen daher auch nur die dahin einschla
genden Vorlesungen Tliibaut’s in’s Auge) bei schon in den Jah
ren ziemlich vorgerückten jungen Männern, vorzüglich The
ologen, Juristen u. s. w., die grösstentheils ohne alle strenge ma
thematische Vorbildung auf die Universität kamen, durch eiue aller
dings höchst ansprechende und in jeder Beziehung wahrhaft kunst
reiche Darstellung. Auf einer gelehrten Schule aber, wo die 
Geistesgymnastik, wenn wir so sagen dürfen, der einzige Zweck ist, 
welchen der mathematische Unterricht zu erreichen suchen und im
mer vor Augen haben muss, möchte nach unserer uninaassgeblichen 
Meinung die Sache doch eine etwas audere Gestalt annehmen.

Cahiers de géométrie élémentaire, pour servir de complément 
aù Traité de Legendre. Par Jules Planche. Paris. 8.

Géométrie élémentaire basée sur la théorie des infiniment pe
tits. Par Finck. 2e édit, in 8. 5 Fr.

Geometria ad uso delle scuole della R. Militarc Accademia di 
Sebastiano Vassalli. Edizione seconda. Torino. 1840. 8.

Euclid’s Elements, Books I. to VI., XI., XII. by Simson. New 
édition by Maynard. 18. bound 6 s.; 8. bound 6 s. 6 d. Lou
don 1839 et 1841.

The same, in the symbolical form, by Blakelock. 18. bound 
6 s. 6 d. Lond. 1840.

The Elements of Enclid, viz the First Six Books, together with 
the Eleventb and Twclfth. By William Rutherford. London. 
1840. 6 s. bound.

F. Märker: Theorie der Parallellinien. Meiningen. 
1839. 8. 3. ggr.

Diese Herrn Prof. Kries in Gotha zur Feier seines fünfzigjäh
rigen Dienstjubiläums gewidmete Schrift wird hier angezeigt, weil 
sie jetzt erst in den Buchhandel gekommen zu sein scheint. Liebri
gens bemerken wir, dass eine Beurtlieilung von Theorieen der 
Parallellinien in diesem literarischen Berichte in der Regel nicht 
gegeben werden wird, wreil dazu eine dessen Zweck nicht entspre
chende zu sehr in’s Detail gehende Kritik erforderlich sein würde.

Essai sur la théorie des parallèles. Par Hauy. Paris. 8.

Betrachtungen über verschiedene Gegenstände der 
neueren Geometrie von C. T. Anger. Zweites Heft. (An
wendungen der Theorie der Aehn Iichkeitspunkte auf 
die merkwürdigen Punkte im Dreiecke und die Apol
lonischen Berührungs-Aufgaben. Fortsetzung der all
gemeinen Betrachtungen). Danzig. 1841. 4. 12 ggr.

Wir freuen uns, schon jetzt die Fortsetzung dieser sehr ver
dienstlichen Beiträge zur neueren Geometrie anzeigen zu können.



31
Quadrature du cercle et autres découvertes, par R. le Geay.

Solution géométrique et rigoureuse du problème de la quadra
ture du cercle, résolue au moyen de la géométrie élémentaire. 
Paris. 8.

Saggio di ricerche sulla Poligonomctria analitica, di Pietro 
Callegari. Imola. 1839. 8.

Hymers’s Treatise on conic sections and the application of 
Algebra to Geometry. Second édition. Camb. 1840. 8. 7 s. 6 d.

Quadrature dell’ Iperbola e retlificazione della Parabola, otte- 
iiutc con mezzi elementari e con formole finite, memoria letta all’ 
ateneo di Venezia dal dottore Pietro Magrini. Venezia. 1840. 8.

Propriété principal! di alcune curve trasccndenti, esposte da 
Teofrasto Cerchi. Milano. 1840.

Curve a quattro centri, ossia ovali, costrnite per archi di cer- 
ebio; memoria'dell dott. Lorenzo Tabacchi. Padova. 1841. 8.

Traité de la coupe des pierres. ParAdbémar. 2e édit. Paris. 8.

Traité des ombres. Par Adbdinar. Paris. 8. 20 Fr.

H. Simonis: Application de la géométrie descriptive ou traité 
des ombres. Gand. 1840. 4.

11. Strootman: Beginselen der beschrijvende Meetkunst, be- 
vattende de leerwijze der projection, de oplossing van werkstukken 
betrekkelijk de regte lijn, het platte vlak en den bol, benevens 
eene kořte verhandeling over de perspectief en de schaduwen. Te 
Breda. 1840. 8.

L. S. Kellner: Den beskrivende (descriptive) Geometries nn- 
vendte Deel, 3die Hefte. Copenbagen. 1840. 8.

Praktische Geometrie.

Leçons primaires d’agrométrie ou d’arpentage. Par G. Gilliet 
Damitte. 2e édit.

Conrs de topographie et de géodésie du corps royal d’état-ma
jor. Par Salneuve. 8. 8 Fr. 50 c.

Journal spécial des géomètres-arpenteurs, rédigé par Boissière.
12. Prix annuel 12 Fr.
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Barèine-pantomètrc, ou Système métrique appliqué à toutes sur

faces et à tous solides, depuis un centimètre jusqu'à 10 mètres. 
ParFautras. Vendôme. 8.

Géométrie en action, ou Eléments de géométrie appliquée aux 
arts. Par Barré. 12. Angers.

Ergebnisse der trigonometrischen Vermessungen in 
der Schweiz. Nach Befehl der Hohen Tagsatzung aus 
den Protocollen der eidgenössischen Triangulirung 
bearbeitet und herausgegeben von J. Eschmann, Ober
lieutenant im eidgenössischen Oberstquartiermeister
stab. Zürich 1840. 4. 4 Thlr.

Dieses für die Geographie der Schweiz wichtige Werk enthält 
die Resultate der trigonometrischen Messungen, welche in den letz
ten dreissig Jahren in der Schweiz angestellt worden sind. Zuerst 
wird eine geschichtliche Ucbersicbt der sämintlichen in dem ge
nannten Zeiträume in der Schweiz angestelltcn trigonometrischenVer- 
messungen gegeben, aus welcher sich ergiebt, dass Trail es, Fehr, 
Stabshauptmann Pestalozzi, Professor Trechsel, Frey, Lüt- 
hardt, Wagner, Oberst B uchwalder, welcher im Jahre 1832 auf 
dem Sentis nach einem 7tägigen Aufenthalte auf diesem Berge vom 
Blitze getroffen und sein Gehülfe leider das Opfer dieses Ereignisses 
wurde, Ingenieur Sulzberger, Lieutenant Bruppacher, Oster
wald, Professor H u her, Oberstlieutenant Me rz, die Majore v.Saus- 
sure und Delarageai, Domherr Bereittold, Hofrath Horner, 
Mechanicus Oeri, Generalmajor Finster, die Oberstquartiermeister 
Wurstcmberger und Dufour, so wie endlich ganz vorzüglich 
Oberlieutenant Escliinann zu verschiedenen Zeiten und in ver
schiedenem Grade bei diesem grossen Unternehmen mitgewirkt ha
ben. Dann folgen die Original-Beobachtungen der Dreieckswinkel 
erster Ordnung, hierauf die Messung der Grundlinie hei Aarberg 
(im Ganzen nach der von Schumacher bei der Messung der Basis 
bei Braack im Jahre 1820 angewandten Methode), dann das Ver- 
zeichniss der Dreiecke erster Ordnung, dann die geographischen 
Ortsbestimmungen der Dreieckspunkte erster Ordnung, dann das 
Verzeichniss der Dreiecke zweiter Ordnung mit Einschluss der Be
stimmungen einiger Punkte dritter Ordnung und der gegenseitigen 
Azimuthe der Punkte zweiter Ordnung, hierauf das Verzeichniss der 
geographischen Positionen (mit Einschluss der Höbe über dem 
Meere) sämmtlicber Punkte, und zuletzt die astronomischen Beobach
tungen und die Höbenbestiminungen, bei denen sich auch einige 
beachtenswertbe Bemerkungen über die terrestrische Strahlenbre
chung linden. Angehängt ist eine schöne Uebersichtskarte sämmt- 
licher Messungen. Der Anschluss an die französischen Dreiecke 
ergab folgende Vergleichung:

Seite Ramel — Faux d’Enson.
Französische Dreiecke . = 35997,22 Meter 
Schweizerische Dreiecke = 35997,27

Unterschied = 0,05
Der Anschluss an die österreichischen Dreiecke ergab folgende Ver
gleichungen :
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Seite Pizzo Forno — Pizzo Menone di Gino.

Oesterreichiscbe Dreiecke = 44572,77
Schweizerische Dreiecke = 44572,12

Unterschied = 0,65
Seite Pizzo Menone di Gino — Monte Legnone.

Oesterreichiscbe Dreiecke = 21124,67
Schweizerische Dreiecke —= 21124,54

Unterschied = 0,13
Seite Kuinenbcre — Frastenzersand.

Oesterreichiscbe Dreiecke = 15985,23 
Schweizerische Dreiecke = 15995,81

Unterschied = 0,58
Seite Frastenzersand — Fundelkopf. 

Oesterreichiscbe Dreiecke = 11957,95 
Schweizerische Dreiecke 11959,94

Unterschied = 1,99
Den beiden letzten Angaben ist in den Oesterreicliischcn Pro

tokollen die Bemerkung beigefügt, dass sich die definitive Ausglei
chung der österreichischen Trianguliruug noch nicht bis an diesen 
Tlieil der Provinz Tyrol ausgedehnt habe.

Aus den obigen schönen Ucbereinstimmungen darf allerdings 
der Schluss gezogen werden, dass das Dreiecksnetz der Schweiz 
allen geographischen Zwecken vollkommen genügt.

Trigonometrie.

A. Huberdt: Elemente der ebenen Trigonometrie 
nebst praktischen Aufgaben für Gymnasien und höhere 
Bürger- und Militair-Scbulen. Berlin. 1841. 6 ggr.

Die Aufangsgründe der ebenen und sphärischen Tri
gonometrie und der Kegelschnitte für Gymnasien und 
Oberrcalklassen vonF. J.Herr mann. Giessen. 1841. 8. 16 ggr.

Hymers's Treatise on Trigonometry plane and spherical, and 
on Trigonometrien! Tables and Logaritlims, together witb a Sé
lection of Problems and their Solutions. Second édition. Camb. 
1841. 8 s. 6 d.

Snowball’s Plane and spherical Trigonometry together. Fifth 
édition. Camb. 1840. 8. 10 s. 6 d.

Hewitt’s Problems and Theorems in Plane Trigonometry. 
Camb. 1840. 6 s.

Trigonometry, and its Application to Astronomy, Dialling, and 
Trigonometrical Snrveying. By Richard Abbatt. New édition. 
8. 7 s neatly bound in cl.
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Elemcnterna af Plana Trigonometrien, Utgifna af P. N. Ek

rü an, Docens i Mathematiken wid Upsala Uniwersitet. Stockholm. IGsk.

Gruudlinier litt Plana Trigonometrien jem te Ett Försök att for- 
tydliga Interpolations-Methoden af A. O. G es tri n. Stockholm. 8.

Mechanik.

VV. A. Rüst: Die Mechanik in Anwendung auf Künste 
und Gewerbe. Erste Abtbeilung. Mechanik fester Kör
per. Für Praktiker bearbeitet. Berlin. 1840. 8. 1 Tlilr. 12 ggr.

VV. VVliewell: Elementar - Lcbrhnch der Mechanik. 
Zum Gebrauch für technische Lehranstalten. Aus dem 
Engi, übersetzt von C. II. Scbnuse. Braunschweig 1841. 
1 Tbir. IC ggr.

Beide vorhergehende Schriften haben gleichen, durch ihre Titel 
hinreichend bezeichneten Zweck, und erfüllen denselben, jedes in 
seiner Art, recht gut. Das erste fasst jedoch bloss die Anwendung 
auf die eigentliche Maschinenlehre in’s Auge; das zweite berück
sichtigt daneben auch insbesondere die Anwendungen, welche die 
Lehren der Statik fester Körper in der Baukunst finden. Das erste 
wird in seiner zweiten Abtheilung auch die Mechanik flüssiger Kör
per darstellen, und in der dritten die Construction und Zusammen
setzung einzelner Mascbiuen enthalten. Das zweite enthält bloss 
die Mechanik fester Körper. Die ganz elementare geometrische 
(und trigonometrische) Darstellung, in welcher ja überdies bekannt
lich die Engländer Meister sind, hat uns besonders in dem zweiten 
Buche sehr angesproeben, und dasselbe verdiente daher eine deutsche 
Bearbeitung vollkommen, die auch als eine völlig gelungene zu 
bezeichnen ist.

Elements de statique pour servir d’introduction à un cours de 
Îbysique, suivis d’une solution simple des triangles sphériques. Par 

G. 2 Fr. 50 c.

Gaubert, Traité de mécanique à l’usage des élèves des écoles 
polytechnique et normale. Paris. 1840. 8. 8 Fr.

Roche: Traité de balistique appliquée à l’artillerie navale. Ire 
partie. Paris. 1840. 8. 5 Fr.

Whewell’s Elementary Treatise on Mecbanics for tbe use of 
students in lhe University. Sixth édition. Camb. 1841. 8. 7 s. 6 d.

Corso elementare di Meccanica ed Idranlica, del dr. Vincenzo 
A mi ci. Vol. I. (Meccanica teorica.). Fireuze. 1840. 8.

Riccrche sul moto molecolure de’ solidi, di Domenico Paoli. 
Firenze. 1840. 8.
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J. P. Delprat: Beginselen der Dynamics, voor kadetten der 

Artillerie en Genie. Te Breda. 1840. &

J. P. Delprat: Beginselen der statica en bydrostatica. Te 
Breda. 1840. 8.

C. F. Gauss: Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf 
die im verkehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfer
nung wirkenden Anziebungs- und Abstossungs-Kräfte. 
Leipzig. 1840. 8. 8 ggr.

Um den Inhalt dieser wichtigen Schrift im Allgemeinen mög
lichst deutlich zu bezeichnen, wollen wir den ganzen ersten Para
graphen mittheilen:

„Die Natur bietet uns mancherlei Erscheinungen dar, welche 
wir durch die Annahme von Kräfteu erklären, die von den kleinsten 
Thcilen der Substanzen auf einander ausgeübt werden, und den 
Quadraten der gegenseitigen Entfernungen umgekehrt proportio
nal sind.

Vor allem gehört hierher die allgemeine Gravitation. Vermöge 
derselben übt jedes pondérable Molecül ju auf ein anderes ft' eine 
bewegende Kraft aus, welche, wenn man die Entfernung =r setzt, 
durch ausgedrückt wird, und eine Annäherung in der Richtung 
der verbindenden geraden Linie hervorzubringen strebt.

Wenn man zur Erklärung der magnetischen Erscheinungen 
zwei magnetische Flüssigkeiten annimmt, wovon die eine als nega
tiv betrachtet wird, so üben zwei derartige Elemente ft, ft’ gleich
falls eine bewegende Kraft auf einander aus, welche durch ge
messen wird und in der verbindenden geraden Linie wirkt, aber 
als Abstossung, wenn ft, ft’ gleichartig, als Anziehung, wenn sie 
ungleichartig sind.

Ganz Aeblicbes gilt von der gegenseitigen Wirkung der Theile 
der elektrischen Flüssigkeiten auf einander.

Das linearische Element dg eines galvanischen Stroms übt auf 
ein Element des magnetischen Fluidums ft (wenn wir letzteres zu
lassen) ebenfalls eine bewegende Kraft aus, die dem Quadrate der 
Entfernung r umgekehrt proportional ist: aher hier tritt zugleich 
der ganz abweichende Umstand ein, dass die Richtung der Kraft 
nicht in der verbindenden geraden Linie, sondern senkrecht gegen 
die durch ft und die Richtung von ds gelegte Ebene ist, und dass 
ausserdem die Stärke der Kraft nicht von der Entfernung allein, 
sondern zugleich von dem Winkel abbängt, welchen r mit der 
Richtung von dg macht. Nennt man diesen Winkel &, so ist 
sm 0 . fids fljaas dcr bewegenden Kraft, welche dg auf ft aus-n i r-
fibt, und eben so gross ist die von ft auf das Stroinelement dg oder 
dessen ponderahlen Träger ausgeübte Kraft, deren Richtung der 
ersteren entgegengesetzt parallel ist.

Wenn man mit Ampère annimmt, dass zwei Elemente von gal
vanischen Strömen dg, dd in der sie verbindenden geraden Linie 
anziehend oder abstossend auf einander wirken, so nöthigen uns 
die Erscheinungen, diese Kräfte gleichfalls dem Quadrate der Ent
fernung umgekehrt proportional zu setzen, zugleich aber erfordern 
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jene eine etwas verwickelte Abhängigkeit von der Richtung der 
Stromelemcnte.

Wir werden uns in dieser Abhandlung auf die drei ersten 
Fälle oder auf solche Kräfte einschränken, die sich in der Richtung 
der geraden Linie zwischen dem Elemente, welches wirkt, nnd 
demjenigen, auf welches gewirkt wird, äussern, und schlechthin dem 
Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional sind, obwohl meh
rere Lehrsätze mit geringer Veränderung auch 'bei den andern Fäl
len ihre Anwendung finden, deren ausführliche Entwickelung einer 
andern Abhandlung Vorbehalten bleiben muss.”

In den astronomischen Nachrichten Nr. 418 findet sich: 
Beweis des von Jacobi gefundenen Lehrsatzes, dass ein flüssiges, 
sich um die eine Axe drehendes Sphäroid von drei verschiedenen 
Hauptaxen im Gleichgewicht sein könne, von T. Clausen.

Praktische Mechanik.

Notions de statique et mécanique industrielle. Par Peyre. 8. 5 Fr.

Traité d’Hydraulique, à l’usage des ingénieurs. ParďAubuis- 
son de Voisins. 2e éd. 8. 9 Fr. •

Cours de dessein linéaire appliqué au dessein des machines. Par 
C. Armengaud. 4. 6 Fr.

The Mechanics of Engineering. By Whewell. London. 1840. 
8. 9 s.

Memoria sulla relazione tra le acque dell’ Arno e quelle délia 
Chiana, del conte Vittorio Fossombroni, inscrits nella parte 
matematica del torno XXII. delle „Memorie della Societa italiana 
delle scienze residente in Modena”. Seconda edizione. Firenze. 
1840. 8.

Handbok i Praktisk Mekanik nf Arthur Morin. Öfwersatt, 
under iakttagande af alla formlers och tabellers reduktion efter 
Swenskt matt och wigt-system, och med betydliga tillägg fôrsell af 
J. S. B agge, Prof, wid Bergs-Skolan i Fahl un. Stockholm. 8. 3 Rdr.

Optik.

Dioptrische Untersuchungen von C. F. Gauss. Göttin
gen. 1841. 4. 8 ggr.
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Diese schönen Untersuchungen des berühmten Vfs. haben vor

züglich den Zweck, bei den bekannten eleganten Formeln von Co
tes, Euler, Lagrange und Möbius die Dicke des Glases zu berück
sichtigen, so wie auch eine genauere Feststellung mehrerer dioptri- 
scben Grundbegriffe.

D. Br ewster, A treatise on tbe microscope. London. 8. 6 s.

Principes de perspective linéaire. Par Bacillon. 4. 5 Fr.

Bonilion, Principes de perspective linéaire, appliqués d'une 
manière méthodique et progressive au tracé des ligures. Paris. 
1840. 4. 5 Fr.

In den astronomischen Nachrichten Nr. 415 und Nr. 417 findet 
man zwei schöne Aufsätze von Bessel und T. Clausen über die 
Grundformein der Dioptrik.

Astronomie.

Von Biots trefflichem Traité élémentaire ď Astronomie physique 
erscheint jetzt eine dritte Ausgabe.

Beiträge zur phvsischen Kenntniss der himmlischen 
Körper im Sonnensystem von IV. Beer und J. H. Mädler. 
Weimar. 1841. 4. 1 Thlr. 16 ggr.

Tbeils neue, tlicils in Schumachers astronomischen Nachrichten 
schon veröffentlichte Aufsätze, hicr von Neuem abgedruckt.

Hymers’s Elements of tbe Theory of Astronomy. Second édi
tion. Camb. 1840. 8. 14 s.

De correctione elcmentorum Veneris et Mercurii ex observât» 
transitu per Solem Disquisitio. P. 1 — IV. Praes. Mag. A. T. Ber
gins; Respp. J. L. Ringzell, J. W. Lindblad, G. M. Lund
quist et J. 0. Carlsberg. Upsaliae. 4.

O’Brien’s Matbématřcal Tracts. Part. I., on Laplace’s Coeffi
cients, the Figure of the Eartb, the Motion of a rigid body about 
its Centre of Gravity, and Precession and Nutation. Cainb. 1840. 
8. 4 s. 6 d.

Quetelet, Sur la longitude de FObservatoire royal de Bru
xelles. 4.

Descrizione del circolo meridiano dcli’ J. R. Osservatorio di 
Padova, seguita du uu catalogo di stelle fisse per l’anno 1840, 
distribuito in zone rapporto alla declinazione. Parte prima, conte- 
nente le stelle dell*  equatore fino al 10° di declinazione boreale.
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Di Giovanni Santini. Padova. 1840. 4. Estratta dal vol. V'. de 
„Nuovi saggi dell’ accademia di Padova.”

Mesure d’un arc de parallèle moyen entre le pole et l’équateur. 
Par le colonel Brousseaud. Limoges. 4.

Calcul de navigation à l’usage des officiers de la marine mar
chande et des capitaines au cabotage. Nantes. 8.

A Treatise on Navigation and Nautical Astronomy by Edward 
R id die. 3d Edition. 8. 12 s. bound.

J. Lamont: Jahrbuch der Königlichen Sternwarte 
bei München für 1841. Vierter Jahrgang. München. 8. 
1 Thlr-

Die Einrichtung dieses Jahrbuchs kann im Allgemeinen als be
kannt vorausgesetzt werden. Auf die astronomische Epheincride 
folgt ein vorzüglich in Bezug auf Baiern sehr vollständiges Ver- 
zeichniss geographischer Positionen, in welchem die in Bogen und 
Zeit angegebenen Längen für Baiern von dem Meridian der Stern
warte bei München, für die übrigen Punkte von dem Pariser Me
ridian an gerechnet sind. Dann folgen gesetzliche Bestimmungen 
über das baierische Maass und Gewicht, Zusammenstellung neuerer 
Maass- und Gewichtseinheiten, Meilenmaasse, . gesetzliche Bestim
mungen über das Münzwesen in verschiedenen Ländern mit beson
derer Rücksicht auf den süddeutschen Zollverein, und fast der 
ganze übrige Theil des Buchs von S. 91 bis S. 239 ist der Meteo
rologie gewidmet. Zuerst Beobachtungen der Königlichen Gcricbts- 
ärzte in Baiern, wobei zugleich die von dem Vf. auf eigentümliche 
Weise construirten Barometer beschrieben werden , welche die Kö
niglich Baierschen Gerichtsärzte zur Anstellung der ihnen aufge
tragenen, vierteljährig an die Sternwarte ciuzuseudendeu Beobach
tungen nach und nach sämmtlich erhalten solleu. Welche grosse 
Ausdehnung schon jetzt diese Beobachtungen gewonnen haben, geht 
daraus bervor, dass schon an 271 Punkten, die in dem Jaitrbucbe 
namentlich angegeben werden, in den verschiedenen Provinzen des 
Staates von den Gericbtsärzten Beobachtungen angestellt werden, 
und dass sich schon an 78 ürten neue oder verilicirte Instrumente 
befinden. Alle diese von dem tätigen Vf. getroffenen Einrichtun
gen verdienen anderen Staaten, wo von den Kreis - Physikern, oder 
wie diese Beamten sonst beissen mögen, vorschriftsmässig meteoro
logische Beobachtungen angeslellt werden müssen, zur Nachahmung 
empfohlen zu werden. Nur wenn diese Beobachtungen überall zu so 
viel als möglich mit einander übereinstimmenden Zeiten, mit guten 
vorher gehörig mit einander verglichenen lustrumentcn angestellt 
und der oberen Leitung und Controlle eines mit dem Fache ganz 
vertrauten Mannes wie in Baiern unterworfen werden, können die
selben der Wissenschaft wahrhaften Nutzen bringen. Ferner giebt 
der Vf. Nachricht über einen noch besonders von ihm gestifteten 
meteorologischen Verein, und liefert hierauf einen selir lesenswer- 
then, populär gehaltenen Aufsatz über die zweckmässige Anstellung 
meteorologischer Beobachtungen, welchen wir allen angehenden 
Beobachtern aus Ueberzeugung empfehlen. Nach Mittbeilung der 
von den Mitgliedern des meteorologischen Vereins bis jetzt un die
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Sternwarte eingesandten Beobachtungen und der auf der Sternwarte 
selbst in den Jaliren 1825—1836 angestellten Beobachtungen, aus 
denen sich die Höbe von München (Barometer der Sternwarte) über 
dein Meere im Mittel 1576 Pariser Fuss ergicbt, wird endlich noch 
von der Verbindung eines grossen magnetischen Observatoriums mit 
der Sternwarte Nachricht gegeben, welches durch die Muniiicenz 
Seiner Majestät des Königs und Seiner Königlichen Hoheit des 
Kronprinzen mit den grössten Mitteln ausgestattet und in der Mitte 
des vorigen Jahres vollendet worden ist Die im August vorigen 
Jahres begonnenen magnetischen Beobachtungen werden täglich von 
6 Uhr Morgens bis 6 Ilhr Abends jede Stunde nach mittlerer Göt
tinger Zeit gemacht; die Nacht hindurch wird alle zwei Stunden 
der Stand der Instrumente aufgezeichnet; jeden Monat trifft ein 
Termintag, wo 2i Stunden hindurch alle 5 Minuten die Déclination 
und alle 10 Minuten die Horizontal-Intensität bemerkt wird. In so 
grosser Ausdehnung und Vollständigkeit werden unsers Wissens 
die magnetischen Beobachtungen noch nirgends angestellt. Möge der so 
tliätige und kenntnissreiche Vf. in seinem Eifer nie erkalten und 
immer durch die kräftigste bei solchen Unternehmungen so noth- 
wendige Gesundheit unterstützt werden !

J. F. Encke: Astronomische Beobachtungen auf der 
Sternwarte zu Berlin. Erster Band. Berlin. 1840. 5 Thlr.

Eine höchst erfreuliche und wichtige Erscheinung. Die Einlei
tung enthält die Beschreibung der neuen Berliner Sternwarte und 
ihrer wichtigsten Instrumente, namentlich des neuen grossen Me
ridiankreises von Pistor, nebst trefflichen Abbildungen des Ge
bäudes nach allen seinen Theilen, insbesondere auch der Kuppel 
und des Meridiankreises. Hierauf folgen: 1. Beobachtungen mit 
dem Pistor’schen Meridiankreise. 1838. April 16. — 1839. Aug. 31. —
2. Beobachtungen am Durcligangsfcrnrohr von Ost nach West. —
3. Meteorologische Beobachtungen. (1836 Januar 1. — 1839. August 
31. Thermometer R. Barometer. Wind. Wolken. Dreimal täg
lich.) — 4. Magnetische Beobachtungen. (1836. Mai 11. — 1839. 
August 31.) — a. Beobachtungen mit dem Refractor und den be
weglichen Instrumenten (Doppelsterne; Messungen der Planeten- 
diirchmesscr; Sternbedeckungen, Sonnenfinsternisse, Planetendurch
gänge u. s. w. ; Beobachtungen des ('ometen von Pons oder viel
mehr Encke. 1838).

Connaissance des temps pour l’an 1843. Paris. 8. 7 Fr. 50 c.

L’Annuiiire du bureau des longitudes pour l’an 1840, augmenté 
de notices scientifiques par A rago. Paris. 12. 1 Fr.

Atlas des phénomènes célestes, donnant le tracé des mouve
ments apparents des planètes. Par Dien. Année 1841. Paris. 4. 
15 Fr.

Band I. 4
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Physik.

C. Scherling: Leitfaden bei dem Unterrichte in der 
P-hysik, für Real- und höhere Bürgerschulen. 2r Cursus. 
Lübeck. 1840. 8. 15 ggr.

H. Birnbaum: Die Begründung der ersten Kenntnisse 
in der Physik oder mechanischen Naturlebre für Schule 
und Haus des Bürgerstandes. Braunschweig. 1841. 8. 15 ggr.

Ein gutes Buch, dem wir recht vielen Eingang in gebildete 
(denn andere lässt sein Inhalt nicht zu) Familien wünschen. Jedoch 
müssen wir ausdrücklich bemerken, dass nur der eigentlich mecha
nische Theil der Physik in dessen Kreis gezogen und die Lehre 
von der Wärme, der Electricität, dem Magnetismus und dem Lichte 
ganz unberücksichtigt geblieben ist, welches wahrscheinlich durch 
die Worte: mechanische Naturlebre, auf dein Titel angedeutet 
werden soll, aber dem sonstigen Begriffe der mechanischen Natur
lehre (S. z. B. E. G. Fischers mechanische Naturlehre) nicht gemäss 
ist. Zweckmässig und der allgemeineren Verbreitung des Buchs 
förderlich wäre es gewiss gewesen, wenn auch die Lehre von den 
sogenannten Imponderabilien mit aufgeuommen worden wäre. Auch 
dürfte es selbst noch in unserer Zeit nicht ganz ohne Nutzen ge
wesen sein, wenn der Vf. einige Rücksicht auf seines Landsmannes 
(wenn wir nicht irren) Hellmuth Volksnaturlehre zur Vertilgung 
des Aberglaubens genommen hätte.

Deguin, Cours élémentaire de Physique. 3e édition. T. I. 
Paris. 1840. 8. 9 Fr. 50 c.

Nouveau Manuel complet de Pbvsiquc, on Eléments abrégés de 
cette science. Par Bailly. Nouv. édit, in 18. 8 Fr. 50 c.

Traité élémentaire de physique, chimie, toxicologie et pharma
cie. Par Favart. 2 Vol. 8. 14 Fr.

G. Bird, Elements of natural philosophy. London. 8. 12 s.

Snowball’s Cambridge Course of Elementary Natural Pbiloso- 
phv, being démonstrations of the Propositions in Mecbanics and 
Hydrostatics, for Candidates for the ordinary degree. Second édi
tion. 1840. 12. 4 s.

Trattato elementare di Fisica matematica. Di Emanuele Estil- 
ler. Tom. I. Palermo. 1839.

Lezioni di Fisica di Carlo Matteucci, date nell' i. e r. univ. 
di Pisa nell’ anno 1840. Pisa 1840. 8.

Nouveau système des tourbillons appuyé par des expériences 
Sui démontrent la réalité des tourbillons admis par Descartes. Par 
luerineau. Poitiers. 8.
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Spiegazione della attrazionc de*  corpi e sue leggi, di Anto

nio Pontillo. Verona. 1839. 8.

Sopra l’identita dell’ attrazione molecolare coli’ astro nornica; 
opéra del cav. Leopoldo Nobili di Reggio. Modena. 1840. 4.

Pnenmatics, containing an Analysis of the Mechanical Pro
perties of aerial fluids, with a Description of Pneumatic Machines, 
by Hngo Reid. Edinburgh. 1840. 8. 2 s. cloth.

Storia dell’Elettricita, di Antonio Carnevale Arella. Ales
sandria. 1839. 8. Vol. 1. II.

Relazionc storico-critica sperimentale sull’ Elettro-Magnetismo 
del Prof. Francesco Zantedeschi. Venezia. 1840. 8.

A. Quetelet, Second mémoire sur le magnétisme terrestre en 
Italie. Bruxelles. 4.

— Sur l’état du magnétisme terrestre à Bruxelles pendant les 
douze années de 1827 à 1839. Bruxelles. 4.

Leop. Nobili, Question! sul Magnetismo. 8. Modena.

- Nuovi trattuti sopra il Calorico, l’Elettricità ed il Magne
tismo. 8. Ibid. 6 L.

Klauprecht: Die Lehre vom Klima in land- und forst- 
wirthschaftlicherBczi eh un g. Karlsruhe. 1840.8.1 Thlr.4ggr.

Bildet die vierte Abtheilung des Lehrbuchs der land- und forst
wissenschaftlichen Naturkunde von J. Cb. Hundeshagen, und ent
hält eine gute Zusammenstellung der bctreH'endcn Gegenstände, 
ohne eben die Resultate eigner Untersuchungen mitzutheilen.

F. A. Schneider: Beiträge zur Astro-Meteorologie 
oder über den niiithmasslichen Einfluss des Standes der 
Planeten, Coineten etc. auf die meteorologischen Er
scheinungen an der Erdoberfläc he. Leipzig. 1840. 4. 8 ggr.

Der Vf. will die höchst wichtige Entdeckung gemacht ha
ben, dass der Luftdruck, die Wärme, die Windrichtungen etc. be
rechnet werden können, wenn man die meteorologischen Beobach
tungen bei Sonnen-Auf- uud Untergang, bei Mond-Auf- und Un
tergang, zu der Zeit, wenn der Mond das neue Licht empfängt, 
und 12 Stunden später anstellt und die Ergebnisse dieser Beobach
tungen unter andern auch so zusanimenträgt, duss dabei der Stand 
der Planeten berücksichtigt wird!!

Glaube dies dem Herrn Rechnungsrathe wer’s will und kann.
Später ist noch eiu Nachtrag zu dieser Schrift erschienen. Ber

lin. 1841. 4. 4 ggr.

A. Quetelet, Resumé des observations météorologiques faites 
en 1839 à l’Observatoire royal de Bruxelles. Bruxelles. 4.

A. Quetelet, Deuxième Mémoire sur les variations annuelles 
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de la température de la terre à différentes profondeurs. Bru
xelles. 4.

A. Quetelet, Catalogue des principaux apparitions d’étoiles 
lilantes. Bruxelles. 4.

Discours sur l’ensemble des phénomèmes qui se sont manifestés 
à la surface du globe depuis son origine jusqu’à l’époque actuelle. 
Par le vicomte d’Arcbillc. 4.

Sulla nécessita di stahilire un regolare sistema di osservazioni 
di Fisica terrestre ed atmosferica; memoria letta alla sezione di 
lisica nella prima riunione degli scienziati italiani dal cav. V. An- 
tinori. Firenze. 1840. 8.

Denkwürdigkeiten aus dem Leben Sir Humpbry Da- 
vy’s, h er ausgegeben von sei nem B ruder J ob n Davy. Deutsch 
bearbeitet von D. C. Neubert. Eingeleitet von D. R. Wag
ner. 4 Bände. (Der erste mit Davy’s Bildnisse.) Leipzig. 
1840. 8. 5 Thlr. 12 ggr.

Schade, dass der sehr hohe Preis dieser woblgelungenen Leber
setzung der Lebensbeschreibung eines der grössten Naturforscher 
der neuern Zeit viele, denen dieselbe im höchsten Grade interessant 
und lehrreich sein innss, ablialten wird, sie zu kaufen. Durch eine 
bessere Oekonomie des Drucks würde gewiss ein mässigerer Preis 
möglich zu machen gewesen sein.

Vermischte Schriften.

Der Jahresbericht für die Mitglieder der Hamburger 
Gesellschaft zur Verbreitung mathematischer Kennt
nisse (Februar 1841) enthält die folgenden Aufsätze:

1. Leber die Nachweisung der gegenseitigen Lage von zwei 
Ebenen von der Beschaffenheit der für sie gegebenen Coordinaten- 
Gleichun^en von dem Herru Major Dr. G. W. Müller zu Hannover.

Der Zweck dieses sehr beaebtenswertheu Aufsatzes ist in der 
Kürze folgender. Wenn

Ax -4- 14y -4- C'x -4- D ■=. 0, A'sc -4- 14'y -4- Cz -4~ D' = 0 
die Gleichungen zweier Ebenen (für rechtwinklige Coordinaten) 
sind, und y> den Neigungswinkel dieser beiden Ebenen bezeichnet, so 
wird in der analytischen Geometrie bekanntlich die Formel 

___________AA' 4- B14 4- CC __  
cos y — 1/(^4-z/2 _|_ ) (A- -ł-B'- + C-)

bewiesen, aber meistens kein Critérium angegeben, wie man den 
deu Winkel y, der natürlich zwei Wertlie, einen spitzen und einen 
stumpfen haben kann, zu nehmen hat. Ein solches Critérium anzu
geben ist nun der Zweck dieses Aufsatzes und der von Herru Ma
jor Dr. Müller zu diesem Behuf aulgestellte Satz ist folgender:

Wenn man unter y> den Neigungswinkel der beiden Ebenen
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•regen einander versteht, in dessen Oeffnung der Antang des zum 
Grunde gelegten Coordinatensystcms liegt (die Fälle, wo der An
fang der Coordinaten in der Durchsclinittslinie der beiden Ebenen 
liegt, werden ausgeschlossen), so muss für (p der spitze oder stumpfe 
Wiukelwerth genommen werden, je nachdem der Quotient

AA' + BB + Cf.”
DB!

negativ oder positiv ist.
Es wäre wünschens wert h, diesen Satz auf schiefwinklige Coor- 

dinatensysteme zu erweitern, wozu wir dio Leser des Archivs auf
fordern möchten.

2. lieber einige Eigenschaften der um Parabeln durch Tangen
ten beschriebenen Dreiecke, von Herrn Director (1 Rümkcr zu 
Hamburg. •

Dieser Aufsatz enthält einige recht nette Eigenschaften der Pa
rabel, von denen die meisten wohl bis jetzt noch nicht bekannt ge
wesen sind. Einiges aus diesem Aufsatze haben wir in diesem Hefte 
unter den Uebungsaufgaben mitgetheilt.

3. Einige mechanische Aufgaben von Herrn E. John zu Ham
burg, nämlich folgende:

a) Wenn ein Schacht bis zum Mittelpunkte der Erde reichte 
und ein Stein hineinliele, die Relation zwischen Zeit, Raum und 
Geschwindigkeit des fallenden Körpers zu Hilden.

b) Den Druck auf den Boden einer cylindrischen Wassersäule 
zu finden, der sich vom Mittelpunkte der Erde bis zu ihrer Ober
fläche erstreckt.

c) Angenommen, dass sich eben so eine Luftsäule vom Mittel
punkte der Erde bis zu ihrer Oberfläche erstreckt, sb soll die Dich
tigkeit der Luft für jede Entfernung vom Mittelpunkte gefunden 
werden.

d) Ein massives, aus einer cylindrisclien Scheibe bestehendes 
Schwungrad, dessen Halbmesser = r, Dicke = 7t, Dichtigkeit = d, 
Masse = A/, bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit w nm 
seine Axe; es soll die Entfernung s von der Axe gefunden werden, 
wo eine der Bewegung direct entgegengesetzte Kraft Mv = Mttů 
das Schwungrad sogleich zur Ruhe bringen würde.

e) Um die Welle eines Schwungrades der vorher angegebenen 
Art ist ein Seil gewunden, woran ein Gewicht = m der Bewe
gung des Rades entgegen wirkt; cs soll die Relation zwischen der 
Zeit und der restirenden Geschwindigkeit gefunden werden.

Memorie della R. Accadeinia delle scienze di Torino. 
Serie seconda. T. I. Torino. 1839. 4.

Hierin folgende Abhandlungen:
Observations thermomélriques faites à S. Jean de Maurienne 

depuis 182C à 1838.
Mémoire sur les rapports entre le pouvoir conducteur des li

quides pour les couraus électriques et la décomposition chimique 
qu’ils en éprouvent par Botto cl Avogadro.

Mémoire sur l’équilibre des colonnes par Paganj.

Novi Commentarii Acadcmiae scientiarum Institut! 
Bononiensis. T. IV. Fuse. 2. Bononiae. 1839. 4.
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Hierin Aloysii Casinelli Disquisitio analvtica in functionem 

log (14-zr)'".

Preisaufgaben *).

Societas Jablonoviana bas proponit quaestiones, a. 1841, 1842 et 
1843 solvendas.

11. E disciplinis physicis et mathematicis.
In annum 1841. „Impedimenti, quo fluinen electricum, quod 

vocunt, retardatur in transeundo vel per corpora liquida, vel a cor- 
poribus liquidis ad solida, separata comparatio iustituatur cxacta 
mensura in iis liquidis inetallisque, quae maxime in usu sunt ad ex
périmenta galvanica vel electrocbemica.”

In annum 1842. „Testibus historiae matheseos scriptoribus, 
Hutton et Chasles, ab initio saeculi XVI. in Germania status al- 
gebrac, si ab aequationibns tertii ordinis discesseris, tum promotus 
erat, ut liaec doctrina in patria nostra mugis exculta videretur quam 
in ipsa Italia. Jam vero ex illo tempore quum unici Christophori 
Rudolťli Javerani nomen et opéra ad nos pervenerint, qui exempla 
sua e bibliotbeca Vindobonensi bausisse fertur, quaeritur an ante 
ilium jam „cossistae” germanici fuerunt, qui proprio Marte artem 
promoverent. Quod ut diiudicetur, opus erit, ut in MSS. inedita 
bibliothccarum Norimbergensium, Vindobonensium, Monacensium 
aliorumque inquiratur (Cf. Drobisch, de Joannis VVidmunni Ege*  
rani arithinelica mercatorum. Lips. 1840).”

In annum 1843. .,Recenseantur methodi gravioris moinenti, 
tum analyticae, tum syntheticae, inde a Mongii aetate in geometria 
inventae, quibusque finibus omnium ac singulárům frugifer usus cir- 
cumscriptus sit, doceatur.”

Ad commentationes quaestionibus responsuras Latina lingua, aut 
Francogallica, aut Germunica uti licet; cunctas vero luculeuter scri- 
ptas et paginarum notis signatas esse oportet. Praeterea monemus, 
addendani esse scbedulain obsignatam, quae intus nomen uuctoris 
indicet, baheutque simul extus inscriptum gnomen eaindem, quae in 
commentationis limine comparet. Pretium commentationi, quae prae- 
mio digna declarabitur, constitutum est nuinns aureus viginti quatuor 
ducatorum. Quod ad primas commentationes, in a. 1841 propositas 
attiuct, eae ante inensis Novembris hujus anni linem ad Societatis 
li. t. Secretarium, Frid. Christ. Aug. Hasse, Doctr. Histor. Au- 
xill. Prof, ord., gratis inittendae sunt.

Preisaufgabe der französischen Akademie.
Trouver les équations aux limites que l’on doit joindre uux 

équations indéfinies pour déterminer complètement les maxima et 
minima des intégrales multiples.

Einlieferungstermin 1. April 1842. Preis 3000 Fr.

°) Wollen gelehrte Gesellschaften und Akademieen mir die Programme, 
worin sie ihre Preisaufgaben bekannt machen, zusenden, so sollen dieselben 
sogleich in dem Archive zu ihrer weitern Verbreitung abgedruckc werden.
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Inhalt des zweiten Bandes des Cambridge 
Mathematical Journal *).

*) Da dieses Journal wohl in Deutschland nicht so häufig gelesen wird, 
wie es verdient, so werde ich in der Folge immer den Inhalt der einzelnen 
erscheinenden Hefte vollständig mitcheilen. Diesmal nehme ich den ganzen 
so eben vollendeten zweiten Band, der die Nummern VI—XII (Mai 1841) 
in sich fasst.

Plane Geometry.
On tbe elementury principles of the application of algebraical 

Symbols to Geometry. By J). F. Gregory. — Ou a symmetrical 
form of tbe équation to the Parabolu. — Démonstrations of expres
sions for the area of a triangle. — Problem ,, Given the nth part 
of a straight line to find the (zz + l)th part.” — Démonstrations of 
two propertics of the ubscissae of the angular points oť a polygon 
circumscribing a parabola. — Investigation of the general équation 
to diamétral curves. — On the general theory of the ioci of curvi- 
linear intersection. — On the general interprétation of équations 
belween two variables in algebraic geometry. By W. Watton. — 
On the general theory of multiple points. By W. Walton. — 
Simple démonstration of a property of tbe conic sections. — On the 
existence of real asymptotes to impossible branches of curves. — 
On a theorein in the geometry of position. — Analytical démon
strations of Stewart’s theorems. By R. L. Ellis.

Analytical Geometry of tbree dimensions.
On tbe nuinber of normals wliich can be drawn from a given 

point to an algebraical surface. By M. Terquem. — Investigation 
of the locus of points for wliich the sum of the squares of the nor
mals drawn from them to a surface of the second order is constant. 
Bv M. Terf/uem. — Condition that a surface should he touched by 
a plane in a enrved line. — Applications of the metliod of spherical 
co-ordinates. — On the perspective of the co-ordinate planes. — On 
the lines of curvature in an ellipsoid. By R. E. Ellis. — Geome- 
trical interprétation of Lagrange’s condition in the theory of maxima 
and minima of functions of two variables. — Symmetrical solutions 
of problems respecting the straight line and plane. By George 
Roole. — On singulär points in surfaces. By D. F. Gregory.

Algebra.
Ou the transformation of an analvtical expression. — Researches 

in the theory of analytical transformations, with a special application 
to the Réduction of the general équation of the second order. By 
George Roole. — Demonstration of a proposition in the theory of 
numbers. — Expression for any positive integral power of a loga- 
ritlim. — On the expansion of sines and cosines of multiple arcs in 
ascending powers of the cosines and sines of the simple arcs. — 
On the expressibility of the roots of algebraic équations. By J. 
M. Peebles. — On tbe équation of payments. — On the develop-
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meut of the square roots of numbers by continued fractions. By 
James Booth. — Exemples of the dialytic metliod of élimination 
as to teniarv Systems of équations. By J. J. Sylvester. —
Practica! rule for reducing a Square root in to a continuée! fraction. 
— On tlíc irrationality ot f. — New solution of a cubic équation. 
By J. Cockle. — On a metli od of algebraic élimination.

Differential and integral calculs.
On singulár solntions and particular intégrais of differential 

équations. By Bz. Wallon, Nos. 1. and II. — On the failure of 
formulae in the inverse processus of the differential calculus. — On cer
tain theorems in the calculus of variations. Bv George Boole. — On the 
intégration of linear differential équations vvith constant coefficients. 
By George Boole. — Sériés for the approximate values of definite 
intégrais. — On the intégration of certain classes of differential 
équations. By B. Ellis, Nos. I. and II. — Investigation of the 
radins of curvaturc in polar evrves. — Démonstration of a property 
of Laplace’s coefficients. — On the intégration of équations of partial 
differentials. By B. Bronuňn. — Evaluation of a definite multiple 
integral. By f). F. Gregory. — Remarks on Poisson’« proof that 
F (1“, w) can be expanded in a sériés of Laplace’s fonctions. — 
Démonstration of the correctness of Fourier’s expansions of fonc
tions in séries consisting of sines or cosines only. — On certain 
intégral transformations. By B. Brontoin. — Note on the definite

Z
 TT
2 log (sin 6) <Z6. — Theorem respecting general diffe- 
0

rendais. —- Extension of a property of Laplace’s fonctions to ho- 
mogeneous fonctions generally.

Mcchanics.
On the condition of equilibriutn of a system of mutually attrac

tive iluid particles. — On a property of the brachystrochrone when 
the forces are any whatsoever. *— Investigation of the angle between 
the apsides of the path of a projecticle moving in a surface of re- 
volntion, when the orbit is neariy circular. — On the sympathy of 
pendulums. — On the tautochrone in a resisdng medium. — On the 
■notion of a pcndulum whose point of support is disturbed. — On 
the form of a bent spring.

Astronomy.
Investigations of the variations of the node and inclination. — 

Geometrical investigation of the aberratiou in right ascension and 
déclination. — Analytical solutions of prohlems in plane astronomy.

Light.
Metliod of finding the approximate values of definite intégrais 

which occur in the calculations of diffraction. — Note on the cal
culation on the intensity of light at the centre of the sliadow of 
a small circular disk. — On tringes of interference produced by 
oblique reflection at tlie surface of a small inirror. By A. Bell.—• 
Solutions of Senate- House Problems.

54



III.
Literarischer Bericht.

(Um diesem literarischen Berichte in Bezug auf die Erschei
nungen der mathematischen und physikalischen Literatur in den 
Jahren 1840 uud 1841 möglichste Vollständigkeit zu geben, ist in 
dieser Nummer noch Einiges, was früher theils übersehen, theils 
vorläufig absichtlich ausgelassen worden war, nachgetragen wor
den. In einer der folgenden Nnmmeru. wenn es irgend möglich 
ist, schon in Nr. IV'., wird eine vollständige Uebersicht der in den 
neuesten Bänden — 1840 und 1841 — der Schriften aller gelehrten 
Gesellschaften und Akademieen enthaltenen mathematischen und 
physikalischen Abhandlungen geliefert werden).

Geschichte der Mathematik.

Histoire des sciences mathématiques en Italie par Libri. T. III 
et IV. 8. 1841. 5 Thlr. 8 ggr.

Die ersten früher erschienenen Tbeile dieses Werks sind be
kannt genug.

Historische Entwickelung des Princips der Diffe
rentialrechnung bis auf Leibnitz von Dr. K. J. Gerhardt. 
Osterprogramm 1840 des Gymnasiums zu Salzwedel.

Wiiewell, W., Geschichte der inductiven Wissenschaften, der 
Astronomie, Physik, Mechanik, Chemie, Geologie etc. Nach dem 
Englischen mit Anmerkungen von J. J. Littrow. 2 Bdc gr. 8. 
Stuttgart. 1840. 2 Thlr. 18 ggr.

Systeme, Lehr- und Wörterbücher.

Hoffmeister, R. H., Leitfaden für den mathematischen Un
terricht in Mittelschulen, 1. 2. Curs., Arithmetik uud Geometrie. 
1840. gr. 8. 1 Thlr.

Baud I. 5
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Doerk, H. G., Lehrbuch der Mathematik fiir Gymnasien. 2. Ud. 

gr. 8. Elbing. 16 ggr. (1. und 3. 1839. 1 Thlr. 8 ggr.)

Matthias, Dr. J. A., Leitfaden für einen heuristischen Schul
unterricht über die allgemeine Arithmetik und die gemeine Algebra, 
die Elementar-Geometrie, ebene Trigonometrie und Apollonischen 
Kegelschnitte. 3 Hefte, 7. Aull. gr. 8. 840. Magdeburg, 1 Tblr.

Francoeur, Ł. B., vollständiger Lehrcursus der reinen Ma
thematik na&k id<r 4. Originalausg. aus dem Franzos, übers, und 
mit Anmerk. und Zusätzen vers, von Dr. E. Külp. 1. Band 3. und 
4. Buch gr. 8. 1840. Bern. 1 Thlr. 11 ggr. 2. Bd. 1. Buch 1841. 
2 Thlr. (1. Baud 1. u. 2. Buch 1839. I Thlr. 2 ggr.)

Lehrbuch der angewandten Mathematik für Real
gymnasien und höhere Bürgerschulen. Von H. L. Boitze, 
Dr. phil. und Collahorator an der Saldern’schen Schule 
zu Brandenburg a. H. Zweiter Theil. Statik und Me
chanik fester Körper. Berlin. 1841. 8. 21 ggr.

Auch mit dem besonderen Titel:
Lehrbuch der Statik und Mechanik fester Körper für 

Realgymnasien und höhere Bürgerschulen u. s. w.
Dieses Lehrbuch der angewandten Mathematik ist hervorgeru

fen worden durch das immer bestimmter und unabweisbarer hervor
tretende Bedürfniss einer grossen Anzahl von Schülern, schon auf 
der Schule in einen grössern Theil der Lehren der sogenannten 
angewandten Mathematik mit einer gewissen Vollständigkeit und 
mit gehöriger Berücksichtigung des Gebrauchs im praktischen Le
ben eingeführt zu werden, und ist also auch ein sehr erfreuliches 
Zeichen der Zeit. Nach der Absicht des Vfs. soll dasselbe aus vier 
Theilen bestehen, von denen laut der Vorrede der erste die bür
gerliche und Staatsrechenkunst, der zweite (hier vorliegende) die 
Mechanik, der dritte geometrisches Zeichnen und Feldmessen, der 
vierte Astronomie und mathematische Geographie enthalten wird. 
Der wegen eines besondern Bedürfnisses zuerst herausgegebene, 
uns vorliegende, zweite Tbej| enthält die Statik und Mechanik 
fester Körper mit gehöriger Berücksichtigung des Praktischen in 
zweckmässiger Kürze. Eigentliümlich ist dein Vf. Mehreres in der 
Lehre von den Kräftepaaren, der elementaren Darstellung der Lehre 
von den Trägheitsmomenten, auch bei der Begründung des Ge
setzes der allgemeinen Schwere u. s. w., so wie derselbe denn, 
wie cs uns scheint, namentlich auch mit Glück den Versuch ge
macht hat, mehrere der wichtigsten Lehren des mechanischen Theils 
der Physik, die in den physikalischen Lehrbüchern und bei dem 
physikalischen Unterrichte sich leider meistens nur mit einer blossen 
historischen Erwähnung müssen abiinden lassen, auf eine zweck
mässige und zum Theil elegante Weise elementarisch zu begrün
den, welche Seite dieses Buchs, wie es uns scheint, besonders her
vorgehoben zu werden verdient. Gewünscht hätten wir, dass der 
Vf. auch das Princip des Reversionspendels mit aufgenommen und 
gehörig erläutert hätte, und aufmerksam zu machen wollen wir 
denselben zum Schluss nicht uuterlasscn, seinem. Buche als. dritten 
Theil noch eine fünfte die Lehren der Statik und Mechanik tropf
bar und ausdelinsain flüssiger Körper enthaltende Abtheilpng hinzu-
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zufügen, da der vorliegende zweite Tlieil nur die Statik und Me
chanik fester Körper enthält. Bei diesem von uns gewünschten 
fünften (oder vielmehr dritten) Theile würde der Vf. ganz beson
ders Gelegenheit finden, den gewöhnlichen Vortrag der Physik an 
vielen Stellen durch eine zweckmässige elementar-mathematische 
Darstellung zu vervollständigen, zu wahrer Wissenschaftlichkeit zu 
erheben, und eben dadurch erst recht fruchtbar und lehrreich für 
die Schüler zu machen. So sehr wir auch den Plan des Werkes 
sonst ini Ganzen billigen, glauben wir doch, dass dieser von uns 
gewünschte, die Lehren der Statik und Mechanik flüssiger Körper 
enthaltende Theil seiner grossen Wichtigkeit für das praktische 
Leben wegen, durchaus nicht fehlen darł, wenu das Buch seinen 
Zweck vollständig erfüllen soll.

Nouveaux Éléments de Mathématiques pures, par A. 
Meyer, docteur en sciences, employé au dépôt de la 
guerre, professeur de mathématiques à l’institut Gag- 
gia et à l'université libre de Bruxelles. T. I. Arithméti
que. Bruxelles. 1841. 8.

Der Vf. beabsichtigt in ungefähr 20 Lieferungen, jede wenig
stens zu 100 Seiten (Preis 4 Fr.), ein vollständiges System der so
genannten reinen Mathematik zu liefern. In der vor uns liegenden 
ersten Lieferung spricht sich ein grosses sehr löbliches Streben 
nach Eleganz und möglichster Einfachheit der Darstellung und 
nach einem systematischen und naturgemässen Entwickelungsgange 
deutlich aus, weshalb wir glauben das deutsche Publikum auf die
ses Unternehmen aufmerksam machen zu müssen. Auch findet sich 
in dieser Lieferung manches Neue, wie z. B. S. 116. ein dem Vf. 
eigentümlicher Beweis des binomischen Lehrsatzes für Facultäten 
und manches Andere in der Theorie der Facultäten. lieber die 
folgenden Lieferungen, in denen sieb das Eigentümliche dieses 
Werks, aus dem uns auch Lehrer manche gute Winke entnehmen 
zu können scheinen, gewiss noch mehr und noch deutlicher heraus
stellen wird, werden wir berichten, so bald dieselben erschienen 
sind. Bis jetzt ist nur die erste bis zu dem dritten „Génération des 
produits“ überschriebenen Kapitel reichende Lieferung zu unserer 
Kenntniss gelangt. Auch wird sich überhaupt, wenn erst mehr er
schienen ist, etwas Vollständigeres über den ganzen Plan des 
Werks sagen lassen. Für jetzt mag daher diese kurze vorläufige 
Anzeige genügen.

Arithmetik.

Wirth, Dr. Ph., Grundziige der Arithmetik nebst den Anfangs
gründen der Algebra. Bamberg, gr. 8. 18 ggr.

Traité élémentaire anr l’arithmétique etc. à l’usage du commerce 
et des finances par Merle. 6me édition. Paris. 1841. 8. 5 Fr.

5°
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F erber, C., Enseignement du calcul mental, Strasburg 2e Edit. 

12. 1840. 12 ggr.

Elemcnti di Aritmetičtí, di Francesco Soave. Edizioue cor- 
retta suite antecedenti. Milano. 1841. 12.

Produ ktentafel, enthaltend die 2, 3, 4, 5, ü, 7. 8, 
’Jfachen aller Zahlen von 1 bis 100000. Herausgegeben 
von C. A. Bretschneider, Prof, am Realgymnasium zu Go
tha. Hamburg und Gotha. 1841. gr. 8. -16 ggr.

IVus diese Tafel enthält, giebt der Titel bestimmt an. Die
selbe empfiehlt sich durch eine auf dem bekannten Satze, dass 
wenn die niederen Ziffern zweier vielzifferigen Zahlen von der 
ersten an bis zu einer bestimmten Stelle hin die nämlichen sind; 
dann auch die niederen Ziffern gleicher Vielfacher jener Zahlen 
auf eben so viel Stellen unter einander iibereinstimmen, wie ver
schieden auch die Ziffern in den höheren Stellen sein mögen, be
ruhende sehr zweckmässige Einrichtung und den geringen Raum 
von nur 6J- Bogen, welchen sie dieser Einrichtung zufolge ein
nimmt, durch sehr schönes Papier, scharfen und deutlichen Druck 
und sehr mässigen Preis in jeder Beziehung, weshalb wir sie in 
den Händen recht vieler rechnender Mathematiker zu sehen wün
schen , denen sic gewiss sehr viele Vortheile und Erleichterungen 
bei ihren Arbeiten gewähren wird, und die sich daher dein Herrn 
Vf. zu ganz besonderm Danke verpflichtet fühlen werden. Aber 
auch in den Händen dc Lehrer an höbern Unterrichtsanstalte.ii 
kann und wird diese Tafel vielen Nutzen stiften, da es für die 
Schüler immer sehr instructiv sein wird, wenn sie schon bei’m er
sten wissenschaftlichen arithmetischen Unterrichte mit der Einrich
tung und dem Gebrauche dieser Tafeln und den Gründen, auf de
nen die erstere beruhet, bekannt gemacht werden, welches auch 
eine sehr gute Vorbereitung zu dem künftigen Gebrauche der Lo
garithmentafeln und der trigonometrischen Tafeln sein wird. Es 
hat uns immer geschienen, dass es sehr uothwendig ist, die Schü
ler so zeitig .als irgend möglich auf den häufigen und wichtigen 
Gebrauch, welcher von zu verschiedenen Zwecken, immer aber zur 
Erleichterung und Abkürzung schwieriger und zeitraubender Rech
nungen construirter Tafeln in allen Theilen der Mathematik ge
macht wird, liinzuwcisen und ganz besonders aufmerksam zu 
machen, wozu bei’m ersten wissenschaftlichen arithmetischen Unter
richte neben den Factorciitafeln — deren Einrichtung aber im Gan
zen zu einfach ist — nach unserer Uebcrzcugung die Produkten
tafel des Vfs. sehr zweck mässig und vortheilhaft benutzt werden 
kann, wobei auch noch besonders der praktische Nutzen für man
chen künftig zu einer Beschäftigung, bei welcher öfters die Aus
führung weitläufiger Rechnungen erfordert wird, übergehen wollen
den Schüler in Anschlag gebracht werden muss. Eine sehr lesens- 
w'ertbe Einleitung über Einrichtung und Gebrauch der Tafeln eröff
net dieselben, und enthält äusser ihrem eigentlichen Gegenstände 
auch noch manche schätzbare Bemerkungen, die sich in den mei
sten arithmetischen Lehrbüchern nicht finden. Möge der Vf. auch 
bei der in der Vorrede angekündigten sehr verdienstlichen Arbeit: 
nämlich einer neuen und sorgfältigen Berechnung der Zahlwerthe 
der wichtigsten in der gesainmten Mathematik vorkommenden nu- 



51
merischen ťonstanten und Coefïicienten, nicht ermüden, und sich 
nicht abschrecken lassen durch die geringe Anerkennung, die lei
der oft solchen mühsamen und Zeit raubenden Arbeiten zu Theil 
wird! Der Dank derjenigen, welche die Verdienstlichkeit derselben, 
und die ungemeine Sorgfalt und Genauigkeit, welche auf solche 
Arbeiten gewandt werden müssen, zu würdigen verstehen, wird 
ihm gewiss zu Theil werden.

Traité sur la théorie des logarithmes par Vallès. 8. 841.

Vega, G., Logarithmisch - Trigonometrisches Handhuch herausg. 
von Hülse. Leipzig, gr. 8. 1840. 1 Thlr. 0 ggr.

Steinberger, A-, Tafel der gemeinen oder Brigg’schen Loga
rithmen aller Zahlen von 1 —1000000 mit 5 oder beliebig 7 Deci- 
malstellen. Ein Auszug ans Vega’s Logarithmisch-Trigouometr. 
Huudb. Regensburg, gr. 8. 1840. 8 ggr.

Tables of Logaritlims, common and trigonometrical, to ßve 
places. Ender the superintendence of the society for tlíc diffusion of 
useful knowledge. 8. 1841. 3 s. swd.

Four figure Logarithms aud Anti-Logarithms. On a.Card, 
1841. 1 s.

The Elements of Algehra, preliminary to the Differential Cal- 
culus, and fit for the Higher Classes of Schools in which the Prin- 
ciples of Arithmetic are taught. By Professor De Morgan. 2d 
Edition 1841. 12mo. 9 s. cloth.

J. G. Hall’s Differential and Integral Calculus. 3rd edit. 1841. 
8. 12 s. 6 d.

Ueher die Transcendenten, welche aus wiederholten 
Integrationen rationaler Formeln entstehen von Kum
mer. Osterprogramm 1840 des Gymnasiums zu Liegnitz.

Traité élémentaire des fouctious elliptiques, ouvrage destiné à 
faire suite aux traités élémentaires de calcul intégral par P. F. Ver
faulst. Bruxelles. 1841. 8. 3 Thlr.

Dieses Werk empfehlen wir allen denen, welche sich, ohne 
auf die ursprünglichen Quellen zurückgelien zu wollen, mit der 
Theorie der elliptischen Functionen bekannt machen wollen.

Lehrhuch der Walirscheiulichkeitsrechuuuge n und 
deren wichtigsten Anwendungen von S. I). Poisson. 
Deutsch bearbeitet uud mit deu nöthigen Zusätzen ver
sehen von Dr. E. H. Schuuse. Braunschweig. 1841. 8. 
2 Thlr. 18 ggr.

Eine nut schönes Papier deutlich und correct gedruckte gute 
Uebersetzung von Poissons Recherches sur la Probabilité des 
Jugements en matière criminelle et en matière civile, précédées des 
règles générales du calcul des probabilités. Paris 1837. 4. 25 Fr., 
welche der Uebersetzer mit einer grossem Anzahl von Zusätzen 
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versehen hat, um dieselbe, wie er in der Vorrede sagt, zu einem 
Lehrbuche der Wahrscheinlichkeitsrechnung abzurunden, und da
durch also zugleich den der (Jebersetzung gegebenenTitel zu recht
fertigen. Was von dem Uebersetzer herrührt, ist nicht bestimmt 
angegeben, und wir können darüber auch kein ganz gültiges Ur- 
tbeil fallen, weil uns das Original in diesem Augenblicke zufällig 
nicht zur Hand ist.

Geometrie.

Meyer, C., Lehrbuch der Geometrie für Gymnasien. 3 Bde. 
gr. 8. Potsdam. 1840. 1 Thlr. 14 ggr.

Gleichmann, II. A., Lehrbuch der ebenen Geometrie, ein Leit
faden beim Unterricht in den Elementen der Mathematik, gr. 8. 
Meiningen. 15 ggr.

Rüss, W. A., die Geometrie und Trigonometrie. Zunächst für 
Divisionsschulen und sonstige Militair-Unterrichtsanstalten. gr. 8. 
Berlin. 1840. 1 Thlr. 4 ggr.

Ludowieg, J. C. H., Lehrhuch der Elementar-Geometrie und 
Trigonometrie für Gymnasien und höhere Lehranstalten. 2. Bd. 
gr. 8. Hannover. 1840. 2 Thlr. 8 ggr. (1. Bd. 1839. 2 Thlr.)

Eine ausführlichere Anzeige dieses Buchs im nächsten Hefte.

Holzapfel, F. X., Grundlehren der Elementar-Geometrie mit 
Anwendung auf Berechnuag der Körper und Flächen. 8. Constanz. 
1840. 9 gr.

Demp, Dr. Q. W., Handbuch der theoret. und prakt. Geometrie, 
gr. 8. München. 1840. 1 Tblr.

Lehmus, Dr. D. E. F., Lehrbuch der Geometrie. 1. Bd. 2. Auf). 
Berlin. 1840. 1 Thlr. 18 ggr.

Hincke, J., Lehrbuch der geometrischen Formenlehre. l.Theil; 
Planimetrisclie Formenlehre. Mit 9 Figurcntafeln. gr. 8. Nord
hausen. 1841. 18 ggr.

Dessen Leitfaden d. geometrischen Formenlehre. 1. Theil: Pla- 
nimetrisebe Formenlehre, gr. 8. Nordhausen. 1841. 6 ggr.

Hohl, Dr., Vorschule der reinen Stereometrie. 8. Tübingen. 
1840. 12 ggr.

Senff, C. J., systematische Darstellung der Hauptsätze der 
Geometrie im Raume. Eine gekrönte Preisschrift, gr. 4. Dorpat. 
1840. 22 ggr.

Die Geometrie genetisch dargcstellt fürSchulen und 
zum Selbstunterrichte von R. Simesen, Lehrer der Ma-
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tliem. und Physik. Mit 175 eingedruckten Holzschnitte». 
8. Altona. 1841. 15 ggr.

Die Art und Weise, auf welche man gewöhnlich in der höheren 
Mathematik die Entstehung der Figuren betrachtet, um daraus ihre' 
Haupteigenschaften kennen zu lernen, führte den Vf. auf den Ge
danken, auch die niedere Geometrie durchgehends auf ähnliche 
Weise genetisch zu behandeln, und dadurch, wo möglich, sowohl 
dem Anfänger das Erlernen- derselben erträglicher zu machen, als 
auch den 1 'ebergang zum Studium der höheren Mathematik zu er
leichtern. In dieser hier mit des Vfs. eigenen Worten angegebenen 
Weise findet man in der vorliegenden, den Lehrern der Mathematik 
allerdings zur Beachtung und Benutzung zu empfehlenden Schrift 
die Lehren der ebenen Geometrie mit Einschluss der ebenen Tri
gonometrie einfach und klar behandelt, und möchten wir den Vf.- 
uns zu ermuntern erlauben, bald eine ähnliche Bearbeitung der 
Elemente der Stereometrie und sphärischen Trigonometrie folgen- 
zu lasseu.

Die Lehre von den geradlinigen Gebilden in der 
Ebene. Ein Versuch einer sy s te in atisc b - e 1 em e n tar is ch en 
Entwicklung der sogenannten Planimetrie, Goniometrie 
un d Trigonometrie, der Anfangsgriindc der analytischen 
Geometrie u. s. w. Von Rudolph Wolf, Lehrer der Ma
thematik an der Realschule in Bern. 8. Bern und St. 
Gallen. 1841. 15 ggr.

Diese kleine nur 121 Seiten enthaltende Schrift versucht — 
dies scheint uns ihr eigentlicher Zweck, ihre eigentliche Tendenz 
und ihr besonderes Verdienst zu sein — die Ergebnisse und Be
trachtungsweisen der sogenannten neuern Geometrie in den geo
metrischen Elementarunterricht einzuführen und bei demselben zu 
benutzen, wohei sie sieb vorzüglich an S te i n c r anschliesst. VVirhalten 
dies für sehr verdienstlich und in jeder Beziehung zeitgemäss, empfeh
len daher auch diese Schrift allen Lelirern, welche, ohne Zeit und 
Lust zu hahen, zu den Quellen zurückzugehen, dasjenige von der 
sogenannten neuern Geometrie, was für den ersten und nächsten*  
Zweck des geometrischen Elementarunterrichts brauchbar sein 
möchte, in kurzer Zeit kennen lernen und sich aöeignen wolle». 
Aus dem Gesichtspunkte eines Lehrhuchs betrachtet, können Wir 
aber die Vermischung der ganzen ebenen Trigonometrie, die selbst 
die bekannten imaginären Moivre’schen Formeln und was sich daran 
unmittelbar anschliessen lässt, aufnimint, und der analytischen Geo
metrie mit den Lehren der synthetischen Geometrie nicht gut heissen, 
indem auf diese Weise theils der schöne synthetische Charakter der 
letztem verloren geht, theils keine der genannten Wissenschaften 
in jrgend einer Art zum Abschluss gebracht und der Lehrling in 
das eigentliche Wesen derselben gehörig eingefübrt und wirklich 
eingoweiht wird. Auch möchten Wir die auf Seite 49 sich findende 
Bemerkung: „Man hat sich auch vielfache Mühe gegeben, die For
meln 38 und 39 ,,— nämlich die Formeln a-=\/b^-^-c*  — 2bc cos A

/■» | _ Q1
und cos A =------ ” logarithmisch zu machen, d. h. die
in denselben vorkommenden Summen in Producte umzuwandeln. 
Da jedoch einerseits die durch diese Umwandlung bezweckte Er
leichterung meist nur scheinbar ist. andererseits die Einführung von 
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Bülfsgrössen, Wurzeln u. s. w. Zweideutigkeit in die Formeln bringt, 
und endlich durch sie das Gcdächtniss bedeutend beschwert wird, 
so kommen sie nach und nach bei den praktischen Rechnern wieder 
ganz äusser Gebrauch, und solleu auch hier keine Entwicklung lin
den” keineswegs unterschreiben. Wer da weiss, welcher vielfache 
und wichtige Gebrauch, namentlich in der Astronomie und Geodäsie 
von der Einführung sogenannter Hiilfswinkel und anderer Hülfs- 
grössen gemacht wird, um Formeln zur logarithmischen Rechnung 
bequem einzurichten, welche Einfachheit und Leichtigkeit u. A. z. II. 
Gauss durch solche Hülfsmittel in manche Rechnungen zu brin
gen gewusst hat, wird mit uns gewiss einverstanden sein, dass der 
Schüler, der nur irgend weitere Schritte in der Mathematik zu thuu 
beabsichtigt, nicht zeitig genug mit denselben bekannt gemacht und 
in denselben geübt werden kann. Auch scheinen uns àieselben die 
trefflichste Ucbung in dem Gebrauche der goniometrischcn Formeln 
darzubicten und letztere dem Schüler am besten in das Gedächtniss 
einzuprägen. Wie schön ist z. B. der Kunstgrift', nach welchem 
man, wenn der Winkel g> aus der in dieser Form oft verkommenden 
Gleichung

a sin ÿ> -4- b cos ÿ> = c
bestimmt werden soll, die heiden Hülfsgrössen r und 0 den beiden 
Gleichungen

a = r cos 0, b = r sin ©
gemäss, d. h. mittelst der Formeln

b ab
tang 0 = —, r =----D a ’ cos 0 sin 0

bestimmt, und dann zur Berechnung von <p die einfache Formel
c

sin (0 4-y) = —

erhält. Sollte es nicht der Mühe werth sein, den Schüler recht 
zeitig mit solchen Kunstgriffen und Hülfsmitteln bekannt zu machen? 
Auch glauben wir nicht, dass, wenn in der Aufgabe nicht selbst 
eine Unbestimmtheit liegt, durch solche richtig gehandhabte 
Kunstgriffe und Transformationen eine Unbestimmtheit in die Auf
gabe gebracht werde. Lassen etwa die bekannten schönen Formeln 
für sin —und cos —.7 in der ebenen und sphärischen Trigono
metrie einer Unbestimmtheit Raum? Lässt es nicht vielmehr z. B. 
die Formel

-i- a-c*  b2c2)^ a*  — b*  — c*  sin A =--------------------------,ibc ' *
in der cbcueii Trigonometrie, auf die man doch am Ende ehen so 
gut durch die ursprüngliche Entwicklung hätte kommen können, 
wie auf die bekannte völlig bestimmte Formel für cos y7, unent
schieden, ob der Winkel A zwischen 0 und 90° oder zwischen 90° 
und 180° zu nehmen ist? Unsere Absicht war hier nur, die grosse 
Wichtigkeit der Transformationen in der Trigonometrie in mög
lichster Kürze gegen die von dem Vf. ausgesprochene Meinung her
auszustellen, zugleich aher auch die Richtigkeit unserer obigen An
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siebt, dass das Scbriftchen des Vfs. in manchen Beziehungen un
vollständig ist und unbefriedigt lässt, zu beweisen, wobei wir aber 
auch nicht unterlassen können und wollen, hier am Schluss noch
mals auf dessen im Eingänge ungedentete Verdienstlichkeit auf
merksam zu machen, dasselbe den Lehrern zur Berücksichtigung 
bei dem geometrischen Unterrichte zu empfehlen, und den Vt. zu 
ermuntern, in seinem löblichen Streben die Ergebnisse und Betrach
tungsweisen der neuern Geometrie so viel als irgend möglich in 
den geometrischen Elementarunterricht cinzuführen, fortzufahren. 
Besondere Anerkennung verdienen endlich auch noch die an vielen 
Stellen beigebrachten historischen und literarischen Notizen.

Principles of Geometry, familiarlv illusirated and applied to a 
variety of useful purposes. Designed for the Instruction of young 
Persons. By Prof. Ritchie. 2d Edition. 12. 3 s. 6 d. clotli.

Ergänzung des Euklidischen Systems der Geometrie, in Rück
sicht seiner ungenügenden Beweise der die Parallellinien und ihre 
Eigenschaften betreffenden Lehrsätze, von L. A. See her. Karls
ruhe. 1840. 4. 8 ggr.

Zur Theorie des Kreises von H. Schmidt. Osterpro- 
gramm 1840 des Gymnasiums zu Halberstadt.

Ueber die Entfernung der Mittelpunkte der Kreise, 
vveiche die Seiten eines ebenen Dreiecks oder Vierecks 
berühren, von dem Mittel punkte des umschriebenen Krei
ses, von I)r. Nauck. Osterprogramm 1840 des Gymnasiums zu 
Schleusingen.

Quadrature du cercle par Le Geay. Fol. 1841.

Traité de géométrie descriptive par Adhémar. 8. Paris. 1841.

Neubig, Dr. A., 800 Aufgaben aus der rechnenden Geometrie 
und Trigonometrie etc. 8. Erlangen. 1840. 12 ggr.

Biot, J. G., Versuch einer analytischen Geometrie, angewandt 
auf die Curven und Flächen zweiter Ordnung. Uebers. und miL 
Zusätzen von Dr. J. T. Ahrens. 2te Vermehrte Aufl. gr. 8. Nürn
berg. 1840. 2 Thlr. 12 ggr.

Complément de géométrie analytique par Page. 8. Paris. 1841. 
1 Thlr. ggr.

Versuch einer populären Darstellung der Eigenschaf
ten der Cykloidě und ihrer Evolute von Türkheim. Oster
programm 1840 des Gymnasiums zu Schweidnitz.
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Praktische Geometrie.

Die Pothenotsche Aufgabe in praktischer Beziehung 
dargestellt von C.L. Gerling. 8. Marburg. 1840. 8 ggr.

Durch ein Versehen ist diese kleine sehr beaclitenswerthe Schrift 
in den früheren literarischen Berichten noch nicht angezeigt wor
den. Der Vf. hat in derselben die wichtigsten Auflösungen des Po- 
ihenol’schen Problems durch Rechnung und durch Construction oder 
mittelst des Messtisches zusainniengestellt und ihre praktische Brauch
barkeit überall richtig gew'ürdigt. Den Auflösungen durch Con
struction ist vorzüglich ein in den geometrischen Lehrbüchern sich 
nicht lindender allgemeiner, auch an sich interessanter und hemer- 
kenswerther Lehrsatz zum Grunde gelegt worden, auf welchen der 
Vf. vor vielen Jahren durch eine Andeutung von Gauss aufmerk
sam gemacht wurde. Besonders hervorgehoben muss endlich noch 
werden, dass der Vf. auch die Anwendung der Methode der klein
sten Quadrate bei dem Potlienot’schen Problem auf eine sehr deut
liche Weise zeigt, um, wenn mehr Messungen als zur absoluten Be
stimmung des gesuchten Punktes erfordert werden, gemacht worden 
sind, die möglichst scharfe Bestimmung aus allem Gegebenen und 
Beobachteten zu erhalten, wodurch, so wie überhaupt durch viele 
andere augenscheinlich aus eigner vielfacher und langjähriger Praxis 
bervorgegangene praktische Bemerkungen und Andeutungen, nach 
unsrer (leberzeugung die kleine Schrift sich als eine für den die 
Pothenot’sche Aufgabe oder bei der Messtischpraxis das sogenannte 
Riickwärtseinscbneiden häufig in Anwendung bringenden Geodäten 
unentbehrliche darstellt.

Trigonometrie.

Trigonometrie rectiligne suivie de tables de logarithmes etc. 
par Lambert. Paris. 1841. 8. 4 Fr. 50 c.

Elements of Trigonometry, and Trigonometrical Analysis, pre- 
liininary to the Differential Calculus; lit for those who hâve sfudied 
the Principles of Arithmetic and Algebra, and Six Books of Euclid. 
By Prof. De Morgan. 12. 1841. 9 s. dotli.

Trübst, Dr. C. G., Tafel der Sinus, Tangenten, Secanten, mit 
dem Opus Palatinum verglichen und nach den Differenzen geprüft. 
12. Jena. 1840. 12 ggr.
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Mechanik.

In den Sitzungen der Petersburger Akademie der Wissenschaf
ten vom 30. October und 18. December 1840 bat Herr Ostrogradsky 
ein Mémoire über die Bewegung der sphärischen Projectile in der 
Luft vorgelesen, welches für den genannten Gegenstand nach dem, 
was bis jetzt über dessen Inhalt bekannt geworden ist, jedenfalls 
sehr wichtig ist.

Praktische Mechanik.

Wandner, Lehrbuch der technischen Mechanik. Mit 9 Figu- 
rentafeln. gr. 8. Regensburg. 1841. 1 Thlr. 3 gr.

Rühlmann, Dr. M., die technische Mechanik und Maschinenlehre, 
zunächst als Leitfaden für den Unterricht an Lehranstalten, so wie 
auch zum Gebrauch für Techniker jeder Art ohne Anwendung der 
Differential- und Integralrechnung bearbeitet. Ir Bd. le Abth. Sta
tik fester Körper, gr. 8. Dresden. 1840. 21 ggr.

Domine, A. V'., der praktische Maschinenbauer, mit vielen Kpf. 
3 4. 5. Bd. 8. Quedlinburg. 1840. 41. 6 Thlr. 4 ggr. (1. 2. Bd. 
1839. 6 Thlr. 4 ggr.)

Hoffmann, E. L., Sammlung der gebräuchlichsten Maschinen, 
sowohl zusammengestellt als in ihren einzelnen Theilen. N. F. 
I. Helt. Fol. Potsdam. 1840. 2 Thlr.

Allgemeine Masehinen-Encyklopädie, herausgegeben von Hülse. 
Text in 8. 3. 4. 5. Lief, à 1 Thlr. Atlas in Fol. 3. 4. Lief, à 
I Thlr. 16 ggr. Leipzig. 1841.

Haindl, S., Maschinenkunde und Maschinenzeichnern 2. Lief 
gr. 4. München. 1840. 3 Thlr. (1. 1839. 3 Thlr.)

Poncelet, industrielle Mechanik, deutsch bearbeitet und mit 
Anmerk, begleitet von C. G. Kuppler. 1 — 4. Lief. gr. 8. Nürn
berg., 2 Thlr.

Description des Machines et procédés consignés dans les bre
vets d’invention. Publié par les Ordres de M. le Ministre du com
merce. 4. Avec fig. Tom. 41. Paris. 1841.

Calculs sur la sortie du vapeur dans les machines locomotives 
par Jeanneney. Paris. 1841. 8. 5 Fr.
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Optik.

Schumachers astronomische Nachrichten enthalten im 18. Bande 
Nr. 421 einen Aufsatz iiher Fernrohre mit Glasspiegeln und deren 
Vorzüge von Herrn Dr. Barfuss.

Astronomie.

Mädler, J. II., populäre Astronomie. 1—3. Heft, mit vielen 
Abhild. gr. 8. Berlin. 1841. 1 Thlr. 8 ggr.

Richter, J. A. L., Handbuch der populären Astronomie für ge
bildete Stände, gr. 8. 1. 2. Band. Quedlinburg. 1840. 3 Thlr.

Arago’s populär lectures on Astronomy. Translated, with ex- 
planatory notes, by Walter K. Kelly. 1841. 2 s.

Hypothese über die Entstehung des P1 a n e t e n - S v - 
stems und des Weltalls überhaupt von A. L. Trenn. Dan
zig. 1841. 8. 12 ggr.

Struve, Dr. W., vorläufiger Bericht von der Russischen Grad
messung, mit Allerhöchster Genehmigung auf Veranstaltung der 
Kaiser). Universität zu Dorpat während der Jahre 1821 —1827 in 
den Ostsee-Provinzen des Reichs ausgeführt. Folio. Dorpat. 1840 
18 gSr-

Fedorow, W., vorläufige Berichte über die von ihm in den 
Jahren 1832—1837 auf Allerhöchsten Befehl in West-Sibirien aus
geführten astronomisch-geographischen Arbeiten. Im Auftrag der 
Kaiser). Akademie der Wissenschaften herausg. von G. W. Struve, 
gr. 8. Petersburg. 1840. 1 Thlr. 4 ggr.

Karsten, H., kleiner astronomischer Almanach für Seeleute auf 
das Jahr 1841. gr. 8. Rostock. 12 ggr.

Berliner astronomisches Jahrhuch für 1843. Heraus
gegeben von J. F. Encke. 8. Berlin. 1841. 2 Thlr. 16 ggr.

Dieser Jahrgang enthält in dem Anhänge die folgenden Ab
handlungen:

Ueher die Einrichtung des Jahrbuchs.
Geographische Lage der Hauptsternwarten.
Aus diesem neueren Verzeichnisse tragen wir zu dem im ersten 

Hefte des Archivs. Literarischer Bericht. I. S. 14. mitgetheilten Ver
zeichnisse pach:
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Ucbcr die selenocentrischen Constantin hei den Stern-Bedeckun
gen und die Libration des Mondes, nebst Tafeln.

Bemerkungen über das Durchgangs-Instrument von Ost nach 
West.

Name des Orts
Geograph. Breite 

+ nördlich 
— südlich

Länge v. Berlin 
Zeit. + westlich 

— östlich
Oesti. Länge von 
Ferro in Bogen.

Danzig .... 4-54° 21' 4",0 — O*  2V 3",4 36° 19' 21",0
Leiden .... + 52 9 28,2 + 0 35 28 ,0 22 8 59,6
Modena. . . . + 44 38 52,8 + 0 9 51 ,6 28 35 36,0

Physik.'

Die Experiniental-Pliysik, ein geistiges Bildungs
mittel, in ihren Beziehungen zum praktischen Leben. 
Ein Handbuch fiir Lehrer an gehobenen Volks- und Bür
ger schul en und technischen Anstalten von Dr. K. F. R. 
Schneider, O be r I e h rer e tc. Erste Abtheilung: Die all
gemeinen Eigenschaften der Körper. Dresden. 1841. 
8. 9 ggr.

Wir glauben, dass auch diese Schrift ihren durch den Titel 
mit hinreichender Deutlichkeit angedeuteten Zweck gut erfüllen 
wird. Die zweite Abtheilung wird die Statik und Mechanik fester 
und flüssiger Körper und die Akustik, die dritte die Lehre von den 
Imponderabilien enthalten. Dann beabsichtigt der Vf. diesem Hand
buche einen Leitfaden für die Schüler, und später die Physik des 
Luftkreises oder die Meteorologie und die Physik des Himmels 
oder die Astronomie folgen zu lassen. Jedenfalls liefert auch diese 
Schrift dem aufmerksamen Beobachter auf dem Felde der mathema
tischen und physikalischen Literatur einen sehr erfreulichen Beweis 
fiir das immer bessere Gedeihen und die immer lebhaftere Aner
kennung der hohen Wichtigkeit des mathematischen und physikali
schen Unterrichts auch auf Schulen einer niedern Gattung, wovon 
sich gewiss noch die schönsten Früchte erwarten lassen.

Heussi, J., Expcrimental-Physik methodisch dargestellt. 3.Curs. 
gr. 8. 1840. 1 Thlr. 8 ggr. (1. u. 2. 1838. 39. 1 Thlr. 16 ggr.)

Dell mann, F., der kleine Physiker 1. die wägbaren Stoffe, 
gr. 8. 1840. Meurs. 12 ggr.

August, E. F., mechanische Naturlehre. Auszug aus Fischers 
Lehrbuch der mechanischen Natur!., neu bearbeitet. 2. Auß. gr. 8. 
Berlin. 1840. 1 Thlr. 6 ggr.

Fischer, E. G., Lehrbuch der mechanischen Naturlehre, neu 



60
bearbeitet von E. F. August, 4. Aufl. gr. 8. 2 Thle. 1. 1837 2. 1840. 
5 Tblr.

Fladung, J. A. F., populäre Vorträge über Physik für Damen, 
Wien. 2. Aufl. 12. 1840. 1 Thlr. 12 ggr.

Figurentafeln zur Physik nebst ausführlicher Erklä
rung. Für Freunde der Wissenschaft, insbesondere für 
Gymnasien und Realschulen. Von G. La u tesch I äger. 
5. Heft. Das Licht. 200 Figuren. Darmstadt. 1841. 8. 
12 ggr.

Zweck und Einrichtung dieser Figurentafeln sind aus den frü
her erschienenen 4 Heften hinreichend bekannt. Das sechste und 
letzte Heft wird Electricität und Magnetismus enthalten.

Lehrbuch derPhysik f ü r h öli e re po ly t ech n isch e Leb r- 
anstalten von G. Lamé. Deutsch bearbeitet und mit den 
nöthigen Zusätzen versehen von Dr. C. H. Schnuse. Drit
ter Band (Electricität. Magnetismus. Eie ct ro dy n am i k. 
Physikalische Aufgaben). Darmstadt. 1841. 8. 2Thlr. 12 ggr.

Die angehängte Sammlung physikalischer, fast sämmtlich auf 
mathematischem Wege zu lösender Aufgaben, ist sehr lehrreich, 
und kann Lehrern besonders empfohlen werden.

Gehler, J. S., physikalisches Wörterbuch, neu bearbeitet von 
Brandes, Gmelin, Littrow, Muncke, Horner und Pfaff, mit vielen 
Kupfern 0. B. 3. Ahth. gr. 8. Leipzig. 1840. 3 Thlr. 8 ggr. (1 his 
9. B. 1. 2. 1825—39. kosten 48 Thlr. 15 ggr.)

Elémens de Physique par Person. Paris. 1841. 8. Les 2 
Volumes. 12 Fr.

Mayr, G., Abhandlung über Electricität und sichernde Blitzab
leiter für jedes Gebäude. 2. Aufl. 8. München. 1841 8 ggr.

Schmidt, Dr. C. H., Unterricht über Magnetismus, Elektricität 
und Elektromagnetismus. Nebst Beschreibung aller neu erfundenen 
elektromagnetischen Maschinen. 8. Leipzig. 1841. 8 ggr.

Henrici, F. C., über die Elektricität der galvanischen Kette, 
gr. 8. Göttingen. 1840. 1 Thlr.

Kämtz, Dr. L. F., Vorlesungen über Meteorologie, gr. 8. 1840. 
Halle. 2 Thlr. 12 ggr.

Kleefeld, Dr., Meteorologische Beobachtungen angestellt zu 
Danzig in den Jahren 1831—38. gr. 4. Danzig. 1840. 1 Thlr. 8 ggr.

Stiefel, Pli., Jahrbuch der Witterungs- und Himmelskunde für 
Deutschland im Jahre 1840. gr. 8. Karlsruhe. 1 Thlr.

Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins in 
Jahr 1839, hcruusg. von C. F. Gauss und W. Weher, gr. 8. Leip
zig. 1840. 1 Thlr. 20 ggr.
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Agaseiz, L., llntersucbungeq über die Gletscher, gr. 8. mit 

32 Tafeln in Folio. Solothurn. 1841. 11 Tlilr. 8 ggr.

Die neuen Verän d eru uge u der unorganischen Welt 
oder Geschichte der durch Lieberlieferung nachgewicse- 
nen Einwirkungen des Wassers und des Feuers auf die 
Gestaltung des festen Theils der Erde, zur Erläuterung 
geologischer Erscheinungen, Ion Carl Lyell. A. d. Engi, 
v. Carl Hartmann. Weimar. 1841. 8. 2 Tblr. 20 ggr.

Etudes géologiques dans les Alpes par M. L. A. Neck er. T. 1. 
Paris. 1841? 8. 4 Thlr.

Scheint für die (teologie der Alpen wichtig zu seiu.

Bergbaus, Dr. H., Sammlung hydrographisch - physikalischer 
Kurten der preussischen Seefahrer. 1. Lief. 3 Bl. Imp. Folio. Bres
lau. 1841. 10 Thlr. 12.

Berghaus, Dr. H., physikalischer A tins, 5. 6. Lief. Folio. Gotlui. 
1840. 4 Thlr. — (1—4. Lief. 1838. 1839 kosten 8 Thlr.)

Cosmologie physique pur Pater. 8. Paris. 1840.
Cours de magnétisme par Dupotet, 8. Paris. 1840.
De l’air comprimé par And rand. 8. 2de édition 8. Paris. 1840. 

3 Fr.
Discours sur la condition physique de la terre par Rcgnaud. 8. 

Paris. 1840.
Exposition du système des vents parDartigue. 4. Paris. 1840. 
Introduction an magnétisme parGauthier. 8. Paris. 1840.6 Fr. 
Mémoires météorologiques par Morin. 8. Pnris. 1840.
Notions physiques par Sa i n te - B eu vë. 8. Paris. 1840.
Opuscules sur les sciences physiques par D es va u x. 8. Paris 1840.
La Physique populaire par Levy. 8. Paris. 1840.
Recueil de mémoires de physique par d’Hombres Firinns. 8. 

Paris. 1840.
Traité élémentaire de-l'électricité parBecquerel. 8. Paris. 1840. 
Traité de l’action du fluide électrique par IV un lier. 8. Paris. 1840.

Bulletin des sciences physiques et naturelles en Neerlonde, ré
digé par F. A. W. Miguel, G. J. Mulder et A. W. Wenckenbucb. 
1840. 6 Livraisons, gr. 8. Vtreclit. 4 Thlr.

O
Arsberättelse om Framstegen i Fysik och Keniii afgifven den 

31 Mars 1840; af Jac. Berzelius. Fürsta Delen. Stockholm. 1841. 
1 Rdr.

Vermischte Schriften.

Transactions of the royal, etc. Trnnsactions de la 
Société Royale d’Edimbourg, vol. XIV. partie 2e, 1840,
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Edimbourg, in 4. °) — Résultats d’observations faites avec l'ané
momètre de M. Whewell, par M. Jobn Ranki ne. — Sur la couleur 
de la vapeur et de l’atmosphère dans certaines circonstances, par 
M. J. D. Forbes. — Sur les formules de Fresnel pour l’intensité 
de la lumière réfléchie et réfractée, pnr M. P. Kelland. — Recher
ches sur les propriétés analogues des coordonnées des secteurs 
elliptiques et hyperboliques, par M. W. Wallace. — Sur la diminution 
de la température nvec la hauteur dans l’atmosphère suivant les 
différentes saisons de l’année, par M. J. Forhes. — Sur la théorie 
du flot, par M. P. Kelland. — Sur le calcul différentiel, par M. P. 
Kelland. — Solution d’une équation fonctionelle, avec application nu 
parallélogramme des forces et aux courbes d’équilibration, par M. 
W. Wallace.

Preisaufgaben.

Preisaufgabe der Königlich Dänischen Gesellschaft der 
Wissenschaften für 1842.

Cum proprietas functionum transcendentium, quae contineuturyr pdlE
——, nbi P est functio rationalis et Ti functio 
yR

integra ipsius zr, tantum quatenus disquisitioni partim gene
rali partim speciali subjectae fuerint, cupit socielas praemio suo 
tractationem generalem universae hujus functionum classis provo- 
care, theoremati de ipsarum siimmationc superstructam, et quidein 
ejus simiiem, quae jam in specie ea, ubi zz=2, n cl. Jacobi (Diar. 
Crell. IX. p. 394) institutu est.

Allgemeine Bestimmungen wegen Ertheilung des Preises:
In quaestionibus tractandis sermone Latino, Gallico, Anglico, 

Germanico, Suecico, Danicove uti licebit. Commentationes notan- 
dae erunt non nomine scriptoris sed tessera cliqua, adiiciendaque 
charta obsignata, cudem tessera notata, quae scriptoris nomen, or- 
dincin, domiciliumque indicet. Qui societati adscripti sunt et in 
iinperio Danico habitant, certamine abstinebunt. Qui in una ex 
propositis quaestionibus solvenda satisfecerit, ei, ubi aliud praemium 
nominal um non est, pracmii loco tribuctur numus aureus societatis, 
50 ducatos Danicos pretio aequans.

Commentationes iutra exitům inensis Augusti 1842 Joanni Chri
stianu Oersted, qui societati ab cpistolis est, transmissae esse 
debebunt.

°) Ausgezogen aus L’lnstitut, Ire Section. No. 388. 3. Juin 1841. p. 192.



IV.
Literarischer Bericht

Systeme, Lehr- und Wörterbücher.

Leitfaden für einen heuristischen Schulunterricht 
über die allgemeine Arithmetik und die gemeine Alge
bra, die El em e n tar geo m e t r i e, ebene Tri (jo n o met ri e und 
die Apo 11onischen Kegelschnitte von Dr. Johann An
dreas Matthias, siebente Auflage, nach dein Tode des 
Verfassers revidirt und hcrausgegeben von J. Ilennige, 
I’ r o f.

Erstes lieft. Die Elemente der allgemeinen Arith
metik und gemeinen Algebra. Magdeburg. 1839.

Zweites Heft. Die Planimetrie. Magdeburg. 1840.
lieber ein in der siebenten Auflage erscheinendes, in vielen 

Tausend Exemplaren verbreitetes Lehrbuch eines um die Belebung 
des mathematiseben Schulunterrichts, so wie auch nm das gesammte 
preussische Schulwesen überhaupt, insbesondere in der Provinz 
Sachsen, hochverdienten Verfassers. an welchen sich alle, die ihm 
nahe zu stehen das Glück hatten, jederzeit mit der grössten 
Freude, Dankbarkeit und Liebe erinnern, liier ein Urtheil fällen 
oder eine Relation liefern zu wollen, würde in jeder Beziehung un
angemessen und unstatthaft sein. Vielmehr wird die kurze Anzeige, 
dass bis jetzt wenigstens von den beiden ersten Heften die sie
bente Auflage erschienen ist, genügen, um zu zeigen, dass dieses 
Lehrbuch immer noch fortfälirt, zur Beförderung eines gründlichen 
mathematischen Unterrichts auf höhern Lehranstalten beizutragen. 
Dein Herrn Herausgeber gebührt aber das Zeugniss, dass er eifrig 
bemüht gewesen ist, das Werk, ohne dessen allgemeinen Charakter 
zu verwischen, dem Zwecke, welchen der verstorbene Verf. durch 
dasselbe zu erreichen beabsichtigte, immer näher zu führen und 
gemässer einzuriebten. In dein

Jahrbuch des Pädagogiums des Klosters unser lie
ben Frauen in Magdeburg. Neue Fortsetzung. Viertes 
Heft. 1840.
hat der Herr Herausgeber eine vorläufige Probe seiner neuen Be-

Baud I. 6 
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arbeitung mitgetheilt, und in einem Vorworte eine Anzeige von 
derselben gegeben, zugleich auch in diesem Vorworte dem verstor
benen hochverdienten Verfasser ein schönes Denkmal gesetzt.

In der Hbflnung, dass auch die Stereometrie, die Trigonome
trie und die Kegelschnitte bald in einer neuen Bearbeitung durch 
den Herrn Herausgeber erscheinen werden, wünschen wir, dass in 
diesem Lehrbuclie das Andenken seines hochverdienten Verfassers 
noch lange fortlcben nnd dasselbe immer kräftig dazu beitragen 
möge, dass dem mathematischen Unterrichte die lebhafteste Aner
kennung der hohen Wichtigkeit für die allgemeine und allseitige 
Ausbildung des jugendlichen Geistes, welche demselben in jeder 
Beziehung so sehr gebührt, stets erhalten werde.

Arithmetik.

Lehrbuch der allgemeinen Arithmetik für die obern Klassen 
der Gymnasien von C. Scherling, Lehrer der Mathern, und Naturw. 
am Uatharineum in Lübeck. Lübeck. 1841. 8. 16 ggr.

Elemente der Arithmetik und Algebra in System, Commentar 
und Anwendungen als Lehr- und Uebungsbucli für die mittlern 
Klassen höherer Lehranstalten und zum Gebrauch für Hauslehrer 
und beim Selbstunterricht (largestellt von F. H. Müller, Prof, am 
Gymnasium zu Brandenburg a. H. Zweiter und letzter Tbeil. 
Potsdam. 1841. 8. 1 Tlilr. 8 ggr.

Der erste Theil dieses sehr viel Gutes enthaltenden Buchs Ist 
im Jahre 1839 in demselben Verlage erschienen. Preis 1 Thlr. 4 ggr.

Finck: Traité élémentaire d’Arithmétique. Strasbourg. 1841. 
8. 3 Fr. 50 c.

Traité élémentaire de la théorie des fonctions et du calcul in
finitésimal. Par Cournot. 2 vol. in 8. Paris. 1841. 10 Fr.

Auf der Universität zu Lund sind neuerlichst die folgenden 
matlrematischen Dissertationen — sämmtlich analytischen Inhalts — 
erschienen:

Praeciptiaruin Functionum Trigonometricarum per Analysin In- 
finitorum Üxplicatio. Praes. Jon. Brag, Astron. Prof.; Respp. 
Lorenz Theodor Bager, Arvidus W. Brag et Magnus 
Fredericus Brag. P. 1—III. Lundae. (24 S. 4.).

Regulae Derivandi generales. Praes. C. J. D. Hill, Math. 
Prof.; Resp. Job. Gustafsson. Lundae. (8 S. 4.).

Regulae simpliciter differentiandi generales. Praes. C. J. D. 
Hill, Math. Prof.; Respp. A. G. Tauson et C. F. Naumann. 
Lundae. (S. 9—24. 4.).
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Regulae variabiliter differentiandi generales. Fracs. C. J. D. 

Hill, Matli. Prof.; Resp. J. A. Berghman. Lun due. (S. 25-34.4.).

Regulae variabiliter et independenter differentiandi generales. 
Praes. C. J. D. Hill, Math. Prof.; Resp. J. Rodbc. Lundae. 
(S. 33—40. 4.).

Disquisitio Academica, Integrationen! Aequationis cujusdam Dif- 
ferentialis cxbibens. Praes. C. J. D. Hill, Math. Prof.; Resp. 
C. A. Ehrensvärd. Łundae. (16 S. 4.).

Introductio in Elementarem Functionum Ellipticarum Theoriam. 
Praes. C. J. D. Hill, Math. Prof.; Resp. P. E. Gulin. P. XJ11. 
Lundae. (S. 97—104. 4.).

Geometrie.

Geometrischer Kursus für die oberen Gymnasial- 
Klassen, enthaltend Planimetrie, Stereometrie, ebene 
und körperliche Trigonometrie, mit v i ei e n U ebu n gsauf- 
gaben. Von J. J. G. Hartmann, Oberlehrer am K. Andrca- 
n u in zu Hildesheim. Hildesheim. 1841. 8. 1 Thlr. 16 ggr.

Ein gutes Buch, welches zugleich den Beweis von dem guten 
Zustande des mathematischen Unterrichts auf dem Gymnasium, an 
welchem der Verf. arbeitet, liefert. Die vielen Uebungsaufgaben, 
auf die auch schon der Titel hinweiset, sind jedenfalls eine sehr 
dankenswerthe und zweckmässige Zugabe.

Lehrbuch der Elementar-Geometrie und Trigonome
trie. für Gymnasien und höhere Lehranstalten von J. E. 
H. Ludowieg, Artillcrie-Capitain a. I)., Oberlehrer der 
Mathematik und Physik am Gymnasium zu Stade. Zwei
ter Tlieil, die Stereometrie und sphärische Trigonome
trie enthaltend. Hannover. 1840. 8.

Der im Jahre 1839 in einer zweiten Auflage erschienene erste 
Theil dieses durch leicht übersichtliche, naturgemässe .systematische 
Anordnung und eine sehr klare und gründliche nach einer gewis
sen Vollständigkeit und Ausführlichkeit strebende Darstellung sich 
vortheilhaft auszeichnenden Lehrbuchs enthält die ebene Geometrie 
und ebene Trigonometrie, und diese beiden Theile bilden nun mit 
dem im Jahre 1835 ebenfalls schon in einer zweiten Auflage er
schienenen

Lelirbuchc der Arithmetik und der A nfangsgrii nde 
der Algebra für Gymnasien und höhere Lehranstalten 
desselben Verfassers ein Ganzes. Wegen der schon oben gerühm
ten Ausführlichkeit und Vollständigkeit der Darstellung scheinen 
sich diese Lehrbücher vorzugsweise für den Selbstunterricht und 
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zum Gebrauche des Lehrers zu eignen, wozu sie wohl auch der 
Verf. selbst hauptsächlich bestimmt hat, da er schon früher als Leit
faden für die Schüler herausgegeben hat:

Erster Cursus der reinen Ma thematik, ent haltend: die 
An fangsgrii iide der Arithmetik und Algebra und der 
ebenen Geometrie. Zum Gebrauche als Leitfaden beim 
mathematischen Unterrichte auf höheren Lehranstalten, 
insbesondere für die mittleren Klassen der Gymnasien. 
Hannover. 1837. 8. 22 ggr.

Lässt der Verf. nun in ähnlicher Weise noch einen kurzen 
Leitfaden der Stereometrie, ebenen und sphärischen Trigonometrie 
erscheinen, so wird er nach unserer Ueberzcugung für die Bedürf
nisse der Schüler und Lehrer auf eine sehr zweckmässige Weise 
gesorgt haben. Die erschienenen neuen Auflagen des Lehrbuchs 
der Arithmetik und des ersten Theils des Lehrbuchs der Geometrie 
und Trigonometrie können wohl zu dem Schlüsse berechtigen, 
dass diese Lehrbücher auf vielen Lehranstalten, vorzüglich in 
Hannover, gebraucht werden, und liefern daher zugleich den für 
uns wenigstens immer höchst erfreulichen Beweis von dem guten 
Zustande des- mathematischen Unterrichts auf den hannöverschen 
Gymnasien und andern höliern Lehranstalten. Zur Herausgabe eines 
Lehrbuchs der Kegelschnitte wird sich der Verf. wahrscheinlich nur 
entschliessen, wenn auch diese Lehre einen Theil des mathemati
schen Unterrichts auf den hannöverschen Gymnasien ausmaclit, wor
über eine nähere Kenntniss uns abgeht. Das ncuerlichst erschie
nene für das Audreanum zu Hildesheim bestimmte, vorher ange
zeigte Lehrbuch von Hartmann enthält aber auch bloss die von 
Herrn Ludowieg bearbeiteten geometrischen Theile, nämlich Plani
metrie, Stereometrie, ebene und köqicrliche Trigonometrie.

Lehrbuch der Eiem en targeornetric. Zum Gebrauche 
für höhere Bürgerschulen und R eal an stal ten, so wie 
zum Selbststudium bearbeitet von F. Rümmer, Erster 
Theil. Ebene Geometrie. Heidelberg. 1841. 8. 14 ggr.

Auch dieses Buch enthält in einem Anhänge eine grössere An
zahl theils durch Construction, theils durch Rechnung zu lösender 
geometrischer Aufgaben.

Wöckel, Dr. L.: Formeln und Aufgaben zur Stereometrie für 
Gymnasien, Gewcrbscliulen und zum Selbstunterricht. Nürnberg. 
1841. 12. 6 ggr.

Vernier: Géométrie élémentaire. 5me édition. Paris. 18-41. 
12. 2 Fr. 50 c.

Steiner, Dr. Maur.: de loco geomctrico centri linéae rectae 
definitae cuiusdam longitudinis, coins termini in peripheria lineae 
secundi ordinis moventur. Disserlatio. V ratislaviae. 1841. 4.
10 ggr.

Programm, wodurch zu der öffentlichen Prüfung der 
Schüler der Petrischale, welche Freitag den 2. Octo
ber 1840 gehalten werden soll, ergebenst einladet F.
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Strehlke, König). Prof, und Director der Petrischule. 
Danzig, gedruckt in der Gerhard’schen Officin.

Dieses sehr lesenswcrlhe Programm enthält als wissenschaft
lichen The.il eine analytische Auflösung der schon von Apollonius 
im 5len Buche seines Werks über die Kegelschnitte geometrisch 
behandelten Aufgabe: Alls einem in der Ebene eines Kegel
schnitts gegebenen Punkte Normalen an den Kegcl- 
schnitt zu construiren, von Herrn Professor und Director 
Strelilke zu Danzig. Ausserdem llieilt Herr Director Strehlke 
auf S. 12 —16 unter der Ucberschrift: Pädagogische Mitthei
lungen eine Anzahl von Aufgaben, Lehrsätzen u. s. w. mit, die 
iin Unterrichte wirklich vorgekommen sind, und sich in irgend 
einer Weise als anregend und fruchtbar bei der Bildung der Ju
gend gezeigt haben, und macht zu ähnlichen Mittheilungen in den 
folgenden Programmen sehr erfreuliche Hoffnung, eine nach unse
rer l'eberzeugung treffliche Einrichtung, die wir den Verfassern 
von Programmen an andern Lehranstalten dringend zur Nachah
mung empfehlen möchten. Wir werden, wie wir dies schon diesmal 
oben mit den von Herrn DirectSr- Strehlke in dein Programme von 
1840 mitgctheilten Aufgaben (für jetzt wenigstens zuniThe.il) gemacht 
haben, solche Mittlicilungen immer gern im Archive wieder abdrucken 
lassen, um dieselben der Vergessenheit zu entreissen, welcher leider 
nur zu oft solche kleine meistens nicht in den Buchhandel kommende 
Schriften, wie Programme, Dissertationen, u. s. w. anheim fallen. 
Bemerken wollen wir bei dieser Gelegenheit endlich noch, dass in 
dem Programme der Petrischule zu Danzig vom Jahre 1839 Herr 
Director Strehlke die Beachtung der Lehrer der Mathematik sehr 
verdienende Bemerkungen über den EI eme n tar-ün terri cht 
in der Geometrie mitgetheilt hat.

De chordis lincaruin et superficieruni secundi gra
dus. Dissertatio quam scripsit etc. C. G. H. Brandes, 
Phil. Doct. et AA. LL. M. Lipsiae. 1841. 4.

Der Vcrf. dieser guten Habilitationsschrift ist ein Sohn des treff
lichen, den Wissenschaften, seinen Schülern und Freunden leider 
zu früh entrissenen H. W. Brandes. In dem ersten Kapitel wird 
der folgende für alle Kegelschnitte gültige Lehrsatz bewiesen:

Si per quameunque seclionem conicam (generatam) cbordae de- 
scriplae eaeque ad unum quodcunque punctum omnes directae sunt, 
earum chordarum centra in sectione conica (generante) jacent, quae 
per commune chordarum punctum (originem) et per centrum datae 
sectionis conicae transit, et cujus centrum inter modo memorata 
duo puncta medium locum tenet. Si generata ellipsis aut parabola 
est, generans linea similis et similiter posita est. Si generata hy
perbola est, generans est: 1) hyperbola similis et similiter posita, 
si origo in eodem cum generata asyinptotorum angulo jacet; 2) par 
linearuin rectaruni ad asymptotes paraliclarum, si origo in asympto- 
tis generatae usquam posita est; 3) hyperbola, cujus asymptoti ad 
generatae asymptotes parallelen sunt sed cujus diameter principalis 
cum diametro generatae rectos angulos facit (hyperbola conjugatae 
similis et similiter posita), si origo in eo asymptotoruin uńgulo 
sumta est, qui generatam non continet.

In dem zweiten Kapitel wird hierauf dieser Lehrsatz zur Her
leitung einiger Fundamentalsätzc der Lehre von den Kegelschnit- 

zuniThe.il
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tcn angewendet, bei welcher Gelegenheit im 25sten Paragraphen 
der geometrische Ort für die Mittelpunkte aller durch vier gegebene 
Punkte gehenden Kegelschnitte bestimmt, auch eine neue Bestim- 
mungsart des Mittelpunkts eines durch fünf gegebene Punkte zu 
legenden Kegelschnitts gelehrt wird. Das dritte Kapitel enthält 
endlich den Beweis eines dem obigen ganz analogen .Satzes von 
den flächen des zweiten Grades.

Die Methode, in welcher diese sehr lesenswerthe Dissertation 
geschrieben ist, kann man füglich mit dem Namen der trigonome
trischen bezeichnen, und ist im Allgemeinen dieselbe, welche auch 
der Vater des Verfs. in seinen Schriften, z. B. in seinem bekannten 
■Lehrbuche der höliern Geometrie in analytischer Dar
stellung. 2 Thle. Leipzig. 1822. 4., meistens angewandt hat.

♦
Praktische Geometrie.

Instruction für die praktische Aufnahme mit Messtisch und 
Kippregcl. Kassel. 1840. ý Thlr.

Die geometrische Detail - Aufnahme eines Landes 
oder Darstellung der dabei vorkommenden einzelnen 
Arbeiten von L. IV. Klemm. Stuttgart 1841. 8. 10 ggr. 
als drittes Heft zu:

Die Laudes-Vermessung und die in ibrem Gefolge be
findlichen Arbeiten, erläutert durch die im Königreich 
Wurtemberg zur Ausführung gekommene Vermessung 
von L. W. Klemm. Drittes Heft. Geometrischer Theil.

Diese kleine Schrift enthält, ohne sich auf das Specielie viel 
einzulassen, eine zwar kurze, aber gute allgemeine Anleitung 
zur zweckmässigen Anordnung der bei der geometrischen Detail- 
Aufnahine eines Landes verkommenden Arbeiten, wie aus der fol
genden Inhaltsanzeigc noch mehr erhellen wird: 1) das Mess-System 
im Allgemeinen. 2) Der Organismus bei den Vermessungs- Arbeiten. 
3) Das^Messtischblatt. 4) Die Mess-Instrumente. 5) Die Punkten- 
bcstininuing. 6) Die Parzellar-Vcrmessung. 7) Das Messu ngs-Ma
nual. 8) Die Ausführung des Kartenblatts. 0) Die Fläclienberccli- 
nung. 10) Die Revision. 11) Die Vervielfältigung der Messtisch
blätter durch die Lithographie. 12) Die geometrische Vertheihing 
der Grundstücke. 13) Die Bergzeichnung. 14) Zusätze. Anhang. 
Flächenberechnungs- (Aufnahms-) Register. Wir empfehlen die
selbe daher allen denen, welche mit der Leitung und Ausführung 
geometrischer Detail-Aufnahmen beauftragt sind, zur Beachtung.

Ducourneau: Traité pratique du mesurage des surfaces cy
lindriques et des cubes en général. Paris. 1841. 8. 2’- Thlr.
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Trigonometrie.

Dr. Joli. Müller: Elemente der sphärischen Trigonometrie für 
Schulen bearbeitet. Darmstadt. 1841. gr. 12. Thlr.

Lentheric: Trigonométrie et Geometrie analytique. Paris. 8. 
6 Fr. 50 c.

Mechanik.

E. H. A. Kayser (Prof, an der polytechnischen Schule zu 
Carlsruhe): Handbuch der Mechanik, mit Bezug auf ihre Anwen
dung nnd mit besonderer Rücksicht auf ihre Darstellung ohne An
wendung der hohem Analysis bearbeitet. Carlsruhe. 1840. 8.
4 Thlr.

Eiue ausführlichere Anzeige in einem der nächsten Hefte.

Praktische Mechanik.

Painbour, Graf P. M. G. de: Theoretisch praktisches Hand
buch über Dampfwagen, enthaltend die Construction der Locomoti- 
ven und ihre Anwendung zur Fortschaflung der Lasten, die B^ 
rechnungsart der Geschwindigkeiten, mit welchen sie bestimmte 
Ladungen fortbewegen, und der Vortheile, welche sie unter allen 
Umständen gewähren können, die Angabe der Bedingungen, welche 
bei ihrer Construction zur Erlangung bestimmter Effecte erfüllt wer
den müssen, Untersuchungen, welche sich auf eine grosse Anzahl 
in England angestcllter Versuche stützen u. s. w. Nach der 2ten 
Originalauflage deutsch bearbeitet von Dr. E. H. Schnuse. Braun
schweig. 1841. 8. 2 Thlr. 8 ggr.

Monge] et Mouchelct: Mécanique des travaux publics, ou 
Application de la vapeur et des machines les plus modernes. Livr. 
1 et 2. Paris. 1841. Folio.

Manuels-Roret. Nouveau manuel complet de constructeur des 
machines locomotives; par Julien. Paris. 1841. 18. 2 Thlr.

Fourneyron: Mémoire sur les turbines hydrauliques et sur 
leur application en grand dans les usines et manufactures. Liège. 
1841. 8. 1 Thlr. 10 ggr.
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Astronomie.

Jahrbuch für 1841. Herausgegeben von H. C. Schu
macher mit Beiträgen von Dove, Kämtz, Lehmann, Mail
ler, Olbers und Quetelet. Stuttgart und Tübingen. 1841. 
8. 2 Thlr.

Enthält folgende Aufsätze:
Nuch etwas über den veränderlichen Stern y Bayeri im Schwan. 

Nebst einigen Beobachtungen über Variahilis Hydrae von Olbers. 
Im Jahre 1818 geschrieben.

lieber die TeniperaturverändcEUngen der Erde in der Nähe ihrer 
Oberfläche von A. Quetelet.

Bemerkungen bei Gelegenheit der Abhandlung von Quetelet: 
Leber den Menschen und die Gesetze seiner Entwickelung, von Dr. 
F. W. H. Lehmann.

Ueber deu Zusammenhang zwischen Temperatur, Luftdruck und 
Windrichtung, von L. F. Kämtz.

Ueber die Mondgebirge von J. II. Mädler.
Nordamerika und Europa meteorologisch mit einander ver

glichen von H. W. Dove.
Der übrige Inhalt und die sonstige Einrichtung dieses trefflichen 

Jahrbuchs, dem wir ungestörten Fortgang wünschen, können als 
hinreichend bekannt vorausgesetzt werden. Äusser den Gaussiscben 
Tafeln zur Bestimmung der Höhenunterschiede sind auch die Bes- 
sel’schen mitgetheilt, bei denen auch der in der Luft enthaltene 
Wasserdampf berücksichtigt ist, und vorausgesetzt wird, dass an 
beiden Stationen aussfer dem Barometer und Thermometer auch das 
Psychrometer beobachtet worden sei.

Auf der Universität zu Lund ist neuerlicbst folgende astrono
mische Dissertation erschienen:

De motu systematis solaris progressive, Disputatio astnywinicn. 
Praes. J. M. Agardh, Aritlim. Doc.; Respp. B. G. Biu^íéti K.- L. 
Andersson. I. II. Lundae. (33 S. 8.). [.

i ;

Physik.

Bergery: Physique et Chimie des écoles primaires. 3me édition. 
Paris. 1841. 12. 2 Fr. 50 c.

P ouille t: Elétnens de Physique expérimentale. 2me Partie et 
Atlas. Brux. 1841. 8. complet o Thlr.
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