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Vorwort.,

Die hohe Bedeutung geschichtlicher Forschungen in der Wissen-
schaft, wie insbesondere der grofe Wert, der in der Verwendung
geschichtlicher Mitteilungen auch bei dem mathematischen Unter-
richt ruht, ist so allgemein anerkannt, dafl es sich eriibrigt, an
dieser Stelle niher darauf einzugehen,

Anders liegt die Frage, wie ein Schulmann oder ein Gebildeter
itherhaupt — sei es zum Gebrauch im Unterricht, sei es zur Selbst-
belehrung — sich die historischen Kenntnisse zu eigen machen kann.
Bis vor kurzem war die Geschichte der Mathematik nur in vielen
einzelnen Abhandlungen, zum Teil sehr speziellen Inhaltes, zerstreut
behandelt. Einen Markstein in der Entwicklung des geschichtlich-
mathematischen Studiums bildet Cantor’s groBes Meisterwerk.! Seine
zusammenfassende Darstellung des immer umfangreicher gewordenen,
vielseitigen Stoffes giebt uns in meisterbafter Schilderung einen
klaren und tiefen Einblick' in den groSen Werdegang unserer
modernen Mathematik. Den Finzelheiten wird, soweit es zum
Verstindnis der Allgemeindarstellung nétig ist, mdglichste Aus-
fihrlichkeit gewidmet; aber naturgemdf kann bei einem so groB
angelegten Werke, wie bei der Fiille des zu bearbeitenden Materials
erschopfende Behandlung in diesen Einzelheiten nicht verlangt

1 M. Canror, Vorlesungen wber Geschichte der Mathematik — Bd. 1,
zweite Auflage, Leipzig 1894 — Bd. II, zweite Auflage, Leipzig 1900 — Bd. IIJ,
erste Auflage, Leipzig 1898 (kurz als Cantor, 1%, II®, III* citiert).
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werden. Gerade das Studium der Canror'schen Vorlesungen hat
daher eine betrichtliche Anzah! neuer Arbeiten hervorgerufen, von
depen die einen die nun erst kenntlicher gewordenen Liicken der
Geschichtsforschung auszuftillen sich bemfihen, andere sich mit ein-
heitlicher Darstellung der Geschichte von Sondergebieten wie der
Trigonometrie u. a. beschiiftigen und daher das engere Thema ein-
gehender durcharbeiten kiénnen.

Die vorwiegend historische Anordnung in Cantor's Werk be-
reitet dem Leser, der sich tlber ein Thema unterrichten will,
groBe Schwierigkeiten, da die stufenweise Entwicklung des ge-
suchten Stoffes aus den verschiedensten Kapiteln mit Hilfe des
Inhaltsverzeichnisses zusamnmengetragen werden mull. Monographien
sind noch nicht in gréBerer Zahl vorhanden; zum Teil stellen
auch diese mnoch ein so umfassendes Sachgebiet dar, daB das Be-
antworten der gestellten Frage nur wenig erleichtert wird. Fir
ein Werk, das im stande sein soll, schnell Auskunft dber diesen
oder jemen Punkt zu gebem, das also als eine Art Nachschlage-
werk dienen kann, ist deshalb die systematische Anordnung durch-
aus vorzuziehen.

Nach diesem Gesichtspunkt ist die vorliegende Geschichte der
Elementarmathematik behandelt worden.

Apgeregt durch das Studium mathematisch-historischer Schriften,
hatte der Verfasser begonnen, sich eine stofflich geordnete Sammlung
geschichtlicher Notizen herzustellen, um sie im Unterricht hier und
dort benutzen zu kénnen. Neben den Vorlesungen CaNTOR's waren
die Schrifien von BarLT1zER, BRETTSCHNEIDER, CHASLES, FRIEDLEIN,
Gurraer, HankeL, Kriieer, MATTHIESSEN, NESSELMANN, SUTER, TREUT-
LEIN, UNGER, ferner die Zeitschrift fiir Mathematik und die Bibliotheca
mathematica durchgearbeitet worden. In einer Programmabhandlung
Ostern 1899 erschien, iibersichtlich geordnet, der erste Teil dieser
Zusammenste]lung. Die Unvollstindigkeit des gefundenen Materials
trat schon beim Abfassen dieser Abhandlung so klar hervoer, daB
eine Fortsetzung unterdriickt wurde. Als unerldBliche Notwendig-
keit stellte es sich heraus, das bercits begonnene Quellenstudium
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zunichst weiter durchzufihren. Es war das eine mehrj#hrige,
duBerst umfangreiche Vorarbeit, die ihren "Ausdruck in den FuB-
noten findet.

Der Neubearbeitung lag daher eine erheblich vergroBerte Stoff-
menge vor; daB diese von Vollstindigkeit noch ziemlich weit ent-
fernt ist, kann niemandem klarer sein, als dem Verfasser.

Der gewshlte Stil nihert sich bei dem Umfang des Stoffes
lexikalischer Kiirze. Durch eine breitere Darstellung, die ent-
gchieden leichter gewesen wire und zu der oft genug das Interesse
zum Thema verlocken wollte, hatte die Ubersichtlichkeit gelitten.
Auch durfte der Umfang des Buches nicht iiber eine gewisse
Grenze hinausgehen, damit der Charakter eines Handbuches ge-
wahrt bleibe. Anderseits wiirde zu groBe Knappheit in der Form
die Klarheit und Deutlichkeit beeintrichtigt haben. Gesperrt ge-
druckte Stichworte erleichtern das Zurechifinden. Die sich oft in
derselben Form wiederholenden Zeitangaben waren nbtig, um auch
denen, die nur diesen oder jenen Abschnitt herausgreifen, die
historische Folge stets vor Augen zu fiithren.

In unseren elementar-mathematischen Lehrbiichern ist geschicht-
lichen Belehrungen leider selten eine Stelle eingeriumt, Nur wenige
neuere Leitfiiden ahmen das beachtenswerte Beispiel BaLTzer's nach.
Es wire nicht der aschlechteste Dank, denm der Verfasser fiir seine
Arbeit hitte, wenn das reichlich gebotene Material hierin eine
Anderung herbeifihrte; zu keinem Zwecke wiirden die Resultate
seiner Mithe freudiger zur Verfiigung gestellt werden. Ein Erfolg
wire es schon, wenn endlich einmal so viele falsche, leider nur zu
fest eingewurzelte Bezeichnungen aus dem Unterricht verschwinden
wiirden, wie , Diophantische Gleichuogen, Cardanische Formel,
Goldener Schnitt, Lunulae Hippocratis, Hudde’sche Methode, Gaul’~
sche Zahlenebene” und viele andere, wenn die richtigen neueren Er-
klirungen fiir das ¢ der Gleichung aus dem italienischen cosa,
fir das Pluszeichen aus ¢f, den Wurzelhaken aus einem Punkt (nicht
aus einem »), das Prozentzetchen °/, aus Cio. (=cento) u.s. w. die all-
beliebten falschen Erzahlungen verdringten,
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Auf die Genauigkeit der Angaben, besonders in den An-
merkungen, ist grobter Wert gelegt worden. Die Citate sind den
Originalien selbst entnommen. In den wenigen Fillen, wo diese
dem Verfasser nicht zuginglich waren, sind die Gewihrsminuer
gewissenhaft genannt.

Ein allgemeines Namen- und Sachregister wird am Schlufl des
zweiten Bandes beigefiigt werden.

Der Verlagsbuchhandlung ist der Verfasser fiir die reiche Aus-
stattung zu aufrichtigem Danke verpflichtet.

Berlin, im Sommer 1902.

Der Verfasser.
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A. Die Zahlen im allgemeinen.

1. Die Zahlwdrter,

Nur weniges vermag aus der Vorzeit menschlicher Kultur der
griibelode Verstand zu erschlieBen. Thatsichliche Kenntnisse, die
wir aus der Durchforschung alter Bauten und Denkmiler schipfen,
reichen kaum ftiber das vierte Jahrtausend vor Beginn unserer Zeit-
rechnung hinaus, litterarische Funde sind erst aus noch viel spiterer
Zeit zu verzeichnen. Welch lange und blithende Entwickelung mathe-
matisch-architektonischen Wissens muf indes vorangegangen sein,
um die auf das dritte Jahrtausend v. Chr. zu datierenden majesti-
tischen Bauten Altigyptens hervorbringen zu kénnen! Wie weit in die
Vergangenheit muf unser geistiges Auge blicken, um den Anfingen
rechnerischer Leistungen nachzuforschen, wenn uns zwei kleine un-
scheinbare Thontifelchen aus dem dritten Jahrtausend v. Chr. von
hohen abstrakten mathematischen Kenntnissen Babylons erzihlen,
Kenntnissen, die von Beschiftigung mit Quadratzahlen, mit Sexa-
gesimalbriichen zeugen!!

Dichter Nebel verhiillt diese Fernen bistorischer Forschung,
nur Vermutungen und Annshmen kinnen zum Ersatz herangezogen
werden. Dem Begiun der Sprachenbildung muB die Entstehung des
Zahlenbegriffes vorangegangen sein. Wie die Henne, die in-
stinktiv .jhre Jungen zdhlt, den Begriff der Anzahl besitzt, so im
Urzustand der Mensch. Sebr allmihlich erwuchsen den Begriffen
Worte, meistens aus Bezeichnungen von Dingen, die in der be-
treffenden Anzahl aufzutreten pflegen. Geringer veranlagte Vélker
konnten nur zu Wortbildungen fir wenige Einheiten gelangen,
andere vermochten zu einem Zahlensystem fortzuschreiten. Nach
und nach erhobte sich das Bedurfnis, die Zahlenreihe zu er-
weitern; die Anzahl der Finger, als stetig vor Augen, wurde

1 Die sogenannten Tifelchen von Senkereh (unweit Babylon), vgl. R. Lepmus,
Abbandlungen der Berliner Akademie f. 1877, S, 105—144.
1‘



4 Die Zahlen im allgemeinen.

maBgebend, um Ordnung in diese Reihe zu bringen.? Fast alle
Vilker der Erde besitzen Zahlensysteme, deren Einheiten sich
zu zehn (Finger beider Hinde) gruppieren. Nur zwei Fille eines
Zwanzigersystemes — das die Anzahl der Finger und Zehen zu-
sammen zum Grundtypus nimmt — sind festzustellen, bei den Alt-
mexikanern und den Kelten. Ein streng durchgebildetes Ftinfer-
system (Finger einer Hand) findet sich nirgends, wenn auch solche
Wortbildungen in anderen Systemen zuweilen suftreten. Spuren
eines Elfersystemes, dessen Entstehung zweifelhaft ist, sind bei den
Neuseelindern vorhanden. Ob ein hin und wieder durchblickendes
Zwilfersystem natiirlichen Ursprunges ist, ob es nicht unbewuBter
Nachklang eines historisch nachweisbaren kiinstlichen Systemes (Ba-
bylon) ist, diirfte schwer zu entscheiden sein. Nachrichten iiber
anders Zahlensysteme werden angezweifelt.?

Unsere Sprache, die zum indogermanischen Stamm gehort, hat
cine rein dezimale Zahlworterreihe. Der Ursprung der Wurzein
ftir die einzelnen Zahlwdrter 1 bis 1000 liegt im dunkeln. Das
Wort EIf ist entstanden aus ein-lif = eins iiber zehn, wie zwolf aus
aus zwo-lif = zwel tiber zehn; beide weisen also nicht auf ein an-

2 Auf diese Entstehung des dekadischen Systemes hat zuerst AmisToTELES
(384 v. Chr. Stagira in Macedonien — 822 v. Chr. Chalkis; Athen, Schule der
Peripatetiker) aufmerksam gemacht, vgl. AristoreLes, Problem. XV, § 38, Aus-
gabe der Berliner Akademie Bd. JI, Berlin 1831, 8. 910, im Mittelalter Gemua
Frisive (1508 Friesland — 15565, Prof. math. et med. in Loewen), der den be-
treffenden Absatz des Armsrorsies seinem Rechenbuch: Arithmeticae practicae
methodus facilis 1544 als Anhang beifiigt. — 3 Wissenschaftliche Betrachtungen
anderer Zahlensysteme, ale des dekadischen, hat zuerst Braee Pascar (1623
Clermont — 1662 Paris, Math, u, Philos.) in einer Abhandluog ,Caractéres de
divisibilite des nomlres’ (Pascar, Werke, ed. Bossur, La Haye 1779, Bd.V, 8.1231)
angeatellt, danp unabbiingig von ibm der gelehrte Bischof Jou. Carnamvee ¥ Lobnxo-
witz (1606 —1882), welcher 1870 ein Werk Mathesis biceps vetus et nove verdftent-
lichte, in dessen erstem Bande Zahleneysteme mit der Basis 2 bis 10, 12 und
60 besprochen werden (vgl. Cawnror, II®, 8. 771). Auch Lzisnz (1646 Leipzig
= 1716 Hannover) gab sich mit derartigen Untersuchungen ab, in d. Histoire
de l'acad. d. Paris 1708 (gedruckt 1705), S. 85—89 (Ges. Werke, ed. GEruanpT,
II1. Folge, Bd. 7, Halle 1863, 8. 223—227) erértert er die Vorteile und Nach-
teile des dyadischen Systemes. Die Vorziige eines Duodezimalsystemes schildert
Borrox (1707—1788, Paris, Naturf) und schiligt in dem etwa 1670 nieder-
geechriebenen ,, Fssut d'arithmétique morale’ (Burron, Histoire naturelle, Bd. X,
Deux-Ponts 1786, cap. XXVII, 8. 125) die Bildung zweier neuen Zahlzeichen
vor, um die Einfihrung dieses von jeher von den Mathematikern bevorsugten
Systemes zu ermdglichen. Vgl. ferner WernEBURG, ,Beweis, duf unter allen
wdglichen Zahlen- und diesen gleichartigen Teilungssysiemen nur dasjenige dus
eingig vollkommene ist, in welchem jede hihere Einheit aus tawn (2wilf) néchst
niederen Einheiten besteht”, Leipzig 1800.
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zunehmendes Zwolfersystem hin.* Die Zehner, Hunderter u. s. w. sind
multiplikative, die dazwischenliegenden Zahlen additive Bildungen.
Die SchluBsilbe in ,zwanzig, dreifig u. s, w.“ hingt mit dem
gotischen tigus = Jdexdig (Zehn) zusammen, Die Verwendung der
Subtraktion (vgl. das lateinische duodeviginti) feblt, die Division
wird nur in der Verbindung anderthalb (vom Zweiten die Halfte)
benutzt.

Das Bediirfnis pach Erweiterung der Zahlenreihe kann
mehrere Griinde haben; es kann aus religisen Betrachtungen ent-
springen, wie bei den Indern, aus wissenschaftlichen Uberlegungen,
wie bei AncHIMEDES, aus Ricksichten auf Verkehr und Handel, wie
im Mittelalter und in der Neuzeit. Dem Naturvolk wird tausend
beinahe als unendlich erscheinen; je hoher die Kultur, um so hdher
steigt der Begriff des Unendlichen, bis er zu den Zahlen moderner
Astronomie, die mit Lichtjahren arbeitet, gelangt.

Der Inder will das UnfaBbare, Erhabene seiner Gottheit durch
tibergroBe Zahlen versinnbildlichen, entsprechend seinem flir die Auf-
fassung von Zahlen hochbegabten Geiste. So hat das Sanskrit
eigene Zahlenbezeichnungen fir alle dekadischen Einheiten bis 102!,
ja es finden sich Bildungen bis 10%%, die dann zu einem System
zusammengefaBt noch finf bis sechs andere solche Systeme tiber
sich haben.®

Der grofle griechische Mathematiker ArcHiMEpEs (287 v. Chr.
— 212. v. Chr., Syrakus), bestrebt zu zeigen, daB die Zahlenreihe
nach oben keinen AbschluB hesitzt, sucht in seiner sogenannten Sand-
rechnung (ywepuirng, arenarius)® die Anzahl der Sandkirner zu er-
mitteln, welche eine Kugel mit einem Radius von Fixsternweite ent-
hilt. Um eine solche auszudriicken, faBt er die Zahlen bis zu 102
zu einer Oktade zusammen; 10® wird als Einheit einer nenen Oktade
genommen, die also bis 10! reicht; die dritte Oktade geht bie
10%* u.s.f. Solcher Oktaden stellt ARCHIMEDES im ganzen 10% auf und
nennt die ungeheure Reihe dieser Zahlen die erste Periode. Hier
beginnt eine zweite Periode von schwindelnder Hohe, der noch andere
folgen konnen. Die sich ergebende Sandkérnermenge berechnet Arcur-
¥EDES auf 1000 Einheiten der achten Oktade in der ersten Periode.
— Abnliche Gruppierung der unendlichen Zahlenreihe, nur zu Te-
traden, nimmt AroLLoNivs von Pergd (zwischen 250 und 200 v. Chr.

4 Vgl. Hevxe, Deutsches Wérterbuch, Leipzig 1800—1895. — © Journal
Apsiatique, Paris 1868, Série VI, T. 1, WogerckE, 5. 257. — 8 Archimedis opera
omnia, ed. Heisena, Leipzig 1880, 1881, Bd, 11, S. 242—291; deutsch von NizzE,
Stralsund 1824, 5. 209—229,
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in Alexandria, dann in Pergamum) nach dem Zeugnis des Parrus
(Ende des dritten Jahrhunderte n. Chr, Alexandria) vor.?
Wihrend diese wissenschaftlichen Zahlenfortfihrungen geistiges
Eigentum nur weniger ausgesuchten Gelehrten blieh, brachte Steige-
rung von Handel und Verkehr dauernden Zuwachs fiir unseren Zahl-
worterschatz. Charakteristisch ist, daB in Deutschland das Wort
Million zunichst nur in der Verbindung ,1 Million Gulden“ auf-
trat, zugleich mit der Bezeichnung 1 Tonne Gulden = 100000 G.,
die aber allm#hlich wieder verschwand. So verwendet es der be-
kannte Rechenmeister Apam Rimse (14921559, Annaberg) In
Deutschland erscheint das Wort Million erstmalig im Rechenbuch
des CrrisrorE RUDOLFF aue Jauer (1582, Vorrede 1526).% Die
Wortform weist auf italienischen Ursprung; thatsichlich wird es be-
nuizt in der ,Arithmetica® des Italieners Borer aus dem Jahre 1484,°
in der Summa des Lwca Pacivoro (ungefihr 1445 Borgo San Sepolcro
— 1514 Florenz; Franziskaner, Lehrer der Math. an verschiedenen
ital. Universititen) von 1494, dem bedeutendsten Werke jener Zeit,
wo es auch zu Zusammensetzungen wie millione di millioni verwertet
wird.!® Doch muB der Gebrauch des Wortes noch #lter sein, da
es auch bei dem franzésischen Mathematiker Nicoras Cuuquer (Liyon,
Paris; 1 um 1500) in dem nur handschriftlich iberlieferten, 1484 vom
Verfasser vollendeten Werke ,Le Triparty en la science des nombres®
vorkommt; hier wird sogar bereits eine weitere Vervollkommnung
der Zahlenworterreihe angebahnt, indem nach Analogie von Million
die Worte Byltion fir 1012, Tryllion fir 108 und weiter Quadrillion,
Quyllion, Sizlion, Septyllion, Octyllion, Nonyllion . s. w. vorgeschlagen
werden.!! Der italienischen Herkunft sind sich auch die deutschen
Rechenmeister bewufit; Cravivs (1537 Bamberg — 1612 Rom;
Jesuit, zuletzt Lehrer der Mathematik im Ordenshause zu Rom) be-
merkt wenigstens in der ,Epitome arithmeticas practicae, Romae 1583,
um das schwiilstige, bis dahin und selbst noch viel spater iibliche
stausendmaltansend” durch das neue Wort zu ersetzen: ,Man konnte,
wenn man der Sitte der Italiener gem#f die millena milia Million
nenne, jede beliebige Zahl mit weniger Worten und vielleicht sogar

7 Pappi math. collectiones (ovvaywyh) lib. II, cap. 11, ed. Hocrsen, Berlin
1876-1878, Bd. I, 8. 2 ff. — © Ruporrr's Rechenbuch, Ausgabe von 1550,
Seite a, (Signatur); daselbst schon in der ersten Ausg. v. 1532 nach Canron, II°,
8. 899 Aom, 1. — 9 Canron, II’, S. 805. — 0 L. Pacivoro, Summa de Arith-
metica Geometria Proportioni et Proportionalita, Venet. 1494, S. 19%, vgl. da-
selbst die Ubersicht am Rande. — " Cruquer, Le Triparty en la science des

nombres 1484 (Manuskript), Abdr. im Bulletino Boncompagni, Bd. XIII, Rom
1880, S. 594 Zeile 4 ff,
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deutlicher anssprechen“.1? Ks dauerte noch eine betrichtliche Spanne
Zeit, bis das Wort Million ein fester Besiandteil der Numeration
warde. Schon lingst wurde Million, Billion u. s. w. in Frankreich
stindig benutzt, wie von LauNnay, L’drithmétique Arpendage universel
Toise des Bastimes ¢tc., Anjou et Rouen 1605, die eigentlichen Ge-
lehrten stellten sich energisch auf die Seite der peuen Lesart, so
G1raBD (1590?7—1632, Leiden, Lehrer der Math.),'® aber in Deutsch-
land ist die alte Zahlweise noch im achtzehnten Jahrhundert nicht
ganz verdrangt. Erst durch die weitverbreiteten Lehr- und Hand-
biicher des Freiherrn CaR. voN WoLFF (1679 Breslau — 1754 Halle,
Prof. d. Math.} scheint der modernen Methode, grdBere Zablen zu
lesen, endgiiltig der Sieg verschafft worden zu sein.14

Das Wort Milliarde hat bei Jacques Pererier (1552 Arith-
métiquo) noch die Bedeutung million de millions, nimmt aber schon
15666 bei JEAN TRENCHANT, L'arithmélique departie en trois Lvres otc..
Lyon, den modernen Wert von 1000 Millionen an; in der ersten
Halfte des neunzehnten Jahrhunderts wurde es in Frankreich ge-
brauchlich, in Deutschland lernte man es jedoch erst durch die von
Frankreich an Deutschland 1871 nach dem Friedenssehluf zu zah-
lende Summe genauer kennen,

Um groBere Zahlen zu lesen, muB man sich dieselben in Gruppen
zu je sechs, bezw. drei, etwa durch iibergesetzte Punkte, abteilen.
Dies empfiehlt bereits LEoNaRDO voN Pisa (1202 liber Abaci cap. 1,
ed. Boncompagni S. 4), dann JoHaNNEs DE SacroBosco (t+ 1256 in
Paris; daselbst Lehrer der Astron. u. Math.) in seinem Rechenbuch
tractatus de arte numerandi u. a.1%

Es eritbrigt noch, auf das Wort Null einzugehen, welches eben-
falls als Zahlwort aufzufassen ist. Wie wir sehen werden (S. 10 ff), ist

12 9. Aufl. Romae, 1585, 8. 11: ,Iam vero & more Ialorum millena milia
appellare velimus Milliones, paucioribus verbis et fortasse significantins numertim
quemcumgue propositum  exprimemus®. — 13 Giranp, Tnvention nouvelle en
Valgébre, Amsterdam 1629, Neudruck von Biesens pe Haaix, Leiden 1884
(unpaginiert), Seite A (Signatur). Der Hollinder Siwon Stevin (1548 Briigge
— 1620 Leiden, Kaufmann, epfter in hollind. Stsatsdienst als Ingenieur),
dessen mathematische Werke Giasrp herausgab, las noch (1585) die Zshl
75 687180 789 276: septante cincq mille mille mille mille, six cents huictante sept
mille mille mille, cent tremte mille mille, sept cents huictante newf mille, dewz
cents septante six, vgl. Les Ocuvres de 8. Stevin sugmentées par Ars. Giassp,
Leyden 1634, I, 3. L'Arithmétique (zuerst gedruckt 1585) L. I, déf. V, ex-
plicat. — 14 Z. B, Anfangsgrinde aller mathematischen Wissenschafien, I. Aufl,
Magdeburg 1710 (bis in das gsechste Jshrzehnt dses gebriuchlichste Handbuch,
dann durch die Kistner'schen Lehrbiicher gleichen Titels abgeldst). — 15 Ab-
gedruekt von Haruiwerr in den Rara mathematica, London 1841.
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das Zeichen fir Null indisch-arabischen Ursprunges. Die indische
Bezeichnung der Null sunye (wortlich: leer) wurde von der Arabern
mit ag-sifr iibersetzt;!® latinisiert wurde dies bei LEonarDO voN Pisa
(1180--1250 ?), dem das hohe Verdienst zukommt, durch seinen
liber Abaci von 1202 indisch-arabisches Rechnen zuerst nach Italien
verptlanzt zu haben, mit ,zephirum*,'” wihrend der deutsche hochge-
lehrte Dominikaner Jorpanus NEmorarIvs {+ 1237 als Ordensgeneral
der Dominikaner), der zweite Vorkimpfer fir die nenerwachende mathe-
matische Wissenschaft, ip seinem Algorithmus demonstratus!® cifre
verwendet. Hieraus entstand einerseits chiffre (1484, Nic. CHUQUET,
Le Triparty),® anderseits gero (1494, Luca Pacivoro, Summa)?®
Letzteres hat die Bedeutung Null noch heute im Franzésischen, chiffre
verlor sie, um in der modernen Sprache aligemeineren Sinn zu er-
langen. Der Triparty CHUQUET’s (1484)'® weist zum erstenmal das Wort
»Nuli* auf, Da dieses Werk aber nie gedruckt (bis auf die Neuzeit)
verdffentlicht worden ist, 80 kann es zur Verbreitung der ,,nulle” nicht
viel beigetragen haben. Ein etwa gleichzeitiges Werk, die Arithmetica
von Boral, verwendet ebenfalls nulla;?! hieraus liBt sich schlieBen,
daB beide Verfasser nur einem damals schon tiblichen Sprachgebrauch
gefolgt sind. In Deutschland ist das Wort Null zuerst angewandt
worden in den Rechenbiichern von BoscEENsTEYN (1514),%% KoEREL
(15615)** und GrammaTEUS (1518).2* Der Ifaliener Tarracria (1500
Brescia — 1557 Venedig; Lehrer der Math. abwechselnd in Brescia
und Venedig) ziihlt 1556 als seiner Zeit giiltige Bezeichnungen der
Null auf: niteccha, cireolo, cifra, zerro, mulla.*® Das Wort cifra ist
lange noch fir Null gebriuchlich geblieben, selbst zu einer Zeit, wo

¥ Vgl Revauvp, Mémoire géogr., hist. €& scientif. sur VInde, Paris 1849,
S. 801. — 7 Lzoxirpo Pisano, Ldber dbaci 1202, ed. Boncompagni Bd. T,
Rom 1857, 8. 2 Z. 24. In den Hltesten lateinischen Ubersetzungen arabischer
Originale heiBt die Null circulus (zwdlftes Jahrhundert), vgl. trettati d'arith-
metica I, II publ. da B. Boncompagni, Rom 1857, 58. Saceovosco's Rechen-
buch (Anm. 15) sagt thets (vel theca) vel circulus vel cifra vel figura nihili
(Halliwell, S. 8), — 8 Algorithmus demonsiratus, ed. Jou. Scmdnee, Nim-
berg 1584, Teil I, petitiones: ,figura 0, gquae cifra, sive circulus, sive figura
nihili*. — 19 Cuoquer, Le Triparty (Anm. 11), 8. 598 Zeile 16 v. w.: ,chiffre,
nulle, figure de nulle valewr’. — 20 Luca Pacworo, Summa, Venet. 1494,
§.19* am Rand. — 2 Cantos, II}, 8. 305. — 22 2in Xewgeotdnet Redhen~
bieglein” v. 0. w., Augsburg 1514, nach F. Mtuiee, Zeitscbrift fir Math. u.
Phys. 1899, Suppl. 8. 819. — 23 Jacon KoessL, ,Eyn new geordnet Dyficbudy”,
1515, Blatt XV, ,fets ein o 3iffern, ein nulfa...“ — 24 Rechenbuch v. GraMma-
Tevs, Wien 1518 (unpaginiert), am Anfang des ersten Teiles ,Numeratio*, ,und
die jehende (figura) ift ain onbedentlidge als . 0, nulla gehayfjen”. — 26 TagracLla,
General trattato, Vineg. 1556—1560, parte I, lib. I, S. 5%
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o8 bereite den Sinn ,Ziffer angenommen hatte.2® Ja im Enchiridion
des Rechenmeisters Huswirt (1501) kommt es gleichzeitig in beiden
Bedeutungen vor.2?

In der Einteilung der Zahlen folgte man lange der rdmischen
Bezeichnung, wie sie in der Geometrie des Bokrmrus?® (4807 Rom
— 524 Pavia; rom. Staatsmann und Philosoph) gebraunchlich ist. Die
Einer hieBen numers digiti (Fingerzahlen), woran noch das heutige
digits im Englischen erinnert, die Zehuer n. articuli, alle iibrigen
zweizifirigen Zahlen n. compositi oder mix#i. In den lateinischen
Ubersetzungen, welche von dem Rechenbuch des Ostarabers MuBAMMED
BN Musa Arcawariz¥1 im Umlauf waren, werden die Warter wnitates,
deceni, conteni benutzt.?® Im spiteren Mittelalter erscheinen die
griechischen termini monadici, decades ete.,3® die schlieflich in
deutschen Biichern mit cinjehlige Sahlen, Jehner u. 8. w. ibersetzt
wurden. 3!

2, Die Ziffern.

Das Wort Ziffer hat sich, wie eben geschildert, aus der Ver-
allgemeinerung des alten Wortes fir 0 — cifra — gebildet, eine
charakteristische Erscheinung, die erkennen 1aBt, daB man sich wohl
bewullt war, welche wichtige Stelle gerade die Null unter den neu
aufkommenden Zahlzeichen e¢inpahm. Wir haben ein Beispiel
(Huswirt, 1501)¥” kennen gelernt, das sogar beide Bedeutungen
nebeneinander giebt; erst in der zweiten Halfte des sechzehnten
Jahrbunderts wird das moderne ,Ziffer gebriuchlich. In der neuen
Bedeutung allein, in welcher es bis dahin ,, Figura® hieB, treffen wir
os in einem ,Bodefdien vor de leyen und Hindber” 1525, Wittenberg,
ferner in einem Lehrbuch von Jomanwes KoLross, einem baseler

28 So im Cursus mathematicus des Heriaone (Parie 1634), Bd. II, 8. 2: ,,Decima
figura et ultima 0, nihil per se significal, diciturque cifra vel zero”, ferner in Cava-
gl Trigonometrie (Bononiae 1643, 5. 3, XXIII) und vielen anderen Werken,
selbst poch im achtzehnten Jehrhundert in lateinischen Abhandlungen Eorer’s,
vgl. z. B. Opusculs unalytica, Bd. I, Petersburg 1788, 8. 87 Z. 5, cyphra. —
27 Huawier, Enchiridion, Anleitung zum Rechnen aue dem Anfang des sech-
zehnten Jahrbunderts, neu herausgegeben v. WiLoeruurs, Programm Tiibingen
1864—1865. Originalausgabe, Coin 1504, vgl. S. ay Z. 10 v. u. mit S. ¢, Z. 7 v. u.
(Anfang des dritten Traktates). — 28 De institut. arithmet., musica, geometria.
Ed. G. FrieoLury, Leiprig 1867, 8. 395 Z.3ff. — 29 Vgl. dlgoritmi de numero
Indorum, trattati d'Arithmetica publ, da B. Boncompagni, I, Rom 1857, 8. 7. —
30 7. B. Burreo, Logistice, Lugduni 1559, S. 8, 9. — 31 Hairspbnerer, Deliciae
Physico-mathematicae, 1561, nach Fer. Muiren, Zeitachrift f. Math. n. Phys,
Suppl. 1899, 8. 321.
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Rechenmeister.? Sehr bemerkenswert ist eine noch frithere Stelle
bei Jagop KoEBEL, in der dritten Auflage seines ersten Rechen-
buches (,Das new Redpepiidhlein” u. s. w. 1518, OrrENEEYM), Welche
die Eindringlinge als ,3ciffersale”, die bis dahin allgemein gewohnten
romischen Zahlzeichen im Gegensatz dazn als ,die gemein Teiitfd)
jale” (S. 1 daselbst) bezeichnet, eine Benennung, die sich noch 1537
und 1543 wiederfindet. So verwachsen waren die Deutschen mit
dem r3mischen Anleihen in Sprache, Schrift und Wissenschaft, daf
ihnen das BewuBtsein fremden Besitztums ginzlich abging.

Kigene Zahlzeichen sind in der deutschen Sprache nicht nach-
weisbar. Bis ins sechzehnte Jahrhundert hinein bediente man sich
der romischen Zahlz¢ichen, erst dann wichen diese vor den modernen
Ziffern langsam, aber sicher zuriick. Der Gebrauch der rdmwischen
Zeichen beschrinkt sich heut auf Inschriften bei Denkmilern, Stunden-
bezeichoung bei Uhren u. s. w.

DaB unser Positionssystem mit seinen Ziffern indischen
Ursprunges ist, steht fest. KEin bei Proremaeus®? (griech. Astro-
nom, beobachtete zwischen 125 und 151 n. Chr. in Alexandria) suf-
tretendes O ist eine Abkiirzung von eoddév. Das babylonische Sexa-
gesimalsystem hiitte bei folgerichtiger Durchiithrung des Positions-
verfahrens, wie wir es auf den Tafeln von Senkereh finden, eines
Nullzeichens bedurft. Ob ein solches existierte, ist leider aus den
erhaltenen Uberresten nicht ersichtlich.®* Auf dgyptischen Inschriften
eines Tempels zu Edfu, die Katasteraufzeichnungen des Besitztums
der Priesterschaft darstellen, tritt in den gegebenen Tabellen als
Zeichen fiir Null eine Hieroglyphe auf, die das lateinische non be-
deutet; dieselbe besitzt jedoch keineswegs den Wert einer Ziffer,
sondern wird nur so gesetzt, wie wir beut einen Fehlstrich machen
wiirden.

Neben verschiedenen anderen Zahlenschreibsystemen waren die
Inder dank ihrer glicklichen Veranlagung fiir Zahlenbetrachtungen
in den Besitz eines Positionssystemes gelangt. Zu welcher Zeit die
Erfindung gemacht wurde — von ciner Erfindung missen wir hier
sprechen, da lange vor dem Gebrauch der Null bedentsame Schriften
der Inder nachweisbar sind, die vielleicht die Erfindung vorberei-
teten®® —, 1aBt sich kaum feststellen. Jedenfalls reichen die indischen
Kenntnisse durchaus nicht in jene graue Vorzeit hinauf, die man

32 Canror, I1%, S. 420. — 39 Proremagus, Meyaly otviadic (Almagest) in der
Sehnentafel am SchluB von lib. 1, cap. 9, ed. Harua, Paris 1819, S. 38 f. —
3¢ R. Leeswe, Die babylonisch-assyrischen Léngenmafe nach der Tafel von
Senkereh, Abh, d. Berl. Akademie, 1877, S. 107—108. — 36 Caxvor, Ib S. 569.
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frither annahm; im Gegenteil fillt das Auftreten der Null erst einige
hundert Jahre nach Beginn unserer Zeitrechnung, etwa in das dritte
Siikulum n. Chr., sicher ist das Vorkommen einer Null etwa um
400 n. Chr. zu konstatieren; eine Urkunde, in welcher eine Null er-
scheint, ist sogar erst aus dem Jahre 788 n. Chr. bekannt.¢ Sicher
ist ferner, daf Zahlzeichen der verschiedensten Arten, verschieden
nach Ort und Zeit, in Indien iiblich waren, daB indisches Rechnen,
indische Ziffern zu den drabern gelangten,d sicher, daB die Ost-
araber (MoBaMMED's Flucht 622) andere Ziffern lernten und ge-
brauchten, als sie sich spiiter bei den Westarabern (747 Griindung
der spanischen Omaijadendynastie) einbiirgerten, wohl infolge zeitlich
verschiedener Entlehnung von den Indern. Sicher ist wieder, dal
Varianten der westarabischen Ziffern, den unsrigen sehr #hnlich, un-
vermittelt im zehnten Jahrhundert im Abendiand auftreten, ja wenn
eine diesbeziigliche Stelle®® am Knde des ersten Buches der Geo-
metrie des BokTHIus (t 542 Pavia) echt ist, schon im sechsten Jahr-
hundert bekannt sind (vgl. die beigefigte Tafel, S. 17).

Auffallend wire, daB diese Zahlenzeichen an der letztangefiihrten
Stelle in Verbindung mit dem den Indern und Arabern vdllig fremden
Abacasrechnen auftreten. Der hier yon BokTuius beschriebene, be-
sonders durch GERBERT, den spiteren Papst SyLvesTer (om 940
Auvergne — 1003 Rom), und seine Schiiler verbreitete Abacus
stellt ein Rechenbrett mit senkrechten Kolumnen dar, die der Reihe
nach von rechts nach links fir die Einer, Zehner, Handerter u. s. w.
bestimmt waren und danach die Uberschriften ... M, C, X, I trugen.
Zum Rechnen dienten die sogenannten apices, Marken aus Holz oder
Horn, welche als Aufschrift entweder die romischen Ziffern I, 11.... IX
oder hiufiger jene erwihnten Ziffern 1, 2 ... 9, die Ahnlichkeit mit
westarabischen Zahlenzeichen hatten, besaBen. Diese Marken wurden
in die verschiedenen Kolumnen gelegt und erhielten dadurch, ent-
sprechend unserem heutigen Positionssystem, verschiedene Zahlen-
werte; eine Null war zur Darstellung mehrziffriger Zahlen unndtig,
da die betreffenden Kolumnen einfach unbesetzt blieben. Vom
zwolften Jahrhundert an werden auch Namen fiir diese Ziffern
iiberliefert: 1 <gin, 2 andras, 3 ormis, 4 arbas, B quimas, 6 caltis
(calcis), T zenis, 8 temenias, 9 xelentis¥® — merkwiirdige Wortbildungen,

36 Caxror, 1P, 8. 563. ~— 37 So brachte i. J. 773 ein indischer Gelehrter einen
Auszug aus der Bribhma-sphuta-siddbinta des BramMaaurra (geb. 598), sinem
astronomischen Werke, das hochwichtige mathematische Kapitel [cap. 12 and 18]
enthilt, nach -Bagdad. Canror, I), 8. 657. — 38 Boirnus, Ars. Geom., ed. Furep-
LEwN, Leipzig 1867, S. 396 —397. — 39 Canror, I, S. 837 ff
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deren Herkunft zu erklh.ren noch mcht gelungen ist, obglalch man
simtliche irgendwie verwendbaren Sprachen zu Hilfe gerufen hat.
Der Text jener Boéthiusstelle enthdlt wohl die Beschreibung des
Abacushrettes, auch die Form der Apicesaufschriften, nicht aber die
Namen igin u. 8 w.,, eine beigefiigte Abbildung des Abacus zeigt
indes auch diese.

Nimmt man (FriepLein, HANREL® u. a) die Boéthiusstelle als
unecht an, etwa als eine Interpolation des zwdlften Jahrhunderts,
30 daB nunmehr die Uberlieferung durch GErBERT die &lteste ist, 50
14Bt sich das Vorkommen der Ziffern dadurch erkliren, dafi GERBERT
sie von seinem Besuche in der spanischen Mark mitgebracht hat.
Unerklart wire aber dann das plotzliche Auftreten des Abacus-
rechnens mit seinen eigenartigen Rechenmethoden, die (nach Hankzr
selbst)*! eine lange zeitliche Entwickelung voraussetzen und nicht
die Erfindung eines Einzigen sein konnen, deren Vorhandensein
aber bei den Arabern auch nicht in den geringsten Spuren nach-
weisbar ist. Auffallen miiBte vor allem, daB ein so bedeutender
Kopf wie Geaserr nur die Zahlzeichen, aber nicht auch das mit
ihnen suf das engste verknilpfte Positionsrechnen von seiner Reise
mitbringt.

Ist die Stelle des Boiirmius echt — die barbarischen Namen
koonen, da sie sich nur an der Figur vorfinden, nachtriglich bei-
gefilgt sein —, so ist zugleich der ebendaselbst stehenden historischen
Notiz Beachtung zu schenken, nach welcher die Pythagoreer bereits
den Abacus mit den apices kannten. Demzufolge entwickeln
Worpcke*? und Cantor#? eine andere Amsicht von dem Ursprung
unserer Zahlzeichen, indem sie unter den Pythagoreern die Neu-
pythagoreer verstehen und zugleich auf die merkwiirdige Thatsache
aufmerksam machen, daB indische Ziffern des zweiten und dritten
Jahrhunderts n, Chr. mit den westarabischen Ziffern und den Apices-
aufschriften Ahnlichkeit haben. Nach ihnen gelangten indische Zahl-
zeichen des zweiten Jahrhunderts n. Chr. vor Erfindung der Null
(vgl. 8.10—11), also ohne dieselbe, nach Alexandria, wo sie, vielleicht
zur Bezeichnung der muFuéveg (siehe S. 41) beim Rechnen nach der
Methode des ArorLoNius voN PeBGaR als kurze und charakteristische
Symbole schnell in Aufuahme kamen; von hier aus verbreiteten sie

40 Hawken, Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter,
Leipzig 1874, S. 328—834. — 4 Haxess, 8. 324, — 2 Journal Asiatique,
Série VI, Tome I, Paris 1868, F. Woercke, Mémoire sur le propagation des
chiffres indiens, 8. 27—179, 234—290, 442—529, vgl. besonders S. 54, —
€ Caxror, I* 8. 669—8670.
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sich durch ihre Verwendung beim Abacusrechnen, das sich allmih-
lich im Laufe der Folgezeit aus alten griechischen Methoden zu
dem GereERT'schen Rechenverfabren durcharbeiten konnte, nach dem
Westen, nach Rom und nach Spanien, und wurden dort von den
eindringenden Arabern vorgefunden und angenommen, wihrend zu
den Ostarabern, wie schon erzihlt (8. 11), nene direkte Kenntnisse
indischer Ziffern in der zweiten Hilfte des achten Jahrhunderts
drangen, Ziflern, deren andere Gestalt durch den Unterschied in der
Zeit der Annshme hinreichend erklirt ist. Als die Westaraber das
indische Positionsrechnen der Ostaraber kennen lernten, nahmen
sie die Null auf, ohne die Form ihrer bisherigen Ziffern zu
dndern,

So wire die Ahnlichkeit zwischen den Ziffern der Westaraber
und denen der Apices verstindlich. Der Umstand, daB in der Zeit
zwischen dem zweiten und dem sechster Jahrhundert n. Chr. keine
einzige Uberlieferung iiber die Apicesziffern, weder aus Alexandria
noch aus Italien und Spanien, bekannt ist, 1iBt jedoch die ausein-
andergesetzte Hypothese, so geistreich sie ist, den Angriffen der
Gegner leicht preisgegeben sein, Vielleicht bringen kiinftige For-
schungen grdBere Klarheit.

Jedenfalls lernte das Abendland durch die Schule GERBERT'S, deren
Vertreter man unter dem Namen der Abacisten zusammenfaBt, die
Vorfahren unserer jetzigen Ziffern kennen. Ubersetzungen arabischer
Werke im zwdlften Jahrhundert durch Praro von Trvorr (Anfang
des zwolften Jahrh., Barcelona), ATELEABRT voN BATH (weitgereister
engl. Ménch, um 1120 erste Euklidibersetzung aus dem Arabischen),
JouanNNes vox SEviipa (thdtig zwischen 1185 und 1153), RupoLpr
voN BriaGe (um 1144, Toulouse), GERHARD voN CrEMONA (1114
Andalusien — 1187 Toledo) vermittelten die Bekanntschaft mit der
Null und dem indisch-arabischen Rechnen und lieBen die Schule der
Algorithmiker entstehen.#® [las Hauptrechenbuch der Araber, im
Osten und im Westen gleich stark verbreitet, war das des MuBAMMED
1BN Musa ArLcewarizmi (Anfang des neunten Jahrh., Bagdad und
Damaskus); der Name des Verfassers drang mit den Ubersetzungen
seines Werkes in der latinisierten Form Algorithmi in das Abend-
land, das schlieBlich die Person des MoumammeDp fiber die von ihm
verbreitete Rechenmethode ginzlich vergaB, wie die noch heut ib-
liche Verwendung des Wortes Algorithmus zeigt. Bereits das acht-
zehnte Jahrhundert wuBte sich die Ableitung dieses Wortes nicht

44 Canror, 1%, S. 848.
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mehr zu erkliren; erst der Neuzeit war es vorbehalten, seinen Ur-
sprung wieder aufzufinden.®

Zwischen Abacisten und Algorithmikern entstand ein scharfer
Gegensatz; der Sieg muBte den letzteren verbleiben, besonders da
sie so glinzende Vorkimpfer wie Leonarpo vox Pisa (1180—12507,
1202 liber abaci} und Jorpanus NEMoBartUs (Deutscher, + 1237 als

Ordensgeneral der Dominikaner, Algorithmus demonstratus) in ihren
Reihen sahen.

Verfolgen wir das weitere Vordringen der indisch-arabi-
schen Ziffern in Deutschland, so erkennt man, daB von einem
schnellen Siegeszuge nicht die Rede sein kann. Noch im drei-
zehnten Jahrhundert beschrinkt sich ihre Kenntnis auf die Vertreter
der kldsterlichen Gelehrsamkeit, eines schwachen Abglanzes der
Forschungen des Jorpanus NEMoRamIUs. Das erste Auftreten der
Ziffern auBerbalb der Klostergelehrsamkeit findet sich in einer Hand-
schrift des Lehrgedichtes ,Der IDdljde Baft”, in welchem ein Bild-
chen der personifizierten Arithmetik, die die indischen Ziffern vor
sich hat, dargestellt ist Die Abfassungszeit dieser Handschrift ist
etwa die zweite Hilfte des dreizehnten Jahrhunderts.*® Anders in
Italien, wo kaufminnische Klugheit bald auf die von LeoNarpo ge-
wordene Anregung hin nach dem neuen, leichthandlichen Rechen-
werkzeug griff. Ein Verbot der Florenzer Behdrde, in kaufmannischen
Biichern die mneuen Zeichen zu gebrauchen — wohl wegen der
besseren Kontrolle durch stidtische Beamte, die ihrer picht michtig
waren —, ist aus dem Jahre 1299 bekannt.#” Auch England besitat
ein Dokument ans dem dreizehnten Jahrhundert, Tafeln zur Be-
rechnung der Londoner Hafenzeit und Bestimmung der pichtlichen
Mondscheindauer, die in Ziffern mit Benutzung der Null geschrieben
sind. 4

Im vierzehnten Jahrhundert sind kaum Fortschritte zu ver-
zeichnen. Kinige Inschriften auf Grabdenkmilern, 1871 (Pforzheim),
1388 (Ulm) werden angefiibrt,4® ibre Datierung erscheint aber zweifel-
haft, da man auch spétere Restaurationen vor sich haben kann; fiir
Pforzheim ist dies sogar wahrscheinlich gemacht, indem sich die
Zifferform nicht mit der damals iiblichen deckt.’®

45 Rewaup, Mémoire géographique, historique et scientifigue sur I'Inde, Paris
1849, Teil II, 8. 303—304. — 96 Cantor, II% 8. 108. — 47 Hanxer (Anm. 40),
8. 341, Anm. — Canror, II% 8.157. — 48 8, GUnrmer, Geschichte des mathe-
matischen Unterrichtes im deutschen Mittelalter bis zum Jahre 1525, Berlin 1887,
8. 175 (Bd. III der Monumenta Germanise Paedagogica von K. Kemroacu) —
49 Ebendagelbst (Anm, 48). — 50 Caxrtor, IIb, S. 216.
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Wichtiger ist das fitnfzehnte Jahrhundert; besonders in seiner
zweiten Hilfte bahnt sich ein haufigerer Gebrauch an. Die #lteste
Miinze mit Positionszahlen datiert vom Jabre 1458,5! in Schweden
ist eine solche vom Jahre 1478 aufbewahrt.®? 1471 erschien das
erste Druckwerk, in welchem die Seitenzahlen Ziffern sind, ein Werk
Prrrarca’s.’® Rechnungsbicher, Kalender enthalten nur rémische
Zeichen, sehr selten Ziffern. PrerzENstEmNER’S Drucke — Rechen-
bitcher von 1482, 1483 — weisen jedoch die arabischen Zeichen
auf,5* ebenso das Rechenbuch des JomanNes Wripmann von EceEr
von 1489.%% Mit der Herausgabe von Druckschriften ist der Bann
gobrochen, und wird nunmehr im sechzehnten Jahrhundert das
Schreiben mit Ziffern immer mehr Volkseigentum. KoEBEL's erste
Rechenbiicher: 1514 ,, €ynn Tewe geordent Rediebiidhlein (1516 und
1518 neu herausgegeben) und 1515 , Dyfierbudy enthalten fast durch-
gehends noch rémische Zahlen; sein Rechenbuch von 1520 lehrt
das Rechnen mit Ziffern, was bereits BoscHENSTEYN 1514 in dem
seinigen gethan hatte.’® Das Rechenbuch des Apam Rikse von
1518 lehrt das Ziffernrechnen noch nicht, sondern nur das damals
iibliche Linienrechnen, benutzt aber im Texte die Ziffern; das.
jenige von 1522 zeigt auch das Ziffernrechnen.®” Allmihlich siegt
auch das Ziffernschreiben im Privatleben; von der Mitte des
sechzehnten Jahrhunderts an findet es sich in Protokollen, Rech-
nungen u. 8. w.%®

Was die Form der Ziffern betrifft, so hat sich dieselbe, seit-
dem sie einmal im Druck fixiert war (1482, 1483, 1489), bis auf die
heutige Zeit fast konstant erhalten. DaB vorher infolge handschrift-
licher Veranderung, Verschndrkelung u. s. w. die Form wandelte,
ist erWlarlich. Hervorzuheben ist, daB fiir die 4, 5 wud 7 im
zwolften bis funfzehnten Jahrhundert andere Zeichen iblich waren.

0 und 1 haben stets ihre Form behalten.

Die 2 erscheint auf den apices, in den westarabischen Ziffern
und in Handschriften Deutschlands bis ins vierzehnte Jahrhundert
hinein auf den Kopf gestellt; erst von dieser Zeit an erkennen wir
die Gestalt unserer 2 heraus.

® Bibliotheca mathematica 1898, S. 120; Werteem. — 52 Bibl. math, 1896,
8. 120; Enestaom. — 53 Liber de remediis utriusque fortunae, Colonine 1471, —
54 Uncer, Die Methodik der praktischen Arithmetik in historischer Entwickelung
vom Ausgange des Mitielalters bis auf die Gegenwart, Leipzig 1868, 8. 36, 37. —
B Wehende und hubide Redmung auf allen faufmannidafft, aedvudt in der
Surfligen Stath feipcsid durdy Conradum Kadpeloffen im 1489 Jare. — B8 Ain
new geordnet Rechenbiedlin u. s w., Augsburg 1514. — 57 Unozr, S. 4455
(Anm. 54). — 50 UxoEer, 8. 14 (Anm. 54),
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des zweiten Jabrhunderts n. Chr. am reinsten bewahrt.

Die moderne 4 tritt vereinzelt zuerst im dreizehnten Jahr-
bundert auf,

Die 5 hatte dasselbe Schicksal wie die 2, indem sie vor Bildung
der Druckschrift gerade umgekehrt geschrieben zu werden scheint.

Die 6 zeigt unsere Form bereits auf den apices des BokTHIUS
und in den westarabischen Zeichen.

Die heutige 7 ist nicht vor dem Drucken des fiinfzehnten und
sechzehnten Jahrhunderts zu finden, diirfte aleo die jiingste von
allen sein.

Die 8 war bei BokTHIUS von jetzigem Aussehen, ebenso die 9;

die letztere weist fibrigens auch bei den Ostarabern gleiche Linien-
fibrung auf.®®

B. Die MaBe.
). Die ZeitmaRBe.

Der Begriff Tag ist a priori durch den scheinbaren Umlauf
der Sonne gegeben. Eine Einteilung des Tages erforderte schon
hoheren Kulturzustand, wie ihn die gerade fiir astronomische Beob-
achtungen hoch veranlagten Babylonier bereits mehrere Jahrtausende
vor Christi Geburt besaBen. Ihnen verdankt man nach Heropor®!
die Stundeneinteilung. Sie beobachteten den Schatten eines kleinen
Gegenstandes, welcher im Zentrum einer in Stein eingehauenen Halb-
kugel angebracht war, in seinem Verlanf auf der KugeMliche und
teilten den wihrend des Tages erhaltenen Weg in zwélf gleiclie Teile,
dadurch also den Tag in 12 Stunden. Diesen stellte man dann
zwolf unter sich gleiche, von den ersten verschiedene Nachtstunden
gegeniiber. Erst in der spiteren griechischen Entwickelung kam man
zu einer gleichmifigen Tageseinteilung in 24 Stunden. Die Baby-
lonier begannen den Tag mit Sonnensufgang, die Griechen mit
Sonnenuntergang, die Romer mit Mitternacht, wihrend die heutige

B9 Vgl die beigefigte Tafel, die nach Canros, I®, Hangei (Anm. 40) und
STerNER (Geschichte der Rechenkunst, 1. Teil zu , Pringipielle Dasstellung des
Rechenunterrichtes auf historischer Grundlage”, Minchen und Leipzig 1891,
8. 189} zusammengestellt ist. — 80 R. Worr, Geschichte der Astronomie, Mtinchen
1871, 8. 5. — & Hgesovor, lib. II, cap. 109, ed. Dicrscm, Teuener, Leipzig 1882,
S. 168: ,ablov xai yvduova xai 1a dvidexe wégea Tis Huégns nopd Bafviwriey
uador of "Elnrec.
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Astronomie, wie auch ihrer Zeit dle Amber, Mlttag als Anfangspunkt
nahmen.

Die Zusammenfassung von 7 Tagen zu einer Woche
hat ebenfalls bei den Babyloniern ihren Ursprung:®® Man ordnete
die Tage den siecben bekannten Wandelgestirnen: Sonne, Moud, Mars,
Merkur, Jupiter, Venus, Saturn in dieser Reihenfolge zu, worauf
noch heute unsere modernen Tagesnamen in den verschiedenen
Sprachen hinweisen. In der Bibel finden wir die babylonische Ein-
teilung wieder. Die Romer besaBen einen achttigigen Turnus, indem
immer auf 7 Arbeitstage ein Markttag — npundinae — folgte.
Erst als die christliche Religion unter KonsTANTIN zur Staatsreligion
erhoben wurde, filhrte man auch in Rom die babylonische Woche
ein; der Markt- bezw. Ruhetag wurde auf den Sonntag verlegt
(etwa 825 n. Chr.). .

Das Jahr war urspriinglich ein Mondjahr. DaB die Zeitdauer
der Evdumdrehung, die des Erdamlaufes um die Sonne und des Mond-
umlaufes um die Erde nicht in gan%zahligem Verhiltnis stehen, fihrte
zu den groBten Schwierigkeiten, die erst im Mittelalter in einiger-
maBen befriedigender Weise gelést wurden.

Der Mondumlauf betrigt 29,53059 Tage. Man rechnete anfangs
291/, Tag und mubte dabher, um mit dem Mondumlauf im Einklang
zu bleiben, Monate zu 80 und 29 Tagen, sogenannte volle und leere
Monate annehmen. Bei den Griechen trat diese Ordoung etwa in
der Zeit zwischen Hesiop (um 776 v, Chr.) und SoLoN (um $94 v. Chr.)
ein. Hieraus ergeben sich fiir 12 Monate nur 354 Tage, so daB sich
bald, da das Sonnenjahr 365,24220 Tage umfaBte, eine Verschiebung
der Jahreszeiten bemerkbar machte. Nichtsdestoweniger hielten die
Araber, ohne Riicksicht auf den Sonnenlauf, bis in die Gegenwart
diese Zeitrechnung aufrecht, besitzen also einen beweglichen Jahres-
anfang. Bei den Vilkern des Altertums suchte man dem Ubelstand
durch Einschieben von Schaltmonaten abzuhelfen. Nach verschiedenen
miBgliickten Versuchen, welche in der Zeit nach SorLon in Griechenland
unternommen wurden, schlug METoN (Astronom und Mathematiker zu
Athen) im Jahre 433 v. Chr. vor, 19 Jahre mit 235 Monaten (125 volle
und 110 leere) anzusetzen und zwar 12 Jahre mit 12 Monaten
und 7 zwischen ihnen liegende Jahre mit 13 Monaten auszufiillen,
eine Anniherung, deren Vortrefflichkeit uns am klarsten einleuchtet,
wenn wir das Verhiltnis der Linge eines Monates zu der eines
Jahres

62 Worr, 8. 22 (Apm. 60). ~— Dio Cassius lib. 37 §1 sucht ihren Ursprung
bei den Agyptern, ed. Divorr, Vol. I, Leipzig 1868, S. 211
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29,63059
365,24220

nach dem Kettenbruchverfahren entwickeln und die Nitherungsbriiche

1.2 3 8 11 19 834

12’ 25° 37’ 99' 136’ 235° 4181 *°°
bilden, ¢ unter denen das MEroN’sche Verhiltnis % erst an sechster
Stelle erscheint. Es ist wahrscheinlich, daB der MEeron’sche Cyklus
auf chaldsischen Berechnungen beruht. Karrprus veranlaBte 330
v. Chr, noch eine Verbesserung, indem bei jedem vierten Cyklus ein
Tag weggelassen werden sollte, wodurch die Monatsdauer sich auf
29,681, die Jahrdauer auf 365,250 berechnen lift.%

Schon in sehr frither Zeit waren die Agypter vom Mondjahr zum
Sonnenjahr iibergegangen, indem sie 12 Monate mit 30 Tagen an-
setzten, denen sie 5 Erginzungstage folgen lieBen. Sie erkannten
bald den Fehler von einem viertel Tag, behielten aber trotz-
dem ihre Zeitrechnung mit kurzer Unterbrechung bei. Unter
Proremaecs III EvercerEs (247—222 v. Chr) wurde die bedeut-
same Neuerung vorgenommen, alle 4 Jahr einen Schalttag ein-
zufiithren. Es geschah dies durch das (1866 wiederaufgefundene)
808, Dekret von Kanopus vom T. Miarz 238 v. Chr,%® an dem wahr-
scheinlich der berithmte Geograph EratostrEnEs (276—194 v. Chr)
beteiligt war. Leider lieB man diese wichtige Verorduung nach etwa
40 Jahren wieder in Vergessenheit geraten.

Am schlimmsten war die Unordnung im s&mischen Kalender.
Urspriinglich wohl im Besitze eines reinen Mondjahres von 354 Tagen
mit 4 Monaten zu 31 Tagen, 7 Monaten zu 29 Tagen und einem
zu 27 Tagen, versuchten die Romer durch ziemlich ungliickliche
Einschaltungen mit dem Sonnenjahr im Einklang zu bleiben. Erst
Cagsar's Machtspruch gelang es 47 v. Chr, die nach ihm benannte
julianische Reform mit Unterstitzung des Sosicenes, der auf das
Ptolemiische Edikt zuriickgriff, in die Wege zu leiten (3 Jabre zu
365, 1 Jahr mit 866 Tagen). Nach seinem Tode wurde diese Reform,
die der Senat zuerst in falscher Auffassung in Angriff nahm, durch
AvausTtos richtig durchgefihrt. GemaB der Machtstellung Roms
gelangte sie zu weitester Verbreitung und behielt bis zum sech-
zehnten Jahrhundert ihre allgemeine Giltigkeit, hilt sich sogar noch

§3 R, Wore, Handbuch der Asironomie, Zirich 1890, Bd. I, cap. 802, Anm. c.
— 4 B. Wour, Geschichte der Astr., S. 16 (Anm. 60). — 88 Lgrsrus, Das bilingue
Deret von Kanopus, Berlin 1866, Bd. I, vgl. Canror, I° 8. 813.

2‘
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heute bei den Staaten griechisch-katholischen Bekenntnisses (RuB-
land, Griechenland).

In dieser Reform war das Jahr mit 365,25 statt mit 365,24220
Tagen angenommen. Dies wurde im Laufe lingerer Zeit eine neue
Fehlerquelle. Bildet man fiir den UberschuB ther 365 Tage die An-
nibherungswerte nach dem Kettenbruchverfahren, so erhilt mau %

9 1 1 8 5 6 161
1’ 47 297 38° 227’ 260 147 "7 °

Den Bruch % benutzt CAEsaR, % liegt einem Vorschlag des

ostarabischen Astronomen OmMar Avcmarsami (+ 1123, Bagdad) vom
Jahre 1079 zu Grunde, einen Cyklus von 33 Jahren einzufiihren,
némlich das 4%, 8t%, 12t . ., 28% gls Schaltjahr zu nehmen, statt
des 32t0 aber das 33 zu wihlen.®” Es ergibe dieser Vorschlag
den genauesten iiberhaupt jemals vorgeschiagenen Wert 365,24242.
Im Mittelalter wurden die Vorschlige zur Reform des julianischen
Kalenders immer hiufiger, da der Fehler inzwischen auf 10 Tage
angewachsen war (CusaNus, REgromontanus, Strren). Darch eine
Bulle des Papstes Greeor XIII. vom 1. Mirz 1582 wurde die
Neureform eingeleitet. Unter Mitwirkung des deutschen Mathematikers
Cravivs (15637 Bamberg — 1612 Rom; Jesuit) wurde festgesetzt,
daB der 5.—14. Oktober 1582 gestrichen werden sollte und von
den julianischen Schaltjabhren jedes Sikularjahr, dessen Hunderter
nicht durch 4 teilbar sind, als gewshnliches Jahr zu nehmen sei.
Hierdurch erhielt das Jahr den Wert von 365,24250 Tagen, aller-
dings immer noch mit einem Fehler, der indes erst in 3!/, Jabr-
tausend einen Tag susmachen wird. — Leider lieB die religidse
Spaltung Deutschlands den gregorianischen Kalender nicht allgemeine
Geltung finden. Die evangelischen Teile Deutschlands nahmen ihn,
ebenso wie die Niederlande, erst 1700 an, wo dann der 19.—29. Februar
wegblieb; die fehlenden Teile der Schweiz begannen das Jahr 1701
mit dem 12, Janvar, Dinemark schlob sich 1710, England sogar
erst 1752, Schweden 1753 an.%®

Der Jahresanfang lag im salten Rom an den Iden des Mirz;
er wurde 153 v. Chr. auf die Calendae Januariae verlegt, von wo
wir heute noch das newe Jahr rechnen, war jedoch in der Zwischen-
zeit, namentlich in christlichen Lindern, vielfachen Schwankungen
unterworfen. So begann man in Deutschland in frither Zeit einem

66 Eower, Introductio tn analysin infinitorum, Lausanne 1748, I, 18, § 382. —
67 R. Wowr, Geschichie der Astr., 8. 381 (Anm. 60). — $8 R. Worr, Handbuch
der Astr., cap. 808—309 (Anm. 63).
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Vorschlage des Dionysivs Exieuus (+ um 540, Abt in Rom) zufolge
mit dem 25. Mirz, spiter mit dem 25. Dezember; in England und
Frankreich ging man umgekehrt vom 25. Dezember auf den 25. Marz
tiber. Gesetzlich wurde Neujahr auf den 1. Januar verlegt in Frank-
reich 1566, den Niederlanden 1575, Schottland 1599, England wieder
erst 1752. In Deutschland und in der Schweiz erfolgte der Ubergang
zum 1. Januar im finfzehnten und sechzehnten Jahrhundert all-
mihlich von selbst.%®

Den Beginn unserer christlichen Zeitrechnung legte
Dionysivs Extauus auf das Jahr 753 ab urbe condita, als das
Geburtsjahr Christi, eine Datierung, welcher 604 BowFacius IV.
beitrat. Indessen ist spiter vielfach auf einen Irrtum des Dionysius
bei dieser Angabe hingewiesen worden, so u. a. von dem Astro-
nomen JoHANNES KerLee (1571 Wiirttemberg — 1630 Regens-
burg; Graz, Prag, Linz, Ulm) ,,De Jesu Christé servatoris nostri
vero anno natalitio“, Frankfurt 16067¢ und ,IDiderholter Ausfiifyr-
lidger Tentjdyer Bevidyt, das vmfer Here vnd BHailand Jejus Chriftus
nit nufr ein Jahr vor dem 2Unfang vnferer heutiges Tags ge-
breudyigen Jahrsabl geboren fey, fondern finff ganger Jahr.“ StraB-
burg 16187

Die Vorschriften ilber die Liage des Osterfestes wurden auf
der Kirchenversammlung zu Nicaea auf Anregung Kaiser KonsTanTIN's
325 n, Chr. so geregelt, daB Ostern an dem ersten Sonntage nach
dem Vollmond, welcher der Tag- und Nacht-Gleiche folgt, gefeiert
werden solle. Mehrfachen spiteren Wiinschen, filr das Osterfest
den ersten Aprilsonntag zu nehmen, ist leider nie folge gegeben
worden. In mathematische Form hat Gavss (1777 Braunschweig —
1855 Géottingen) die kirchlichen Vorschriften {iber die Lage des
Osterfestes gebracht.”?

Das Wort Kalender hipgt mit dem romischen calendae, der
Bezeichnung des ersten Tages eines jeden Monates zusammen. Es
ist abzuleiten von calare (x«Atiy = ausrufen) und bezieht sich auf das

89 R. Worr, Handb. d. Asir,, cap. 307. — Tartaauia erz8hlt ip seinem General
trattato, Venet. 15656, parte I, lib. 11, cap. 4, S.182% daB zu eeiner Zeit in Italien
meistens das Jahr mit dem Januar begonnen werde, nur an sinzelnen Orten, wie
z. B. in Venedig, mit dem Mirz; er ziblt demnach auf 1. Marzo, 2. Aprile,
3. Mazzo, 4. Zugno, 5. Luio, 6. Agosto, 1. Settenbrio, B, Ottobrio, 9. Nouembrio,
10. Decembrio, 11. Genaro, 12, Febraro, rechnet dabei in seinem Aufgaben jeden
Monat mit 30 Tagen (S. 182* Z. 3 v. u). — 70 Ges. Werke Kerrer's, ed. Fruscn,
Prankfurt 8. M. u. Erlangen 1863, Bd. IV, S. 175 ff. — 7l Ebendasclbst S. 201 ff.
— 72 vy, Zacw’s Monatliche Korrespondenz, 1800 August — Gaves’ Werke,
Bd. VI, Gattingen 1874, 8. 73 ff.
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dffentliche Ausrufen des Sichtbarwerdens der ersten Mondsichel, mit
deren Erscheinen ein Mopat beginnen solite.

Die Monatsnamen sind dem rémischen Ealender entnommen.
Auf Vorschlag des Marcus Anrtonius wurde der Monat Quintilis,
in welchem CaEsaB geboren war, Julius genannt. Die Uminderung
des Namens Sextilis in Augustus vollzog ein Edikt des Aveustus
selbst (9 oder 8 n. Chr), Gewidhlt wurde der Sextilis nicht ale
Geburtsmonat des AvGUsrus, sondern als der Monat, in dem von
ibm die meisten Siege erfochten worden waren.’®

Die Worter Minute und Sekunde stammen von den Be-
nennungen der sexagesimalen Bruchteile, in welche nach dem Vor.
gang Babylons bei den Griechen die Einheit eingeteilt wurde, In
lateinischen Ubersetzungen, z. B. von der psydin otvrafis (Alma-
gest) des Craupius ProLEMAEUs (griech. Astronom; beobachtete
zwischen 125 und 151 in Alexandria) heilen diese Unterabteilungen:
paries minutae primae und paries minutae secundae (griechisch: moore,
delrepe sc. &Eyxootet).’ Die Spezialisierung der ungleichartigen
Adjektiva minwtae und secundss zu den heutigen termini technici
ist vielleicht schon bei den Indern, die die griechische Trigonometrie
weiterausbauten, sicher bei den Adrabern eingetreten, wie eine frih-
mittelalterliche (zwélftes Jahrhundert?) Ubersetzung des Rechen-
buches des MumamuED 18BN Musa ALcHwamizMI (arab. Astronom aus
dem Anfang des neunten Jahrhunderts; Bagdad, Damaskus) oder
einer Bearbeitung desselben erzihlt.’®

2. Die WinkelmaBe.

Die Einteilung des Kreises in 860 Teile weist nach
Babylon. Man hatte dort ein Jahr von 360 Tagen aufgestellt und
teilte non den vermeintlichen Kreisweg der Sonne um die Erde in
360 Abschnitte, so daB man das Vorrlicken der Sounne fir je
einen Tag erhielt.”® Eine folgerichtige, nur durch ihre Entstehung
verstindliche Verbesserung der Kreiseinteilung fillt uns bei den

73 Canron, Die romischen Agrimensoren, Leipzig 1875, S, 82, — 7¢ ProLEmaEDS,
ed, Hara, S, 38ff,, Sehoentafel am Ende des lib. I, cap. 9 (Anm. 383). —
75 Trattati 4'Avithmetica I, 8. 17 (Anm. 29): ,,Sed indi posueruni evitum
partium suarum er seraginta; diusserunl enim unum tn LX partes, quas
nominguerunt minwta. Iterum unum guodque minutum in LX paries quas
wocawerunt secunda™. ,Aber die Inder nshmen den Ausgangspunkt ihrer Unter-
sbteilungen bei der Zahl 60; sie teilten ndmlich die Einbeit in 60 Teile, welche
sie Minuten nannten, wiederum eine jede Minute in 60 Teile, welche sie Sekunden
nannten. — 78 Canror, IV, S. 92.
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Chinesen auf, welche gem#B der genauer gefun&enen JahresgroBe
den Kreis in 365'/,° zerlegen,””

In Babylon ist auch der Ursprung fiir die Bildung weiterer
Unterabteilungen zu je 60 zu suchen, fir welche die spitere Zeit
die Bezeichnung Minuten und Sekunden gebrauchte (vgl. S. 22).

Man kann verfolgen, wie diese Sexagesimalteilung nach Griechen-
land vordrang und sich dann als wissenschaftliche Bruchteilung
eine Weltstellung zu erringen wuBte, die sie erst im fiinfzehnten
und sechzehnten Jahrhundert n. Chr. an die Dezimalteilung abtrat
(siehe Dezimalbruchrechnung S. 86 ff.). — Der groBe griechische Astro-
nom ARISTARCH vON Samos (erste Hilfte des dritten Jahrhunderts
v. Chr,, Alexandria), der zuerst die heliozentrische Lehre aufstellts,
giebt in seiner Schrift ,msp: peye?ar xwi amocryudrov Hiiov
et oeljyng (Uber die Groie und Entfernung von Sonne und Mond)
die Distanz von Mond und Sonne am Himmelsgewtlbe zu der Zeit,
wo uns der Mond genau halb erscheint, auf: ,/,, des Viertelkreises
weniger als ein Viertelkreis“’® an, also noch nicht in der kurzen
Form 87° der etwas spiiter lebende ArcHiMEDES (287—212 v. Chr,,
Syrakus) nimmt in der Sandrechnung (vgl. S. 5) den Sonnendurch-
messer auf 1/, bis !/ . des Quadranten an;’® nach ErarTosTHENES
(276 Kyrene — 194 Alexandria, Geograph) betrigt der Abstand der
beiden Wendekreise !/, des Umkreises®® — alles Angaben, die
gicher in der viel einfacheren Gradeinteilung gegeben wiren, wenn
dieselbe zu dieser Zeit in Griechenland bekannt gewesen wiire.
Zum erstenmal in griechischen Schriften ist die Einteilung des Kreises
in 360 Teile in dem dwepogixds (Von den Aufgingen der Gestirne)®!
des HypsiRLES VvON ALEXANDRIA (um 180 v. Chr) benutzt; zur Zeit
des Astronomen HirparcE voN Nikia (beobachtete zwischen 161
und 126 v. Chr. in Rhodus) war sie stiindig in Gebrauch.

Wir erkennen daraus, daB um 200 v. Chr. die Kenntnis der
Sexagesimalbriiche von Babylon nach Alerandric gekommen sein und
schoell allgemeine Anerkennung gefunden haben muB., Damit waren
sie in die wissenschaftliche Welt eingetreten und wurden nun All-

77 Canroe, IY, S, 639, — 78 Ausgabe (mit kritischen Berichtigungen) von Nizze;
Programm des Stralsunder Gymnasiums 1856, S.5, ®soic 4.5 vgl. auch die
Ubersetzung von A. Nozk, Freiburger Lyceum, Programm 1854; ein Auszug
tindet gich in der Sammlung des Parpus, Collectiones, Buch VI, § 69 £, ed.
Houvrscn, Berlin 1876—1878, Bd. 11, 8. 554 ff. — 79 ApcEmep, Waupirng 16.;
¢d. Heieero, (Anm. 6) Bd. II, 8. 254, Z. 8—17; Nizzg, 8. 218, § 4. — 80 R. Worr,
Gesch. d. Astr., 8. 130 (Anm, 60). — R. Worr, Handb. d. Astr,, I, cap. 57, Anm. ¢
(Aom. 63). — 81 Canror, 1°, 8. 944.



24 Die Mafe.

gemeingut der Astronomen. lhrer bedienten sich nach griechischem
Vorbilde die Araber, ihrer dis Astronomen des Mittelalters, Hier
erscheinen sie als minuiige phisicae oder philosophicae im Gegensatz
zu den minufiae vulgares;%? der Rechnung mit ibnen werden in den
mittelalterlichen Lehrbiichern besondere Kapitel gewidmet oder gar
ganze Lebrbiicher fiir sie verfaBt, wie noch um die Wende des
sechzehnten Jahrhunderts durch Kasear Prucee (1525—1602).9
Ibhr Urteil war gesprochen, als die Vorkdmpfer deutscher Mathe-
matik Georg vON PEURBACH (1423—1461; Professor an der Univ.
Wien) und REecromonTaNus (Jomannes MiLLER aus Koénigsberg in
Franken 1436 — Rom 1476; Wien, Italien, Niirnberg) zur Dezimal-
teilung tbergingen. Noch im siebzehnten Jahrhundert finden sich
in Tabellenwerken Umwandlungstafeln der Sexagesimalbriiche in
Dezimalbriiche. Nur historische Reminiscenzen sind s, wenn in
spiteren Werken besondere Abschnitte iiber Sexagesimalbriiche er-
scheinen, 84

Die anerstrebenswerte Einteilung des Kreisquadranten in
100 Teile tritt zuerst in einer geographischen Abhandlung von 1446
(miinchener Handschrift) auf,%® dann in den spiter anzufihrenden
logarithmisch-trigonometrischen Tafeln (siehe Logarithmen; Teil IV. A),
welche Bricas (15566 Halifax — 1630 Oxford; Professor am Gresham-
College zu London, zuletzt an der Universitit Oxford) bei seinem
Tode hinterlieB. Sie erschienen 1683 in der Trigonometria Britannica
von GELLIBRAND im Druck, leider zu spit, um die Mathematiker
zum Ubergang zur Centesimalteilung zu zwingen; die vorher (1620)
erschienenen Tafeln GUNTER's halfen dem dringenden Bediirfpis
nach trigopometrisch-logarithmischen Tafeln ab, obne da man
sich an die Centesimalteilung zu gewdhnen nétig hatte. — Ein neuer
Versuch wurde zur Zeit der franzdsischen Revolution gemacht, zum
Teil auf Verwendung von Lacranee (1736 Turin — 1818 Paris;
Turin, Berlin, Paris). Man begann die Umrechnung der vor-
handenen Tafeln; die in Frankreich am gebriiuchlichsten gewordene
Canrkr’sche Tafel (Paris 1795) flihrte beide Teilungen. Doch verlief
auch diese Bewegung im Sande. Erst in der Neuzeit ist ein kleiner

82 Z, B. bei Jorpaxus Nexorarive (Deutscher, 1 1287, Ordensgeneral der Domini-
kaner) im Algorithmus demonstratus, ed. Scréner, Nitrmberg 1534, IL Teil
(v. d. Bridchen), Einleitung. — 83 Canror, II°, 8. 609. — 8¢ vgl. Kagstey,
Lehrbegriff der gesamten Mathematik, Greifswald 1768, Bd. II, Abschn. 5. —
86 S Guntuer, Studien zur Geschichte der mathematischen und physikalischen
Geographie, Abhdlg. 1V : Analyse einiger kosmographischer Codices der Miinchener
Hof- w. Staatsbibliothek, Halle 1878, & 11, 8. 249. — Canror, II%, S. 185. —
R. Wour, Handbuch der Astr., I, cap. 57, Apm. ¢ (Anm. 63).
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Schritt zur Besserung gethan worden, indem man wenigstens die
Sekunden verwirft und die Minuten dezimal teilt.

Das Wort Grad fithrt auf die arabischen Ubersetzungen der
ptolemiischen peyddy oivrafic (Almagest) zuriick. ProLEMAEUS
(griech. Astron., beob. zwischen 125 u. 151 n. Chr. in Alexandria)
hatte den Durchmesser in 120 Teile (porped) und diese dann, seinen
Vorgingern folgend, sexagesimal weitergeteilt (vgl. S. 22). Die Araber
wihiten fir die Hauptteile das Wort dargjeh, welches wortlich
weiter ins Lateinische fibersetzt zu scala, gradus wurde., Das
franzosische degré s0ll noch die direkte Abstammung vom arabischen
Wort verraten, 3¢

Das Symbol ° fiir Grad (z. B. 60% beruht auf der Gewohn-
heit des Mittelalters, bei der Sexagesimalteilung die Minuten mit ’,
die Sekunden mit einer ™ (z. B. 23' 45") zu kennzeichnen (vgl. auch
Dezimalbruchrechnung 8. 92); folgerichtig muB dann an die Grade
eine Null geschrieben werden. Einen rechts oben herangeschriebenen
Accent fir Minuten, einen doppelten fir Sekunden batte bereits
ProLEMAEUS in seinen Tabellen verwendet.®?

3. Die DezimalmaBe.

Das Verlangen nach dezimsaler Wihrung stellte zuerst der
Holldnder Smon STEvIN (1548 Briigge — 1620 Leiden; Kaufmanp,
spiter im Staatsdienst als Ingenieur) in einer La Disme betitelten
Abhandlung seiner Practique d’Arithmétique von 1585.%° Er ermahnt
in derselben die Regierungen, das Ihrige dazu zu thum, daB das
dezimale Rechnen Eingang finde und fordert dezimal geteilte Miinzen,
MaBe und Gewichte, Wenn auch fir die Gegenwart sich nichts
erreichen lasse, so hoffe er, daf ein kinftiges Menschengeschlecht
seinen Plan verwirklichen werde, da es sich die damit verbundenen
Vorteile nicht entgehen lassen konne.

Welch Zeitraum muBte verstreichen, um den Wunsch dieses
geistvollen Mathematikers zu erfiillen! Wieder ist es die franzdsische
Revolution, die im Sinne Stevin's die grofe Reform in Angriff
nahm und durchfibrte. Einem Antrage TaLLEYRaND’s zufolge, ver-
suchte 1790 der Konvent mit England sich {iber ein neues Miingz-,

88 30 NeseeLManw, Versuch einer kritischen Geschichte der Algebra der Griechen,
Berlin 1842, S. 137, dem sich Cantor, IY, 8. 121, Anm. 2 nicht anschlieBt. —
87 Proremicvs, Almagest, lib. I, cap. 9 Sehnentabelle, ed. Harma, S. 38 ff
{Anm. 38). — 88 Tes ceuvres mathématiques de Simon Stevin, augmentées par
Avs. Girarp, Leyden 1634, 1, S, 212—218, Article VI SchluB.
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MaB- und Gewichtssystem, das fur alle Volker annehmbar sei, za
einigen. Da England ablehnte und sich auf Grund der Pendellinge
von Greenwich ein eigenes System aufstellte (1 Yard = 3 engl. FuB
= 0,91439 m), so mubBte Frankreich allein vorgehen. Eine zu dem
Zwecke eingesetzte Kommission, der u. a. LarLacE, LAGRANGE,
Monce angehorten, verwarf auf Antrag des ersten das Selkunden-
pendel, weil ,,die Mafeinheit nicht von heterogenen Elementen
wie Zeit und Schwere abhipgen diirfe“ und schlug in ihrem
Mémoire sur le choiz dune unité de Mesures® den zehnmillionsten
Teil des Meridianquadranten als Lingeneinheit vor. Der Konvent
machte diesen Antrag zu dem seinigen und beschloB, um das Meter
moglichst genan zu definieren, eine neue Gradmessung vorzunehmen.
Auf Grund der erhaltenen Resultate wurde durch Dekret vom 24. April
1799 die neue Miinz-, MaB- und Gewichtsordoung verfiigt. Als Ur-
maf wurden zwei Meterstibe aus Platin, das eine fiir die Archive,
das andere fiir das Observatorium angefertigt. Spitere Rechnungen
von DELAMBRE und BEssEL zeigten, daB das gewihlte UrmaB etwas
kleiner ausgefallen war, als es seiner Definition nach sein sollte,
Nachdem das neue metrische System bereits in Italien und der
Schweiz angenommen war, wurde es am 17. Angust 1866 im nord-
deutschen Bund, am 1. Janoar 1872 in ganz Deutschland eingeftihrt.
Kopieen der franzosischen UrmaBe, deren Genauigkeit von besonderen
Kommissionen gepriift wurde, befinden sich im Besitze der preuBischen
Regierung.

Am 4, Dezember 1871 war das Gesetz itber die Ausprigung
der deutschen Reichsgeldmiinzen erlassen worden; ihm folgte am
9. Juli 1873 ein weiteres Gesetz, welches die alten Liandeswihrungen
suBer Kraft setzte.?®

C. Die ganzen Zahlen.

1. Das Rechnen mit ganzen Zahlen,
I. Das Kopfrechnen.

DaB bei tieferem Kulturzustand der Vilker das Kopfrechnen
einen viel hreiteren Raum einnimmt, als das schriftliche Rechnen,
liegt auf der Hand. Das Rechnen im Kopfe ist sogar zunichst das
einzig vorhandene, wird dann bei fortschreitender Kultur durch Be-
89 Hiet de 1'acad. de Parie 1788 (gedruckt 1791), 8. 7—16. — 90 Vgl. R. Wour,

Handbuch der Astronomie, threr Geschichte und Litteratur, Zirich 1892, Bd. II,
cap. 426. — SteERSER, S. 360—364 (Anm. 59},




Das Kopfrechnen. 217

nutzung Aulerer Merkzeichen unterstitzt und so zu weiterer Ver-
vollkommuoung gebracht.

Ganz besonders ist das Rechnen der Inder ein reines Kopf-
rechnen; seiner hohen Ausbildung verdankt man die sinnreichen
und kurzen Rechenmethoden, deren sich die moderne Zeit bedient.
Die Teilresultate, die der indische Rechner im Kopfe erhielt, wurden
auf weiBen, mit farbigem Sande (Staub) bedeckten Tafeln notiert,
um beim Weiterschreiten in der Rechnung ausgeléscht und durch
die fortgefihrten Zahlen ersetzt zu werden.®!

Auch das frihmittelalterliche Fingerrechnen, welches uns BEpa
(672—1T735, Girvey, Kloster an der Grenze Schottlands) in einem
Kapitel seiner Zeitrechnung ,,De femporum ratione®® tiberliefert, ist
nichts als ein durch Fingersymbole unterstiitztes Kopfrechnen, das sich
anscheinend durch miindliche Uberlieferung und Liehre ausgebildet hatte.

Anderseits wird aber auch wieder bei Véolkern, die auf dem
Hohepunkte der Kultur stehen, dem Kopfrechnen ein bedeutsamer
Platz angewiesen, und zwar aus methodischen Grundsitzen. Es ist
iiberliefert, daB in den romischen Schulen die Knaben im Einmaleins
vnterrichtet warden. Immer und immer wieder ermahnen die Ver-
fasser mittelalterlicher Rechenbiicher, das Einmaleins so fest wie
mbglich dem Gedachtnis einzuprigen.®® Welch hoher pidagogischer
Wert uns heut im Kopfrechnen entgegentritt, ist hier nicht der Ort
auseinanderzusetzen.

Der erste, der methodische Ubungen im Kopfrechnen, als Vor-
ibung des schriftlichen Rechnens, anstellte, ist Taxraarra (1500
Brescia — 1557 Venedig), jener aus dem Streite um die Prioritit der
Liésung kubischer Gleichungen bekannte italienische Mathematiker.
Seine Ansichten und Forschungen hat er im , General trattato di
numers ef misure” (1556—1560 Venedig) niedergelegt, dem besten
Handbuche seiner Zeit. Er schickt der Behandlung der Spezies
Recheniibungen, enthaltend das Einsundeins, Eingvoneins, Ein-
maleins und Einsdurcheins voraus; seine Forderungen an das
Kopfrechnen sind sogar so groB, daf er das Einmaleins bis zur 40

81 In diesem Sinne wird die Uberschrift einer kleinen westarabischen Abhandlung
»Einleitung zum Staub- und Lnftrechnen verstindlich, in der mit dem letzteren
dus reine Eopfrechnen gemeint ist; vgl. Canroe, I°% 8. 767. — 92 8, GONTHER,
Geschichte des mathematischen Unterrichtes, § 8 (Anm. 48); Canros, I% 8. 778.
— 93 Vgl das &lteste groBere gedruckie Rechenbuch von Jou. Wmmans von
Eger 1489 (Anm. 55) Blatt 15 (unpaginiert):

»Eerfl wol it vleiff daf eyn mal eyn

S30 wirt dir alle Rednung gemeyn.’ u. a,



28 Die ganxen Zahlen.

iibt, daB er Multiplikationen von 1 bis 20 mit beliebigen zweistelligen
Zahlen im Kopfe auszufithren verlangt.

Viel Zeit verstrich, bis das Kopfrechpen wirklich in den Schulen
als getrennte methodische Ubung eingefihrt wurde. KErst der Mitte
des achtzehnten Jahrhunderts war es vorbehalten, dieser so wichtigen,
in der Entwickelung des Rechenunterrichtes vielleicht wichtigsten
Lehrform die ibr gebuhrende Geltung zu verschaffen, und auch das
erst nach manchen Irrungen. HuBscn, der sich in seiner Arithmetica
poriensis 1748 energisch fiir dasselbe ins Zeug legt, stellt es noch
hinter das schriftliche Rechnen, indem er seinen Wert allein fiir
das praktische Leben sieht. Busse (1786) betrieb es parallel dem
schriftlichen Rechnen, aber immer noch als besondere Anwendung
desselben. 1790 erschien das erste, dem Kopfrechnen selbst ge-
widmete Buch ,,Anleitung rum Kopfrechnen in Verbindung mit schrift-
lichem Rechnen von G. H. BiERMANN, bestimmt fiir das Schullehrer-
seminar in Haonover; doch erst KoEHLER 1795 ,, Anleitung sum Kopf-
rechnen in Verbindung mit der daxu erforderlichen Methode xum Gebrauche
fisr Lehrer stellte es an die richtige Stelle vor das schriftliche
Rechnen, und babnte daduorch der neueren Unterrichtsmethode
den Weg. %

2. Das schriftliche Rechnen.
a) Die Spezies im allgemeinen.

Der Umfang dessen, was als Grundstock des Rechnens ange-
sehen wurde, war ein sehr verschiedener in den einzelnen Ent-
wickelungsepochen. @alt bei den Indern selbst das Ausziehen der
Kubikwurzeln als noch zu den elementaren Rechenoperationen ge-
horig,** so warem im Gegensatz dazu bis zum Anfang des sech-
zehnten Jahrhunderts in Deutschland die Anforderungen so gering,
daB selbst auf Universititen sich der Unterricht nur bis zur Bruch-
rechnung oder der Regeldetri erstreckte. Ein Rechenbuch des
Geore voN PrurBacH (1423—1461, Professor an der Universitit
Wien), welches nach dem Zeugnis des Grammareos (Rechen-
buch von 1518 S. a), verso, Z. 12—13%)  gemadyt fei fiir die jungen
ftubentert der hohen fdul u IDien”, enthilt etwa dasjenige Rechen-
pensum, das heutzutage ein zehnjahriges Kind beherrscht.®® Bis
zu welcher Hohe im Gegensatz dazu versteigt sich anderseits wieder

94 Unaer, S. 168, § 90 (Anm. 54); Sternee, 8. 985—392 (Anm. 59), — 98 Bei
Buasgana (geb. 1114); vgl. L. Rooer: L’algébre &’ Al-Khdrizmi et les méthodes
indienne et grecgue, im Journal Asiatique, Paris 1878, serie VII, t. XI, 8. 21,
— 96 Unger, S. 25 (Anm. 54).
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der Begriff der Elementarmathematik, wenn man sich heut auf
eibzelnen hioheren Lehranstalten sogar an Differential- und Integral-
rechnung u. a. heranwagt!

Ebenso verschieden war die Auffassung, welche Rechenverfahren
als sogenannte Spezies® zu betrachten seien. Man kann behaupten,
daB die Zahl der unterschiedenen Spezies im umgekehrten Verhilt-
nis zu der Héhe der vorhandenen mathematischen Kenntnis steht.
Wir finden bei dem mathematisch durchgebildeten Volk der Inder
sechs Rechenoperationen® als (Grundverfahren gelehrt; Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierung, Radizierung, der
die neuere Zeit nur noch das Logarithmieren beifigt. Wir finden
in der Zeit des Daniederliegens mathematischer Wissenschaft im
dreizehnten Jahrhundert bei JomaxNEs DE SacroBosco (+ 1266,
Lehrer der Astr. und Math, in Paris) im “tractatus de arle numerandit 1
neun Rechnungsarten, welche uns auch in spiteren Jahrhunderten
noch lange entgegentreten: 1. Numeratio (Zihlung), 2. Additio (Zu-
sammenthuung oder Zusammenraytung), 3. Subtractio (Abziehung),
4. Duplatio (Zwiefachung), 5. Multiplicatio (Mannigfaltigung, Viel-
machung, Mehrung), 6. Mediatio (Halbmachung, Zweiteilung), 7. -
visio {Teilung), 8. Progressio (Firzahlung, Aufsteigung, Fortgehung),
9. Radioum extractio (Ausziehung der Wurzeln). In Klammern bei-
gesetzt sind die spiter in deutschen Rechenbiichern iiblich gewordenen
Bezeichnungen.®® Dabei umfaBt die Progressio nur die Addition

87 Das Wort species in der- Bedeatung ,,Grundrechnungsurt tritt zuerst in
einem Codexr des Klosters Salem (um 1200), verdffentlicht von M. Cantor (Zeit-
schrift f Math. und Physik, Bd. X, S. 8 Z. 2 in ,,Uber einen Codex des Klosters
Salem™) auf, auch Jonannes bE Sacmomosco (} 1256) kennt es bereits (Haru-
wELL, Rara math, 8.2, Z.4 v. u.; Aom. 15); es ist gewiB viel &lteren Ur-
sprunges. — %8 Die deutschen termini nach Fruix MUuLea, Zeitschrift f. Math.
u. Pbye., Suppl. 1899, S. 819. Die bei den griechischen Mathematikern {ib-
lichen Warter sind die folgenden:

Euklid Heron Pappus (Ende des Diophantus(IILbis
(um 800 v, Cbr.) (I Jahrh. v. Chv.) IIL Jahrh. o. Chr.) IV. Jahrh, n. Chr)}
Addieren: mpogn- ownSévar= qurnedérae ngocTFEvae
$évae=hinzusetzen zusammensetzen agosridivor (oVrSs0is)
poyyévae=mischen
VU IIYaL =
zussmmenra.
Subtrahieren:dpai- dpowgeir, Gpaigeiv, dpmgsiv (Differenz vgpoegsiv
pslvmwegnehmen drelaipsiv = =NAspis) (Inegoys, apalpsots)
wegnehmen

alpesy=sufheben

nmogexfiidsey (mehr
geom.)mwegwerfen
Aapfivsy = nehmen
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der Reihe der natiirlichen Zahlen, wenn es hoch kommt, auch noch
die der geraden und ungeraden; die Extractio war meistens nur das
Ausziehen der Quadratwurzel. In der Numeratio wurde das Zahlen,
Lesen und Schreiben der Zahlen gelehrt; einigermaBen verstandlich
ist noch die Auffassung als besonderer , Lehrgegenstand”, wenn man
den allmshlich immer weitere Kreise erfassenden Kampf zwischen
rémischer und arabischer Zahlenbezeichnupg beachtet. DaB aber
Duplatio und Mediatio selbstindig neben Multiplikation und
Division erscheinen, wird nur aus dem historischen Zusammenhang
in der Gesamtentwickelung des Rechnens veratindlich.

Der Ursprung der Duplatio scheint altégyptisch zu sein. Multipli-
kation als solche war den Agyptern unbekannt; sie behalfen sich
mit fortgesetzter Verdoppelung und Addition .so erhaltener Teil-
resultate. Sollte z. B. mit 13 multipliziert werden, so berechnete
man das Zweifache, Vierfache, Achtfache und bildete die Summe
der beiden letzten Vielfachen, der man dann noch das Einfache hin-
zuftigte.” Ahnlich verfuhr eine angeniherts Division, bei welcher fiir
den Fall eines nicht ganzzahligen Quotienten fortgesetzte Halbierung
vorgenommen werden muBte, Die Griechen schufen sich zwar eine
echte Multiplikationsmethode, benutzten aber diese #gyptische
Methode ebenfalls,!®® erstere vielleicht mehr im wissenschaftlichen,
letztere im praktischen Rechnen. Als besondere Rechenart wird die
Duplatio und Mediatio zum erstenmal hervorgehoben in dem Rechen-

Fukld Heron Pappus (Ende des Diophantus(ILL bie
{(wm 800 v. Chr) (L. Jabrh. v. Cbr,) 1IL Jakrh, o, Chr.) IV, Jabrh. o. Chr.)
Multiplizieren: molv-, moddanmlaoid- nollemdaowiley, noldandaotialsy
nolvndaoikiey = {aev. Passiv.yiyveo- ovpnolland. Pase.  (modvmlaowropis)
vervielfiltigen Seaiénivva(werden yiyrsodar éni rova
gegen,z. B.5 gegen (Product: & yevé-
8 wird 15) peros Goiduds)
Dividieren: durch uegilsww =teilen uegilery pspilery
psTQEiy = messen er- (Divisor = papuods)  (Adyos, uepouds)
setzt Quotient=24 &x ro¥
peguopod
Quadrieren: — ¢’ ép dovra yiyve- — éy covidy modla-
ot ... =das Qua- mhaoualey
drat von 3 et ... (rergéyovos)
(3 in sich selbst)
Quadratwurzel Ty TATQayW@IINGY — nlevpd
ziehen: —  nlevgiy Acufiavewy

= die RSeite des

Quadrats nehmen

(ed. HuyrTecn, 8. 151
Z. 24).

9% Canror, Ib 8. 46, 47. — W00 Caxron, IY S. 304,
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buch des Ostarabers MumammED 1BN Musa ALcEWARIzZMI (Anfang
des neunten Jahrhunderts n. Chr.; arab. Astronom, Bagdad, Damas-
kus),'°! welcher in der Hauptsache nach indischen Mustern arbeitete.
In Anbetracht dessen, daB man npirgends bei indischen Mathe-
matikern Duplatio und Mediatio findet, kann nur griechischer, also
indirekt agyptischer EinfluB hierfir maBgebend sein. Da auch
andere arabische Mathematiker diese Sonderstellung der Duplatio
und Mediatio lehrten, st es bpicht verwunderlich, daB sie in das
grundlegende Werk des Jompanus Nemomarivs (Deutscher, + 1237,
Ordensgeneral der Dominikaner),*®* das aus arabischen Quellen
schopfte, gelangte, wihrend freilich das gleich hochbedeutende
Werk des LironaBpo von Pisa (liber abaci, 1202) diese Abtrennung
von der Multiplikation und Division nicht kennt, sei es, daf ihm
arabische Quellen rein indischer Farbung vorlagen, sei es, daB er
in selbstindiger {Jberlegung mit Absicht die Streichung vorgenommen
hat. Die bei weitem griBere Verbreitung hatte das Werk des
JorpaNus, schon dadurch, daB sich lange Zeit die Wissenschaft
nur in den Kldstern aufhielt, in denen selbstverstindlich die Autori-
tit eines 8o hochgestellten Geistlichen, wie Jorpawus, ausschlag-
gebend war. Und als die Wissenschaft allmihlich verweltlichte,
wurde immer noch der alte Zopf mitgeschleppt; keiner wagte oder
verstand das Althergebrachte zu bessern. Die Summa!®® von 1494
des Luca Pactvorno (ungefihr 1445 Borgo San Sepolero — 1514
Florenz; Franziskaner, Lehrer d. Math. an verschiedenen Univers.
Italiens), der ebenso wie LEoNaRDO von Pisa mit kaufménnisch-
praktischer Bildung vertraut war, verwarf zuerst ausdriicklich die
Duplatio und Mediatio, da sie Spezialfille der Multiplikation und
Division seien. In Deutschland lieB sie zum erstenmal der Wiener
Universitatslehrer GrammaTeUs (+ 1525) in dem Rechenbuch von
1518 weg;2* besonders energisch wandte sick GEMMs Fristus
(1508—1555; Friesland, Lowen) gegen die Vertreter der alten
Richtung (lat. Rechenbuch von 1540). Ihm verdankt man auch den
ersten Versuch einer Definition von Spezies: Pocamus autem species
cortas operandi per numeros formas — wir nepnen species gewisse
Arten, mit Zahlen zu rechpen.104

W0 Vgl eine lat. Ubersetzung derselben, Algorithmi de nwmere Imdorum,
Trattati d'Aritbhmetica, I, 8. 10 (Apm. 28). — 02 Ajlgorithmus demon-
stratus, Teil I, Kap. X u. XI (Anm. 82), — 103 Summa, S, 19%, Zeile 15—16
(Anm. 10). — 104 Ausgabe v. 1544, Arithmeticae practicae methodus facilis,
per Gemwax Frisiow, Vitebergae, pars prima, De additione prima specie
{unpaginiert).
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Den letzten Ausliufer der alten Duplatio und Mediatio erkennt
man noch im achtzehnten Jahrhundert. In Came. v. WoLFrF's (1679
Breslau — 1754 Halle, Prof. math,) ,, Anfangsgriinden%, deren erste
Auflage 1710 erschien, ist im § 58! eine Anweisung gegeben,
ohne auswendig gelerntes Einmaleins zu multiplizieren, allein aunf
Grund der Duplatio und Mediatio. Ist mit 3 zu multiplizieren, so
nehme man das Duplum und Simplum, bei 4 das Duplum dupli,
bei 5 das Dimidium Decupli u. 8. { bis zum Neunfachen. Durch
diesen Ersatz wird es ermoglicht, selbst mehrzifirige Zahlen zu
multiplizieren; in § 61 wird auch eine Division gezeigt. Das auf
viel hoherer Stufe stehende Werk Kistver's (1719 Leipzig —
1800 Gottingen; Prof. math. in Leipzig, Gottingen) gleichen Titels
— erste Auflage 1758 —, welches das WoLrF'sche Buch allmihlich
verdriingte, enthilt diese Methode nicht mehr.

Auch in der Reihenfolge der Spezies sind mit zunehmender
Erkenntnis Verschiedenheiten festzustellen. Wihrend KoEBEL (1515)
die Gleichwertigkeit der vier Spezies Addition, Subtraktion, Multipli-
kation, Division hervorhebt, sucht GrammaTEUS (1518) die Zusammen-
gehorigkeit der Addition mit der Multiplikation und der Subtraktion
mit der Division zu betonen und ordnet demgemif: Addition,
Multiplikation, Subtraktion, Division.!0¢

Was die Behandlung der Spezies im allgemeinen betrifft,
so waren methodische Grundsitze in derselben wiahrend des Mittel-
alters nicht vorhanden. Nor TarracLia (vgl. S. 27) bereitet den
Unterricht in den Spezies durch Voriibungen, unser heutiges Eins-
undeins, Einsvoneins, Einmaleins, Einsdurcheins, vor.'” Sehr
héufig geben die Verfasser der Rechenbiicher ftir die einzelnen
Rechenarten moglichst viel Verfahren an, schon um wit ihrer Ge-
lebrsamkeit zu prahlen; in der Praxis aber hatten sich bald be-
stimmte Verfahren heransgebildet, wie wir im folgenden sehen
werden. Auch die #ubere Behandlung der Rechenaufgaben in
Schrift und Anordnung lieB viel zu wiinschen ibrig. Liner der
wenigen, die hierauf acht zu geben empfehlen, ist wiederum GraM-
MATEUS: ,Bab vleis das die figuren gleid) ften Sbereinander | alfo das
die crfte fei gefasst {iber die erfte vnd die ander iiber die ander etc. und
ein linient bavunter gesogenm, under weldie wirdt gefast die funtme,” 1

W06 Auflage von 1750, 8. 61. — 106 Rechenbueh von 1518 (Apm. 24), un-
psginiert: Addition Blett 5 (Signatur %), Multiplikation Blatt 6—89, Subtraktion
Blatt 10, Division Blait 11. — 107 General trattato, 1556—1560, Parte I, S. 7,
bezw. . 13* u. 13%, 8. 18°—20°, &, 28* u. 28°, — 108 Reebenb. von 1518 (Anm. 24),
Blatt 9[“] {Sigllatl.lr).



Das schwiftliche Rechnen. 38

empfiehlt er bei der Addition apgelegentlichst. Erst mit dem acht-
zebnten Jabrhundert werden diese Ermahnungen dringender. Den
lautesten Ausdruck giebt dem Streben nach Ordnung und Saunberkeit
im Schreiben der Aufgaben und Ausrechnungen J. G. Hissca, Lehrer
der Mathematik in Plorta (drithmetica portensis Leipzig, 1748). Seine
Ratschlige sind noch heutzutage durchaus mafBgebend. Husscr
fordert die schriftliche Ausfibhrung der Exempel reinlich, ohne
Rasur und Korrektur, deutlich in genigender GroBe und sicherer
Linienfithrung der Ziffern, ordentlich mit dem ndtigen Raum
zwischen den einzelnen Ziffern, Zahlen und Aufgaben und gehériger
Verteilung der Rechnungen, wie mit entsprechendem Hervorheben
durch Unterstreichen.}%?

Eigentliche Operationszeichen benutzen die Elementarbiicher
bis zum Ende des siebzehnten Jahrhunderts selten. Die Zeichen +
und — treten zwar vereinzelt auf bei Wipmann (1489), RupoLrr
(1532), Stiren (1545), Rrese (1550); man merkt jedoch dem Ge-
brauch an, daB sie fremde Giste aus der eigentlichen Mathematik
sind (sieche Algebra II, A. 2). Sie deuten selten Operationen an,
meistens nur ein Zuviel oder Zuwenig. Die Verwendung zu
Operationszeichen findet sich z. B. im Rechenbuch von Ersewmur
(Augspurg 1538) einmal, wie aus Versehen, bei der Addition von
Briichen, tritt aber in demselben Buch am Schlufl, wo als Appendix die
regula falsi, die der eigentlichen Mathematik entnommen ist, gezeigt
wird, sofort in ausgedehntem MaBe auf. Im siebzehnten Jahrbundert
wird die Benutzung der Zeichen in der Elementarmathematik hiufiger;
so hahen + und — in der Rechenschule von REcHER (Augsburg
1692) durchaus den Wert von Rechenzeichen.!'® Erst durch die
popularisierenden Werke des achtzehnten Jahrhunderts von Sturm,
Wovrrr, KisTNER w a., gewShnlich mit dem Titel ,, Anfangsgriindes,
in denen Abrisse des Gebietes der Gesamtmathematik in oft zn
weitgehender Beschrinkung gegeben wurden, erhielten die mathe-
matischen Operationszeicken allmihlich anch im einfachen Rechen-
pensum Biirgerrecht.

Eine auf #lteste Zeiten zuriickfibrbare Gewohnheit war die,
bei jeder Rechnungsart Proben anzugeben. Bis in die neueste
Zeit hat sich die altindische, so oft als unzuverlissig erkannte
Neunerprobe gehalten. Mit welcher Uberzeugung wurde sie immer
und immer wieder empfohlen und gelebhrt, nachdem ihre Unzuling-
lichkeit durch bessere Geister lingst gezeigt war! Sogar eine Siebener-

109 Ungen, S. 163 (Anm, 54), — %0 Sreeyes, S, 281 (Anm. 59).
TRoPFKE, Geschichte, T. 8
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wendung viel mehr Zeit beanspruchte als das einfache Nachrechnen.
Ruporrr (15632) und Apran (1527) geben Proben mit 6, 7 und 8,
Fiscees (1559) sogar mit 5, 6, 7, 8, 9, 1115 — Nur historisch ist
wiederum die Ubung der Neumerprobe verstindlich. Bekanntlich
rechneten die Jnder auf weiBen, mit farbigem Sand bedeckten Tafeln,
die ihnen gestatteten, Zahlen, welche im Laufe der Rechnung zu
verbessern waren, einfach auszuwischen und durch die richtigen zu
ersetzen, so daB schlieBlich, oft unvermittelt, an oder tiber der Auf-
gabe daa fertige Resultat erschien (vgl. S. 47). Das machte natitrlich
ein Nachrechnen unméglich und die Neunerprobe, zu der geistvolle
indische Mathematiker irgendwie gelangt waren, unentbehrlich.
Kritiklos iibernahmen die Araber die indischen Methoden, kritiklos die-
jenigen, die aus arabischen Schriften schopften. Selten, und nur von
bedeutenderen Mathematikern, wird vom breit ausgetretenen Wege
abgewichen. So empfishlt JorDaNUS NEMORARIUS (Deutscher; + 1237,
Ordensgeneral der Dominikaner) die Probe durch die entgegen-
gesetzten Rechnungsoperationen!'®, ebenso der Franzose Cmuquer
{Lyon, Paris; + um 1500) im Triparty von 1484, KEine Ause-
einandersetzung der Nachteile, die die Neunerprobe im Gefolge hat,
findet sich bei dem letzteren!® und wohl unabhingig von demselben
in der Summa (1494) des Luca Pacrvonc.! Dieser bezeichnet
geradezu die Neuner- und Siebenerprobe als die der (Gelehrten,
wihrend sich die praktischen Kaufleute beim Addieren des Hinauif-
und Hinunteraddierens, im tibrigen der entgegengesetzten Spezies
bedienten. 177

Einen Beweis fir die Neunerprobe gab zuerst LeoNarpo v. P1sa
(liber abaci 1202, cap. III; ed. Boncompagni'’ S. 20), dann in aller
Strenge der englische Mathematiker J. WaLrts (1616—1703 Prof.
d. Geometrie in Oxford).!'®

b) Die einzelnen Spezies.

«) Addition.

Die Entstehung der Addition iet mit der Bildung der Zahl-
worter auf das engste verbunden, demnach mit dieser von gleichem

M Caxnror, 1°% 8. 769, — 112 Unger, S. 83 (Anm. 54). — M3 Algorithmus demon-
gteatus (Anm, 82), Teil I, cap. XII u. XXXI. — "4 Cuoourr, Le Triparty, S. 604,
Z. 5—7 (Anm. 11), — "6 Ebendaselbst, S, 603, — M8 Summa, S, 22* (Aom. 10). —
N7 Summa, §. 20° u, 20% — 118 Mathesis universalis, cap. 16 u. 21; Opera mathe-
matica, Bd. I (Oxanise 1695), S. 77 u, 115,



DHe einxelnen Spexies. 356

Alter. Die einfachsten Additionsaufgaben erledigen sich durch Aui-
wirtssteigen in der Zahlenreihe; sie haben ihrerseits dazu beigetragen,
die Zahlenreihe weiter aufzubauen und neue Zahlwérter zu bilden,

Unsere moderne Additionsmethode nahm ihren Ursprung
da, wo unsere Zahlenschreibart entstand, in Jfrdien. Abweichungen
von der indischen Art zu addieren sind nur #duBerlicher Natur,
so z. B., daB die Addition von links nach rechts vorgenommen wurde.
Diese Gewohnheit bereitete dem indischen Rechner keine Schwierig-
keit, weil die Ziffern in leicht zu verwischenden Staub geschrieben
wurden, in dem Falle also, daf die rechts benachbarte Kolonne bei
der Addition Zehner lieferte, die eben hingeschriebene Resultats-
ziffer einfach ausgeléscht und durch die neue richtige Ziffer er-
setzt werden konnte. Eine andere unwesentliche Abweichung von
dem modernen Verfahren bestand ferner darin, daB das Resultat
nicht unter die Summanden, sondern iiber dieselben geschrieben
wurde.

Am klarsten in der erhaltenen Litteratur ist das indische Rechnen
im Rechenbuch des Ostarabers MumaMMED IBN MUsA ALCEWARIZMI
(Anfang des neunten Jahrhunderts, arabischer Astronom in Bagdad
u. Damaskus)!!® gelehrt. Die Araber des Ostens und Westens tber-
nahmen mit den indischen Ziffern die indischen Methoden und wurden
selbst wieder die Vermittler fiir das Abendland.

Allmihlich verlieren sich auch die Abweichungen von der
modernen Methode. Bei Jomannes pE SacroBosco (+ 12566 in
Paris; daselbst Lehrer der Mathematik und Astronomie; tractatus de
arie numerandi) finden wir bereits die Vorschrift, von rechts nach
links zu addieren.??®* Mit dem flinfzehnten Jahrhundert hatten die
Additionsaufgaben genau dasselbe Aussshen erhalten wie heute.

In den technischen Bezeichnungen bei der Addition, die
noch heutzutage lateinisch sind, herrschte im Mittelalter groBe Ab-
wechselung. Man brauchte nebeneinander Summa, Aggregas, Coliect,
sogar Product)®', ferner termimi addend:i, colligendi, aggregand:, con-
gregandi, summandi neben posita (Posten)??. Verdeutschungen wie
hinzusetzen, xusemmen-logen, -mischen, -geben™ haben sich ebenso-
wenig gehalten, wie HauspOrrrEr's (1651) ,, Zahlensammiung far
sumrna. 123

"8 Vgl, Anm 101; ferner eine englische Ubersetzung: The slgebra of MowarxuEp
pEN Musa, ed. F. Rosen, London 1881. — %0 Havnwew, S. 8, Z. 19, vgl.
such den Merkvers deselbst S. 11 (Apm. 1§). — 12 Uncer, S. 78 (Anm, 54). —
122 WicpzeuoTu, Rechnen, in Scumipr’s Encyklopidie, Bd. VI, (otha 1867, 8. 765.
— 123 ¥g(, MULLER, Ztschr, f. Math. a. Phys., Suppl. 1899, 8. 318,

3*
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£) Bubtraktion.

GroBere Mannigfaltigkeit in der Methode finden wir bei der
Subtraktion. Bekanntlich giebt es zwei Hauptarten, von denen die
eine (L) durch wirkliches Subtrahieren der Subtrahendusziffer von
der Minuendusziffer das Resultat feststellt, die andere (IL) in An-
lehnung an die Addition diejenige Zahl zu bestimmen sucht, welche,
zur Subtrahendusziffer hinzugezihlt, die Minuendusziffer ergiebt. In
dem Falle, daB die Subtrahendusziffer die groBere ist, ergeben sich
wiederum zwei Wege; bei dem einen (a) wird die zu Hilfe ge-
nommene 10 von der pichst hoheren Ziffer des Minuendus durch
Verminderung um eine Kinheit, beim zweiten (b) durch eine Ver-
mehrung der niichst hoheren Subtrabhendusziffer um eine Ein-
heit erhalten. Die unten folgende!* Zusammenstellung beliebig
herausgegriffener Lehrbiicher zeigt, daB Methode I® die jetzt gar
picht mehr dblich ist, frither mit I* ziemlich gleichmaBig ab-
wecheelte. Methode II* ist nie gebriumchlich gewesen, II* hat in
moderner Zeit unter dem Namen der dsterreichischen Subtraktion

124 Die Methode I* findet sich bei Jorpanvs NEMorarivs (7 1237), Algorith-
inus demonsiratus (Anm. 82), Teil I, cap. 9; JosanNes DE Sacroposco (7 12586)
Hatnwsie, S. 7 (Anm. 15); Maxnws Prasvpes (um 1330; byzantin. Math. u.
Stasismenn), Rechenbuch ymgopogic xav 'hded¢, ed. Geruarnr, Halle 1865,
S. VI; Paoro Daaomarr (um 1350, Florenz}, [Regoluszze, Canror, 1I° 8. 165;
Rechenbuch des Hildesheimer Stiftsschiilers BenNnarp v. 1445, Cantor, II% 8. 174;
GEeora v. PEurBacu (1428—1461, Prof. i. Wien), Opus algorithmi, Aufl. v. 1522,
Signstur A, Riickseite; GLarEaNUS, dArithmetica, 1538, 8. 39; Smirer, Arithmetica
integra, 1644, S. 2% Lowcerus, Atvithmeticae brevis iniroductio, Frankfurt 1550;
Tarraaria, General trattato, 1556 Venet., Parte 1, Lib. I, S. 14; Boreo, Logsstica,
Lugd. 1559, 8. 18—19; Stevin, L'arithmétiqgue, Lugd, 1585, lib. II, probl. II,
ed. Girarp, Leyden 1634, 8. 20; Ramvs, Arithmetices libre duo et Algebrae totidem,
Frankfart 1592, cap. 1II, § 3, 8. 8; Newrox's Vorleaungen, 1707 durch Watsron
veriffentlicht in ,, Arithmethica unsversalis*, 8. 15; Reinnorp, Arithmetica forensis,
Miinster 1785; A. BUrsa, d. Biirgerliche Rechenkunst, Berlin 1808 (zieht I" vor).
— Die Methode I® bei: Leowarpo von Pisa, 1202, liber abaci, cap. IV, ed.
Boncompagni, Bd. I (Apm. 17), 8. 22; Betpouwanpr (I 1428, Prof. i. Padua),
Algorismus de integrie, Canros, II°, S. 208; Auxarsam (geb. 1486 od. 1477 in
Andslusien), Ciwror, I°, 8, 768; Cuvaver, 1484, Le Triparty, S. 596, Z. 1
(Anm. 11); Boscmensteyn, Rechenbucb v. 1514, Stemser, S. 185 (Anm. 59);
Carpaxo, Ars magna, 1539, Werke Lugd. 1663, IV, 8. 18; Stirer, Rechen-
buch von der Welschen und Deutschen Praktik, Nirnberg 1546, S, 6—17;
Tartacria, 1556 (vgl. oben); L. WENTz, Demonsgtr. Einleitung sur gem. prit.
Rechenkunst, Basel 1748; Cravspena, Demonstrative Rechenkunst, Leipzig 1795
(5. Aul) S. 83; Bemnrowp, Arithmeticn forensis, Miinster 1785 (zieht I* vor);
LeceNer, Rechenkunst, Liegmitz-Leipzig 1600; A. Btwsa, Btrgerliche Rechen-
kunst, Berlin 16808.
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groBere Verbreitung gefunden. An vielen Lebranstalten, auch in
Deutschland, ist sie die herrschends geworden. KEbenso wie ihre
Vorziige von ihren Verteidigern in gebtihrendes Licht gesetzt wurden,
ist sie Gegenstand heftiger Angriffe neuerer Methodiker geworden.'2®
Thr Auftreten in Osterreich?® datiert aus der Mitte des neunzehnten
Jabrhunderts. In den verbreiteten, durch ibhre Methodik aus-
gezeichneten Rechenbiichern von ModNIK ist sie bis zam Jahre 1848
noch micht enthalten®, wihrend sie im ,,Lekrbuch der Arithmelik
und Algebra” von Dm. JosEF SaroMoN 18491%¢ vorgefiihrt und mit
der Bemerkung: ,,Dicse Meothode dst wvorwiiglich bei der Division und
dann vorteithaft, wenn von einer Zahl mehrere gegebene Zahlen abxuxichen
sind angelegentlichst empfohlen wird. In Deutschland wurde sie
durch Kvokvck (1872, Berlin, Recknen mit devimalen Zahlen mit be-
sonderer Beriicksichtigung des abgekiirxten Rechnens, 8. 9—10, 16) bekannt.
Die Subtraktionsarten I* und I* sind #ltesten Ursprunges,
ebenso alt, wie indisches Positionsrechnen iiberhaupt. Beide sind
bereits bei den alten Indern in Ubung gewesen!?® und durch arabische
Vermittelung vom Abendland itbernommen worden. Indisch ist die
Gewohnheit, von links nach rechts zu subtrahieren, erméglicht durch
das leichte Wegléschen der zu verbessernden Ziffern (vgl. Adddition
S. 85). Getreulich ahmten die Araber hierin den Indern nach,
mubBten aber das Ausléschen durch das schwerfilligere Ausstreichen
ersetzen. So verfihrt MoEAMMED 1BN Musa AvcHwagizmr (Anfang des
neunten Jahrbhunderts, Bagdad, Damaskus) laut einer alten lateini-
schen Ubersetzung%, ebenso der unbekannte Verfasser einer Be-
arbeitung 13! dieses Rechenbuches, die nach ihrem Ubersetzer unter
dem Namen ,,Rechenbuck des JOHANNES voN SEvVILLAY bekannt ist.19?
In den einzelnen Stufen der Rechnung sieht bei dem letzteren die
Ausfithrung einer Subtraktionsaufgabe folgendermaBen aus

8 8
9 94 94 1
1. 12025 2. X2026 3. 12025
3604 3804 J604

128 Unoker, S. 218 (Anm. 54). — 126 Nach brieflicher Mitteilung des Herrn Prof.
H. Wenz, k. k. Professor an der Staataoberrealschule zu Klagenfurt. — 127 , 4n-
leitung zum Rechnen f. d. 2. u. 3. Klasse der Pfarr- und Hauptschule’, ver-
faBt von Dr. Franz Modnix, Lehrer an der 4. Klasse der Hauptschule zu
Gorz 1848, — 128 Prof. d. Elementar- und h8heren Mathematik am K. k. poly-
technischen Institute in Wien; (Verlag v. HernoLp), S. 26. — 129 Canror, IY,
8. 870. — 130 Algoritms de numero Indorwm, tratteti d’Aritbmetics, ed. Bon-
compagni, Rom 1857, I, 8.8, Z.6—7. — '3 Trattati II, Rom 1858, S.83
(Anm. 180), — 2 Canror, I° 8. 752.
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Nr. 8 ist das schheﬁhch allein dastehende Schema das Result.at
8421 erscheint ither dem Minuendus. Noch im Mittelalter wird
die in der Schreibweise durchaus nicht begrindete Vorschrift, links
beim Subtrahieren zu beginnen, hiufig dem Leser eingescharft. 133

Methode I* hat im achtzehnten Jahrhundert bei ihrer Verwen.
dung in der Division eine interessante Weiterbildung erfahren. Um
das Hinschreiben der Teilprodukte zu vermeiden, wird bei jedem
Einzelprodukt sofort subtrahiert. Ist die Dividendusziffer kleiner als
die Subtrahendusziffer, s0 werden 2zur ersteren soviel Zehner hin-
zugefiigt, bis sie groBer ist als das zugehorige Einzelprodukt. Das
néchst hdhere Einzelprodukt wird alsdann um die Anzahl der mot-
wendig gewesenen Zehner vermehrt, und nun wird in der angegebenen
Weise weiter subtrahiert. Das Beispiel

2622 : 527 = 4
Rest 514

wird demnach folgendermaBen gesprochen: 4.7 = 28, 32— 28 =4,
4.2=8, 84+83=11, 12—-11=1; 4.5=20, 204+ 1=21,
26 — 21 = 6. L. WeNtz (Kurve, doch vollstindige demonsirative Hin-
leitung xur gemeinen praktischen Rechenkunst, Basel 1748 S. 65—66)
bezeichnet diese Methode, die er die toskanische nennt, als die voll-
kommenste der ihm bekannten. Sie unterscheidet sich von der
heute fiblichen &sterreichischen Divisionsmethode nur durch das
fehlende Additionsprinzip; es ist nicht unwahrscheinlich, daB zwischen
beiden Verfahren auch ein historischer Zusammenhang besteht.

Ks ist ferner auf eine funfte Subtraktionsmethode auf-
merksam zu machen, die im sechzehnten Jahrhundert ziemlich
verbreitet war. In RupourFs CoB, 1525, einem Lehrbuch des
Rechnens mit Zahlen und algebraischen GriéBen, heiBt es in Buch I
Kap. 1 fiir den Fall, daB die Subtrshendusziffer groBer als diejenige
im Minuendus ist: ,2Iagjtu aber bdie vnter figur von bder oberen nit
nemen fo seid) fie ab pon 10 | um pleibenden gib die ober fo ju flein
war | fes b3 collect vnter die linien, IDie offt fidh dait begibt | foldys
absiche von 10 | addir allwey 1 ju bder nagft gegen dexr linden handt
nadjuolgenden ontern figur | 4 HeiBt also die Aufgabe

84

— 27

- BT,
so soll man die dekadische Erga,nzunv von T, d i 8, zu 4 zuzihlen;
so oft die einfache Subtraktion nicht méglich ist und zu dieser Er-

133 5o bei Rawvus, ,, Arithmetices libri duo et Algebrae totidem”, Frankfurt 1592,
cap. 1II, § 8, S. 8,
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ginzung gegriffen werden muB, erhthe man aber die néchst hShere
Subtrahendusziffer um 1, rechme hier mithin: 8 =8 =15. Den
gleichen Weg schlagen ein:
Das Rechenbuch des Masxmus Pranupes (um 1330); ed. Gep-
HarDT, Halle 1865 8. VL
Das Bamberger Rechenbuch von 1483, unbekannten Verfassers;
Carnror, IIb, S, 222,
Das Rechenbuch des JomANN WipManN voN Ecer 1489, Blatt 10
Rickseite,®s
Das Rechenbuch von Huswirr 1601 (Enchiridion?®), ,De sub-
tractione capitulum tercium (Ausgabe von 1504, Ciln,
Siguatur a ;).
Das Rechenbuch des GrRaMMATEUs (Wien 1518), unter , Die bdrit
Regel” in der Subfractio,
Das Rechenbuch von Riese 1525, Redjenung auf der linihen
und federn in 3al, maf und gewidyt auf allerley handierung.
Das Rechenbuch von Ruporrr 1532 (Seite a in einer Ausgabe
Niirnberg 1550).
Das Rechenbuch von Apian 15632 (Vorr. 1527).
TARTAGLIA, General trattato, 1556 Ven., Parte I, lib. I, 8. 15b,
Das Rechenbuch des SimoN Jacos, 1565 Frankf. a. M. S. 11 u. s,
Man pflegt diese dekadische Ergéinzungsmethode als italienisch-
kaufminnisches Verfahren zu bezeichnen.'3* Sie 1aBt sich aber auf
arabische Quellen, durch diese vielleicht auf indische Originale
zurtickfiuhren. In ArcEwarizmr's Rechenbuch!® heiBt es: ,Wenn
nun in der oberen Zahl (Minuendus) nicht eine so hohe Ziffer steht,
daB man davon die Ziffer der unteren Stelle (Subtrahendus) ab-
ziehen kann, d. h. wenn sie kleiner oder Null ist, 80 nimm von der
ntichsten Stelle, die jener oberen Ziffer fibergeordnet ist, eine Kin.
heit und mache aus ihr 10, von der letzteren. ziehe so viel ab, wie
du sollst, und was iibrig bleibt, setze zu jener oberen Zifferstelle.«
Noch deutlicher heibt es zuletzt im Rechenbuck des JOHANNES
voN SEvILLA'%: Von der 10 ziehe die untere Ziffer ab, den Rest
setze an die Stelle der O (vgl. S. 37 die Subtraktionsaufgabe 3, wo

134 Canron, II®, 8, 229, — 136 Trattati I, S. 8 (Anm. 180): ,, Quod & mon fuerst
in superior: differentia tantus numerws, de quo Possis minuere numerum inferions
differentie, i@ est s fuerst minus, uel mchil b fuerdt, accipies de secunda
differentia que est alcior illo superiori unum et de co facies decem; minuesque
de eo guod debueris, et quod remanserst dimities in eadem superiori differentia’®,
— 136 Trattati II, S. 678/4 (Anm. 181): ,, Ex quo denario minses inferiorem, et
quod remanserit dimites n loco circuli, uel etiam numero ibidem inuenio ex quo
dimsnuere quod debueras non potuisti, aggregabis”,
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die 0 durch die uberschriebene 4 ersetzt wird) oder, falls ]:uer eine
wirkliche Ziffer- sich befindet, von der du nicht, wie du solltest, ab-
ziehen konntest, addiere ihn zu dieser. Die Benutzung der dekadi-
schen Erginzung liegt auf der Hand; ein Unterschied ist nur darin
zu finden, daB hier die Methode a), oben Methode b) verwendet wird.
Beide sind indisch; pach indischen Quellen arbeitet ALCHWARIZMI,
vielleicht ist dieses Verfahren danach bei indischen Mathematikern
nachzuweisen., — In der Neuzeit ist dasselbe von LaeraneEe (1736
Turin — 1813 Paris; Turin, Berlin, Paris) in seinen Elementar-
vorlesungen ¥’ (1794) wieder aufgenommen worden; sein Modus ist
der, daB er bei der ersten Subtrahendusziffer die dekadische Er-
ginzung nimmt und sie der entsprechenden Minuendusziffer hinzu-
fagt, dann aber bei den ubrigen Subtrahendusziffern stets nur die
Erginzung zu 9 nimmt und diese zur Minuendusziffer addiert; tiber-
schreitet diese Summe 10, so wird zur nichsten Minuendusziffer eine
Kinheit zugelegt. Eine zuletzt auftretende 10 wird vernachlassigt.

Nebenbei mag erwdhnt sein, daB Apian in seinem Rechenbuch
(1582) (vgl. S. 39) bei Gelegenheit der geschilderten Subtraktions-
methode dis benutzte 10 durck das Beisetzen eines Punktes an die
nichst hdhere Subtrahendusziffer kennzeichnet, so daB die letztere
um 1 groBer zu nehmen ist, #hnlich wie wir einen Subtrak-
tionspunkt an die Minuendusziffer setzen. Es ist dies wohl das
lteste Auftreten eines solchen Hilfspunktes,

Als termini technici treten in den lateinischen Lehrbiichern
des Mittelalters fir Minuendus auf: integrum, numerus minuendus,
superior, minuendus, bei CLAUSBERG (1795'%%) eigentiimlicherweise
Subtrahendus; fir Subirabendus: Subducendus, subtrahendus, sub-
tractor, subirahens, inferior; fir Differenz: residuum, religuum, diffe-
rentia.'®® Von den mittelalterlichen Verdeutschungen hat sich nur
.ebrichen und , Unterschied” gehalten; letzteres tritt, wenn auch
selten, bereits im sechzehnten Jahrhundert neben: Rest, Facif,
Relikt u.s. w, auf,1%°

7) Multiplikation.

Ahplich wie die Addition wird auch die Multiplikation bei der
Bildung der Zahlwérter benutzt, im Gegensatz zu der Subtraktion,

137 Zuerst versffentlicht in ,Séances des Ecoles normales” an ITI (1794—1795);
Laaranos's Werke (ed. Serrer), Bd. VII, Paris 1877, S. 182 ff; Laicranees
Elementarvorlesungen, deutsch von NiepeewULLER, Leipzig 1880, Vorl. 1L, S. 21,
— %38 WiprruuTa, S. 765 (Anm. 122). — 139 Ferix MUwLer, Ztschr. f. Math,
und Pbya., Suppl. 1899, S. 31%.
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deren Verwendung zu diesem Zwecke, wie im lateinischen duodevi-
ginti, splitere Neubildung schon in anderer Form vorhandener Zahl-
worter- verrit.

Wirkliche Rechenverfahren fur die Multiplikation wurden erst
spit erdacht. In dem geistig so hochstehenden dgypten existierten
noch keine eigentlichen Multiplikationsmethoden, man behalf sich
nit Verdoppelungen, deren Teilresultate in entsprechender Weise
zum verlangten Resultat zusammengezogen wurden (vgl. S. 30). Ein
bedeutender Fortschritt gelang den Griechen, 80 unbequem ihre Art
und Weise, die Zahlen durch die fortlaufende Reihe der Buchstaben
zu bezeichnen, such war, In ¢inem Kommentar zur Kreismessung
des Archimedes, verfabt von Eurokius (geb. 480 Askalon), sind uns
mehrere Multiplikationen erhalten.’® Sie zeigen uns, daf die
Griechen wie wir bei Multiplikationen groBer Zahlen Teilprodukte
der Zehner-, Hunderterzahlen u. s.w. bildeten, die sodann zum Gesamt-
resultat zusammengezogen warden, nur daf mit dem Berechnen der
héchsten Teilprodukte begonnen wurde. Eine erhebliche Erleichterung
in diesem Verfahren wird auf ArorLroNius v. PERaAR (zw. 250 u, 200
in Alexandria, dann in Pergamum) zuriickgefibrt.** Den Zusam-
mepnhang zwischen 3, 30, 300 u 8. w, den das indische Positions-
system ohne weiteres hervortreten liBt, komnten die Griechen in
ihren Zahlenzeichen ', X, ¥ u.s.w. nicht ablesen, wenngleich die
Sprache in roeig, Tordxovre, Towexdaror u. 8. W, sie darauf leitete.
APOLLONIUS nannte nun wvduzv'4? die Anzahl der Einer, Zehner,
Hunderter — in diesem Falle 3 — und lehrte, wie man mit Hilfe
dieser mvdpéveg die Multiplikation vollziehen kann, indem er den
dekadischen Wert des Teilproduktes zweier myduéveg aus ihrem
eigenen dekadischen Wert ableitete, eine Rechenmethode, die der
indischen und damit der modernen gleichartig wire, wenn die
Griechen in der Wahl ihrer Zahlzeichen denselben gliicklichen Grift
gethan hitten, wie die Inder,

Letzteren ergab sich ihre Methode aus dem von ihmen er-
dachten Positionesystem von selbst; ihr Erfindungsgeist konute
dariiber hinaus nur in AuBerlichkeiten, Vorteilen, geschickter An-
40 Apcuruepes, Fulocii commt, in dimensionem circuli, Opera Arch., ed. Hemsre,
Bd. IIT, 8. 272F.; Nizze, S. 278 f. (Anwm. 6); ein Multiplikationbeispiel in
Sexagesimalbriichen findet sich bei Taeon vox AvexanormEN (um 365 n. Chr.),
Commentaire de Théon sur le premier Lvre de la composition math. de Plolémée,
ed. Hatwa, Paris 1821, I, S, 111—118. — 4 Nach Parrus, collectiones, lib. II,
§ 1—27 (Anm. 7), Bd. I, S. 2—29, vgl. Caxron, I, S, $31. — 142 Bel Janrricnos

(um 325 n. Chr) ,,porddes”, Jamblichus in Nicomachi Geraseni anithmeticam
introductionem, ed. TennoLios, Arnh., 1668, 8. 146 A.
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ordoung und Zusammenfiigung der Teilprodukte thiitig sein. Die
hohe, rechnerische Gewandtheit der Inder, besonders im Kopfrechnen,
wie die Maglichkeit, bereits erhaltene Teilresultate durch Ausléschen
der auf einem Staubbrett geschriebenen Ziffern leicht zu verbessern,
lagsen ihre Multiplikationsausfihrung in so stark verkiirzter Form
auftreten, daf das Resultat sofort oberhalb des Multiplikandus in
dem fertig gerechneten Schema, ja zuweilen statt des im Laufe der
Rechnung von Ziffer zu Ziffer entbehrlich werdenden Multiplikandus
erscheint, indem alle Zwischenrechnungen im Kopfe ausgefiihrt
werden. Erklarlich ist une auch aus ibrer Schreibart, daf sie viel-
fach die Rechnung mit der hdchsten Stelle des Multiplikators be-
ginnen konnten. Ausfiihrlich hingeschriebene Ausrechnungen miissen
die uns geliufige Form besessen haben, eventuell mit Ausrticken nach
rechts, wenn mit der hdchsten Multiplikatorziffer angefangen wird,
Eins ihrer Schemas, das spiter unter dem Namen ,schachbretiariige
Multiplikation bekannt wurde, ordnet die Teilproduktreihen, die wir
nach rechts bezw. links von Reihe zu Reihe um eine Stelle ver-
schieben, senkrecht untercinander an, nimmt dann aber die Addition
zum Schlubresaltat in schriger Richtung von oben nach unten vor.
Eine andere hervorzuhebende Methode ist die, welche man im
Mittelalter unter dem Namen der ,,blitxbildenden kannte, die auch
heutzutage mnoch von Kopfrechenkiinstlern benutzt wird, um unter
dis Faktoren sofort ohne schriftliche Zwischenrechnung das Resultat
getzen zu kimnen, Folgendes Beispiel macht das Verfahren klar:

9576 3-6=18

- 4218 14+7-834+6:-1=28
40343688 24+6+834+7-14+6-2=36
34+9-834+5-14+7+246-4="13
T+9145-24+7-4=54

54+9245-4=43

4494 =40,

Die fettgedruckten Ziffern sind die des gesuchten Resultates.

Die indischen Methoden finden wir bei den drabern wieder,
wie im Rechenbuch des ArcawarizMr (vgl. 8. 87), nur da8 bei ihnen
das Ausloschen und Verbessern schon geschriebener Zahlen durch
Ausstreichen und Heriiberschreiben ersetzt werden muB; wir finden
sio im Abendlande wieder, zom Teil mit Hinzofiigung neuer An-
ordnungsarten der Teilprodukte. In den meisten mittelalterlichen
Lehrbitichern werden mehrere Arten, oft 6 bis 8, vorgefiihrt, micht
etwa in dem Sinne, daB alle iiblich gewesen wiren, sondern nur,
um das Thema mdglichst vielseitig und erschépfend zu behandeln.
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Das Bamberger Raokenbuck von 1483 43 daa ﬁlteste der in Deutsch-
land im Druck erschienenen — giebt finf Arten, darunter unsere
moderne Art, deren schrig pach links eingertickten Teilreihen die
entsprechenden Ziffern des Multiplikators wie zur Erliuterung bei-
gefiigt sind. Letztere Merkziffern sind im Rechenbuch des Jomawnx
WipMaNN v. EGEr 148914 weggelassen, so daB unsere Rechnungs-
anordnung hier zum erstenmal erscheint. Ebenso treffen wir diese in
der Summa (1494) des Luca Pacivoro an,'*® beildufig neben sieben
anderen, deren jede einen besonderen Namen fiihrt. Pacroovro lehrt
auch das Awsriicken nach rechts; die rechts vorhandenen leeren
Stellen werden durch Nullen ausgefiillt. Der ,General trattato® des
TarTagria (1556)™® enthilt sieben Modifikationen. Die gleichzeitig
und spiter erscheinenden deutschen Rechenbiicher bleiben in der
Fiille der mitgeteilten Arten wenig zuriick. Nichtedestoweniger
scheint unsere moderne Methode mit dem Ausriicken nach links
schon damals in der Praxis die vorherrschende gewesen zu sein.
Es liegen uns Rechnungen REciomonTaN’s (1436-—1476), also aus
dem fiinfzehnten Jahrhundert vor, die nur nach diesem Verfahren
vorgenommen sind.’%? Ferner giebt es Schriftsteller, wie Carpano
{(Ars magna 1539),14° die dieses allein lehren. Sie wiirden das nicht
gethan haben, wenn die Praxis in anderer Weise zu rechnen sich
gewdhnt hatte.

In neuester Zeit giebt man auf Vorschlag Kuckucks (alias
Kavvios, Gymnasialprofessor in Berlin)#® vielfach dem Ausriicken
nach rechts den Vorzug, indem man mit der hochsten Ziffer des
Multiplikators zu rechnen beginnt, hauptsichlich deshalb, um beim
Ableiten und Einiiben der sog. abgekiirzten Multiplikation nicht ein
Umlernen von den Schilern verlangen zu miissen. Ubrigens war
dieser Vorschlag Kuckuck’s schon einmal im achtzehnten Jahr-
hundert durch den Verfasser eines sehr angesehenen encyklopidischen
Lehrbuches, KarsTen15°, gemacht worden.

Von mehr historischem Interesse ist eine komplementire
Multiplikation, die mit der dekadischen KErginzung der Faktoren
operiert. Vielleicht ist sie rdmischen Ursprunges und durch die
Schreibweise IX, ITX statt VILII, VIII entstanden.!®! Eine kom-
43 Caxnron, II% 8. 228, — 4 Daselbst, 19. Blatt, Rickeeite (Anm. 55). —
145 Summea, S. 26* (Anm. 10). — 46 Parte I, S. 21°—26" (Apm. 25). — 147 Vgl. die
Streitachrift gegen Cusanus vom 27. Juni 1464; Anhang zu seinem Hauptwerke
De triangulis omnimodis, Niirnberg 1538, S, 46—49 u. dfters. — 148 Ays magna
(1539), cap. XV; Card. Werke, Lugd. 1663, 8. 20—21. — 49 HoFruann's Zeit-

achrift, Bd. II, 8. 418, — 50 Karsren, Lehrbegriff der ges. Mathematik, Greifs-
wald 1767, Bd. I, S. 129, — 15! Canror, I®, §. 491—492.
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plementire Divisionsmethode ist bereits bei Bokrmros (480 ? Rom
— 524 Pavia) nachweisbar,’s® eine solche fir die Multiplikation
erst in einem Codex aus dem zwolften Jabrhundert.!s® Weder
bei den Indern noch bei den Arabern sind bisher irgend welche
Spuren dieser komplementiren Methoden gefunden worden. In der

Hauptsache sind es drei Formeln, nach denen in der Multiplikation
gerechnet wird

1. a+b=10a — a(10 — b)
2. ¢+b=10-[a — (10 — b)) + (10 — &) - (10 — b)
8. a+b=(10—a)-(10 — ) + 10(a + b) — 100.

Thre Anwendung ist im sechzehnten Jahrhundert sehr ver-
breitet. Regeln, denen sie zu Grunde liegen, giebt Winmanx (1489),
GBaMmaTEUs (1518), Ruborrr (1532), GLareanvs (1538), StrreL
(1544), Rese (1550), Lowicerus (1570), Beua-Eppin (1547—1622,
Perser; Essenz der Rechenkunst) u. a. Formel 1 tritt schon im
Algorithmus demonstratus des Jompanus NEemorakmvs (+ 1287)18,
Formel 2 in dem oben erwihnten Codex des zwdlften Jahrhunderts
auf, sie wird von den angefihrten Rechenbiichern des sechzehnten
Jahrhunderts benutzt, um bei fehlender Kenntnis des vollstindigen
Einmaleine Multiplikationen der Einer iiber 5 miteinander durch
die der Einer unter 5 zu ersetzen. Bemerkenswert ist die schrift-
liche Anordoung beim Rechnen nach Formel 2. GrammaTEUs

(1518)155 rechnet z. B. 6:7 =42 bezw. 6 -9 = 54 folgender-
maBen vor:

S 6. 4. _ N 1
7. 8. 9. 1. bei anderen auch 3><4
4 2 5 4. 5 4

Rechts stehen die dekadischen Erginzungen (z. B. zuletzt 1 und 4),
die multipliziert die Einerstelle des gesuchten Produktes liefern.
Um die Zehner zu finden, subtrahiere man in dem Schema ,,iibers
Kreux (3 — 4 =15 oder 6 — 1 =05) Man vermutet, dab aus solchem
Kreuzschema unser Multiplikationskreuz entstanden sei.

Die technischen Ausdriicke waren in der lateinischen
Sprache sehr verinderlich; so nennt LEoNagpo v. Pisa (1202) das
Resultat ,,summa multiplicationis,'5¢ Spitere auch ,,summa proveniens®,

162 Boirros, S. 899—400 (Anm. 38). — 153 Cavror, I, 8. 855 (Apm. 97). —
154 od. Scatnee (Anm. 82), Teil I, cap. 13, — 56 Blatt 7 (Anm. 24). — 166 Liber
abaci I, 8. 12, Z. 17, 24 u. 3. (Anm. 17).
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Jomannes CampanNUs (um 1270, Kaplan des Papstes Urban IV,
dann Kanonikus in Paris) und viele nach ihm schwanken zwischen
ducere und multiplicare.'s  , Factores® kommt schon bei Wallis
(1616—1708, Oxford) vor.!®® Factum ist noch in den deutschen
Lehrbiichern des achtzehnten Jahrhunderts ein gebriunchliches Wort 15
neben Produkt. Verdeutschungen, wie ,mehrer, mannigfaltigen, ver-
vielfidltigen, wvielmachen* fiir multiplizieren, ,,Auskunfi (HARSDORFFER
1651), das Kommende, das Bntspringende” (J. STurM 1670) 1% fiir Produkt
haben wenig Gegenliebe gefunden. CHr. v. WoLFF!%® sagt noch:
Multiplizieren durck eine Zahl, KisTner (,Anfangsgriinde’, 2. Aufl,
1764) bereits: Multiplizieren mé¢ einer Zahl. Letztes ist durch die
groBe Verbreitung dieses Werkes gebriuchlich geworden,

d) Division.

Ebenso unvollkommen wie die Multiplikation — vielleicht in
noch hoherem Grade — war die Division zur Zeit der Agypler
und Griechen. Zwar kann man auch hier zwei Methoden erkennen,
eine #gyptische!®! und eine hellenische.!? Beide siud indes nur
Umkehrungen der Multiplikation; es wird bei der ersten ein ange-
pihertes Resultat angenommen, durch Multiplikation seine Genauig-
keit gepriift und dementsprechend die Annahme verbessert. Auf
etwas hoherem Niveaun scheint die griechische Division zu stehen,
fir die uns in der gesamten Litteratur leider nur ein Beispiel er-
halten ist, und noch dazu nur ein solches mit Sexagesimalbriichen.1¢?

Eine wirkliche Rechenmethode fiir die Division schuf erst das
indische Positionssystem. Dieselbe beherrschte, auch in getreuer
Nachbildung ihres Schemas, das Rechnen bis zum achtzehnten
Jahrhundert, um dann erst durch die moderne Art abgeldst zu
werden, Wir iibergehen dabei die immerhin nur wenig verbreiteten
komplementiren Methoden, die seit BoiTnios beim Rechnen mit
dem Abacus bis zum dreizehnten Jahrhundert hinein benutzt wurden
(vgl. S. 44),

Die indische Uberlieferung ist fir die Division sehr mangel-
haft.1®* Doch wie wir die ilbrigen Rechenoperationen bei den
Arabern getreu nachgeahmt finden, so wird wohl auch die arabische

167 Canror, II°, 8.519. — 188 WiLperuorn, S. 765 (Anm. 122). — 189 Cur.
v. Worrr's Anfangsgriinde der Mathematik, Aufl. v. 1750, 8. 43.— 160 F. MULceR,
Ztachr, f. Math. u, Phys., Suppl. 1899, S, 819, — 181 Vgl, Caxros, I® 8. 35,
die Erlfiuterung zu Nr. 18 des Rechenbuches von Amumes. — 182 Bei Tuson
voN ArLexaNpriEN (um $65 n. Chr.), S. 116—119 (Anm. 140). — 183 Cinron, I®,
8. 571.
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Art zu dividieren, etwa die im Rechenbuche des MumamMMED IBN
Musa Avcawarizmr (Apnfg. des npeunten Jahrh., arab. Astronom,
Bagdad, Damaskus)!%* mit der indischen wbereinstimmen, nur inso-
weit verindert, als die Araber die Ziffern, die die Inder auf ihrem
Sandbrett sehr leicht vertilgzen und durch neue ersetzen konnten,
ausstreichen und durch Heriberschreiben verbessern muften. Hier
finden wir nun das sogenannte Uberwirtsdividieren, eine in der
arabischen und mittelalterlichen Form so schwiilstige und uniiber-
sichiliche Anhiufung von Ziffern, daB man sich nicht wundern
kann, wenn der fiir einen besonders guten Rechner galt, der ihrer
Meister war.

Der Divisor wurde unter die Dividendusziffern geschrieben, in
die zuerst dividiert wurde, und bei jeder neuen Teildivision da-
runter wiederholt, aber um eine Stelle nach rechts geriickt. Die
Teilprodukte begannen mit den hdchsten Ziffern und zwar zog
man jedes Produkt, sobald es genommen war, sofort von dem Divi-
dendus ab und setzte die Restziffern tiber denselben; die nicht
giilltigen Dividendusziffern, wie die benutzten Divisorziffern wurden
ausgestrichen. Die Aufgabe 7985941:3762 = 2122 Rest 2977 sah
in den einzelnen Stadien der Rechnung folgendermaBen aus:

Is, . 0 I. 04 18 04
1 15 156 X561
7985941 | 2 7986941 |2 7985941 |2 7T98H941 | 2
3762 3762 3182 3762
IL. 1. Iv. 2
03
1 b7
0 920 0209
18 18 18117
0495 O4955 Q495BS
18817 XHBLT0 1982707
7985941 | 21 7985941 | 212 T98594Y | 2122
37822 376222 3762222
376 3768 37666
3 N7
3

Es fillt schon bei I auf, daB der Rest 461 infolge des Aus-
streichens und Verbesserns in zwei verschiedenen Zeilen, der Rest 857

164 Trattati, I, S. 14 ff. (Anm. 130),



Die einxelnen Spexies 47
bei Operation II sogar in drei solchen, der meue Divisor 3762 in
zwei Zeilen steht u. 8. w. Diese getrennt angeordneten Ziffern er-
schweren die Rechnung ungeheuer und macher ein Nachrechnen
unmdglich. So uniibersichtlich das schlieBlich vorbandene Schema
IV hier ist, so hochelegant war es bei den Indern infolge des
Auslbachens falscher oder schon gebrauchter Ziffern. Bei diesen
blieb zuletzt nichts iibrig auBer
2977 | 2122,

so daB sogar Dividendus und Divisor verschwanden. Auf Nach-
rechnen wurde von ihnen selbstverstindlich verzichtet, da es durch
die Neunerprobe ersetzt wurde.

Man muB sich in der That wundern, daB eine so umstindliche
Divisionsausfihrung, deren einziger Vorzug etwas Raumersparnifs
ist, sich an 1!/, Jahrtausend gehalten hat, daB sie sich noch hielt,
als das moderne Unterwiartsdividieren langst in Lehrbiichern vor-
gefibrt wurde, daB die neue Art in diesen Lehrbiichern anfangs nur
wie eine Zugabe gezeigt wird, wihrend etwaige in weiteren Kapiteln
vorkommende Divisionen ohne Bedenken nach der alten Methode
durchgefiihrt werden. Unser modernes Unterwirtsdividieren
erscheint zum erstenmal in der schon oft erwihnten Summa (1494) des
Luoca Pacrooro unter dem Namen der Divisio danda,'®® wenn wir
den Hauptfortschritt der neuen Art darin sehen, daB die Teilprodukte,
ansgerechnet und zum Subtrahieren bereit, unter den Dividendus
geschrieben werden. Kin Unterwirtsschreiben, welches blofi auf Ver-
tauschung von oben uod unten in der alten Art hinauskommt, so
daB salso die Einzel-Teilprodukte von der hochsten Stelle an
gotrennt unterwirts hingeschrieben und jedes flir sich abgezogen
wurden, kannten wahrscheinlich bereits die 4raber.'®® In Deutsch-
land tritt der neue Algorithmus zuerst im Rechenbuch des Apian
von 1532 (1495—1552, Prof. in Ingolstadt) auf.!®? Er nennt sie
Leinen befunderen Braud), wie wol darinne gar Feine andere Gefdywindig:
Peit gefpiiret wird;# doch hat seine geringe Achtung darin ihren
Grund, daB er sie falsch oder wenigstens unpraktisch darstellt, da
er die Teilprodukte nicht wie Luca Pacivoro der Rangordoung
der Einzelziffer entsprechend nach rechts aueriickt, sondern senk-
recht untereinander hinschreibt, den Divisor auch der alten Gewohn-
heit gem#B- nicht rechts, sondern unter den Dividendus, also iiber
das erste Teilprodukt stellt (vgl. das umstehende Beispiel).

108 Supma, S, 34%, Anm, 10, — 66 Srepngr, S, 97, 288 (Anm. 59), — 157 Apiax's

Rechenbuch v. 15382 (Vorrede v. 1527) unpaginiert: €in newe ond weolaegriindte
ondermeifung alfer Kaufmans Redynung. Bueh IIT bei der Uberschrift ,,Diuisio®.
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Luca Pacioono Avian
abed
7985941 :3762 = 2122 | 98765432 der quotient
1524 2345 (42117
4619 9380
3762 4965a
8574 4690
76524 2754b
10501 2345
1524 4093¢
2977 2345
174826
16415
1067

Die Buchstaben bei Arian sollen dabei auf die richtig herunter-
zuziehenden Dividendusziffern aufmerksam machen. Bei den spiteren
deutschen Rechenmeistern wird nun das Unterwiirtsdividieren immer
bdufiger vorgefiihrt, manchmal, wie bei Riese (1550), Frey (1569)
auch ohne Hinschreiben der Produkte, so daf bei letzteren das
Schema der dsterreichischen Divisionsart erscheint, manchmal auch
mit beigefigter Produktenberechnung, wie hei Cravius (1583).1%
Wiahrend Carpano (1539) nur die alte Methode benutzt, unter-
richtet Tamraeria (1556, 1560)'¢® im General

Beispiel b. Kamstsn: 4, o4tat0, seine Leser auch im Unterwirtsdivi-

78934 | 283

278 dieren, benutzt aber bei eigenen Rechnungen
556 nur die alte Art. Noch im achtzehnten Jahr-
2333 hundert werden beide Divisionsarten geiibt,
278 wie man aus den Elementa matheseos univers.
2224 des Fretherrn v. WoLrr (Halle 1717)7° er.
1094 kennt. KamsTEN’s Lehrbegriff der ges. Math.

278 (Greifswald 1767)' macht dem alten Ver-

834 fahren das Zugestindnis, daB er den Divi-
R.260 dendus unter jedem Rest wiederholt. Schlief-

lich beschrankt sich das Uberwirtsdividieren nur
noch auf Exempel mit kleinen Divisoren, aum mit dem neunzehnten
Jahrhundert ginzlich zu verschwinden. Das letzte Rechenwerk, das
ausschlieBlich das Uberwartsdividieren lehrt, durfte die ,,Rechenkunst

68 Cravivs, Epitome Arithmeticae Practicae, Rom 1588 (Ausg. v. 1685, 8. 72);
vgl. such Cravios, ges. Werke Moguntiae 1612, Bd. IL, Arithmetica practica,
8. 19 ff — 169 Canrpavo, Ars magna, cap, XIX, Werke, Lugd. 1668, IV, S, 25;
Tarragria (Anwm. 25), 1, 8. 85, — V0L § 1074 — W [, 8, 61,
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von LEOHNER (Llegmtz-Lelpzlg 1800) sein, d1e smh ubngens auch noch
den Riickschritt erlaubt, das Mediieren getrennt zu behandeln und
das Numerieren als besondere Spezies aufzufassen.

Die beste Methodik der schriftlichen Division gab unter
den alteren Verfassern Cravius (1583).172 Bei ihm finden sich Vor-
schriften und Winke fiir die Abschitzung der Resultatsziffern, die
GroBe des Restes und das Auftreten der Nullen im Quotienten; er
zeigt auch, wie man durch Probieren mit der Anfangsziffer des Di-
visors die Quotientenziffer erschlieBen kann., TarrTacris’s Verdienste
beruhen mehr in einer methodischen Vorbereitung des Unterrichtes
in der Division durch eine Art Einsineins (vgl. S. 32), ferner im
Erledigen prinzipieller Fragen wie iiber den Unterschied zwischen
Teilen und Enthaltensein w. s. w.

EKin Herunterziehen von Nullen nach Erschopfung der vor-
handenen Dividendusziffern wird vielfach in den Rechenbiichern be-
nutzt, um das Resultat miglichst genau zu finden. ks ist dies ein
Rechenvorteil, den bereits die Araber, wabhrscheinlich schon die Inder
kannten (siche Wiurrelziehen, Teil II, D. 3a und S. 87).

Die unter dem Namen ,6sterreichische Divisionsmethode“
bekannte Art des Dividierens tritt erst im neunzehnten Jahrhundert
auf und hat sich ziemliche Verbreitung erworben (vgl. Subtraktion
S. 36—38).

Lateinische Fachausdriicke sind fir Dividendus gewesen:
Dividendus, mensurandus, totum, numerus divisus, fiic Divisor: mensura,
dividendus, divisor, fur Quotient: Swumme divisionis (LEONARDO v. P1sa),
Quotus, Quotiens.”’d Von deutschen Wortern ist nur feilen, Teiler
und geteille Zakl (ScuEYBEL 1555)'% iiblich geworden. APIAN sagte
ganz entgegengesetzt dem heutigen Sprachgebrauch 17 ¢n 7, wo wir
17 durch T sagen. Die Wahl zwischen ,Dividieren ms einer Zahl“
und ,Dividieren durch eine Zahl®, von denen das erstere KisTNER
(1764), das letatere WoLFF (1750) in den ,Anfangsgriinden® benutzte,
ist auch heute noch nicht entschieden.

¢) Das abgektrzte Rechnen.'”4

Mit der ausgiebigen Benutzung der Dezimalbriiche geht Hand
in Hand die Erfindung von Methoden, auch mit ungenauen Dezimal-
briichen mbglichst genau die vier Rechnungboperatlonen zu voll-

72 Epitome, Aufl, v. 1585, S. 54 ff, (Anm 169).—‘73 Wlmzmwn,s.'mﬁ (Anm 122).
174 Vgl. E. Kurrricn, J)w abgekurzte Dezimalbruchrechnung, Programm®Nr. 136,
Schéuneberg (Realschule) 1897/96.

TeOPPXE, Geschichits. 1. 4
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filhren. Addition und Subtraktion sind infolge ibrer leichten Uber-
sichtlichkeit weniger davon berthrt, als Multiplikation und Division.
Fiir diese finden wir demgemiB am frithzeitigsten abgekiirzte Me-
thoden. Der Schipfer so vieler Neuerungen, besonders auf rech-
nerischem Gebiet, der Schweizer Josr Birer (1552—1632/33;
Mechaniker, Astronom; Prag, Kassel), der treue Gehilfe des fir
die Astronomie eifrig bemilhten Landgrafen Wilhelm IV. in Kassel,
scheint zum erstenmal ein derartiges Verfahren angewandt zu haben.
In seiner nur handschriftlich erhaltenen 4drithmetica, die etwa um
1592 verfaBt sein muB,'?® findet sich ein Multiplikationsbeispiel in
fast derselben Art, in der es in den heutigen Schulen gelehrt

wird. Die Erhshung der letzten Ziffer

Birar heute in dem Falle, daB die nichstfolgende
01234 0,1234  groBer als 4 ist, ist nicht jedesmal streng
12358 1,2358  durchgefithrt, da Burcr 061 und 09 bei
01234 "1234 0615 und 098 schreibt. Ubrigens bleibt

0246|8 247  dies hier fur die letzte Resultatsziffer

037]0 37 ohne EinfiuB.

061 6

Eine andere handschriftliche Auf-
zeichnung vom Jahre 1599 enthilt ge-
nanere und eingehendere Rechenvor-
schriften fur das abgekiirzte Multipli-
zieren. Sie ist verfaBt von JonHannNEs RicnreEr, einem unter dem
wissenschaftlichen Namen Praeromrivs bekannten gelehrten Mecha-
niker (1537—1616, Prof. d. Math. in Wittenberg und Altdorf).'7¢
Auf ihn beruft sich KerLer (1571 Wiirttembherg -— 1630 Regenshurg;
Graz, Prag, Linz, Ulm) in einem Brief an den Landgrafen Philipp
von Hessen vom Dezember 1623,7 in welchem er auch Beispiele
fir die abgekiirzte Division neben solchen fir die Multiplikation
mitteilt; beide Spezies sind in der noch heute iiblichen Weise
durchgefihrt. KgpLEr ist der erste, der von dem nenen Ver-
fahren weitgehenden Gebrauch bei der Berechnung seiner Tafeln
machte; er wuBte sogar die Gepauigkeit der letzten Ziffern ab-
zuschitzen.

Wenn auch in den besseren Lehrbiichern der nichsten Zeit
zuweilen die abgekiirzten Rechenmethoden gelehrt werden, wie in
QUGHTRED'S Clavis mathematica von 1631'7° und Warns' Algebra

09 1
01625 0,1525

176 Canror, I1Y, S.818. — 378 Max Conrze, ,, 1Ne abgekiirzte Multiptikation”,
Zeitschr. f. Math. u. Phys,, Bd, 40, Hist. litt. Abt., S. 7—11. — %7 Keecen's
gesammelte Werke, ed. Fuscu, Bd. VII, Frankf. 1868, 8. 806. — 178 Clavis
math., cap. V[, § 5 (4. Aol v. 1667, Oxford, S. 8—9).
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von 1685 179 die auch das abgekumte Badmeren hmzuﬁiot 180
g0 stammen doch methodische Behandlungen erst aus dem neun-
zehnten Jahrhundert. So giebt OmM in seinem |, Versuch eines
vollkommen consequenten Systems der Mathematik 1828 besondere
Regeln iiber die Stellung des Kommas im Resultat; von F. WovFF,
wTheoretische wnd praklische Zaklenlehre 1828, ribrt die Regel her,
das Komma der beiden Faktoren eines zu berechnenden Produktes
im entgegengesetzten Sinne zu verschieben, bis im Multiplikator nur
eine wirkliche Zitfer vor dem Komma steht, und dann dem Resultat
ebensoviel Dezimalstellen zu geben, wie der Multiplikator besitzt;
von demselben wird auch die Frage aufgeworfen, auf wieviel Stellen
man die ungenauen Dezimalbriiche kennen miisse, um dorch das ab-
gekiirzte Verfahren Resultate von vorgeschriebener Genauigkeit zu er-
halten, eine Frage, deren endgiiltige Losung in der aunfangs ange-
fiuhrten Arbeit von KuLreicH gegeben ist. Erst nach der Einfihrung
des dezimalen Systems fur Manze, MaB und Gewicht wird zugleich
mit der Anerkennung der Dezimalbruchrechnung als Schulpensum
dem abgekiirzten Verfahren zu grioBerer Verbreitung verholfen und
seine Methode mit aller Schiarfe durchgearbeitet (vgl. Kuckuck, das
Rechnen mit dextmalen Zahlen, wunter besonderer Beriicksichligung des
abgekiirzten Rechnens. Berlin 1872, Vorwort 8. V).

3. Das Rechnen mit benannten Zahlen.

Das alteste Reclinen war ein Operieren mit benannten Zahlen ge-
wesen. Wie sich in der geistigen Entwickelung des einzelnen Menschen
der Zahlenbegriff nur allmihlich von konkreten Zahlenmengen abhebt,
so wird im Geistesleben der Volker die abstrakte Behandlung der
Zahlen erst auf einer hoheren Bildungsstufe erworben werden. Tausch,
Kauf und Verkauf, der Verkehr der Volker untereinander muB zu
MaBvergleichungen und MaBumrechnungen fithren, die nun erst sehr
langsam das reine Rechnen entstehen lassen.

Aus dieser altesten Zeit liegt dem Historiker keine UIberlieferung
vor. In dem altigyptischen Rechenbuche des Ammes, dem ehr-
wiirdigsten Denkmal mathematischer Litteratur (Papyrus Rhind, aus
dem zwanzigsten bis siebzehnten Jahrhundert vor Chr.)'®' steht ab-
straktes Rechnen berelts auf einer Hohe, die man vor Aufhndung

7 hngl 1685, lat. 1693 Opers omnia IF, 1698 Oxlord b 32 ff, — 190 Ehenda
8. 86, — 181 Fin mathematisches Handbuch der ulten Agypter (Papyrus Rhind des
Brit. Mus)), iibers. und erkliivt von Ava. Esenionn, Leipzig 1877, vgl. Canton,
1Y, 8. 22 ff,

4%
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des Papyrua mcht hatte a.hnen konnen Das Bechnen mit benannt.en
Zahlen steht schon im Hintergrund. Selbstverstindlich sind immer
noch eine grofle Anzahl von Aufgaben vorhanden, die uns Kenntnis
iber die damaligen Mafle geben; zwei Abschnitte enthalten sogar
nur Vorschriften fiber Umwandlung aus einem MaBsystem in ein
anderes.'® — Das erste Jahrhundert v. Chr. 1aBt uns erst wieder
ein Buch antreffen, das fiir konkretes Rechnen Wichtigkeit hat;
es ist das Lehrbuch fiir Feldmesser des HERON VON ALEXANDRIA.
Bedeutsam fiir die rechnende und messende Mathematik, giebt
es uns zugleich durch seine MeBtabellen wertvollen Einblick in
die damalige Metrologie.’®® {Jber ein Jahrtansend hinweg ist sein
EinfluB auf die spiteren (teometer mafigebend. Mittelbar oder un-
mittelbar schiopfen ans Heron die rémischen Agrimensoren COLUMELLA
{ans Gades) und FroNmiNus im ersten Jahrhundert unserer Zeit-
rechnung, Barsus, Hyscivnus am Beginn des neuen, Marcus Junius
Nirsus, EpapERODITUS, VITRUVIUS RUFUS im zweiten Jahrhundert;184
in den Origines des Bischofs Isiporus HispaLensis!'®® (570 Cartha-
gena — 636 Sevilla), wie in der Geometrie GERBERT's'®® (um 940
Auvergne —1001 Rom; Papst SyLvesTER) ist heronische Wissen-
schaft unverkennbar. Feldmesserische Vorschriften, MaBvergleichungen
bilden den Faden, der von einem zum anderen fithrt. Awuch in
den folgenden Jahrhunderten erscheint das Rechnen mit henannten
Zahlen erst in zweiter und dritter Reihe. Aufgaben aus der Praxis,
insbesondere auns der Regeldetri mit ihren zahlreichen Anwendungen
finden wir fast bei jedem Schriftsteller des finfzehnten und des sech-
zehnten Jahrhunderts, aber fast nirgends wird in den Rechenbiichern
eine Behandlung der Spezies mit benannten Zaklen gesondert vor-
genommen; solche Aufgaben werden héchstens als Ubungsbeispiele
dem Rechnen mit unbenannten Zahlen angefiigt, wie in dem
Rechenbuch des Jomannes WinMann von Eeer (1489).5 Eine
riihmliche Ausnahme bilden die auf dem Hohepunkt ihrer Zeit
stechenden Lehrbicher des Italieners Tamragria (1500 Brescia —
1557 Venedig) %’ und seines deutschen Zeitgenossen Runorrr (Rechen-
buch von 1532), in welchen besondere Abschnitte den Spezies
mit benannten Zahlen gewidmet sind. In TarTagLIA’s General
162 Eisenponr (Anm. 181), Tafel XXII, 8. 204—211. — 183 Hgrown, Def. 151, ed.
Hocurscr, Berl. 1864, S. 39; Geom. IV, 5. 47f u.s. w. Interessant ist bei
Herox die dem Deutschen ganz analoge Bezeichnung fiir FuB, QuadratfuB und
KubikfuB: 8 nody & edGuvusreixde, § . 6 fnimsdoc und § w. 6 crepsds. — 184 Vgl,
Cavror, Die vOmischen Agrimensoren w. ihre Stellung in der Geschichte der

Feldmefkunst, Leipzig 1875. — 186 Canror, Ib, 8. 773. — 188 Canron, I°, S. 810,
187 General trattato (Anm. 25), Parte I, lib. IIL, S. 36> ff.
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trattato ﬁnden wir schon Aufgaben aus der Zelt:rechnung in dem-
selben Schema ausgefihrt, wie wir es heute gewShnt sind.’®® Das
giebzehnte Jahrhundert erreicht diese Héhe nicht. Ahstraktes und
konkretes Rechnen wird vermischt gelehrt. Nachdem anfangs bei
irgend einer Gelegenheit das Addieren und Subtrahieren mehrsortiger
Zahlen geiibt ist, wird in der Regel dem numerischen Multiplizieren
das Resolvieren, der Division das Reduzieren angeschlossen.!® Erst
in dem achtzehnten Jahrhundert ist ein endgfitiger Ubergang zur
getrennten Bebandlung beider Recheustoffe wahrzunehmen. In
dem Rechenbuch von Paricrus (1706)%° — und so in vielen
anderen — werden nach Abschluf des gewdhnlichen Rechnens, gleich-
sam als Einleitung, die tiblichen Miinz-, MaB- und Gewichtssysteme,
deren auBlerordentlich grofie Zahl den Rechenunterricht erheblich
erschwerte, dann das Addieren und Subtrahieren benannter Zahlen
gelehrt; vor der Multiplikation wird das Resolvieren, vor der Division
das Reduzieren gezeigt. Multiplikation und Division werden so-
wohl nach Zuriickfuhrung auf das kleinste Maf vorgenommen, als
auch an den mehrsortigen Zahlen selbst, indem man beim Dividieren
mit der hdchsten Sorts, bei dem Multlphmeren mit der niedrigsten
beginnt.

Statt der lateinischen Namen numeri abstracti und concreti
benutzt Horzmany (Xvyranper; 1532—1576 Prof. in Heidelberg)
die Verdeutschungen ledige und benannte Zahlen,'® von denen
nur die letztere Biirgerrecht erhalten hat.

Die Aunsdriicke ,Resolvieren und Reduzieren* stammen
aus dem sogenannten Linienrechnen mit Rechenpfennigen, welches
im fiinfzehnten Jabrhundert und selbst noch im Anfang des sech-
zehnten Jahrhunderts die volkstiimliche Rechenmethode in Deutsch-
land war. Auf einer hierfiir bestimmten Tafel (Rechenbank oder
Banckir) waren wagerechte Linien gezogen; die auf der untersten
Linie liegenden Rechenmarken galten als Einer, die auf der niichsten
als Zehner u. 3, w. Ein Rechenpfennig zwischen zwei Linien hatte
den fiinffachen Wert von dem, den ihm die darunter befindliche
Linie, also den halben Wert von dem, den ihm die niichstobere

188 8o wird im Geners! trattato S. 182" die Zeit zwischen dem 19, August 1552
nachm. 9 Ubr bis zum 6. April 1558 frith 7 Uhr folgendermaBen berechnet:
hore 7 giorni 6 mesi 4 anno 1558
hore 21 giorni 19 mesi 8 snno 1552
Differentia: hore 10 giorni 16 mesi 7 anni 5.
189 Srennek, 8. 834 (Anm. 59). — 190 Fgi. MOiier, Zteckr. f. Math. u. Phys,
Suppl. 1899, 8. 319,
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zuwies. Unter ,,}_Wcmerm“ verata.nd man nun, sonel Rechenpfennlge
wegnehmen (aufheben), daBl eine gegebene Zahl durch mdglichst wenige
Rechenpfennige ansgedriickt wurde, indem jedesmal fiinf auf einer
Linie befindliche Marken durch eine solche im niichsten Zwischen-
raum, beziehentlich zwei in einem Zwischenraum durch eine auf
der benachbarten hoheren Linie ersetzt werden. Das Umgekehrte,
aleo das Verfahren, eine héhere Einheit in niedrigere aufzuldsen,
heiBt Resolvieren —. gerade so wie wir heute noch sagen. Fir
beide Operationen war auch das Wort Reduzieren, das sich spiter
nur flir die erstere spezialisierte, in Ubung, wie im Algorithmus
linealis von HEINRICH STROMER (Prof. in Leipzig) avs dem Jahre 1520.1%
Das Elevieren wird in den deutschen Rechenbiichern {z. B. Kokrer,
1518, Das neo Redyepiidlein, Bl. X. XI) durch ,Aufheben ihersetzt
und ist so allmithlich zu dem modernen terminus , Heben® in der
Bruchrechuung geworden.

Im eigentlichen Sinne werden fiir Resolvieren die Verdeutschungen
gewdhlt: , Aus grofen Sorten kleine machen oder kurz ,, Auflisent
(Smton Jacom, 1565, Rechnung auf der Linie), fiir Reduzieren ,dus
kleinen Sorten grofe machen' bezw. ,,Aufgelostes xu Ganzen machen .13

II. Eigenschaften der ganzen Zahlen,

Die Lehre von den Eigenschaften der ganzen Zahlen ist von
kleinsten Anfingen, nachdem sie sich aus einer Art Zahlen-
mystik herausgearbeitet hatte, besonders durch Mathematiker des
Mittelalters und der Neuzeit, wie VIETA, FERMAT, EULER, LEGENDRE,
(avuss u. a, zu einer umfassenden Theorie, der sogenannten Zahlen-
theorie, ausgewachsen. Sie wurde eine Wissenschaft, mit der sich,
was Reichtam und Tiefe der Probleme, Vielseitigkeit der Beweise,
vor allem Schwierigkeit der Behandlung betrifft, kaum ein anderer
Spezialzweig der Mathematik messen kann. Aus diesem Grunde
haben sie die fithrenden Mathematiker jederzeit als ihr Lieblings-
gebiet betrachtet und ihre Krifte an der Auffindung von Beweisen
fiur Satze, die sich induktiv sehr leicht ergeben, erprobt, hiufig genug,
ohne daB sie die sich entgegenstellenden, nicht geahnten Schwierig-
keiten uberwinden konnten.!¥?

Es kann nicht Aufgabe der fo]genden Au‘sfuhrungen sein, eine Ge-

o Cmmn, IIh S. 216 400, — 102 Fer MUusu, $.320 (Anm. 190); so0 G‘rmmm-rnus
1518 (Anm. 24), Blatt 19": ,auf Haiuer ding grofies maden”, 2 Seiten vorher:
wauf arofem ding Blayners fuden,” — 493 Vgl. Gavss, Gittinger Nachrichten,
12. Mai 1808, S. 54,
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schichte der Zahlentheorie, die zugleich mit derjenigen der héchsten
Fachgebiete verkniipft sein miite, zu geben; in Beschrinkung auf
das Schulpensum geniigt es, die Geschichte der Hauptzahlengruppen,
der Teilbarkeit der Zahlen, hesonders die Geschichte der Primzahlen zu
behandeln, gerade Kapitel, die auch historisch am iltesten sind. Weitere
Abschnitte iiber diophantische Gleichungen, pythagoreische Dreiecks-
zahlen und figurierte Zahlen werden ihre besondere Stelle finden.

Die am nichsten liegende Einteilung der ganzen Zahlen ist die in
gerade und ungerade Zahlen. Die Erkenntnis, ob eine Zahl durch
2 teilbar ist, haben wahrscheinlich schon die alten Agypier besessen.
Das etwa im zwanzigsten bis siebzehnten Jahrhundert vor Chr. ver-
faBte Rechenbuch des AmmEs (Papyrus Rhind) enthilt in der Lehre
von den Briichen (siehe S, 731) eine Tabelle von Zerlegungen der

Briche 3, 4, 3 ... ,, 5 ®@=12,...49) in Stammbriiche, wie

sie der Agypter in seinen Rechnungen brauchte.!® Briiche mit
geradem Nenner sind nicht aufgefithrt, offenbar aus dem Grunde,
weil sie sich durch Heben sofort auf Stammbriiche reduzieren lassen;
e miissen demnach Regeln bekannt gewesen sein, durch die man
in einem gegebenen Falle die Teilbarkeit einer Zahl durch 2 fest-
stellen konnte. Ob Bezeichnungen wie ,gerade und ,ungerade” he-
reits im Gebrauch waren, 1iBt sich aus den bisher gefundenen Uber-
lieferungen nicht ersehen. Sichere Nachricht fiber das Bestehen
und die theoretische Aufstellung dieser Gegensitze haben wir erst
fir die Schule des PyTHaGomas (sechstes bis finftes Jabrhundert
v. Chr.). Zahlenmystische Betrachtungen, deren Anfange dem Stifter
der Schule wahracheinlich aus Babylon, dem Vorort der Zahlen-
deuter und Astrologen im Altertum, zuflossen, haben PyTHAGORAS
und seine Schiiler der Reihe der ganzen Zablen besondere Auf-
merksamkeit widmen, ihre Eigenschaften studieren und auf Grund
derselben jeues bekannte philosophische System entwickeln lassen,
dessen Leitmotiv darin gipfelt, da das Wesen aller Dinge Zahlen
seien. KEine Reibe von Grundgegensatzen, in denen die Pythagoreer
ihr mathematisch-philosophisches (Flaubensbekenntnis ablegten, die
sog. pythagoreische Kategorientafel, ist uns von ARisToTELES iber-
liefert worden; es sind die zehn folgenden — 10 ist die heiligste
Zahl, da sie aus der Addition.der ersten 4 Zahlen entstanden ist
(Tetraktys) —: 1) Begrenztes und Unbegrenztes; 2) Ungerades und
Gerades; 3) Eines und Vieles; 4) Rechtes und Linkes; 5) Minnliches
und Weibliches; 6} Ruhendes und Bewegtes; 7) Gerades und Krummes;

194 EjspxLoun, S, 46—48 (Anm, 181).
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rat und Hetero-
mekie (Rechtecksform).’®® — Hier finden wir in 2 den in Rede
stehenden Gegensatz. Derselbe muB bald Allgemeingut geworden
sein, da zur Zeit PLaToN’s (429—3848 v. Chr., Athen) das noch jetzt
bekannte Spiel ,,Gerad oder Ungerad* verbreitet war.'*

Auch der dritte Gegensatz diirfte zahlentheoretisch aufzufassen
sein und auf den zwischen Primzahlen und zusammengesetzten
Zahlen hindeuten. Der Begriff der Primzahl ist jedenfalls in der
pythagoreischen Schule festgelegt worden. Mit den Untersuchungen
der Pythagoreer beginnt die lange Reihe der Arbeiten iiber Primzahlen,
ihre Anzahl, ihr Auftreten und ihre Bildung, Arbeiten, die auch
heutzutage noch keinem befriedigenden AbschluB nahe gebracht sind.

Nach Aufstellung der Definition'*” ergiebt sich zundchst die
Frage, wie grofl die Menge der Primzahlen ist; sie wird durch
den bekannten eullidischen Beweis mit dem Resultat erledigt, daB
ihre Anzahl griBer als jede gegebene Zahl'*® oder, wie wir heute
sagon, unendlich ist. Der Erfinder dieses Beweises — EukLip (um
300 v. Chr,, Alexandria) ist wohl nur der Uberlieferer — geht von
der Uberlegung aus, daBl, wenn 2, 8, 5, . . . bis p die bekannten
Primzahlen sind, dann sich immer cine weitere finden liBt, die in
dieser Reibe nicht auftritt, da der Ausdrock

N=2-3-5....p + 1
durch keine dieser Primzahlen teilbar ist, also entweder selbst eine
neue Primzahl darastellt oder eine solche als Faktor enthilt. Fir
p=2, 8, 5 7, 11 ergiebt N in der That peue Primzahlen, nimhch
8, 7, 81, 211, 2311, wahrend p = 13 ein Beispiel der zweiten Mog-
lichkeit liefert, da
23571113 4+ 1= 30081

in das Produkt 59 - 509 zerfillt werden kann.%®

Als Erginzung des euklidischen Satzes wird von EuLkr streng
gezeigt, daB im Intervall » . .. N notwendig eine Primzahl vor-

8) Helles und Dunkles; 9) Gutes und Béses; 10) Quad

195 AmierotELEs, Wy werd Th guuixd ¢, cap. 5, Berl. Akademie-Ausgabe 1831,
8. 986, Z. 23—28 links: négac xai dmecgor, mepurzor xei dpreov, S xai whijQog,
dekior xai dguotegdy, dgoey wai Yijluy, Nosuovy xai xivovueror, eldv xai xaundior,
@ic sl oxbrog, dyadir wei xexor, recpdyovor xai stegounxec. — 198 PLaTox,
Lysis 206 E, ed. StacLpaum 1857, 1V, 2, 8. 132, Z. 4, doruiler; vgl. such Honaz,
8at. lib. I, 8, 248: Ludere par, impar. — 197 Eyxup, Elemente, VII, 11, ed.
HEesera, Leipzig 1883—1896, Bd. 11, 8. 186. — 198 Eygpnip, Elemente, 1X, 20,
ed. Heipega, Bd. IT, 8. 388: Of mpdror dgeduoi mhsiovs edvi mavids 103 mooréSertog
aApGov; mowrer apidudy. — 199 Leaenpus, Zablentheorie, 1. Aufl,, Paris 1798,
Einl. Nr. XXI, Aom., @bers. von Maser, Leipzig 1886, Bd. I, S, 15.
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handen ist. Die erhebliche GroBe des Int,erva.lles von der letzten
bekanoten Primzahl p bis zu der Zahl N (N eingeschlossen), inper-
balb dessen sicher eine Primzahl liegen muB, ist die schwache
Seite dieses Theorems. Sie wird durch einen modernen Beweis
fir die unendlich groBle Anzahl der Primzahlen, den J. Haoxs
(Kattowitz)®®® vorschligt, nicht verringert. Nach diesem addiere
man die reziproken Werte der bekannten Primzahlen } + } +

P +%; aledann ist der Ziihler des Resultates dem Nenner

teilerfremd, also entweder selbst eine neue Primzahl oder ein Viel-
faches einer solchen. Man ist bestrebt gewesen, jenes Intervall,
in welchem eine neue Primzahl auftreten mufl, moglichst klein
zu machen. So behauptet BErTRaND2?! (geb. 1822, Prof am
College de Krance, seit 1856 Akademiker) — und TSCHEBYTSCEEW
(1821 — 1894, St. Petersburg) fiihrt einen strengen Beweis dafiir#°? —
da8 zwischen a und 2a, letzteres eingeschlossen, stets eine Prim-
zahl liegt, wenn a=1. KEine weitere Verengerung der Grenzen

auf a<<p=ea-+ 2Va war schon LEGENDRE*® (1752 Toulouse —
1833, Prof. an der Icole normsle in Paris) geglickt. Der Ab-
stand ist freilich bei groBem « immer noch sehr bedeutend; er
betriagt z. B. fir ¢ = 10000 noch 200,

Ein dritter, sebr interessanter Beweis fiir die unendliche An-
zahl der Primzahlen beruht auf der Euwa’schen Forme] 2%¢

-ty =3+

in der das linke Produkt iiber alle Primzahlen p, die Summe rechis
tiber die natiirliche Reihe der ganzen Zahlen zu erstrecken ist.
Wird hier s = 2 genommen, so geht — ebenfalls nach EviLer?%® —

]
die rechte Summe in % iiber, so daB man erhilt
’ 2

P 1__1_2 6

1 w

J. Hacks?%® macht aof die dadurch sich ergebende I'rapscendenz

200 Vgl. J. Braun, Das Fortschreitungsgesetz der Primzohlen durch eine tran-
scendente Gleichung exakt dargestellt, I'rier 1898/99, Progr. Nr. 496, Friedrich-
Wilkelmgymn, 8. 17—19, — 201 Journal de 1’scole polytechnique, cah. XXX,
Paris 1845, S, 129. — 202 [aorvicLe's Journal, Bd. XVII, Parie 1852, 8. 366 ff.
— 203 Zahlentheorie, Bd. IT, Teil IV, § 9; Ubers. v. Maser, § 414, S. 78 ff.
(Anm. 199), — 204 Vpl. B. Riemann, Ges. Werke, Leipzig 1876, S. 196, —
206 Ipdroductio in apalysin iofinitorum, Lausanne 1748, I, cap. XV, § 277,
Exempl. 1I, 8. 231.
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dea Produktes aufmerksam und folgert. hieraus dlB Unendhchkelt
des links stehenden Produktes, damit aber die unendliche Anzaht
der Primzahlen, weil eine endliche Anzahl ein rationales Produkt
geben miisse. In #hnlicher Weise hatte fibrigens EuLer selbst ein
gleiches Resultat gefolgert, wenn er bewies, daf die Summe } + }

+3+E4+. .. —il,, iiber alle Primzablen erstreckt, einen unend-

lichen Wert ergiebt, was wiederum nur der Fall sein kann, wenn
es unendlich viele solcher Primzahlen giebt.?

Eine Verallgemeinerung des Mengenbeweises fiir die Primzahlen
ist der Satz LecEnpar’s,’®” daBl auch in jeder unbegrenzten arith-
metischen Reihe mit dem allgemeinen Glied %z +  (k und m relativ
prim) unendlich viel Primzahlen auftreten, fiir den indes erst DiricHLET
{1805—1859, Berlin, Nachfolger von Gauss in Gittingen) einen villig
strengen Beweis lieferte.0¢

Ganz bedeutend schwieriger war die Aufgabe, die Primzahlen
unter einer gegebenen (Grenze zu zihlen; Untersuchungen
dieser Art gehéren ganz der Neuzeit an. LEGENDEE giebt in seiner
Zahlentheorie (erste Aufl. 1798) ihre Anzahl zwischen 1 und « darch
die Naherungsformel

xr
= lognatx — 1,08866
wieder,?®® worin TscHERYTSCHEW ! filr sehr groBe Zahlenregionen
die Konstante durch 1 ersetzt. Gavss (1777—18565, Géttingen)
erkannte, etwa 17932, den Zusammenhang der Anzahl » mit dem
Wertverlauf des Integrallogarithmus

xr

n = Li(x) =f—l;:é%
2
Die Genauigkeit dieser Ann#herung intersuchte ebenfalls TscuE-
BYTSCHEW.?1° (Gavss und GoLpscHMIDT?!! haben sich der Mihe
unterzogen, eine direkte Abzihlung der Primzahlen bis zu = 3000000
vorzunehmen, gie fanden, daB der wahre Wert von » schon vom

205 Bucrke, Indroductlo in Apal. infin. (Aom. 205), I, cap. XV, § 279, 8. 235,
— 207 Hist. de I'Acad. de Paris 1785 (gedr. 1788), Mém. S. 552; Zahlenth.,

Bd. II, Teil IV, 8§ 9, deutsch v, Maser, 3. 77, — 208 Math. Abh. der Berl.
Akademie 1837 (gedr. 1839), 8. 45—71; Liovviiie’s Journal, Bd. IV, Paris 1839,
S, 393 ff; Opera ed. Kroneckee, Berlin 1888, I, 8. 309 ff. — 209 Zghlentheorie,
Bd. II, Teil 1V, § 6, § 394; deutsch v. Maser, S. 85 (Anm. 199). — 410 LicoviLLE's
Journal, Bd. XVII, Paris 1852, 8. 354. — 2" Brief v. Gauss an EnciE v. 24. Dez.
1849; Gavss' Werke, Bd. 1T, GStt. 1876, S. 444 ff.
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ersten Hunderttausend an stets kleiner ist als Li(z} und zwar mit
wachsendem z unter manchen Schwankungen immer mehr abweicht.
RiemanN’s (1826 —1866, Prof. in Gdttingen) Untersuchungen *'* lehren,

daB der Naherungsfehler von der Ordnung o ist.

Zu weiteren Schwierigkeiten fithrt das dritte Problem in der
Lehre von den Primzahlen, nunmehr dieselben wirklich auf-
zufinden. Denkt man sich die Primzahlen p, in ihrer natitrlichen
Reihenfolge geordnet, p, =2, p,=3; p, =5, p,="7..., 80 wire
das Ideal einer Liosung die Aufstellung einer Funktion von 4, welche
durch Einsetzen eines bestimmten Wertes von 2 die zugehdrige
Primzahl sofort liefert. Bis jetzt ist ein geschlossener Ausdruck,
der diesem Zweck geniigt, noch nicht gefunden worden.

¥inen ersten achwachen Versuch, die Primzahlen aufzufinden,
— den einzigen 1m Altertum — stellt das als Sieh des ERaTOSTHENES
276 v. Chr, Kyrene — 194 v. Chr. Alexandria) berlieferte Verfahren
dar.?'® Map strich in der vorliegenden Reihe der natiirlichen Zahlen
erst alle durch 2, dann alle durch 3, 5, 7 ... u. 5 w. teilbaren
Zahlen aus; die nicht gestrichenen Zahlen sind die Primzahlen.
Dies Verfahren setzt freilich nicht viel Erfindungskraft voraus;
doch gestaitet es wenigstens, die Primzahlen bis zu einer nicht
zu hohen, vorgeschriebenen Grenze zu finden. Fiir eine gegebene
Zahl a festzustellen, ob sie eine Primzahl sei oder micht, gab es
im Altertum und auch noch im Mittelalter keine Kriterien; man
muBte mit den einzelnen Primzahlen, die kleiner als }a sind, divi-
dieren und war so auf ein Probjeren angewiesen. Erst im achtzehnten
Jahrhrhundert schuf man sich Erleichterangen bei dieser Arbeit.
Neben Evrer (1707 Basel — 1783 St. Petersburg, vorfibergehend in
Berlin)?* ist LaMBerT (1728—1777, Oberbaurat und Akademiker
in Berlin) zu nennen. Besonders fein ist der Rechenmodus, den der
letztere in seinem Abhandlungen einschlug; er verstand es, Vor-
schriften abzuleiten, die fiir eine gegebene Zabl a gleich ganze Reihen

212 Ges, Werke Riemann's, Leipzig 1876, 8. 138—144 ,Uder die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grife (Berl. Akademie, Nov. 1859). — 213 {Tber-
liefert von NrzoMacuus v. Gerisa (um 100 n. Chr.; eonyoyy deutunuxi,
Buch I, Kap. X111, 21, ed. Hooee, Leipzig 1866, S. 29 ) und geinem Com-
mentator Jamericuus (Craimis in Colesyrien, um 325 n. Chr.; Nicomacht
arithmetica introductio, ed. Tennviavs, Arnheim 1668, 8. 42 A). — 214 Eures,
wDe munerts primis valde magnis“, Nova comm. Petrop. ad ann, 1762/68,
Bd. IX (gedr. 1764), 8. 99—153 und ,, Quomodo numert praemagn: sint
ecplovands, wirum sint primi necne? Nov, comm. 1768, Bd. XIIT (1769)
8. 67—s8.
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prifen und die Rechenarbeit auf ein verhidltnismiflig sehr geringes
Ma8 zuriickfiihren, 2%

Bei den Versuchen, das Primzahlengesetz in Funktionsform
auszudriicken, kénnen zunichst nur ganze rationale Funktionen, ferner
die Exponentialfunktion fiir ganzzahlige Basis und die EuLes’sche
Gammafunktion in Betracht kommen, da es sich um ganzzahlige
Werte handelt. Alle drei Funktionsgattungen sind in Vorschlag ge-
bracht worden. So glaubte StiPEL, einer der hedeutendsten Mathe-
matiker des sechzehnten Jahrhunderts (1486/87 Esslingen — 1567
Jena; lutherischer Prediger an verschiedenen Orten), daB 22=+1! —1
ein allgemeiner Ausdruck sei, der nur Primzahlen liefere,?!¢ wihrend
gich bei genauerer Untersuchung schon fiir » = 4 die zusammen-
gesetzte Zahl 2° — 1 =511 = 7-73 ergiebt. In einem #hnlichen
Irrtume war KErRMAT (1601 —1685, Rat im Parlamente zu Toulouse)
befangen, als er behauptete, daB

2(2")-1- 1
stets eine Primzahl darstelle.?’” Es ist das einer von den Sitzen,
die dieser so bedeutende Zahlentheoretiker beweislos seiner Diophant-
ausgabe in Nebenbemerkungen beifiigte, deren Beweise er seiner Ver-
sicherung nach zum gréBten Teil besaB, wihrend selbst heutzutage die
Durchfithrung einzelner dieser Behauptungen in vélliger Allgemeinheit
immer noch nicht gelungen ist. Den angefiithrten Satz hatte Frrmar
zuerst nur als wahrscheinlich (1637), spiter als sicher (1640, 1654
Brief an Pascal) ausgesprochen, mit dem Bemerken freilich, daB ihm
ein Beweis bisher nicht gegliickt sei. Dennoch hat sich, wie zuversicht-
lich FErMAT seine Behauptung auch aussprach, hinterher ergeben,
daB sie falsch ist. KurLEr2!® weist 1732 nach, daB sie fiir kieinere

218 Laupert, Beitrdge zum Gebrauch der Mathematsk, Bd. 11, Berl. 17170, § 5 ff —
218 Briper, Aritbmetica integra, Niirnberg 1544; vgl. Cawror, IIY S, 435, und
Srires’s Neubearbeitung der Co8 von Runovrr, Kinigsberg i. Pr. 1553, §.10°—11*.
— 217 Feemar, Varis opery, Tolosac 1679, 8. 115, Z. 12—10 v. u.: (‘um autem
numeros a binario quadratice in se ductos e wnilate auctos esse semper numeros
primos apud wme constet, et jam dudwm Analysiis illius theoremalis verdas fudt
significata. — Qeuvres de Fermar, ed. T'anvevy ¢t Hennyx, Bd. 1, Paris 1891,
8. 131, Z. 1—5; vgl. auch cinen Brief Fermat's an Lord Digpy vom Mai 1658
in Wallis, opera, Oxoniac 1693, Bd. [1, commercium epistolicum, ep. 46, S. 858,
Nr. 1. — 218 Comm. Petrop., Bd. VI ad annos 1732/33 (gedr. 1738), S, 104—105;
auch QOpuscula analytica, Petr. 1783, I, 8. 244, Als Nichtprimzahlen sind ferner
o2 S23
noch nachgewiesen 2~ + 1 wod 2~ + 1, die 114689 bezw. 167772161 als
Teiler enthalten (nach Nurro, Substitutionstheorse w. ihre Anwendungen auf die
Algebra, Leipzig 1882, 8. 181, Anm.).
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Werte von » stimme, aber schon fir @ = 5 die dargestellte Zahl
282 4 1 = 4294967297 = 641 - 6700417

keine Primzahl ist. — Auf die ganzen, rationalen Funktionen
setzte man anfangs groBe Hoffnung, die besonders durch die auf-
fallende Erscheinung erregt wurde, daf in manchen quadratischen
Aunsdricken eine betrichtliche Anzabhl vou Primzahlen dargestellt
werden kann. So macht EvLer2" auf die Formel 2? — z 4 41 auf-
merksam, welche fir 2 = 1, 2, 3, ... 40 nur Primzahlen liefert; ibr
figt LEGENDRE (1752 Toulouse — 1833, Paris) als weiterd Beispiele
zu: 2+ 24+ 17 fir £=0,1,2...18 und 222+ 29 fir x =0,
1, 2...282% Fir diese merkwiirdige Thatsache giebt indes
LEceNDRE selbst einerseits eine ausreichende Erklarung, ander-
seits fithrt er auch den TUnmoglichkeitsbeweis, dafl irgend eine
ganze rationale Funktion pur Primzahlen enthalte.?®’ Ist 2. B.
P=a 4 bz 4 ¢x® fir £ =k eine Primzahl p, so braucht man nur
2=k +py zu setzen, um in P=p 4 (b+ 2e¢k)py + cp®y® einen
Zahlenwert zu erhalten, der durch p teilbar und doch von p ver-
schieden, also keine Primzahl ist. — Was die gebrochenen
rationalen Funktionen betrifft, so konnte man vermuten, daBl die in
ibren Werten enthaltenen groBten Ganzen die Primzahlenreihe zu
bilden vermdchten, aber auch dies ist in der neuesten Zeit als nicht
zutreffend nachgewiesen worden.??? Ahnliche Untersuchungen fir
algebraische Funktionen stehen noch aus,

Die dritte der oben erwiahnten Funktionsgattungen, die Evreiw’-
sche Gammafunktion

<@
I'(%) =fe—’a:“1da:
0

~— pach einer Bezeichnung LLEGENDRE'S, wihrend Gauss das Symbol
II(z — 1) gebraucht — hat die Eigenschaft, daB I'(x) = (x — 1} I'(z — 1),
also fir ganze Zahlen I'(x) = (x — 1)! ist. Sie wird in der Zahlen-
theorie bei Betrachtung des sog. Wirson'schen Satzes??

219 Brief v. Evien, an J. Bennourii, Abh. der Berliner Akademie 1772 (ge-
druckt 1774), Histoire S. 36. — 220 Lgoenpme, Zahlentheorie (Anm. 199}
dentsch v. Maisgr, Einl, Nr. XX, S. 14; vgl. Evcer, Novi comm. Petrop.
ad apnos 1762/63, Bd. IX, gedr. 1764, 8. 102, theorema. — 22! LipaeNpue-
Maser, 1, Hauptheil II, § 14, Nr. 256, 8. 328 (Anm. 199). — 222 VYgl. Bravny,
Das Forschungsgesetz der Primzahlen (Anm, 200), — 223 Von E. Warina ( Med:-
tationes algebrascae, 1. Aufl, 1770, II1, Aufl. Cantabr. 1782, daselbst Probl. 83.5,
S. 380) zuerst erwihot und J. Wiwson zugeschrieben; erster Beweis durch
Lagranee, Nouv. Mém. de I'Ac. d. Berlin 1771 (gedr. 1718) ,, Démonstration
a"un théoréme nowveui concernant les nombres premiers”, 8. 125—187; LaoraNar's
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1234 ..... p—1+1=mn,-p,
wo p eine Primzahl, n, eine von p abhingige, aber ganze Zahl

bedeutet, eingefiihrt. Der WiLson’sche Satz driickt nicht nur eine
stets bei Primzahlen auftretende Eigenschaft auns, sondern enthilt
auch eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daf die
Zahl p, fir die er gilt, eine Primzahl ist, so daBl er geradezu
als Definitionsgleichung filr die Primzahlen aufgefaBt werden kann.
Mit Benutzung des Zeichens I” wird
. I'mp+1
ay=TOLL

n, muB dabei ganzzahlig sein und kann durch diese Gleichung als
definiert aufgefaBt werden. Alle diejenigen Werte der Variablen p
werden Primzahlen sein, fir welche #»_ eine ganze Zahl ist; die Um-
kehrung der Funktion n  liefert alsdann p als Funktion von =
Aussichtslos wird aber diese Verwendung des WiLsoN'schen Satzes
dadurch, daB bereits fiir kleine Primzahlen p der Wert von »_ sehr
groB ist, mit wachsendem p zu immer ungeheureren Zahlen fiihrt, so
daB die anzustellenden Betrachtungen undurchfihrbar sind. So ist
die Frage nach einer einheitlichen Darstellung auch heute noch
ungeldst. Uber neueste Versuche vergleiche die angefiihrte Ab-
handlung von Brauw.20?

Neben dem angefibrten Wirson'schen Satz giebt es noch einen
zweiten Satz, der eine notwendige und hinreichende Kigenschafi
der Primzahlen ausspricht, den sog. FERMaT’schen Satz. Nach
diesem ist, wenn p wiederum eine Primzahl, & eine beliebige, nicht
durch p teilbare Zahl bedeutet, zr-! — 1 stets durch p teilbar,
Wie viele FErmat'sche Sitze ist er lange unbewiesen geblieben; die
ersten, allgemein bekannt gewordenen Beweise stammen von Euren
her.?®* Jn dem NachlaB von LrieNiz hat man indes eine Abhandlung
Nova Algebrae promotio (etwa 1697 geschrieben) aufgefunden, die auch
einen Beweis dieses FErRMaAT'schen Satzes enthalt — also den zeit-
lich iltesten. Hierdurch wird EuLEr die Prioritit genommmen. Doch
blieb Lereniz’ Schrift, da sie nie gedruckt wurde, ohne den EinfluB,
den sich Euner's Aufsatz erwarb. LEieNiz selbst wuBte ibrigens
gar nicht, daB FermaT den Satz schon vor ihm ausgesprochen hatte;
er erkannte aber sofort die Bedeutung seiner Lntdeckung und ruhmte

Werke, ed. SEItItE‘l‘, Psns 1869 Bd II, 8. 425 ﬁ' zweiter Beweis durch EUI ER,
Opusculs, analytica, Petersb. 1783, Bd. I, 8. 329—231. — 224 Beweis I: Comm.
Petrop. ad snn. 1736, Bd. V1II (gedr. 1741) 8. 141—146; Beweis II: Novi comm.
Petrop. ad ann. 1758/59, Bd. VII (gedr. 17681), S.49-—82; Beweis IIL: Novi
comm. Petrop. ad ann, 1760/61, Bd. VIII (gedr. 1768), S. T4 f.
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slch rmt. dlesem Satze eine allgememe Prlmzahlformel die hisher in
der Mathematik unbekannt ware, gefunden zu haben,228

Andere Eigenschaften der Primzahlen, von denen nur
einige der wichtigsten noch herausgegriffen sein mégen, sind zum
Teil im Altertum bekannt gewesen, ohne daB Beweise auf uns ge-
kommen sind. Se spricht DropHANTUS VON ALEXANDRA (drittes bis
viertes Jahrhundert n. Chr.) gelegentlich aus,??® daB keine Primzahl
von der Form 4n — 1 die Summen zweier Quadrate sein kann. Die
Kenntnis, daB jede Primzahl von der Form 4= 4 1 stets als Summe
zweier Quadratzahlen ¢? + »? darstellbar ist, hat DiopnanT wahr-
scheinlich noch nicht gehabt. Xs findet sich dieser Satz — unbe-
wiesen — zuerst unter den Ofter erwihnten FzrRmaT'schen Be-
merkungen zu Diovrant. Einen Beweis giebt EvrLrn 1747227
Derselbe zeigt auch die Richtigkeit einer weiteren Frrmar'schen
Behauptung, daf nur die Primzahlen von der Gestalt 8z 4 1 in
die Formen y® 4 =x* 2% bezw, y? 4 222 %% ubergeﬂihrt werden kinnen,
withrend zwei andere FErMaT’sche Sitze, daB 1. jede Primzahl von
der Gestalt 82+ 3 in die Form 3?4 2s? 2. jede Primzahl von
der Gestalt 8x + 7 in die Form y® — 222 zu bringen sind, erst
durch Laorange ihre Erledigung fanden.2?® In den beiden letzten
liegt zugleich der Nachweis fiir den oben erwihoten DiorHaNT-
schen Satz.

Was die Teilbarkeit der Nichtprimzahlen betrifft, so ist
digjenige durch 2 auf 8. 55 gestreift; dort wurde daranf hingewiesen,
da die dgypter eine giltige Regel besessen haben miissen. Die Regel
fur 9 ist, wie 8. 33—34 auseinandergesetzt wurde, éndischen Ur-
sprunges. Sie wiederholt sich in den arabischen Lehrbiichern und
dringt durch diese in unsere mittelalterliche wathematische Litte-
ratur ein. Kine Regel ftir 3 wird, wenngleich sie wohl auch den
Indern bekannt gewesen sein mag, erst im Liber abaci (1202} des
Lrorarpo von Prsa (1180—12507) aufgefiihrt.?*' Die Regeln fir 2

226 Luinniz' ges. Werke, ¢d. Gennaxnr, III Folge, Bd. 7, Halle 1863, S. 160;
vgl. Cavroe, ITI%, 5. 818—319, auch Bibliotheca mathematica (Exesrrinm) 1894,
S. 46. — 226 DiorAant, dgcPunuxdy Pifiin V1, Buch V, Aufg. 12, ed. Taxneny,
Leipzig 1893, S. 846—348, iibers. v. Wentnrin, Lpzg. 1890, 8. 206—208 mit
den Aomerkungen Frrwat's. — 227 Novi comm. Petrop. ad ann. 1747/48, Bd. I
(gedr. 1750) 8. 20—48, bes. S. 27; ferner 175253, Bd. IV (gedr 1758), S. 3—40
und endgilltige Erledigung: 1754/55, Bd. V (gedr. 1760), 5. 3—58, — 228 Da-
selbst, Bd. 1, S, 28. — 222 Vgl. Novi comm..Petrop. ad. ann, 1158{57, Bd. VI
(gedr. 1761), 8. 188 ff. — 230 Nouv. mém. de I'Ac. de Berlin 1775 (gedr. 1777)
»Suite des recherches  Avithmeétique, S. 33TH. (bes. S. 346, Nr. 1, 2). —
23 Lronakpo Pisano, Liber abaci, I, S. 38 (Anm. 17).
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und 5 flicBen unmittelbar aus dem dekadischen Positionssystem, sind
also sicher auch den Indern bekannt gewesen, wenngleich sie in der
Litteratur nicht vor Lronarpo voxn Pisa (1202)%*' pachweisbar sind.
Regeln fiir die Reste bei der Division durch 11 hat der Ostaraber
Avkarca1 (um 1010, Bagdad) gekannt, da er in seinen Rechnungen
neben der Neunerprobe auch eine Elferprobe verwendet,?3? wihrend
Lronarpo bei 11, wie auch bei 7 und 18, das einfache Ausfithren der
Division empfiehlt.?’? Die moderne Regel fiir die Teilbarkeit durch
11, welche diese Untersuchung auf die der Differenz, gebildet aus
den Summen der an gerader bezw. ungerader Stelle stehenden
Ziffern, zuriickfiihrt, stammt etwa aus der Mitte des achtzehnten
Jahrhunderts (so bei L. WENTz, Kurze, doch vollstindige demonstrotive
Binleitung xuwr gemeinen proktischen Rochenkunst, Basel 1748), scheint
aber bis zum Ende des achtzehnten Jahrhunderts nur geringe Ver-
breitung gefunden zu haben; wenigstens ist sie erst in LAGRANGE'S
Elementarvorlesungen 1794/952% als bekannt hingestellt, wihrend
bet KarsTen 17682 die Fassung erscheint: ,Dividiert man die
Summe der geraden Stellen und die Summe der ungeraden Stellen
jede fir sich durch 11 und sind die erhaltenen Reste einander
gleich, so ist die ganze Zahl durch 11 teilbar“ (noch unvollkommener
in CoausBera's demonstrativer Rechenkunst, I. Aufl. 1732, V. Aufl.
1799). Restregeln fiir 8 und 7 werden ausfiihrlich im ,,Talchis“
des Ien ALBaANNA®3 (1252 oder 1257 in Marokko geboren), einem
Auszuge eines groBeren Werkes ,,Der kieine Seitel*, das von einem un-
bekannten Verfasser in Magris (Nordwestafrika) verfabt ist, mitgeteilt.
Um den Rest fiir 8 zu finden, soll man die Einerziffer der gegebenen
Zahl zu dem doppelten der Zehnerziffer und dem Vierfachen der
Hunderterziffer addieren und die erbaltene Summe wiederum durch
8 dividieren. Fir 7 benutzt Isn Arpanna die Potenzreste 10®
(mod 7):3,2,6,4,5, 1; er setzt unter die Einerziffer eine 3, unter
die Zebnerziffer die 2, unter die Hunderterziffer die 6 u. s. f nach
links weiter unter die nichsten Ziffern 4, 5, 1, dann von vorn be-
ginnend; die iibereinanderstehenden Ziffern werden multipliziert und
die Summe dieser Produkte von neuem auf 7 untersucht. Dies
Verfahren hat sich, wiewohl seine Umsténdlichkeit dem einfachen
Probieren gegeniiber auf der Hand liegt, lange in den Rechen-
biichern gehalten; noch im Mittelalter taucht es in deutschen Lehr-

232 Al-kafi fil hisib (das Geniigende iiber d. Rechnen), ed. Hocweemm, Progr. 9—11
der Hsh. Gewerbeschule z. Magdeburg, 1878—80, eap. 1X. — 233 Lacuanar's
Werke VII, 8. 207; NieperdirLER, S. 30 (Anm. 137). — 234 Kansrry, Lehrbegriff’
der ges, Mathematik, Greifswald 1789, Bd. I, 8. 4/5. — 236 Canror, Ib, 8. 759.
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werken a.uf, wio hel Smon JAGOB 1565 Jon KBA.‘FI‘T 1592 . 8.
Bessere Vorschriften fiur die Teilbarkeit durch 7 gehéren erst der
neuesten Zeit an. HEYNATZ (dusfiikriiches Rechenbuch, Berlin 1780,
S. 127) und Zeruane (Rektor in Witten)*®® schlagen vor, das
Doppelte der Einerziffer von der nach Wegstreichen der Einerziffer
iibrigbleibenden Zahl zu subtrahieren (d. h. das 21fache des Einers
von der ganzen gegebenen Zahl),*®” den Rest dann ebenso zu behan-
deln u. 8. f.; UngER?*® zieht die aus den 3 letzten Ziffern gebildete
Zahl von dem aus den vorhergehenden Ziffern gebildeten Komplex ab,
bezw. umgekehrt, subtrahiert also das 1001 fache. Beidemal wird der
erhaltene Rest von neuem untersucht. Unger hat dabei den Vor-
teil, dieselbe Vorschrift auch fir 11 und 13 benutzen zu kinnen, da
1001 aus der Multiplikation von 7, 11 und 13 entstanden ist.

Ein allgemeines Kriterium fiir einen beliebigen Teiler 4
lehrt zum erstenmal Pascar (1623 Clermont — 1662, Paris; Math.
u. Philos.) in einer Abhandlung: Caractéres de divisibilité des nombres.>*®
Er definiert GréBen B, C, D ... als Reste folgender Divisionen:

10: 4 giebt den Rest B,
10B:4 w vn ©
10¢:4 , , , D,usf

Ist THRE (T = Tausender, § = Hunderter, 3 == Zehner,
& = Einer) die zu untersuchende Zahl, so bildet Pascar die Summe
1+ 3B+HC+EITD+ .... Wenn dieser Ausdruck durch 4
geteilt werden kanm, so ist dasselbe auch mit THBE der Fall
Natitrlich kann, wenn die erhaltene Zahl zu groB ist, das Verfahren
wiederholt werden.

Der Begriff der teilerfremden Zahlen geht, wie der der
Primzahlen, der geraden und ungeraden Zahlen auf die altpythagoreische
Schule (sechstes und fiinftes Jahrhundert v. Chr) zuriick. Eine Defi-
nition fiir sie giebt Evkuip (um 300 v. Chr., Alexandria) in seinen
Elementen Buch VII, Def. 12; er lehrt zugleich im Satz I desselben
Buches, wann zwei Zahlen relativ prim zu einander sind. Fiir das Auf-
suchen des gemeinsamen Teilers benutzt Evkwm in VIL 2
genau dieselbe Methode, die hente im Gebrauch ist. Ks scheint
dieser Kettenbruchalgorithmus noch einmal in Indien entdeckt

236 Horrmanx's Zeitachrift f. math. u. naturwiss. Unterricht, Bd. I1, 1871, S. $87.
237 Eine Verallgemeinerung der Zerrana'schen Regel auf Divisoren von der
Form 10a 4 1, 103 + 8, 108 + 7, 10a + 9 giebt Dicesrern 1878 in derselben
Zitachr., Bd. IV, 8. 404; vgl. auch daselbst die Bemerkung von Masmve, 8. 407.
— 238 Ungsr, S. 151 (Anm, 54). — 239 ed. Bossur, Haag 1779, Bd. V, 8. 123£.

TrorFxx, Geschichte, I, 5
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worden zu sein; wenigstens teilt BHaskaRa in der ,,Kronung des
Systems”  (Siddhéniagiromant}**® ein Verfahren mit, unbestimmte
Gleichungen ersten Grades ganzzahlig zu ldsen, dessen Auseinander-
setzung er mit dem Aufsuchen des gemeinsamen Teilers beginnt;
dabei verfihrt er ganz wie Euk1ip, ohne daB eine Abhingigkeit nach-
zZuweisen ist.

Selbatverstindlich kennt Eukrip auch das kleinste gemein-
same Vielfache zweier Zahlen und giebt Mittel an, dasselbe zu
finden (EL VII. 34).

Eine weitere Einteilung der ganzen Zahlen, die, im Altertum
aufgestellt, sich bis ins spite Mittelalter in der niederen Mathematik
aufrecht erhielt, vom modernen Schulpensum indes ausgeschlossen
wird, ist die in vollkommene, mangelhafte, iiberschieBende
und befreundete Zahlen. Vollkommen (réierog, perfectus) nennt man
diejenige Zah), die der Summe aller ihrer Teiler gleich ist, wie
6=14+2+4+3,28=14+2+44 74 14, ferner 496 u. a. Der Be-
griff der vollkommenen Zahl scheint nicht der altpythagoreischen
Schule zu entstammen, da bei Prato und ARISTOTELES das Wort ,,voll-
kommen** in anderem Sinne fiir Zahlen gebraucht wird.?#? Bei Evkrip
jedoch ist die neue Bedeutung nicht nur zu einer* feststehenden ge-
worden, sondern auch bereits ein Bildungsgesetz fiir vollkommene
Zahlen vorhanden, das bis heutigen Tags noch keine Erweiterung
erfahren hat. EuvxLip beweist in seinen Elementen IX. 36, daB, wenn die
Summe der geometrischen Reihe 1 4+24+224 294 ... 4 27 =5_eine
Primzabl ist, dann s - 2%, also (2*+!— 1)-2" eine Zahl der ge-
wiinschten Art ist. In der Folgezeit kehrt die euklidische Definition
und Bildungsweise immer wieder; die Neupythagoreer, wie NIxomacHOs
voN GEBAsA (um 100 p. Chr)) und THEON voN SM¥ENA (um 130 n, Chr.)
figen fir die Zahlen, deren Teilersumme gréBer bezw. kleiner als die
Zahl selbst ist, die Kunstausdriicke ¢o«Fpoi dneprilecor (iberschicBende 2.,
n, abundantes, nach BoiTHIUS superflui) und 2 lemsic (mangelhafte, de-
manut) hinzu, Auf NikomacHUs geht auch die Bemerkung zurick, dag
die Einerziffer einer vollkommenen Zahl stets 6 oder 8 ist.?¥* Nach
antikem Vorbilde nehmen die Araber die Lehre von den vollkommenen
Zahlen auf. In den Origines des Isiborus (570—636, Sevilla), in
Briefen Avcumvs (7856—804), in einer Aritbmetik des Jompawvus
Nemorarius (+ 1287) ist ihre Kenntnis nachweisbar. Sie fehlen
nicht in den Schriftéen Luca Paciuoro’s (1494), Stirer's (1544), Cag-

240 Baasgara, Lilavati, XII, 248—2562, ed. CoLeprooxkk, London 1817, 8. 112—114
(Anm. 294). — 24! Canron, 1b, 8, 157, — 292 Elgeywyr, 1,14 § 1, 8.36 Z.7 (Anm. 213),
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paN0's (1539) und Tarracria’s (1556). Selbst ein FERMAT und DEs-
carTES beschiftigt sich mit ihunen; letzterer betrachtet in Erweiterung
des Begrifles auch noch Zahlen, deren Divisorensumme ein Viel-
faches der Zahl selbst 1st.2#* Die Anzahl der vollkommenen Zahlen,
die, wie ihr Bildungsgesetz zeigt, bald sehr groB sind, steigt bei
JEAN PRESTET (+ 1690) auf 8; die achte ist bereits neunzehnziffrig.
Die neunte ist aus 2513 — 2256 zy berechnen. 2

Auch der Begriff der befreandeten Zahlen (@iloc apeduor,
numert amict) scheint nicht vor den Neupythagoreern entstanden zu
gein, wenn auch JamBLIcBus (Anfang des vierten Jahrhunderts,
Chalkis in Céglesyrien) ihre Aufstellung dem PyTracoras selbst zu-
schreibt. Zwei Zahlen hieBen befreundet, wenn die Summe aller
Divisoren der einen Zahl gleich der anderen Zahl selbst ist. Als
Beispiel werden bis zam Ausgang des Mittelalters nur immer
220 und 284 angefithrt, 220 =1 4+ 2 + 4 4+ 71 + 142 und 284 =
14+24+445410411 4 20 4 22 4 44 4 55 4 110, Ein Gesetz
ibrer Bildung war im Altertum nicht bekannt. Die Aufstellung eines
solchen, wenn auch keines allgemeinen, gelang erst dem gelehrten
Araber Tasrr 1BY Kurram (836—901; Bagdad, Mathematiker u.
Astronom);24® dieser fand, daB, wenn p=3-2¢ =1, ¢=8.23-1-1,
7r=9.227-1 -1 Primzahlen sind, dann A=2%-p:-g und B=2¢ -
befreundete Zahlen sind. Erheblich erweitert wurde die Anzahl der
bekannten befreundeten Zahlenpaare durch KoLer?* (1707 Basel —
1783, Petersburg, voriibergehend in Berlin), der ihnen, wie auch
anf seine Veranlassung G. W. Kravrr (+ 1754, Petersburg), erneute
Aufmerksamkeit zuwandte. Aber selbst Evner vermochte keine all-
gemeine Bildungsformel anzugeben, wenn er anch noch 6] neue
Paare aaffand.

Uber figurierte Zahlen vergleiche Reihentheorie.

Zur Erganzung der im Vorstehenden eingestreuten termini
technici mdge poch einiges iiber die Waérter Primzahl, gerade
uad ungerade Zahl nachgeholt werden,

Das Wort Primzahl ist dem Lateinischen entnommen (numer:
primi = einfache Zahlen), in dem es den griechischen Mathematikern
entlehnt wird. Sprusireus (um 350 v. Chr.), der Nachfolger PLaTon’s in
der Leitung der Akademie, von dessen Schrift iber die pythagoreischen

243 Canror, 1% 8. 784, — 244 Canron, III*, S. 97, — 246 Canror, I S. 692, —
248 Eucer, Opuscula, Berlin 1750, 8. 23—107, De numeris amicabilibus;
vgl. 8. 105—107 eine Zusammenstellung der gefundenen Zahlen; Krarrr, Novi
comn. ad annum 1749 (gedr. 1751), Bd. II, 8. 100—118, De numeris ami-
cubilibus ete.
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Zahlen Bruchstiicke erhalten sind, unterscheidet zwischen dgon%uog
modroc xed covvderog und &. devregog xel ovvderos;?¥” KuELID (um
300 v. Chr.) hat die Gegensitze npdroc ¢. und odvFerog dorduds,®
wihrend die Neupythagoreer, wie JamBrLicHUS™® (Anf. d. vierten
Jahrhunderts n. Chr.), die altpythagoreischen Doppelausdriicke wieder
aufnahmen. Verdeutschungen, die im Mittelalter vorgeschlagen wurden,
als die deutsche Sprache in die Wissenschaft einzudringen begann, wie
erste Zohl® (ScaeysEL 1555, Ubers. v. Evgrip VII—VIILL), ,ungeleilte
Zahl* (ScEWENTER, 1625, praktische Geometrie), fanden nicht Kin-
gang. 260

Gerade und ungerade Zahlen hieBen im Griechischen mepisool
bezw. épreor £.,'%% im Lateinischen pares und impares?®! n. In einer
miinchener Handschrift vom Jahre 14612%% erscheint in wdrtlicher
Ubersetzung ,,gleiche und ungleiche Zahlen®, Bezeichnungen, die auch
von APiaN (Rechenbuch von 1532)!%7 und L. Sturm (Kurizer Begriff
der Mathests 1707) anfgenommen sind. Die heute gebriuchlichen Worte
ngerade und ungerade Zahlen® stammen vielleicht aus StrreL's deutscher
Arithmetik 1545,%%

II1. Tabellen.

Eipe wesentliche Erginzung des gemeinen Rechnens, besonders
fiir den weniger wissenschaftlich gebildeten Rechner, wie fiir den Kauf-
mann, den Techniker n. a. waren Tabellen, aus denen man die ge-
wiinschten Resultate ohne groBe Miihe entnehmen kann. In erster Reihe
handelt es sich hier um das Einmaleins. Die dgypter haben ein
solches nicht gekannt, da der Multiplikationshegriff bei ihnen noch nicht
so weit entwickelt war, sondern Produkte gegebener Zahlen nur durch
fortgesetztes Verdoppeln und Addieren entsprechender Verdoppelungs-
resultate ausgerechnet wurden (vgl. S. 30). Wohl aber haben Griechen
und Rimer es besessen und seinen Wert zu wiirdigen gewulit; ver-
schiedentlich wird fiberliefert, daB in den Schulen der Alten das
Einmaleins geiiht worde. Um so mehr miiBte man sich wundern,
daB Einmaleinstabellen so sparlich aus dem Altertum auf uns ge-
kommen sind, wenn man es nicht verstindlich findet, daB gerade
deshalb, weil das Einmaleius als etwas villig Klementares angesehen

247 In franzosischer Ubersetzung bei Tannery, Pour Uhistoire de la science
Helléne, 1887, Appendice, II, Nr. 14, S. 3866—390. — 248 Egzuip, El VII,
Def. 11, 13, ed. Heipera, Leipzig 1884, S, 186, — 249 Jaumnricnos, 8. 85
letzte Zeile u. 8. 36 A (Anm. 218). — 260 Fzi. M@uLer, Ztachr, f. Math. u. Phys,,
Suppl. 1899, 8. 321. — 280 8o BoEmus, Institutio arithmetica, L, 4, S. 13
(Aom. 28), — 282 Vgl. Anm. 250. — 263 Vgl, Anm. 250.
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wurde, eine Aufnahme in wissenschaftliche Werke nicht fir ndtig
gehalten wurde. Erst 100 Jahre n. Chr. fihlt sich ein Schriftsteller
gelegentlich veranlaBt, die Einmaleinstabelle zusammenzustellen und
seinen Lesern mitzuteilen. Es ist dies NixomacHus voN (GERasa.
Die von ihm in seiner slowywyh doeFpnrinn?®® gewihlte Anordnung
ist die bekaunte quadratische Form, in der je eine Horizontalreihe
mit einer entsprechenden Vertikalreihe gleichlautend ist; ihr Umfang
reicht bis 10-10, Kinmal in die Litteratar eingefihrt -- noch
dazu durch ein so verbreitetes Buch, wie das des NikomacHrs —,
verschwindet das Einmaleins auch nicht wieder aus ihr. Aus
der elveywyn entlehnt es BoirTrivs2s® (4807 Rom — 524 Pavia,
rom. Staatsmann und Philosoph). Wir finden es in einem Lehrbuch des
Abacusrechnens von BerneriNvs (um 1020 n, Chr), einem Schiiler
GERrBERT'S, des spiteren Papstes Syrvester I1.259 — merkwiirdiger-
weise ist bei diesem die Diagonalreihe, die die Quadratzahlen ent-
halten miiBte, frei gelassen —, dann in dem umfangreichen lber
abaci (1202) des LEeoNarRpO voN Pr1sa.?? Von hier aus gelangte es
mittelbar oder unmittelbar in die Rechenbiicher des Mittelalters,
die fast ausschlieBlich die quadratische Anordnung bevorzugen, meist
unter dem Namen mensa bezw, mensula Pythagorae, pythagoreischer
Tisch, Tafel der Mannigfaltigung (so bei Korrrr 1518).2%% In drei-
eckiger Anordnung ftihrt es der nur handschriftlich erhaltene Triparty
(1484) des franzdsischen Mathematikers NicoLas CaRuQUET (Lyon, Paris;
+ um 1500),%%° im Druck zuerst das Rechenbuch des Jomanxes
WipManN von Eeer (1489)%% in der auf umstehender Seite wieder-
gegebenen Form an.

Eine Erweiterung der Tabelle auf das sog. groBe Einmal-
eins nimmt Perrus DE Dacra, ein dem Dominikanerorden ap-
gehorender dinischer Gelebrter (um 1300)26Y, vor; seine Produkten.
tafel erstreckt sich bis zu 49, ist aber im Sexageeimalsystem
berechnet. Ungefibr aus dem Jahre 1400 ist eine Tabelle in deka-
dischem System bis 20 :20 aus dem .dlgorismus prosayous des prager
Mathematikers Kiu¥taxy voN PracraTIK (1392—1487) bekannt; 282 der
Kanon des ProspociMo DE BELDOMANDI (+ 1428, Prof. in Padua) reicht
bis 22 - 22,263 Umfangreichere Produktentafeln erscheinen nicht vor

254 Nicouacaus, Introduetio, Buech I, Kap. XIX, 9, 8, 51 (Anm. 218). — 268 Boknus,
Insti¢. arithm. I, 26, S.-58 (Anm. 28). — 260 Canror, Ib, 8. 826. — 257 Lpo-
sanpo Puwsano, liber abaci, I, S. ¢ (Aom. 17). — 208 Fruix MUvries, Ztschr, f,
Math. u. Phys., Suppl. 1899, 8. 319. — 289 Cruquet, Le Triparty, 8. 596 (Anm. 11).
— 280 Wipmann, 15. Blatt (Anm. 55). — 261 Exgstroy, Bibl. math., 1890, 5. 32, —
262 Canror, IIb, 8. 179. — 268 Canrom, IIY, 8. 207,
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Nach CuuqQuer. Nach Wipmaxx.

dem siebzehnton Jahrhundert. DasVerdienst, eine solche zom erstenmal
zusammengestellt zu haben; gebithrt dem bayrischen Staatsmann Her-
wapTH voN HomExBure (1553 —1622), einem in der Mathematik und
Philologie gleich bewanderten Laien. Sein Tabellenwerk Tabulae Arith-
meticae Mmoo Fapuipéceng universales, 2% erachienen 1610, enthilt die
Produkte simtlicher dreiziffrigen Zahlen bis 999 999; es konnte auch
fir Faktoren mit hoherer Zifferanzahl bei entsprechender Zerlegung
derselben benutzt werden. Das umfangreiche Werk enthilt 999 Seiten
von {iber 1/, m Hohe und !/, m Breite und ist dabei 10/, cm dick.
Wieviel ibersichtlicher und raumsparender dagegen die Neuzeit
arbeitet, erkennt man aus einem Werke CrELLE’s (178(0—1855, Ober-
baurat in Berlin),2¢® das genau denselben Inhalt hat, jedoch bei
orheblich kleinerem Format, dank der besseren Anordnung, nur
450 Seiten umfafBt.

Als spezielle Produkttafeln sind die Quadrat- und Kubik-
zahlentabellen anzusehen. Die dlteste derartige Zusammenstellung
zeigen uns zwei uralte babylonische Thontafeln, die bei Senkereh am
Euphrat unweit Babylon 1854 gefunden wurden;20® sie stammen aue dem
dreiundzwanzigsten bis sechzehnten Jahrhundert v. Chr. und enthalten
die Quadratzahlen bis 602, ausgedriickt im Sexagesimalsystem; die
Kubikzahlen reichen nur von 1? bis 823, da das betreffende T#felchen
durch Bruch unvollstindig geworden ist. — Beschrinkte Reihen von

264 Carror, II°, 8. 722. — 2686 A, L, CreuLe, Rechentafeln, Berlin 1820, 2. Aufl,
v. Bagnger 1864, — 266 Lepeius, Die Bobylonisch-assyrischen Ldngenmage
nach der Tafel von Senkereh, Abh. der Berl. Akademio 1877, 8. 106—107.
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Quadrat- und Kubikzahlen werden zaweilen den Rechenbiichern des
Altertums und Mittelaiters beigegeben; umfangreichere Tabellen ent-
stechen wiederum erst im jiingeren Mittelalter. 1592 erschien die
{abula tetragonica® des italienischen Astronomen Maein: (1555—1615,
Prof. in Padua), die anf 24 Blittern die Quadrate von 1—100100
liefert. Weniger reich ist die Tafel, die Cravius {1537 Bamberg
— 1612 Rom; Jesuit, zuletzt Lehrer am Ordenshause zu Rom)
seiner Geometria practica (Romae 1604, Moguntiae 1606)2% angehingt
hat (n? fiir = 1...1000); dafiir enthilt letztere aber auch die Kubik-
zahlen in dem gleichen Umfang wie die Quadratzahlen. Bis » = 10000
geht die Quadrat- und Kubikzahlentabelle, die Paor Gurpin (1577
St. Gallen — 1643; Jesuit, math. Lehrer in Rom, Wien, Graz)
seinem ersten Buche De ceniro gravitatis (Wien 1635) angeschlossen
hat. Fortfohrungen wurden erst im nichsten Jahrhundert unter.
nommen; JoH. PavrL BucHNER berechnet seine Tabule radicum,
quadrat. e cuborum bis zu 12000, JoH. LupnoL¥F's Tetragonomelria
tabularia (Jen. 1712) dehnt sich sogar bis 100000 aus,®%®

Eine Verbindung von Produkt- und Quadrattafeln stellen
disjenigen von BrLarer (Wien 1887) dar, in denen 4':—2 fir n=1
bis 200000 berechnet ist; vermittelst der Formel
IR

4 4
ist es auch moglich, das Produkt a- b zu finden.

Entgegengesetzt der Aufgabe, fiir eine gegebene Zahl die
Quadratzahl zu finden, ist die andere, siner gegebenen Zahl an-
zusehen, ob sie eine Quadratzahl ist, eine Aufgabe, die bei
sehr groBen Zahlen durch die oben angefihrten Tabellen, infolge
ihres beschrankten Umfanges, nicht mehr geldst werden kann. Eine An-
zahl brauchbarer Kennzeichen stellt GoLpin (vgl. oben) in seinem Buch
De ceniro gravitalis, Wien 1635, S. 188, zusammen, reichhaltiger und
iibersichtlicher LamBERT (1728—1777; Oberbaurat, Berlin) in den
o Beitragen wur Mathematik'* von 1770.%7° Aus der Bildung der Quadrat-
zahlen ist ohne weiteres klar, daB nur folgende 25 Endungen vor-
kommen kénnen, wenn mit p eine gerade, mit ¢ eine ungerade Zahl
bezeichnet wird: p 01, <21, p41, 61, p81; 04, 24, 44, 64, 84; 00,
025, 225, 625; 16, 36, 56, 76, 96; p09, 29, p 49, 69, p89. Jede
gerade Quadratzahl muB sich so oft durch 4 teilen lassen, bia sich

ab=

267 Cantor, IIY, 8. 581. — 288 Cravivs, Werke, Moguntiae 1612, Bd. 1T, Geom.
pract, S. 221—226. — 269 Kierxer, Anfangsgriinde, IL. Aufl., Gittingen 1764,
8. 119, — 270 Bd. II, Berlin 1770, Abh, I, § 8, 8. 10,
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eine ungerade Zahl ergiebt; sonach miissen die beiden letzten Ziffern
einer Quadratzahl stets durch 4 teilbar sein. Eine ungerade Quadrat-
zahl ist, um 1 vermindert, immer durch 8 teilbar, wie die Zerlegung

(106 + 32 —-1=(10a+5—1)-(10a 4+ 5+ 1)

zeigt, da beide Faktioren gerade Zahlen, der eine sogar durch 4
teilbar ist. DaB Quadratzahlen, durch 9 dividiert, nur die Reste
0, 1, 4, 7, Kubikzahlen die Reste 0, 1, 8 geben kbnnen, wubte der
arabische Arzt Avicenna (978—1036);2"! ja dem Neuplatoniker
TeEON voN SMyYrRNA (um 130 n, Chr) war schon bekannt, daB bei
der Division einer Quadratzahl durch 3 oder 4 nur die Reste 0 und 1
vorkommen.?’? Bei Lamperr finden wir noch die neue Bemerkung,
daB eine nicht durch 9 teilbare, ungerade Quadratzahl, am 1 ver-
mindert, durch 24 teilbar sein muB.

Viel wichtiger als Produkttafeln sind die Primzahlen-
und Faktorentafeln, von denen die letzten die Divisoren oder
wenigetens den kleinsten Primzahldivisor fir eine gegebene Zahl
liefern. Von #lteren Zusammenstellungen dieser Art ist wenig an-
zufiihren. Erwihnenswert ist hochstens eine kleine Randtabelle im
funften Abschnitt des Liber abaci (1202) von LEonarpo Prsano, die
die Primzahlen von 11 bis 97,%’* und eine andere, die die Zerlegung
in Faktoren von 12—100 giebt.?’¢ Die Zerlegung der Zahlen
1 bis 1000 in Primfaktoren stellt Cararpr (t+ 1626; Bologna) in
einem Anhang zu seiner Abhandlung iber vollkommene Zahlen
(1603) zusammen; die Primzahlen zwischen 1 und 10000 bestimmt
der jiingere Fmawciscus vanN ScrooreN (1657).27¢ Ein Verzeichnis
der Zerlegung aller Zahlen dieses Intervalles verdankt man Ansmama
(1767) und in sehr gedringter, iibersichtlicher Form LamBERT.?’®
Eine Faktorentafel von 1—10500 und eine Primzahlentafel von
1—100000 enthalten die Vorlesungen iiber Mathematik von VEea
(1793); bis 400000 fortgesetzt wird die Faktorentafe]l in VEca’s
tabulae logarithmo-trigonometricae (Leipzig, IL Aufl. 1797). Die erste

21 Canror, IY, 8. 712, — 272 Theonis Smyrnaei Philosophi Plutonici expositio
rerum mathematicarum ad legendum Platonem sitdiwm, ed. HiLen, Leipzig 1878,
8. 17—20: iwg 08 woic wergaydvors cvuféfnxer frov veivov Iysw B povados
dopagedeion; tgizov Ersw mavewg, i ndlev 1éragrov Sy B povides demigedeions
téragrov &recy miviws (bei den Quadratzahlen ist es der Fall, daB sie, entweder
selbst oder nach Abzug der Einheit, ein Dreifaches sind ‘oder auch, entweder
selbst oder nach Abzug der Einheit, ein Vierfaches) — 273 Lgonagno Pisano, I,
8. 31 (Anm. 17). — 274 Daselbst S. 37. — 276 Egercitationcs mathematicae, Leiden
1667, lib. V, sectio V, S. 394—403. — 276 Laupsrr, Beitr, zum Gebrauch der
Maik., 11, Berlin 1770.
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Million vollendete der niederlindische Professor CHERNAC (zZu De-
venter).?”” Bis zur dritten Million erstrecken sich die Berechnungen
des franzdsischen Akademikers JoB. KarL BurckrAEDT (1773 Leipzig
— 1815 Paris).?”® Eine bis zur fiinften Million ausgedehnte Tafel,
die das besondere Interesse EuLER's erregte, soll Hmpensure (1741
Dresden — 1808, Prof. in Leipzig) in Angriff genommen haben;37®
der Druck kam jedoch nicht fiber den Anfang hinans. Der be-
rihmte Rechenkitnstler ZacH. Dase (1824—1861, Hamburg) be.
arbeitete die siebente, achte und neunte Million.?® PFir die fehlen-
den Millionen, die vierte, fiinfte und sechste, war man lange
auf ein Manuskript CreLI®’s (1780—1855; Oberbaurat, Berlin), das
der Berliner Akademie gehdrte, angewiesen. KErst in der neuesten
Zeit wurde die vorhandene Liicke durch den englischen Physiker
James GrarsHeR (geb. London 1809) ausgefiillt.?%!

D. Die Briiche.
i. Die gewdhnlichen Briiche.
a) Allgemeiner Teil.

Gleich bei ihrem Eintritt in die geschichtliche Uberlieferung
bietet sich die Liehre von den gewdhnlichen Briichen dem Forscher
in einer staunenswerten Volltommenheit dar. Das altigyptische
Rechenbuch des Ammzs, der sog. Papyrus Rhind,'®' der etwa aus
dem Boginn des zweiten Jahrtausend vor unserer Zeitrechnung stammt,
weist ein vollstindiges System einer Bruchrechnung auf, das uns freilich
durch seine merkwiirdigen Stammbruchmethoden fremdartig beriihrt,
aber in iiberraschend befriedigender Weise die gestellten Aufgaben,
wie insbesondere die vier Rechenoperationen, auszufiihren im stande
ist. Im Vergleich zu der Ausfiihrlichkeit, die der Verfasser den Briichen
zu teil werden 1aBt, verachwmdet fast die Beha.ndlu.ng der Lehre von

277 Cribrum r:mthmeﬂcum 8. tabula mumms NUMET08 Primos a oompomhs segrega-
tos, Deveoter 1811; vgl. Gauvss' Besprecbung, Gott. gel. Auzeigen 23. Midrz 1882;
Gaues’ Werke, III, Gott. 1876, . 181—182. — 278 J C, Burcgsaspr, Tables
des Diviseurs p. tous les nombres du 1., 2, ¢ 3. million avec les nombres premsers,
3 part., Paria 1814—17; vgl. Gauss, Gott. gel. Aoz, 3. November 1814, 7. November
1816, 9. August 1817; Gauss' Werke, 111, 5. 183—188. — 278 Nouv. Mém. de
Berlin 1781 (gedruckt 1788), Histoire, 8. 81 ff. — 200 Z, Dass, Fakiorentafeln f.
alle Zahlen der 7., 8. und 9. Million mit des darin vorkommenden Prim-
sahlen, Hamburg 1862—65, 3 Binde. — 201 Factor- Table for the 4. Million,
London 1879; desgl. 5. Miil,, Lond, 1880; 6. Mfl. Lond. 1888.
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den ganzen Zahlen. Das Rechenbuch des AEMEs scheint den Hohe-
punkt der damaligen Entwicklang der Arithmetik darzustellen; es
ist ein fir seine Zeit hochwissenschaftliches Werk, das auf
elementare Herleitung wie auf Ausfilhrung der gemeinen Rechen-
operationen nicht eingeht, das ‘den spurenden Geschichtsachreiber
nur erraten 1ift, was als allgemein Bekanntes vorauszusetzen ist.
Um so schmerzlicher vermiBt man weitere Vorquellen. Aus dem
ganzen dritten Jahrtausend, das an der Bildung jener Methoden
gearbeitet haben muB, ist keine Spur litterarischer Uberlieferung
vorhanden. Leider ist es bei dem emsigen Suchen der neuesten
Zeit nach Uberresten der alten Kulturen mehr wie zweifelhaft, ob
die Zukunft auf weitere Quellenfunde wird rechnen diirfen.

Charakteristisch fiir die igyptische Wissenschaft ist das tra-
ditionelle Festhalten an den einmal gewonnenen Methoden und
Resultaten. Gleichsam als wenn dem Stoff selbst der Stempel
dieser zihen Bestindigkeit aufgeprigt wire, treffen wir in spiteren
Jahrtausenden bei den verschiedensten Vilkern immer und immer
wieder auf #gyptische Weisheit. Altdgyptische Verfahren sehen wir
zur Zeit der Griechen beobachtet, von den Rbémern getrieben, von
den Arabern gepflegt — verindert und durchdrungen von dem sie
behiitenden Volke, aber in den Umrissen sicher erkennbar. Wir
kénnen die #&gyptische Stammbruchlehre verfolgen iiber die Zeit
der Araber hinweg bis ins deutsche Mittelalter hinein; in der
Geometrie arbeiten wir noch heute nach igyptischem Muster, da
die euklidische Beweisform, der wir folgen, von den griechischen
Mathematikern #gyptischer Schulung nachgebildet ist.

Die Agypter kannten nur Stammbriiche. Begrifflich haben sie
auch Briiche mit hoherem Zahler als 1 besessen; doch vermochten
sie diese — mit Ausnahme von £, woflir ein eigenes Zeichen vor-
handen war — nicht schriftlich auszudriicken, da nur die Zahl des
Nenners mit einem iibergesetzten Punkt, etwa 7, geschrieben
und dann als } gelesen wurde. Nichtstammbriiche muBten durch
Summen von Stammbriichen ersetzt werden, wie $ durch } + i,
v durch 3 + ¢ + r}5, und zu diesem Zweck giebt AmMES eine

umfangreiche Zerlegungstabelle aller Briiche von der Form ﬁ
(n=1,2....49).22 Briiche mit geradem Nenner 2n weist die Tafel
nicht auf, da sie sofort mit 2 gehoben werden konnten. Lag ein
Bruch mit héherem Zzbler vor, so konnie er zerfillt werden in eine

Summe gleichnamiger Briiche, deren Zihler nur 2 bezw. 1 sind.

262 Eigrnroar, §. 46—48 (Anm. 181).
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Die ersten lieBen sich, falls nicht mit 2 zu heben war, mit Hilfe der
Tabellen in Summen von Stammbriichen verwandeln, so daB sich schlieB-
lich der in Rede stehende allgemeine Bruch vollstindig in Stamm-
briiche anfldsen lieB. In der Zusammenstellung der Tafel ist ¢in ein-
heitliches Zerlegungsprinzip nicht zu entdecken; sie liBt sich daher
kaum ale Arbeit eines Verfassers auffassen. Alle Wahrscheinlichkeit
spricht dafir, dab sie eine Sammlung einzeln gefundener Zerlegungen
ist, an deren Vervollstindigung Rechner aus verschiedenen Zeiten bei-
getragen haben, so etwa, wie in moderner Zeit eine Formelsammlung
die Forschungen vieler Gelehrten auf einem speziellen Gebiete vereinigt.

Mit diesen Stammbruchsummen werden nun von AHMEs Bei-
spiele aus allen vier Rechnungsarten vorgefithrt, die Subtraktion
in der Form einer additiven Ergénzang des Subtrahendus zum
Minuendus, dhnlich die Division durch multiplikative Erganzung des
Divisors zum Dividendus., Bei schwicrigeren Aufgaben begnigt sich
der Rechner zundchst mit einem angenéherten Resultat, das dann
allmahlich zum richfigen verbessert wird. Bezeichnend fir das Ver-
fahren, das Ammms einschligt, ist in fast allen Aufgaben ein Er-
weitern mit einem nicht besonders erwihnten oder hingeschriebenen,
aber ane den Resultaten klar hervorgehenden Hauptnenner. Oft
ist dieser Hauptnenner, fir den auch kein terminus technicus iblich
ist, nicht einmal ein gemeinsames Vielfaches der Einzelnenner, so
daB dann als Zahler wiederum gebrochene Zahlen auftreten.

Die agyptische Methode, mit Briichen zu rechnen, erlernten
die Gréechen und bedienten sich ihrer, anfangs allgemein auch im
wissenachaftlichen, spiter nur noch im praktischen Rechnen, wie
in der FeldmeBkunst?? Sie schufen sich eine Schreibart fir
Nichtstammbriiche, indem sie neben den als ganze Zahl (z.B.. {' = 17)
geschriebenen Zihler die Nennerzahl zweimal und mit doppeltem
Komma versehen setzten (z. B. 1§ = ¢ {"xe” x”)?* oder sie erhtht
(mit oder ohne Accent) dem Zihler beifigten

— xa xa o
¢ & oder (§%% oder ¢ .%°

283 5o Lei HEerox (erstes Jabrhundert v. Chr.), der die Briiche Aemzd = Gescliltes,
Dinnes, Feiues nennt. — 284 Mepox, Stercometric, I, 8, ed. Huovrscn, Berlia
1864, 8. 155, Z. 10—11; vgl. auch Horrscn, Melrologicorum seriptorum veliquice,
vol. I, Lips. 1864, 8. 175. - 205 Bei Arcumepss nach Egrogios, vgl. Nesser-
MaNN, Algebra der Griechen, 5. 114 (Anm. 86); Nizzg, S. 280, (Anm. 6) schreibt
1838 fr=gwlp Y«<'; ed. Heere (Leipzig 1880/81) hat (Bd. II, S. 295) «widp’
#wa”. — 286 Bei Dropnant, vgl. NesseLkanN a. 8. 0.; ed. Tannery (Leipzig 1898)

xa
benutzt: —
W,
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xe” fir sich in Schriftlinie bedeutete den einfachen Stammbruch .
Nur fir § bestand ein altertimliches Zeichen C, ein Halbkreis
mit senkrecht gestelltem Durchmesser und nach rechts gerichteter
Offoung, zholich fir § — vielleicht agyptischen Ursprungs — ein
w-3hnliches Symbol.

Es wurde schon kurz erwihnt, daB die Araber das Stammbruch-
rechnen von den Grischen entlehnten. Ein Beispiel liefert uns hierfiir
neben anderen das sogen. Rechenbuch des JOHANNES VON SEVILLa,
(X11, Saec. vgl. S. 37) das die lat. Ubersetzung einer ausfiihrlichen
arabischen Bearbeitung des Rechenbuches von MumaMMED 18N Musa
AvcHwarizmi (Anfang des neunten Jahrhunderts) ist, in dem Auf-
gaben, wie das Multiplikationsexempel 8} 11 x 31 }2%’ vorgerechpet
werden. Von den Arabern gelangte es zu LEonarpo von Pisa
(liber abaci 1202), der vielfach die Schreibart in Stammbruchform
bevorzugt,**® und ist nunmebr bei verschiedenen mittelalterlischen
Schriftstellern zu verfolgen. Die letzten Auslanfer liegen gewissen
kaufm#nnischen Rechenvorteilen zu Grunde, die, von Italien ihren
Ursprung nebmend, unter dem Namen ,,Tolleirechnung und ,, Welsche
Prakitk“ lange Zeit bei den deutschen Rechenmeistern in hervor-
ragendem Ansehen standen.?¢®

Hatte sich in Agypten in entlegener Zeitperiode eine eigenartige
Bruchrechnung herausgebildet, so tritt uns ein zweites unab-
hingiges Entwicklungszentrum in Babylon entgegen, dessen
Methoden, wenigstens in der wissenschaftlichen Mathematik der
Griechen und Araber, die #gyptischen abldsten. Dem konstanten
Zihler 1 der #gyptischen Briiche steht der konstante Nenner 60
der chalddischen Sexagesimalbriiche gegenitber. Wie die Reihe der
ganzen Zahlen in Gruppen zu je 60 zusammengefaBt wurden und
die Sprache sogar fiir die oberen Einheiten besondere Worter bildete,
1 Ser = 3800, 1 Soss = 60, so daB die Zahl 3721 mit 1 Sar 2 Soss
1 Einer®® oder kurz 1. 2. 1 geschrieben werden konute (vgl. die
Tifelchen von Senkereh, in denen das Quadrat von 8 statt mit 64
mit 1. 4, 92 = 81 mit 1. 21 u. s. w. ausgedriickt ist, siehe S, 70),
80 warden Unterabteilungen der Einheit, 60%, 3600% . .. gebildet
und zu einer unserer Dezimalbruchform #bnlichen Schreibweise be-
nutzt. Der Bruch }, } wurde einfach ersetzt durch 30, 20 mit
Erginzung des Nenners 60. Der Siegeszug der Sexagesimalbriiche
begann am Ende des dritten Jahrhunderts vor unserer Zeitrechnung
(8. 28); um 200 v. Chr. fanden sie Eingang in Alexandria und wurden

2087 Trattati d’arvithm., II, Rom 1858, S.81 (Anm. 151}, — 208 Lroxawoo Pisano,
I, 8.52 (Anm, 17). — 289 Canron, II*, 8. 226, — 290 Hanger, S. 65 (Anm. 40).
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bel den griechischen Astronomen Handwerkazeug der w1ssenschalt-
lichen Mathematik. lhrem Vorbild folgten arabische und nach
thnen mittelalterliche Gelehrte, bis sie vom fiunfzehnten Jahr-
hundert an alimiblich den Dezimalbrichen (siche S. 86 ff) weichen
mubten.

Flugsamen 8stlicher Kultur gelangte in vorgeschichtlicher Zeit
nach Ralien?®! und rief dort einen dritten Bildungsherd fiir die
Bruchlehre hervor. Wiahrend sich das starke, méachtige Rom der
mathematischen Bildung gegeniiber unbeholfen und unselbstindig
zeigte und sich kaum als mittelmiBigen Schiller Griechenlands
erwies, ging es in der Entwicklung des Bruchrechnens auffallender
weise selbstindig vor und schuf jenes bekannte Zwdliersystem, das
das praktische Rechnen des friiberen Mittelalters bis zum zwélften
Jahrthundert beberrschte. Urspriinglich waren die sogen. ménutiae
Unterabteilungen des as, einer Kupfermiinze von anfangs einem
Pfund Gewicht.?®? }} =as, $} = deunx (de uncia = as weniger uncia),
1§ = dextans (de sextans = as weniger sextans), & =dodrans (de qua-
drans = as weniger quadrans), 5 = des (2 Teile des as), J; = sep-
tunz (septem unciae), 5y = semés (halb), f5 = quincunz (quinque
unciae), 4 = iriens (Drittel), & = quadrans (Viertel), 5 = sextons
(Sechstel), y = uncia; ferner: 5 = semuncia (} uncia), A5 = sicilicus
(3 uncia), b = sextula (} uncia), i, = dimidia sextula, 4}y = seripulus.
Allmghlich verloren diese Bruchteile des as ihre konkrete Bedeutung
und erhielten den Wert echter Bruchbezeichnungen. Kigene Zeichen
erhéhten thre Verwendbarkeit; schlieBlich warden Zusammenstellungen,
wie septunz jugeri (Livius) = {7y Morgen Land, nicht ungewohnlich.
Additionen und Subtraktionen lassen sich mit diesen benannten
Briichen in verhiltnism#Big einfacher Weise vornehmen ; auch gestatten
gewisse, oben nicht angefilhrte Gruppen von Britchen, wie } durch

seseumeia (= g == 1} uncia), noch eine einigermafen bequeme Aus-

drucksweise, wihrend man sich bei anderen mit ausdriickbarer An-
nitherung begniigen muBte. Aber welche grausamen Regeln hatte der
Anfinger sich anzueignem, wenn er die Multiplikation mit Minutien
lernen sollte, daB etwa 1 tréiens+ 1 quadrans =1 uncia (} -4 =f5)u.s. w.
ist. Es kann nicht verwundern, daB der gewdhnliche Mann und
selbst der kaufminnische Rechner zu Tafeln griff, wie sie uns aus
spiterer Zeit in dem Calewls des VICTORIUS VON AQUITANIEN

281 8o ist das altetruskische Zeichen filr } ein Halbkreig, wie in Griechenland,
pur eo gedreht, daf er suf dem wagerechten Durchmesser steht: ), (Canrom,
It S. 490). — 262 ypl, HangeL, S. 57—62 (Anm. 40)
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(450 n. Chr)*®® noch erhalten sind, die ihm gestatteten, die ge-
wilnschten Produkte, fertig ausgerechnet, zu entnehmen.

Das rémische Bruchrechnen war einer weiteren Entwickelung
nicht fihig. Das lange Festhalten an diesem héchst ungeschickten
Systeme, in dem schwierigere Rechnungen 1dmischer Ingenieure und
Feldmesser nur noch schwieriger und uniibersichtlicher wurden, ist
ein Zeugnis fiir die geringe wissenschaftlich-mathematische Ver-
anlagung der Romer. Die Grundlage unserer modernen leicht
faBlichen und durchsichtigen Bruchlehre konnte nur durch das
Positionssystem Indiens — eines vierten Geburtsortes des
Bruchrechnens — gelegt werden.

Die Schreibart der Inder ist bis auf den fehlenden Bruchstrich
bereits die unsere, die Zahl des Zihlers steht tiber der des Nenners.
Auftretende Ganze werden nitigenfalls als Briiche mit dem Nenner 1
geschrieben. Bei gemischten Briichen stehen die Ganzen in einer

2
dritten Stufe iber dem Zahler, so daf 24 die Form ; annimmt.

Samtliche 4 Rechnungsoperationen werden nach Regeln vollzogen,
die nur wenig von den heutigen abweichen, So lehrt BeaEMAGUPTA
(geb. 598 n. Chr.): ,Das Produkt aus den Zihlern, geteilt durch das
Produkt ans den Nennern, ist Multiplikation u.s. w.2%¢ Indes wird
beim Gleichnamigmachen kein Gewicht auf Benutzung des kleinsten
Hauptnenners gelegt. DaB auch Sexagesimalbriiche in Indien ver-
einzelt auftreten, ist bei der Niahe Babylons nicht zu verwundern;
man braucht zur Erklirung ihres Vorkommens nicht erst mittel-
bare oder unmittelbare griechische Einwirkung anzunehmen.

Indische Wissenschaft vereinigte sich bei den Adrabern mit
griechischer. In ihren Lehrbiichern finden wir das griechisch-
agyptische Stammbruchrechnen (vgl. S. 76), wie das griechisch-
babylonische Sexagesimalsystem, aber auch rein indisches Bruch-
rechnen. Ihre Stellung in der Geschichte der Vdlker machte sie
za den Vermittlern, durch die das Abendland die alten Methoden
kennen lernte. In dem #ltesten arabischen Rechenbuch, das etwa
um 820 n. Chr. nach indischen’ Vorlagen ausgearbeitet war, dem

293 Canrom, 1b, S. 495, — 294 Anvapuarta (geb. 476 n. Chr), ed. L. RopEr
o Legons de Caleul d'Aryabhata®, Journal Asiatigue, Sept. série, Tome XIII,
Mai—Juni 1879, Strophe XX V1IIa u. b, 8. 402, 425; Branmaeupta {(geb. 598 n. Chr.),
Ganita, ch. II, sect. I, B—10, ed. CoxEpROOKS, , Algebra with Arithmetic and Men-
suration from the Sanscrit of Brahmagupia and Bhdacere”, London 16817, 8. 281
bie 283; Brasxama (geb. 1114 n. Chr.), Lilévati, ch, 11, sect. 111, ed. CoLesrooge,
8. 13—18; ch, IV, sect. II, ed. CoLeprooke, S. 42.
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Rechenbuch des MuBaMMED 18BN Musa ALcHWaRIzZMI (arab. Astronom
in Bagdad und Damaskus), sind freilich indische Briiche nur kurz er-
wihnt; aber es ist erklarlich, daB ein Astronom auf diese weniger
Wert legt, sein Hauptaugenmerk in seinem Lehrbuch vielmehr auf
die Erklarung der Operationen mit Sexagesimalbriichen richtet.?¢ In
ausfithrlicheren Bearbeitungen dieses Werkes, wie uns z. B. eine solche
in einer lateinischen Ubersetzung aus dem zwélften Jahrhundert, das
sogenannte Rechenbuch des JOHANNES vON SEVILLA (8. 87), erhalten ist,
finden wir das Fehlende nachgeholt;?*® so auch in dem ,,Befrie-
digenden Tractat des ALNasawl (1030 n. Chr), der uns selbst das
Ausziehen von Quadrat- und Kubikwurzeln ams gemischten Bruch-
zahlen vorrechnet. Die Schreibweise ist bei beiden die indische;
bei letzterem wird sie bis zu der Konsequenz durchgefithrt, daB,
wenn bei einem Bruche Ganze nicht vorbanden sind, doch eine 0

0
iber die Zihlerzahl gesetzt wird, i also durch 1 bezeichnet wird.?¥
11

Bei anderen arabischen Verfassern finden sich auch dis .Ganzen
rechts neben die Briiche gestellt, entsprechend der bei den Arabern
iiblichen Schreibrichtung.

Die #lteren mittelalterlichen Schriftsteller, LiroNarDpO vON PrIsa
1202; Uber abaci), Jonpanus Nemomarius (T 1237; algorithmus
demonstratus) lassen die arabischen Quellen sehr stark durchleuchten
und werden fiir die Folgezeit vorbildlich. Die Aufgabe, welche in
der elementaren Mathematik dem Mittelalter zufiel, war weniger eine
Vervollkommnung der indischen Methoden, als eine Verbreitung in
immer groBere Kreise. Noch viel schwerer und langsamer als bei
dem Rechnen mit ganzen Zahlen gelang es dem Mittelalter, das
Rechnen mit Briichen zum Volkseigentum zu machen. Die Gelehrten
und die besseren Rechenmeister beherrschten selbstverstindlich das
Rechnen mit Briichen, sowohl mit gewéhnlichen als auch mit sexa-
gesimalen; in ihren Lehrbiichers finden wir auch im allgemeinen
zufriedenstellende Darlegungen. Auf dem Héohepunkt, was kurze,
Klare und tbersichthiche Darstellung betrifft, steht z. B. die Behand-
lung der Bruchlebre bei Stevin (1548 Briigge — 1620 Leiden;
Kaufmann, spiter als Ingenieur im Staatsdienst) in seiner L'Arith-
metique von 1585. STEvIN beginnt (Buch II, Regel V) mit dem Auf-
suchen des gemeinsamen Teilers, dem sich das Heben (Fstant donné
nombre Avithmetigue rompu: Trouver son premier rompu; Probl. VI)

288 Trattati d'aritmetics I (Anm. 130), S. 17 (lat. Ubera. aus dem XIL Jahrh.). —
298 Ebendaselbst 11, Rom 1858, S. 56—72 (Anm. 181} — 297 Canroe, IP, 8. 718.
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anschlieBt; es folgt (Probl. VII) das Einrichten gemischter Briiche
(trouver un rompu, qui lewr soit égale) nebst Umkehrung (Probl. VIII).
Das Aufsuchen des kleinsten Vielfachen (Probl. IX) bereitet Addition
und Subtraktion (Probl. X, XI) vor; danach wird die Multiplikation
(Probl. XI1) und Division {Probl. XIII) gelehrt.?*® Srevin wandte
pich an wissenschaftliche Leser; rechbt traurig stand es mit den
Rechenbiichern, die dem Anfangsunterricht dienen sollten. Beim
Volke waren die Briiche als schwerstes Kapitel verrufen, was noch
in unserer Redensart ,in die Briiche geraten® nachklingt. Man be-
schriankte sich in den meisten Unterrichtsbiichern auf das aller-
geringste MaB und begniigte sich damit, Gedichtnisregeln, manch-
mal in Versen, zu geben, nach denen die betreffenden Aufgaben
mechanisch zu berechnen waren. Auf Beweise und folgerichtige An-
ordnung des Stoffes wird in diesen Volksbiichern erst seit Beginn
des achtzehnten Jahrhunderts Gewicht gelegt, wie in den ,,dnfangs-
griinden’ des Freiherrn Cor. v. WorLrr (1. Aufl, 1710). Kisrxer's
nAnfangsgriinde® (1. Aufl. 1758) stellen die Forderung auf, daB alle
fur ganze Zahlen geltenden Regeln und Sitze, wie die von der Ver-
tauschbarkeit der Faktoren, Probe bei der Division u.s.w., neu be-
wiesen werden miiBten, bevor man sie auf die Bruchrechnung za
tibertragen berechtigt wiire.?®® — Methodische Unterrichtsgrundsitze,
besonders in den Ableitungen der Regeln beim Unterricht u. a, ver-
schaffen sich sogar erst im neunzehnten Jahrhundert Geltung.

b) Spezieller Teil

Die Definition eines Bruches ist eine doppelte; er kann
aufgefabt werden entweder als ein Vielfaches einer Untereinheit der
Einheit oder als ein aliquoter Teil einer von 1 verschiedenen, ganzen
Zahl. Die erste Definition giebt Evxrip (um 800 v. Chr., Alexandria)
in den Elementen Buch VIL, Erkl. 3, 4: ,Ein Bruch ist die kleinere
Zahl von der groBeren, wenn sie, ohne die grdBere genau zu
messen, Teile der groBeren enthilt® Die zweite BErklirung wird
gewiB ebenso alt sein, vielleicht #lter, als die erste, da sie den
Zusammenhang der Bruchlehre mit der Division, also gerade den Aus-
gangspunkt der Bruchlebre, giebt; nur findet sie sich nicht aus-
driicklich der ersteren gegeniibergestellt. In der Litteratur er-
scheint die Auffassung eines Bruches als einer nicht aufgehenden

298 T3 oeuvres math. de Simon Stevin, 8. 21—23 (Anm. 88). — 299 Anfangs-
grinde I, Kap. I, Nr. 82 ff (IL. Aufl. v. 1764).
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Division bei dem Abacisten Opo von Cruny (879 Tours — 942/43,
Abt von Cluny).20°

Die heutige Schreibart eines Bruches geht, wie im allge-
meinen Uberblick bemerkt ist, aus der altindischen hervor, die
die Araber iibernahmen. Der Zihler stand oberhalb des Nenners.
Durch einen Strich (virgula) wurden beide erst im Liber abaci (1202)
des LEONARDO vON P1sa voneinander getrennt. Da LEONaRDO sich
den ihm vorliegenden arabischen Manuskripten selbst in AuBerlich-
keiten anschloB, wie er z. B. auch die Ganzen eines gemischten
Bruches dem echten Bruch rechts beifiigte (S. 79), so ist vielleicht
anzunehmen, daB die Benutzung eines Bruchstriches ebenfalls auf
arabische Gewohnheit zuriickging. Jorpanus NEMORariUS (t 1287;
Dentscher, Ordensgeneral der Dominikaner) verwendet den Bruch-
strich nicht.* In der spiteren Zeit schwankt der Gebrauch. Noch
im Bamberger Rechenbuch von 1483, welches, abgesehen von einigen
Bruchstiicken aus dem Jahre 1482, das ilteste deutsche, im Druck
erschienene Rechenbuch ist, fehlen die Bruchstriche; doch sind
Zghler und Nenner mit kleineren Typen gedruckt. Von nun ab ist
aber der Bruchstrich immer vorhanden; er wird besonders von den
Rechenmeistern am Anfang des sechzehnten Jahrbunderts als not-
wendiger Bestandteil eines Bruches stets gewissenhaft erwahnt; so
von KoEBEL, , Das nev Redhpiidhlein” von 1518: , Du folt merfen | das
ein ygllidyer Einfaltiger Brudy gefdyriben vn aufgefprodien wirt | durd
jweierlet jale vnd wirt die Erjt jale oben gefelst | vnd heifit der
Qdler ... pnd wirt pnder dy felb 3ale ein iiber jwerd) flridhlein ge-
madt . . 4 S, XXXII®.

Dat die Ganzen links von dem zu ihnen gehdrigen Bruch
stchen, ist bereits in den Handschriften des vierzehnten Jahrhunderts
iiblich; so im Algorismus proportionum des Oresme (18237 — 1382,
zuletzt Bischof von Lisieux).°?

Der Name Bruch geht zuriick auf LEONARDO'S numerus ruptus
(1202 Zber abaei, cap. 5, ed. Boncompagni S, 47).17

Die Warter Zahler und Nenner sind Ubersetzungen der
lateinischen bezw. italienischen Fachausdricke. Das Rechenbuch
des JoHANNES voN SEvILLA (zwolftes Jahrbundert; S. 37, 79)%%

300 Irzener, S. 120 (Anm, 59); diese Definition bevorzugt Giranp (1590 ?—1682,
Leiden, Lebrer d. Math.) in seiner ,,Tnvention nouvelle en Valgébre”, Amsterdam
1629, Neudruck von Bierens pg Haan, Leiden 1884 (unpaginiert), Signatur A,
verso. — 301 Algorithmus demonstratus (Aum. 18), Teil 2, Kap. 1, z. B. §. —
302 M. Cumrrzg, ,der Algorismus proportionum des Nicorauvs Onesue, Berlin
1868, 8. 5.

TeOrFke, Geschichie. 1. (1
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hat ,numerus denominationum* und ,,denominatio®, LEONARDO vON Pisa
(1202 liber abaci): denominans und demominatus,*** Jorpanvus NEMO-
BARIUS (f 1237): numerans und denominans; in der Regoluzze Di
Maestro Paorno dall’ Abaco (Paoro Daisomari, + 1374 Florenz)
wird denominato und denominante®®* benutzt, in der Summa (1494)
des Luca PaciuoLo numeratore (beaw. denominato) und denominatore; 308
ihm folgt TarTaGLiA im General trattate (1556) mit numerator und
denominator3®® (30 auch vorher Carpano 1545 Ars magna).

Die Endsilbe -tel (wie in Viertel, Elftel) war noch im funi-
zehnten Jahrhunderi das vollstindige Wort Teil, wie das Korpevr'sche
Rechenbuch von 1538%7 in der Wortform ,ITeun eylfitheyl* be-
weist.

Unsere Einteilung in echte und unechte Briiche wird im
Mittelalter nicht vorgenommen. Man erkenut meistens nur die ersten
an. Noch Kauxor {1696) hebt diese allein als die rechien Briiche
hervor.3®® In WorFr's Anfangsgriinden (Ausg. v. 1750) fehlt die Unter-
scheidung ginzlich; KAsTNER's gleichartiges Lehrwerk (2. Aufl. 1764)%0¢
trennt eigentliche (verac) und uneigentliche Briiche (Bastardbriiche, spuriae
fractiones). Die Verbreitung der Worter echte und unechte Briiche
geht wohl von Evier aus, der sie in seiner Algebra von 1770%°
einfiibrt.

Das Wort Heben (reductio fractionum), fir das bis zum Anp-
fang des neunzehnten Jahrhunderts fast regelmaBig, jetzt nur selten
wAufheben gesagt wird, stammt aus dem mittelalterlichen Rechnen
auf der Linie (vgl. S. 54). Die betreffenden Kapiteliberschriften in
den Rechenbiichern der ersten Hilfte des sechzehnten Jahrhunderts
lanten in der Regel: ,Priidy Pleiner maden”; so bei GRAMMATEDS
1618,% in Ruporr¥'s CoB von 1525 (S, 38) u. a. Das einfache Wort
Heben 'im rein technischen Sinne scheint nicht vor Rupovr¥'s
Rechenbuch 1532311 in Ubung gewesen zu sein. Das Wort Er-
weitern ist erst im neunzehnten Jahrhundert zam Fachausdruck

303 T gonamvo Pisano, I, S. 24, Z. 8 (Anm. 17). — 304 Libri, Histoire des Sciences
math., 2. Aufl., Halle 1865, IIT, S. 284. — 3086 Summa, I, Dist. III, tract. I, S. 48
{Anm, 10). — 306 General trattato, Parte I, lib. 7 (Anm. 25). — 397 J. Korsau,
Swey Redenbiidlein uff den Linien und 3lpher mit eynem angefienbien Dificbudy
(erate Aufl. 1531). — 308 Filhn Ariadne in Labyrintho Fractionum Arith-
meticarum etc., Regensburg 1686, nach Stsexsn, S, 282 (Anm. 59). — 393 Buch I,
Eap. 1, § 7. — 30 Vollstandige Anleitung zur Algebra v. Leonnarp Euree,
Petersburg 1770, Teil I, Abschn, I, cap. 7, § 75, 5. 44, — M hab idy aehebt
mit 5%, Ruokseite g, Zeile 9 unter der Uberschrift: ,Das aus warnemung der
smeyer jiige vil fortheil in Redprung mag gebraudt werden” (Anm. 8).



Die gewdhnlichen Briiche. 83

geworden. Weder WorLrr (1750} noch Kistner (1764)" noch
Buoeag (1800)%'% kennen dasselbe.

Den Wert des Hebens beim Rechnen mit Brﬁchen wird natiir-
lich das Altertum ebenso erkannt haben wie wir, wenngleich Vor.
schriften fir Ausfihrung dieser Operation nicht anf uns ge-
kommen sind. Mitteilsamer sind die mittelalterlichen Verfasser
einschligiger Schriften. Abweichend von dem modernen Verfahren
ist die Art, in der Jompanus NEMORARIUS (+ 1237) das Heben

vornimmt; er erweitert den Bruch % nit einer Zahl d, die 8o be-
schaffen ist, dafs nunmehr der Zghler durch den alten Nenner »
dividierbar ist: % === "'E:-_‘ Im Bamberger Rechenbuche von

1483 wird nur mit kleinen Zahlen gehoben und zwar so oft, bis
Zihler und Nenner teilerfremd sind. In dem nur handschrift-
lich erhaltenen Triparty des Franzosen N. CrUQUET (+ um 1500;
Lyon, Paris) von 148434 wird die Reduktion auf einmal vor-
genommen, nachdem mittels des euklidischen Verfahrens der ge-
meinsame Teiler zwischen Z#hler und Nenner festgestellt war.
Wenn bei den Rechenmeistern des sechzehnten Jahrhunderts an-
scheinend ein Riickschritt zu verzeichnen ist, indem Rigse und
GraMMATEUS Z. B. empfehlen, zuerst mit 2 zu heben, und zwar so
oft, wie es geht, dann mit 3 zu probieren, mit 5 u. s. f, 80 liegt
diese Beschrinkung wohl weniger an dem wissenschaftlichen Stand
der Verfasser, als vielmebr an der MittelmaBigkeit der Leser, denen
mbglichst wenig geistige Anstrengung zugemutet werden soll. Die An-
fohrung des Satzes, daB durch Heben und Erweitern der Wert eines
Bruches nicht geéindert wird, ist fast durchglingig unterlassen; nur
Cravivs (1537 Bamberg — 1612 Rom; Jesuit, zuletzt Lehrer am
Ordenshause zn Rom) macht eine rithmliche Ausnahme.31,

Die Multiplikation der Briiche wird in den mittelalter-
lichen Rechenbtichern meistens nach der Addition und Subtraktion
gelehrt; der erste, der sie, was heute die Regel ist, an die Spitze
stellt, ist Luca Paciooro in der Summa von 1494,%¢ in Deutschland

N2 Buaas, Lehrbuch der gesamten Mathematik, aus dem Diinischen #bersetst
von Topiesen, Altona 1800, — 33 Algorithmus demonstratus, ed. Scrénex,
Teil II, Kap. XXTII, Subtiliores minutias in grossiores reducere, (Anm. 18). —
34 Teipanty, 8. 604 . (Anm, 11). — 318 Cravivs, Epitome Arithmeticae Practicae,
1583, Ausg. von 1585, 8. 91: non mutato ¢us valore ac pretto; Cr. Werke,
Mainz 1812, Bd. II, Arith. pract., 8. 24. — 1€ Souwa, Dist. II, tract. II,
8. 50* (Anm. 10),
e‘
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GraMMaTEUs im Rechenbuch von 15187 Von denselben Ver.
fassern wird auch die Sonderung in verschiedene Einzelfille bis
héchstens 5, je nachdem man echte Briiche bezw. gemischte Briiche
mit ganzen Zahlen oder miteinander zu multiplizieren hat, fast
stets vorgenommen.??®

Leonarpo vox Pisa (1202 liber aboo) multipliziert zwei Briiche
miteinander, indem er erst die Zibler multipliziert und dann das
erhaltene Produkt durch die beiden Nenner nacheinander dividiert,'®
wihrend JorpaNus NEMORaRIUS (+ 1237) und die meisten Verfasser
nach ibhm Zihler mit Zibler und Nenner wit Nenner multipli-
zieren.3?,

Bei der Multiplikation mit einem Bruch entsteht der scheinbare
Widerspruch, d4B entgegengesetzt ihrer Definition bet ganzen Zahlen
das Resultat kleiner ist als der Multiplikandus. Dall dies im Mittel-
alter eine wirkliche Schwierigkeit fir das Verstindnis war, er-
kennt man darauns, daB immer wieder die einzelnen Rechenbiicher
auf dieselbe zu sprechen kommen und sie sogar mit spitzfindigen
Griinden aus der Welt zu schaffen suchen. Der erste, der das
Verdienst hat, diesen Punkt i#tberhaupt hervorzuheben, ist Luca
PacrooLo in der Summa von 149492 In klarer Weise suchen
Ruporrr (1532),%22 Tarracria (1556),3%% Cravius (1583)%24 dem ent-
stehenden Zweifel entgegenzutreten. Auch im siebzehnten und acht-
zehnten Jahrhundert wiederholen sich diese Erérterungen stindig
(so RecBER 1692, KaukoL 1696, ELexp 1724, WoLFF 1750, SPENGLER
1773),%2* meist freilich in viel weniger verstindlicher Art.

Bei der Division durch einen Bruch verfibrt Jorpanus
Nemorarrus (+ 1287) auch abweichend von der heutigen Vorschrift.
Er will die Multiplikationsregel auf die Division tbertragen, so daB
Zshler durch Zahler und Nenner durch Nenner zu dividieren ist.
Da dies selten bei einem vorliegenden Bruch auszufiihren ist, so
erweitert er in der Aufgabe

7 Blatt 25: Multiplikation, Blatt 26: Addition, Subtraktion, Division (Signatur ®)
(Anm. 24), — 318 Uxggn, 5. 85 (Anm. 54). — 3!® Lgonanpo Pisano, 1, 8. 47 unten,
Beispiel: 28411} (Anm. 17). — 320 Algorithm. dem., Teil II, Kap. 12 (Anm. 18);
80 ferner Wipmann 1489, 41. Blatt (Aom. 55); Gramuatevs 1518, Blatt 25
(Anm. 24). — 3 Summa, Dist. IV, tract. I, 8. 53* letzte Zeile und S, 53° (Anm. 10).
— 322 Rechenbuch, Ausg. v. 1350, 8. D (Signatur). — 323 General trattato
(Anm. 25), Parte I, S.119 ,, Resolutione di un dubbio adduto d’alcuni pra-
tied sopra al multiplicare dv rotts, desgl. niichster Abschnitt . .. sopra ol
partire . . . — 324 Ausg. v. 1585, 8. 114 (Anm. 315). — 328 Brexngr, S. 286
und 389 (Anm. 59).
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a_ ¢
v'd
den Dividendus mit ¢+ ¢ und erhilt
a.-¢c-d ¢
bec-d d’
worin er nunmehr die gewlinschte Division vollziehen kann, so daB sich
;;.‘i ergiebt.3¢ Das aus dieser Formel abzuleitende mechanische Ver-

fahren des Multiplizierens der beiden Briiche %und % wins Oreutr’

ist im Bamberger Rechenbuch {cap. 9)°*” und nach ihm in vielen
spateren, auf Verstindnis ginzlich verzichtenden Lehrbiichern die
mitgeteilte Divisionsregel. Wie durch Jomrpanus das Multiplizieren
und Dividieren in eine einheitliche Regel gebracht ist, so versuchen
andere die Division in der Weise vorzunchmen, daB die entsprechende
Regel mit der Vorschrift bei der Addition und Subtraktion iberein-
stimmt. Wie dort sind hier zundchst die Briiche gleichnamig zu
8.c ,94,0e ad
b'd bd'bd  be'
Diesen Modus empfichlt LEonaeDO voN Prsa (1202),%2% GraMMaTEUS
(1518),%2° Ruporrr (CoB 1525, Rechenbuch 1582), StweL (1546,
Rechenbuch vor. der Welschen und Deutschen Praktik). Die heute &ibliche
Vorschrift, den Divisorbruch ,umaukehren und dann — also mit
geinem reziproken Wert — 2u maultiplizieren, findet sich zum erstenmal
in StiFEL's deutscher Arithmetik von 1545;%%° er nimmt diese an
anderer Stelle?! ausdriicklich fir sich in Ansproch. Im AnschluB
an STIFEL benutzt Cravivs (1583) dieselbe Regel 32

Auch die Division durch einen Bruch enthilt logische Schwierig-
keiten, auf die indes secltener ale bei der Multiplikation aufmerksam
gemacht wird. Tarracria (1556)%22 sucht ihnen entgegenzutreten,
indem er hier die Division als ein Enthaltensein aufzufassen lehrt.

Dem Unterricht im Addieren und Subtrahieren der Briiche
muB eine Unterweisung, sie gleichnamig zu machen, vorausgehen.
Fast allgemein beschrinkt sich diese auf die Zusammenstellung

machen und dann nur die Zahler zu dividieren:

326 Alg. dem., Teil II, Kap. 17f. (Anm. 18). — 327 Caxror, II®, S.224. —
328 Lgowarvo Pisano, I, S. 71 ff (Anm. 17). — 329 §, D (Signatur) (Anm. 24),
— 330 Unager, S.86. — 3N Neubearbeitung der Ruporrrschen Cofi {1525),
Konigeberg i. Pr. 1553, 8. 25*: ,Es hat audy Chrifieff Rudolff die Regel
vom Ddinidieren wol Hinftliy aemadyt [ ant den briidgen | 2Uber dody ift meyn Regel
vom Ddividiren der briidy | viel gebreudylicher (wie midy bediindt) deit des Chriftoffs.
Uber alfe thu idy im. Den Teyler fere idy pwmb [ aljo das der Seler Pomme an die
ftat des Llenners | ond der Llenner an die jtat des jelers | fo wirt denn qus dem
Diuidiren ein wmultiplicivet,” — 33 Cpavios, Epitome (1585), S. 116 (Anm. 915).
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zweier Nenner. Krst Srtirer (1545, Deutsche Arithm.) behandelt
moehrere Nenner gleichzeitig, obne indes sich auch soweit itber die
anderen Rechenbiicher zu erheben, daB er deun klesnsten Hauptnenner
aufzusuchen sich bestrebt; er, wie die ibrigen, begniigen sich mit
dem Produkt der auftretenden Nenner. Hier setzt TarTacLIA {1556)
ein und gisbt in seinem General tratiato®® ein Verfahren an, den
kleinsten Hauptnenner bei mehreren Briichen zu finden. Zunschst
sucht er das kleinste Vielfache der ersten beiden Nenner; das er-
haltene Multiplum kombiniert er mit dem dritten Nenner u.s.f. Mit
Ausgang des siebzehnten Jahrhunderts bildet sich unsere moderne
Methode heraus. So schreibt Kaveor 16963 vor, bei einer ge-
gebenen Reihe von Nennern gleiche Nenner bis auf einen zu
streichen, ebenso diejenigen wegzulassen, die in anderen enthalten
sind. Besiizen 2 Nenner einen gemeinsamen Teiler, so werde einer
von beiden durch ihn dividiert. Das Produkt der iibrig bleibenden
Zahlen sei der Hauptnenner. — Unser Additionsschema mit senk-
rechter Anordnung der zu addierenden Briiche und rechts daneben
beigefiigter Angabe der erweiterten Zahler tritt uns schon bei
Gmaep (15907 — 1632, Lehrer d. Math. in Leiden) 162934 ent-
gegen; es wird im achtzehnten Jahrhundert allgemein gebriuchlich.

2. Die Dezimalbriiche.

Die Dezimalbriiche haben in den Sexagesimalbrichen (S, 23
—24, 76) ihre Vorlaufer. Mbgen diese ihren Ausgangspunkt
von sexagesimal geteilten MaBen, &#hnlich dem WinkelmaBe, ge-
nommen haben, in ihrer Verwendung in der Astronomie und Mathe-
matik streifen sie schlieBlich den konkreten Charakter véllig ab
und werden zu reinen Bruchtypen, ein Vorgang, den wir sehr klar
bei dem Duodezimalsystem des rdmischen as erkannten (8. 77). Erst
sehr allm#hlich scheint sich die Erkenntnis Bahn gebrochen zu
haben, daB nicht -die Zahl 60 das Wesentliche ist, sondern die
gleichm#Bige, systematische Abstufung in weitere und weitere Unter-
abteilungen mit konstanter Verhiltniszahl. Diesen Gedanken ent-
wickelt eine Abbandlung tiber das Bruchrechnen, ,, digorismus de
minutiss, ans dem vierzehnten Jahrhundert, deren Verfasser un-
bekannt ist;%¥® in ihr wird anseinandergesetzt, daf man 60 nur

332 General trattato, P. I, S. 112* und 112* (Anm. 25), — 334 Iovention nouvélle
en P'algtbre, unter der Uberachrift: ,,Conjugaisons des fractions® (Anm. 18). —
338 Canror, IIb, 8. 127.
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deshalb vorziehe, weil diese Zahl durch eine groBe Anzahl von
Teilern ausgezeichnet ist; man kdnne ebensogut 12 oder 10 nehmen.
Mit dem letzten Hinweis wird ein prophetischer Ausblick in die
Zukunft gethan. Die spitere Zeit sah sich immer mehr veranlaft,
die Zahl 10 nun wirklich zu bevorzugen. Wolite man das Rechnen
der dekadisch geordneten ganzen Zahlen auf Unterabteilungen iiber-
tragen, so mubte man zur 10 greifen. Es ist nicht ausgeschlossen, 3%
daB die Jnuder bereits ein Weitergehen unter die Hins in dekadischer
Abstufung vornahmen, daB sie etwa beim Dividieren oder Quadrat-
wurzelausziehen Nullen anhingen, wenn sie zu den Einern gekommen
waren, um die Genauigkeit des Resultates weiterzutreiben. Wir
finden diese Methode wenigstens fiir Quadratwurzelausziehen in einer
Bearbeitung jenes iltesten, auf rein indischen Quellen fuBenden
arabischen Rechenbuches des MuiraMMED 18N MuUsa ALcEWARIZMI vOD
820 n. Chr., die uns in einer lateinischen Ubersetzung aus dem zwdlften
Jabrhundert erbalten ist, dem sog. Rechenbuch des JOBANNES VON SE-
viLLa, wie der Ubersetzer hieB.® Aus ihm ist sie auf irgend einem
Wege ins Mittelalter hiniibergeretiet worden, vielleicht auch aus
einer anderen, jenem Bearbeiter vorliegenden Quelle, die ebenso das
Dividieren vornahm. Das Dividieren in der angegebenen Art begegnet
uns in den Rechenbtichern des finfzehnten und sechzehnten Jahr-
hunderts nur vereinzelt,33® ungleich hiufiger das Quadratwurzel-
ausziehen (Teil II, D. 3a). Es ist kein Zweifel, daB aus dieser
Methode, freilich erst nach schwerem Ringen mit der Sexa-
gesimalteilung, das Dezimalbruchsystem seinen Anfang genommen
hat. JoHANNEs VON GEMUNDEN (+ 1442),%® ein Mathematiker von
bedentendem Ruf, den uns die Geschichte als ersten mathematischen
Fachprofessor an einer Universitit (Wien) nennt, hatte die Lehre
von den Sexagesimalbriichen sowohl in seinen Vorlesungen als auch
in Schriften (traclaius de minutiis physicis) eingehend behandelt. Er
empfahl picht nur die sexagesimale Kinteilung auch der Ganzen,
indem er eine Gruppe von 80 Ganzen als signwm phisicum zusammen-
fabte und die Benutzung des newen Symbols lehrte, sondern er
verwandte auch eine positionsartige Schreibform seiner Briiche und
sefzte einfach .2.24.36.45. statt 2 Signa 24 Grad 36 Minuten
45 Sekunden (= 144° 86" 45“). Trotzdem griff er, wenn ge-
naueres Quadratwurzelausziehen verlangt wurde, zu jener arabischen

338 Hankew, S. 185, Anm. (Anm. 40) — 9337 Trattati d’arithm., II, S. 8¢
(Anm. 181) unter der Uberschrift ,,item de nvenienda radice integrorum nwmero-
rum alio modo per circulog.— 338 Bei Graumareus, nach Unger, 8. 104 (Anm. 54).
— 339 Canror, IV, 8. 177—179.
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Methode. Die gegebene sexagesimale Zahi reduzierte er auf die
kleinste Unterabteilung; waren die vorhandenen Ziffernstellen beim
Radizieren erschdpft, so hing er eine gerade Anzahl von Nullen an
und rechnete weiter. Das erhaltene Resultat wurde dann rickwirts
wieder in Sexagesimalbriiche umgesetzt.

Eine #hnliche Vermischung des sexagesimalen und dezimalen
Prinzipes nebmen wir bei seinem Nachfolger auf dem wiener Liehr-
stubhl, GEoRG voN PrurBACH (1428—1461), wahr.?* Es hatte sich
fur die rechnende Astronomie infolge des allmahlichen Uberganges
in dem trigonometrischen Rechnen von den Sehnen des griechischen
Altertums zu den indisch-arabischen Sinus das Bediirfuis nach Neu-
berechnung der ptolemiischen Sehnentafel unter Benutzung der
Sinasfunktion herausgestellt (siehe Trigonometrie VI, D.). Diese Liicke
auszufiillen, setzte sich PEurBACH zur Aufgabe. Er wihlte als Grobe
des zu Grunde gelegten Radius » = 600000, um sich jenes Vorteils
beim Dividieren und Radizieren ohne weiteres bedienen zu k¢nnen,
Seine neuen Tafeln sind nie im Druck erschienen, aber heute noch
in der wiener Bibliothek vorhanden. Hilfreich ging ihm bei den
mithsamen, notwendigen Berechnungen sein hochbegabter junger
Schiller, REcroMonTANUS (Jor. MULLER aus Konigsberg in Franken,
1486 — 1476 Rom; Wien, Italien, Niirnberg) zur Hand. REeio-
MONTANUS trieb die Genauvigkeit noch um eine Stelle weiter und
nahmn » = 6000000 an. Io diesem MaBe ausgefalirte Tabellen sind
einer Abhandlung PruRBACH'S, ,tractatus super proposiliones Plolemaei
de sinubus et chordis”, die erst 1541 in Nfirnberg zum Druck kam,
angeschlossen worden; die Wahl des Radius ist in einer Einleitung
eingehend begriindet. 34!

Ein derartiges Schwanken zwischen dezimaler und sexagesimaler
Teilung war nichts Halbes und nichts Ganzes und konnte selbst-
verstindlich nicht von langem Bestand sein. Der Schritt zur reinen
Dezimalteilung war unvermeidlich. Thn usnternahm ReciomonTaNUS
selbst, sechs Jahre nach dem Tode seines Lehrers, in vollem BewuBtsein
dessen, was er that. Sein Opus fabularum dirvectionum profectionumque,
berechnet 1467, gedruckt 1490 in Augsburg,’®*® weist zwei hoch-
wichtige Neuerungen auf; erstens lernte durch dasselbe das Abend-
Jand zum erstenmal die Tangensfunktion kennen, und zweitens lag
— was uns hier besonders angeht — den beigegebenen Tangenten-
tafeln der Radius # = 105 zu Grunde. Ausdriicklich wird bei einer

340 Cawror, II%, 8. 181—188. — 34 Tractatus Georgis Purbachii super Pro-
positiones Piolemael de sinubus et chordis (1541 Niirnberg), Seite B, (Signatur)
in der Einleitung zu den Tabellen. — 342 Cawron, IIY, S. 275.
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einleitend behandelten Aufgabe (Nr. 10) die Bemerkung gemacht,
daB diese Annabme die Rechnung wesentlich erleichtere.

Ein wirkliches Dezimalbruchsystem war dadurch indessen auch
noch nicht geschaffen, da die von ReGcioMonTANUS berechneten Tangens-
worte fiinfstellige ganze Zahlen waren. Man sollte meinen, daB
dorch Benutzung einer dekadischen Einheit als Radius die Haupt-
schwierigkeit beseitigt sei, daB es nunmehr ein Leichtes gewesen
whre, statt des gleitenden Radius, der vdn r = 10° schlieBlich bis
zu r = 103 in weiter verfeinerten Tabellen stieg, die Einheit an-
zanehmen und durch irgend ein Zeichen die an der Spitze stehende 0
von den iibrigen Ziffern abzutrennen. Doch verstrich bis zu der
Ausfihrung dieser fir uns so unscheinbaren Neuerung mehr als
ein Jahrhundert; es bedurfle hierzu sogar eines Mathematikers von
dem Range eines Vikra (1540—1603 Paris, franz. Staatsbeamter). In
dem Canon mathematicus®4® dieses grobten franzosischen Algebraikers
— 1579 zum erstenmal, 1609 zum zweitenmal gedruckt — wird
endlich die erste Ziffer von den ibrigen abgehoben, anfangs nur
dadurch, daB die folgenden Ziffern mit kleineren Typen gedruckt
werden, schlieBlich auch, indem zur besseren Ubersicht ein senk-
rechter Strich zwischen beide gesstzt wird. Damit war der
oerste Dezimalbruch geschrieben. Sehr nahe waren der Er-
findung der Dezimalbriiche auch schon andere Mathematiker in dem
verflossenen Jahrhundert gewesen; sie hitten die Palme errungen,
wiirden sie ihre Ideen schirfer verfolgt haben. So ist der Italiener
Pierro Borc1%** zu nennen, der in seiner drithmetica von 1484
zeigt, daB man bei der Division durch eine Zahl wie 3000 vom
Dividendus drei Stellen rechts abschneiden und die links tbrig
bleibenden Ziffern durch 3 dividieren milsse. Ferner ist auf den
Dentschen Cur. RoporLFr voN JaUuER hinzuweisen, der im Rechen-
buch von 1532 fir die Division durch Potenzen von 10 unsere
moderne Regel giebt; so fir 10 selbst: ,IDenn eine 3al getheilt fol
werden in 10. fdmeyd jr ab wmit epner virgel die erfte RBiffer | die
figuren gegen der linden hand fein der quocient | vnd die erft ab-
gefdymittene figur der Reft.” 24% (dhnlich fir 100, 1000 . .).

Da Viers's Canon sehr geringe Verbreitung fand, ist es er-
klarlich, daB der Holldnder Simon STeviN (1548 Briigge — 1620
Leiden; Kaufmann, spiter im Staatsdienst ale Ingenieur), der
zuerst die Lehre von den Dezimalbriichen systematisch behandelte,
allgemein als deren Erfinder genannt wird. STEvVIN widmete der

343 Canron, IT*, 5. 583. — 344 Caxnror, II, S. 805. — 346 Auggabe von 1550
Nirnberg, Riickseite b, (Signatur).
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neuen Bruchart eine kleine Abhandlung Lz Disme, die er seiner
1585 gedruckien Practique d Arithmétique als Anhang beiftigte. %48
Er hebt in derselben den hohen Wert der dezimalen Unter-
abteilungen, die erleichterte Schreibweise dieser Briiche und das
einfache Rechnen mit ibnen gebtihrend hervor. Am SchluB der
Abhandlung?*’ richtet er weitausblickend die dringende Bitte an alle
Regierungen, dezimale Miinz-, MaB- und Gewichtssysteme einzufiihren,
um dem neuen Rechnen zu seiner vollen Ausnutzbarkeit zu ver-
helfen (vgl. S. 25).

Die Schreibweise STEvIN's ist noch nicht auf dem Hohepunkt,
Unser 0,3759 und 8,937 sieht bei ihm folgendermablen aus:

3HTO5090 8OIDMID T

Er schreibt auch, freilich nur einmal in der angefiilirten Schrift, statt
0,54 kitrzer 54@.** In spateren Werken erscheint diese bessere Form
ofter, so 707 @ statt 7,02 — 4583 statt 4,58 — 141@ statt 1,410
— 287D statt 2,8.38 Doch das sind AuBerlichkeiten; die Rechen-
operationen selbst erfolgen bereits ganz nach unseren modernen
Regeln. Ein Subtraktionsbeiapiel %2 hat bei ihm die Gestalt

2'@@@@

PR~ o
~1 @~
G.‘.rl--l:,‘ﬂ
O @ ~a
DL D@

i

s

wobei die ftibergeschriebenen Indices fiir alle senkrecht darunter
stehenden Ziffern gelten. Andern sich die Indices, so schreibt sie
StEvIN daneben oder darunter, aber nie dazwischen, um den
Rechnungscharakter ganzzahliger Operationen deutlich zu zeigen,
wie uns das Multiplikationsbeispiel

@O®
78
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49
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O

15
189
20412

POEOO®
lehrt.

348 Srgvin, ed. Grearp, I, S. 206—213 (Anm. 88), — 347 Daselbst S. 212—218,
Article VI, Schluf. — 348 Daselbat S. 208, Explication. — 349 Daselbst 8. 209,
Propos. III Nota, in einem Multiplikationsbeispiel. — 360 Daselbst 8. 881. —
3 Dasolbst 8. 394. — 352 Dagelbat S. 208, — 363 Daselbst S. 209.
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Wenn noch andere Minner neben STEvIN als Erfinder der
Dezimalbriiche genannt werden, so ist das nicht zu verwundern. Die
Erfindung der Dezimalbruchrechnung lag gleichsam in der Luft;
Gelehrte aus allen Lindern beteiligten sich an ihr. Der Astronom
KEeriLer schreibt 16163 den Rubm seinem Freunde Joost Borel,
jenem genialen Autodidakten, dem die Mathematik so vieles verdankt
(15652—1682; Mechaniker; Kassel, Prag), zu. Nach Biirer's Anleitung
benutzte KEPLER in seinen Tabellen einen echten Dezimalpunkt oder
einen kleinen runden Haken, dessen Offnung den Dezimalstellen zu-
gewandt war., Es ist durchaus wahrscheinlich, daB Bire1, der nur
deutsch verstand, also die vorhandenen fremdsprachlichen Abhand-
lungen ViEra’s und StEvin’s nicht durcharbeiten konnte, selbstindig
auf seinen Vorschlag gekommen war. Wie KepLER so wird auch
Prriscusd®s (1561 —1613, Hofprediger beim Kurfurst Friedich IV. v.d.
Pfalz) unter Borer's EinfluB gestanden haben, wenn er in seinen
trigonometrischen Tabellen einen Dezimalpunkt einfithrt (zum ersten-
mal 1608 im Anfang seiner Trigonometrie, noch nicht in der
Auflage von 1600). Dasselbe thut, wohl nach Vikra's Vorbild,
Joan Neper (1550—1617, schott. Baron) in der hinterlassenen
Constructio von 1619358

Weniger berechtigt als bei Bumar ist die Annahme eigener
Erfindung bei Jor. Hartwany BEYER (15631625, Frankfurt a/M.),
obgleich er in seiner Logistica decimalis von 1603%7 sich selbst
als Erfinder der Dezimalbriiche ausgiebt. Es scheint aus Ahnlich-
keiten mit den Stevin'schen Abhandlungen gefolgert werden zu
kénoen, daB er diese oder Schriften, die von ihnen beeinfluBt waren,
gekannt hat. Neben den SreviN'schen Ausdriicken fiir die Dezimal-

34 Ausjug aus der vralten Nleffe-funft Ardimedis u. j. w. (bekannt unter dem
Namen ,,Ocsterreichisches Wein- Visier-Bsichlein®), Nr. 60, Lintz 1616; KepLer's
gesammelte Werke, ed. Frisce, Bd. V, Frankfurt u. Erlangen 1864, 8. 547:
1o Fiirs ander, weil idy turgge Sahlen braudie, derohalben es offt Briidhe geben
widt, fo merde, dag alle Jiffer, welde nady dem Zeiger folgen (¢ ), die gehdren
3u dem Brud), als der Fehler, der Lenner dazu wird nidyt gefetst, ift aber alleseit
eine runde Jehersahl von fo viel Ttullen, als vil Giffer nady dem Feiden tommen.
Wann tein Jeidien nidt ift, das ift eine gangge Faht obne Brudy, vnd wann alfo
alle Siffern nady dem Feichen gehen, da heben fie bifweilen an von einer XTullem:
Dife Urt der Brudredynung ift von Joft Bitcgen ju der finusredinung erdadpt, ond
ift darju gut, daf idy den Brudy abliivgen Pann, wa er vnnstig lang werden wil,
ohne fondern Sdaden der vberigen Fahlen; Fan fhne audy etwa auff Echeifdung
der Tlotdurfft erlengerst. Jtem lafjet fidy alfo die ganpe Sall ond der Brudy mit
einander dnrcy alle species arithmeticae handeln wie nuv ein Fahl.” — 358 Cawror,
I, 8. 804, 619. — 368 Ausgabe, Lugduni 1620, 8. 8, positio prima § 4, 5. —
387 Cantor, II% 8. 619—620; Sternee, S. 297—299 (Anm. 59).
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stellen, Prime, Sekunde u. 3. w. verwendet BEYER: erste Teslo, erste
Sorupel, erste decimalia, erste Zehnder u. 8. w. Auf seine Schreibart

¢ 1 MIMIIVY VI m v
128. 4. 5. 9. 8. 7. 2. und 123°% 459. 872 statt 123,450872,

v
ebepso 648 statt 0,0643, shnelt derjenigen STEvin's. Beim Divi-
dieren hingt er an den Divisor, bezw. den Dividendus, so viel Nullen,
bis in beiden gleichviel Dezimalstellen stehen, und dividiert dann
wie mit ganzen Zahlen; bei gréBerer Genauigkeit wird der Dividendus
um weitere Nullen vermehrt.

Durch die angefithrten Schrifien ist die Aufmerksamkeit der
Mathematiker auf den neuen Stoff gelenkt worden. Die besseren
Lehrbitcher der folgenden Zeit kdnnen nicht umhin, in ihren zu-
sammephingenden Darstellungen auch den Dezimalbriichen lingere
oder hiirzere Abschnitte zu widmen. Neben QueuTrRED (1574—1660,
engl. Landpfarrer; Clavis mathematica 1631) ist besonders Heriaone
zu erwihnen, der in seinem encyklopidischen cursus mathematicus
von 1634 ihre Theorie in ganz moderner Weise begriindet.’®® Kurze
Erlduterungen fir das Rechuen mit ihnen giebt Cavavieni (15917
—1647; Jesuit, Prof. d. Math. in Bologna),3%® Ausfithrlicher sind
ADRIAEN METIUS (1633),2%° WiNeATE (1660)%%! und BookLER (1661).%
Wo die Dezimalbriiche und ihre Lehre nicht behuis der Erlduterung
von Tabellen trigonometrisclier oder logarithmischer Zahblenwerte
vorgefithrt werden, wird ihre Verwendung in der Geometrie bei der
Ausmessung von Linien, Flichen, Korpern gelehrt. Oft werden hier-
bei, um deutlicher zu sein, kitnstliche dezimale MaBe angenommen;
fast stets wird dem lebhaftesten Bedauern Ausdruck gegeben, da8
in Wirklichkeit die dezimale Mafiteilung noch fehle. Dieses Fehlen
ist auch der Grund, daB in den Rechenbiichern des siebzehnten und
achtzehoten Jahrhunderts, die sich auf das Notwendigste zu be-

368 Paris 1634, Bd. II, arithm. pract., Kap. 1V, 8. 31: De numeris Decimarum.: ,,S5%
series numerorum continuctur in proportione decupla a sinistra ad dextram ulira
figuram unitatum, valor numerorum decrescet infra unitatem ecadem proportione,
qua crescit supra unitatem progrediendo versus sinistram; ac proinde prima
fgure ab unitaiibus versus dextram signsficat decimas, secunds centesimas, tertia
wiillesimas et ita deinceps. Setzt man die Reihe der Zahlen im Verhiltnis 10: 1
von links nack rechts iiber die Einheit hinaus fort, so fillt der Zahlenwert
unterhalb der Einheit in #hnlicher Weise, wie er beim Fortachreiten iber die
Einheit nach links wiichat; die erste Ziffer rechts neben der Einheit bedeutet
Zehntel u. 5. w. — 389 Cavarieri, Trigonomeiria, Bononiae 1643, XXIII, S. 3, —
360 Manuale Arithmeticae et Geometricae (nach STERNEM, 8. 298), — 361 Arith.
metica, London 1680 (Steaver, 8. 801). — 382 Arithmetica nova milsiaris, Nirn-
berg 1661 (Srexnzm, 8. 300).
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schrinken pflégen, die Dezimalbruchrechnung nicht oder nur voritber-
gehend erwihnt wird, So sind auch, wenn wir die seiner Zeit
verbreitetsten Elementarbiicher daraufhin ansehen, in v.. Worrr's
oAnfangsgriinden* (Aufl. v. 1750) die Dezimalbriiche als unnétig
ganz fortgelassen; in den KisTNrr'schen , Anfangsgriinden (Aufl.
v. 1764, S, 77, I. 8.f1) ist das Rechnen mit ihnen auseinandergesetzt,
aber mit Ableitung von den gewdhnlichen Briichen aus, wobei die
Anzahl der Dezimalstellen als ,Exponent des Bruches“ besonders
benannt wird. — Aus anderen Rechenbtichern, die sich mit ihnen
eingehender abgeben, sei auf den Ausdruck ,Dexvimalzahlent statt
Dezimalbriiche bei Evenp 1724 (Einleitung xur avithmetischen Wissen-
schaft) aufmerksam gemacht. Dieses Wort wird in der neueren Zeit
wieder aufgenommen % und im Unterricht benutzt, wenn die Dezimal-
britiche vor den gewdhnlichen Briichen, also vor Einfilhrung in den
Bruchbegriff durchgenommen werden. Ferner erwihnen wir die
Vorschrift, die zuerst Paricivs (Compendium, Regensburg-Ulm 1707)
besonders anfihrt, daB die Dezimalstellen bei LingenmaBen zu je 1,
bei FlichenmaBen zu je 2, bei Kérpermaben in Gruppen zu je 8 zu-
sammenzufassen sind.

@anz anders gestaltete sich die Sachlage nach der so lange er-
sehnten Einfuhrung des metrischen MaB-, Miinz- und Gewichts-
systemes (vergl. S. 26). Nunmehr gelangten die Dezimalbriiche aus
den Gelehrtenschulen in die kaufmanpische Praxis, sie gewannen
gesetzlichen Eingang in die Volksschule, ja begannen in kurzem dem
Rechnen mit gewihnlichen Briichen den Platz wegruerobern, so daB
diese sich eine Beschrankung auf die am h#ufigsten vorkommen-
den Briiche §, L, b, % & 3, b o vhe gefallen lassen muBten.
Extreme Methodiker3% wollten sogar die gewdhnlichen Briiche ganz
aus der unteren und mittleren Schule entfernt sehen und so das
Kind mit dem Bade ausgieBen,

Eine neuere, viel behandelte methodische Streitfrage betrifft die
Stellung der Dezimalbriiche im Unterricht. Die einen wollen
sie nach den gewéhnlichen Briichen durchgenommen wissen, die
anderen empfehlen ebenso warm die umgekehrte Reihenfolge. Sieht
auch zweifellos der Mathematiker im Dezimalbruch einen gewshn-
lichen Bruch und wird hiernach vom wissenschaftlichen, und ebenso auch

383 Von Dr. Harruawn, Der Rechenunterricht in der deutschen Volksschule,
Hildburghaosen 1888 (Sternew, S. 344, 517). — 9364 Maomimus, Desimales
Rechnen und metrisches Messen, Paderborn 1869 (Stesner, S. 517); H. Wenpr
»Uber den Rechenstoff der hoh. Méadchenschule in Maxx's Deutsch, Blittern f.
erzichenden Unterricht, Jahrgang XI, Langensalza 16864, S. 96.
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vom historiachen Standpunkt aus, der gewbhnliche Bruch in einem
systematischen Aufbau der Elementarmathematik das Vorrecht haben,
80 ist ebenso sicher der Methodiker und Pidagoge gezwungen, allein
Unterrichtsprinzipien den Ausschlag geben zu lassen. Dieser muB
danach dem Rechmen mit ganzen Zahlen das mit dezimalen Briichen
durch Vermittelung des Rechnens mit dezimal benannten Zahlen
nachfolgen lassen, da hierzu nur geringe Erginzungen ndtig sind.
Dabei ist die Benutzung des Wortes Dezimalzahl statt Dezimal-
bruch gut angebracht. Man darf nicht in dieses beinahe als ein
Ganzes aufzufassende Pensum (das Rechnen mit ganzen Zahlen, mit
dezimal benannten Zahlen, mit Dezimalbriichen) die ungleichartige
allgemeine Bruchlehre einschieben, etwa wie frither das geometrische
Pensum der Mittelklassen unterbrochen wurde, um einen algebraischen
Lehrgang einzuschieben. Ein organisch aufgebauter Unterrichtsplan,
der vom Leichteren zum Schwereren zu fithren hat, kann keine andere
Auffassung als die auseinandergesetzte gestatten, DemgemifB scheint
sich auch gegenwirtig, besonders nach dem Erscheinen der fiir diese
Unterrichtsanordnung so wertvollen Aufgabensammlung vor GUNTHER
und Boam?® und ijhrer Nachahmungen, die Entwicklung za voll-
ziehen. Ganz selbstverstindlich ist, daB nach Erledigung der gewthn-
lichen Bruchrechnung ihr Zusammenbang mit der Dezimalbruch-
rechnung und die Gleichwertigkeit der entsprechenden Regeln ge-
zeigt werde.

Wir kommen zu der Geschichte der periodischen Dezimal-
briiche. In wissenschaftlichen Schriften treten diese erst vom sieb-
zehnten Jahrhundert ab auf; in Schulbiichern werden sie nicht vor
dem neunzehnten Jahrhundert erwihnt.

Die Verwandlung der gewShnlichen Briiche in Dezimalbriiche
und umgekehrt hatte schon der Italiener CavarLierr 16433% gelehrt,
sich aber bei unendlichen Dezimalbriichen mit Anniherungen be-
gniigt, ohne auf die Periodizitit acht zu geben. Eingehenderer
Untersuchung wiirdigt sie der Englander Waruis (1616—1703,
Prof. d. Geometrie in Oxford). Seine Algebre vom Jahre 1693 ent-
hilt im 89, Kapitel einige der wichtigsten KEigenschaften dieser
Britche; er versichert selbst, keine Vorginger auf diesem Ge-
biete zu keunen.’®” Warzis lehrt, daB die Division des Nenners
in dep Zahler bei einem Bruch aufgeht, wenu der Nenner nur 2

368 GinTaEr u. Bonm, Rechenbuch flir hihere Lehranstalten, 2. Aufl, Berlin
1890, — 308 Cavanen:, Trigonometria, Bononise 1643, Kap, XXIV, S, 3/4. —
367 Warus, Opers omnia, Bd. II, Algebra, Oxoniae 1693, cap. 89, 8. 964: ,, Nescio
an guisquam me prior eam disiincte examingverit.
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oder 5 als Primfaktor enthilt, die Periode aber nur dann sofort
mit der ersten Dezimalstelle ihren Anfang nimmt, wenn unter den
Primfaktoren des Nenners keine einzige 2 oder 5 vorkommt. Auch
tiber die Anzahl der zu einer Periode gehtrenden Ziffern keont er
die einfachsten Sitze, so, daB bei einem vorliegenden Bruche 12‘:, die
Hbchstanzahl gleich N —1 ist, sehr oft aber die wirkliche Gréfie » der
Periode nur einen aliquoten Teil von N—1 darstellt. Er beobachtet,
daB auch andere Werte filr » unterbalb N — 1 auftreten, die nicht
aliquote Teile von N — 1 sind; doch entgeht ihm dabei, daB dies
nur bei Nichtprimzahlen N sich einstelit. Auch die Verwandlung
eines rein periodischen Dezimalbruches riickwirts in einen gewdhn-
lichen Bruch ist Warris nicht unbekannt; denn er giebt den Rat,
wenn man die Anzahl » der periodischen Stellen fiir einen bestimmten
Bruch kennen lernen will, denselben so zu erweitern, daB im Nenner
eine Zahl erscheint, die nur mit Neunen geschrieben wird, Seinen
Betrachtungen fiigt Warris hinzu, daB Wurzeln nie zu periodischen
Dezimalbriichen fihren, erweitert dann seine Erdrterungen auf Sexa-
gesimaibriiche, die auch periodisch werden kdnnten.

Erst nach der Mitte des achtzehnten Jahrhunderts fand die
Lehre der periodischen Dezimalbriiche zahlreichere Bearbeiter. Fast
gleichzeitig erscheinen Abhandlungen von LaMperr?® (1728—1777,
Oberbaurat in Berlin), dem Englinder Jomn RoBERTsON3%® und
dem jilngeren Jomann Berwourri¥? (1710—1790, Prof. in Basel)
Auch Evrer®! (1707 Basel — 1783 Petersburg; Prof. in Peters-
burg, Berlin und wieder in Petersburg) streift in seiner Algebra
voribergehend unscr (Gebiet. Von den erstgenannten drei Ab-
handlungen ist die von LaMBERT die systematischere; jedoch kommen
alle drei nur wenig iiber Induktionsresultate hinaus. RopErTsow ist
der erste, der eine besondere Schreibweise fiir periodische Briiche
vorschlagt, er schreibt 0,3, 0,23, 0,785 statt 0,33 ..., 0,2328 ...,
0,785785 ... Briiche mit derselben Periodenzahl nennt er #hnlich,
Bei ihm treffen wir zum erstenmal auch die Identitat 0,999 ...=1
an. Fir Multiplikationen und Divisionen unendlicher Dezimalbriiche
empfieklt er, auf die entsprechenden gewdhnlichen Briiche fiberzu-
gehen. Aue LamBErRT's Schrift ist die Verwendung des Fermar'-

308 Acts Helvetica 1758; Acta Eruditorum, Lips. 1769, 8. 107—128: ,, Adnolatio
guaedom de numeris eorumgue analomia. — 369 Philosoph. Transactions 1768,
Nr. XXXII, 8. 207—218 ,, Of the Theory of circulating decimal fractions. —
370 Nouv. Mémoires de Berlin 1771, S. 2718 £ — 37 Euvwer, Vollstindige An-
lestung sur Algebra, Petersb. 1771, Buch I, Abschn. 3, Kap. XII, § 525—539.
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schen Primzahlsatzes (S.62) erwihnenswert, da durch diesen die
so fruchtbare Verbindung mit der Zahlentheorie bergestellt wird.
LamseErT weiB aus ihm eine groBe Menge wichtiger, besonders fiir
die Berechnung der Perioden und ibrer Stellenanzahl geeigneter
Folgerungen zu ziehen. Nach einem Bericht ither die Vorarbeiten
wepdet sich BErvouLr1 dhnlichen Untersuchungen zu wie LaAMBERT,
unabhiingig von demselben, aber in weniger ibersichtlicher An-
ordnung. In Verfolgung jenes WarLis'schen Gedankens sucht er
u, 8, die GréBe der Periode zu bestimmen, ipdem er 9, 99,
999 u. s. w. in seine Faktoren zerlegt und alle in ihnen ent-
haltenen Divisoren zusammenstellt; Briiche, die Divisoren der 9
als Nenner besitzen, werden einstellige Perioden, alle solche mit
Divisoren der 99, die nicht schon in 9 enthalten sind, werden
zwaistellige Perioden haben u. s. f Dieser Untersuchung dient
eine zweite Abhandlung Bernourrr's¥? in demselben Bande der
Berliner Akademieberichte, die die Teiler von 11, 111, 1111...,

i‘lO' bis zu » = 30 bestimmt.

s=1

Zu wissenschaftlicher Héhe gelangte die Theorie der periodischen
Dezimalbritche mit Beginn des neunzehnten Jahrhunderts. KEs ist
Gauss, der sie 1801 in engster Verbindung mit seinen groBen zahlen-
theoretischen Untersuchungen erfolgreich in Arbeit nimmt.%® 8ie
kommt durch ihn mit der Theorie der Potenzreste und der primitiven
Wurzeln in organischen Zusammenhang. Da die einschligigen
Resultate infolgedessen weit iiber das im Schulpensum gesteckte Ziel
binausfithren, miissen sie hier ibergangen werden. FEs sei nur auf
die neueren, die ganze Lehre zusammenfassenden bezw. erginzenden
Abhandlungen von Jos. Maver®4 1887/88 und HEemricH Bork
1895%¢ hingewiesen.

Was Tabellen fiar die periodischen Dezimalbruch-
entwicklungen betrifit, so wird in der Regel in denselben nur #,
die GroBe der Periode, angegeben. Die groBe Primzahlentabelle
BusckEARDT'5%"® von 18141817 liefert » fiir alle Primzahlen bis 2500
(noch einmal abgedruckt in JacoBr's Canon arithmeticus 1839). Kir

372 Daselbst S.318: Recherches sur les divisewrs de quelgques nombres trés grands
compris dans la somme de la progression géométmigue 1 +10' + 107 +100+ .., —
313 Gavss, Disquisitiones arithmeticae, Leipzig 1801, § 912—3818; Gavas’ Werke,
Bd. I, Gittingen 1870, 8. 382—888. — 374 Jog. Maver, Uber die Grofe der
Peréode eines unendlichen Desimalbruches oder die Congruens 10*=1 (mod P.),
Programm, Barghausen 18687/86. — 376 Hemwatcn Borm, Perjodische Desimal-
braiche, Programm, Nr. 87, 1895, Kgl. Prinz-Heinrich-Gymnasium, Berlin.
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die Primzahlen bis 15000 fubrt RevscELE (Prof. am Gymnasium zu
Stuttgert) in den Jahren 1846—1851 die Berechnung durch, deren
Ergebnisse er 1856 verbffentlichte.’”® Die Erweiterung auf den
Zahlenraum bis 40000 unternahm der Englénder SmHaxEs,?”7 auf
die Primzahlen zwischen 60000 und 75000 der Dubliner Professor
Sarmon.?’®  Ein sehr iibersichtliches, abgekiirztes Verzeichnis der
PeriodengréBen fitr die Primzahlen bis 100000, berechnet von
Kgssuer in Wiesbaden, ist der oben genannten Abhandlung Borx’s 7%
angehiingt.

Die Perioden selbst enthilt Bernourrr's Tabelle3? fior 1—200;
Gavss dehnte sie bis 1000 aus.’”® Faktorenzerlegung der Zahlen 9,
99, 999,..., 10— 1 bis » = 46 bhat REuscHLE*® vorgenommen
und im AnschluB darap auch die Zerfillung der Zahlen 11, 101,
1001,...,10" +1 (# =1...21) in Primfaktoren berechnet. Kine
Zusammenstellung aller Nenner, die einstellige bezw. zweistellige,
dreistellige ... Perioden ergeben, findet sich bis zu elfstelligen
Perioden in der Schrift von Mayes, 3!

E. Das angewandte Rechnen.

(. Die Regeldetri.

Man sieht allgemein Indien als Heimat der Regeldetri an. Dag
ist jedoch nicht so zu verstehen, als ob die in der Regeldetri geitbten
Aufgabengattungen nicht schon vorher oder von anderen Vilkern
behandelt worden wiiren. Da solche Aufgaben einen Hauptteil der
kaufminnischen Aritbmetik bilden, wird ihre Verwendung im Gegen-
teil bei den handelsgewandten Volkern Agyptens, Phoniciens und
Griechenlande weit verbreitet gewesen sein; leider sind uns aber
diese praktisch-elementaren Teile der Mathematik nicht iiberliefert
worden. Der griechische, wissenschaftliche Mathematiker suchte
vielmehr gerade darin etwas, seine Untersuchungen miglichst von
der Praxis abzulsen; wie er es in der (Geometrie verschmiht, Be-

376 B. ReuscuLe, Neue zahlentheor. Tabellen, Programm, Kgl, Gymnasium, Btutt-
gart 1856, — 377 Veriffentlicht 1874 in d. Proceedings der Royal Society (nach
Borg, 8.1} — 378 Nach Bonrk, S. 4. — 378 Im NachlaB v. Gause gefunden;
Ges. Werke, Bd. II, Géottingen 1876, S. 411—484, — 380 Rpgscnce, S, 18
(Anm. 976). — 3% 8.9 (Anm. 874).
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rechnungsvorschriften fur Figuren und Kdrper zu geben, so iiber-
lat er auch das eigentliche und angewandte Rechnen den Rechen-
meistern, Feldmessern und Kaufleuten. Aus der FeldmeBkunst ist
gliicklicherweise in HEroN's Liehrbiichern ein groBer Teil der damaligen
Kenntpisse und Methoden suf die Gegenwart gerettet; nicht so in
der kaufminnischen Arithmetik. Hier setzt leider die Uberlieferung
ganz aus. Obgleich, wie wir wissen, die Lebre von den Propor-
tionen in Griechenland hoch ausgebildet war, ja geradezu einen Ersatz
fir unsere Gleichungen darstellte, bietet sich uns nirgends in der
griechischen Litteratur eine Anwendung derselben auf regeldetri-
ihnliche Aufgaben.

Anders bei den Iudern, Ihnen ist die praktisch-rechnerische
Seite der Wissenschaft das erste. Dank seiner gliicklichen Befihigung
fir das reine Rechnen hebt der Inder das Zahlenformale aus dem
wissenschaftlichen Zusammenhange heraus und weiB ihm eine rech-
nerische Vollendung zu gebeun, die uns in so glinzender Weise das
heutige Positionsrechnen und die moderne Trigonometrie mit der
Sinusfunktion zeigt. Dem Inder geniigt es, wenn seine Methoden zu
eutsprechenden Losungen fithren. Nicht nach dem Beweis fur das
von ihm eingeschlagene Verfahren forscht er; die Richtigkeit des
Facits ist ihm allein auwsschlaggebend.

Es ist weniger der Inhalt, als die Form der Regeldetriaufgabe,
die dem Inder den Erfindungsrulun verschafit. Hinfacliere Aufgaben
sind bei ArvaBHaTra (geb. 476 n. Chr) vorgerechnet, solche mit
direktem, indirektem und zusammengesetztem Ansatz bei Brauma-
cupTa (geb. 598 n. Chr.), (ripHARA (zZwischen BramM. und Bwu)
und BHaskaRa (geb. 1114 n. Chr.). %2 In der einfachen Regeldetri
werden, wie auch bei ups, drei GroBen als bekannt angenommen,
von denen zwei dieselbe Benennung haben. Der Inder kenut sogar
for sie besondere termini technici. Er lernt nun mechanische
Regeln, nach denen diese drei GriBen in bestimmter Reihenfolge
miteinander zu multiplizieren bezw. zu dividieren sind. Dabei wird
die zusammengesetzte Begeldetri in mehrere Dreisitze zerspalten.

DaB die Araber gelehrige Schiller der Inder waren, haben wir

mehrfach gesehen. Daber fillt es micht auf, in ihren Lehrbiichern
Regeldetriaufgaben nach indischer Art zu finden; so in der Algebra

382 1. Rooer, ILegons de ealeul d”Aryalhatte, Journal Asiatique 1879, 8. 402
u. 425, Strophe XXVI; Baanwaqurra, Ganita, ch. XII, sect. I, 10—138, ed.
Corepnoore, London 1817, S. 283—286; Brasrara, Lilavati, ch, YII, sect. VI,
ed. CoLeBROOEE, 5. 33—38 (Anm. 294).
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des MuramMED 18BN MUsa Arncawarizmr (um 820; Bagdad, Damas-
kug), 3% im Rechenbuch des ArkarcEi®® (um 1010, Bagdad) und
in der Essenx det Rechenkunst (cap. III} des Brma Kppin (1547
bis 1622, Persien) Der Westaraber ALEaLsapr (+ 1486 oder 1477
in Andalusien) verwendet in seinen Schrifien eine Ansatzform mit
Verwendung symbolischer Zeichen, die sehr an unsere Proportions-
form erinnert, 3¢

Den Ubergang arabisch-indischer Wissenschaft zom Mittelalter
vermittelt der Lber abaci (1202) des italienischen Gelehrten Lgo-
NARDO VON Prsa. Der Ansatz des einfachen Dreisatzes nihert sich
im liber abaci schon dem modernen. Wihrend aber bei uns stets die
Bezeichnung, nach der gefragt wird, rechts steht, hat LEonarpo
die Geldsumme stets links, die Warenmenge rechts, so dab in der
Fragezeile die unbekannte GréBe bald links, bald rechts gesetzt
wird, je nachdem der Preis oder die Warenmenge unbekannt ist.
Aufgaben mit dem Ftinfsatz sind in dhnlicher Weise angeordnet, 3¢

In der moderner Methodik lehrt man den Dreisatz, indem man
mit Schlitssen von der Einheit aus auf ganze Zahlen oder umgekehrt
beginnt, dann erst von Briichen ausgeht bezw. auf Briiche schlieBt.
Hierdurch entstehen mehrere Unterfille. Dieses sind — weniger
aus methodischen Grundsitzen, als um mdglichst vielseitig zu sein
— bereits in dem #ltesten gedruckten deutschen Rechenbuch, dem
8og. Bamberger Rechenbuch von 1483, unterschieden.?®” Uberhaupt
galt die Regel Detri®® (regula de tribus nwmeris notis, regula ma-
gistralis, r. mercatorum, r. proportionum, verdeutschi: Regel von 3 be-
kannten Zahlen,®®® ein meisterlich Ordnung®®) als Gipfelpunkt in der
mittelalterlichen Rechenkunst, so daB sie seit dem Bamberger Rechen-
buch (1483) als dic gulden Regel bekannt war und die einzelnen
Rechenmeister nicht genug Rthmens von ihr machen konnten.®

303 Monammepr ven Musa, ed. Rosen, S. 68—70, On mercantile tronsactions
(Anm. 119). — 383 Kafi fil hisab, cap. 43; ed. Hocuneinm, 11, S.16—18 (Anm. 292). —
385 Canrom, IY 8. 762—766, — 388 Lpowarpo Pieawe, I, 8. 84 ff (Dreisatz),
8. 118 F. (Fiinfeatz), 8. 127 ff (Siebensatz) (Anm. 17). — 387 Canror, IIY, S. 224;
Unaze, 8. 39—40 (Aom. 54). — 928 Siuon Jaikos, Rechenbuch v. 1565, nonnt
oie Regel Detri ,mit vevsucten vnd geftumpfften Latinifden.” — 38 Graumarevy,
Rechenbuch 1518 (Anm. 24), Rickseite €,: Regula detve ji ganfjen. Diefe vegel
tict genannt vo dreien 3afen. ... — 390 Bisonenstenn 1514; nach Fer. MULisg,
Ztachr. f. Math. u. Phys., Suppl. 1899, 8. 920. — 39 8o bei Wipmanx
{(Anm. 55), 92** Blatt Riickseitec ,Die gulden Regel die dan alfso gendt ift wa
aleicher weyfy als das yolt pbertrit all ander metal alfo audy diefze Regel in gebraudyiig
pbevtrit al anber Regel. Undy wirt fy genant requla Detri wan in yr durdy drey
betite jal vitd die viert vii vnbefdt gefunden.”
7‘
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In dem Bestreben, sie ihrem Publikum mdglichst klar zu machen
und dem Leser eigene Denkthitigkeit, so viel es geht, zn ersparen,
wurde sie sber so gelehrt, daB ein rein mechanisierendes Verfahren
entstand. Da auf diesem Wege eingehenderes Verstindnis nicht
erzielt wurde, traten Schwierigkeiten fiir die indirekte Regeldetri
(reguls de tri conversa siwve eversa) auf, und nur eine groBe Anzahl von
Beispielen der letzten Art konnte die Schiiler zu einer mehr gefiihls-
als verstandesmiBigen Behandlung dhnlicher Aufgaben durchbilden.
Selten verstand man sich dazu, auf Erklirung der rechnerischen
Handgriffe durch die Proportionslehre einzugehen. Eine Ausnahme
macht in dieser Beziehung Simon Jakos (Rechenbuch von 1565), der
sogar den Evukiip citiert.?®® Erst im achtzehnten Jahrhundert be-
ginnt man endlich, mehr Wert auf die Ableitung und Begriindung
der geubten Regeln zu legen und die Methodik im Unterricht hervor.
zuheben.

Infolge der groBen Anwendbarkeit der Regeldetri in der kauf-
minnischen Praxis und im gewdhnlichen Leben waren vom fiinf-
zehnten Jahrhundert ab eine groBe Anzahl von unterschiedenen
Aufgabengattungen entstanden, fiir die entsprechende Regeln mit
besonderen Namen, oft merkwirdigster Art, gelehrt wurden. Im
Rechenbuch des Jomawnes WinpMaNN voN Eerkr (1489) belduft sich
ibre Zahl auf 28. Es ist ein Verdienst des schon anderweitig in
der Geschichte des Rechnens riihmlichst genannten TarTaGLIA, in
dieses Wirrsal von Regeln System hineingebracht zu haben; er
unterscheidet in seinem General trattato (1556) dieselben Haupt-
gattungen, die heute noch geschieden werden: Zins-, Skonto-, Termio-,
Zinseszins-, Gesellschafts-, Wechsel- und Mischungsrechnung, 3%

Fiir gewisse Aufgaben der Praxis stellte sich das Bediirfnis
nach kiirzeren Verfahren heraus, als die Regeldetri sie gab. So
entetand die ,, Wilsche Praktik“ Diese umfabt keine einheit-
liche Rechenmethode, sondern bildet nur eine Sammlung der ver-
schiedensten Rechenvorteile, wie sie in Italien und danach in Deutach-
land geiibt- wurden. Bei ibrer Darstellung muBten sich die Ver-
fasser von Rechenbiichern, wie bei keinem anderen Thems, von dem
Gesichtspunkte leiten lassen, daB Ubung den Meister mache, und so
gaben RuvorLrr (1525 CoB), Ariax (1532 Rechenbuch), StiFeL (1545
Deutsche Arithmetik), RiEse (Ausg. von 1550) u. a. eine grofe Fille
einschligiger Aufgaben. StiFeL, der 1546 der ,,Wilschen Praktik®

392 Biwox Jaxon, 5. 16°, 17. — 399 TapraqLia, General tratiato, Parte I, Venedig
1556, Buch 11—15, 8. 177—289; die Regeldetri heiBt bei ihm (Buch 8, S. 1274
regola detig del tre, ouer delle tre cose . . . regola del ive.
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allein ein Werk widmet, schildert in sehr offener Weise gerade im
Gegensatz zu den rubmredigen Lobpreisungen anderer, den geringen,
ibr innewohnenden Wert ,aber bdod), wer bdie IWelfdh praftif nidt
weif, der bleibe bey der einfaltigen Regel Detri, fo finbet er eben bdas,
weldyes jener findet durd) die Iellifd) practicam”.?** — Insbesondere
gelangte im siebzehnien Jahrhundert die ,Wilsche Praktik zu einer
80 allgemeinen Verwendung, daB man sie geradezu als charakteristisch
filr dieses Jahrhundert bezeichnet hat. 3¢

Eine zweite Fortfihrung fand die Regeldetri im Kettensatz.
Dieser behandelt in erster Reihe Aufgaben, die das Verhilinis zweier
GriBen bestimmen sollen, wenn deren Verhaltnis nur mit anderen
ZwischengrdBen bekannt ist. Es entstanden mit der Zeit verschiedene
Schemata der Aufstellung, die eine rein mechanische Auflsung ge-
statten. Bereits bei dem Inder Braumacuepra (geb. 598) kommt
eine derartige Aufstellung vor;®* von einer #hmlichen Anordnung
hat Leonarpo von Psa (1202 liber abaci)®® Kenntnis. WIDMANN
(Rechenbuch 1489) lehrt sie unter dem Namen regule pagamenti.’®®
Ruporrr (1532 Rechenbuch) betont, daB diese Regel nur ein Aus-
fluB der einfachen Regeldetri sei, und weist zugleich auch auf die
Vorteile des Kiirzens an dem erhaltenen bruchstrichdhnlichen Schema
bin.*® Aber erst im achtzehnten Jahrhundert erweitert sich der
Verbreitungskreis des Ketfensatzes, als er unter dem Namen der
Reesischen Regel eine bequeme Ansatzform erhielt. Ibhr Erfinder
ist CaspaR Franz DE REEs (geb. 1690); seine .Allgemeine Regol
der Rechenkunst wurde 1789 aus dem Hollindischen ins Deutsche
ibersetzt. Einen weiteren Ausbau erfubr dis Reesische Regel im
Basepow’schen Ansatz 3

Die Kettenregel und die ,,Wilsche Praktik“ sind aus der Schule
verschwunden. Wie sie einerseits nur fir spezielle Aufgaben Ver-
wendung finden konnten, so verfilhrten sie anderseits, besonders
die erste, zu rein mechanischer Anwendung. Um dies za ver-
meiden, kehrte man im neunzehnten Jahrhundert lieber zu der ein-
fachen Regeldetri zuriick und vegwendet mehrfache Ansitze, die zu
demselben Resultat, aber in leichterer und durchsichtigerer Weise
fihren. Als eine selbstindige Verbesserung aus der letzten Zeit ist

394 Sripps, Deutsche Arithmetik 1545, Bl. 15 (nach Unagr, 8. 94, vgl. Anm. 54);
ferner StiFer, Neubearbeitung von Ruporre's CoB (Kdnigsberg i. Pr. 1553),
8. 39 onten. — 39 Uyosr, 8. 170 {(Anm. 54). — 386 Unaer, 8. 91; Stennes,
8. 62 (Anm. 59). — 397 Lronarpo Pisane, I, 8, 118 ff (Anm. 17). — 398 156" Blatt,
bes. das Schema auf der Riickseite (Anm. 55). — 399 Rupowrr's Rechenbuch
1632, Seite g, (Signatur). — 490 Uweegr, 8. 171; Srerner S. 852ff
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vielleicht der sog. Brucheatz*® anzusehen. Statt in einem doppelten
Dreisatz von einem Bruch auf die Einheit und dann auf einen
zweiten Bruch zu schlieBen, wird eine Art Zweisatz vorgemommen,
indem man direkt von dem ersten Bruch zum zweiten ibergeht und
die betreffenden Zahlen mit Beriicksichtigung direkter und in-
direkter Verhiltnisse sofort auf die entsprechende Seite eines Bruch-
striches stellt, ein Verfahren, das fir alle Aufgaben, in denen nur
Multiplikationen und Divieionen auftreten, anwendbar ist.

Betrachten wir im folgenden e¢inige Aufgabengruppen, denen
die Regeldetri mehr oder minder versteckt zu Grunde liegt! Man
pilegt dieselben seit der zweiten Hilfte des achtzebnten Jahr-
hunderts, in Verbindung mit einigen héheren Gebisten, unter den
Namen ,,politische Arithmetik“ zusammenzufassen. Diese Wort-
verbindung erscheint zuerst in einem Briefe tber Arvithmetik des
Nixoravs Reaspa von Smysna (um 1340), péfodog morerixdw
Aoyecptaca pdv, 4%

2. Die Zinsrechnung.

Die Aufnahme von Darlehen kann aus zwei Griinden erfolgen,
einmal in Notlage zur Bestreitung der Kosten des Lebensunterhaltes
(konsumtiver Kredit), dann zur Krméglichung geschiftlicher Unter-
nehmungen, die einen Gewinn abwerfen sollen (kaufmananischer Kredit).
Unter der Auffassung der ersten als Unterstitzungsdarlehen sind
zu fast allen Zeiten, vielfach auch aus religivsen Griinden, Bestrebungen
vorhanden, Zinsforderungen zu verbieten, DBesonders in Zeiten
noch unentwickelten Verkehrs sind die Darleben erster Art die
einzigen. So werden Zinsverbote verstindlicher, wie sie im
mosaischen Gesetz,**® im alten Rom (841 lez Genucia, 172 v. Chr.
erneuert), in der christlichen Kirche durch die Pipste (443 Papst Lo,
1311 Konzil zu Vienne), in deutschen Reichspolizeiordnungen von
1530, 1548, 15774 erlassen sind.**® Emporbliher von Handel

401 Uxcer, S. 186; nach diesem zum erstenmal bei Stren, Lehrgang des Rechen-
untervichtes nach geistbildenden Grumdsitzen, 1832. — 492 Canror, 1Y 8. 479;
Cantonr, Politische Arithmetik, Leipzig 1898, 8. 1. — 403 2, Moe. 22, V. 25;
8. Mos. 25, V. 36—37; 5. Mos. 29, V. 19. — 408 Conrap, Handworterbuch der
Staatswissenschaften, Bd. VI, 1894, 8. 781. — 405 Auch philosophische Griinde
sind bereits im Altertam vorgebracht. So sagt Amisroreres (384—822), das
Geld sei von Natur aus unfruchtbar, und darem sci das Zinsnehmen, in dem
gleicheam Geld vom Geld gezeugt wird, von allen Krwerbszweigen der natur-
widrigste (molsuxéy o', Berl. Akademieausgabe, 1831, Bd. II, S. 1268 rechts,
Kap. 10 SchlaB).
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und Verkehr bildete den kaufminnischen Kredit aus, den der
Einzelne beansprucht, um Geschifte, zu denen sein eigenes Geld
nicht ausreicht, mit Gewinn unternechmen zu konnmen. In solchen
Zeiten stellte sich ein durchschnittlicher ZinsfuB von. selbst ein, zu
dem von einigen (Gresetzgebern Bestitigung erteilt wird. Interessant
ist die Verdnderlichkeit dieses ZinsfuBes in den verschiedenen
Zeitabschnitten,.s0¢

In Griechenland betrug der durchschnittliche ZinsfuB bei der
delischen Tempelbank im fiinften und vierten Jahrhundert v. Chr.
10 v. H, in Athen zwischen 376—3866 12 v. H.; 360—350 erscheint
10 v. H. als niedrig. In Grund und Boden angelegtes Kapital verzinst
sich zwischen 380 und 345 mit- 6 bis 8 v. H. Bei Seedarlehen (fiar
Handelsfahrten) war das Risiko ein sehr groBes; daher erklart sich fiir
Hin- und Rickfahrt der Prozentsatz von 20—33Y/,, der noch dazu
nicht auf ein Jahr, sondern nur auf die Dauer der Fahrt, die im
Sommer stattfand, erboben wurde. Im dritten Jahrhundert v. Chr.
sinkt der Zinsfub auf 10 v. H,, im zweiten auf 7 bis 8 v. H,, wihrend
bei Verzugszinsen und schlechterer Btirgschaft immer noch 12 v. H.
gefordert wurden. Im ersten Jahrhundert v. Chr. steigt der ZinsfuB
infolgé der rémischen Kontributionen wieder. In der Kaiserzeit bis
auf Haperan belduft er sich auf 9 v. H., spiter auf 8 bis 7 v, H.

In Rom*7 hatte das Zwdlitafelgesetz den Hdchsbetrag auf 10v. H,
bestimmt. Infolge von Ubertretungen wurde dieses 357 wieder er-
neuert, 347 aber auf & v. H. herabgesetzt und 341 Zins iiberhaupt ver-
boten. Selbstverstindlich kam dieses Verbot allmzhlich in Vergessen-
‘heit. Im ersten Jahrhundert v. Chr. bildete sich seit SuLna ein Zinsfuf
von 4 bis 6 v. H. heraus, der aber in besonderen Fillen bis 12 v. H.
stieg. Die letate Zahl wurde seitdem als Maximum gesetzlich fest-
gelegt (SenatsbeschluB, 50 v. Chr.) und blieb als obere Grenze bis zum
Ausgang des westromischen Reiches bestehen. Zu JosTiNian's Zeiten
verzinsten sich sichere Anlagen nur mit 4 bis 6 v. H.

Je mehr die Kirche zur Herrschaft kam, desto mehr erhielt
das Nehmen von Zinsen einen verichtlichen Charakter; schlieBlich
wurden die bereits angefihrien Verbote erlassen. Juden nahmen
eine Ausnahmestellung ein, muBten sich aber dafiir eine erhebliche Be-
steuerung gefallen lassen. Mit dem allmihlichen Wiederanwachsen
von Handel und Verkehr dnderten sich die Anschauungen; im

406 Nach Buikree, Geschichte des Zinsfufes im Altertum, Leipzig 1898, —
407 Bei den Romern wurden die Zinsen monatlich entrichtet. Centesima bedeatet
demnach 12 v. H. 6 v. H. wurde ausgedriickt durch dimidia centesima; 5 v. H.
=gquincunx cenl., 4 v. H. =tertia pars cent., 3 v. H. =quadrens cent.
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Jahre 1854 betrachtete das Reichsgericht das Fordern miaBiger
Zinsen als erlaubt. Es wurden vielfach Zinsmaxima (bis 5 und 6 v.H.)
gesetzlich festgelegt,**® zum Teil nur in dem Sinne, daB hdhere
Zinsen nicht verboten, aber gesetzlich nicht einklagbar sind.

Wie Zinsberechnungen vorgenommen wurden, dafir sind
uns aus dem Altertum keine Beispiele fiberliefert. DaB sie zu den
elementaren, bei Geschiiftsleuten tiglich geiibten Kenntnissen im
Rechnen gehdrten, geht aus den vielen Autorenstellen hervor, die
jedes Lexikon #iber fenus, usura u. s, w. aufzihit. Besonders bei
den Rémern spielen sie in juristischen Angelegenheiten eine Hauptrolle,

Aus den éndischen Lehrbiichern*®® sind uns Beispiele fiir Zins-
rechnung bekannt. Hervorzuheben ist gelegentliche Verwendung
von Zingeszins, ferner die auBerordentliche Hohe eines ZinsfuBes
5 v. H. pro Monat.

Von den mattelalierlichen Lehrbiichern enthalten besonders die
italieniachen und die aus jboen schépfenden deutschen Werke vieles
aus der kaufmi#nnischen Arithmetik. Einfache Zinsberechnungen
kommen ebenao oft vor, wie solche auf Zineeszins, Kine besonders
hervorragende Stelle nimmt die Summa des Luca Pacrvoro (1494) ein
In ibr handelt der ganze 5. Traktat der 9. Distinktion de merités von
Zingberechnungen. Unter anderem verschafft uns die Summa auch
Kenntnis, daB damals bereits Zinstafeln im Gebrauch der Kauf.
leute waren, deren Anwendung und Zusammenstellung Pacroono
zeigt.#1 Von Italien aus miissen sich solche Tabellen als kauf-
mannjsche Hilfsmittel, deren Gebrauch mehr oder weniger Ge-
achiftsgeheimnis war, tiber Deutschland nach Holland und anderen
L&ndern verbreitet haben. Der erste, der solche Zinstafeln im
Druck veroffentlichte, war der Hollinder SiMon Srevin (1548
Briigge — 1620 Leiden; Kaufmann, spiter im Staatedienst als
Ingenieur). Er lief die 1584 erschiepenen Tabellen 1585 in ver-
besserter Form in der Practique & Arithmétigue neu anflegen.*!!
Einige sind mit einfachen Zinsen,*!? die meisten mit Zinzeszinsen
berechnet, — Die Verwendung von Zinszahlen, den Produkten der
Kapitalien in die Anzahl der Tage bei gleichbleibendem Prozentsatz,

408 Coneap, 8. 782 (Anm, 404). — 903 Apyapmarra (geb. 476 n. Chr), ed.
L. Rooer, Strophe XXV, 8. 402, 424—425; Branwaavera (geb. 598 n. Chr),
Ganita, ch, XII, 8. 1I, ed. CoLEBROOES, 8. 287—289; Buissara (geb. 1114 n. Chr.),
Lilavati, ch. IV, 8. 1, ed. CoLEBRooxE, S. 89—41 (Anm. 294). — 40 Bumma, T,
Dist. 9, tract. 5, S. 174* und 175" (Anm. 10). — M Smuon SteviN, ed. Gmuamy,
I, 8. 191—197 (Anm. 88); bei Stevin ist das Wort capitale bereits durchweg
gebriuchlich. — 412 Dagelbst 8. 189,
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benutzen gelegentlich, wie wir in der Terminrechnung sehen werden
($.107, 108), Wipnmann (1489)41° und TarTaeria (1566)4% In die Praxis
wurden sie jedoch erst durch CrausBERG'S Demonstrative Rechenkunsi
(1732) eingefitbrt. Im Gegensatz zur heutigen Art waren CLAUSBERG'S
Rechnungen indes immer noch schwitlstig, da er das Jahr zu
365 Tagen annahm, zlso mit dem sehr unangenehmen Verzinsungs-

faktor STI;% zu srbeiten hatte.®!* — Die Bebandlung der Zinsrechnung

bei Crauseere ist iiberhaupt eine auBerordentlich eingehende und
nach allen Richtungen hin erschdpfende; es tritt uns hier zum ersten-
mal eine einheitliche Bearbeitung dieser Lehre entgegen, indem alle
nur moglichen Aufgaben systematisch zusammengestellt und ihre
Liosungen methodisch vorgefihrt werden, im Gegensatz zu anderen
Lehrbiichern, die kaum jene vier Hauptaufgaben, in die wir heute
gruppieren, vollstindig bringen. Von den vier vorkommenden
GroBen (k = Kapitel, ¢ = Jahre, » = Zinsen, p = Prozentsatz) nehmen
wir heute, wie auch schon StTeviN*'® 1585, drei als bekannt an
und suchen aus ibnen die vierte zu berechnen. Cravsprre kom-
biniert diese vier Grofenm zuerst zu zweien, dann zu dreien und
kommt zu 24 Fundamentalaufgaben, die er einzeln, nicht in Buch-
staben, da er algebraisches Rechnen nicht voraussetzt, sondern in
Zahlenbeispielen vorrechnet. Die Aufgabe fir die Kombination %z,
bei der p und ¢ konstant gedacht sind, lautet z. B. unter Benutzung
von Buchstaben: Wieviel Zinsen erhilt man von & M Kapital, wenn
k, M Kapital z, M Zinsen bringen?, cine andere aus der zweiten
Gruppe, etwa fiir k¢x: Wieviel Zinsen geben % M Kapital in ¢
Jahren, weon k, M Kapital in ¢, Jahren z, M Zinsen geben?

Die Verwendung der Zinsformel z = k_—l;;:p mit ihren drei

Umkehrungen fehlt nicht nur in Cravseere's Buch und anderen gleich-
zeitigen Werken, sondern auch in den Rechenbfichern aus der ersten
Hilfte des neunzehnten Jahrhunderts. Eingang in den Schulunter-
richt scheint sie zuerst in Osterreich gefundem zu baben; sp 1871
durch das Rechenbuch von TriricH (Schulrat und Schulinspektor in
Wien), 1873 durch das Rechenbuch fiir Untergymnasien von MonIk.
In Deutschland empfiebhlt HorFmaxn ihre Benutzung sowohl fur das
schriftiche Rechnen, als auch fir das Kopfrechnen, !¢

Der Prozentbegriff liegt schon in dem centesimad®” des alten

413 Tarracria, General trattato, I, lib. 11, S. 185—186 (Anm. 25.) — 413 CravsBERG,
5. Aufl. 1795, IIII, S. 1257 ff. — 418 Srevmy, I, S. 187—188 (Anm. 88). — 416 Horp-
MaNN's Zeitschrift IV, 1873, 8, 415.
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romischen Kaufmannes; ebenso stammt das Wort Prozent aus dem
Lateinischen. Statt pro cenfum wurde vielfach im Mittelalter nach
dem Vorbild des italienischen per cemto pro cento'’® gebildet. In
Osterreich (Perzent) und England (per cent) schlof sich die kauf-
minnische Praxis noch viel enger dem italienischen Fachausdruck
an, Im achtzehnten Jahrhundert findet sich in Deutschland hiufig
die verkiirzte Form pro cent,*'”® aus der dann durch Zusammen-
zichen umser , Prozent wurde®?’® — Das Zeichen 9, ist
pichts weiter als die Abkiirzung Co fir Cento; es liaBt die
Linienfihrung der drei Buchstaben noch erkennen. Beweis fiir
diese Deutung ist eine Stelle in dem sehr verbreitet gewesenen
kaufmannischen Leitfaden DE Lo PomTE's (Le guide des Negocians ef
teneurs de livres, Paris 1685 und Amsterdam 1687), in dem es heiBt
(in einer Kontokorrentprobe hinter S. 52):... en avance a } p. &
par mois, wahrend es an einer Parallelstelle, die den Begriff ,avance®
erklirt (S. 140} lautet: ... d raison de 4 pour cont par mois, Im
schriftlichen Verkehr ist das Zeichen °/, als direkter Krsatz fiir
Cto wahrscheinlich ganz hiufig gewesen, im Druck aber sebr selten.
Bei De La PorTE ist es allein an der citierten Stelle anzutreffen,
scheint aber auch nur durch ein Versehen des Druckers, der das
geschriebene Cto falsch als Bruch las und seine Form den benach-
barten wirklichen Briichen anpaBte, dorthin gekommen zu sein. Erst
mit dem neunzehnten Jahrhundert erlangt °/, mehr den Charakter
eines Symboles, indem es auch das pro in sich aufnimmt; so bei
MiceaELIs (Die Arithmelik oder das biirgerlich-kaufminnische Rechnen,
3. Aufl. Berlin 1809, 8. 392. ,Man kann auch per Cent p. a.
also schreiben: § p. A.“)417¢  Allgemeinere Anerkennung hat es
nicht vor der Mitte des neunzehnten .Jahrhunderts erhalten. Neuer-
dings wird es wieder durch das amtliche ,,von Hundert, v. H* zu
verdringen gesucht. Man greift mit dieser Verdeutschung unbewubt
auf die #lteren dentschen Rechenbiicher, wie Winmanw 1489 (Anm. 55;
Blatt 127 ,fol er mir von |00 geben 20“), Ruborrr 1532 (Rechen-
buch; Exempelbiichlein Nr. 71, Seite y ... ,wenn man vom Bundert

472 1565, Rechenbuch von Suon Jaxon; 1687, pe 1.4 PorvE (vgl. oben; daselbst
such P?, ferner pro mille); 1748, L. Wrnra, Demonsirative Einleitung 2ur ge-
meinen prakt, Rechenkunst; 1762, Hiznaeroxr, Staatsrechner, — 175 17680, Hrvxarz,
Awusfihrl. Rechenbuch; 1785, ReiwwoLp, Adrithmetsce forensis; 1800, LrCunEr,
Rechenbuch; 1809, Micnarus, vgl. oben. — 917¢ 1782, MicurLsex, Anleitung sur
Jurist,, poltt, w. oeknnom. Rechenkunst, 8.7; 1791, Krthaer, Kurzes kaufm. Rechen-
buck, S. b; 1801, BUscn, Schriften wber Banken und Minzwesen, 1, 8. 16. —
#4174 Die #lteren Anfl. v. 1781 u. 1801 waren nicht zu erlangen.
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ju jdbrlidiem RBins geben foll 5f...%) zuriick; ob mit Erfolg, ist
zweifelhaft, da sehr gebriauchliche Wortbildungen, wie Prozent (Prozent-
gehalt, Proxentrechnung), proxentig u. a. ohne Ersatz bleiben.

3. Die Terminrechnung.

In der Terminrechnung wird di¢ Aufgabe gestellt, bei mehreren
an verschiedenen Terminen zu leistenden Zahlungen einen mittleren
Zahlungstag fir die ganze Summe anzugeben, so daB weder der
Geldgeber noch der Geldnehmer Zinsverlust erleidet; der Einfach-
heit wegen wird in der Regel ein gleichmiBiger Prozentsatz der
Verzinsung angenommen. Bei der Losung einer solchen Frage ver-
fahrt der italienische Mathematiker Luca Paciuoro, dessen Werk
Summa de Arithmetice (eomelria Proportioni e Proportionalita” 1494
groBen Wert auf die Darstellung der seiner Zeit wblichen kauf-
minnischen Rechenmethoden legt, in einfacher Weise so, daB er die
Zinsen berechnet, die der Geldnehmer verlieren wiirde, falls er alle
Zahlungen am Filligheitstermine der ersten Zahlung zuriickerstattet,
dann die Zeit sucht, withrend der das gesamte Darlehen noch stehen
bleiben kann, um diese Zivsen auszugleichen.$2® Diese durcheichtige
Lisungsart verdichtete sich im praktischen Gebrauch zu einer
mechanischen Rechenregel, die Paciooro freilich micht giebt, aber
zu seiner Zeit ganz verbreitet gewesen sein muB, da ein deutscher
Rechenlehrer, Jouannes WipmMany vON EoER, sie 1489 bereits seinen
Lesern zeigt;*'* anch im General trattato des Tarracria (1556)42°
ist die kurze Form entbhalten. Es werden dabei jeme in der Zins-

48 Luca Pacwworo, Summa, I, Dist. IX. — #19 Um aus dem Wiomans'echen
Rechenbuch eine Probe zu geben, sei das betreflende intercasante Beispiel im
folgenden abgedruckt. Es beginnt auf der Riickeeite des 181%" Blattes unter
der Ubcrachrift: Sculd. , It Eyner pleyb dem andern fduldigt ond fol yn
jalen an dem Orittit tag yn dem menet (=HUlonat} 10 fl. vuud an dem 7 tag 32 fl.
ond an dem |5 tag 40 fl. ond au dem 26 tag 52 fl. Wu piit der den {dyuldiger
alfo fer er bednrff vol gelcy d3 yut d3 auf 1 tag 3al er wol ym des ecftii gelcy defter
lenger hatren ader porgen. IDiltn das viffen ader des gleidyii So madyf alfe
Multiplicic dag gelt mit den tagen als dan hie nyben flet. Dnd das multiplicat
teyl in die fl. vfid o3 dann FHipt das fynt tag Als dinidiv 2206 durdh 134 facit

62 .
6 tg — ond ift vedt.
16 tg 54 ft ved

10 3 30
32 fl. 7 tag 224 product.”” —
%0 15 600

52 26 1352
420 Papre I, liber XI, 8. 185" (Anm. 25).
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rechnung erwﬁhnten Amszahlen (S. 104 105) benut.zt. Smd in
moderner Bezeichnung x, 2, z, ... die Zahlungen, ¢ 4, ¢, ... die Zeiten,
nach deren Ablauf von einem gewissen Haupttermin an die Zahlungen
zu leisten sind, so soll man die Produkte z, +#, %,+f,, 734 ..
addieren und die erhaltenen Summen durch die Summen der Einzel-
zahlungen dividieren, Der sich ergebende Quotient
A LR B Tl N f'u"‘
F R -

liefert die Zeit bis zu dem gemeinsamen Verfallta.g.

Nach demselben Verfahren wird heute noch gerechnet. Mit
Recht jedoch sind diese allzu speziellen, auch im Geschiiftsleben
nicht sehr biufig vorkommenden Aufgaben aus dem Schulpensum in
jungster Zeit gestrichen worden.

4. Die Gewlinn- und Verlustrechnung.

Ahnlich wie in der Geachichte der Terminrechnung kiénnen wir
uns auch bei der Gewinn~- und Verlustrechnung kurz fassen. Aufgaben
dieser Art werden heute nicht mehr als streng gesondertes Kapitel,
sondern nur als Anwendung der allgemeinen Prozentrechnung behandelt.
Bis zum siebzehnten Jahrhundert bildeten sie einen getrennten Ab-
schnitt in den Rechenbiichern, der eine abwechslungsreiche, unge-
ordnete Sammlung der verschiedensten geschiftlichen Praktiken dar-
stellt — immer in direkter Anlehnung an die Begeldetri, selten unter
Verwendung eines Prozentsatzes. So lernen wir sie im Bamberger
Rechenbucke von 1483 und in Wipmann's Buch von 1489 kennen.
Etwas mebr System brachte das achtzehnte Jahrhundert hinein; man
gruppierte die einschligigen Beispiele, indem man eine Reihe von
Fragen unterschied. Es wird untersucht, wie jemand die einge-
kaufte Ware verkaufen miisse, um einen bestimmten Gewinn zu er-
zielen, wieviel bei einem abgeschlossenen Verkanfe gewonnen bezw.
verloren ist, wie groB der Eirkaufspreis war, wenn beim Verkauf
ein gewisser Gewinn bezw, Verlust eingetreten ist, wie der Verkaufs-
preis gestellt werden muB, damit ein gewisser Prozentsatz, auch in
vorgeschriebener Zeit, erzielt werde.s20+

CrausBerg (1689 Danzig — 1751 Kopenhagen; Lehrer der
Mathematik, zuletzt dipischer Staatsrat), der an der Spitze der Ver-
fasser von Rechenbiichern im siobzehnten Jahrhundert steht, bespricht
in seiner demonstraliven Rechenkunst (1 Aufl, 1732)‘m die Gewinn.

4202 Sfrmn, S. 346 (Anm, 59). — an 5. Aufl. v. 1195 8. 915 f,
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und Verlustrechnung nur beim Wechselgeschﬁﬁ. Gerade dies war
eing der schwierigsten Kapitel in der damaligen Rechenlehre: man
bedenke, welch eine Unzahl von Mafsystemen, Gewichtssitzen,
Minzwihrungen in Deutschland bestanden, von denem die letzten
noch dazy, selbst an einem und demselben Ort, im Kurs verinder-
lich waren, Da galt es zu kalkulieren, was vorteilbafter sei, eine
Geldsumme direkt von einem Handelsplatz zum anderen anweisen
zu lassen oder die Vermittlung eines oder mehrerer Zwischenorte
zu benutzen, an denen der Kurs giinstiger stand. Zu derartigen Uber-
legungen hat heute nur noch der GroBkaufinann im internationalen
Verkehr Gelegenheit; im Kleinverkehr ist mach Einfihrung ein-
heitlicher Systeme keine Veranlassung mehr dazu. Anzuerkennen ist
bei Crausbera auch das Besireben, seine Leser vor haufig sich
einstellenden Fehlern zu warnen. Bei der Gewinn- und Verlust-
rechnung macht er z. B. darauf aufmerksam, dab, wenn ein Gegen-
stand, der 100 Thaler gekostet hatte, mit 110 Thalern verkauft wird,
dann aber nur fir 100 Thaler wieder weitergegeben werden kann,
der Prozentsatz des Gewinnes und Verlustes ftir beide Verkiufe
nicht iibereinstimmen; der Gewinn betriige 10 v. H., der Verlust
jedoch pur 94, v. H, da er auf die groBere Ausgabe von 110 Thalern
zu beziehen sei.**?

5. Die Rabattrechnung.

Eine nmfassendere Geschichte, in der sogar ein Mathematiker
wie LErBNiz eine Rolle spielt, besitzt die Rabattrechnung. Sie holt
schon bedeutend weiter aus und beginnt in der Uberliefernng mit
Berechnungen, die die Rimer anstellten, um den baren Wert einer
spiter anzutretenden Erbschaft fiir eiven bestimmten Zeitpunkt an-
zugeben. Das dabei eingeschlagene Verfahren ist micht ganz klar,
scheint aber in der Hauptsache auf unseren Rabatt in Hundert
hinauszukommen.4?* Ahnliche Fragen behandelte um die Wende
des zweiten Jahrhunderts n. Chr. der beriilhmte Rechisgelehrte Urpran
(170—228), sogar unter Zugrundelegung einer wahrscheinlichen
Lebensdauer, 423

Wenn in dem folgenden langen Zeitabschnitt nichts fir unser
Thems zu finden ist, so hingt dies mit dem damaligen Niedergang
des kaufminnischen Verkehrs zusammen. Mit dem Entstehen eines
blibenden Handela in Italien nach Beglnn des zwelten Jahrtausends

22 Da&elbat S 920 4z Canron, l" S 522,
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leben solche Rechnungen von neuem wieder auf. Wir sehen aus
der Summa (1494) des Luca Paciooro, daB zu der Zeit desselben
sogar Rabattierungstafeln fiblich waren, die die umstindlichen Reche
nungen ersetzen sollten.*?* Die ersten Verdffentlichungen im Druck
verdankt man Smvon Stevin (1585) — vgl. S. 104,

Den wichtigsten Abachnitt in der (Geschichte der Rabattrechnung
bildet der Streit um die Berechtigung des Rabattes in und auf
Hundert.#?* Bexepict Carpzow, ein namhafter Jurist (1595—1866;
Prof. der Rechte in Leipzig, dann kursichs. Geheimrat in Dresden),
bediente sich in seinen richterlichen Entscheidungen bei Geldklagen
des Rabatts in Hundert (z. B. 5 v. H. Rabatt in Hundert = 100 Mark
Forderung, 95 Mark Barzahlung), der, so falsch er ist, noch heute
bei Diskontierung von Wechseln im Gebrauch ist, freilich bei der
fir gewdhnlich kurzen Zeit auch nur unerhebliche Fehler im Ge-
folge hat. DemgemiB zoggn Carrzow und seine Anhénger den
Rabatt, der fir die bestimmte Zeit sich leicht berechnen lieB, ein-
fach von dem Kapital ab, um den Barwert dieser Forderung fiir
einen Termin, der um die bewuBte Zeit frither liegt, zu erhalten.
In sehr ecinleuchtender Weise widerlegt Crauspere 173242° dieses
unrichtige Verfahren durch das bekannte, auch heute noch jedesmal
angefithrte Beiapiel fir 5 v. H. bei 20 Jahren, worin nach Carrzow
die Geldforderung 20 Jahre vorher durch den Barwert 0 dargestellt
wirde. Gegen Carpzow hatte LriBN1z (1646 Leipzig — 1716
Hannover) sich gewendet und in der eben gegriindeten Zeitschrift , Acta
Eruditorum* von 1683 gezeigt,**” daBl man einmal Rabatt awf Hunders
(5 v. H. Rabatt auf Hundert = 105 Mark Forderung, 100 Mark Bar-
zahlung) nehmen und dabei noch Zinseszins anrechnen miisse. Er
bediente sich in seiner hierzu aufgestellten Anticipationsrechnung picht

100

zahlung —, aus der sich ohne weiteres ¢ = K+ (--1 0;—9-_?_?)“ ergeben

wiirde, sondern leitete dieses Resultat auf umstiindlicherem Wege ab,
Wirde von dem Kapital, das als 1 angenommen werden kann, bei

unserer Zinseszinsformel K =¢- ( ! 4 i)n — K Forderung, ¢ Bar-

der Zahlung um ein Jahr frither % des Kapitals (w= -lf;-g) als
Zinsen dieses Jahres abgezogen

424 Summa, I, Dist. 9, tract. 5, 8. 174*—175* (Anm. 10). — 426 Caxron, 11T,
8. 49ff.; Unoer, S. 182 (Anm. 54). — 926 Dem. Rechenkunst, 5. Aufl., 1795,
S. 1800, — 427  Medstatio juridico-mathematicn de interusurio simplice, Acta
Erud,, Leipzig 1683, 8. 425—432, gesammelte Werke v. Leismz, ed. GERHABDT,
I Folge, Bd. VII, Halle 1868, 8, 125—132.
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1

so miiBte, da die Zinsen erst am Schlu8 des Jahres zu zahlen sind,
fir den Anfang des Jahres eine Vergiitung von %, als Zinsen von
den Zinsen, eintreten

1 1
I_T+;io

Diese Verglitung dtirfte aber auch nicht am Anfange des Jahres

vorgenommen werden; geschieht dies, so muB eine Riickrechnung
von % erfolgen u.s.f. Es ergiebt sich sonach als Barwert, ein Jahr

frither, die unendliche Reihe
1 1 1 1
1—';']';‘—',—."]';-‘--

Lzibrniz beweist, daB der Gesamtwert dieser Reihe ist. Fiar

¥
v+1
ein zweites Jahr frither muB sich dieser Wert s+ ebenso ver-

. v - v )2 o
dindern, wie 1 zu ) d. h. der neue Barwert wird (m) 3 fiar

n Jahre friher erhilt man schlieBlich (Tjﬁ)“, und dieses deckt sich

mit dem oben angegebenen Resultat. Ist p =35, so wird ein Jahr
friher der Wert eines Kapitals von K Mark zu 2% . K; er sinkt
also nicht, wie beim Carpzow’schen Rabatt, um 4, sondern
um Y.

Nichtmathematikern, wie den Juristen BarrH und Horn,32¢
waren diese Herleitungen so wenig klar, daB sie in dem Glauben,
Lesniz’ Ansicht gerecht zu werden, nach 2 Jahren 4%, nach
3 Jahren % u.s.w. abzogen. Auf Grund dieser irrtimlich Lieienrz
zugeschriebenen Folgerung griff ein anderer Rechtsgelehrter, Horr-
MANN (1700—1775), diesen an, ohne LEmeniz’ Abhandlung selbst
studiert zu haben, und stellte nun den sogenannten einfachen Raba#t
auf Hundert als allein richtig auf, nach dem sich Kapital zur Bar-
zahlung bei n.Jahr friherer Zahlung wie (100 4 np): 100 verhalten
misse, Auf seinen Irrtum, besonders durch CLausBERG, aufmerksam
gemacht, blieb er bei seiner Ansicht, mit der neuen Begriindung,
daB auch der richtige LriBniz'sche Rabatt vom juristischen Stand-
punkt aas zu verwerfen sei, da das Gesetz Zins auf Zins ver-
biete. 42°

4
4

428 Cinrom, I1I%, S. 498. — 429 Canrom, III*, S. 505.
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Die neuere Gesetzgebung hat indes LEiBniz Recht gegeben;
jedoch ist bei kleineren Zeitfristen auch der HorFmann’sche Rabatt
iiblich geworden,**®

6. Die Tararechnung.

So alt wie Tausch- und Handelsverkehr ist die ﬁbung, von dem
Gewicht der eingehandelten Ware bei der Bezahlung eine gewisse
Menge in Abzug zu bringen, sei es fiir die Verpackung, bei Flissig-
keiten fiir die GefiBe, sei es fiir Unreinlichkeiten oder Bruch in der
Ware selbst. Die angewandten Rechenmethoden decken sich voll-
stdndig mit dem bei Regeldetriaufgaben beobachteten Verfahren,
Wir kdnnen uns daher im folgenden auf einige wemige erwihnens-
werte Punkte beschrinken.

Das Wort Tara ist stammverwandt dem arabischen farh
(=Subtraktion, abgeleitet von taraka = wegwerfen)*>! Aus arabischen
Lebrbtichern gelangte es in italienische Handelskreise, von denen
die reinitalienischen Worte Brutto (= unrein, roh) und Netlo (= rein)
hinzugefigt wurden. Diese drei Worter kénnen im finfzehnten Jahr-
hundert noch nicht allgemeiner Sprachgebrauch gewesen sein, da
die deutschen Rechenbiicher am Ende des fiinfzehnten und am An-
fang des sechzehnten Jahrhunderts sie sonst in der bekannten Sucht
nach Fremdwortern ubernommen baben wiirden. Im Bamberger
Rechenbuch von 1483 wird ein Gewichtsabzug als ,das Minus“ be-
zeichnet;**? die Behandlungsweise solcher Aufgaben im Rechenbuch
(1489) des Jomannes WipMaNN voN Eekr geht unter dem Namen
requia fusti. Richtiger sagt KoEBEL 1537 regule fusei (fuscus=bhraun,
unrein) und erklirt:4*  Das wort Fufci | bedeut nids anders dann
ein serbrodjen gut gemiild | odder ander vnreynigheyt | fo in der Speceret
funden wirt | als end den Ylegelin | JIngber | Saffean 1. Audy Silber
vnderm golt | Kupffer pnderm fylber. Die vaf vom Honig | Butter |
Dley 1. vnd der gleidhenn permifdyt onreinigleit . . .# Dieser all-
gemeinen Erklirung gem#f behandelt Koeprr auch Legierungeauf-
gaben in seiner regula fusci Das Wort Tara scheint in deutschen
Rechenbiichern zuerst von Rrmse benutzt worden zu sein; sein
Rechenbuch von 15504% weist es einmal in einer Uberschrift auf:

430 Mevee's Konversationslexikon, Bd. IX, 5. Aufl., 1895, 8. 800 , Inferusurium’,
— 431 Caxnrom, IY, S, 763. — 432 Canron, II®, 8. 224. — 433 J, KogseL ,Jwey
Redyenbiidilein: uff deu ELinien und Fipher mit eynn angehenften Difirbud”,
Ovrennein, 1537/38, S, 76% — 93¢ Redyumtg nady der lenge | anff den Einihen
witd Feder; Aufl. Leipzig 1550, 5. 25, 85,
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Don Tara auff und in den ECentuer?, im Laufe der Rechnung er-
scheint aber immer das altgewohnte Wort Minus. Auch im Rechen-
buch ,auff der linifen* von 1518 jst Tara im Text (3. Auil, Erfurt
1530, Signator ;) gelegentlich verwendet.

Von spiteren Rechenbiichern, in denen Aufgaben unserer Art
einen festen Bestandteil bilden, nennen wir nur noch dasjenige von
CLausBERG (1732) wegen seiner groBen Verbreitung. In ihm ist
der Thararechnung ein besonderes Kapitel gewidmet.*®® Neben
Bruito benutzt er das Wort Sporco (= schmutzig), neben Tharae
die alte Bezeichnung Fust, letzte aber nur fiir einen’ Abzug von
Ware, die verunreinigt oder durch Wasser beschadigt ist. Die Be-
handlung der Aufgaben findet auch unter Anwendung von Prozent-
siitzen etatt. U. a. weist er auf das Fehlerhafte hin, Betrachtungen
aus der Rabattrechnung auf Taraaufgaben zu tibertragen und etwa
die Rechnung ,auf 100“ anzustellen; wie diese beim Rabatt allein
richtig ist, so sei sie bei der Tara durchaus falsch. Der Begriff
nGutgewicht wird bei CraveBerg nicht in modernem Sinne ge-
braucht. Gutgewicht wurde zu seiner Zeit nur dann in Anrechnung
gebracht, wenn die erhandelte Ware nicht auf der 5ffentlichen Stadt-
wage, eondern auf einer Privatwage im Hause des Verkiufers ab-
gewogen worden war. Natirlich warde es unter diesen Umatinden
vom Bruttogewicht, nicht, wie heute, vom Nettogewicht berechnst.

7. Die Mischungsrechnung.

Die alteste Aufgabe, die das Gebiet der Mischungsrechnung
streift, ist die Kronenaufgabe des AncHIMEDES (287—212, Syracus).
Der Kdnig Hieno hatte eine goldeme Krone anfertigen lassen; da
der Verdacht entstand, der Verfertiger habe, statt nur reines Gold
zu benutzen, im Innern Silber untermischt, wandte sich Hiemo, der
das Kunstwerk nicht zerbrechen wollte, an ArcuiMEDES. Es ist be-
kannt, wie dieser in geistreicher Weise mit Hilfe des spezifischen
Gewichtes die Untersuchung vornabm.**® An diese Aufgabe erinnert
eine andere, die in einem griechischen Epigramm des MErropoRUs
(880 n. Chr.) mitgeteilt wird:# TEine Krone ist 60 Minen schwer und
bestebt aus einer Legierung von Gold, Kupfer, Zinn und Eisen. Gold

438 Demonstrative Rechenkunst, 5. Aufl., 1795, 5. 1361 . — 438 Uberliefort
durch Vireuviva, De avchitectura, 1X, 3, ed. Rose, MULLER-STRUBING, Leipzig
1867, 8. 215, Z. 8 — S. 218, Z. 12, und durch Pruraecuvs, Non posse suaviter
vivi sec. Epic., X1, § 5, ed. Duener, Bd. 4, Parie 1841, 8. 1338; vgl. such
Canror, Ib, S. 205 ff. — 436 Cuwror, IV, S. 432438,

Tropree., Geschichte, I. 8
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und Kupfer betragen zusammen £, Gold und Zinn §, Gold und Eisen
2 des Qesamtgewichtes. Die Einzelgewichte sind zu bestimmen.“

Dies sind die einzigen Beispiele aus der iiberlieferten gréechischen
Litteratur, die wir hier fiir die Mischungsrechnung anfiibren knnten,
wenngleich sie ihr nur bedingt zuzurechnen sind, Wirklich hierher
gehbdrige Aufgaben finden sich erst in ¢ndischen Schriften, aber
auch hier nur vereinzelt.*” Die draber scheinen der Ausbildung der
Mischungsrechnung groBere Aufmerksamkeit zugewandt za haben;
wenigstens hat Leonarpo vox Pisa, dem das Abendland die Uber-
mittlung arabischer Mathematik verdankt, in seinem liber abaci
(1202) einen umfangreichen Abschnitt mit Aufgaben solcher Art
angefiillt.s*® Diese Sammlung betrifft fast nur Legierungen zu
Miinzmetall und besteht hauptsichlich aus zwei Gruppen, deren
Ldsung in recht mechanischer Form gegeben wird. In der einen
Gruppe sucht Lroxarno den Feingehalt einer Legierung, die aus
anderen Legierungen bekannten Feingehaltes zusammengeschmolzen
ist, in der anderen fragt er nach dem Zusammensetzungsverhiiltnis
gegebener Legierungen, aus denen eine Mischung von vorgeschrie-
benem Feingehalt hergestellt werden soll. Wird auch der Grund-
stock dieser Rechnungen arabischer Wissenschaft angehdren, so
hat Leovaepo sie doch nicht ohne selbstindige Bearbeitungen
einfach aus ibhr ilbernommen; aus seinen spiteren Schriften sind
eigene Untersuchungen bekannt, die zu einer neuen, ibm eigentiim-
lichen Liosungsmethode allgemeiner Mischungsaufgaben fiihrten.43®

Aus italienischen Kaufmannskreisen kam mit snderen Teilen
der praktischen Arithmetik auch die Mischungsrechnung nach Dentsch-
land. Allmihlich sonderte sich von ibr die sogenannte Gold- und
Silberrechnung ab (cap. 16 im Bamberger Rechenbuch von 1483), in
der Preishestimmungen fiir Gold- und Silberwaren verschiedenen Fein-
gehaltes vorgenommen wurden. Im Rechenbuch von Jomannes Wip-
MANN (1489) treten Mischungsaufgaben in der regule alligationis, in
spiteren Rechenbiichern auch in der regule fusei auf (vergl. Tara.
rechnung, 8. 112)).

Im Laufe der niichsten Jahrhunderte vermehrte sich der Stoff
nicht sonderlich; es wurde immer wieder nach fritheren Mustern ge-
arbeitet. In CrLavUsBERG's Demonsirativer Rechenkunst 1732 ist der
Stoff systematisch zusammengefaBt, die Gold- und Silberrechnnng

437 Brasgara, Lilavati, ch. IV, gect. II1 u. V, ed. Coresnooxe, S. 48 u, 46—48
(Aom. 284). — 438 Lponaroo Pisano, I, Abachnitt 11, 8. 143—166 (Anm. 17).
— 439 Ligonarpo Pisano, 11, 8.247 Flos, de avibus emendis secundum proportionem
datam; vgl. Caxror, II% 8. 5051,
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wie im fiinfzehnten Jahrhundert getrennt,**® in der Regel Alligationis
das iibrige behandelt.** Den Schiuf bilden verschiedene Aufgaben
von der Art der archimedischen Kronenaufgabe.

8. Die Gesellschaftsrechnung.

Ein viel reichhaltigeres Bild liefert die Geschichte der Gesell-
schaftsrechnung; sie reicht zuriick bis an die Grenze unseres geschicht-
lichen Wissens tiberhaupt. In dem oftmals erwihnten altdgyptischen
Rechenbuch des AEMES (aus dem zwanzigsten bis siebzehnten Jahr-
hundert v. Chr.) treten uns Aufgaben dieser Art entgegen und zwar
sowohl Durchschnittsberechnungen als auch allgemeine Vertejlungs-
aufgaben. Als Beispiel fiir die ersten fihren wir an: ,Bekannt ist
der Ernteertrag eines ganzen Jahres, gesncht der Durchschnittsbetrag
pro Tag“*# Hierbei wird einfach durch 385 dividiert. Von den
anderen ist eine Aufgabe durch ihre falsche Fassung auffallend:
»100 Brote sollen so unter 4 Persoven geteilt werden, dal die eine %,
die andere }, die dritte §, die vierte ] erhilt.**** Die Summe dieser
Briiche ist groBer als 1; die Verteilung kann daher hdchstens den
angegebenen Briichen proportional vorgenommen werden. Solche
falsch gestellten Aufgaben finden wir auch in spiterer Zeit sehr
hiufig. Im sechzehnten Jahrhundert n. Chr, erhebt der namhafte
italienische Mathematiker TarTacL1s, 155G General trattato,*s aus-
driicklich seine Stimme gegen die Lissigkeit, mit denen zeitge-
nossische Rechenlehrer solche unmoglichen Aufgaben ihrem Publikum
anzubieten wagten. AmnmEs kiimmert sich um diesen Fehler in
seiner Aufgabe nicht, teilt die Einheit durch die Summe der ge-
gebenen Briiche und multipliziert das Ergebnis mit 700; von dem
Resultat nimmt er alsdann § bezw. L, 4, 1. Wenn das eigenartige
Rechnen mit Stammbriichen (vergl. S. 731f) uns nicht befremdlich
vorkime, wiire die Behandlung der Aufgabe eine durchaus moderne.

Aus der griechischen Mathematik ist hier zundchst die Archi-
medische Kronenaufgabe, die wir in der Mischungsrechnung
anfihrten, dann die Heron’sche (erstes Jahrhundert v. Chr,
Alexandria) Brunpenaufgabe zu erwahnen. Die letzte sucht
die Zeit zu bestimmen, in der mehrere Rohren eine Zisterne bei
gleichzeitigem FlieBen filllen, wenn die Zeiten bekannt sind, die
jede einzelne braucht.#®* Sie erscheint unvermittelt in einer

440 Cravspemg, 5. Aufl,, 1795, 8. 1404—1414. — 441 Daselbst 8. 1414—1451.

— 442 Ersenconr, 8. 165—166, Nr. 66 (Anm. 181). — 443 Eisencons, S. 158--158,

Nr. 63. — ¢4 General tattato, Venedig 1556, I, lib. XII, S, 200°. —

445 Hero, Mensurae, cap. 20, ed. Huurscu, Berlin 1864, 8. 194, Z. 1—15;
3‘
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Schrift HEroN’s, Ausmessungen (Mensuras, usrosjosig), und bildet von
hier ab einen festen Bestandteil fast aller Rechenbiicher bis auf
die Gegenwart. Wir finden sie in einem algebraischen Epigramm
des MeTeODORUS (um 330 n. Chr), in einer dem Abt Avrcumw (735
-—804, Tours) zugeschriebepen Handschrift, in indischen Schriften
wie in denen des Bmaskara, in arabischen Lehrbiichern (ArxarcHI,
um 1010 Bagdad), im liber ahaci (1202) des Italieners LEeoNamno
voN P1sa, in den meisten mittelalterlichen Rechenwerken u. s. £
WipMANN 1489 erzahlt von einem Schaf, das von einem Lbwen
allein in einer Stunde, von einem Wolf in vier, von einem Hund
in sechs Stunden verzebrt werden kinnte, aber von allen zugleich
in Angriff genommen wird, und an einer anderen Stelle von einem
Schiff mit drei Segeln verschiedener GroBle, die der Schiffer einzeln,
aber auch alle zusammen benutzen kann, in einer dritten von einer
Muhle mit drei ungleich groBen Mahlgingen. Bei Huswirr 1501
ist es ein Haus, das von vier Baumeistern gleichzeitig erbaut werden
soll, von denen der erste es allein in einem Jahr, der zweite in zwei
Jahren u. 8. w. zu errichten verspricht, u. a4

In der rémischen Zeit gab das Erbrecht der Rémer in der Praxis
vielfach zu Teilungsaufgaben Veranlassung. Sei es, daB die vor-
gefundene Erbschaft die verfiigten Legate nicht deckte, sei es, daB

Zeile 1—3 lautet: "Eorw xwvorégrn &is iy sloégpovvac aywyol . & pév sls yepiler
abpy sis Ggov piav, & 0 fregos els ipag O, Sur méowy Opdy Ouol yeuilovew
tir sivoxégray. Es eei ein Brunnen, in den 2 Zufliisse fithren. Der eine fillt
ibn in einer Stunde, der andere in vier. In wieviel Stunden fiillen beide
zusammen den Brunnen? — 446 Mereopoeus (um 830 n. Chr.), vgl. Canros, I°,
S. 432—433; Arcuin (T 804), Opers, ed. Frovenivs, 1777, Bd. II, 8. 442, prop.VIIL
de cupa in den propositiones Alcuint ad acuendos juvenes; ALXARCHI (um 1010),
Extrait du Fskbri, 11, 15, ed. Wosrcre, 1853, S. 83; Baasgara (geb. 1114),
Lilavati, ed. CoLerrookE, ch. IV, sect. I, S. 42 (Anm. 294); Leonaepo Psawo
(1202}, I, S. 183 (Aom. 17); Bamberger Rechenbuch 1483, vgl. UnoEr, 8. 106
(Anm. 54); Cuoquer, Le Triparty (1484), Anhang, Aufg. XXI, Bullet. Bon-
compagni XIV, Rom 1881, S. 420/21; Wipuanx (1489) 134, Blatt ,Don der
Mulen”, 138. Blatt ,$eb Wolff Hunt’, 136. Riickseite ,S&iff” (Anm. 55); Huoawirr
(1501), Enchiridion, Aufg. 26 u. 27 (Anm. 27); Riese, CoB (Manuscript 1524),
nach Berier, Die Cof von Adam Riese, Leipzig-Frankfurt a./M. 1892, 8. b3,
Auafg. 118; Roporrr, CoB, 1525, Egempl der Erfien regl, Nr. 150 (Signstur Opp);
Carpano, Practica Arithmeticae, 1539, cap. 66, § 125, Opera, Lugduni 1888,
IV, 8, 180; Bema-eppin (1547—1622), Kssenz der Rechenkunst, ed. NESSELMANN,
Berlin 1843, cap. X, Aufg. 4, deutsch S, 49—50; Boreo, Logistica, FLugd.
1559, 8. 205 (8 Zecher v. verschiedener Trinkfestigkeit); Scmooten, Exer-
citationes mathematicae, Lugd. Bat.. 1657, 8. 17, Aufg. 28; Newron's Vor-
lesungen, unter dem Titel Arthmetica universalis, 1707 v. Wrmsron verdffentlicht,
8. 65, probl. VII (ganz allgemein bebandelt), u. a.
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die Erben in unvorschriftamiBiger Weise vom Testament bedacht
waren — nach der lex Falcidia (40 v. Chr.) muBte dem eigentlichen
Erben ein Viertel des Ganzen ilberlassen werden, den anderen Erben
also Abziige gemacht werden, wenn das Viertel nicht beachtet
war —, immer muBte die gerichtliche Regelung durch eine Art
(Gesellschaftsrechnung vorgenommen werden. Ja, verwickelte Fille
werden besonders erdacht, um an jhnen den juristischen Scharfsinn
zu dben. Eine solche Aufgabe, die sich #hnlich der eben erwihnten
Brunnenaufgabe wie ein roter Faden durch die Geschichte des
Rechnens bis zur Neuzeit hinzieht, ist die folgende: ,Ein Mann stirbt
kurz vor der Geburt seines Kindes und verfiigt, daB, wenn ihm ein
Sohn geboren wird, dieser das Doppelte des Anteiles der Mutter, wenn
eine Tochter, die Mutter das Doppelte der Tochter erben sollte,
Jetzt gebiert die Frau aber Zwillinge verschiedenen Geschlechtes.
Wie ist die Erbschaftsverteilung vorzupehmen?“ Ein Jurist Sar-
vianus Juzianus*’ (unter den Kaisern Haprian und AxtoNiNus Prus)
beginnt den Reigen der uns bekannten Bearbeiter. Er teilt das Ver-
mdgen in sieben Teile; der Sohn erhilt vier, die Mutter zwei, die
Tochter- einen von diesen. Dann wiren die Proportionen des
Testamentes erfillt. Hierbei beruft sich Jurranus schon auf einen
alteren Rechtsgelehrten JuveEnTIUS CELsUs {um 100 n. Chr.), von
dem wir indes nichts (fenaueres wissen. Spitere Autoren, wie
CiciLivs Armicanus, Jounivs Pauros (drittes Jahrhundert), suchen
zu anderen Lsungen zu gelangen, da in der angegebenen Art die
Tochter zu schlecht wegkommt. Wieder aufgenommen wird unser
Problem in der-Arcumv'schen Handschrift,**® in Cuuquer's Tn-
party 1484, Paciovoro’s Summa 1494, vor allem in den deutschen
Rechenbiichern des Mittelalters, bei deren Verfassern sich die kithne
Phauntasie sogar zu Drillingen und Finflingen versteigt.*#* Ihnen
erscheint diese Aufgabe so intersssant, daB sie dieselbe, selbet auf
Kosten wirklich wichtiger Dinge, nicht iibergehen zn diirfen glauben.
447 Canron, I, 8. 523—524. — 48 Arcuiar Opera, ed. Fropenws, 1777, 11, 8. 445,
prop. XXXV De obitu cuinsdam Patris familins. — 44% Cauquer, 1484, La Tri-
perty, Anhang, Aufg. XXIII (Aum. 446); Winmann, 1489 (Anm. 56), Blatt 143°
(Drillinge: 1 Sobn u. 2 Toehter); Luca Pacivoro, 1434, Samma, Teil I, dist. 9,
tract. 1, Nr. 80, 8. 158, Z. ¢ ff.; Huoswinr, 1501, 1V, Aufg. 8; Kokper, 1518,
Das new Redyépiidylein, S. 42°; Ruporre, CoB, 1525, unpaginiert, eine Seite nach
der Signatar IRy, (Drillinge, wie Wipmann); Arian, Rechenbuch, 1682 (Anm. 187)
unter: Gefelidafft ,von theylung des aeldts pund gewins in Befeljdaffte, Ecb-
{haffte, Hanffen ond verPauffen’ etc.; Tnappiva Danus, Basel 1546. Quaestio X1II;
Buzreo, Logistica, Leiden 1559, S. 264f, Quaestio 60; Ramvs, Arithmetik,

1592 Frankfurt, lib, II, cap. 12, § 9, S. 194 (Finflinge, 8 S6bne uund
2 Tadehter)




118 Das angewandle Rechnen.

Auch i CLAUSBERG'S demonsirativer Rechenkunst (1732)‘-‘” ist eie
der Besprechung fiir wert gehalten worden, mit ernsthaft tadelnder
Anmerkung gegen diejenigen, die diesen knifflichen Fall durch
hohere Mehrgeburten noch verwickelter gemacht hatten,

Gar nicht haben sich an der Tradition dieser Aufgabe die .draber
beteiligt, was eigentlich auffallen miiBts, da anch bei den Arabern
Erbschaftsvergleiche eine groBe Rolle spielten*s! indes dadurch zu
erkliren ist, daB die Araber wohl die indische und besonders die
griechische Wissenschaft benutzten, die rémische Litteratur aber nur
in geringem MaBe kepmen lernten.

In dem Hauptwerk des frithen Mittelalters, dem liber a.bacu
(LeoNarpo voN Pisa, 1202), ist der zebnte Abschnitt Gesellschafts-
aufgaben gewidmet: De societatibus factis inter socios. Ks sind
vorzugsweise einfache Gewinnverteilungsaufgaben, bei denen mehrere
Personen mit verschieden groBen Einsitzen angenommen werden.?5?
Systematischer wird unsere Aufgabengruppe im Bamberger Rechen-
buck von 1483, cap. 13, behandelt. 17 Musteraufgaben werden in
sechs Arten gruppiert. Erstens erstrecken sich die Einlagen der
einzelnen Personen auf gleiche Zeit, zweitens auf verschiedene Zeit;
drittens sind die Einlagen nicht ihrer absoluten Gréfie nach, sondern
pur in ihrem Verhiltnis zu einander bekannt. Viertens werden Auf-
gaben von der Art geldst, dal 4 etwa }, B L, C 1 etc. zu bean-
spruchen hat, wobei auf ein Uberschreiten der Einheit bei Summierung
der Briiche nicht geachtet wird. Fiinfltens sind fiir die Einlagen
nicht zusammenhiingende Proportionen gegeben, wie 4:B=38:1,
B:C=4:1. SchlieBlich wird noch Vermehrung und Verminderung
der Einlagen wihrend der Dauer des Geschiftes berticksichtigt.4%?
Da8 auch ein Abschnitt der Summa des Italieners Luca Pacivono (1494)
eingehend de societatibus handelt, liegt bei der umfassenden Darlegung,
die die kaufminnische Wiesenachaft in" diesem bedeutenden Werke
erfihrt, auf der Hand %54

Nach diesen Vorbildern arbeitet nun der groBe Haufen der
dentschen Rechenmeister — so mechanisch, wie méglich! Die Losung
wird vollzogen durch soviel einfache Regeldetriaufgaben, als Gesell-
schafter vorhanden sind. .Ist ein Gewinn auf verschiedene Anteile zu
zerlegen, so multipliziert man den Gesamtgewinn mit je einem Anteil
und dividiert durch die Summe der Anteile. Die dabei heute iiblichen
Rechenvorteile, statt der Anteile kleinste Verhaltniszahlen zu nehmen

460 Augg. v. 1795, 8. 1403, — 481 Monammeo 188 Musa Arcawarizul, ed. Rosen,
London 1831, 8. 86 ff. ~ 452 Lieonirpo Pmsawo, I, 8. 185—148 (Anm. 17), —
463 Unger, S. 40 (Anm, 54), — 964 Samma, I, dist. 9, tract. 1, 8. 150*ff.
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oder gar die Division vor der Multiplikation auszufithren, um so
¢ine gemeinsame Vorarbeit fir alle Dreisitze zu erledigen, lieB
man sich fast steta entgehen. In gebithrender Weise hervorgehoben
werden solche Erleichterungen beim Rechnen erst im achtzehnten Jahr-
hundert, wie in CLAUSBERG's demonstrativer Rechenkunst von 1732458

9, Wechselrechnung.

Die Verschiedenheit des MiinzfuBes von Li#ndchen zu Landchen,
die zu den groBten Umstindlichkeiten bei Bezahlung gekaufter Ware
fahrte, die vielfache Gefibhrdung des Eigentumes, die mit der Be-
forderung von barem Gelde bei den unsicheren Verkehrsverhiltnissen
verbunden war, endlich wiederholt erlassene Ausflihrungsverbote ein-
heimischen Geldes filhrten zur Erfindung des Wechaelbriefes. Die
Erkenntnis seiner Niitzlichkeit lieB seinen (Gebrauch sich immer
weiter verbreiten und ihn schlieBlich zu dem vervollkommneten
Zahlungsmitte]l werden, das der Geschiiftemann heute an ihm besitzti.

Juden sollen eeine Erfindung gemacht und ihn im siebenten
Jahrhundert, als sie aus Frankreich vertriecben wurden, nach der
Lombardet gebracht haben, wo er bei dem bald hochstrebenden
Hande! Italiens giinstigen Boden fand. Am Anfang des dreizehnten
Jahrhunderts bildeten sich die ersten Privatbanken in Ifalien (Giro-
banken von gire=Kreis, Gesellschaft von Kaufleuten), die die gegen-
seitigen Zahlungen ihrer Mitglieder ausglichen. Politische Fliicht-
linge aus der Lombardei, Ghibellinen, fihrten die Kenntnis des
Wechsels in Amsterdam ein und schufen hier ein neues Zentrum,
von dem aus sein Gebrauch sich iiber Europa ausdehnte, Mit dem
dreizehnten Jahrhundert beginnt der Handel Niirnbergs; seine Kauf-
mannssdhne wanderten zur Erlernung ihrer Wissenschaft nach Italien
und brachten die dort iiblichen Verfahren zuriick in ihre Heimat.
Durch sie kam der Wachsel nach Deutachland.

Der ilteste, uns bis jetzt bekannt gewordene Wechsel stammt
aus dem Jahre 1325 (ausgestellt in Mailand, zahlbar in Lucca nach
8 Monaten); ein zweites Formular teilt uns Luca Paciooro in seiner
Summa von 1494 mit.*6¢

Dem Gebrauche folgte schlieBlich auch die staatliche Anerkennung,
Venedig hat den Ruhm, die erste Staatsgirobank (1584)*57 errichtet

488 5. Ausg. v. 1795, S. 1888, — 956 Summa, Venedig 1494, Teil I, dist. IV
tract. IV, S.167* am Rand (d. Seitenzahl heiBt durch einen Druckfehler 168), —
467 E. L. Jasagre, Beitrage sur Geschichie der Doppelbuchhaltung, Stattgart 1874,
S, 278,
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zu haben lhr folgt.en andere in Amsterdam (1609), Hamburg (1619)
und Niirnberg (1621). In der Ordommance pour le commerce von 1673
schuf Frankreich ein allgemeines Wechselrecht, das durch dem Code
de commerce NaroLEON's abgelést wurde. In Deutschland trat ein-
heitliche Regelung erst 1843—1862 ein. Ein internationales Wechsel-
recht existiert noch nicht.

Lehrbiicher, aus denen der junge Kaufmanrn sich bilden konnte,
werden bald nach Aufschwung von Handel und Verkehr in Italien
entatanden sein. Das #lteste Dokument kaufminnischer Rechenlehre
ist fir uns PacrvoLo’'s Summa von 1494, Die letzte Distinktion des
ersten Abschnittes stellt fur die Geschichte des Handels, besonders
des italienischen, eine hochwichtige Quelle dar. Hier sind Belehrungen
iiber die Form und Verwsndung des Wechsels**® zum erstenmal in der
Litteratur gegeben, hier erscheinen zuerst die Bezeichnungen ,,Sol}
und ,,Haben, hier findet sich vor allem die slteste Anleitung zur
doppelten Buchfithrung.#® KEigene Neuerungen Paicruono's sind
dies keineswegs; er gab nur das wieder, was er in seinem kauf-
mannischen Verkehr erlernt hatte. DaB er es aber wiedergab und
wie er es wiedergab, bleibt sein unbestreitbares Verdienst. — Be-
arbeitungen der Summa in verschiedenen Sprachen fiihrten zu
schueller Verbreitung der geschilderten Methoden und Gewohnheiten.
Deutsche Schriftsteller beteiligten sich in der ersten Hilfte des
sechzehnten Jahrhunderts wenig daran. Nur Grammateus (+ 1525
in Wien, Universititslehrer daselbst) ilbernimmt einiges aus der
Summa in sein Rechenbuch von 1518. 1543 erschien eine vlimische
und franzdsische Anleitung zur Buchfiihrung von Jan Ywmpywn, die
auch ins Englische iibersetzt wurde, 1549 in Niirnberg eine Schrift
Zwisfach Buchhalten von WOLFFGANG SCEWEICHER, der ein die
Summa nachahmendes Werk des DomEnico ManzoNr zu Grunde
liegt.#° Auch in TARTAGLIA’S Generdl tratialo 1556%¢! findet sich
die Wechsellehre behandelt. Das ausfithrlichste Lehrbuch des sieb-
zehnten Jahrhunderts ist Zupmovr, Uhnterricht der Wechselhandlung
1669, im achtzehnten Jahrhundert CLAUSBERG's Demonstrative Rechen-
kunst von 1732,462

488 Teil I, dist. IX, tract. IV, de cambio, 8. 167 . — 959 Dagelbst tract. XI,
de computis et scripturie, 8. 198" ff., Gbersetzt in E. L. Jazaer, Lucas Paciuoli
und Simon Stevin nebst esnigen jingerem Schriftstellern ber Buchhaltung, Stutt-
gart 1876, S. 8. — 460 Vgl Zeitschr. f. Math. u. Physik, Bd. 42, Jahrgang
1897, litt.-hist. Abtlg., 8. 46. — 46! General trattato, I, lib, XIV, S. 219°*ff. —
482 5 Ausg. v. 1795, 8. 791-—-1053.
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A. Die algebraische Aunsdrucksweise.

I, Allgemeiner Uberblick.

Keine Wissenschaft kann sich eines so michtigen Hilfsmittels
rithmen, wie es die Mathematik in der Algebra besitzt. Die Philo-
sophie versuchte ihr nachzuahmen; doch trotz der Beteiligung des
GroBmeisters LEIBN1z blieb ihre Formelsprache in den Kinderschuhen.
Nur der Chemie glickte es, in jhren Konstitutionsausdriicken dem
Vorbilde etwas nachzukommen. Wihrend aber die chemische Formel
uns allein eine Anschauung des inneren Zusammenhanges filr den
durchk sie dargestellten Stoff liefert, also uns nur einen Thatbestand
vorftibrt, erfand sich die Mathematik Operationszeichen, die der
Formel gleichsam Leben einhauchen und sie zu dem herrlichen
Werkzeug machten, das in der Hand des genialen Mathematikers
den BildhauermeiBel zu staunenswerten Wunderwerken bildet. Aber
dieser MeiBel ist nicht das tote Eisenstick des technischen Kiinstlers;
eigenes Leben birgt er und wirkt, selbst geschaffen, auf das
Schaffende befruchtend zuriick. Wie plétzlich wuchs die Lehre des
Unendlichen nach tausendjihriger, langsamer Entwickelung, die oft
einem Stillstand gleichkam, zu glinzenden, alles iiberstrahlenden
Leistungen empor, als ein Lemniz ihr den Algorithmus der
Differential- und Integralrechnung erdachte! Wie oft ist die Frage
aufgeworfen, was fiir Erfolge die Altmeister griechischer Mathe-
matik zu verzeichnen gehabt hatten, wenn sie im Besitz unserer
Ziffer- und Formelsprache gewesen wiren! — Nichts regt den Ge-
schichtsforscher mehr an, als die Betrachtung der allméhlichen
Entwicklung solcher Hilfsmittel, die sich der menschliche Geist
ersonnen, um pich der in unzuginglicher Erhabenheit thronenden,
dem Irdischen in ihrer ganzen Fille stets verborgenen Wahrheit
zu nihern. Langsam, nur sehr langsam sind diese Hilfsmittel dem
Menschen zu dem geworden, was sie ihm heute sind. Unziblig
vieler Feilenstriche hatte es bedurft, manche plotzlich auftretende
Scharte mufite wieder geschirft werden, bis der Mathematiker die
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schneldlge Waffe in der Hand hatt.e rmt der er einen siegreichen
Angriff auf die sich ibm entgegenstellonden Probleme machen konnte.

Die Geschichte der algebraischen Sprache und Schrift liefert
uns durchaus kein einheitliches Bild, Eine Zusammenfassung unbe-
wubBter und bewuBter Neuerungen, steht auch sie unter dem grobien
Weltgesetz der Lebewesen, dem Prinzip der natiirlichen Zuchtwahl.
Praktische Neuerungen verschaffen sich von selbst Geltung, unge-
eignete versinken nach langerem oder kilrzerem Gebrauch in die
Vergessenheit zuriick. Das Gewohnheitsrecht ist der gréfite Gegner
des Fortschrittes. Wie hartnickig war der Kampf, che die Dezimal-
teilung zur Geltung kam, ehe die Proportionsform durch die Gleichung
verdringt wurde, ehe die indische Ziffer, der Buchstabe Viexa's
eine Weltmathematik einleiten konnte!

Uberblicken wir die Geschichte der algebraischen Aus-
drucksweise in groBen Ziigen, so kdnnen wir drei Stufen der
Entwicklung voneinander trennen, die rheforische, die synkopierte
und die symbolische Algebra, 463

In der ersten Periode herrscht das Wort. Die Rechnung
wird ohne Benutzung von Zeichen auseinandergesetzt; nur dfters
wiederkehrende Redewendungen bilden sich als Fachausdriicke
heraus. Auf dieser untersten Stufe stehen die Griechen bis in die
ersten Jahrhunderte n. Chr, die Ostaraber, die Perser, die West-
araber bis zum dreizehnten Jabhrhundert, die dlteren Italiener, wie
Leovarpo von Pisa (1180—12507), Jorvanus Nemorarius (t 1287)
und ihre Schiiler bis zu REciomonTaNUs (1436—1476). Bei einigen
Arabern wird dis Vermeidung jeder Zeichen eo weit getrieben, daB
selbst die Ziffern durch Worte ersetzt werden.4%3*

Der Ubergang zur nichsten Periode liegt auf der Hand.
Haufig gebrauchte Ausdriicke werden im Text abgekiirzt; die ge-
wihlten Abbreviaturen entziehen sich jedoch noch nicht dem Satz-
bau. Der bedeutendste Vertreter dieser Entwicklungsstufe ist der
griechische Arithmetiker DiopHaNTUs voN ALEXANDRIA (drittes bis
viertes Jahrhundert n. Chr.); er ist zugleich der einzige Vertreter
in der alteren Litteratur. Seine groBartigen Leistungen erscheinen
fast unvermittelt in der Geschichte der Algebra; iber Arbeiten von
Vorgingern, die uns die Enistehung der diophantischen Schreibart
und Methode erklaren kénnten, schweigt die Uberlieferung ginzlich
und labt Vermutungen itber die Bildung einer A.lgebra in Gnechen-

463 Nnasnmmn, S. 802 (Anm. 86), — 463 Vgl Womcn, Rechercfws sur
Phistoire des sciences math. chez les Orientaux, Paris 1855 (Extr. Nr. XIII de
I'sanée 1854 du Journal Asiatique), 8. 2.
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land freien Spielraum. Ftir die unbekannte Zahl, den ¢pe¢$yds an sich,
schreibt DiopHaNT ein SchluBsigma mit einem Accent g, im Plural ¢¢';
es wiirde dies ¢’ demnach an der Stelle des modernen z stehen. Nach
einigen soll ein SchluBsigma darum genommen worden sein, weil es
der einzige griechische Buchstabe ist, der nicht beim Zahlen-
schreiben von den Griechen benutzt wurde, also allein von allen
noch zur Verfligung stand. Nach anderen — und dies diirfte die
ansprechendere Erklirung sein — ist ¢’ kein SchluBsigma, sondern
oine Ligatur fiir «p, die ersten beiden Buchstaben des Wortes
d¢pedpds % Konstante GroBen drickt DiorEanT nicht durch die
einfachen Zahlen allein aus, sondern fiigt ihnen die Benennung
oEinheiten¥ (povadeg, abgekiirzt w3 hinzu. So liest man 7 ¢
modern mit 102, & ¢¢ mit 112, Ap® mit 30, 7% x° mit 15. Be-
achtenswert ist, daB erstens diese Abktrzumgen nicht durchgingig
benutzt, sondern hin und wieder auch ausgeschrieben werden, zweitens,
daB sie durch rechts oben herangeschriebene Endungen dem Satz-
bau gemiB dekliniert werden kénnen. Sie besitzen folglich nicht
den Charskter von Symbolen, sondern sind die nur angedeuteten
Fachworter eelbst. Als Beispiel sei die Gleichung 10z 4 8¢ =112 4- 15
angefithrt, die bei DiopranT folgendermaBen aussieht:
gc* dpa T p® A loor doly 0" Ta povio: 18,49

wortlich iibersetzt: ,also 10 Zahlen (und) 80 Einheiten sind gleich
11 Zahlen (und) 15 Einheiten®. Hier zeigt ums ¢¢% und ggo% die
Flektion, povdo: das ausgeschriebene Wort statt w3 Das Wort
»und“ ist weggelassen, so daB einfaches Aneinanderschreiben zweier
GroBen die Operation des Addierens andeutet.

Andere diophantische Abkilrzungen sind &7 (= ddwaprg, Quadrat)
fur =% #? (= xfog, Witrfel) fir o3, 0% (= dvwapodivepss) fir z4,
x? (= duvapdxvfoc) fur x° xx® (= xvfdxvfoc) fur z°% Die Sub-
traktion wird durch das Wort Aeipec (Asiyec das Negative; Gegen-
satz Ymepfic das Positive) angegeben; abgekurzt wird Asiypes: meistens
durch ein 4, und zwar ein umgekehrtes 4, damit es nicht mit der
Zahl ' = 700 verwechselt werden kann. Die Notwendigkeit, eine
Multiplikation anzudeuten, fillt weg, da nur Zahlepkoeffizienten auf-
treten. Die Division wird mit dem Worte & gopiw oder pogiov
vorgeschrieben. Der Satz:

8% L deipet ¢¢ %8 pogiov 8% & pd 1§ Xeiwe of [400

464 Vgl Canror, I% 8. 440. — 468 DiopaanTUB, ‘doiFunsxdy fifkie VI, letate
Gleichung im ersten Buch, ed. Taxneny, Leipzig 1893, 8. 80; vgl. Nmserruann,
S. 301 (Anm. 86). — 488 )ib. IV, Aufg. 42, ed. Tannery, 8. 286; ygl. Neserr-
KaNn, S. 209,
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wo =T, %0=24,a=1, 8 =12,
deckt sich sonach mit unserem algebraischen Bruch
T2t = 241
2 412 = T2

Abgesehen von diesen Kiirzungen sind bei Diormant samtliche
algebraischen Herleitungen und Operationen ausfiihrlich mit Worten
beschrieben.

Droruant’s Algebra steht nicht mebr in dem Anfangsstadium
der Entwicklung, so wenig wir auch von einer vordiophantischen
Algsbra wissen; im Keime bahnt sich eine echte Zeichensprache
an, Leider fehlten nach DropmanT fiihrende Geister, die auf seinen
Bahnen fortschritten. Die Adrober, denen sonst in der Mathematik
eine so hohe Rolle zufiel, blieben, selbst nachdem sie DiopHANT's
Werk kennen gelernt hatten — um 970 n. Chr. verfaBte ABuL WaFa
(940—998, Bagdad) einen Kommentar iiber dasselbe?®” —, beinahe
durchgingig bei ibrer rein rhetorischen Form stehen. Ihr Vorbild
wurde maBgebend fir diejenigen, die unmittelbar oder mittelbar aus
ihren Arbeiten schopften, wie fiir LEoNaRDO voN Pisa (1202 liber abaci),
JorbaNus NEMORARIUS (+ 1237), ja bis zu den Zeiten REGIOMONTAN'S
{1436—1476). Erst im fiinfzebnten Jahrhundert wird der Schritt
wieder gethan, den wir iber ein Jahrtausend friher bei Diopmant
vollzogen sahen. Langsam stellen sich immer gebriuchlicher werdende
Abkirzungen ein. Ganz allmihlich macht sich aber auch ein neues
Prinzip geltend — und leitet damit die dritte Entwicklungs-
stufe ein —: es erscheinen symbolartige Zeichen. Bei Luca Paci-
voLo (1494) wird fiir plus und minus § und s gebrancht und noch
lange nach ithm in Italien und Frankreich; in Deutschland aber treten
plotzlich die Zeicher 4 und — auf, zum erstenmal bei JonanNEs
WipmanN voN Ecek (1489) (siche S. 131ff). Ebenso spielen in der
deutschen Behandlungsform der Algebra, die unter dem Namen der
,»Cof* bekannt ist, eigenartige Potenzsymbole, die die italienischen
Fachauedriicke bezw. Abkilrzungen ersetzen, eine Hauptrolle (vergl.
Potenzlehre, Teil II, D 2a). Thre Erfinder und Benutzer sind sich des
Wertes einer solchen Neuerung wohl bewuBt und empfehlen angelegent-

487 NeseeLmany, S, 274, — 468 Syiper, der glinzendste Vertreter der ,,CoB (1486/87
EBlingen —1567 Jena), fordert geradezu seinem Leser suf, bei der Lektiire
der Ars magna des Italieners Caerpano, des damals bedeatendsten Werkes, die
hier gebriuchliche Ausdrucksweise in die , cossischen® Zeichen umzusetzen:
wBSSUESCasS Signa esus, qusbus ipse wlitur, transfigurare ad signa nostra. Quamvis
enim signa quibus ipse wittur, vetustiora sint nostris, tamen nosira signa (Meo
quidem dudicso) llis sunt commodiora (gewthne dich daran, die von ihm ge-
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hchst“" den Gebrauch dieser sogen. Charaklere.’®® Die im Anhang I
gegebene Ubersicht zeigt, wie sich nach und nach unsere modernen
Zeichen und Schreibarten einsteliten. Das groBe Verdienst des franzési-
schep Mathematikers Viera (1540—1603; Paris, Staatsbeamter) ist es,
statt der Zahlenkoeffizienten Buchstaben eingefithrt zu haben (siehe
S, 146, 149), die eine wesentliche Zusammenziehung allgemeinersr
Herleitungen erméglichten. Bis zum siebzehnten Jahrhundert ist die
langatmige Ausdruckeweise &lterer Autoren noch nicht ganz dber-
wunden. Erst in LEersniz (1646—1716) und EuvLer (1707—17883) er-
scheint der Gipfel erklommen. FEine Algebra ist geschaffen, die es
gestattet, ohne ein verbindendes Wort mathematische Deduktionen in
einer jedem Fachmann verstindlichen Form vorzufihren: die mathe-
matische, internationale Kurzschrift ist endlich erfunden.

Wir haben in kurzen Strichen diejenige Entwickelung der
Algebra verfolgt, die in gerader Linie bis zur Gegenwart fiuhrt. Wir
hitten bei rein geschichtlicher Behandlung des Stoffes noch auf andere
Versuche, a.lgebra.lsches Rechnen zu erfinden, einzugehen gehabt,
Versuche, die, wie diejenigen der gelebrten Inder oder der spiteren
Westaraber, durchaus nicht in den Anfingen stecken blieben, sondern
es sogar bis zum Ausbau einer symbolischen Algebra brachten,
der sich freilich eine Weiterentwickelung bis auf die Jetztzeit
nicht anschloB. Schon. bei dem iltesten Kulturvolk, den Agyptern,
kann man die Benutzung mathematischer Symbole nachweisen. Im
Papyrus Rhind, der ein altigyptisches mathematisches Lehrbuch,
nach noch Alteren Vorlagen von einem Schreiber AEMEs ausgearbeitet,
{etwa aus dem siebzehnten bis zwanzigsten Jahrhundert v. Chr) ent-
hiilt, werden u. a. schon Gleichungen ersten Grades mit einer Unbe-
kannten behandelt. Die Hieroglyphe fiir das Wort ,Unbekannte* Hau
(= Haufen) wird wie unser z verwendet. Ein Schriftzeichen, das aus-
schreitende Beine darstellt, gilt als Zeichen der Addition, wenn die
Beine in der Richtung der 'abgebildeten Tier- und Menschenkipfe zu
gehen scheinen, bei entgegengesetzter Richtung ale Zeichen der Sub-
traktion.*’® Ferner ist ein Zeichen fiir die (Gleichheit*’! und ein
solches fiir die Differenz nachzuweisen.472

brauchten Zeichen in die ungerigen umzusetzen. Wepnn auch seine Zeichen
die #lteren sind, so sind doch die unserigen, meiner Meinung wenigstens
nach, die bequemeren); Arithmetica integra, Niirnberg 1544, Appewnix, 8. 306"
— 462 Nach Cmz. Rupowrr in seiner ,CoB von 1525, Buch I, Kap. 5:
yEeent die jalen der coff aufijpreden vund durd) ire draralter erfennen ond
fdyreiben”; vgl. ferner Smiver’s’ Neubssrbeitung der Rupourr'schen CoB, Kénigs-
berg i. Pr. 1553, 8. 62, — 470 Eisexvone, 8. 22—28 (Anm. 181). — 4N Eisgx-
LoHE, 8, 23. — 472 Eisxioeg, S. 86.
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Zu einer w1rkllchen Algebra, gelangten dxe Indw Unsere ge-
schichtliche Kenntnis der indischen Mathematik setzt bedentend spiiter
ein, als man allgemein glaubt. Eine der iltesten indischen Quellen,
das sogen. Rechenbuch von BakmsuaLr, scheint auf das dritte oder
vierte nachchristliche Jahrhundert zuriickzureichen, wenn auch das
aufgefundene Exemplar, das ans beschriebener Birkenrinde besteht,
erst im siebenten his peunten Jahrhundert verfaBt ist.’* In der
Wiedergabe der auftretenden Rechoungen erkennen wir den Beginn
eines Uberganges von der synkopierten zur symbolischen Algebra.
Gruppen zusammengehoriger Zahlen, die wir heute in Klammern
einschlieBen, werden durch ein geradliniges Rechteck eingerahmt.
Als Gleichheitszeichen dient die Silbe pka (Anfang des entsprechen-
den Wortes phalain); die Addition wird durch yu (von yuta), die Sub-
traktion durch ein unserem Pluszeichen dhnliches Kreuz (wahrschein-
lich ein % statt kz von kamita = vermindert), die Division durch bkd
(von bhiga = Teil) angedeutet. Kinfaches Aneinandersetzen der Zahlen
bezeichnet die Multiplikation. Erinnern wir uns der S. 78 erwihnten
indischen Art, Briche zu schreiben, so kénnen wir die Ausdriicke

? '{ yu | pha 12 und g 3% pha 20

entziffern und lesen sie als § + § = 12 bezw. §.% = 20, — Fir
die Einheit wird rdpas, fur die unbekannte Zahl sunya gebraucht.
Sunya bedeutet das Leere; wir lernten es als indisches Fachwort
fir die Ziffer Null (vergl. S. 8) kennen, Der Inder will also die
Stelle der Unbekannten solange leer gelassen haben, bis sie durch
Ausrechnen gefunden ist. Nur folgerichtig erscheint uns demmnach
such das Symbol, das fiir die unbekannte Zahl in der Regel eintritt,
ein starker Punkt, der zugleich auch ale Zifferzeichen fur die Null
gebraucht wird.

Sehr vervollkommnet ist diese algebraische Schreibweise bei
den spiteren indischen Mathematikern. ARYABHATrA {geb. 476
n. Chr.) nennt die bekannte GriéBe ripakd (,mit Zeichen versehene
Miinzen*), die unbekannte guliki (Kiigelchen),’”¢ bei BraEMaaUPTA
{geb. 598 n. Chr.) heiBt die letztere allgemein: ydval live! (quantum-
tantum); 4’® die Anfangssilben r2 und yé diemen nun direkt als

473 ¥gl. Canron, 1%, 8, 578—574. — 473 Anvasmarra, ed. L. Rooer, Strophe XXX,
8. 427 (Anm. 294). — 476 Braumacvrra, Cuttaca, ch. XVIII, sect. III, ed.
CorepRookE, S. 844 (Anm. 294). Der indische terminus ydvat-tdeat ist bis jetzt
bei keinem arabischen Mathematiker als von den Indern éibernommen nach-
weisbar, begeguet una aber ganz unvermittelt in einer lateinischen Ubersetzung
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Symbole, Die Addition geschieht durch einfaches Aneinandersetzen
der r2# und yd, die Subtraktion durch ein dem Subtrahendus iiber-
gesetztes Punkichen, Hierbei sieht man sofort den ungeheuren
Fortschritt gegeniiber der diophantischen Algebra. Wihrend DiopHANT
nur mit Differenzen, die einen positiven Wert ergeben, rechnet,
wird das indische Piinktchen direkt zum Kennzeichen einer rein
negativen Zahl, so daB hier also zum erstenmal in der Geschichte
der Mathematik der (egensatz zwischen Positiv und Negativ in
Zeicher umgesetzt ist. — Auch fiir die Potenzen der unbekannten
GrdBe sind Abkiirzungen vorhanden. Varga ist im Indischen ein
Ansdruck fiir eine Gruppe gleichartiger Dinge, dann im Speziellen
fir Quadrat bezw. Quadratzahl (griech. ddvauig); ghane heiBt Korper
(griech. x9B0)4® Die Anfangssilben dieser Worte dienen dem
indischen Mathematiker als Potenzaymbole. Er bildet die Reihe

ve = ¢ va gha = 28
gha = z° va ve gha ghala = o’
va vg = 2 va ve ve = z°
va gha ghale = z° gha gha = a® 47%

Dabei tritt ein weiterer wesentlicher Unterschied gegen Diopmant
hervor. Die Kombination der Bezeichnungen fiir die 2. und 3. Potenz
ist bei diesem Jwvandxvfo¢ und gleichwertig mit der 5. Potenz; bei
dem Inder ist jedoch ve gha die 6. Potenz. Der Grieche addiert
die Exponenten, der Inder muitipliziert sie, Es bedarf im Indischen
erst des besonderen Zusatzes ghatd, wie in «® = va gha ghata, um die
Addition zu bewirken.

Ein Zeichen der Multiplikation ist in bké (bkdvite das Hervor-
gebrachte), das dem Multiplikator nachgesetzt wird, vorhanden. Mehrere
Unbekannte werden durch die Farbe unterschieden; so wird die
zweite bei BraaMaGgUPTA mit k4 (kéloke die schwarze), die dritte
mit #i (nilaka die blaue), die vierte mit pi (pitaka die gelbe) u. s. w.
bezeichnet.”” Ein Gleichheitszeichen fehlt, wenn auch ein ent-
sprechender terminns technicus (fulyeu = im Gleichgewicht sein) zu-

(zwolftea Jabhrhundert, Jomannes voN BEviLLa) eines arabischen Rechenbuches,
des unter dem Namen seines Ubersetzers bekannt ist, in der Wortverhindung
tantum-quantum wieder; B. Boncompagni, trattati d'Aritmetiea II, Rom 1858,
8. 118, Zeile 5 (Anm. 180, 181). — 478 Buasrana, Lildvati, ch. IT, sect. II, ed.
CoLeprookE (Anm. 294), 8. 8 Anm. 5, S. 10 Aom. 1. — 4762 Dagelhet, ed.
CoLeBROOKE, S. 10 Anm, 3. — 477 Branmaovrrs, Gapita, ch. XVIII, sect. V.,
ed. CoLeeroore (Anm. 294), 8. 348 Apm. 1, 8. 355; Bnaskaea, Vijageopita,
¢b. 1, sect, IV, ed. Coresrooke, 8. 189 Apm. 1,
Troryxx, Geschichte. 1. 9
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wellen gebraucht w1rd Die Glelohhe:t wlrd angedeutet durch ein-
faches Ubereinandersetzen der beiden Glieder der Gleichung. Unaere
Rechnung

1. 10z —8=2a*>+1
2. — G =22— 102
schreibt BRAHMAGUPTA #7°

t. l yi va 0 ya 10 7 8, Ah022+10s—8=1224+ 0z + 1
yiva 1 yi O ri |
nnd
i 9
2. { . . , d.h -0 =142 — 10sr. —
wi va 1 yi 10
Es wurde bereits erwihnt (S. 126), daB die Araler die symbo-
lische Algebra der Inder micht ibernalimen, sondern zur alten
thetorischen Form zuriickkehrten. Xrst in verhiltnismaBig spiter
Zoit begannen westarabische (Gelehrte cinen hdheren Standpunkt
einzunchmen. Die Entwicklung dieser neuen Zeichensprache ist
noch picht geschichtlich verfolgt; wir sehen sie in ziemlicher Voll-
kommenheit bei dem Andalusier AukaLsapr (T 1477 oder 1486) ver-
wertet. Ein uns erhaltenes Werk Aufhebung des Schleiers der
Wissenschaft des Gubdr (Gubar = Staub, hier im Sinne von ,Rechnen¥,
vgl. 8. 27, 34) zeigt Zeichen fir die Unbekannte mit ihren Potenzen,
fir die Quadratwurzel, fir die Subtraktion u. a. m. In der Be-
nutzung eines Gleichheitszeichens und einer Schreibart fiir Pro-
portionen, die ihnlich der unsrigen ist, geht ALKALSADI sogar iiber
die Inder hinaus.#’®

2. Geschichte der modernen Zeichen und Symbole.

Die zuletzt geschilderten Entwicklungsepochen der Algebra
trugen zu ihrem modernen Ausbau nichts bei. Die heutige Form
der algebraischen Symbolik nimmt ihren Anfang erst im finfzehnten
Jahrhundert. Thre Ausbhildung ging verhitltnismiifig langsam vor
sich, Die im Anhang I beigefiigte Zusammenstellung wird am besten
im stande sein, dieses allmihliche Wachstum zu veranschaulichen; sie
glebt une in gesclnchthcher Folge das erste Auftreten der einzelnen

a8 Bmmmrmrm, Cuttaca, ch. XVIII. sect. 1V, 49, ed. CoLevrooKE, 8. 346—847, —
479 V. Woercue, Recherches sur Uhistoire des sciences math. chez les Ovientawx,
Parie 1855, 8. 4—6 (Extrait Nr. 18 de 'année 1854 du Journal Asiatique).
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Zeichen, Symbole u. 5. w,, iiber die dann im besonderen an den ange-
fihvten Stellen gesprochen wird. Demselben Zweck soll auch eine
im Anhang II gegebene Sammlung charakteristischer Aufgaben aus
Werken der verschiedensten bedeutenderen Mathematiker dienen.

Der Ursprung der Zeichen + und — liegt im Dunkeln.
Das Pluszeichen tritt in dem Rechenbuch des JomanNEs WIDMANN
voN EGEr {Leipzig 1489; unpaginiert, Blatt 85) zuerst im Druck
auf. KEs wechselt hier das Zeichen 4 beliebig mit- dem Wort
yund“ ab; der Preisangabe ,9 fl 3 und 1 + } Sdhilling” folgt un-
mittelbar die Ausfihrung der Addition ,} »fi } vii }“ Ja das
Plaszeichen erscheint auch da, wo gar keine Addition vorliegt, wie
in der Uberschrift (Blatt 110): ,Regula augmenti + decrementi”.
Zwei Seiten nach der zuersi hervorgehobenen Stelle (also Blatt 86)
wird das Minuszeichen benutzt; es wird erklirt mit ,was — ift das
ift minus*, dabei wird auch die Definition des + nachgeholt: ,das +
das ift mer. Die Verwendung der Zeichen + und — macht in den
hier anfgestellten Rechnungen den Eindruck, als ob sie aus der
kaofm#nnischen Praxis hervorgegangen seien. So heiBt 3 Cientner —
11 (6, 5 @3. 4 50 b (Blatt 86*), daB an vollen 3 Zentnern 11 & fehlen,
bezw. 50 # iiber 8 Zentner zuviel sind.

Das Zusammenziehen einer ganzen Reihe solcher Ausdriicke
148t die Geschicklichkeit WipmanNn’s erkennen, mit diesen Zeichen
zu rechnen; der freie Gebraach in verschiedenen anderen Aufgaben
verrit geradezu, d2B ihm das 4+ nicht mehr einen Wortersatz, oder,
in Gemeinschaft mit dem —, nur eine Lkaufmannische Signatur
derstellt, sondern beide Zeichen ihm bereits wirkliche Symbole ge-
worden sind. So stellt er in einer spiteren Aunfgabe (Blatt 110)
die Frage, wieviel Pfund Anis jemand gekauft batte, der bei einem
Preise von 12 Pf. fir das Pfund 87 Pf von seiner Barschaft iibrig
behilt, bei einem Preise von 15 Pf aber 44 Pf. zu wenig besitzt, und
schreibt vor: ,So madys nad) der Regel, alfo fubtvabir 12 von 15
pleybent 3 vud das ift der teyler darnad) addir + vnd — jcu fam wict 81
bie dividir mit 3 fummen 27 [b.# Tn einer anderen Aufgabe (Blatt 113;
vgl. Anhang IT, Nr. 25°) wird der Wert von ,6 Eiern — 2 Pfennigen
mit dem ebensogroBen Wert von ,4 Pfennigen 4 1 Ki“ verglichen,
um daraus den Preis eines Eies zu berechnen, so dall Wipmann
selbst vor negativem Gelde nicht zuriickschreckt.

Bei der Abfassung seines Rechenbuches hat WipmMaNn nach-
weisbar eine Reihe von Manuskripten benutzt,*®® die noch heute in

480 WaprLer, Zur Geschichie der deutschen Algebra im fiinfrehnten Jahr-
hundert. Programm. Zwickau 1887, 8. 5 ff.
9!
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einem Sammelbande der dresdener Bibliothek (C. 80) vorhanden
sind. Unter denselben befindet sich eine deutschgeschriebene Algebra,
in der bereits das Minuszeichen — (gelesen: minner) auftritt, statt
des Pluszeichens aber das Wort ,und“ gebraucht wird (vgl. An-
hang 1T, Nr. 222). In einer in demselben Sammelbande vorgefundenen
lateinischen Algebra ist der Gebrauch sowohl des Pluszeichens
als des Minuszeichens nachzuweisen. Leider 148t sich nicht ersehen,
ob diese Handschriften iiber die Zeit Wipmann's hinaufreichen, auch,
ob sie nicht nur Ausziige oder Ausarbeitungen darstellen, die von
Wipuaxn selbst oder auf seine Veranlassung hin angefertigt worden
sind. Uber ein groBeres Alter der Zeichen + und — konnen sie
aleo nichts Bestimmtes aussagen.

Ebensowenig erfahren wir Genaueres aus einem Rechenbuch des
wiener Universititsprofessors GEorg voN PrurbacH (1423—1461),
das, vielfach handschriftlich verbreitet, etwa um 1490 zum erstenmal
zum Druck kam und sehr viel Neuauflagen erlebte. Zwar lifit PEUR-
BACH bei Aussinandersetzung der regula falsi Bemerkungen fallen, die
man dabin deuten kann, daB er dis Kenntnis eines Additions- und
Subtraktionszeichens hat; so fordert er an einer Stelle, daB man
cine Zahl hinschreibe ,cum signo denofents ipsum (numerum) fuisse
additum vel diminutum* (mit einem Zeichen, welches anzeigt, dab
die Zahl selbst addiert oder subtrahiert werde) oder ,cum signo
additionss vel diminutionis*,*31 chne indes diese Zeichen selbst zu be-
nutzen. Aber es ist auBerordentlich zweifelhaft, ob das Original-
bemerkungen PEurBacH’s sind. Man kann annehmen, daB hier spitere
Zusitze vorliegen, die ein Herausgeber des Prurnace’schen Buches sich
erlaubt hat; einmal fehlen n#mlich in verschiedenen Auflagen diese
Bemerkungen gianzlich, dann ist die gebrauchte Redewendung die
beliebte Ausdrucksweise in verschiedenen Rechenbiichern des be-
ginnenden sechzehnten Jahrhunderts, als die Zeichen + und — lingst
benutzt wurden.

Sonach 148t sich nur behaupten, daB im xwestletsten Jahrrehnt
des fiinfuehnten Jakrhunderts unsere modernen Zeichen 4+ und — in
(Gebrauch kamen. Hinzugefiigt kann werden, daB sie deutsche
Erfindungen sind. Der Italiener LEoNArDO vON Pisa (1202 lider
abact) verwendete das Wort of beim Addieren, selten plus (z. B. ed.
Boncompagni I, 414, Z. 28)," minus beim Subtrahieren (siehe An-

481 Nach Treurnety, Die deutsche ('wf.  Abhandlungen zur Geschichte der
Mathematik, Bd. II, 1879, 8. 29; Verfasser bat verschiedene Ausgaben dee
Prorsscu’schen Rechenbuches eingeschen, ohne die von Trevriew angefiibrien
Bemerkungen zu finden,
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ha.ng 11, Nr 16") Nach 1hm erschleueu in Itallen und in Werken
die aus italienischen Quellen schépften, ausschlieBlich die Wérter
plus und minus. CHuQuEr (Lyon und Paris; + um 1500) benutzte
in seinem Triparty (1484, Manuskript) die iiberstrichenen Anfangs-
buchstaben {, m;%? ebenso verfuhr Luca Pacivoro in der Summa
von 1494,38 wihrend WibpMaNN, wie oben erwithnt, lingst + und —
in seinem Rechenbuch eingefihrt hatte. Andere deutsche Rechen-
meister ahmten WipMaNN nach und verhalfen in ibrem Lande
diesen Zeichen zu immer weiterer Verbreitung; so GrammaTEUS 151824
Ruporrp 1525 (CoB), StiFer (1544, 1545, 1553) u, a. In Italien
aber und anderen Lindern finden wir zunichst, und zum Teil noch
viel spiter, sie nirgends erwihnt. Selbst Carpano (1501—1576,
Prof. d. Math. u. Med. an verschiedenen italienischen Universititen),
dessen Ars magna 1545 in einer deutschen Stadt, Niirnberg, gedruckt
wurde, der auf seinen groBlen Reisen auch Deutschland besucht hatte,
verwendet hur P und 1, ebenso sein bekannter Gegner TarracLia
{1500 Brescia — 1557 Venedig), nur daB des letzteren @ etwas ver-
schndrkeltere Linienfithrung hat. Sogar BomeELLI folgt in seiner
Algebra von 1572 noch der Schreibart seiner #ltersn Landsleute, die
auch bis nach Portugal, wo der gelehrte PEnro NuiEez (1492 —1577)
an der Universitit Coimbra wirkte, gedrungen war#®* (siehe die Bei-
spiele im Anhang II).

Betreffs der Entstehung der Zeichen + und — sind die
verschiedensten Vermutungen im Umlaunf. #%® Aus den italienischen
Zeichen p und 1 kdnnen sie sich nicht gut gebildet haben, wenn-
gleich in dem i einiger Verfasser der horizontale Strich stark hervor-
gehoben und mit dem m znr Verschmelzung gebracht erscheint.
Schwieriger wire jedenfalls das + aus dem p zu erkliren. Als
Beleg kénnten immerhin die Wipmann’schen Definitionen ,das 4- das
ift mer” ,mwas — ift das ift minus” herangezogen werden. Interessant
wire es, daraufhin einmal die Form dieser Zeichen in den Manu-
skripten des dresdener Sammelbandes genauer anzusehen. Niher
liegt die Annahme, dafl das Additionskreuz aus einer Ligatur fiir e
entstanden ist. In nichtmathematischen Schriften aus dem vier-
zehnten und fiinfzehnten Jahrhundert findet sich vielfach an Stelle
des et ein Zeichen 3, das einem umgekehrten t #hnlich iat,%96e

482 I Triparty z. B. 8. 655 fF. (Anm ll). — 483 Symma 1, dist. Vll] tract. I,
8. 112 & (Anm. 10). — 484 Peppo Nufez, Libro de Alycbm en arithmetica y
geomelric, Anvers 1567. — 486 Canrom, IV 8. 230 . u. S. 320, — 486« V).
W. Warrsneacu, Anlestung zur laleinischen Paldographie, 2. Aufl,, Leipzig
1872, Anhang S. 24.
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Das Mmuazelchen, das naturgema.ﬁ mit dem Pluszeichen verwandt
ist, soll durch Weglassen des Vertikalstriches kinstlich gebildet
worden sein. Diese Hypothese fiir das Minuszeichen hat etwas Ge-
zwungenes an sich; es ist nicht ausgeschlossen, daB das Minuszeichen
eine eigene Entstehungsgeschichte hat. In kaufminnischen Kreisen
war es im fiinfzehnten Jahrhundert und sp#ter iiblich, den Gewichts-
abzug bei einem Warenposten, der durch Verpackung u. a. bedingt
war, als das Minus*®® zu bezeichnen, wofiir seit dem sechzehnten
Jahrhundert allmahlich ,,Tare* gebriuchlich wurde (vgl 8. 112).
‘Wog nun eine Sendung insgesamt 4 Zentner und gingen etwa 5 Pfund
auf Verpackung davon ab, so mag man dies, auf den Kisten u. s, w.
oder in dem Begleitschreiben, durch 4 Z — 5 Pf angedeutet haben,
wobei der Strich zunichst rein als Trennungsstrich aufzufassen ist.
Wir konnen hier die Wipmann'schen Ausdriicke (8. 131): 3 Cyentner —
11 16 u 8 w. zum Vergle:ch heranzichen, Da alle kaufminnische
Praxis aus Italien stammt, ja auch die von deutschen Kaufleuten ge-
handelten Waren vielfach von Italien ame eingefibrt wurden, so
kéonnte man mit demselben Recht solche Signaturen wie 4 Z — 5 Pf
auch als italienische Sitte vermuten, und dann liegt wieder der Qe-
danke nicht fern, daB der Strich ein Rudiment des m ist und dieses
durech die in der Regel nicht wissenschafilich gebildeten deutschen
Kaufleute schlieflich als einfacher Strich aufgefat wurde. Einer
gleichen Erklirung des Pluszeichens, das WipMann in obigen Aus-
driicken ganz #hnlich gebraucht, wiirde widersprechen, da8 bei ihm
das +, wie wir gesehen haben, an anderen Stellen geradezu fir ,,et*
und ,und“ verwendet wird. Auch in der von WipMaNN benutzten
lateinischen Algebra des dresdener Manuskriptenbandes C. 80
kommt 4 fiir ,et¢ 30 hiufig vor, daB die Entstehung des + aus ,et¢
nahezu sichergestellt ist.*¢%

Mit allen derartigen Erklirungsversuchen muB man sehr vor-
sichtig sein. Mogen auch geschichtliche Ableitungen bei einigen
Zeichen gelungen sein, wie bei dem Prozentzeichen °/, (8. 108), bei
dem Wurzelbaken (vgl. diesen) u.s.w., so ist zweifellos die Mehrzahl
der algebraischen Zeichen ein Krgebnis willkiirlicher Erfindung, und
es ist meist miiBig, hinterher die Frage zu stellen, was sich der
Erfinder und die ersten Benutzer dabei gedacht haben. Die Zeit
ist voriber, daB sich solche Symbole gleichsam unbewuBt, etwa
aus Anfangsbuchstaben der gugehdngen 0perat.10n, allmahllch ent-

486 So im Bamberger Rechenbuch von 1483, — 486« So an'u:n (Anm 480),

8. 21, 2. 4 v, u.: ,,pro Jucro +ducri lucro“; 8. 21, Z..18: ,, +remanet valor I cosac”;
besmdere 8. 17 unten.
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wlckeln dazu nimmt vom sechzehnten J ahrhundert an die Algebra
sclbst einen zu raschen Aufschwung.

Bei dem Zeichen der Addition und Subtraktion haben solche
Erorterungen nach ihrem Werden und Entstehen noch eine Be-
rechtigung, wahrscheinlich aber schon nicht mehr bei dem Multipli-
kations- und Divisionszeichen. Das Bediirfnis nach solchen
Zeichen empfanden die Mathematiker sofort, als sich die symbolische
Algebra im Anfang des sechzebnten Jahrhunderts weiter ausbildete.
Micnakn Stirer (1486/87 EbBlingen — 15667 Jena; Iutherischer
Prediger an verschicdenen Orten) stellte (1545) den Zeichen +
und — zwei neue als gleichwertig an die Seite, 21T fir die Mul-
tiplikation, D fur die Division,*®” indem er einfach die Anfangs-
buchstaben der entsprechenden Verben wihlte. Merkwiirdigerweise
benutzt er aber selbst die Zeichen nicht. Vielleicht batte er in
seinem Hauptwerk, der Arithmetica integra von 1544, den neuen
Gedanken noch nicht gefaBit. In der Dewtschen Arithmeisk (1545)
aber, die sich offenbar an einen weniger wissenschaftlichen Leser-
kreis wendet, wollte er dem Studierenden nicht zu viel zu der schon
ungewohnten, damals sich bildenden Cof (S. 126 unten) zmmuten
und beschrinkte sich daher auf den bloBen Vorschlag. In seinem
dritten Werke von 1553 gab er anderseits nur eine neue Be-
arbeitung eines &lteren, damals vergriffenen Lehrbuches der CoB,
1525 verfaBt von RuboLrr v. JAUER, heraus, bei der er sich keine
grofleren Abweichungen von der ersten Fassung gestatten durfte.
Aber auch nicht einmal bei zeitgendssischen oder spiteren Mathe-
matikern fand sein Vorschlag Nachahmung, mit alleiniger Ausnahme
von SiMoN STEVIN (1548 Briigge — 1620 Leiden; Kaufmann, spiter
im Steatsdienst als Ingenieur), der ganz gelegentlich,**® man weill
nicht, ob unabhingig von STIFEL, €¢in M bezw. ein D als Operations-
zeichen benutate (siche Anhang II, Nr. 88, d, ¢, f). Unser liegendes
Kreuz x wird neben vielen anderen, heute nicht mehr gebréuch-
lichen Kunstzeichen von dem Koglinder QuaenTrED {1574—1660,
Pfarrer in einem englischen Liandort) in seiner Clavis mathematica
{Mathematischer Schliissel}) von 1631 eingefiihrt.#%®2 Man behauptet
neuerdings, daB das liegende Kreuz aus einer im sechzehnten Jahr-
hundert allgemein beliebten Strichanordoung bei der komplementiren
Multlph]ratlon (S. 44) hervorgeg'mgen gsei. Indes ist dieses Strichkreuz

so7 M. Stires, ,,Deutsche Arlthmetlca., enthaltend die HauBrechnung, Deuts{ he
CoB, Kirchrechnung; nach Cinrtor, II° S, 444. — 488 o4, Ginanp, 8. 7, Def. 28
(Anm. 88). — 082 (iguis mathematica 1691; Aueg. von 1667, Oxford, S. 10,
Nr. 6; vgl. Warnis, Algebrs, Op. matb. II, Oxford 1693, 8. 78.
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be: der Multlphkatlon nur von emzelnen Varfaasem gebmucht
ungleich hiufiger waren solche ,iiber Creus” gezogenen Geraden
bei der Addition und Subtraktion zweier Briiche in Ubung, um die
Reihenfolge des Erweiterns derselben anschaulich zu machen. Man
kann also nicht einsehen, wie das Kreuz gerade zum Symbol der
Multiplikation erhoben werden konnte. Richtiger diirfte die Ansicht
sein, daB das neue Zeichen, vielleicht in Anlehnung an das Plus-
zeichen, von QUGHTRED ohne weitere Begriindung nea eingefiihrt
ist.— Durch einfaches Nebeneinanderschreiben der Faktoren
wird die Multiplikation bereits im altindischen Rechenbuch von
Baxussanr (8. 128) angedeutet; auch LEoNARDO voN Prsa (1202 liber
abaei)*®® (vgl. S. 147 unten) verfuhr in derselben Weise, wibrend
sein Zeitgenosse JorDANUs NEMoRaRIUs (t 1237) dadurch die
Addition ausdriickt. Unsere moderne Gewohnheit, die Multiplikation
nicht besonders anzudeuten, geht natiirlich weder auf jene indische
Schrift noch auf den liber abaci zuriick,. Die ersten, bei denen
wir sie im Mitielalter antreffen, waren die Cossisten, jene Mathe-
matiker, die eine symbolische Algebra mit der Wende des finf-
zehnten Jahrhunderts anbahnten; es muBte sich diese Schreibart
ganz von selbst wieder einstellen, da man bis zu ViETA nur mt
Zahlenkosffizienten rechnete und bei Ausdriicken, wie Tx oder 8z%,
die Multiplikation selbstverstindlich ist. Man vergleiche hierzu die im”
Anhang II gegebenen Beispiele aus der sog. lateinischen Dresdener
Algebra (1481) Nr. 23a,b, aus dem Rechenbuch des GraMmATEUS
(1618) Nr. 81, aus STIFEL'S Arithmetica tntegra (1544)%*° Nr. 28 u. a.
Auch Auslinder, wie STEVIN (L’Arithmétique 1585)**! und GiearD
(Invention nouvelle 1629),%% QUGRTRED (Clavis mathematica 1631)
— vgl. die entsprechenden Beispiele Nr. 38, 44 -, nahmen bereit-
willigst die kurze und bequeme Ausdrucksweise an. Der Multipli-
kationspunkt, der heute das liegende Kreuz fast giozlich verdringt
bat, ist bedeutend jiingeren Datums; er erscheint zum erstenmal 1693
bei LEiBN1Z 4?8 (1646 Leipzig — 1716 Hannover), gelangte sogar erst

489 Leonanno Pisawo, I, 8. 131—132 bei Verwendung allgemeiner Buchstaben-
zahlen (Anm. 17). — 990 Vgl besonders Awthm. infegra v. 1544, 8. 252 —
49 Z. B, Srevin's Werke, ed. Giraro, 8, 6, Def. XXVI (Anm. 88). — 492 Giparo,
Tnvention nowvelle (Anm. 13), Seite B verso Zeile 7 ,,AB“ statt 4 mal B, —
493 Leisniz' Werke, ed. Gerwanor, 3. Folge, Bd. II, Berlin 1850, S, 239; siehe
auch einen undatierten Brief an L'Hosritar, Werke, Bd. I, 8. 222, Z. 9 ff, ferner
die Abhandlung: Matthesis universalis — pars prior, De Terminis complexis,
Nr. 10, ed, Geraanot, 3. Folge, Bd. VII, Halle 1868, 5. 54, ,2. 3 significat

bis tria .. . Notae divisionis ‘;i vel a:b%



Geschichte der wwdemm Zetchen und Symbole 131

durch CHRISTIAN V. Wowra Lehrbilcher“ a]lgememer in Auf-
nahme,

Von den modernen Divisionszeichen ist der Bruchstrich
der 3lteste. Er tritt bei gewohnlichen Briichen wie § bereits im lber
abaci von LEoNarDy (1202) auf, wohl nach indisch-arabischen Vor-
bildern (vgl. S. 81). In die eigentliche Algebra wird er durch die
Cossisten eingefiihrt (vgl, die Beispiele aus der dresdener lat. Algebra,
von GRAMMATEUS, RUDOLFF, STIFEL u. a.). Sein erstes Auftreten
diirfte nach bisheriger Kenntnis in einem miinchener Manuskripten-
band, dessen einzelne Abhandlungen unachweislich zwischen 1456
bis 1464 geschrieben sind, in schon ziemlich allgemeinen Aus-
driicken, wie

100 100"' 12 res et 45 122 + 45 4e8b

Tamg O T md e e B Ly
zu finden sein. Hauptsﬁ.chlich durch Viera (1591, én artem analy-
ticam Isagoge)*** fand er schlieBlich allgemeinste Verwendung.
Leipniz ersetzte ihn 1684 durch den Doppelpunkt; 4?5 ein Zusammen-
hang mit dem gleichbedeutenden Zeichen --, das der Englénder Jonn
PeLt (1610 — London 1685) empfabl,**® ist nicht nachzuweisen.

Das jetzt gebrauchliche Gleichheitszeichen = ist eine Er-
findung des Englinders Recorpe (1510—1558, kgl. Leibarzt).
macht diesen Vorschlag in einem algebraischen Lehrbuch, das er
1556 in Gesprachsform unter dem Titel The Wetstone of witte
(Wetzstein des Witzes) verfaBte, und begriindete ihn damit, daB
nichis gleicher sei als ein Paar paralleler Strichelchen”.*” Es dauerte
ziemlich lange, bis das neue Zeichen zur Anerkennung kam.
Xruavver (Winesnd Horzmann, 1532 Augsburg — 1576 Heidel-
berg, Prof. d. Logik) verwendet in seiner Diophantausgabe (1575,
Basel) zwei senkrechte parallele Striche, die wahrscheinlich einer
Ligatar fir « (= f50¢) im Original entsprechen; in einer franzosischen
Diophantiibersetzung, der die HoizmaxN'sche zu Grunde liegt, ist
das Zeichen durch (Ias entsprechende Wort wieder ersetzt.t®® Der

493 Abdmck v. Cua‘rzr in d. Zeitschr. f. Math, u. Phys., Bd 40, Qupplement,
8. 36, — 493% Dagelbst 8. 59. — 434 Viera’s Werke, ed. Sonooren, Leiden
1646, 8. 7; auch jm Originaldruck, Tours 1591, — 495 Acta Eruditorum,
Leipzig 1684: Nove methodus pro marings ¢ mindmis, tlemyue tangentibus, quae
nee fraclas mec irvalionales quantitates morvetur, et singulare pro llis caleult

. . . &
genus, 8. 470, 7. H>—06 v, wr ooy quod idem est v & divis, per y seu --.’.._u;

Lz’ Werke, ed. Geruanort, 3. Folge, Bd, V, HavLLe 1858, 8. 223, Z. 4—8 v. u.

(vg). auch Anm. 493). — 496 yzl. Warus, Algebra, Opera math,, Bd. 1], Oxford 1693,
S. 138, — 9497 Canron, 11°, 8. 479. — 498 Canron, 11°, S. 552.
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fir die symbolische Algebra so verdienstvolle Viera (1540—1603
Paris; franz. Staatsmann) behilft sich noch mit dem Verbum aequare
(siehe Anhang II, Nr. 39), ahnlich Girarp (15907 —1632; L.ciden,
Lebrer der Mathematik) mit dem Adjektivum esgale, dem heutigen
égale (Beispiel Nr. 42) Ouvenrrep (1574—1G60, engl. Land-
piarrer)**® und Harrror (1560—1621, Oxford)5*® nehmen das Zeichen
ihres Landsmannes REeconpr wieder auf, wihrend DESCARTES
(1837, Géométrie) sich aus dem umgekehrten Linienzug ae (aequalis)
ein eigenes Kunstzeichen 0 bildet,5! das viclfach von spateren
Mathematikern, besonders den engeren Anhingern Drescartry’, tiber-
nommen wurde,’? Inzwischen hatte sich aber das REcoRrDE'sche
Zeichen schon zu sehr eingebiirgert, als dab es sich durch DEscarTes’
Neuerung noch hitte verdriingen lassen konnen.

Ungleichheitdzeichen hatte Pierge HerigoNe im  Cours
mathématique von 1634 — freilich wenig gliicklich — in & 8/2 b
bezw. o 2/3 b fir @ groBer als »* und ,a kleiner als 5 aufzustellen
gesucht. Folgerichtig schrieb er auch a 2/2 b statt ,a gleich %50
Wie diese, so fanden auch die QucenreEn’schen Zeichen __ 7 fiir
groBer und —) fiir kleiner (1631, Clavis mathem.}*** keinen giinstigen
Boden. Erst Harrror's Wahl, > fir groBer, < fiir kleiner (1631,
Artis analyticae proxis),’®¢ blieb bis auf den heutigen Tag maB-
gebend.

Klammern stellten sich, solange das Wort die algebraischen
Deduktionen unterbrach, noch nicht als durchaus dringendes Be-
diirfnis heraus, Nur bei zusammengesetzten WurzelgréBen, bei
denen wir heute den Horizontalstrich des Wurzelhakens so weit wie
notig verlingern, galt es Vorkehrungen zu treffen, die etwaigen
Mifverstindnissen vorbeugen konnten. FEigenartigz war das Hilfe-
mittel, das sich der Italiener BoMprLLl (1572 Algebra) aus-

499 Quenrren, Clavis mathematica, 1631, Vierte Aueg., Oxford 1667, 5.15 u. 6fters. —
800 Harrior, Ariis Analyticae praxis, 1631 London, Sectio I, S. 10 (10 Jalre
nach dem Tode des Verfassers veroffentlicht). — 59 Qeuvres de Descamrres,
ed. Cousin, Bd. V, Paris 1824, La Géomélrie, 8. 316. — 592 Eg findet sich
auch in Fermate Jsagoge ad locos plunos ¢t solidos, Varia opera, Toulouse 1679,
z. B. 8. 3. Nach Tannery (Oeuvres de Ferwat, ed. Tarnery ct lznry, Bd. I,
Paris 1891, S. 91) steht es in Firmat's Manuskript nicht; die kartesische Schreib-
weise soll erst durch den Herausgeber der Varia opera 1679 hineingebracht
worden sein. — 503 Himiaonk, Cursus mathematicus, Paris 1634, Bd. 1, vgl. die
am Anfang stehende Explicatio notarum. — 504 Die Ausgabe v. 1631 war dem
Verfasser nicht zugiinglich. AuBer in der vierten Ausgabc v. 1667 finder sich
die erwihnten Zcichen in der Element. decimi Fuclidis declaratio, Oxford
1662, 8. 1. — 608 Sectio I, S. 10 (Anm. 500)
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dacht.e 608 or fugte seinem Wurzelzelchen E’u in dem Balle, daB es
gich auf weitere Ausdriicke erstrecken sollte, ein lateinisches
groBes L bei (radix legata) und deutete den SchluB des Radikanden
durch ein umgekehrtes, etwas tiefer stehendes 7 an, so daB unser
V4 + V6 + 2 bei ihm folgendermalen aussieht®’
R.q.L4.p. R ¢.6. Fp.2.
(Radiz quadrata legata 4 plus Radix quadrate 6, plus 2). Bemerkens-
wert ist, dab diesem L nie ein Punkt nachgesetzt ist, wodurch
es zum wirklichen Zeichen wird. Jedenfalls sind die Anfiinge
unserer eckigen Klammern hier unverkennbar. Weniger gliicklich
als BoMBeLLI verfuhr der Hollander STEVIN in der Arithmétique von
1585.599 Er trennte den Radikanden von den folgenden Ausdriicken
durch sine Doppelklammer )} und unterschied demnach
V9@ von Y9)®,

wo das erstere Y9z%, das zweite J/9-2% bedeuten soll. Wirkliche
(geschweifte und eckige) Klammern finden wir bei Viera (1540
— 1603 Pans; franz, Staatsheamter) In dem Originaldruck der
5 Biicher Zefetica (Turomis 1593) begntigt er sich zwar oft mit
Halbklammern (vgl. 1.—3.), da eingefiigte Worte oder die Stellung
des Ausdruckes die anderen Halbklammern entbehrlich machen; doch
gebraucht er auch hinfig Doppelklammern, nicht nur (4.), um die
eine Seite siner (leichung zusammenzufassen, sondern auch um zu-
sammengehérige Ausdriicke als solche hervorzuheben (5.). Folgende
Beispiele erliutern am besten seine Schreibweise:

1. Zet.1V,10,8.18%: 2 Df“%“::“};“, statt B-(D*+B- D)
. [B enbum 2
D in " »
2, Zet. V, 20,5.20%; - -1[}--0 D oubo st P g,li et
+ D cubo

B quadr, in 7 planum

3.Zet. V, 10,8.23%; + D quadlr. in Z planum DrZ+107

y statt

B + D] quadvato (B+Dy
D quadratum
4.Zet.1V, 6,8.16% [ — 1 planum o sequabitur Z, stat -8 _ g
L bis
Rin A
5.Z¢t. [, 8,8. 3™ B;;A.].l & in Hj aequabuntur f2, statt &#- A_!..}j A B H =M.

806 Bounmu, I’Algebra, 2. Aufl,, Bologna 1579, 8. 6. — 597 Dagelbat S, 107,
— 808 §, Stevin, ed. Girarp, I, S 19, Def. 84 (Anm. 88).




140 Dre algebrmscke Ausdmdkswews

(GIRARD (1590?-—-1632 Lelden, Lehrer d Ma.th), dem man
bisher die Kinfilhrong von Klammern zuschrieb,®® hat nur das
Verdienst, ctwas freier in deren Verwendung vorzugehn; neu wire
bei ihm héchstens die Benutzung runder Klammern. So schreibt

er unser ¥7 — V47 mit /(71 — Y 47)5° In der Ausgabe der Werke
Viera’s, die 1646 (Luep. Bar) durch Fr. vonN ScHOOTEN (1615
— 1660, Professor an der Universitit Leiden) veranstaltet wurde,
sind die oben erwihnten Klammern fast durchgehends weggelassen
und, wenn nétig, durch Uberstreichen der zusammenzufassenden
Komplexe ersetzt. Man vergleiche folgende Proben mit den Viera'-
schen Originalausdriicken:
1. Zet. IV, 10: B in D quad. + B'in D
BinAd + Bind,—-Bin H

b, Zet. 1, 8: D + g aequabiiur B,

wobei ganz nebenbei auf den Singular in eequabifur aufmerksam
gemacht werden soll, der entschieden einen Fortschritt in der sym-
bolischen Algebra zeigt. Der von ScmooTeEN hineinkorrigierte
Klammerstrich ist unter den Schiilorn DD escarTEs' sehr gebriuchlich.
DescarTes selbst verwendet ihn zum erstenmal in seiner Géomsétrie
von 163751 in einem Wurzelausdruck

1/(} +%?+V19"1+!lfp statt ]/Lq-l-]f'}q +317P

Wir sehen, daB damit unser Wurzelstrich erfunden ist. Vielleicht
ist der Englinder Hagrror schon als Vorganger DEscARTES

3 —
zu erkennen, da er bereits 1631 statt 1/03 + VYt — bt

Vece + Veeecee —bbbbbb

schrieb®}? (siche Aphang II, Nr. 43). Apn dem Klammerstrich hielt
noch NEwTon (1643—1727; Prof. d. Mathem. in Cambridge, kgl. Minz-
meister in London, Priisident der Royal Society) fest, so daB er ihn
selbst zu mehrfachen Einklammerungen, wie in

Y— 4 Xy +DIXy—=12xXy+17=10 58
(heute {[(y—4)-y+51-y— 12}y+ 17 = 0),

508 Canrtor, II®, 8. 787, — 610 Gmaan, Invention nouwlle, 1628 (Anm 13),
Riickeeite Signstur B,. — 5 Oeuvres de Duscantes, ed. Cousiy, Bd. V, Paris
1824, Géométrie, S. 415. — 812 Hammior, Arlis analyticae prazis, London 1631,
8. 100, — 513 Commercium epistolicum, par Bror et Lerorr, Paris 1856, 8. 63,
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benutzte, Zuweilen schloB er ibn mit ecinem kleinen, senkrechten
SchluBstrich ab, so in
m
P+ PQnsu

Bei Lersviz ist der Gebranch der runden Klammern fast ganz
zur Anerkennung gelangt; nur sehr vereinzelt findet man bei ihm
Augdriicke wie y.y 4+ 1.y +2-y+4+3..,

Egs hitte noch vorausgeschickt werden miissen, daB bereits 1484
im Triparty des franzésischen Mathematikers CruQuEr (Lyon, Paris,
+ um 1500} durch Unterstreichen (vgl. Anhang 1, Nr. 24¢) gewisse
koordinierte Ausdriicke aus dem Zusammenhange der itbrigen ab-
gehoben zu werden pflegen.5’® Da jedoch bekanntlich dieses Werk
bis auf die neueste Zeit stets Manuskript geblieben ist, also die ibm
gebithrende Verbreitung nicht gefunden hat, so ist das Vorbild
CHUQUET's ohne Zusammenhang mit dem geschilderten Entwickelungs-
gang der Verwertung von Klammern.

Das Summierungszeichen 3 ist von EvLer (1707 Basel —
1783 Petersburg) eingefihrt. Wir finden es zum erstenmal in seiner
Differentialrechnung von 1755.5 Das Differenzenzeichen 4
stammt von JomANN BErNoULLI (1667—1748, Basel), der es in_einer
Abbandiung der Académie des Sciences von 1706 mit den Worten
empfiehlt: 517 , en prenant 4 pour le signe ou le caractéristique des différences
des fonctions.* Zum Allgemeingut der Mathematiker wurde es durch
EurLer; NewTon gebraucht es in seinem Methodus differentialis von
1711 noch nicht.

Das Zeichen »! fur 1-2:3:4-5,..+n tritt erst im neunzehnten
Jahrhundert anf. Es ist ein Vorschlag Kramp’s in seinen Ilémens
&’ Arithimétiqgue wniverselle, Cologne 1808, Nr. 289.5® Das Wort
Fakultat ist von demselben 1797%° in Anlehnung an das Wort
Potenz gewihlt; wihrend das letzte ein Produkt gleicher Faktoren
darstellt, bedeutet erstes ein Produkt regelmiiBig wachsender Glieder
ar(@a+ n)+(a + 2n).... Fiur die spezielle Form der Fakultit, in

814 Daselbst S. 103, — B Triparty (Anm. 11), z. B. 8. 655 u. Sfters, —
816 Egyen, Tnstitutiones caleuli differentialis cum ejus usu in analysi finitorum ac
doctring serierum, St Petersburg 1755, cap. 1, § 26, 8. 27: , Quemadmodum ad
differentiam denotandum usi sumus signo 4, ita summaem udicabimus signo Z*, —
817 Mém. de I'Ac. d. se. 1706, gedruckt 1707, Parie ,,Sur les isopérimédtres™
8. 287; Jor. Beenourw, Opera, Lausanne 1742, 8. 426, Zeile 7—9 v. u. —
88 Nach Bairzer, Die Flemente der Mathematik, Bd. I, Buch I, § 23,2,
Vierte Avfl,, Leipzig 1872, 8. 132. — 619 Krauwe, Analyse dez réfractions
astronomiques ef terrestres, StraBburg u. Leipzig 1797, cap. 1IL
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der n —-1 und a —1 hatte Lmnmz sxch che Be&elchnung nwamert
continui gebildet,’2® wihrend AmrBoGast sie 1800 Faktorielle®
nannte. Der letzte terminus ist noch heute gebrauchlich.

Das Zeichen co fir Unendlich verdankt man dew englischen
Mathematiker Warris (1616—1703, Prof. d. Geom. in Oxford). Er
giebt es zuerst in einer 1655 herausgegebenen Schrift von dep
Kegelschnitten: Traclatus de sectionibus conieis nova methodo expositis,5?
und verwendet es dann auch sofort in der ebeufalls 1655 erschienenen
Arithmetica Infinitorum.*®®  Eine Erklirung dieses Zeichens ist noch
nicht versucht worden. Sollle Warwnis, der ein sehr tiichtiger Philo-
loge war und sicherlich viel Manuskripte ilterer Autoren in die
Hand bekam, es aus einer verbreiteten Ligatur co?¥ fir M = 1000
(siehentes Jahrhundert und spiter) sich gebildet haben?

Funktionalzeichen empfieshlt zuerst Jomann BERNOULLI in
einem Brief vom August 1698 an LErieniz,*%® und zwar will er mit
X oder § eine Funktion von z bezeichnen. Abweichend davon sind
die gleichzeitig von Lrmniz gebrauchten Symbole, die unter Be-
putzung von Indices eine ungleich umfassendere Verwendung ge-
statten.®2¢ Den Buchstaben f mit rechts danebenstehendem einge-
klammerten Argument gebrauncht EuLER zuerst in den Comment.
Petropol. ad anpos 1734/85;5% ihnlich bezeichnet zu derselben Zeit
Cramravur (1718—1765; Paris, Mitgl. der Akademie} eine Funktion
von xz mit Tz, ®z oder 4x,5%® beide sicherlich voneinander unab-
hingig. Die Zusammenstellung ¢ () benutzt zuerst D'AvemBrRRY
(1717—1783, Paris, Akademie) 1754 in den Recherches sur différens
points imporiants du systéme du monde 1. 50,5

Wenn es auch unserem mgenthchen Thema fernhegt, 80 wollen

520 Lrivniz, Ges. Werke, ed. Gmam, 8. Folge, Bd. VII, Halle 1863, 8. 102 ff.

— B2t Apnoaast, Du ealenl de dérivations, StraBburg 1800, S. 364; nach (ebenso
Anm. 519) Evrerwrwy, Grundlehren der hoheren Analysis, Ber]. 1824, Bd. I,
8. 8/9, — 522 Warnis, Opera math,, I, Oxford 1695, 8. 297, De sectionidus
conieis, Pars 1, prop. I: ,, Eslo enim ®© nota numeri infiniti*. — 623 Daselbst
8. 405, Prop. XCL — 524 Vgl. W, Warrenpach, Anleitung sur latein. Pallo-
graphie, 2. Aufl., Leipzig 1872, Anhang §. 41. — 528 Liwnr’ Werke, ed. Ger-
naeot, 8. Folge, Bd. 1TI°, Halle 1856, 8. 581 ,,Ad denotandam Functionen alicuivs
quantitatis indelerminatae x, mallem wii litera majuscula cognomine X vel graeco &,
ut simul appareat, cusus indeterminatae sit Functio®, — 52€ Daselbst, 8. 537
a1, a'% ete., entsprechend unseren f, (x), f3(x). ... —- 827 Ba. VII (gedruckt

8t. Petersb. 1740), daselbst 8. 186¢ letzte Zeile: ,,Sif (: + c) denote! functionem

quamcumque ipsius i + ¢, — 528 Hist. de PAcad. d. sc. de Paris 1734 (gedr.
1736), &. 197, — 529 Canros, 1II4, 8. T11.
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wir doch noch auf das Erscheinen des Wortes Funktmn 530 an d1eser
Stelle eingehen. LEeibNiz verwendet es 1694 in den Acta Erudi-
torum (Juliheft) zuerst in geometrischem Sinne fir eine Strecke,
die sich in einer speziellen Aufgabe nach gewissen Vorschriften
dndert.®3! Im Oktober 1694 griff es Jakor BErNouLLI in derselben
Zeitschrift in’ gleicher Bedeutung auf®*? Die moderne Auffassung
findet sich bei Jomann BErNoULLI in einem Brief an LEmsNiz aus
dem Juni 1698, in dem er bei Gelegenheit des isoperimetrischen
Problemns von ,Funktionen der Ordinaten® spricht.®®® Die Antwort,
die Lrien1z Ende Juli 1698 zuriicksendet, zeigt, daf auch dieser in-
zwischen dem Wort Funktion die neue Bedeutung beigelegt hat.>** Im
Druck erschien das neue Kunstwort dann zuerst durch Jomanw
BegnourLr 1706 in einer Abhandlung der Acad. des Sciences.536
Auch die erste Definition giebt Jonayy BervourLr uud zwar in den
Alkademieberichten von 1718.5%¢

Ferner wollen wir noch ein sehr wichtiges modernes Hilfsmittel,
den Algorithmus der Determinanten, behandeln, wenngleich er
nicht zur Schulmathematik gehort. Bei Gelegenlieit der Auflésung
eines Systemes von Gleichungen mit mehreren Unbekannten be-
handelt Lemriz (in einem Brief vom 28. April 1693 an den Marquis
pE L’Hospirar)®¥ folgende drei Gleichungen

104 112+ 12y =0
20 + 21z + 22y = 0
80 + 8l + 32y =0,

wo die Koéffizienten 10, 11 u. s, w. als Indicesbezeichnungen, wie
unsere aq, @11, &12... aufzofassen sind. LEIBNIz eliminiert zuerst y

830 (anrom, III*, 8. 488 ff. — B31 Act. Erud., Leipz. 1694, 8. 816, Z. 12—13;
Lrinsnrz, Werke, ed. Germanpt, 3. Folge, Bd. V, Halle 1858, 8. 306 Miite, —
632 Acta Erud., Leipzig, Okt. 1694, 8. 391, Z. 17 und &fter; Jac. BeasovLu,
Opera [, Genev. 1744, 8. 618. — 533 Lgrsnz, Werke, ed. Gerwaror, 3. Yolge,
Bd. III®, Halle 1858, 8. 507, Z. 8 v. n. — 0534 Dagelbst 8. 525, Z, 26—27:
wPlacet etiam, quod appellatione Functionum uterts more meo’. — 535 Mém, de
PAec. d. sc. de Paris 1706 (gedruckt 1707), S. 235; Joa. BemnourLi, opera I,
Lausanne 1742, 8. 424, Zeile 8 v. u. u. $fter. — 836 Mém. de I'Ac. d. se. de
Puris 1718 (gedruckt 17417), §. 106, Z. 3—1 v. u.; Jon. Benxoviur, opera II,
Laus. 1742, 8. 241, Z. 21—-24: ,, On «ppelle Fonction d'une grendeur variadle
une quantité composée de quelque manitre que ce soit de celte grandeur variable
et de constantes* Nachtrag: Nach Exestrdm, Bibl. math., 3. Folge, Bd. II,
8. 150 hommt functio schon 1692 in einem Aufsatz von Lesmz vor: De
linea ex lineis numero infinitis ordinatim ductis (Act. Erud, 1692, S. 168--172,
bes. 170), dann in einem DBrief an Huyvawens v. 28. V1. 1694. — 537 Lz,
Werke, ed. Geruaror, 3. Folge, Bd. II, 8. 239 und Bd, V, 8. 348.



10422 — 12:20 4+ 11222 — 12-2lz = 0
10.32 — 12-830 + 11:325 — 1231 =0,
daun noch z, und schreibt das erhaltene Resultat in der Form
1,°2,°3, 1,+2,-8,
1,:2,+8,=1,-2,-3,
1,:2,-8, 1,-2,-3,,

in der die drei links bezw. rechts stehenden Produkte mit je drei
Faktoren zu addieren sind, Er bat also, wenn auch noch nicht
der Form nach, die heute als Resultante bezeichnete Determinante
gegehen, Sehr wichtig ist die sich daran anschlieBende Bemerkung,
daB man derartige Untersuchungen anch allgemein vornehmen kgnnte
und dabel immer zu einer Gleichung zwischen Produkten mit soviel
Faktoren gelangt, wie Gleichungen vorbanden sind, die Produkie
aber stets nur Koéffizienten verschiedener Gleichungen als Faktoren
aufweisen. Auch darauf macht Leieniz noch aufmerksam, daB hier
die Kombinatorik der Algebra sehr wichtige Dienste leisten konne.
Fortfuhrungen disser Untersuchungen hat man weder bei LEieniz
noch bei einem seiner Zeitgenossen (bis auf eine ganz gelegentliche
Notiz in den Acta Erud. von 1700, S. 206 —207) gefunden. Erst in
der Mitte des achtzehnten Jahrhunderts tauchen solche Unter-
suchungen wieder auf — ob ganz unabhingig von LEipniz, ist nicht
zu entscheiden, wenn auch die jedermann zugangliche, zuletzt erwihute
Notiz in den Acta Erud. von dem neuen Bearbeiter nirgends er-
wihnt wird. Dieser zweite Erfinder der Determinanten ist GABRIEL
CraMER (1704--1752, Prof. d. Math. zu Genf), dessen Introduction
@ Vanalyse des lignes courbes von 1750 (Genf) in einem Appendix5®®
die neue L¥sungsmethode eines Systemes von n Gleichungen ersten
Grades mit » Unbekannten

A' =2z + Yy + X'z + V'o + ete.
A= 22z + Y3y + X3z + V20 4 ete.
AS = 2Pz 4 Y3y + X3 + Vv + ete.

mitteilt. Die Werte der Unbekannten x,y, x, v... stellen sich in
seinen Rechnungen als Briiche mit gleichem Nenner heraus. Aus den
Produkten Z- Y- X- V...., in denen jeder Faktor einen anderen oberen

638 Daselbst 5. 857—659 De Vévanouissemeni des inconnus, bes. 8. 858.
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Index aus der Reihe 1, 2, 8, 4.... erhalt, und deren so viele
miglich sind, wie die Reibe 1, 2, 3, 4 ... . permutiert werden kann,
bildet CraMER eine algebraische Summe. Jedem Produkte, das
in der Indicespermutation eine gerade Anzahl von Inversionen,
dérangements, aufweist, erteilt er das positive Vorzeichen, jedem
anderen das negative Vorzeichen. Diese Summe bildet den gemein-
gsamen Nenner. Der Ziahler — etwa fir die Unbekannte y —
wird aye diesem Nenner sehr einfach dadurch abgeleitet, dab
man die zugehdrigen Koéffizienten ¥ durch die entsprechenden 4
ersetzt.

Wir erkepnen deutlich unsere moderne Determinantenanf-
16sung. CraMER's Methode hatte den Vorzug, picht unbeachtet
zu bleiben. Brzour (1780—1783, Paris),*® dann VANDERMONDE
{1735—1798, Paris),’* der zum erstenmal Symbole fiir die anf-
tretenden Summen benutzte, ferner LarLace {1749—1827, Parig)®
nalmen die neu entstehende Theorie in Arbeit. Laaranee (1736
Turin — 1813 Paris; Turin, Berlin, Paris)®4? betrachtete ihre
Verwendbarkeit bei Problemen der analytischen Geometrie. Von
wesentlicher Bedeutung sind die Forschungen Gauss’ von 1801 in
den Disquisitiones arithmeticae (z. B. Nr. 159, 270). Die moderne
Benennung Determinande rithrt von Cavcay (1789—1857, Paris)®4s
her, ebenso auch die quadratische Anordnung der Elemente. Den
Arbeiten von CavcHy®* und Bmver 181255 verdankt man die
Ausfithrung der Multiplikation zweier Determinanten. In der
Meisterhand Jacosr's (1804—1851, Berlin)®*® bildete die Deter-
minantentheorie sich zu dem bewunderungswiirdigen Instrument
heraus, das heute jedem Mathematiker unentbehrlich ist. Die ersten
bedeutenderen Lehrbiicher fiir die Theorie der Determinanten sind

839 Hiet. de I'Ac. de Paris 1764 (gedr. 1767), Mém. 8. 288—338: Recherches sur
le degré des Equations résuliantes de Uévanouissement des inconnus et sur les
moyens, qwil convient d’employer pour trouver ces Kquations; Théorie génér.
des Equat. algébr., 1779 Paris. — 540 Hiet. de PAc. de Paris 1772 (gedr. 1176),
Bd. II, Mém. 8. 516—532. Mémoire sur Pélimination vom 12./I. 1771, —
541 Hist, de I'Ac. de Paris 1772, Bd. 11, in einer Abhandlung: Recherches sur
le calcul intégral et sur le systéme du Monde, cap. IV, Mém. S. 294—304. —
542 Nouv. mém. de I'acad. roy. de Berlin 1773 (gedr. 1775) 8. 149 ff.: Solutions
analytigues de guelques problémes sur les pyramides. — 543 Journal de 1'Ecole
polytechn., cah. 17 (gedr. 1815), Mém. sur les fonctions ..., S. 52—53,
30./XL 1812. — 544 Dagelbst S. 29—112. — 546 Journal de I'Ecole polyt.,
cah. 16 (gedr. 1813), S. 280 ff., Meém. sur un systéme de Formules analytiques,
30./XIL. 1812, — 846 Cpriie'sches Journal vop 1628 an, besonders 1841 De
formatione et proprietatidbus determinanisum, S. 285 ff. und De determinantibus
Sfunctionalibus, S, 319 .

TaoPFkE, Qeschichle. I. 10
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das italienische Werk von Brroscar 1854 %7 und das deantsche von
BarLrzer 1857.548

3. Einfuhrung allgemeiner BuchstabengréBen.

Im vorstehenden haben wir die Geschichte der algebraischen
Zeichen und Symbole, soweit sie nicht zu spiteren Kapiteln, wie zur
Potenzlehre, Wurzellehre, Trigonometrie u. s. w., gehort, besprochen.
Obne die Einfiihrung allgemeiner BuchstabengriBen muBte die
Algebra in den Anfingen verbleiben. Diesen Fortschritt verzeichnet
die Zeit Viera's (1540—1603; Paris, franz. Staatsmann); erst durch
ihn vermochte sich eine wirkliche Formelsprache zun entwickeln,
Vor Viera gab es natirlich ebenso wie nach ihm Regeln und Lehr-
sitze, denen die modernen Formeln entsprechen; aber sie muBten
durch schwhlstige, zumeist iuBerst langatmige Satzkonstruktionen
ausgedritckt werden. Ihre Wahrheit wurde hinterher oft nur durch
Zahlenbeispiele, gleichsam wie zur Probe, gezeigt.

Man darf nun nicht glauben, daB vor Viera aberhaupt keine
allgerneinen BuchstabengroBen gebraucht worden seien; nur ihre
ausschlieBliche und folgerichtige Verwendung ist Viera’s hohes Ver-
dienst. Wir wissen, dab die Griechen in ibrer Geometrie die Ge-
wohnheit hatten, Flichen, Linien und Punkte mit mehreren oder mit
einem Buchstaben zu bezeichnen. Schon bei HirpoxnraTES (Chios,
um 440 v. Chr) laBt sich diese Sitte mit einiger Sicherheit nach-
weisen.*®  AmistoreLEs (384 v. Chr. Stagira in Macedonien —
822 Chalkis; Athen, Schule der Peripatetiker) belegte auch andere all-
gemeine Grofen mit Buchstaben:®® ,Wenn 4 das Bewegende, B das
Bewegte, I" aber die Linge und 4 die Zeit ist, in der es bewegt
worden ist, so wird die gleiche Kraft .4 in der gleichen Zeit auch
die Halite des B doppelt so weit als I" bewegen oder auch in der
Hilfte der Zeit 4 gerade so weit wie I'* Grolle Buchstaben muBten
von den Griechen gewihlt werden, damit keine Verwechslung mit
bestimmten Zahlen, die bei ihnen bekannilich durch kleine Buch-
staben bezeichnet wurden;, eintreten konnte. Bei KurLip (Alexandria,

847 1. Bmioscnr, Teoria dei Deferminanti ¢ le sue princ. applicaz., Pavia 1854,
deutach v. Scueniwacn, Berlin 1856, — 6548 R. Battzer, Theorie u. Anwend.
d. Determinanten, 1. Aufl, Leipzig 1857, 5. Aufl.,, Leipzig 1881, — 849 Caxron, I,
3. 194. — 860 Apistorries, Puowiy dxgodcsws I, cap. 5, Berlin, Akndemiesusg.,
Bd. I, 1881, S, 249, Z. 80 ff.: ,, B¢ 8 10 yér A 15 morviw, 16 3¢ B 1> Hevotpeyor,
ooy O mexivntae pipwos 16 I, &v Suw 88 & yodvoe i ob 4, & & vy Yo yedvo
i toy Stwapes # €9 b A 0 uov 109 B dembaviav 1 I’ xvijee, ty 06 o I
& 6 fjuioes 700 4%; vgl. Cantor, I, S, 240,
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um 300 v, Chr.), dem Eiementenschrelber xat tfoysv, sehen wir
schon allgemeine ZahlengréBen durch Buchstaben bezeichnet, ohme
daB er sich indes von dem geometrischen Bilde ginzlich loslisen
konnte. Ahnlich bei Arovronrus v. PERGAE (zw. 250 und 200 in
Alexandria, daon in Pergamum). Wenn dieser aber bei der Er-
orterung und Gruppierung seines Zahlensystemes die Zahlen von
1—-9999 als die ,Tetrade der Einheiten®, diejenigen von 10000
bis 99999999 als die ,Tetrade der Myriaden“, danach {folgend
die , Tetrade der zweifachen Myriaden, dreifachen* u.s.w. bis zu der
der ,x-fachen Myriaden* auffihrt, so ist in dem letzten Ausdruck
eine erste Abstraktion von der geometrischen Anschauung, also eine
erste, wirkliche allgemeine Buchstabenzahl zu erblicken.®! Fraglich
ist nur, ob dieses Verdienst dem AroLrownius oder nicht vielmehr
dem Uberlieferer dieser Stelle, Parrus (295 n. Chr., Alexandria),
zuzuschreiben ist. Bei diesem steht nimlich der allgemeine Ge-
brauch groSer Buchstaben zur Bezeichnung unbestimmter Zahlen
sicher fest.®? Jedenfalls ist so einigermafen das Auftreten uu-
bestimmter GréBen, wie das des ¢, in der diophantischen Algebra
(drittes bis viertes Jahrhundert n. Chr.) vorbereitet (vgl. 8. 125
—126). Bekannte Grdfen werden aber auch noch bei DiorHanr,
wie in der ganzen Folgezeit bis Viera, durch spezielle Zahlen
ausgedriickt; nur einmal spricht DiopHant (lib. II, 8, 9) von
einem beliebigen Vielfachen der Unbekannten, wie wir von einem
n-fachen,56?

Mit dem Eintritte in das Mittelalter ist ein Weitergehen in Ver-
wendung von Buchstabengrdfen unverkennbar. Leonarpo von Pisa
(1202 lber abaci), jener mathematisch so hoch veranlagte italienische
Gelehrte, dem das Abendland in erster Reihe die Kenntnis indisch-
arabischen Wissens verdankt, gebrauchte im Anschluf an griechisch-
arabische Muster bei arithmetischen Beweisen Buchstaben und
zwar wie EURLID unter dem geometrischen Bilde von Linien, indes
ohne sie daneben zu zeichnen. Auch finden wir bereits bei ihm
Satze wie: ,a Pferde {ressen b Gerste in ¢ Tagen” und ,d Pferde
fressen e Gerste in f Tagen®, woraus die Gleichheit der Produkte
.a.¢.c und .d.b.[ gefolgert wird (dle Punkte zwischen den Kaktoren

851 Purus, Collectiones, lib. II, § 1—21, ed. HUL‘]“ECH, Bd. I, Ber] 1876, z. B.
8. 2, 4 8 daki puptae, L 11—13 Seadip pugues, 8. 6, Z. 28 rgenldij vy, 5 22,
7. 6 vergandyi pygtis ..., S. 24, 7 19 rq;-_:xmﬁsmml:} Heov oo S04, 415
pvgtides Gpeorvpos 1) Z, S. 18, 16 ff. p. dpdrvpor wir K. — 882 Parrus, llb 1I,
§ 5 ff, ed. Huwrsen, S. ¢ & — 583 Dnornanm, lib. 11, 8, 9, ed. Tanneny, Leipz.
1893, S, 90, Z. 14 bezw. 5. 92, Z. 5: dno ¢@ dowr=a quotlibet =

10*
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amd keme Mult.lphlmt:onszelchen gondern nur Trennpunkte durch
die jede Buchstabenzahl, wie .a., .., eingeschlossen wird, um
sie aus dem Zusammenhang der ibrigen heranszuheben).t®* Einen
viel gréferen Umfang nimmt die Verwendung allgemeiner Buch-
stabenzahlen bei seinem Zeitgenossen JorDaNUs NEMorarius (Deut-
scher; + 1237, Ordensgeneral) an; ja im Texte seiner Schriften er-
scheinen sogar auneschlieBlich Buchstaben, Zahlen hichstens am Rande
bei Beispiolen. Man kénnte Jorpanus als den Begriinder eimer all-
gemeinen Buchstabenrechnung bezeichnen, wenn ihm nicht das
Wichtigste bei der Benutzung von Buchstaben — Operationszeichen
und andere Rechnungssymbole — vollstandig fehlte. Die Addition
drilckte Jonpanus Nemorarius durch einfaches Aneinanderschreiben
aus, Bei allen anderen Rechenoperationen versagt ihm dieses Hilfs-
mittel: es bleibt ihm nichts anderes iibrig, als fiir das Resultat
der gerade vorliegenden Operation einen neuwen Buchstaben ein-
zufithren. So muB er beim Weiterschreiten der Rechnung zu immer
neuen Buchstaben greifen,’®® und es ist klar, daB schlieBlich
der Leser den Faden verliert, also gerade der Vorteil der Buch-
stabenformeln, die hohe Ubermchthchkelt nicht vorhanden ist. —
Abnlich wie Jorpanus NEmoragros muf auch noch BrLpomanpi
(+ 1428; Prof. in Padua) im Aljorismus de integris von 1410 ver-
fahren.®® Wohl im Gefihl der Unzulinglichkeit vermeidet Lioca
Pacivoro, den wir als den Verfasser des bedeutendsten Rechenwerkes
seiner Zeit (1494 Swmma) schitzen gelernt haben, die Verwendung
allgemeiner Grofen in der Swmma giuzlich. Nur gelegentlich
zieht er in einer anderen Schrift Buchataben heran (Divina pro-
portione von 1509, geschrieben 1497),%% aber in einem Falle,
wo weitere Rechnungsoperationen nicht wabrgenommen zu werden
brauchen — eotwa 80, wie der deutsche Mathematiker GuramMmarEUs
{t 1525, Universitiitslehrer in Wien) sich an einer Stelle im Rechen-
buch von 1518 den Satz erlaubt: ,IDie fidy hat a 3um b | alfo hat
ﬁd? ¢ 3um dir s

In der Entwicklung der Cp8, wie die Algebra um die Wende

des fiinfzehnten Jahrhunderts bis tiber die Mitte des sechzehnten
hinaus genannt wurde (siehe S. 126; ferner 3. 189fF. ), blldet.en sich

864 Leonarpo Prsawo, 1, 132 ff. (Aom. 17). — 585 Vgl Tnm:rn.r.m, J)ew Traktat
des Jordanus Neﬂmmus e numeris datis, Abh. zur Geschichte der Math.,
II, 187% (Suppl. zu Bd. 24 der Ztschr. f. Math. u. Phye), 8. 132—133, u.nd
M. Cunrzr, Ztechr. f. Math. u. Phys., Leipzig 1891, Bd. 36, Hist.-litt. Abteilung,
8. 1—8. — 866 Canrom, 11%, S. 206, — 567 Canror, [1Y S. 343, — 588 Rechenbuch
v. 15182  Regula de fre in ganfen’’, zweite Seite dee so betitelten Abschnittes.
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Operationszeichen, wie das Plus- und Minuszeichen (8. 131—134), der
verlangerte Bruchstrich (8. 137), und Anfgaben aus dieser Zeit sehen
modernen Rechnungen bereits im allgemeinen dhnlich. Aber man
blieb bei der Verwendung reiner Zahlenkodffizienten stehen; die
einzige durch Buchstzben ausgedrickte GroBe war die Unbekannte
in Gleichungen, die man, #hnlich wie DiopaaNT (S. 125) mit dem
Anfangsbuchstaben des fiir sie gebriuchlichen Wortes radix, durch
ein verschndrkeltes », andeutete (vgl. 3. 150, 190—195). Auch fur
die Potenzen der Unbekannten erschienen nach und nach symbol-
artige Abktirzungen (vgl. S. 190ff). Der ungemein wichtige und
anscheinend so nahe liegende Schritt, dieses symbolische Rechnen
mit der Verwendung von Buchstabenkoéffizienten in Verbindung zu
bringen, ist eben die Neuerung ViETA's (1591 In artem analyticam
Isagoge). Seine Buchstaben sind zunichst allgemeine Bezeichnungen
fur Linien, Flichen u.s. w., nach dem Vorbild der griechischen
Mathematiker; sie sind Ausdricke fur geometrische Gréfen, nicht
fiir reine Zahlen, Daher kommt es, daB er so groBes Gewicht auf
Homogenitit legt und streng daraof achtet, daB dis Dimensionen
seiner algebraischen Ausdriicke iiberall Einheitlichkeit zeigen. Hat
er es z. B. mit einem Ausdruck wie a-b — ¢ zu thun, so schreibt
er A #n B— C planum, sieht also 4 und B als Strecken, B als Fliche
an, um die zweite Diménsion zu wahren. Wihrend sich aber die
antike Mathematik von einer dreidimensionalen Anschawuung nur
gehr spit, wie in DiopeaNT's Algebra, freimachen konnte, iiber-
schritt Viera die Raumanschanung ohne weiteres und stieg zu
hoheren Dimensionen aunf, die nun nur noch algebraisch verstanden
werden konnen. Wir finden in seinen Beispielen Potenzen der
Unbekanpten bis zur neunten vor, wohlgemerkt unter Aufrecht-
erhaltung dieser Hobe innerhalb des ganzem Ausdruckes. Auch in
der Auswahl der zu benutzenden Buchstaben zeigt VIETA ein festes
Prinzip. Er verwendet, wiederum viellsicht in Anlehnung an die
griechische Mathematik, nur groBe Buchstaben, die Initialen der
lateinischen Schrift. Als Zeichen der unbekannten GroBen dieunen
ihm die Vokale A4, E, I, O, V, Y, fir die Bekannten schreibt er die
Konsonanten B, G, D u.s w.55°

Fehlten Vieta an einer vollkommenen Algebra auch noch ver-

888 Viera, fsagoge, Tours 1591, 8. 1*: ,, Quod opus, vt arte aligua jJuuetur,
symbolo constandi & perpetuc ac bene conspicuo datae magnstudines ab incertis
quaesititiis distinguantur, ot pote magnitudines quacsititias clemento A alid ue
literd vocali E, I, 0, V, Y, datas elementis B, G, I} alifs ue consonis designando’.
=Weil man, um durch irgend ein Hilfsmittel unterstlitzt zu werden, eines
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schledene Operatlonsaelchen, wie besonders unter den einfacheren ein
Multiplikationszeichen, an dessen Stelle er sich mit der Priiposition
#n begnligen muBte, so war doch im Prinzip die Richtschnur zu
einer befriedigenden Weiterentwicklung gegeben. — In betreff der Be-
nutzung allgemeiner BuchstabengrioBen standen nur noch einzelne Ver-
besserungen aus. Zunichst ersetzte der Englénder Harmior (1560
bis 1621, Oxford) die grofien Buchstaben Viera’s durch die kleinen,
folgte ihm aber noch in der Verwertung der Vokale fiir unbekannte
GrioBen.5" Hierin traf Descarres (1536—1650) in der Géoméirie
von 1637, jenem Werke, das in der Geschichte der Mathematik eine
ganz neue Epoche einleitete, eine bis heunte giiltige Anderung. Fur
die bekannten GroBen bestimmte er die ersten Buchstaben, fir die
unbekannten die letzten Buchstaben des Alphabets. Vob diesen
bevorzugte er das x, wenn auch in der Géométrie zuerst z,5%
dann %% und zuletzt x99 auftritt. Wie das z zu dieser Auns-
nahmestellung kam, ist nur geschichtlich zu verstehen. Die deutschen
Mathematiker bis zur Mitte des sechzehnten Jahrhunderts, die Cos-
sigten, pflegten die Unbekannte und ilire Potenzen durch die Anfangs-
buchstaben der fiir sie gebriuchlichen Worte zu bezeichnen (vgl.
S. 1901f); so schrieben sie fiir die erste Potenz, die radiz genannt
wurde, ein 3¢, anscheinend ein lateinisches, verschnérkeltes ». Dieses 2,
dessen Vorgeschichte wir in der Geschichte der Potenzlehre kennen
lernen werden (S. 190—195), hat eine so abgeinderte Linienfihrung,
daB es eher ecinem z als einem ¢ ihnlich sieht. Der Schritt, es
schlieblich als z zu lesen, konnte, da es niemals als Wort ge-
schrichen wurde, nicht ausbleiben und ist gewiB langst vor Des-
CARTEs gethan worden.’®® — Dieser Xrklarungsversuch ist an-
sprechender als cin zweiter, nach dem DEescarres eine in gleichem
Sinne verwendete Bezeichnung des Italieners CaTranpr (f 1626,
Bologna), eine durchgestrichene Eins ¥ (= erste Potenz der Un-
bekannten, dhnlich 7 und 3 fir 7 und 2% vgl. S.196), mibver-
stindlich als x angesehen haben soll.50%

stete gleichen und anachaulichen Symbeles beduxf, sollen die gegebenen Gréfien
von den unbekanoten unterschieden werden, ctwa dadurch, daB man die ge-
sucht¢en GroBen mit dem Buchstaben A oder cinem anderen Vokal K, I, O,
U, Y, die gegebenen mit B, ¢, I oder anderen Consonanten bezeichnet —
G680 1631, Artis anal. praris, S. 4 ff. (Aum. 100) — 861 Qcuvres de Descanres,
ed. Cousin, 3d. V, Paris 1824, S. 817. — 562 Dagellist, 3. 319, 4. 8 v. u. —
663 Truselbst . 319, Z. 1 v. u. — 864 ‘I'nupreeww, Die dewlsche Cof, Abh. z.
Geach, d. Math,, Bd. 11, 1879, 8. 32; vgl. Ztechr. {. Math. u. Phys., Il, Leipz.
1857, 8. 366 und Canror, II®, 798, — 565 Wyprnem, Ztschr. f. Math. u. Phys.,
Ld. 44, litt.-hist. Abteilg. 8. 48.
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Dle letzte Stufe in der ]!.mfilhrung Yon Buchstaben bildet die
Anwendung von Indices. Ibre Erfindung geht, wenn wir das ganz
gelegentliche Auftreten punktierter Buchstaben B B, die Stevin
(1548 Briigge — 1620 Leiden) fiir zwei gleichberechtigte, bei einer
Dreieckskonstruktion erhaltene Punkte B gebrauchte, nicht beachten,
auf Lieieniz (1646 Leipzig — 1716 Hannover) zuriick. Dieser nannte
z. B. die Punkte, die einer Kurve C angehdren, ,C, ,C, ;0 u.s. w. mit
linksstehenden Indices (1675/76)%® und 2n anderer Stelle die Ele-
mente determinanteniihnlicher Ausdrticke 1, 2,, 3, (vgl. 8. 144) mit
rechtsstehenden Indices (1693).557 Auch sein groBer Zeitgenosse
Newrton (1643—1727) erkannte bald den Nutzen solcher Indices an;
er bediente sich ibrer in einer Abhandlung Methodus differentialis, die
1711 erschien.’® Von nun an verschwinden die Indices nicht mehr
aus dem Bestande der Mathematik. Gestrichelte Buchstaben
finden sich zuerst in ausgedehnterem MaBle bei KyLer (1707 Basel
—- 1783 Petersburg).5%

B. Der Name Algebra.

Bereits zur Zeit PrLaton's (429—348 v, Chr., Athen) teilte
man die Lehre von den Zahlen in eine theoretische, Arithmetik,
und eine praktische, Logistik.5¢® Fiir die erste sind uns ver-
schiedene Vertreter und ilire Werke bekanut, wie Buxrip (um 300
v.Chr,, Alexandria), NixomacHus v. GERasa (um 100 n, Chr.), Turon
voN SuyeNA (um 130 n. Chr.), Jamsricaus (um 323 n. Chr.); von den
Logistikern sind, abgesehen von geringen Bruchstiicken bei Turow
vOoN ALEXANDRIEN (um 365 n. Chr.) und Euvroxrus (geb. 480 n. Chr.
zu Askalon), keine Schriften auf uns gekommen, wahrscheinlich auch
sehr wenige vorhanden gewesen. Denselben Unterschied kinnen wir
auch in der Geometrie bei den Alten nachweisen; hier stand der
theoretischen (eometrie die praktische Geodisie gegeniiber. Der
eigentliche Mathematiker zog die theoretische Wissenschaft vor und
iiberlieB die praktische Seite den Rechenlehrern, Feldmessern u. a,,
die wiederum mit seltenen Ausnahmen nicht geniigend wissenschaft-

553 Lewnz, Werke, 3. Ilolgc, Bd. V, cd. Gerunaeor, Halle 1858, S. 100ﬂ"
Compendsum quadraturae agithmeticae. — 887 Vgl die Einleitung zu Bd. VII
(3. Folge, Leeniz, Werke), Halle 1863, S, 6}7. — 668 QOpuscula Newtonii,
Lausanpnae et Genevae 1744, I, S, 215ff.: 4,, A,, A, B,, B,, B,. ... —
568 Eurer, Opuscula analytica, Petrop. 1789, z. B. §. 85 sogar bis /", —
670 Praton, Gorgias 451 B und C, ed. Sravuvavy, Gotha 1861, 11, 1, 8, 93—94, —
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liche Bildung besaBen, um Werke vor solcher Bedeutung zu schreiben,
daB sie der Nachwelt tberliefert wurden.

Fir die Buchstabenrechnung DiopEANT’S kannten die Griechen
kein besonderes Wort; wohl aber hatten die Inder eine eigene Be-
zeichnung in evyakia-ganite ,, Rechnung mit der Unbekannien*, dom gegen-
iiber die niedere Rechenkunst wyakia-gapita , Rechnung mit bekannten
Grifen®®7% hieB. Von groBerem geschichtlichen Interesse ist der
Name, der bei den Arabern fiir den theoretischen Teil der Zahlen-
lehre gebrinchlich war. Dieser, Aldsokobr walmukdbala, ist der Titel
ihres bedeutendsten mathematischen Lehrbuches, dessen Verfasser,
MunamMEeD 1BN Musa AncHwarizMl im ersten Viertsl des neunten
Jahrhunderts lebte. Dsohebr, in den lateinischen Ubersetzungen
restauratio, bedeutet das Hiniiberschaffen negativer Glieder auf
die andere Seite einer Gleichung, so daB nur positive Glieder auf-
treten, mukdbala (oppositio) das Vereinigen gleichartiger Glieder anf
beiden Seiten zu einem Gliede. DaB Avcuwagrizmi den Titel seines
Buches nicht weiter erklirt, lehrt, daB diese Worte Fachausdriicke
waren, die zu seiner Zeit sehr geliufig waren. Wir werden spiter
in der Lehre der (leichungen dieselben beiden Hauptoperationen
bei DiopHaNT wiederfinden und kénnen dadurchk nachweisen, daB die
Araber hier aus griechischen Quellen geschipft haben.

Durch die groBe Verbreitung des viel benutzten Lehrbuches
Mvuaaumep's wurde allmihlich der Titel Aldschebr walmukabala zur
Bezeichnung der Gleichungslehre iiberhaupt. Der arabische Doppel-
name gelangte mit dem zwdlften und dreizehnten Jahrhundert in
der latinisierten Form Algebra et Almucabale zum Abendland; so hat
Leowarpo vON Prsa in aseinem lber abaci (1202) im 15. Kapitel
einen Abschnitt mit der Uberschrift: Incipit pars fertia de solutione
quarundam quaestionum secundum Modwm algebre of almuchabale.”? All-
mihlich verliert sich die zweite Hilfte. RaraELE Canaccr aus Florenz
(vierzehntes Jahrhundert) ist Verfasser eines Buches mit dem Titel
Ragionamenti di algebra; anf ihn fihet auch die Erzihlung zurick, der
Name Algebra stamme von einem arabischen Mathematiker GEpPER.572
Das Wort Algebra allein benutzt auch ReciomonTan (Jon. MtiLLER
aus Konigsberg in Franken, 1436 —1476; Wien, Italien, Nilrn-
berg); 7% Luca Pacworo (1494 Swmma) kennt Zwar belde Worte

670* CoLknmookk, S. 131, Aom. 3 (Anm, 294). — on Lnommoo Pls.wo, I q 406
(Anm. 17). — 572 Canror, 1I% 8. 165. — B D¢ iriangulis omnimodis, 1538
Nirnberg, Anhang S. 49, Z. 3 ff. in seiner Streitschrift gegen Cusanus: pam’s
enim ad modum artem Algebrac sive ver el census satds cognitam seio, qua
quidem arte hue in negocio wsus swm.
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noch,574 aber bildet schon das Adjektivum algebraticus.®’® Im sech-
zehnten Jalrhundert tritt das zweite Wort Almucabala pur noch
selten auf; RupoL¥r, STIFEL, ScHEUBEL, CARDANO, GEMMA FRISIUS . 3.
haben nur Algebra. Zum letztenmal erscheint Almucabala in einem
Buchtitel bei GosseLIN 1577.57¢

Anders Namen sind bei den #lteren Italienern: drs magna,
Practics speculativa, Ars ves, Ars rei of census, Arte oder regola della
cosa, ars cossica, ars cosae, cossa, deutsch: die Cog.

VieEra nannte seine Wissenschaft Logistica speciosa, die benutzten
BuchstabengréBen species. Auch der Name ars analytica ist durch
Viera's Titel I artem analyticam dsagoge (1591) gebriuchlich ge-
worden,

Im AnschluB an das Vorhergehende seien noch einige andere
termini technici besprochen, die in der Algebra eine Rolle spielen.

Das Wort Binom geht zuriick auf Evkvuip X, 37, wo ein Aus-
druck von der Form a4 Vb éx o dvoudrow (ex binis nominibus)
genannt wird. In diesem Sinne hat sich binomium bis zum acht-
zehnten Jahrhundert erhalten und dann erst seine Bedeutung ver-
allgemeinert.’”” Die Weiterfiihrung Multinomium, die STEVIN
1585878 anwendet, hat sich nicht festgesetzt; spiter trat die falsche
Bildung Polynomium auf. Aggregat heiBt noch bei VIETa eine
Summe von nur positiven Gliedern.’?”” Ko#éffizient erscheint zum
erstenmal bei VIETA (longitudo coéfficiens) in einer 1591 verdffentlichten
Abbandlung Ad Logisticen speciosam notae priores®® (vgl S. 244).

C. Die Entwicklung des Zahlbegriffes.

I. Die Zahl Eins.

In der Geschichte der Zahlen und Zahlworter (8. 31f) wurde ge-
schildert, wie sich die Reihe der ganzen Zahlen hildete und aus-
baute. Noch tief in die griechische Zeit hinein, ja bis zum Auf-
treten DiopHANT's hielt man an der alleinigen Existenzberechtigung

874 Summa, Teil 1, Diet. 8, tract. 4, 8. 144, 7. 25. — 576 Daaelbst S, 144%,
7. 1 u. dfters. — 576 De¢ arte magna senw de vccults parte numerorum, quae ¢t
Algebra et Alnmucabala vulgo dicitur, nach Nesssuwann, 8. 53 (Apm. 86). —
877 Baitzkr, Elemente I, 2, § 6, 6. Aufl,, 8. 66. — 678 S, Syevin, ¢d. Girann, I,
8. 6, Def. 26 (Anm. 88). — 579 Viurs, Opers ed. Scuooren, Leiden 1646, 8, 28,
Z. 1 von unten und daun hiufiger.
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derselben fest, eine Auffassung, zu der die modernsten Theorien in
der Zahlentheorie zuriickkehren.

Die Eins nimmt in der Reihe der ganzen Zahlen eine Aus-
nahmestellung ein; die Griechen erkannten sie fiberbaupt nicht als
Zahl an. Sie sei als Hinheit nur der Ursprung aller Zabhlen, aber
nicht Zahl selbst; in einer Zahl miisse immer der Begriff der Vielheit
liegen — so lehren wahrscheinlich bereits die Alfpythagoreer (sechstes
Jahrhundert v. Chr.),*®° und ihnen nach sprechen alle, die aus ihren
Lehren oder den von ihunen beeinfluBten Schriften schépfen. Auch
bei KEukLip spielt die Eins durchaus noch eine Sonderrolle; anders
ist es nicht zu erkliren, dall in den FElementen VII. 9 u, 13
bewiesen wird, aus a:b = c¢:d folge a:e =05:d, kurz darauf
(VIL 15) aber dasselbe Theorem fir 1:5=6:d noch einmal beson-
ders dargelegt wird. — Fast unbemerkt scheint sich die Eins bei
den griechischen Mathematikern die ihr zukemmende Stellung zu
erringen. Der Neuplatoniker THEON voN SMymrwa (um 130 n. Chr.)
versichert nach altem Vorbilde an siner Stelle:®® ,otire 82 4 poveg
et pog, alde doyy aorpov“ (die Kinheit ist nicht Zabl, sondern
nur Ursprung der Zahl), zihlt aber wenige Zeilen spater®®* 1 unter
den ungeraden Zahlen und kurz davauf sogar in der natiirlichen
Zahlenreihe selbst auf’®? Man vergleiche hierzu auch die eben-
falls 1 als Zahl auffassende Bemerkung scines dlteren Zeitgenossen
Nicomacaus voN GErasa (um 100 n. Chr), in der auseinandergesetzt
wird, daB jede Zahl gleich der halben Summe zweier, in der Zahlen-
reihe nach verschiedener Richtung gleich weit entfernten Zahlen ist;
nur die Einheit sei hiervon ausgenommen, da sie nicht zwei Nachbar-
zahlen besitze, sie sich vielmehr nur als Hilfte der einzigen Nachbar-
zahl 2 ergibe.’®4

Die altpythagoreische Weisheit von dem Wesen der Eins wird
noch oft in der Folgezeit von gliubigen Schriftstellern vorgebracht.
So berichtet BoirHius (4807 Rom — 524 Pavia; rém. Staatsmann
und Philosoph)®® in der Geometrie: ,,unitas emim . . numerus non
est, sed foms et origo numerorum.* Auch die arabische Gelehrsamkeit
steht auf demselben Standpunkt, wie wir aus dem Rechenbuch
des MunamMED 1BN Musa Arnciwarizmi (Anfang des neunten Jahr-

580 AmisroriLes, Metaph XIII, 8, Berl Akademicausgabe 1831, Bd. II, S. 1083
reclits, 7. 8, und Nicomacnus, Eisagoge arithm., lib. I, eap. VI, 3, ed. Hocne
S.84 Z. 8 . (Anm. 218).— 68 Tupon Snyrnarus, ed. Hiwer, 8. 24, 7. 28 (Anm. 272).
682 IDaselbst 8. 28, Z. 5 und S. 32, Z. 11, — B33 Daselbst S. 88, Z. 4. —
604 Nicomacnus, Eisagoge, lib. I, eap. VIII, 1—2, 8. 14, Z. 13—18 (Anm. 213).
— 686 Bokrivs, Ars Geometriae, ed. Frueouen, S. 397, Z. 20 (Ao, 28).
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hunderts) ersehen; eine spatlatelmsche Ubersetzung (zwdlftes Jahr-
hundert) desselben sagt: ,,Unum est radiz umsversi numeri, et ¢st exira
numerum.“%¢  Gleiche Bemerkungen finden sich bei dem spiit-
griechischen Mathematiker PsELLus (um 1092),%% bei dem Perser
Beua Evpiy {1547—1622)%* und vielen anderen.

Noch am Ende des sechzehnten Jabrhunderts ist der Streit
nicht vdllig ausgetragen, ob Kins eine Zahl ist oder nicht. Denn
SiMon STEVIN fiihlte sich in der Kinleitung zu seiner drithmétique
von 1583 veranlaBt, das Anrecht der Kins, eine wirkliche Zahl
zu gein, eingehend und mit groBem Aufwand von Dialektik zu
verteidigen.5®®

2. Die Zahl Null.

Man wird sich nicht wundern, daB es der Zahl Null noch viel
schlimmer ergangen ist, indem sie auf ihre endgiltige Anerkenuung
sogar bis zum siebzehnten Jabrhundert hat warten missen.

DaB den Griechen der Begriff Null keine Zahl war, gelt aus
der oben angefithrten Stelle des Nicomacuys,® ferner daraus
hervor, daB Diopaanr die Wurzel Null bei Gleichungen nicht
kannte, Die Theorie der Gleichungen liefert uns iiberhaupt stets
die beste Gelegenleit, zu erkennen, ob Null als wirkliche Zahl
aufgefait wird oder nicht. Eine Gleichungsldsung Null verwerfen
die Araber, wie ArxarcHr (um 1010, Bagdad) in seinem Lehrbuch
der Algebra Al-Fachri,®® aber auch die mittelalterlichen Gelehrten
des Abendlandes, wie der Franzose N. CHUQUET (1484, Le Triparty
en la science des nombres)®®! und der Italiener Luvca Pacrvoro
(1494 Summa).59? Selbst im sisbzehnten Jahrhundert rechnet Marivo
Guerarp1 (1566—1627, Ragusa) in dem nach seinem Tode (1630)
gedruckten Werke De resolutione ot compositione mathematica die-
jenigen Gleichungen zu den unméglichen, die die Wurzel Null
haben.’®s Krst GIRARD (1590?—1632; Leiden, Lehrer der Mathem.)%¢4
und hesonders — durch die }_‘..rﬁndung der analytischen Geometrie

686 Trattati d. Boncowpagni, I, S. 2 (Aom. 130) und Zhe Algebra af Mﬂhammrd
ben Musa, ed. Rosen, 8. 5, Z. 7—8 {Anm. 119). — B87 Cainror, b, 5. 473.
— 588 Husenz der Rechenkunst, ed. Nessermanx, Berlin 1843, Eiulcitung;
Ubereetzung 8. 4. — B58% Syevin, T, 8§ 1—2 (Aum. 88). — 890 Lixtrait du
Fakhyi, p. Woepcee, Paris 1858, 8. 11, letzte Zeilen, — 59 Im Lripurty, 8. 750,
% 20 (Anm, 11) giebt Cnuquer dic Gleichung 94 = 52? als unméglich auy,
vgl. Canror, II%, 8. 358. — 892 Lyca Paciooro, Sunone, 8. 145 (Aum. 10); vel.
Cantor, T1%, | 322, — 59 Canron, 118, S. 509, — 594 Gyaarp, Favention, 1629
(Anm. 13), Scite D (Signatur), Abschuitt: ,Des Equations ordonnés',
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(1637 Géomélrie) — DrscarTes veranlaBte hier eine Anschauungs-
anderung, die bekanntlich auch zur Anerkennung der negativen Zahlen
von ausschlaggebender Bedeutung wurde.

Wozu das siebzehnte Jahrhundert nach vielen Irrungen ge-
langte, das hatten viel dltere Mathematiker, iiber 1000 Jahre frither,
bereita errungen, indes ohne daB die allgemeine Entwicklung der Mathe-
matik durch ibre Ergebnisse auf die Dauer beeinfluBt wurde. Wir
wissen, daB die Juder sogar ein Zeichen fir Null erfanden (S. 10ff);
wir kennen ferner die selbstindige Stellung, die sie den negativen
GroBen einriumten (S. 129, 165). Im engen Zusammenhange damit
steht die Bedeutung, die sie der Null beim Rechnen beilegten. Schon
Braamagupra (geb. 598) beschiftigt sich mit dem Auftreten der
Zahl Null beim Multiplizieren und Dividieren;**® ganz modern aber
klingen die Erdrterungen Buaskaras (geb, 1114) z. B. iiber Briiche,
deren Nenner gleich Null ist.5* , Solche GrdBe 1aBt keine Anderung zu,
mag auch vieles hinzugesetzt oder weggenommen werden“,5”” wozu
sein Kommentator KrisuNA (sisbzehntes Jahrhundert) bemerkt: ,Je
mehr der Divisor vermindert wird, um so mehr wird der Quotient
vergroBert. Wird der Divisor auf das auBerste vermindert, so ver-
grofert sich der Quotient auf das ZuBerste. Aber solange er noch
angegeben werden kann, er sei 80 oder so groB, ist er nicht auf
das #uBerste vergroBert; denn man kann alsdann eine noch groBere
Zahl angeben. Der Quotient ist also von unbestimmbarer Grobe
und wird mit Recht unendlich genannt. 5%

3. Das Unendliche.

Eine Ahnung des Unendlichkeitshegriffes diirfte keinem Volke
abzusprechen sein, nur fillt sein MaBstab je nach dem Bildungs-
stand verschieden aus (S.5). Wihrend das UnmeBbare bei geringster
Kulturstufe bereits vor den Tausenden beginnt, schoben die Griechen
diesen Begriff soweit hinaus, daB ArcmiMEDES (287—212 n. Cbr,
Syrakus) zu zeigen unternahm, die Zahlenreihe besitze keine obere
Grenze und man kinne selbst das, was den irdischen Menschen am
groBten erscheint, die Anzahl der Sandkorner, die das Weltall in Fix-
sternweite erfiillen wiirden, noch in Zahlen ausdriicken.’®® Bei keinem
dlteren Volke diirfte aber die Betrachtung groBer Zahlen, ja des

696 Baauwaauera, Cuttaca, ch. XVIII, sect. 11, 31—36, ed, CorssrooxE, Lond.
1817, §. 339—3840 (Apm. 294). — 596 Braseira, Vija ganita, cbh. I, sect. III,
ed. CorLenronke, S. 136—138 (Anm. 294). — 697 Iiagelbst 8, 188, — 699 Dy-
eelbst S. 137, Anm. 2; vgl. Canrog, 1° S, 576, — ©9% Vpl. Anm. 6.
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Unendlichen, so gepflegt worden sein, wie bei den Indern. Bei
ihnen war sie geradezu ein fester Bestandteil in ihren religitsen
Anschauungen; in keiner erhabeneren Weise konnten sie sich von
ihren Gottheiten eine Vorstellung machen, als wenn sie sich deren
Anzahl, Macht und Mittel in iibergroBen Zahlen versinnbildlichten.
— Die Verwertung des Unendlichen in der indischen Mathematik
haben wir im vorhergehenden Abschnitt kennen gelernt.

Wissenschaftliche Betrachtungen des Unendlichen, des Un-
endlichgroBen, wie des Unendlichkleinen, stellte man in der Akademie
Praron’s an (viertes Jahrhundert v. Chr). Ein AusfluB derselben
war die Exhaustionsmethode der Alten, die von Euboxvus von KNIvos
{(um 408—355 v. Chr., Schiller des ArcHyTas und Praron) wiederholt
benutzt und besonders von ARCHIMEDES mit groBter Gewandtheit ver-
wertet wurde. ks blieb nicht aus, daB die Sophistik sich gegen
diesen Begriff des Unendlichen und den damit zusammenhéngenden
der Stetigkeit wandte und beide mit ihren bekannten Trugschliissen
abthun zu kiénnen meinte,

Ziemlich klare Ansichten entwickelte im vierzehnten Jahrhundert
BrapwarpiNue {12907—1349; Prof. an der Universitit Oxford, dann
Hofgeistlicher in London) in seinem Traclatus de comtinwo. Bei ihm
findet sich zum erstenmal der moderne Unterschied zwischen Irans-
finit und Infinit.%° Weniger philosophisch als geometrisch sind die
Unendlichkeitsuntersuchungen DEsaraurs’ (1593—1662; Paris, Bau-
meister). Ihm verdankt man die Einfiilhrung des unendlichfernen
Punktes einer Geraden, in dem sich Parallelen zu derselben
schneiden.®! Von groBter Wichtigkeit aber sind die Arbeiten
KepLER's (1615, Sterecometria doliorwm) und CavaLiERr's (1655 geo-
metria); diese bildeten die Einleitung zu der Infinitesimalrechnung,
deren Fundament ein LEisMiz und ein NEwTon im letzten Viertel
des siebzehnten Jahrhunderts legte.

4. Die gebrochenen Zahlen.

Bei Betrachtung der Zahlen Eins und Null (S. 153f) wurde be-
hauptet, daB die Griechen nur die ganzen Zahlen als wirkliche
Zahlen ansahen. Diese Behauptung bleibt bestehen, auch wenn wir bei
ihnen Briiche antreffen. In Wirklichkeit werden diese Briiche namlich
nicht als abstrakte, reine Bruchzahlen aufgefaBt, sondern mehr

600 Ciwromr, 11V, 8. 119. — 01 Desanouves 1689, Brouitlon project d'une atleinte
aux éuénemens des renconires dun cone avee un plan, ed. Poopra, Paris 1864,
Bd. I, S. 104,
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als konkrete Untereinheiten, die in der Einzahl oder Mehrzahl auf-
treten, #hnlich wie Unterabteilungen von Miinzen, MaBen und Ge-
wichten, ohne daB dabei der Charakter ganzer Zahlen verloren geht.
Abstrakte Briiche wurden durch Verhiltnisse ganzer Zahlen ersetat,
deren Verwendung eine hochausgebildete Proportionslehre lehrte. Man
pilegt allgemein die l.ehre von den unbestimmten Gleichungen, die
in ganzen Zahlen geldst werden sollen, mit dem Namen DiopHANT'S
(drittes bis viertes Jahrhundert n. Chr) in Verbindung zu bringen
und kénnte die Forderung nach ganzzahligen Lisungen durch diese
griechische Gewohnbeit, nur ganze Zahlen anzuerkennen, erkliren.
Hier liegt aber ein grober geschichtlicher Irrtum vor, dessen Auf-
deckung die Bezeichnung ,diophantische Gleichung® als gapz un-
statthalt zeigt. Nicht DiorHanT hat sich mit solchen Gleichungen
abgegeben (siehe Teil 1I, F, 8), sondern die Inder. Die indischen
Untersuchungen blieben indes dem Abendland unbekanut, und erst
im siebzehnten Jahrhundert wird unabhingig von ihnen die For-
derung nach ganzzahligen Lésungen von neuem aufgestellt. Im
Gegenteil, Diovuant ist der erste Grieche, bei dem die Briiche
selbstiindigen Zahlenwert erhalten; wenn er seine Aufgaben beginnt
mit edgeiy ¢orFudy oder stoety ¢piPpods (Eine Zahl zu finden . .. ),
so erkennen wir an verschiedenen Stellen aus den Losungen, dab
darunter Briiche mit einbegriffen sind, thm also @pr$poi diejenigen
Zahlen sind, die wir heute rationale nennen, ®?

5. Die irrationalen Zahlen.

Viel umfassender ist die Geschichte der Entwicklung des Irratio-
nalen; bei ihr handelt es sich um eine Zeit, die mit dem ersten
Auftreten wissenschaftlicher Mathematik bei griechischen Gelehrten
beginnt und bis in die neueste Zeit lineinreicht.

Wie hoch auch die Lehre voin Irrationalen von den Griechen
ansgebildet wurde, so gelangten sie doch mnicht zur wirklichen Auf-
stellung des Begriffes der irrationalen Zahl. Rein geometrisch war der
Weg, auf welchem Py1a4GoRAs zur ersten Irrationalitit, der Diagonale
des Kinheitsquadrates, gelangte, rein geometrisch die Durchfithrung,
die uns im zehnten Buch der Elemente EukLin's entgegentritt. Aus
dem erregien Widerspruch der Sophisten (wie ZeNoN's) kann man
schliefen, welch tiefen Eindruck die neue, bald ans der Geheimlehre
der pythagoreischen Schule in die Offentlichkeit gelangte Walrheit,

€02 Vgl Nesscrmany, S. 310 (Anm, 86).
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daf wohl Jeder Zahl eine Strec]r.e mcht aber Jeder Strecke eine
Zahl entspreche, auf die gelehrte Mitwelt machte.

PyTHAGORAS (sechstes Jahrhundert n. Cbr.) soll das Irrationale
entdeckt und den entsprechenden Nachweis bei ¥2 gefuhrt haben.
Vielleicht ist der Beweis in Furripn's Elementen lib. X. 117 der
pythagoreische, wie aus ciner Bemerkung des ARISTOTELES vermutet
werden konnte.®? KEukiip giebt diesen Beweis auch nur anhangs-
weise, wahrscheinlich eben gerade aus historischem Interesse; an sich
wire Satz X, 117 sogar entbehrlich, da seine Richtigkeit schon aus
X. 9 ohne weiteres folgt. %0+

Nach Mitteilung PraTon’s%% hat Tueoporus voN KYRENE (um

410 v. Chr) das gleiche fir ¥3, /5 bis )17 geleistet. Dieser Be-
merkung kann einerseiis die Bestitigung entnommen werden, dab
der Beweis fiir Y2 bereits vorher gefunden war; anderseits sind
diese Kinzelbewsise auch charakteristisch fiir den Entwicklungsgang
der griechischen Mathematik fberhaupt. Erst ganz allmihlich
schwingt sich die griechische Mathematik von den besonderen Ab-
leitungen und Einzelresultaten zu dem allgemeinen Satz (Evkr. X, 9)
auf, daB ,zwei GroBen, deren Quadrate sich wie zwei nichtquadra-
tische Zahlen verhalten, inkommensurabel zu einander sind.* Wieviel
an der Weiterentwicklung THEATET voN HERARLEA {um 390 n. Chr.)
zuzuschreiben ist, 1iBt sich nicht abschitzen. Im zehnten Buche
KukLip’s tritt uns schlieBlich die griechische Irrationalititslehre in
einer so groBartigen, durch ihr geometrisches Gewand uns freilich
duBerst befremdlichen Form entgegen, daB anderthalb Jahrtausende
verstrichen, bevor auf diesem Fundament weitergearbesitet wurde.

Kukryo behandelt, gemilB seiner geometrischen Auffassung, nur
Irrationalitiiten, die mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind, die
also — nach unserer algebraischen Ausdrucksweise — in Quadrat-
wurzeln, mehrfachen Quadratwurzeln (wie vierten Wurzeln etc.) oder
additiven und multiplikativen Aggregaten derselben bestehen. Kin
Zahlbegriff ist nicht mit ihnen verbunden; es geht das aus EukL. X, 7
auf das klarste hervor: ,Inkommensurable Grifen verhalten sich nicht
wie Zahlen xu einander® Auch DiovmaNT (drittes bis viertes Jahr-
hundert n. Chr.) erkennt solche GréBen nicht als Zahlen an und Kbt
sie nicht als Wurzeln seiner quadratischen Gleichungen gelten,
sondern legt den auftretenden Konstanten solche Beschriankungen

603 Vgl CJurron, 1% 8, 170, — 804 Hawnger, S. 102 Anm. (Anm, 40). — 808 Prato,
Theitet, 147, D., ed. StarLavn, VIII, 1, Gotha 1869, S. 62—48.
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auf, daB nur rationale Wurzeln mboglich sind. Aufgabe 30 im
ersten Buch seiner dp:Sunrixiy PifAie®® sucht zwei Zahlen zu
bestimmen, deren Summe und Produkt gegebenen GriBen gleich sei.
Verwandeln wir seine Darstellung in die Form moderner Algebra, so
l5st er die Gleichungen

z4y=acund z-y=25%

durch die Werte e =La+ Y(laf —% und y={a—YFoF —b.
Diese Ausdriicke werden nur rational, wenn (}a)® — b eine Quadrat-
zahl ist; demnach fiigt DiorraANT die notwendige Bedingung zu, dab
»das Quadrat der halben Summe der Zahlen deren Produkt um ein
Quadrat iibertreffen muB.«®? — Liegt die Notwendigkeit vor, mit Irra-
tionalititen zu rechnen, wie in der Kreisberechnung durch ArcHI-
MEDES, 50 treten als Krsatz Ungleichheiten ganzzahliger Verhilt-
pisse ein, deren Grenzen immer enger zu ziehen die Kunst des
Rechners ist.

Von einer Fortfihrung der euklidischen Theorie durch AroLLoN1Us
voN PERGAE (zwischen 2560—200 in Alexandria, dann in Pergamum)
weiB ein arabischer Gelehrter zu erzihlen; es ist uns unbekannt,
wag fir Leistungen das sind.**®

Bis zum fiinfzehnten Jahrhundert n. Chr. ruht die Lehre vom
Irrationalen. Die geringe mathematische Durchbildung selbst der
fulrenden Mathematiker lieB im Studium des zehnten euklidischen
Buches dem Verstindnis uniiberwindbare Schwierigkeiten entstehen.
Der erste, der Kukrip’s Forsclungen wieder Interesse zuwandte,
war der Italiener Luca Pacivoro (um 1445 Borgo San Sepolero —
1514 Florenz; Franziskaner, Lebrer der Math. an verschiedenen,
ital. Universitiiten); ihuen widmete er die achte Distinktion im ersten
Teil seiner Sumsma (1494),'°* ohne dabei jedoch iiber die eullidischen
Resultate hinauszukommen. Auf viel hSherem Standpunkt steht der
Deutsche MioEAEL StIFEL (1486/87—1567 Jena; protest. Prediger an
verschisdenen Orten).®!® Selbst nicht machtig der griechischen
Sprache, arbeitete er die Elemente Bukrin's im Originaltext mit
Unterstiitzung gelehrter Freunde durch und machte besonders das

606 Ed. Taxneey, Leipzig 1893, 8. 60—62; ed. Wertnrm (deutsch), Leipz. 1890,
8. 35.— €07 Ed. Tanxery, 8. 60, Z. 25 —S. 60, Z. 8: 050 8 10y sdgroxopdvorw
Ty Gné toU fuiveos U CUrEH@OIEGOV Telpdywrov Tov Um  ovrdy Ymegéyew
retgayive“ (ihnlich in I, 81, 33; 1V, 88, 40). — 808 Caxyor, 1°, S, 332. —
€08 Summa, Venedig 1494, Teil I, dist. 8, tract, 2-—4, S, 115" —144° —
810 Arithmetica integra, Nirnberg 1544, Buch Il, 8. 103*—223%; vgl, dazu
Canron, IIY, 8. 438; Teevriey, CoB, 8. 44 ff. (Avm. 564); Math. Encyklopiidie,
8, 49 ff.
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zehnte Buch in so genialer Weise zu seinem geistigen Kigentum,
daB sich ihm der wirkliche Zallbegriff des Irrationalen erschloB,
Gab PacrvoLo nur die Sitze Kyrrip’s in arithmetischer Form, so
ging StiFEL fiber Euknip’s zweite Wurzeln hinaus, indem er Irra-
tionalititen beliebig hoher Stufen definiert und deren migliche
Zusammensetzungen bespricht. Er bezeichnet seine nenen Zahlen
als numert érvationales, und, wenn er auch sagl: ,irrationalis numerss
non est numerus”, 30 meint er doch damit, wie aus den sich
anschlieBenden Sitzen ohne Zweifel hervorgeht, sie seien keine
Rationalzahlen.®!! Ibre Eigenschaft als Zah] erkennt er im Gegen-
teil so klar, daB er ihnen gerade so, wie den Rationalzahlen, einen
bestimmten Platz in der Zahlenreihe anweist.5!®

Noch immer aber hatte der Irrationalititsbegriff seine groBte
Allgemeinheit nicht erreicht. STPEL und seine Zeit kannten als
einziges Irrationalititsproblem das Zichen beliebig hoher Wurzeln
— von der fernliegenden Kreisquadratur abgesehen — wund das
Rechnen mit thnen innerhalb der vier Spezies. Der neue Zahl-
begrif wuchs in der Theorie der Gleichungen zur allgemeinen
algebraischen, dann zur transcendenten Zahl aus. Dazu verhalf ihm
die Erofinung newer Gebiete der Mathematik, der analytischen
Geometrie DrsoarTes' (1637) einerseits, der Infinitesimalrechnung
LeeNiz’ und NEwton's anderseits. — NEwTON ging in seinen Vor-
lesungen (etwa 1685) von der Identitit zwischen Strecke und
Zahl, als der Definition der letzten, aus®?; ihm schlieBen sich die
Spiteren ohne weiteres an, wie CHR. vox WOLFF in seinen, zwischen
1700 und 1750 weit verbreiteten ,Elementa«:%* | Quidquid refertur ad
unitatom ul linea recta ad aliam rectam, numerus dicitur® (Was sich auf
die Einheit bezieht, wie eine Strecke zu einer anderen, wird Zabl ge-
nannt). Man suchte durch eine unendliche Reihe von Rechenoperationen

1 Ar. int., 8.109%: Sicut igitur infinstus numerus non est numerus, sic irralio-
nalis numerus non est verus numerus, ¢t latet sub quadam infinitatis nebula. . . .
Deinde, si numers irrationales esseni numeri veri, tunc aut essent snlegre aut
essent fracti. ... Wie das Unendliche keine Zahl ist, so ist auch die Irrationsl-
2abl keine wabre Zahl, sie verbirgt sich gleichsam hinter dem Nebel unend-
licher Ferne. ... Wenn die Lrrationalzahlen wirkliche Zahlen wiren, dann
miiBten eie entweder ganze oder gebrocbene sein. ... — 2 Ar. jmiegr,
3. 108" und 104*: Hem licet infindti mumeri fracti cadant inter quoslibet duos
numeros tmmedialos, quemadmodum etiam infiniti numers srvationales cadunt
inter duos numeros integros smmediatos. Ebenso wie die unbestimmten Briiche
zwischen zwei benachbarte ganze Zahlen fallen, so fallen auch die unhestimmten
Irrationalzehlen zwiechen zwei benachbarte ganze “ahlen. — 13 Arithmetica
wniversalis, 1707, 8. 8 (Anm. 676). — 64 Flementa Mutiheseas unirersae, Halle
1717, Bd. 1, Def. 8, 8. 21.

TROPFKE, Genchichle, T. 1L
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(etwa durch Dezimalbriiche oder Kettenbriiche) mittels rationaler
Zahlen sich der zu fixierenden Stelle auf der Zahlengeraden méglichst
zu nihern, ja die irrationale Zahl durch den betreffenden Algorithmus
geradezu zu definieren, unbekiimmert um den unerldBlichen Nach-
weis, ob nun auch wirklich jédem solchen Algorithmus ein bestimmter
Linienpunkt entspreche. G. CanTor®!® hat 1872 zuerst gezeigt, dab
ein derartiger Beweis iiberhaupt nicht moglich ist, daB diese Zuordnung
der Punkte einer Geraden zu der Zahlenreihe vielmehr ein geometri-
sches Axiom ist. Daher sind in neuester Zeit rein arithmetiscke De-
finitionen des allgemeinen Zahlbegriffes gegeben worden, zuerst von
WEIERSTRASE in seinen Vorlesungen itber analytische Funktionen®!®
auf Grund von Summenbildungen, dann von G. Cantor 18727 mit
Hilfe der sogenannten Fundamentalreihe und gleichzeitig von DEbE-
kD ®1® als Schnitt zwischen zwei einander ausschlieBenden ratio-
nalen Zahlen. %

Innerhalb der irrationalen Zahlen entsteht der Unterschied
zwischen algebraischen und transcendenten Zahlen In
der analytischen Geometrie trennte DEscarTes (1637) bereits die
mechanischen Kurven, wie er unsere transcendenten Kurven nennt,
von den Ubrigen ab.®® Definiert hat diesen Begriff aber erst LEniz
(1686): ,,Transcendente sind solche GroBen, die durch keinerlei
Gleichungen bestimmten Grades erklirt werden, vielmehr iiber jede
algebraische Gleichung hinausgehen«¢2! Die endgiiltige Aufstellung
und Erledigang des Problems ist erst im neunzehnten Jahrhundert
vollzogen worden. Kine algebraische Zahl » wird definiert als Wurzel
einer (Gleichung

2”12 a2 Ll + o4 o, =0,

Es fragt sich nun, ob es noch andere irrationale Zahlen giebt, die
nicht einer solchen Gleichung geniigen. Die Existenz solcher Zahlen

616 Math. Annalen, Bd. 5, Leipzig 1872, 8. 128, G. Canror: Uber die Aus-
dehmung eines Satees aus der Theorie der trigomometrischen Rethen, S. 128—182.
— 618 Erpt 1872 durch Kossaor verdffentlicht, Programm, Berlin, Werdersches
Gymnesium. — 67 Math. Annslen, Bd. 5, 1872, 8. 128 & (Aom. 615). —
618 Depgmino, Stetigheit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1072, — 619 Vgl.
Srorz, Vorlesungen dber allgemeine Arithmetik, 2 Teile, Leipz. 1885—86, Bd. I,
Abschn. VII, 8. 97ff. — 20 Qeavres de Descarres, ed. Covsiy, Bd. V, Paris
1824, Géométrie 8. 338 ff — 621 Acta Eruditorum, Lips. 1686, De Geometria
recondita et analysi indivisibilium atque infimtorwm; Leiexiz, Werke, ed. Ger-
manot, 3. Folge, Bd. V, Halle 1858, S. 228, Z. 4 von unten: ,,Cacterum placet
hoe loco, ut magis profutwra dicamus, fonlem apersre Transcendentium quanti-
tatum, cur wimirum gquaedam problemata neque sint plana . .. aut ullius certs
gradus omnem aequitionem Algebraicam transcendunt.
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wies zum erstenmal LiouviLLe (1844)¢2? auf Grund schwieriger Ketten-
bruchverfahren, einfacher spiter G. Canror (1874) nach.®?® Damit
war der Unterschied zwischen algebraischen und transcendenten

Zahlen auf das schirfste featgelegt.

Wir haben noch tiber die auftretenden Kunstwdrter zu
sprechen,

Unser Begriff ,Irrational“ deckt sich mit dem euklidischen
dobppuerooy. ‘Pprov (aussprechbar) nennt EUgkLip nicht nur eine
Strecke, die durch die Einheit genan meBbar ist, sondern auch eine
solche, wie VE, deren Quadrat durch die Flicheneinheit meBbar
wird, Der Gegensatz von gnzdy ist dAoyor.** Dioprant faBt diesen
Gegensatz gnrdv-dhoyov bereits in dem Sinne des hentigen ,rational-
irrational* aunf.%2¢ Fiir das euklidische siyppergog sagt Bokrmios
(480 Rom — 524 Pavia) commensurabilis, LEONABDO VON Pisa (1202)
communicans. Das Wort irrationalis erscheint zum erstenmal in einer
lateinischen Ubersetzung eines arabischen Kommentars zu Evkuip,
die von GERHARD voN CrEmMonNA (11141187, Toledo) herriihrt;%2¢
Brapwarpmus (129097 —1349; Oxford, London) gebraucht abwechselnd
assimetrus und trrationalis (Geometria speculativa).9%® DaB das letzte
Wort sich bald verbreitete, geht daraus hervor, daB es von ORESME (um
1323 —1382, zuletzt Bischof in Lisieux) im Algorismus proportionum®”
bevorzugt und ebenso bei ALBERT vON SACHSEN (1365 erster Rektor
der Wiener Universitat, + 1390 als Bischof von Halberstadt) als
standiger terminus technicus erscheint,®®® Lronarpo von Prsa hatte
statt irrationalis das Wort surdus gebrancht, das im filnfzehnten
und sechzehnten Jahrhundert oft wiederkehrt; so in RUuDoLFF's Cof
von 1525. StrrreL verdeutscht es sogar und spricht von furdifdyen
Zahlen, Bei beiden findet sich aber auch rationalis und irrationalis.®

Das Wort algebraisch in funktionentheoretischem Sinne stammt
von Lemeriz. Ihe Kurven, die er in einer als Manuskript aufge-
fundenen Abhandlung Compendium quadraturae arithmeticae analytische

622 Comptes rendus, Bd. 18, Paris 1844, S. 888 ff; Lrouviuie’s Journal, Bd, XVI,
Paris 1851, 8. 133 ff, — 629 Cpeprp's Journal, Bd. 77, 1874, S, 258 f.: Uber
¢ine Eigenschaft des Inbegriffes aller vecllen algebraischen Zahlen, — $24 Eyzrin,
lib. X, Erklirungen, — %26 vgl, Npssecuawn, S, 166 (Anm, 86), — 626 Anaritii
comm,, ed. Corrze, Leipzig 1899, 8. 214, Z. 6. — 626« Canror, 11°, 8. 117, —
627 Algorisinus Proportionum magistri Nicolay Orem Parisii, ed. M. Cuzrze, Berlin
1868, S. 18. — 628 D¢ proportione dyametrs ad costam ejusdem, Ztachr. f. Math,
u. Phys, Bd. 82, Leiprig 1887, Hist. litt. Abteilung, z. B. 8. 44, 8% — 620 Ry-
powrr's Cuf, 1525, lib. I, cap. 7; Strer’s Neubearbeitung, 1558, 8. 8%
11*
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nennt.,""“ bezelchnet er 1684 in einem Aufsa.tz De Dmmssmwus
figurarum als algebraische.?®? Auch das Wort transcendent ist
sein Kigentum; es erscheint zuerst in dem oben angezogenen Citat
aus der Geomeiria recondits von 1686, In der Verbindung
otranscendente und algebraische Funktionen® lernen wir
die beiden Worter zuerst bei Jomawnny BemNouLrr 1730 kennen,*?

6. Die negativen Zahlen.

Wenn auch im Lehrsystem der Arithmetik die negativen Zahlen
den gebrochenen vorangehen, so ist doch der Gang der historischen
Eutwicklung ein umgekehrter.

Rein negative GroBen haben die Griechen noch nicht gekannt.
Der erste, bei dem wir sie vermuten konnten, wire DiorHANT
voN ALEXaNDRIA (drittes bis viertes Jahrhundert n. Chr.), derselbe, in
dessen Werke wir zum erstenmal die Erweiterung des Zahlbegriffes
vou den ganzen zu den rationalen Zahlen fanden. DropHaNT unter-
scheidet zwar ,hinzuzufiigende” (#mwpfic) und ,,sbziigliche” (dsryug)
Zahlen; fiir die letzten besitzt er sogar ein eigenes Zeichen 4 (vgl.
8. 125). Ja, er giebt die Multiplikationsregel positiver und negativer
GriBen miteinander, Nichtsdestoweniger ist der abstrakte Begriff wirk-
licher negativen Zahlen ihm fremd; er rechnet nur mit Differenzen,
die einen positiven Wert haben, nie mit solchen, bei denen der Sub-
trahendus den Minuendus iibersteigt. Noch klarer tritt dieser Mangel
rein negativer Zahlen in der Behandlung der (leichungen hervor.
DiopHANT sieht negative Lsungen durchaus als unstatthaft (@dvwerds)
an und trifit, wenn seine Gleichungen auf solche fithren kénnen,
iiber die vorhandenen Koéffizienten derartige Bestimmungen (mgog-
dropiopdg), daB sie vermieden werden.®%?

€30 Lemmz, Werke, ed. Geeuanor, 3. Folge, Bd. V, Halle 1858, S, 108. —
631 Acta Eruditorum, Leipz. 1684, 8, 283; Lzisniz, Werke, 3. Folge, Bd. V,
8. 128: ,,... cwrvas ex illarum nwmero, quarum natura seu relatio tnter ordi-
natam et abscissam per aequationem Algebraicam sew certi gradus exprimi
potest, quas Cartesius appellat Geomeiricas, ego ob graves rationes Algebraicas
appellare soleo. ... Kurven aua der Zabhl derjenigen, deren Natar oder Beziehung
zwischen Ordinate und Abscisse durch eine algebraische Gleichung, 4. h. durch
eine Gleichung bestimmien Grades susgedriickt werden kann, pfege ich aus
gewichtigen Griinden algebraische zu nennen. — 632 Hiatoire de 1'Acad. de
Paria 1740, gedr. 1732, Mém. 8. 79; Jon, Berxoviri, Opera, Bd. 111, Lausannae
et Genevae 1742, 8. 174, Déf. TIL. — 933 Vgl Diovaanr, 1, 5, 6, 8, 9, 14, 16,
17, 20, 23, 24, II, 6; NesseLwany, 8. 311—312 (Anm. 8G).
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Auf einer viel héheren Stufe befindet sich das éndische Rechnen
(vgl. S.129). Ein Piinktchen, das iiber eine Zahl gesetzt wird, macht
diese in ihren Rechnungen zu einer rein negativen. Die Inder besitzen
fiir positive und negative GrioBen sogar Worte, die sich mit unserem
svermigen“ bezw. ,Schulden” decken;®¥ auch kennen sie die Er-
klirung durch den Gegensatz in der Richtung einer Strecke.®3
Ihnen ist selbst die Doppeldeuntigkeit einer Quadratwurzel nicht un-
bekannt. Bei Gleichungen lassen sie negative Liésungen zu, ver-
nachlassigen sie freilich zuweilen mit der Begrindung: ,,Absolute
negative Zahlen werden von den Leuten nicht gebilligt.« ¢

Auf diesen Hohepunkt erhob sich die abendlindische Mathe-
matik erst im sechzehnten und siebzehnten Jahrhundert. Bei den
Arabern galten negative Losungen fiir unzuldssig, wie u. a. das Lehr-
buch der Algebra von Arxarcur (um 1010 n, Chr, arab, Mathem,
in Bagdad) zeigt.®®” — Inmerhalb gewisser Grenzen 13Bt LroNarno
voN Pi1sa, ale erster, negative Gleichungswurzeln wieder zu; bei einer
speziellen Aufgabe aus der (esellschaftsrechnung (in einer ,Flos“
betitelten Abhandlung etwa aus der Zeit um.1225) kommt LEoNarDO
zu einer negativen Losung und bemerkt dabei, daB die Aufgabe
nur dann einen Sinn habe, wenn der in Rede stehende Anteil
eines Gesellschafters eine Schuld sei.®® Noch weiter gebt der
Franzose CuuquET (t 1500; Lyon, Paris) in Aufgaben, die sich in
einem Anhange zu seinem Triparly en la Science des Nombres (1484)
vorfinden.®® Bei einer von diesen handelt es sich um die
Zerlegung der Zahl 20 nach gewissen Vorschriften; CHUQUET er-
bilt als Losung — T und + 2744 und setzt nun die Richtigkeit
seiner Auffassung #iber die Giiltigkeit dieser Werte auseinander,
»mogon auch andere Autoren solche Zaklen [fir unmbglich halien —
Zu hesserer Klarheit ringt sich MicHaern StiFen (1486/87 — Jena
1567) durch, wenn er auch, wie alle seine Landsleute, bei Gleichungen
pur positive Wurzelwerte benutzt. Strrer erklart die pegativen
Zahlen oder, wie er sagt, die absurden Zahlen fiir kleiner als

€3¢ Bmasxana (geb. 1114), Vijaganita, ch. I, sect. II, 3, ed. CoLBBROORE, S. 131,
Aom. 1 (Aom. 294), — 938 Buaexara, Lilaveti, ch, VI, 166, ed. CoLeBROOEE,
S. 71. — 636 Bnsegars, Vijaganita, ch. V, 140, ed. CoLevrooke 8. 217: ,,People
do not approve a negative absolute number; vgl. Canron, Ib, 8. 582. — 637 Ex.
trait du Fakbri, ed. Woeecee, Paris 1853, 8. 11, letzter Abschpitt. —
638 Lronampo Pizano, II, S. 288, Z, 23 (Anm. 17): ,,Henc quidem quaestionem
insolubilem esse monstrabo ,. nisi concedatur primum hominem haberc debs-
tum  — 6838 Cyuquer, Triparty, Anhsng; Bulletino Boncompagni XIV, Rom
1881, 8. 419, Aufg. 14: Ainsi ce caleyle e cray, que aulcuns tennen!
Impohte,
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Null ¢ und lebrt, daB die Zahl O sich in der Zahlenreihe mitten
zwischen beiden Zahlenarten befinde.’#? Sein groBer Zeitgenosse,
der Italiener Campano (1539), 1aBt selbst negative Gleichungs-
losungen unter dem Namen nwmerd ficti (im Gegensatz zu nu-~
mert verd) zu; in ibrer Erklarung verbilt er sich wie LEoNaRDO
voN Psa®?  Der Hollinder StEvin (1585 Llarithmétique) weib,
daB es Gleichungen mit ,Auflosungen durch Minus* gibe.®43 Wle
weit indes die Mathematiker selbst am SchluB des sechzehnten
Jabrhunderts noch von der Erkenntnis der Gleichwertigkeit der
positiven und negativen Zahlen waren, dafiir ist uns der groBe
Algebraiker Viera (1540—1603; Paris, franz. Staatsbeamter) ein
Beispiel, der negative (tleichungslésungen noch grundsitzlich aus-
schlieBt,*** und weiter der Englander Harrror (1560—1621, Oxford),
der beweisen zu kdnnen glaubte, daB Gleichungen nur positive
Wurzeln besitzen dirfen!®® Ein Umschwung trat im siebzehnten
Jahrhundert ein, einmal durch ALBERT GiarD (15907—1632; Leiden,
Lebrer der Math.), der besonders durch die Aufstellung der Sitze,
daB jede Gleichung soviel Wurzeln besitze, wie ithr Grad anzeige,
und daB die Gleichungskoéffizienten sich als symmetrische Funktionen
verschieden hohen Grades aus den Wurzeln hersteller lassen, nega-
tive Ldsungen als vollwertig annehmen muBte, — dann vor allem
durch DEscARTEs (Géoméirie 1637).%4% Dieser vervollkommnete das
Rechnen mit negativen Zahlen, indem er ein und demselben Buch-
staben bald sinen positiven, bald einen negativen Wert verliech und
den negativen r5Ben in seiner analytischen Geometrie eine ebenso
gute geometrische Darstellbarkeit wie den positiven gab. Einen
Riickschlag schien die Liehre der negativen GiréBen durch den Eng-
linder WarLis (1616 — 1703, Prof. der Geom, in Oxford), der die-
selben auf Grund der Ungleichungen

_‘_<l<,! <l<..!_ <_1_,

640 Anthmetwa mtegm, 1544, S, 43‘ ,,Fmgmtm' mcmm mmores nihilo ut sunt
0—3“ und 8, 249* unten: ,, Finguntur numeri infra 0, :d est, infra nihil”

64 Daselbst S. 249" Z. 6 fi.: ,,S¢ ille numerus, @ quo fieri debet sublractio, essel
acqualts e, qui subtrahilur, tunc relinqueretur 0 4. e. nihil (quod mediat inter
numeros veros e numeros absurdos).« — €42 1589, Practicae arithmetioge generalis,
vgl. Caxror, IIY, 8. 502; Ars magna, 1545, cap. I, § 5—6; Carpano’s Werke,
Lugd. 1663, IV, 8. 223, wo fir die Gleichung «® = 122 + 16 sowohl @ = 4,
als £ = — 2 zugelassen wird. — €43 Syevin, I, S.77, Abscbnitt: Des Solutions,
que Vom peut faire par — (Anm. 88). — 44 Vgl Cawror, IDP, S. 686, —
645 Haiemlor (Anm. 500), sect. VI, probl. I, Lemms, 8. 89—90; vgl. Canror, II%
8. 792, — 548 Qeuvres de Descartes, ed. Cousiv, Bd. V, Paris 1824, Géomdtrie,
z. B. 8. 844345,
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fﬁr grbﬂer als unendhch hielt, zu erfahren 847 Zu Zweifeln, ob
wirklich die negativen Zahlen kleiner als Null sind, fihrt auch die
oberflichliche Betrachtung einer Proportion, wie

1:=1=-=1:1,

gem#B der ein fallendes Verhiltnis gleich einem steigenden sein
miifite. Hier gaben erst Minner, wie LEmniz (1712),%4¢ wie NEwTON
(1707),%° p’Avremseer {1751—80),%° Macravrin (1748),°® RoLLe
(1690),9% die noétige Aufklarung. Noch CErISTIAN voN WoLrr
{1717)%9 kann sich von der Alleinherrschaft der positiven GréBen
nicht befreien und stelt die negativen GroBen als ,das Nicki-
vorhandensein der wahren Griflen, als selbst nicht wahre Gréflen hin.
Euvier (1755)%4 machte zuerst darauf aufmerksam, daB zwischen
den positiven und negativen GroBen ein zweifacher Zusammenhang,
sowohl durch O als durch oo hindurch besteht, so daB er die An-
sicht StrFEL’s mit der von WaLLis zur Ubereinstimmung brachte.
Die Fachworter positiv und negativ sind ziemlich will-
kiirlich einander gegeniibergestellt. Urspriinglich waren es zwei
gleichwertige Gegensiitze positiv und privativ bezw. affirmativ und
negativ, die dem , Hinlegen und Wegnehmen“ bezw. , Bejahen
und Verneinen“ entsprechen. Beide Paare, streng auseinander-
gehalten, finden sich schon in rein mathematischer Bedeutung in
einem Sammelband von Manuskripten (dresdener Codex C. 80), der,
wie man nachgewiesen hat, in dem Besitze Wmmany’s voN EEg,
dem Verfasser des ersten umfangreichen gedruckten Rechenbuches
(1489 Leipzig), gewesen und viellsicht von diesem oder auf seine
Anregung hin zusammengestellt worden ist.%® Bei spiteren Mathema-
tikern fingt bald eine Vermischung der beiden Gegenaatzpaare an.
Se apncht der Tiibinger Professor. Scmimam. (1494—1570) in der

647 ans, Opera I, Oxoniae 1895, S. 409, Prop 104. — 648 Acta Eruditorum,
1712, S. 167—189: Observatio, quod rationes stve proporiiones non habeant
Iocmn cirea quantstates nihilo minores; € de vero sensu methodi infinstesimalis;
Lermyiz, Werke, ed. Geraaror, 8. Folge, Bd., V, Halle 1858, S. 987—3889. —
849 Arithmelica wniversalis, 1707, S. 8 (Anm. 676). — ®80 Vgl das Wort
négatif i. d. Encyclopédie v. 1751—1780, begriindet von »e Guva, fortgesetzt
durch p’Arzusear und Dipesor; Canrop, II®, 8. 503. — 861 Micraiomm,
A treatise of algebra, London 1748, P. 1, chap. 2, § 7, 8. 6/7. — 662 RoLLE,
Traité d'algébre, Parie 1690, Livre I, Observat., 8. 14—22, — 663 Cus, v. Worrr,
Elementa analysecos math,, Halle 1717, § 18: ,, Sunt ideo guantitates privativae
verarum, per quas intelliguntur, defectus; consequenter non gquaniitales verae” —
664 Euier, Inelitutiones colewli differemtialis, Petrop. 1755, artic, 98—101,
8. 87—90, — 665 Vgl. WarvrLer, Zur Geschichte der deutschen Algebra im
XV. Jahrhundert, Programm, Zwickau 1887, 8. 81, Nr. 2.
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a]gebra.lschen Lmleltung seiner Ausgabe der ersten secha thher
Eukump's (1550) von dem signum affirmativum und privativum vel nega~
tivum.%¢  PerrRUs Ramus (1515—1572, Paris) sagt wicder folge-
richtiger: ,, E dusbus negatis fit affirmativus (1569).97 Denselbeun
Gegensatz affirmativus-negaius benutzt Viera 1591 in seiner Isagoge,
wahrend bei Harrior (1632) positivus bevorzugt wird.®® Oft treten
als Ersatz auch ganz andere Wirter ein, wie bei NEpER (1650—1617,
schott. Baron)®® abundantes und defoctivi n. Ebenso verschiedenartig
sind die Verdeutschungsversuche. STirern (Deutsche dArithmeltk 1545)
gebraucht augeselzte und abgexogene Zahlen. In Sturm’s Malthesis
von 1707 wird + ¢ mit Sacke, — a mit Mange! wiedergegeben.
Besser sind KisTner's Vorschlage (dAnfangsgriinde, 2. Aufl. 1764)
bejahend und verneinend, die Krteer (Trigonomelrie 1770} in bejaht
und verneint umanderte. Das neunzehnte Jahrbundert nahm keinen
dieser Verdeutschungsversuche an, lieB vielmebr den nicht folge-
richtigen Gegensatz ,positiv-negativé zum allgemein angenommenen
torminus technicus erstarren.

7. Die komplexen Zahlen.

Die imaginiren Zahlen bilden in der Geschichte der Mathe-
matik das Gegenstick zu den negativen Zahlen. Beide wurden bei
ihrem ersten Auftreten als wunmdigliche Zahlen bezeichnet, mit beiden
begann man, ohne sie anzuerkennen, mehr oder minder vorsichtig
zu rechnen, wie uns DiopHANT einerseits, CarDaNo, BoMBELLI u. a.
anderseits lehren, beiden verhalf die alle Erwartungen iibertreffende
Verweodbarkeit mit ihren unanfechtbaren Resultaten endlich zur
volligen Anerkennung und geometrischen Deutung.

Das dlteste Auftreten einer imaginiren Wurzel ist dem gricohi-
schen Altertum zu entnehmen. Heron (erstes Jabrhuadert v. Chr),
der einzige uns in seinen Schriften bekannte Vertreter der griechi-
schen Geoddsie, d. i. der rechnenden Geometrie, giebt®® bei Be-
rechnung eines Pyramidenstumpfes mit quadratischem Querschnitt
in cinem Beispiel fir die Seiten des Grund- und Deckquadrates
und fiir die schrige Kante falsch gewhhlte Zahlenwerte, die im

666 Treurien, Cof, S. 39 (Anm. 564). — 667 Pm-lws Ruwu. Scholae mathe-
maticae, Frankfurt o./M. 1569, 8. 269. — 688 Vgl Warus, Algebra, Opera II,
1693, 8. 72. — 89 In Neren's Descriptio mivifici logarithmorum camonis von
1614, — 660 Henow, Stereometr. I, 33 und 34, cd. Hovreon, Berlin 1864, 7. 8—9:
vgl. Canror, IV, S. 874—375.
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Laufe der Rechnung zu einer Wurzel }/81—144 fihren. Unter
Vernachlissigung des Vorzeichens rechnet c¢r von hier ab mit
V63 weiter; ob aus Verschen, ob in Nichterkenntnis der Un-
moglichkeit, ist nicht klar. Aus Diopuanr's Werken (drittes bis
viertes Jabrhundert n. Chr,, Alexandria — dorFuyraxdrv fefiie VI)
wissen wir, daf die griechischen Arithmetiker ihren Gleichungen
einen wmposdiopiopdg, eine Kosffizientenbeschrinkung, auferlegten,
um die fir sie -nichit geltenden Wurzelwerte zu vermeiden. Die
bei quadratischen Gleichungen aufgestellte Bedingung, daB, etwa

bei ]} (g)z_ b, (,,_2)3 die GroBe b um eine Quadratzahl iibertreffen

muB (vgl. 8. 160), ist so beschaffen, daB sie nicht nur Irrationalititen,
sondern zugleich auch imaginidre Ldsungen ausschlieft. Ob das letzte
mit beabsichtigt war, geht nicht deutlich hervor; man ist daher
seiner Sache nicht sicher, ob die Griechen die Unmdglichkeit einer
Quadratwurzel aus negativen Zahlen erkannt haben,

Sicher steht dies aber fir die Jnder fest. Buasxara (geb, 1114)
sagt ausdriicklich: ,Das Quadral einer positiven und einer negativen
Gribe ist positiv und die Wurzel einer positiven GroBe doppeldeutig,
positiv und negativ. Es giebt aber keine Quadratwurzel aus ciner
negativen GriBe; denn diese ist kein Quadrat.«9s!

Die Araber hatten keino Veranlassung, solchen Fragen nilier
zu freten, da sie die Algebra mit einer hochsusgebildeten geo-
metrischen Methode verbanden, bei der naturgemiB imaginire GroBen
nicht auftreten kbnnen.

Die wirkliche Geschichte dieser neuen Zahlen beginnt erst mit
dem sechzehnten Jabrhundert. Bereits der Italiener L.uca Pacrvoro
setzte in der Summae 1484 bei der quadratischen Gleichung 22 4 ¢

2
= bax ausdriicklich voraus, daf 2— = ¢ sein miisse.%? Auch von

dem Franzosen CuuUQUEr (Tviperty 1484) ist wabrscheinlich ge-

macht worden, daB er die Kenntnis der Unmoglichkeit von } —a
besaB.®®  Camrnano (1501—1576; Mailand, Bologna), der noch
in der Practica arithmetica von 1539 imaginare Lbsungen ein-

66t Baaoxara, Vijaganits, cb. I, sect. II, 10; ed. CoLesnookE, S. 1835 (Anm. 294):
»The square of an affirmative or of a negative quantity is affirmutive; and the
root of an affirmative quaniity is two-fold, positive and negative. There iz no
square-root of @ negative quantity: for it is not a square — 652 Summa, Venedig
1494, Teil I, Dist. 8, tract. 5, S. 147%; vgl. Canror, II°, S. 322. — 683 Anhang
zum  friparty, Bulletino Boncompagni, XIV, 5. 444—445, Aufg. 114; vgl
Canron, 1%, S. 860.
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fach fir unméglich hielt — so sagt er fir dem Fall z = : + (-121)’l —e:

poum numerus non possit delrahi a quadrato dimidii radicum, tunc casus
est impossibilis®¥ (wenn ¢ vom Quadrat der halben GriBe » nicht
abgezogen werden kann, dann ist der Fall unmdglich) —, macht
im 37. Kapitel seiner drs magna von 1545 den ersten Versuch,
mit imaginiren Wurzeln zu rechnen. Er will in einer Aufgabe die
Zahl 40 so in zwei Faktoren spalten, daB die Summe derselben
10 betrigt, also in moderner Form die Gleichung ldsen

2+(10 — z) = 40.

Dabei ergeben sich die beiden Werte 5 4 Y — 15 und 5 — - 15;
CarDaNO nennt diese Lidsung ,,per radicem #m*. Zur Probe multipliziert
er gie nach den iiblichen Regeln miteinander und erhilt thatsich-
lich 40, wie verlangt. Dieses gewagten Schrittes anscheinend voll
bewuBt, figt er hinzu, daB diese ,radices ménus nur rein formale
(vere sophistica) GroBen seien, die nicht unter den Gesetzen der
Rechenoperationen stehen, auch keine Deutung zulieBen« %%

Nicht wirkungsios blieb diese in dem viel gelesenen Werke Car-
DANO’s gegebene Anregung. Ein anderer Italiener, Rarary, BoMBELLI,
verfaBte 1572 (Venedig) eine Algebre und machte in derselben
bereits einen umfassenden Gebrauch vom Rechnen mit den imagi-
naren GriBen + J—a und — Y—a, die er piu di meno und meno
di meno nannte. Er kam dazu hanpteichlich in der Absicht, die ver-
wickelte Formel fir die kubische Gleichung, die in dem sogenannten
irreduciblen Fall pur scheinbar imaginire Werte enthilt, zu ver-
einfachen und die wahren Wurzeln herauszuschilen. Zu dem Zweck

stellt er Regeln auf, nach denen man mit Grofen wie —a und
mit Aggregaten aus ihnen zu rechnen habe.%9¢

Uber diese Versuchsperiode der imaginiren GroBen gelangte
man bis zum Ende des achtzehnten Jahrbunderts nicht hinaus.
Manche Algebraiker wie Viera (1540—1603 Paris) sprechen auch
nicht einmal gelegentlich von imaginiren Lodsungen. Andere wie

884 Pract. Ar.,, cap. 49, § 4; Cardan. opera, Leyden 1663, IV, S, 72. —
865 Cardan. opers, IV, 8. 287, Z. 4 v. u.: ,crunt igitur hae 5. p. B m, 15, et
5 P B . 15.% 8, 287, Spalte 8, Z. 31—27 v. u.: ,quaniilas, gquae vere est
sophistica, quoniam per eam, non i In puro i nec in alite operationes exercere
licet nec venari quid sit“; vgl. Canzor, II%, S. 508; Hawemi, 8. 872, —
668 BowseLu, Algebra, 8. 294—295 u, a. 8. Q.; vgl. Cawtor, IIY, 8. 628—625;
Haxgeu, S. 372—374 (Anm. 40).
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Stevin (1548--1620, Leiden) geben offen zu, daB man dieser
Schwierigkeiten noch nicht Herr sei (1585).9 Giraep (15907 —1632,
Leiden)} kann nur mit ihrer Heranziehung seinen allgemeinen Satz
anssprechen, daB eine Gleichung n'* Grades »Wurzeln habe; er sieht
aber ihre Berechtigung nur eben darin, solche Sitze in ihrer vollen
Allgemeinheit aufrecht zu erhalten.®®® Dzscartrs (1637 Géoméirie)
gesteht unumwunden ein, daf man sich von solchen GréBen noch
keine Vorstellung machen kionne.®®® Newron (1643—1727) erkennt
wohl negative, aber noch keine imaginiren Gleichungswurzeln an.%’¢
Sein Zeitgenosse Ligpniz (1646—17186) bereichert die Lehre vom
Imaginéren durch die Formel

VisV=3 + Vi—V=5=V§,
anf die er bei der Lisung kubischer Gleichungen im AnschluB an
das Studium BomseLLY's gekommen war,’”! und durch die Zerlegung

x‘+a"=(x+aV—V—I)-(a:-——a —V:_l)-(:c+aVV__—_1)-(a:—-aVV:_lm),
die er bei der Zerlegung eines Bruches in Partialbriiche erhilt.%?
Sonderbar mutet uns die mystische Schilderung der imaginiren
Wurzeln an, die LrisNiz eine ,feine und wunderbare Zuflucht
des gottlichen Geistes, beinahe ein Zwitterwesen zwischen Sein und
Nichtsein“ nennt.®’® Sehr wichtig ist eine in demselben Jahre (1702)
erschienene Abhandlung Jomann Bernourrr's (1667—1748 Basel),

€67 Srevin, 1, 8. 71, 7. 3 v. u. ff. bis 8. 72, Z. 11, (Anm. 88). — €88 Ingeniion
1629 (Aom. 18), Seite mit der Signatur F: ,,On pourroit dire & quoy sert ces
sohutions qui somt impossibles, je respond pour trois choises, powr la certitude de
la reigle generale, et qu’il ny a point d’'autre solutions, et pour son utilité u.a. w.
— 669 Opuvres de Descapres, od. Cousiy, Bd. V, Paria 1824, S. 398 ,,... mais
qu’il »'y a quelquefois qucune quantité, qui corresponde ¢ celles qu'on imagine . ..
aber zunichst giebt es noch keine GriBe, die unserer Vorstellung ent-
spriiche. . .. — 670 Canvon, ITI* 8. 103, — 67 Brief an Huvenere (1876);
Lemmiz, Werke, ed. Geeusuor, 8. Folge, Bd. I1, Berl. 1850, 8.12. — 672 Acta Erudi-
torum, Leipz. 1702 Specimen novum analyseos pro scientia infindii circe summas
¢t quadraturas, S. 218 unten; Werke, ed. Gexnaror, 3. Folge, Bd. V, Halle 1858,
S. 360, Z. 1—2. — €73 Lemniz, Werke, ed. Germaror, Bd. V, S, 357: ,Hague
elegans et mirabile effugium reperit in o Analyseos miraculo, tdealis mundi
monsiro, pene inter Ens et non- Fns Amphibio, quod radicem imaginariam appella-
mus” (Canron, II1*, 8.262); vgl. auch Matiheseos universalis pars superior; Leier.,
Opera, Bd. 7, Helle 1863, 8.69: ,,Ex irrationalibus oriuntur guantitates impossibiles
sew imaginariae, quarum mire est natura, et lamen non contemnenda wiilitas; etsi
enim ipsac per 8¢ aliquid smpossibile significent, lamen mon tanium ostenduni
fontem impossibilitatis, et guomodo gquaestio corvrigi potuertt, ne esset impossibslis,
sed ebiam enterventu spsarwm exprims possunt quanitéates reales. ... Den Wurzeln-
grafen entspringen die unmdglichen oder imaginiren Gréfien, deren Eigenschaft
wunderbar, ; deren Nutzen nicht zu verachten ist. Wenngleich sie an sich
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die zum erstenmal da.s Imagma,re auch in hthere Geblete der Mathe-
matik einfithrt, indem sie tinen Zusammenhang zwischen dem Arcus-
tangens und dem Logarithmus eines imaginaren Numerus herstellt.*”s
Von solchen Logarithmen setzt 1712 LEmMz auseinander, dab sie
weder positiv noch negativ, daher allein imaginir sein kdnnten.%?s
In der Theorie der Gleichungen hatte inzwischen NEwron das Auf-
treten imaginirer GroBen verfolgt und den Versuch gemacht, die An-
zahl solcher Wurzeln fiir eine vorliegende Gleichung festzustellen,%’®
Untersuchungen, die dann von anderen englischen Mathematikern,
wie MacLauvmin (1727, 1729)%7 und CampeELy (1728),%® weiter-
gefilhrt wurden. Nach anderer Richtung machte sich pr Moivee
(1667—1754, Privatgelehrter in London) verdient; er iibertrug die
Lehre vom Imaginiren aunf die trigonometrischen Funktionen und
begriindete (1730) durch Ableitung der (modern geschriebenen)

Formel
l l 79

co8 ¢ = L{cosne +isinng)" + } (cosna +isinna) *
die nach ihm benannte Moivke'sche Formel
(cos & + ¢ sin &)* = cos ne 4 ¢ 8in nev.

Ihre heutige Fassung bringt erst Eurer (1707—1783; Detersburg,
Berlin, Petersburg) in seiner Introduciio in analysin infinilorum von
1748 (cap. VIII); ebenso verdankt man EuLER auch ihren ersten
endgiiltigen Beweis fiir positive und negative, rationale und irratio-
nale », den er 1749 mit Hilfe der Differentialrechnung liefert.*s®
Schon 1740 war EurLer auf einen Zueammenhang der trigono-
metrischen Funktionen mit der Funktion e* gestoBen, indem er
Formeln wie

etwa.s Unmtighches bedeuten, zeigen sie nicht nur den Grund der Unméglichkeit,
sondern auch wie die Aufgabe gefindert werden kann, um nicht unmdglich zu
sein; ja mit ihrer Hilfe kénnen auch resle Gréfen ausgedriicki werden. —
674 Hist. de 'Acad. d. Sciences d. Paris 1702 (gedr. 1704), S. 289— 297;
Jon. Beewourwy, Opera I, Lausanne 1742, 8. 393—~400; vgl, Caxror, III%, S. 848,
— 676 ypl, Anm. 648. — 876 Newron, Arithmetica universalis (Newron's Vor-
lesungen etwa aus dem Jahre 1685, von einem ZuhSrer, Waston, 1707
herausgegeben) S. 242 ff. — 677 Philosoph. Transactions, 1726, Vol. 34, Nr. 394,
S. 104—112 und Phil. Tr. 36, S. 59—96 (letztes nach Canror, III* S. 548). —
678 Phil. Tr.,, 1728, Vol. 35, Nr. 404, S. 515—581. — 679 Miscellanea analyticw,
London 1730, 8. 1; nach Worr, Handbuch der Astron, I, S. 104 (Anm. 63)
soll Moivee echon 1707 den Satz gekannt haben (Bibl. math. 1801, 8. 97—102);
vgl. Phil. tr, 1707, Nr. 309, S. 2368—2371 und 1722, Nr. 874 8. 228—280,
— 9680 Hist. de I'Acad. d. Berlin 1749, Bd. V (gedr. 1751): Recherches sur les
racines imaginaires des équations, S. 267—2¢8,
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V=g 2eVieayy

sin{z -y — ¢) e?=Ve 1
nV—q B (ezul/é"'_]_ 1. ,,]/i

tang (= ¢) - e2=Ve _ 1
ableitete.%®! Weitere Entdeckungen, die die Funktionen sinz und
cosz schon klarer mit ¢* verbinden, veréffentlichte er 1743.9%2 Thre
definitive Form

COS¢ + 29N = &9

R 6“‘ -_g—ta
s« = —~——Fp—F ——
27

eiae + e~ Fe
COS & = —-———2-----—-

erhielten diese Beziehungen wieder erst in der Mfroductio von 1748
(cap. VIII). 1746 hatte D’ ALrMBERT (1717-—1788; Paris, Akad.) den all-
gemeinen Satz ausgesprochen, daB jede Funktion von beliebig vielen
Verdnderlichen z, +y ¢ stets auf die Form p + ¢ gebracht werden
kénne,%#* Biindiger ist die Herleitung, die Euvrer 1749 fiir diesen Satz
gab, indem er die Reihe der algebraischen Operationen, dann alle
damals bekannten transcendenten Funktionen daraufhin einzeln be-
handelte.%®* Besonderes Interesse widmete EvLer den Logarithmen
imaginiren Argumentes, einem Thema, das seit LEiBNMZ (vgl. S. 172)
nicht in Ruhe gekommen war; er wies nach, daB log ¢ immer un-
endlich viele Werte besitzt, von denen nur dann einer reell sei,
wenn o reell und gréBer oder gleich 0 ist.%9¢

Wir sehen aus dieser kurzen, natiirlich nur die Hauptpunkte
berithrenden Ubersicht, welchen groBen Aufschwung das formale
Rechnen mit imaginiren Grofen genommen hatte. Man muB die
Wichtigkeit der erhaltenen Resultate, aber auch die GrsBe der Un-
befangenlieit bewundern, mit der man ohne eigentliche Grundlage die
imaginiren GrioBen zu verwenden sich gestattete. Erst die Wende des
achtzehnten Jahrhunderts brachte einen Umschwung zum Besseren.
Ein schwacher Versuch, den imaginiren GriBen geometrische Inter-

681 Comm. Ac. Petropol. ad annum 1740 (gedr. 1750), Bd. XII, 8. 66. — 682 pfiy.
cellunea Berol., Bd. VII, 1148, 8. 172 ff. — €83 Hiat. de I'Acad. d. Berlin 1746,
Bd. 11 (gedr. 1748), S. 195, Nr. 5: ,,Une fonction quelcongue de tunt et de telles
grandeurs imaginaires, qu'on voudra, pewt toujowrs élre supposée égale i p+q)/ —1,
p et q ddunt des quuntités réelles. — 684 Higt. de I'Acad. d. Berlin 1749, Bd. ¥
(gedr. 1751), 5. 265—288, — 686 Ebendaselbst S. 137—179.
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pretatlon zu geben, den ein Danziger Galehrter, H. KUHN (1690-——1769),
unternommen hatte,%® war nicht gelungen. Mehr als eines An-
satzes bedurfte es, um unsere heutige Anschauung von der komplexen
Zahlenebene zur allgemeinen (Geltung zu bringen. Zum erstenmal ist
die unter dem Namen Gauvss’ bekannte Darstellung komplexer Grofien,
wie man neuerdings gefunden hat, von dem Dinen Caspar WESsEL
(17456—1818, dan. Feldmesser) vorgeschlagen worden; eine von ihm
vollstindig ansgearbeitete Theorie findet sich unter den Abhandlungen
der dinischen Akademie von 1798 (verfaBt 1797, gedruckt 1799).%¢
Spuren derselben geometrischen Deutung sind in der Gauss'schen
Dissertation von 1799 enthalten. Ausfilhrlich — und zum drittenmal
unabhingig — hat 1806 der Franzose Areanp (geb. 1768 Genf)
das gleiche Thema behandelt, aber in einem Werke,%® das selbst
in Frankreich wenig verbreitet war und erst 1874 durch einen
Neudruck der Vergessenheit entrissen wurde. Die Arganp’sche
Theorie tauchte noch einige Male auf; so, nicht unabhingig von
ArGanp, durch Frangars (Lehrer an der Kriegsschule zu Metz),'®®
dem gegentiber Amcanp sofort sein Vorrecht wahrte,®® ferner in
England durch WARREN, dann wieder in Frankreich durch Mourgy %!
Bei den letzten Autoren 1iBt sich zunichst kein Zusammenhang mit
ArcaND nachweisen. Aber zu weiterer Verbreitung gelangte die
komplexe Zahlenebene erst durch Gavuss’ Fundamentalwerk Theoria
residuorum  biguadraticorum LI (1828—1832).%%2 Thr ist daher bis
auf den heutigen Tag der Name der Gauss’schen Ebene ge-
blieben; die Vorarbeiten wurden ginzlich iibersehen, wenn auch 1847
Cavcny (1789—1857, Paris) bereits auf die Verdienste Arcanp’s
wiederum aufmerksam gemacht hatte %S

Die hohe Bedeutung des Gauss'schen Werkes liegt darin, daB
in jhm der sallgemeine Begriff der komplexen Zahl streng auf-
gestellt und die Anwendungsberechtigung desselben fir alle arith-
metischen Operationen dargelegt wird, Die Bezeichnung ,unmdg-
liche Zahlen“ weist Gauvss zurtick. Nach seinen Untersuchungen
in der Theorie der quadraﬁschen Reste waren es vorzlglich die

e85 Navi comm. Petropal. ad annos 1750—51 (gedr. 1153}, Bd. 3, 8. 170—223.

— 687 Neudrack: Fssai sur la représeniation analytigue de la direction, Copen-
hague 1897. — 688 Apganp, Paris 1808, Kseni sur une manitre de veprésenter
les quantilcs smaginaires dans les constructions géoméiriques. Neudruck 1874
par Houir (vgl. besonders das Vorwort von Houii), — 689 Gepaonne's Annalen,
Bd. 4, 1813—1814, 8. 61. — 890 Dagelbst 8. 133—147, — 89 Nach Houitr's
Vorrede; vgl. Anm. 688, — 892 Vgl Gavas' Selbetanzeige, Gott. gel. Anzeigen
1831; Gavss, Werke, 1I, G5tt. 1876, 8. 175. — 693 Enercices d' Analyse et de
Physique math., Bid. 1V, Paris 1847, 8. 157.
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Arheiten ABeL's und Jacopr's dber die elliptischen Funktionen, “die
die Auerkennung der komplexen Zahlen und die Ebenbiirtigkeit der
reellen und imagindren GrdBen erzwangen, Nunmehr war die
Grundlage geschaffen, auf die die gesamte Funktionentheorie und
Grobenlehre fiir ihre weitere Entwicklung sicher gestitzt war.

Die Aufstellung des allgemeinsten Begriffes komplexer
Zahlen ist eine Errungenschaft des neunzehnten Jahrhunderts
sllein., Gauss hatte die Einheiten 4 1, — 1, 4 ¢, — ¢, also die
Wurzeln der Gleichung z* — 1 = 0, zu Grunde gelegt. LEsEUNE
Drmicnier (1805—1859; Berlin, Géttingen} bildete die neue Lehre
ans und schuf in derselben eine vollstindige Zahlentheorie, die der
der recllen Zahlen entsprach.** Hatte darauf EKrsensteIN (1823
— 1852, Berlin) die Gauss'schen Untersuchungen so abgeiéndert,
daB er die Wurzeln der Gleichung 2 — 1 = 0 als Grundeinheiten
wihlte, so ging KummeR (1810—1893; Breslau, Berlin) zu 2* — 1 =0,
DepEEIND (geb. 1831; Braunschweig) und KroneckER (1823—1899,
Berlin) sogar zu allgemeinen algebraischen Gleichungen tber, In-
dessen hatte schon Gauss dargelegt, daB der Zahlkdrper seiner
komplexen Zahlen vollstindig ausreichte und alle méglichen
Gleichungen, deren Koéffizienten diesem Gebiete angehorten, nur
wieder Zahlen desselben Gebietes lieferten. AuBerdem lieB sich
nachweisen, daB im Reiche der hyperkomplexen Zahlen einzelne
arithmetische Grundgesetze ihre Giiltigkeit verlieren, WEIERsTRASS
(1815—1897, Berlin) fiigte hinzu,%* daB diese hyperkomplexen Zahlen
durch Systeme einfach komplexer Grifien iiberhaupt ersetzt werden
konnen, so daB sich ihre Einfuhrung als ghinzlich iiberfliissig heraus-
stellte. So sind allméhiich auch spezielle hyperkomplexe Zahlen-
gebilde, die in Einzelgebieten immerhin ganz gute Verwertbarkeit
besaBen, wie die 1843 durch Hammoron (1805—1865, Dublin) ein-
gefiihrten Quaternionen, in der Gegenwart stark in den Hintergrund
gotreten %%

An Finzelheiten ist nachzuholen:
Der Buchstabe ¢ fir J — 1 ist durch Gauvss Gemeingut ge-

6% Berl. Akademieberichte 1841, 27.V.,, S. 190#. = Opera, ed. KroxeckEs,
Berlin 1689, I, S. 503 ff.; Abh. d. Berl. Akademie 1841, Mth. Abh., 8. 141—161 =
Opers, I, 8. 509 ff.; Berl. Akademieberichte 1846, 80.I11., 8. 108 . = Qpera, I,
. 639 f. — 698 Gott. Nachrichten 1884, Bd. X Zur Theoric der aus n-Houpt-
einheten gebildeten complexen Gréfen, S. 395—414. — 698 Gaves hatte bereits
1819 oder 1820 diese Quaternionen aufgestellt, wie sua seinem Nachlaf hervor-
geht, vgl. Gott. Nachr. 1898, Math.-phys. Klasse, 8. 8, Anm. 1. Eingehende
Darstellung der Quaternionen siebe bei Hawgev, Die Theorie der komplexen
Zahlensysteme, Leipzig 18687, Abschn. VIII—XI.
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worden;*” doch ist er nicht sein Eigentum. EuLer benutzte iln
bereita 1777,8%¢

Auch das Wort komplex ist erst seit Gauss (1831) ein fester
Kunstausdruck;®* bis dahin hatte man, Gauss eingeschlossen, das
Wort imaginir auch im weiteren Sinne gebraucht.

Der Gegensatz reell-imagindr erscheint zum erstenmal in
DescarTes’ Géométrie 1637.7%° OuentrED (1631 Clavis mathematica)
nennt noch die negativen Wurzeln einer Gleichung ,imaginariae”®!

Die Bezeichnung konjugiert (conjugé) fir ¢« + ¢ und @ — b+
stammt von Cavery (1821)7%2 Von demselben ist fir Ya?+b® das
Wort Modulus eingefihrt,”® wofiir WeiERsTRASS besser, da Modulus
schon in der Logarithmenlehre gebraucht wird, Absoluter Be-
trag mit dem Symbol |e + 54| gewahlt bat. Das Quadrat
hiervon (a® 4 5% nannte Gauss in der angefihrten Schrift vom
1828/32 ,Norm“

Die Darstellung ¢ + bt = (cos¢ 4 ¢sing) erscheint zuerst
bei Eoner und D’ALEMBERT; den Faktor cos ¢ 4 ¢ sin ¢ nennt
Caucny ,expression reduite«,”" Hanken Richtungskoéffizient.?**

D. Die algebraischen Operationen.

1. Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division.

Die algebraischen Grundoperationen haben sich bei der Be-
handlung der Gleichungen entwickelt. NaturgemaB traten zunichst

697 Disquisitiones arithmeticae, Lips. 1801, sect. VII, 337; Gausy, Werke, I,
Gott. 1870, S. 414, — 698 Egier, Institutionum calculi integralis, vol, 1V,
Petersb. 1794, S, 184 in einer daselbst abgedruckten Abhandlung De formulis
differentialibus ... vom 5, Mai 1777. — 69 JTheoria restd. biquadrat., 11,
Abschn. 30; Gott. Comm., Vol. VII, 1832; Gauss, Werke, I1, Gétt. 1876, 8. 102:
»Tales numeros vocabimus numeros integros compleros, ita quidem, ut reoles
complexis non oppomaniur, sed lamguam species sub hig continers censeantur.’ —
700 DescarTes, Oeuvres, ed. Covsin, Bd. V, Parie 1824, 8. 398: Au reste, tant
les vraies racines que les fausses me Sont pas toujours réelles, mais quelquefois
seulement tmaginaires, cest-a-dive gquw'on pewt bien loujours en imaginer autant
que j'ui dit en chague éguation, maiz qu'il %'y a quelquefois aucune quantité
qué corresponde & celles quwon imagine” — 70 Vgl auch Waruis, Opera, 1I,
Algebrs, Uxoniae 1893, 8. 72. — 702 Uours &’ Analyse algébr., Paris 1821, cap. 7,
§1, 8. 180, — 709 Ebendaselbst § 2, S. 183, — 704 Hanker's Diesertation, in der
dieser Ausdruck erscheint, datiert aus dem Jahre 18G1. M. Canvor hat indes
das Wort ,Richtungskoeffizient* schon fir 1855 nachgewicsen; vgl. Ztschr. f.
Math.u. Phys. 1881, S. 75—77 (bist.-litt. Abt.).
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die Addition, Subtraktion und Muitiplikation auf. Die Division von
Polynomen erschien nicht vor dem Mittelalter; sie stellte sich erst
ein, als die Theorie der Gleichungen soweit vorgeschritten war, daB
man durch Abspaltung von zusammengesetzten Faktoren Gleichungen
hoherer Grade auf solche niedrigeren Grades zuriickzufithren
suchte.

Diormant ist der alteste Schriftsteller (drittes bis viertes
Jahrhundert n. Chr), bei dem wir die drei ersten Operationen
in rein algebraischem Gewande antreffen. In der Einleitung seiner
dooPpgrindy fifdie VI betonte er die Wichtigkeit dieser Vor-
.ibungen fiir jeden, der sich der Lehre von den Gleichungen
widmen will. ,Wesentlich ist es fir dem Anfinger in unserer
Wissenschaft, sich in der Addition, Subtraktion und Multiplikation
mit algebraischen Ausdriicken zu dben, und zwar sowohl, wie man
eine Reihe positiver und negativer GréBen mit ungleichen Zahlen-
faktoren zu anderen Ausdriicken addiert, seien diese rein positiv
oder auch aus positiven und negativen GréBen zusammengesetzt,
als auch, wie man von einer Reihe positiver und negativer GréBen
andere Ausdriicke subtrahiert, die aus positiven oder aus positiven
und negativen GroBen bestehen*?*® Im weiteren Verlauf des Werkes
haben wir allen Grund, die Gewandtheit zu bewundern, mit der Dio-
pHANT selbst diese Operationen fortgesetzt vornimmt. — Er kennt
sonach die Addition und Subtraktion positiver und nega-
tiver GroBen, selbstverstindlich immer mit der Beschrinkung,
daB die Endresultate positiv bleiben, da er den Begriff rein nega-
tiver GroBen (vgl. S. 164) nicht besitzt. DiopEaNT maultipliziert
aber auch Summen und Differenzen seiner ,hinzuzufiigenden* und
nabztiglichen” Zahlen, miteinander und kommt dabei zur Aufstellung
des allgemeinen Multiplikationsgesetzes: ,Eine abziigliche
Zahl, mit einer abziiglichen vervielfacht, giebt eine hinzuzafiigende,
eine abziigliche Zahl mit einer hinzuznfligenden eine abziigliche.#7°®

Die Entstehung dieses rein algebraischen Rechnens DiopHANT'S,
iiher das nach ihm weder die Inder, moch die Araber, noch die

706 Diorrant, Def. X, ed. Tannerv, Leipz. 1893, 8. 14, Z. 1—10; ed. WerTEEINM
(Leipzig 1890), 8. 7: ,Kalds oty &e dvagropsvoy 1iis ngayuatsiog cvvddoe: xal
Gopaipdose xai mollamlavwaopois roip megl & sidp ysyuurdodae, xal ndg elidy
dnagrovia wwi Aelmovia ufy dpomdndi mgocHiis éripors eibeory, Jror xai avros
InGgyovoir, 3 xai dpoing vmaprovol xal liinover, xai wdg dnd dnagyiviey 0oy
uai Srépwr lemdvror Vpélps frepa ijror dndgyovia, B xai duolug Umagyorra xei
Asinovia,” — 708 Diorm., Def. IX, ed. Tanxery, 8. 12, Z. 19—21, ed. WEsTHEM,
S. 8 (Anm. 705): ,defpss éni Asiper mollandaviaesioa nowi vmagkiy, Asipes Oé
émi ynaglu mowel Aedper.S
Taorrer, Geechichte. I. 12
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Mathematiker des Mittelalters bis zum Ende des fiinfzehnten Jahr-
bunderts hinauskamen, ist nur wenig aufgeklirt. Algebraiker vor
DropaaNT sind uns nicht bekannt, wenigstens Schriften dieses In-
haltes nicht erhalten; vielleicht daB einige Stellen in anderen Schrift-
stellern wie das ,Epanthem* des Thymaridas (vgl. S. 247) algebraisch
zu deuten sind. — KEs scheint, als ob die Vorgeschichte griechischer
Algebra in der geometrischen Behandlung der Zahlenlehre,
die bis in die Zeit der Altpythagoreer hinaufreicht, zu suchen ist.
Wir lernen diese geometrische Methode der alteren Griechen,
soweit sie auf die vier Spezies Bezug hat, in Eorrip's Elementen
(am 300 v. Chr), lib. II, 1—10 kennen. Ihnen kinnen wir die
folgenden algebraischen Sitze entnehmen:

Nabtactad+....=ab+ec+d+...)
2 (a+ b =(a+b-a+(a+b-b
3Y(@a+d)a=ab+a®

) a+bd?=0a"4+ 8+ 2ad

e (7 (3

6) @+bb+jat=(3+3)

T e®+ 42 =2ab + (a — b)?

B) 4ab 4 (@ — b = (a + B)®
oot a3

10) 9 4 (a 4+ b = 2-(—2--) +2- (_2. + b)’.

Die geometrische Form von 4) ist uns ans dem modernen
Schulpensum bekannt. Satz 1) lautet z. B, bei Evkrin: Wird von zwei
geraden Linien ¢ und BC die eine BC in beliebig viele Abschnitte
BD, DE, EC (d. h. BC=BD+DE+ EC=1b+ ¢ + d) geteil,
so ist das Rechteck aus diesen beiden Linien gleich den Recht-
ecken aus der ungeteilten Strecke & und jedem der Abschnitte BD,
DE, EC.

Wir finden demnach in diesem Satze 1} das Multiplizieren von
Polynomen mit Monomen angelegt, aber auch das Heransnehmen
eines den einzelnen Summanden gemeinsamen Faktors (Heraussetzen,
Auskln.mmern) In der Vermutung, daB die dlteren griechischen
Mathematiker in. dieser geometriachen Einkleidung rein algebraische
Operationen vorzunehmen verstanden, werden wir dadurch bestiirkt,
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daB ein arabischer Kommentator Amm-rms (AN Numm um
900 n. Chr.} uns von HERON (Alexandria, erstes Jahrhundert v. Chr.)
erzahlt, er habe bereits feste Fachausdricke fir diese algebra-
ischen Operationen (compositio = Klammerausmultiplizieren, dissolutio
= Heraussetzen) besessen.’®” Feste termini technici bilden sich erst,
wenn eine betrichtliche Zeit hindurch die ihnen zukommenden
Operationen stindig ausgefihrt zu werden pflegen.

Sicherlich sind diese zehn Sitze Evkiip's nur eine Auswahl des
zu seiner Zeit vorhandemen Bestandes, aus dem er sich gerade mur
die auswihlte, anf die er sich bei Ableitung in spiteren Sitzen
seines Werkes zu beziehen hatte. Man wird nicht weit vom Richtigen
entfernt sein, wenn man annimmt, daB in ihnlicher Weise die antike
Mathematik weiter ansgebaut worden war und sich auch andere all-
gemeine Sitze wie (@ + b}+(c + d) als geometrische Lehrsitze einge-
stellt hatten. Dadurch war ein geometrischer Algorithmus ent-
standen, der einen vollstindigen Ersatz fir die algebraische Analysis,
wenigstens in der ersten Zeit, zu bieten vermochte; aus ihm schilte
sich allmahlich die abstrakte algebraische Operation immer mehr
heraus und machte sich endlich von der geometrischen Form ganz
frei. Der AbschluB dieses Prozesses war zur Zeit DiopHANT'S
(drittes bis viertes Jahrhundert n. Chr.) erreicht. Doch kann der
geschirfte Blick des Historikers schon aus Evkuip’s Elementen Bei-
spiele der beginnenden, bezw. vorgeschrittenen Arithmetisierung heraus-
lesen. Wihrend im zweiten Buch noch streng die geometrische Form
festgehalten wird, zeigt uns das siebente bis zehnte Buch einen
ganz erheblichen Fortschritt zur Arithmetik; den Entwicklungsgang
verraten aber noch die beigefigten Strecken, durch die die Zahlen-
groBen vorgestellt werden. Worter wie ,Flichenzahl“ fir ein Produkt
zweier Zahlen, ,Korperzahlen“ fiir ein solches aus drei Faktoren
gind aus offenbar geometrischen Fachwortern zu arithmetischen
Kunstausdriicken geworden. Ja, es werden, was die (Feometrie
nie vermag, Produkte aus mehr als drei Faktoren betrachtet. Der
Hauptsatz der Multiplikation a+b = &-a (Eokr, lib. VII, 16) hat sich
seines geometrischen Kleides fast ganz entledigt; er steht als abstraktes
Theorem fiir zwei reine Zahlen vor uns. — Weitere wichtige Belege
fir die hier geschilderte Entstehung der diophantischen Algebra
werden wir in der Lehre der quadratischen Gleichungen erbalten
(vgl. 8. 2562ff). KEine geometrische Lissung war wahrscheinlich schon
vor lwkmns Zeit fur sie entdeckt. worden; vielleicht hatte bereits

707 Anantu Comm., ed. M Comrze, 1898 Lalpslg {Supplementband zu Evernin’s
Werken, ed. Hsln:ne-Msmn), 5. 89,
12*
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Eumn (dnttes J ahrhundert v. Clu- ), slcher aber HEBON (erstea Jahr-
hundert v. Chr) eine einfache Rechenregel, die aus der geometrischen
Konstruktion abgeleitet war, besessen.

Man muB annehmen,’®® daB die Inder von diophantischer
Gleichungsbehandlung nicht unbeeinfluBt waren. Nach indischen
Quellen, aber auch nach dem diophantischen Originalwerk selbst,
arbeiteten die draber,”*® durch die das Wissen beider Vélker in das
Mittelalter hiniber gerettet wurde. Im Abendland wurde die Algebra
erst langsam, dann aber schneller und schneller der Vervollkommnung
entgegengefiihrt. Marksteine in dem weiteren Entwicklungsgange bildet
die Behandlung der Gleichungen bei den deutschen Mathematikern des
sechzehnten Jahrhunderts, die sogenannte Cof (S.126, 189 ff), in der
die vier Rechnungsarten nicht mebhr mit alleinigem Hinweis auf den
Epdzweck, die Lésung von Gleichungen, sondern als besondere Kapitel
gelehrt wurden,”'® dann vor allem die Einfithrung allgemeiner Buch-
staben durch Viera (vgl. 8. 149), die eine methodische Behandlung
der vier Spezies einleitete. Als wichtig fir die Anfangsperiode
moderner Algebra sind weiter die englischen Lehrbitcher von QuenrrED
(Clavis mathomatice 1631) und Harrior (drtis analyticae praxis 1631)
zu nepnen, die eine eingehende Darstellung sowohl der uns hier
angehenden Elemente des algebraischen Rechnens, als auch der
damals bekannten weiteren Resultate bieten.

Eine Zusammenstellung der Rechenregeln fiir alle
vier Grundoperationen mit positiven und negativen Zahlen giebt
zuerst der Italieper Lwca Pacrooro in seinem Lehrbuch, der
Swmma von 1494. Die Multiplikationsregeln stehen bei ihm in der
Form kurzer Merksitze an erster Stelle:7!!

Piu via piu sempre fa piv Plus mal Plus macht immer plus,

Meno viec meno sempre fa piu Minus mal Minus macht immer plus,
Piu vta meno sempre fa meno Plus mal Minue macht immer minus,
Meno via gpiu similiter anche meso. Minus mal Plus &hnlich auch minus.

In gleicher Kiirze folgen dann die Divisionsregeln?!? und nun
erst diejenigen ftir die Addition”' und Subtraktion.”"* Die Additions-
regeln haben den Wortlant:

108 Cantor, IV, 8, 582, — 709 Vgl Muuaumsp b8 Mosa Avcnwarizui, ed. Rosen,
S, 211, (Aom. 119). — M0 Gramuarevs, Rechenbuch 1518 (Anm. 24), Signatur &,
unter der Uberschrift ,Ain Algorithmus in gangen | nu den regeln Cofe” (52. BL);
Ruvorrr, 1525, die Cog, Buch 1, Kap. 5 (Anm. 761); StiFer, 1544, Arithm. inlegra,
III. Bach; Scur¥ee, Paris 1551, dlgebrae compendiose facilisque descripiio u. a.
— M Summa, 1, dist. 1X, tract. 1, 8. 112* (Anm, 10). — N2 Dagelbst S. 113",
— 73 Daselbst 8. 114%, — ™ Daselbst 8. 115°
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Pm ¢ pin gwnto fa sempre piu
Meno ci meno gionto fa ancor mes.

Piu 6 meno gionto sempre se abatte
e fara la magiore denomi-
natione

Meno o6 piv gquello medesimo che. P.
cd. M.

Plue zu Plus addiert giebt immer plus,

Minus zu Minus addiert giebt auch
minus,

Plue zu Mings addiert zieht immer ab
und giebt das Yorzeichen der
groBeren Zahl,

Minus zu Plus (wird) ebenso (addiert),
wie Plus zu Minus.

Noch kiirzer werden diese Regeln, wenn die Worte Plus und
Minus durch die Zeicher + und — ersetzt werden, wie das leider
auch im modernen Schulunterricht noch zuweilen vorkommt. So
verfihrt eine lateinisch geschriebene, um 1500 entstandene Algebra-
handschrift: Regulue Cosae vel Algcbrae, die in Wien aufbewahrt wird,
und giebt daher die Additionsregeln in folgender Form:

tg: "_'> facit t> addatur non habendo respeci quis numerus sit

superior.  Si fuerit <+ ot +> simpliciter sublrahatur brevior nwmerus

a majori et residuo sua ascribatwr nota,’15 d.i. T :ﬂg f> giebt *

man addiere, ohne Riicksicht daranf zu nehmen, welches die griBere

Zahl sei, Wenn (T ‘;Eg +> (zu vereinigen ist), so subtrahiere man

einfach die kleinere Zahl von der groBeren und gebe dem Rest das
Zeichen der letzten.

Der wiener Gelehrte Cmr. Rupovry (erste Hilfte des sech-
zehnten Jahrhunderts) benutzte in seinem Buche iiber die CoB (1525)
dieses Manuskript und dbernahm aus thm die obige Fassung.’}* In
dem Rechenbuch eines anderen wiener Gelehrten, des GRaAMMATEUS
(1518) — dem ersten deutschen Lehrbuch der Algebra — werden
schon die Einzelregeln zu allgemeineren zusammengefaBt; so fiir das
Addieren: ,So bie jaidye an ainander ongleid) fein fubtrahire alle
mal das flainer von dem grdfjern pnnd jim dbrigen fep der groffere
jal jaidjen.*”” Kin weiterer” Fortschritt ist bei Stirer (1486/87
—1567, lutherischer Prediger an verschiedenen Orten) zn ver-
zeichnen, wenn er die fiir die Praxis bequeme Vorschrift giebt:
#Soll idy fubtrabire . . . fes die angeseygte jal flugs hernady mif difem
vorteyl . wa id) + hab | da fege jdh — ond wa jd — hab | da febs
id) + fo ift das fubivahiren gefdiechen.“?'® Auf derselben Stufe steht

M6 Cawrom, IIY 8. 240 und 424. — 76 Roporrr's Cog, 1525, Buch I, Kap. 5
unter ,, Addirn" u. s, w. (Anm. 761}, — 717 Graumateus 53. Blatt, Signator @,
(Anm, 24). — 9 Smirsc's Bearbeitung von Ruvorrr's Cof, Kinigsberg 1553, S, 74,
Z. 1—4; Arithmel. integra, 1544, B. III, S. 238,
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StireL’s allgemeine Multiplikationsregel: ,Eadem signa ponuni signum
additorum; diversa wero signa ponunt sublractorum.71?

Beweise fiir diese Regeln werden, entsprechend dem Charakter
aller damaligen Lehrbiicher, nicht gegeben. Luca Pacioono (Summa
1494) versucht zwar die Multiplikationsregel zu erkliren;’* die
meisten Verfasser lassen sich aber auch nicht einmal darauf ein.
Cravivs (1587 Bamberg — 1612 Rom; Jesuit, zuletzt Lehrer der
Math. im Ordenshause zu Rom), dessen Algebra von 1608 sich sehr
eng an STIFEL'S Arithmetica integra (1544) anschlieBt, versteigt sich
bei den Multiplikationsregeln algebraischer GroBen sogar zn dem
Ausruf: ,Auf eine Begriindung dieser Regel bei der Multiplikation
cossischer Zahlen und der Zeichen 4 und — scheint man verzichten
zu mbssen. Man hat es der Ohnmacht des menschlichen Geistes
zuzuschreiben, daB er es nicht begreifen kann, warum dies richtig
sei. An der Richtigkeit der gegebenen Multiplikationsvorschrift ist
indes nicht zu zweifeln, da sie durch viele Beispiele erhartet ist.«72!

Die Anordnung der Rechnung in der Ausfihrung der
Muitiplikation ist bei den Cossisten von der unsrigen nicht ver-
schieden (vgl. den Anbang II, Nr. 28, 3lc).

Was die Behandlang der Division bei algebraischen
Ausdriicken betrifft, so erledigie sich dieselbe, solange der Divisor
ein Monom ist, nach der vou Luca Pacivoro gegebenen Regel.72?
Ist der Divisor zusammengesetzt, so treten Bruchformen auf, die
denselben Regeln unterliegen, nach denen die gewohmnlichen Briiche
des gemeinen Rechnens behandelt werden. Vielfach haben die
Cossisten des sechzehnten Jahrhunderts diesen algebraischen Briichen
besondere Kapitel gewidmet; so GrammaTEUs 1518,72? Ruporrr
1525,7% Stirer 1544.7%® In diesen werden die vier Rechnungs-
arten in Briichen gelebrt, dabei auch das Heben durch einzelne

M9 Apithmetica integra, Bueh III, S. 238%, Z. 7—8, — 720 Summa I, dist. VIII,
tract. I, S. 113* u. 113* (Anm. 10). — 72 Cravivs, Werke, Mainz 1612,
Bd. II, Algebrae caput VI, letzte Zeilen, 8. 17: ,,Cuusa autem huius rei in
multiplicationem numerorum Cossicorum e signorum + et — reticienda videlur:
et debilitas ingenti humani accusanda, quod capere non polest, quo pacte id
verum csse possit. Negque enim de ratione praedictae multiplicationss dubitandum
est, cum illa per mulia cxempla sit confirmata — 722 Diopmant hatte diese
Regelo fiir die Division nicht ausdricklich gegeben, weil sie, wie er meinte,
dem Bchiiler schon aus den vorgetragemen Multiplikationsregeln klar scin
miseen; vgl. Nesserxaxy, 8. 288 (Anm. 88). — 723 Grawmmarevs Signatur §,:
Yin algorithmns it briichen Ddienendt den vegeln Coffe (Anm. 24). — 724 (CoB,
Buch I, Kap. 6: Ilber den algorithmus de additis el diminutis in pridien, —
128 Arithmetica integra 111, 8. 239%: De minulils numerorumn cossicorum.
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Za.hlen oder emzelne Potenzen der Unbeka.nnten Die w1rkllche Au 8-
fibrung einer Divisionsaufgabe, in der Dividendus uud Divisor
Polyoome sind, ist bei den Zlteren Cossisten, wie GramMMaTEUS 1518,
Ruporrr 1525, nicht nachzuweisen. Sie scheint eine der vielen Er.
ginzungen zu sein, die StrFEL der Flementaralgebra zufiigte. In
seinen Beispielen aus der Arithmetice integra 1544,7% wie der Neu-
ausgabe der RupoLFF'schen Cof 1553,7% befremdet uns noch die dem
Mittelalter eigentmliche Art des Dividierens, das sog. Uberwarts-
dividieren (vgl. 8. 46). Die Rechnungen des Portugiesen PeprO
Nonez (1492—1577) in seiner Aigebra von 156772 haben jedoch,
da er das heutige Unterwiirtsdividieren bevorzugt, durchaus modernes
Aussehen (siehe Anhang IT, Nr. 36), ebenso die Aufgaben, die OugBTRED
(1574-—1660, Pfarrer in einem englischen Landort) in seiner
Clavis mathematica von 1631 vorfihit.”® Mit solchen Divisionen
sacht SiMoN Stevin (1548 Briigge — 1620 Leiden; Kaufmann,
spater im Staatsdienst als Ingenieur) in dem 1585 gedruckten Werk:
Llarithmétique contenant les compulalions des nombres arsthm. ou vul-
gaires ote.”® den gemeinsamen Teiler zwischen zwei ge-
gebenen Polynomen, wie zwischen (2? 4+ #%) und (z? + 72 + 6).
Die Ausfilhrung solcher Aufgaben scheint von ihm selbst aufgefunden
zu sein, da er besonders angiebt, sie bei Vorgingern, wie Pepro
‘Nuxgz, nicht gefunden zu haben. In dem angefithrten Fall dividiert
STEVIN (%4 2% durch (2? 4+ Tz 4 6) und erbilt x, mit dem Rest
— 62 - 6z; indem er diesen wieder in x4+ Tz + 6 dividiert,
kommt er zu dem Quotient } mit dem Rest 6z + 6. Dieser ist,
da er in — 63® — 62 aufgeht, der gemeinsame Teiler.

DaB die Division %:—i"— bei der Ausfithrung keinen Rest giebt,
ist in Eurrin's Summation der geometrischen Reihe (El. IX. 35) ent-
bhalten, ohne jedoch den damaligen Mathematikern in dieser Auffassung
zum BewuBtsein gekommen zu sein. DiopEANT (drittes bis viertes
Jabrhundert n. Chr) kennt den Spezialfall =2 = 4 4 g 4 83

er benutzt ihn wenigstens, ohne direkte Anfohrung, in der

achten Aufgabe seines ftinften Buches,” wihrend sich die ent-
sprechende Formel ‘L :}2 = a® — ab 4+ b® bei ibm nicht nachweisen
8 Arithm. integra, 11, 8. 239. — 727 8, 746, — 728 Pepmo NuoBez, Libro de
Algebra en Arithmetica y geomelrica, Anvers 1567, S. 82°% — 729 Wipus,
Algebra, Opera, Bd. II, Oxon. 1883, 8. 75, 8. — 730 Syevin (Anm. 88), I,
S. b8, probl. 53 ,, Estani donnée deux multinomies algebraiques. Lrouver leur
plus grande commusne mesure” — 13 Diopnant, V, 8, ed. Tannery, 8. 324—826;
WerTHEIM, 8. 200—201 (Anm. 705); vgl. NEsseLmawn, S. 448 (Anm. 88).
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% treten une erst im sech-

zehnten Jahrhundert entgegen, wie bei dem Italiener Carpano
(vgl. Anhang II, Nr. 32b) in der Proctica Arithmeticae von 1589792 und
bei seinem in der Geschichte der kubischen Gleichung bekannten
(Gegner TARTaGL1A; letzter muB diese Kenntnis auch besessen haben,
da er in eeinem @eneral traitato von 1556737 gelegentlich be-

"mg_g—-_sz_- stets aufginge. Kine

V243 + V25
Zussmmenstellung der drei moglichen Formeln gab Waruis (1616
—1703, Prof. der Geom. in Oxford) in seiner digebra.”%s

1iBt. Die allgemeinen Divisionen

merkt,  daf eine Division wie

DieVorschrift, daB man vor Beginn der Divieion nach
den Potenzen eines und desselben Buchstabens, der dazu
besonders geeignet erscheint, ordnen miisse, treffen wirin NEwToN's
Arithmetica universalis 1707 an,’8* zugleich mit der Bemerkung,
daB mavo dann die Division sowohl bei den Gliedern hdchster als
bei denen niedrigster Ordonung beginnen konne.’3®

Eine wichtige Neuerung war, so wenig es uns jetzt anch scheint,
die Fortsetzung einer nicht aufgehenden Divisionsaufgabe
bis ins Unendliche. Diesen Schritt that zum erstenmal NicorLaus
MEercaToR (1620 Holstein — 1687 Paris; bis 1683 in London); in
einer Abhandlung Logarithmotechnic von 166873¢ verwandelte er

suf diesem Wege den Bruch i':- : in die wunendliche Reihe

l—a+a?—a*+a*—... Man kann hierin aber auch NEwron (1643
—1727) die Prioritit zuerkennen, wofern man von dem KErscheinen
im Druck absieht. Newron batte némlich eine Abhandlung De ana-
lysi per aequaliones numero terminorum infinstas verfaBt und 1669
seinen Freunden vorgelegt. Aus spiiteren Notizen (Brief vom
24, Okt. 1676 an OLpENBURG)?Y 1iBt sich nachweisen, dal sie etwa
1665 oder 1666 geschrieben sein muB; ihr Druck erfolgte freilich erst
im achtzehnten Jahrhundert. In dieser Schrift, die die wichtigsten
Reihenuntersuchungen Newton’s enthilt, hatte er auch den

Bruch ﬁ in zwei verschiedene Reihen mit Hilfe des Dividierens

aufgelost, einmal in

732 Kap. XXI1, § 11—15 (opers, Lugdun. 1663, 1V, 8. 29). — 733 General
trattato, Parte II, 8. 158 — 733 Algebra, opera math. II, Oxford 1693,
8.963—864.— 739 Daselbat S. 27 (Anm. 676). — 735 Daselbst S. 30. — 736 Masgnss,
Seriptores Logarithmici, I (1791), Abdruck 8, 187—198, — 737 Commerciumn
epistolicum, S. 125, Z. 8—9 (Anm. 518).



1+w,—=1—x3+a:‘—a:"+ s
dann auch in
i =zt g —, .,

von demen die erste Entwicklung bei hinlinglich kleinem xz, die
zweite bei hinlinglich groBem « zu nehmen sei.??®

2. Die Potenzierung.
a) Begriff, Zeichen, Name der Potenzen.

In der altpythagoreischen Schule (viertes bis fiinfies Jahr-
hundert v. Chr.) fanden die Anregungen, die gelehrte Reisende auns
Babylonien und Agypten mitbrachten, fruchtbarsten Boden. Wir
wissen, zu welch wichbtigem und aligemeinem Lehrsatz durch das
Genie des Pythagoras jene cinfache, in Babylon und Agypten be-
kapnte Exrfabhrungsthatsache wurde, daf ein Dreieck mit den drei
Seiten 3, 4, 5 rechtwinklig ist. Aus dem Morgenlande bezog die
alteste griechische Wissenschaft auch die Urbegriffe von Quadrat-
und Kubikzahlen, deren Kenntnis wir in Babylon schon fiir das
dritte Jahrtausend v. Chr. als sicher vorhanden annehmen konnten
(vgl. S. 70). ,

In eigenartiger Weise verbanden die Pythagoreer Zahlenlehre
und Geometrie. Die beiden Worte dvweurg und rerpdywrog?™® sind
in ihrer achlieBlich unterschiedlosen Verwendung eine charakteristische
Folge dieser Betrachtungsweise. Letztes hat offenbar geometrischen,
erstes rein arithmetischen Ursprung; dieses entspricht unserem
JQuadrat®, das wir wie die Griechen anch fiir die Zahl a® ge-
brauchen, jenes dem Ausdruck ,zweite Potenz®. Bald entlehnte die
Arithmetik auch das Wort x9fo¢ der Geometrie, um die dritte Potenz
zu bezeichnen. Es geschah dies vor Eukrw’s Zeit (ca. 300 v. Chr.),
da es in seinen Blementen (Buch VII, Erkl) wie ein léngst iblicher
terminus technicus benutzt wird.

Solcher Art sind die Uranfinge der Potenzlehre. Wann eine
Fortfihrung auf hbhere Potenzen vorgenommen wurde, weif man
nicht. Schwer war der Schritt jedenfalls, da eine vbllige Losldsung

730 Dnselbst S, 38, Z. 2—1 von unten: ,Priori modo procede, cum x est satis
parva, posteriori cum satis magna supponitur — 139 rerpiyaros seil. doidpds,
wihrend das geometrische Quadrat zszpaywvor scil. oxijue (Figur) hie; Nesser-
MaNN, 8. 158, Anm. 20 (Anm. 86).
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von geometnscher Anschaulmg filr die ﬂerte und erst recht fur eine
héhere Potenz Vorbedingung war. Bei DiopHanT (drittes bis viertes
Jahrhundert n. Chr.) sehen wir diesen Schritt vollzogen (vgl. S. 125).
Die vierte Potenz heifit in seinem Lehrbuch der Algebra (Apc9-
porey Fifdie VI) dvvapodiveprg, die finfte Potenz duvepdxvfos,
die sechste xufdxuvfloc. Sogar fir die reziproken Werte sind Fach-

augdriicke vorhanden: &au‘i‘poatdw = —1— Svvapontdy = l-i, xvflocTdy

= ;l,—, < xvfoxvfocrdy = - Wohlgemerkt gelten alle diese Potenz-

bezeichnungen allein fitr t:he Potenzen der Unbekannten, deren erste
Potenz, wie wir wissen, kurz &p«?pde hieB. Nur fiir die zweite
Potenz giebt es bei bestimmten Zahlen in dem oben erwihnten,
jetzt anders benutzten rergdyovog ein eigenes Fachwort. Diese
Beachriinkung des Potenzbegriffes auf die Unbekannte ist dibrigens
eine charakteristische Eracheinung der antiken und mittelalterlichen
Algebra bis zum ausgehenden sechzehnten Jahrhundert; erst Viera
(1591 Isagage) ermiglichte durch Einfihrung allgemeiner Buchstahen-
groBen an Stelle der speziellen Zahlenkoéffizienten eine eigentliche
Potenzlehre,

Der wesentliche Unterschied zwischen der indéschen und griechischen
Potenzlehre liegt in der Bildung der Potenzbezeichnungen. Wihrend
Diopaant hierbei die Addition der Exponenten benutzt: dvveudxvfog
= ¢3+2 = 25 verwendet der Inder die Multiplikation. Erinnern wir
uns (vgl. S. 129), daB die Inder (BraEMacuUrTa, geb. 598 v. Chr)
die zweite Potenz mit va, die dritte mit gha andeuteten, so ist bei
ihnen 2 gha nicht die fiiofie, sondern die sechste Potenz (2?9,
gholich ist vave = 2%, vavave = =8 ghagha = 2°. Die Handhchkeit
der gewihlten Symbole gestattet zugleich anch ein leichtes Hinaus.
gehen itber die sechste Potenz, die DiorBaANT nicht iiberstiegen hatte.

Dieser Zwiespalt zwischen der griechischen und indischen
Namengebung erbte sich durch die Araber, denen beide Quellen vor-
lagen, bis tief in das Mittelalter hinein fort und fihrte oftmals
zu groflen Verwirrungen, da das eintretende lateinische Wort
Quadratocubus bei dem einen die sechste,”#! béi dem anderen die
fimfte Potenz war.74? Die Mehrzahl der arsbischen Mathematiker
wihlte die indische Art; so z. B. MunaAMMED 1BN Musa ALCEWARIZMI
(Anfang des neunten Jahrbunderts; Bagdad, Damaskus). Der
streng nach griechischen Mustern arbeitende Ankarcnr (um 1010;

40 Nesspruany, S. 295, — 74 Pacivoro, Smirer, Nuiez, Tarraaria, Cazpano,
Recoroe, Cravius, Desoantes, Lemxiz, — 792 Viera, Quanrteep,
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Bagdad) schloB slch hmgegen DIOPH;\NT an. Auch in den ‘anderen
Bezeichnungen tritt bei denm arabischen Mathematikern eine Ver-
schiebung ein. Nennt Diopuant die erste Potenz der Unbekannten
dptFpdg (= Zahl), 80 heiBen jetzt hiufig die in einer Gleichung auf-
tretenden Konstanten einfach Zahlen (in lateinischen Ubersetzungen
numers); der indischen Gewohnheit folgend (vgl. S, 128 rupakd
= Minzen), benutzen aber auch viele fiir die bekannten GréBen die
landesiibliche Miinzbenennung ,,Dirhem* (lat. dragma, Drachme), ein
Wort, das bei Ubersetzern und spiteren mittelalterlichen Mathe-
matikern schlieBlich die urspriingliche Bedeutung ganz verlor. Das
arabische Wort fir 2? ma@l (= Vermdgen, Besitz) kann eine direkte
Ubersetzung des griechischen ddweurg sein; auch ka'd (Wiirfel) fur z°
verrit die Anlebnung an x¥8eg. Selbstindige Wahl scheint bei der
arabischen Bezeichnung sches (Sache, Ding) fiir die erste Potenz der
Unbekannten vorzuliegen. Wie das in gleichem Sinne gebrauchte
dschidr (Wurzel}) mit dem indischen mile (Pflanzenwurzel, dann auch
Quadratwurzel) zusammenhingt, ist noch nicht vollig aufgeklirt, da
mila nicht fiir Gleichungswurzel gebraucht wird, dschidr aber auch
fir Quadratwurzel Verwendung findet (vgl. S. 214—215). Wahr-
scheinlich liegt hier eine arabische Verallgemeinerung vor. Indischen
Ursprunges ist die zuweilen in arabischen Schriften auftretende Be-
nutzung von Abkiirzungen fir die Potenzbezeichnungen, die in den
Anfangshuchstaben derselben bestehen.?”43

Bei Ubersetzungen bezw. Bearbeitungen der arabischen Schriften
in lateinischer Sprache suchte man die Originalworte moglichst ge-
treu wiederzugeben. Mit dem Worte radiz, das allgemein — 8o bei
JoBANNEs vON SEVILLA (thdtig zwischen 1135 und 1153), GERHARD
voN CrEmoNa (1114 Andalusien — 1187 Toledo), LeonarDO VON
Prsa (1202, lder abaci) — fur die erste Potenz der Unbekannten
eintrat, traf man eine gute Wahl, Sehr wenig geeignet nannte
JorANNES vON SgvirLa die zweite Potenz res,”#* da hiermit besser,
entsprechend dem arabischen dschai(= Sache oder Ding), die erste
Potenz wiederzugeben wire, wie es auch wirklich durch LEoNiRDO
voN Piga 748 geschah Fiir 2? wihlte GERHARD vON CREMONA7#® und

I Vel CAN'I.‘OB, I, 8.755. — 744 Rechenbuch des Jouanwes voN SEviLLa (Anm 131),
z. B. 112 daselbst: ,,Quacritur ergo, quae res cum . X . radicibus suis idem decies
aceepto, radice sua efficiat 395 (x2+10x=39). — M8 Lzox. P, (Anm. 17), 1, S. 191,
2 19 und fter; auch radix wird gebraucht, zverst S. 406, 7. 7 v. u.; res ﬁndat
sich auch in einer lat. Ubers. v. Mosaumen's Algebra (Anm, 750), z. B, Libri I,
8. 268, Z. 2: res in rem fit census. — radix entepricht unserem Worte ,,die Ub-
bekannte", res unscrem Zeichen ,x“. — 796 Canror, Ib, 8. 753,
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nach 1hm LEONARDO 747 das Wort cemsus. Fiir o® blelbt oubus allein
méglich. Die absoluten Zahlen pflegten durch Hinzufligung von
numerus oder dragma gekennzeichnet zu werden, zuweilen aber auch
ohne Zusatz zun bleiben,”4®

Die Wortreihe rodiz, census, cubus hielt sich in mathematischen
Abbhandlungen durch das ganze Mittelalter hindurch, fast solange
fiberhaupt in lateinischer Sprache geschrieben wurde; radix ist noch
beute in dem modernen ,,Wurzel einer Gleichung“ wiederzufinden.
Weniger zih war das Wort res, das mit radix im Wettstreit lag.
Es tritt allmiblich so in den Hintergrund, daB seine Benutzung in
Schriften aus dem Schluf des finfzehnten Jahrhunderts geradezu
auffallt.”*® Hiermit ging aber nicht etwa eine Bevorzugung von
radix Hand in Hand; der Grund, warum res verdringt wurde,
war ein anderer. Italienisch geschriebene Abhandlungen hatten das
lateinische res durch cosa ibersetzt. So findet sich in einem aus
kaufminnischen Kreisen stammenden Marnuskript des vierzehnten
Jahrhunderts 7% die Reihe: cosa, quadrato censo (quadraio, censo), censo
cubo (cubo), censo di eenso, censo di cubo.”®' Das im Anhang IT) Nr. 18
gegebene Beispiel aus diesem Manuskript zeigt die Verwendung
dieser Ausdriicke; bei der absoluten Zahl steht die Miinzbezeichnung
fire (an Stelle des lat.-arabischen dragma). Statt der ausgeschriebenen
Worte werden bei spiiteren italienischen Schriftstellern die Anfangs-
silben benutzt. Vertreter dieser Periode sind uns nur dem Namen
nach, sehr selten in ihren Schriften erhalten, da sie, fiberstrahlt
durch die Swumma des Lwca Pacruorno von 1494, des vollkommensten
Werkes der damaligen Zeit, im Dunkel der Vergangenheit verschwunden
sind. Bei Pacruovo selbst sehen wir die Reihe der Potenzbezeichnungen

747 Lronarno Pisawo, I, 8. 407, Z. 1: ,quadratus, qui cemsus dicttur” ... —
748 Vgl. die lat. Ubersetzang von> Momawmep's Algebra in Libri (Anm. 750),
Bd. I, Note XII, in der sich alle drei Arten finden: 1) S. 254, Z. 15: ,census
equatur radicibus, el census aequatur numero ¢l vadices aequantur numero.*
2) 8. 255, Z. 19: ,census & decem radices equaniur triginta novem dyagmis.“
8) 8. 256, Z. 3: ,duo census & decem radices equaniur quadraginic octo.
LeoNawpo Pisano gebrancht neben numerus auch denarius als Ubersetzung von
dragme (Leon. Prs,, I, 8. 407). — 749 80 RrartomontaNus (1464), vgl. Anhang II,
Nr. 21b; Dresdener lat. Algebra (Manuekript um 1480; vgl. 8. 133 unten),
WarrLER (Anm. 480), S. 18 ff. ,,. .. valor rei“; 8. 15, Z. 10: ,,compendium de 3 et
re*; ferner moch bei Gmnm'rsus (1518) (Anm. 24), 48. Blatt, Riickseite 3 1:
400N ainen Dinge oder de e, — 750 Abgedruckt von Libri, Histoire des
Seciences mathématiques en Italie, 2. Aufl, Halle 1865, Bd. HI, S. 288—336. —
76 Merkwiirdig ist das Auftreten der diophantischen Bezeichnungsweise censo
di cubi fir 2% womit bei allen anderen italien. Mathematikern 2* gemeint
wird.
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berelta S0 vorgenomimen, da.B sie beheblg weit fortgeaet.zt werden
kann. Sie lautet?s® mit Anfuhrung der beim Rechmen stindig ge-
brauchten Abkiirzungen

nomere = 7. =a° censo de cubo = ce.cu. = ¢
cosa = ¢o. =o' gecundo relato = 2°%¢% = a7
cemse = ce. = a® censo de censo de censo = ce, ce. ce. = 2°
cubo = ou =2° :
censo de censo = ¢e. ce. = x* terzo relato = 3%¢% =zl
primo relato = p°.+% = 2*

Unbekannt ist die Bedeutung des Wort.es relato, das schon in
dem oben erwihnten Manuskript aus dem vierzebnten Jahrhundert vor-
kommt762* und das vielleicht im Zusammenhang mit den Potenz-
bezeichnungen eines spitgriechischen, sonst nicht bervorgetretenen
Mathematikers Pserros (Ende des elften Jahrhunderts) ¢Aoyog mp&rog
fiir 2%, '#Royo¢ devrepog fir a7 7°% steht; klar ist die Verwendung
von relato in Verbindung mit den Ordinalzahlen primo, secundo,
terzo bei Potenzen, deren Exponenten die Reihe der Primzahlen 5,
7, 11 u. 8. w. sind.

Aus Jtalien flossen nun etwa um die Mitte des fiinfzehnten Jahr-
hunderts mathematische Kenntnisse, besonders der Gleichungslehre,
nach Deutschland und riefen dort eine selbstindige Weiterentwicklung,
die bis zum Ende des sechzehnten Jahrhunderts reicht, bervor. Dem
Studiom der italienischen Schriften bezw. der miindlichen Lehre
italienischer Gelehrten, deren Ruf viele WiBbegierige an ihre
Universititen zog, entlehnte man sowohl die Art der Behandlung
der Gleichungen als auch die hierbei itblichen Fachausdriicke. Die
Hauptrolle bei diesen spielte natiirlich die unbekannte GroBe — cosa —
gelbst; sie bildete das Characteristicum der neunen Wissenschaft. Man
tibernahm nicht nur ihren Namen (so heiBt die Unbekannte im
deutschen Rechenbuch des Jomannes WinmManny voN EGer: | coffa,’®
spiter verdeutscht: 1 Cof, Riesg 1524,7° Ruporrr 1525 7%),
sondern benannte nach ihr auch das gesamte neuartige Rechnen.
In diesem Sinpe spricht Winmanw (1489) von einer Regula Coffe?s”

82 Summa, S.67"% am Rand, bis £2° (Anm. 10). — 762+ Z. B. Libri III (Anm. 750),

S. 383, Z. 13, 14: ,¢ radice relata de 5153832 ¢ 22¢, d. h. 1‘/5153332 - 22, —
783 Canror, I* 8. 478. — 78¢ Wiomann (Anm. 55), Blatt 218 bei der algebrai-
schen Behandlung einer geometrischen Aufgabe, — 755 Beaisr Adam Riese,
sein Leben, seine Rechenbiicher und seine Art su rechnen; die Cof vom Adam
Riese, Leipzig-Frankfurt a. M. 1892, S, 85. — 788 Rypnorr¥'s Cof 1525, lib. T,
cap. 5. ~~ 757 Unter der Regula Falsi, 198. Blatt (Anm. 55),
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und bepennt sich eine wiener Handschrift, die zu Beginn des
sechzebnten Jahrhunderts entstanden ist, Regule Cose vel Algobre.”
Das Rechenbuch des GrammaTEUs (HEINRICE ScHREIBER aus Erfurt),
geschrichen 1518, ist das iilteste gedruckte deutsche Lehrbuch
der Algebra; wenigstens enthilt es einen kurzgefaBten algebraischen
Abschnitt. Auf diesen bezieht sich der Verfasser, wenn in dem
den Inhsalt ankindigenden itel von ,etlidhen XRegeln Coffe” die
BRede ist. Von diesem Werkchen berichtet auch der berithmte
Rechenmeister Apay Riese’%® (1492—1559, Annaberg) und erzihlt,
daB darin Aufgaben ,durch Cofi“ gelost seien. In der That erfahrt
jede Aufgabe bei Grammareus eine zweifache Behandlung, eine
in der bis dahin iiblichen Art und Weise, zumeist nach der Regel
detri, dann eine zweite, die stets die Uberschrift ,durd) Coff”
trigt. In so erweiterter Bedeutung wird das Wort ,,CoB4 das
schlieBlich die Lehre von den Potenzen der Unbekannten, der
ycossischen Zahlen,’® und die Lehre von den Gleichungen um-
faBt, Aligemeingut der Mathematiker der damaligen Zeit, besonders
durch das vielgelesene Werk”®' des wiener (elehrten CnrisToPH
Rupovrrr, eines Schiilers des GRammaTEUS, das 1525 erschien und
kurz ,RupoLFr's CoB“ genannt wird.

Die nicht zu unterschiitzenden Verdienste der Cossisten sind
zweifacher Art. KEinmal lgsten sie von der Gleichungslehre das
tecbnische Rechnen mit Potenzen als besonderes Lehrkapitel ab; sie
sind dadurch also Begriinder einer eigentlichen Potenzlehre. Dann
aber schufen sie sich fiir ihr Rechnen eine neuartige Zeichen-
sprache und legten 8o das Fundament fiir unsere heutige symbolische
Algebra.

Um die Entwicklung derin der CoB gebriuchlichen Sym-
bole, die wir zunichst behandeln wollen, besser zu erkennen, sind die
in den einzelnen Schriften verwendeten Zeichen nebenbei zusammen-
gestellt, Das dlteste Dokument deutscher Algebra ist ein miinchener
Manuskrsptenband,”®? der in der Zeit zwischen 1455 und 1464 entstanden

768 Vgl GxresrpT, Monatsberichte der Berl. Akademie 1870, 5. 143—144. —
769 Beprer, S. 35 (Anm. 755). — 760 Ein Ausdruck von SmreL, Arithmetica
integra, Niirnberg 1644, 8. 237* ,,De numerts cossicis”. — 7€ 'Titel: Behend
ond Bilb{dy Redynung durdy die Punfteeichen regeln Ulgebrae — fo gemeinidlidy die
Cofs gentefit werden . . . jufammenbracdgt dnrd Chriftoffen Rudolff von Jamwer.
(StraBburg 1525). Aus der Inhaltsangabe: Diff Budy wirt geteilt in jween teyl.
der evft befdlenfit adht algorithmos mit etlidyen andesn vorlenfiten | fo zu erlernung
der Cofs Llottiirftia fein, der andere 3eigt an die regl® der €ofs | je eine in junder-
fieit ecPlevet, mit vil vnd manderley fddnen egempeln. — 762 Vgl den Bericht
von Gergaror in den Berl. Monataberichten 1870, S. 141 u. 148, Genauer
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1at und aus verschledenen mathematlschen Abhandlungen mmelst
derselben Handschrift — wechselnd in lateinischer und deutscher
Sprache — besteht. Neben Schriften iiber Geometrie und fiber
die Lehre vom gemeinen Rechnen findet sich ein kurzes deutsches
Bruchstiick algebraischen Inhaltes, datiert vom Jahre 1461, das
ein Auszug aus der Algebra des MunAMMED IBN Musa ALCHWARIZMI
zu sein scheint, da nicht nur die Wortreihe numerus bezw. dragma,
radix, census und die ganze Behandlungsweise der vorkommenden
quadratischen Gleichungen, sondern auch die in den Beispielen
gewithlten Zahlengroien auf Mumammzp's Schrift hinweisen. Ab-
kiirzungen oder Zeichen werden nicht gebraucht. EKine zweite
deutsche Algebraschrift desselben Manuskriptenbandes, etwa auf die-
selbe Zeit zu datieren, weist durch die Reihe numerus = zal, cosa
= Ding, censo, cubi, censo di censo, die sonderbarerweise mit
duplex cubo = 25, cubo di cubo = 2 fortfahrt, deutlich auf italienischen
Ursprung. Dieses Manuskript enthélt fiir cosa ein Zeichen, das
einem & #hnlich ist.7%3

Ein 2weiter Manuskriptenband, wahrscheinlich aus den achtziger
Jahren des fiinfzehnten Jahrhunderts stammend, ist in Dresden
(C. 80) aufbewahrt.”® Ka ist dies das echon ofter (S.133, Anm. 749)
erwahnte Exemplar, das bereits WipMany (1489, erstes groBeres
gedrucktes deutsches Rechenbuch®®) besessen und benutzt hatte,
das auch, wie ebenso sicher festgestellt ist, im Besitz von GRaMMAa-
TEUS (t 1525; Universitiitsiehrer in Wien?4) und Riese (1492—1559,
Annaberg) gewesen ist. In demselben sind zwei Algebrahandschriften,
eine deutsche und eine lateinische zu unterscheiden. Die deutschen
Fachworter der ersten heiBen: jall, ding?, jenfi, dubi, mursell oon
det wursell, von denmen das letzte unerklirbar, wahrscheinlich ein
MiBverstandnis des Schreibers ist. Die Zeichen, die in beiden
Abhandlungen gebraucht werden, sind anscheinend verschiedener
Natur. Fassen wir zunichst das Zeichen der Unbekannten in der
deutschen Algebra ins Auge, so wird es sich als ein d(= Ding) deuten
lassen kénnen, wie es auch von Cur1zE und Caxtor geschehen ist;
groBere Wahrscheinlichkeit aber liegt darin — besonders wenn man

Abdruck der algebraischen Abhandlungen durch Corrze, Ztschr. £ Math. u. Phys.,
Bd. 40, Supplement 8. 91—74. — 763 Die von Cortze im Abdrack gegebenen
Zeichen sind apscheinend nicht genau nachgebildet. Das Zeichen der Un-
bekannten diirfte sich mit dem gleich zu besprechenden Symbol der dresdener
Algebra decken. Ganz unwahrscheinlich iet, daB in einer weiteren Abhandlung
des minchener Bandes ein 2¢ euftritt, ein Zeichen, das erst durch Ruborrr’s
CoB eingefilhrt wird. — 764 Abgedruckt bei WarpLkr (Anm. 480).
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dis Schlinge rechts oben betrachtet, die man bei einem d eher links
unten erwartet — es als ein ¢o anzusehen und in ihm die italienische
Abkirzang fir cosa wieder zn erkennen, Das Zeichen der Konstanten
ist chne Zweifel als ein & (= dragma) zu lesen, dem nur noch ein
haufig auftretender Schnérkel angefigt ist (vgl. ¢€); 3 und dyu bediirfen
keiner weiteren Erklarung. Der Verfasser der deutschen Algebra mufl
als Vorlage italienische Manuskripte, vielleicht Nachschriften von
Vorlesungen, gehabt und ihnen seine Zeichen entnommen haben; es
kann sein, daB er ihre Ableitung gar nicht erfaBt hatte. Die in
Italien seit langer Zeit blithende Algebra wird selbstverstindlich
solche Abkirzungszeichen ausgiebig benutzt haben; oftmaliger Ge-
brauch kann aber leicht die anfangs erkennharen Buchstaben so ab-
schleifen, daB die Herkunft nur dem Kundigen klar ist, zumal in einer
Zeit, die Vervielfaltigung durch Druck noch gar nicht kannte und des
schnelleren Schreibens wegen Ligaturen in ausgedehntem MaBe ver-
wendete, Ein Gelehrter vom Schlage des Pacivono war sich ihrer
Deutang bewuBt und lieB, als er seine Summa 1494 durch Druck
veroffentlichte, das urspriingliche co (vgl. S. 189) wiederherstellen;
ein deutscher Bearbeiter wird sich nor schwer mit ihnen zurecht
gefunden, ja sie gar nicht verstanden haben. Der Unerfahrenheit des
Verfassers der kleinen deutschen Algebra im dresdener Codex ist
sicher auch das eigentiimliche Zeichen und Wort fiir »* zuzuschreiben.
In seinem Original kann nur 33 gestanden haben. Wird die untere
Schlinge des 3 weiter nach rechts gezogen (vgl. in der Tabelle Nr. 8
und 9 bei STIFEL), so ist es einem deutschen geschriebenen 4{ dhulich
und kann mit ihm verwechselt werden. Nun kommt aber in der
deutschen Algebra C. 80 wirklich auch ein verschniorkeltes » vor,
vielleicht im Original in etwas dhnlicher Linienfilhrung, aber in der
Bedeutung der Quadratwurzel;”®® folglich las und schrieb der
deutsche Abschreiber auch fiir 33 ,wurzell von der wurzell“.
Bestitigt wird die Deutung ‘des Zeichens fiir die Unbekannte als
co, wenn man die Zeichen der lateinischen Algebra desselben dresdener
Bandes prift (S. 191, Nr.2). Aus der ganzen Behandlung des in dieser
Handschrift gebotenen Stoffes konnen wir auf einen viel befahigteren
und gelehrteren Verfasser schlieBen. Sein Zeichen fiir unser  gleicht
einem ¢o, in dem das ¢ nach rechts geschlungen ist; bemerkenswert
fir spitere Verinderung bei anderen Autoren ist ein leichter Knick
am ¢ links unten. DaB der Verfasser sich bewubt ist, eine Ab-
ktirzung von cosa vor sich zu haben, geht ohne weiteres daraus hervor,
daB er zuweilen die Flexionsendung des Genetivs (cosae) rechts oben

768 Warprer, S. 5, Z. 3.
TxOPPKE, Goschichte, I, 13
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belfﬁgt res Auf keinen Fall kann es ein » sein, das als Anfangs.
buchstabe von radix freilich denselben Begriff darstellen wiirde, aber
anders zu flektieren wire. KEin wirkliches », wieder fiir Quadrat-
wurzel, ist an anderen Stellen der lateinischen Algebra, wie die
Tabelle angiebt, dbrigens auch anzutreffen.”®” - Die falsche Lesung
des Zeichens fiir cosa als » setzt sofort bei den Benutzern der
Handschrift C. 80 ein. Begiinstigt wurde dieses Milverstindnis
dadurch, daB damals das Studium der Algebra MunamMmED's (8. 192)
eifrig betrieben wurde und aus diesem das Wort rediz fir die Un-
bekannte jedem Mathematiker bekannt war, Winmann (1489 Rechen-
buch %), vielleicht der erste Besitzer des dresdener Sammelbandes,
wubite offenbar iiberhaupt nicht, was er mit dem Zeichen seiner Vor-
lage anfangen sollte. Seine Letter, an der midglicherweise auch der
Drucker schuld sein kaun, sieht eincm r (radix), aber auch einem #
(vumerus) abmlich; sie findet sich an der einzigen Stelle in Win-
maNN's Rechenbuch, an der iberhaupt algebraisch gerechnet wird?%®
— bei Behandlung einer geometrischen Aufgabe, die ziemlich fliichtig
durchgefihrt ist —, und ersetzt daselbst das unmittelbar vorher be-
nutzte | coffa (vgl. Anhang 11, Nr. 25%). FKin zweiter Benutzer des
dresdener Manuskriptes ist Riese. Seine Schrift iber die Regeln
der CoB, die sich der Quelle sehr eng anschlieBt und teils nur eine
U'bersetzung daretellt, ist von thm nicht durch Druck verdtfentlicht,
sondern erst in jiingster Zeit iiberhaupt bekannt geworden.”®® Das
von Riese benutzte Symbol fir die Unbekannte nihert sich noch
mehr der Linienfhrung des z; bei der Aufzéihlung seiner Potenz-
zeichen nennt er es ,Radir ader Cof. Die wurhel oder das dingt
genannt weldes gefdymwengert eglidhe Jal ju tragen*;?7° jedenfalls
heiBt es in erster Reihe bei ihm radiz.

Neben den miinchener und dresdener Handschriften existiert
noch eine wiener Algebraabhandlung , Regule Cose vel Algobre,7"! deren
Entstehung etwas spiter, etwa um 1500, anzusetzen ist. In den
Berichten @ber dieselbe wird einmal das Zeichen der dresdemer
lateinischen Algebra C. 80,77% ein andermal’?! ein dem Riesg’schen ¢
nahe stehendes Symbol als benutzt angegeben.

Auf ein wirkliches », dem nur noch derselbe Schnirkel, den
706 Wum.nn, S 14, Z 8: ,,radw residui debec de mdaeta\ce casa‘ talh“ 8. 21,
Z. 18: et remanct va!or 1 ¢oga®“ (fir copu steht das Zeichen der Tabelle) —_—
767 Warrser, 8. 21, 29 u. 5. — 768 §, 2164, Signatur § (Anm. §5). — 769 Begruex,
Die Cof von Adam Riese, Annaberg 1860. — 770 Berrer, 8. 85 (Anm. 755). —
TN Germaror, Berl. Monatsberichte, 1870, 8. 148 ff. (Anm. 881). — 772 WaprLrn,
8. 3 (Anm. 480).
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das ¢ fir cubus sténdig besitzt (), angehangt ist, treffen wir in dem
Rechenbuch des Apianus?”® (1495—1552, Prof. in Ingolstadt) von
1527; auch hier wird im Text ausschlieBlich das Wort radix benutzt.

In dem Lehrbuch der Algebra, das CHR. RupoLFr voN Jaurr
1525 erscheinen lieB,7%! wird als Letter fir das Unbekanntensymbol
eine r-ihnliche Form 2 henutzt, die allgemeinere Verbreitung erfuhr
und im Laufe des sechzehnten Jahrhunderts sich nicht mehr ver-
#nderte. Zur Anerkennung verhalfen ihr hauptsichlich die Lehr-
blicher, die MicHaEL StIFEL (1544 Arithmetica indsgra, 1553 Neu-
ausgabe der Ruporr¥'schen Cof), der bedeutendste unter den Cossisten,
verfaBte. Bei S1iFEL ist die Auffassung als » und die entsprechende
Lesart ale radix so befestigt,’’* daB er sein Zeichen 2 sogar im
Sinne von Quadratwurzel gelegentlich benutzte.?’”® Kin anderer
Cossist JoRaNyx ScHEYBL (1494—1570) geht so weit, daB er fiir
die Unbekannte geradezu ra schreibt.??8

An fritherer Stelle (S. 150) ist erwihnt wordem, daB das
Ruporre'sche Zeichen 2 durch seine Form im Laufe der folgenden
Zeit zu einem weiteren Irrtum Veranlassung gab, indem es nunmehr
mit einem 7, das dhunlich geschrieben wird, verwechselt wurde. Es
wird lange Zeit schon als z gelesen worden sein, als DESCARTES
der neuen Deutung dadurch volles Biirgerrecht verlieh, daB er
endgiiltig den Buchstaben & — und sofort verallgemeinernd iiberhaapt
die letzten Buchstaben des Alphabets — als Symbol der Unbekannten
erwihlte, Nur der Historiker erkennt in dem, von der modernen
Algebra so wumfassend verwerteten @ jenes altitalienische cosa
wieder; nur ein miihsamer Gang durch lange Zeitriume mathe-
matischer Thitigkeit vermag nachzuweisen, daB zwischen beiden
picht nur ein begrifflicher Zusammenhang besteht, sondern daB
beide miteinander auch thatsichlich identisch sind.

Bei der Vergleichung der in der Cof gebrauchlichen Potenzzeichen
haben wir bisher nur auf das Symbol der Unbekannten selbst unser

773 Signatur 8, (Aem. 167). — 774 Vgl. Arithmetica integra, I1L, 8. 227%:  In.
venturus numerum inueniendum absconditum ponat loco slius 1 Cof (nos autem
ponimus 1 20)% wer eine zu findende unbekannte Zahl finden will, der setze
an Stelle derselben 1 CoB (wir aber setzen ein 2¢); Avéth. int. 11, S, 228¢:
nDocet autem regula, primo ponendum esse I cossam scu (ut nos faecimus)
1radicem . . .* die Regel lehrt, zuerst setze man § CoB oder (wie wir es machen)
{ Wurzel .. .; Arith. int. LI, 8. 236 ,... U8 10 2¢ fi. sunt decem radices sew
Yineae decem florenorum . . X, Cof 1553, 8. 59 Z.1—38 ,,So wirt nn die Radiy
vecjeidinet mit einem R, aljfo 2. Beyfet Radig, . . . ~— 778 So Arithm. snlegra,
8. 233%: ,queerendn erit 1 2¢ de quotiente hoc 12 3¢ — 86 ...%, — 778 ScheyseLiys,
Algebrae compendivsa facilisque deseriptio, Parisiis 1551, 8. 3
13"
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Haupta.ugenmerk genchtet. da. es dle mtereaaa.ntesten Wa.ndlungen
zeigte. Uber die tibrigen Zeichen bleibt nur wenig zu sagen. Fiir
die hoheren Potenzen sind sie an sich klar. Das Symbol der
konstanten GroBen konpte als Anfangshuchstabe von dragma (S. 193)
gedeutet werden. Kine Bestitigung fir diese Annahme findet man in
der folgenden Bemerkung, die RovoLrr der Auffilhrung und Erklirung
seiner Zeichen, also auch seinem als dragma gelesenen @, beifigt,’”?
seine Vorganger hiatten die Potenzen der Unbekannten ,pon fir
wegen mit einem dharabter, genommen pon anfang des worts oder
namens, verseidmet”. Die verschiedenen Formen, die in den ein-
zelnen Handschriften {vg). die Tabelle) gebriiuchlich waren, lassen
sich dadurch sehr leicht in Ubereinstimmung bringen, da8 man den
griechischen Buchstaben ¢ in den beiden Formen ¢ und ¢ zum
Vergleich heranzieht; es ist also nicht notig, eine durchstrichene Null
herauszuerkennen, die als Zeichen der nullten Potenz (2% erklirt
werden konnte”® Der letzte Erklirungsversuch des mittelalter-
lichen Dragmazeichens ist nicht erst in neuester Zeit gemacht
worden, sondern liegt gewil auch der Potenzbezeichnung CararLpr’s
(PreTro CaTALDI; T 1626 in Bologna) zu Grunde, der stattz°, =, 2, 23. ..
die durchstrichenen Ziffern & ¥ 2 3 ... gebraucht.?®®* Im tibrigen
verschwindet das Dragmazeichen allmihlich aus der Gleichungslehre.
In der That ist es ja auch iiberfliissig, da, wenn simtliche Potenzen
der Unbekannten ihre eigenen Zeichen haben, die alleinstehenden
Zahlen nur als Konstanten aufgefasst werden kénnen. STIFEL
scheint der erste zu sein, der die Entbehrlichkeit des ¢ grundsitzlich
anerkennt und es in seinen Rechnungen wegliBt, hichstens hin
und wieder im Text statt des Wortes , Konstante“ heranzieht.””® ~

Bei Luoca Pacruoro (Summa 1494) sahen wir eine Erweiterung
der Potenzreihe fir beliebige Werte vorgenommen; auch die deutsche
CoB kennt eine solche, aber mit etwas abweichenden Benennungen.
Die fiinfte Potenz heift von Rikse und RuporFr ab sursolidum
{Uberkérperlich) und wird bei erstem mit §, bei letztem mit £ be-
zeichnet; die siebente fithrt den Namen Bissursolidum und hat die
Symbole bi bezw. 5. Bei der neunten Potenz bleiben Riese und
RupoLrr stehen; sie stellen demgemiB folgende Tabelle auf:

777 Ruyporyr’s CoB, Signatur D, (Anm. 761). — 778 Cawrom, II%, 8. 243, —
77% Rupovrrr's CoB 1525, Sigoatar Hyr: ,6 2% + 49 fein gleiy 46 p.” Dieselbe
Stelle heiBt in Srirer’s Neabearbeitung, 1558, S. 149: ,8 22 + 4 {ind gleidy 46,4
In einer hier beigefiigton Anmerkung heiBt es anderseits: ,alles dasjenige fo
voit 3¢ und ¢ eremplificict ift | folin audy von anderen quantiteten verjtanden

wetder,”
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! =12

= radix oder coss
2?2 = = zensus
H=c = cubus
zt =3 = zensus de zensus (Zensdezens)
z* =§ oder £ = sursolidum
a® = 3¢ = zensicubus
27 = bif oder bf = hissursolidum
8 = 33 = zensus zensui de zensus
z¥ = o = cubus de cubo.

Das b in dem Symbol 4§ der siebenten Potenz bringt STiFeL auf
einen glicklichen Gedanken, die Reihe ad libitum fortzufihren.
Dem Alphabet folgend ist in seiner Arithmetica integra (1544) ef =2},
df =2, ¢ff =2V u.u.w.; in der Neubearbeitung der Rupor¥e'schen
Cop wihlt er die deutschen Buchstaben und schreibt 8§, €g, Dg,
E€§ . ... Eingehend setzt er auseinander, wie man mit seinen neuen
Symbolen jede noch so hohe Potenz auszudriicken im stande sei’®

Wiewohl diese Symbole der Cossisten einen auBerordentlichen
Fortschritt im Vergleich zu der italienischen Schreibart darstellen,
liegt das Unzulingliche derselben, wenn wir ihren Wert mit unserer
modernen Potenzschreibart vergleichen, auf der Hand, da ihnen
eine wirkliche Exponentenangabe fehlt. In dunkler Erkenntnis
dieses Mangels ordneten die Cossisten ihre ,Charaktere der natiir-
lichen Reihe der Zahlen zu und betrachteten diese gleichsam als
Rangzahlen, GraMMATEUs (+ 1525; Universititslehrer in Wien) ver-
warf in diesem Sinne die cossischen Zeichen ginzlich und fihrte
die Abkiirzungen pri fir z (prima quantitas), f¢ fir «? (secunda
quantitas), fer fiir #? (tertia quantitas) u.s. w. (vgl. Anhang II, Nr. 28)
ein.”® Damit war der Begriff der Exponenten gegeben. Zu
demselben Fortschritt war achon frither ein franzosischer Mathematiker
Cuvqer (Lyon, Paris; + um 1500) gekommen; in seinem - Triparty
en la science des nombres (1484) finden wir sogar zum erstenmal eine
Art Exponentenbezeichnung, indem CauQuer statt 12 «z, 12-22
12 - 2% uws.w. 12%, 127, 123, .. schrieb, ja sich nicht einmal vor 12°

und 12-1 fir 12 und -‘f_ scheute.”®? CuuQuer's Werk ist nicht im

780 Neubearb. v. Runorre’s Cog, 1558, 8. 60%, 80 z8% = z3cBfi. — 78! GrammiTEvs,
Rechenbuch, 1518 (Anin, 24), Blatt 52¢, Signatur ®,;. — 782 Triparty 8. 737—138,
(Anm. 11); vgl. das Beigpiel 8. 740 (modern 8z':Tx—1 = 56): ,, Qui mults-
plivoit (8. par . T1R. la muliiplicacion monte 56% und (Bz®- Tx—-1 = 58z):
pSemblement qui muliipliroit ,8%. par T1&, .. ainst ceste muitiplicacion
monte . 56% “,



198 Die algebmwc}wn Opemtmm

Druck erschienen; seine Verbreltung war desl.lalh nur eine be-
schrinkte. Als eigene Erfindung muB es demnach angesehen werden,
wenn StiFeL (1553) folgende Potenzbezeichnung vorschlug:78® , Es
mag aber die Coffifhe Progref audy alfo verseidmet werden

. lﬁll .1 ﬁlll[ . 12%[2[2121. Dnd fo fort ahn on ende.
3tem aud) alfo

0 1 2 3 4
1.18.1838.1888.,188383
Jtem aud) alfo

1 2 8 4
1€ . 1€€ , 1€CC | 1CECC. ..

Dnd fo fort an von andern Budftaben.”

Zugleich liegt hierin die Ausdehnung der Potenzbezeichnung auf
mehrere Unbekannte, — Auch das Wort Exponent verdankt man
STIFEL,784

Wenig verwendbar waren die Abkiirzungen ScBEYBL's (1494
— 1570, Tabingen) z' = ra, 2 = pri (prima quantitas, durch ein-
malige Multiplikation der »e¢ mit sick selbst entstanden}, 2? = s,
% = fer u.8.1,7% wie auch die des Pariser Gelehrten Ramus (1515
— 1572): 2! =1 (latus), 2® = ¢ (quadratus), 2z® = ¢ {cubus) z*=23q
(biquadratus), z°®= s (solidus), x® = ¢c, %’ = B¢ (secundus solidus),
z® = g (triquadratus) u, s. £.796

Auf CuuQuer — oder auf eine gemeinsame Quelle — weisen die
Symbole BomBrLir's (1572 Algebra) hin: &, 3, 3,... statt =) 2% 3.,
die den Zahlenkobffizienten rechts oben beigefiigt warden. So ist?%

625. p. 5004 p. 1502 p. 20.3 p. 1.4 = 625 + 500 + 150234 202 + a3,
Die BoMeELLI'sche Slgnatur ibernahm der Hollﬁ.nder S. SrevIN

783 Srirer, RupoLrr's C’oﬂ, 1553, Bach I, Knp 5, 8. 61" a. 62°, — 784 SmiFm,
Ar. integra, B. 111, S. 285%: ,,Progrssmo numerorum naturaliter progredientium
exponatl lerminos progressionum geomelyicarum. Quemadmodum igeur sertes
numerorwin naturalis exponit singuwlas progressiones geomefricas, sta eiam
cossicam progressionem exponét. Eam vero expositione sufficid subindicere
sequenti disposiiione

v 1 2 3 2 5 6 7

1 l2g 13 160 133 18 1Lgee 108

. hic vides, quemiibet terminum progressionis cossicae suum habere exponentem

in suo ordine ... — 786 Scypumerws, S. 3 (Anm. T78), — 788 Permt Ram
Arithmetices Bbri duo et Algebrae totidem, Frapkofurti 1592; Arithm., lib. IT,
cap. IV, 8. 271; Algebr., lib. I, cap. I, 8. 300, — 787 Bomperui, 2. (?) Aufl.
der Algebra, Bologua 1579, 8. 52, '
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(1548 Briigge — 1620 Leiden; Kaufmann, spiter im Staatsdienst
als Ingenieur) in wenig verdnderter Form und schreibt

B®+5® —4@ + 6 statt 32% + 52% — 4 | 6.799

Bei mehreren Unbekannten verwendet er die Silben seq, ter, .. (secunda,
tertia, ..), die er den Potenzzeichen vorsetzt. Statt 3z -y - 2? lesen
wir bei ihm (M ist Multiplikationszeichen, vgl. 8. 135)

83 D Msec D M ter @,
ebenso fiir 22 . 3
5 @ D sec (D M ter 3).78°
Unabhiingig von den Vorgepannten scheint Borar (1562—1682,

Kassel, Prag; Mechaniker, Mathematiker und Astronom) auf seine
Schreibart”®

1] 1v vi ym

16 — 20 4+ 8 — 1 fiir 162® — 20x* 4 82% — 28,
der sich nach BUrar's Vorbild auch der bekannte Astronom KEprLEr
(1571—1630; Graz, Prag) bediente,’®' gekommen zu sein.

Die Neuerung Viera’'s (1540—1603, Paris; Staatsbeamter), statt
der bisherigen Zahlenko&ffizienten allgemeine Buchstaben einzuftihren,
wurde in der Potenzlehre insofern ein Wendepunkt, als nunmehr
der Mathematik auch Potenzen bekannter Zahlen zugefithrt wurden.
Zwar mutet uns die Schreibart Viera’s in seiner Isagoge in artem
analyticam von 1591: 4 quadr., B cub. fiir 2®> bezw. oa* sonderbar
an und erschwert das Studium des so wie so schon schwer ver-
standlichen Werkes ganz betrichtlich, aber nunmehr ist die Bahn
zu weiterer Verbesserung frei. A. Giearp (15907? —1632; Leiden,
Lehrer d. Math.) beschrinkt sich 1629 auf 4¢ und Boub,’®? bringt
aber auch die Neuerung?’®®

(1)18 und (§)49 statt 18! bezw. 40% (= 343),
wobci er die Exponenten links setzt, um Verwechslungen mit
18(1) = 182!, 18(2) = 182® zu vermeiden. Der Englinder Ouca-
TRED (1574--1660; Pfarrer in einem Landort) ktirzt in der Clavis
mathem. von 1631 noch mehr ab: 4¢ und Ba ;794 Hanmo'r (laBO

788 Srevin, I, S. 6, Def. 26 (Anm. 88), — 799 S'rsvm I 8. 'I, Def 23 Ex-
plicat, Die zweiten u. 5. w, Unbekannten heiBen bei lhm Quantites postposees
790 Ryp, WoLr, Astron, Miiteitungen, XXXI, 8. 18 nach Canror, II°, S8, 643,
— ™ Z, B. De Figurarum Harmonicarum Demonstratione, 1619, Lib. I,
prop. 45; Kerren's ges. Werke, ed. Friscw, Bd. V, Frankf. a. M.-Erlangen 1864,
8. 104, — 792 Girarp, Invention nouvelle en lValgébre, 1629 Signatur J,,
(Anm. §3). — 793 Daselbst, Signatur B. — 794 Ouvanrrep, cap. IV, § 8, 5. 10
(Anm. 499/504); vgl. auch WaLwis, Algebra, 8. 71
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— 1621, Oxford) schreibt in seiner unmittelbar daranf erschlenenen,
pachgelassenen Adigebra aa bezw. 55579 SchlieBlich fihrt HinigoNE
(1634, Cours wmathématique, Paris) die modernen Symbole ein, nur
daB die Exponenten noch nicht in erhdhter Stellung, sondern rechts
daneben gesetzt werden: a2, a3, a4 fir o, ¢% a%.7% Diesen letzten,
noch fehlenden Schritt that Descartes (1637 Géométrie)” und blieb
damit bis auf unsere Zeit vorbildlich. Vollstindig fest wurde die
kartesische Schreibart erst mit dem achtzehnten Jahrhnndert. Noch
Jacop BErNouLLr schrieb 1690 a, statt %7 Fiir die zweite
Potenz ¢? blieb DescasTEs bei der alten Schreibweise aa, was auch
noch Gauss that. Gavss begriindet seine Gewobnheit damit, daB
Symbole nur in der Kiirze ihre Existenzberechtigung beséBen, o? aber
vor as keine Raumersparnis voraue hitte.”?®

Allgemeine Exponenten erscheinen bei DEsCARTES noch nicht;
diese hat erst Newrox (1643—1727) in Ubung gebracht.

Den Exponenten Null findet man zum erstenmal in dem oben
{S. 197) erwitbnten Zviparty des franzdsischen Mathematikers CRUQUET
{1484). Dasselbe Werk enthiilt auch negative Exponenten.

Gebrochene Exponenten — und zwar bei Potenzen be-
stimmter Zahlen (proportiones genannt) — hatte schon ein #lterer
franzdsischer Mathematiker OnrEsME (um 1323—1382; Paris, zuletzt
Bischof von Lisieux) in ganz eigentiimlicher Schreibweise angewendet
(vgl. 8. 206). In seinem Algorismus proportionum®® wird 4% (=8
folgendermaBen geschrieben

Ry

1r% 4 oder [P-ll4;

-
[ -

] .

an anderen Stellen steht

12 [ gor 278, far 3%,

2.27

3
ol

798 Artis analyticac praxis, Loudon 1681, 8. 4ff —— 798 Cours math. Bd. 1,
vgl. am Anfang die explicatio nofarwm, Bd. II, Algebra, cap. I, S. 4 —
797 Qeuvres de Descantes, ed. Cousin, Bd. V, Paris 1824, Géoméirie, 5. 315
und weiter. — 789 Acta Etudltorum Leipzig 1690 (Mai), S. 222:

b4 b!
“+b+_+§|’h'3aa+ 2in3in4a, +2m3infin5a,
b bt L
atati: a+b+ satesmtogaetesasat o —

799 Cantonr, iI°, S. 794, Anm. 2. — 800 M. Cuprze, Uber die Handschrift
R:4°-2 Problematum Buclidis exrplicatio der Kgl. Gymnasialbibliothek zw Thorn,
Ztschr. f. Math. u. Pbys., Bd. 13, Supplem Leipzig 16868, § 9, S. 65 ff.; vgl.
auch Cantom, II®, 8. 183, 856.
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Der Umstand, daB diese Schrift nie im Druck erschien, hinderte
ihre Kenntnisnahme in weiteren Kreisen. Noch der Hollander SreviN
(1548 Briiggo — 1620 Leiden), der sein Zeichen ( bereits als
Kubikwurzel aus dem Quadrate der Unbekannten sufgefaBt haben
will 8! gcheut sich vor der wirklichen Verwendung dieses Symbols
(1585 L’arithmétique). Erst Newron hat das Verdienst, von dieser
Verallgemeinerung des Potenzbegriffes den richtigen Gebrauch ge-
lehrt zu haben, wie uns einige Kapitel der Principia®®? zeigen. Von
wesentlicher Bedeutung ist die Aufstellung des binomischen Lehr-
satzes durch Newron in einer Abhandlung 4dnalysis per aequationes
{zwischen 1665 und 1666 verfaBt),®*® dessen Beweis der Entdecker
in einem Briefe an OrpeENBURG (18. Juni 1676) eingehend auseinander-
setzt.®% Auch Lemsiz hat sich die Weiterausbildung der Potenz-
lehre sehr angelegen sein lassen.

Zu imaginiren Exponenten schritt Evier (1707 Basel —
1788 Petershurg, voriibergehend in Berlin) vor und zwar zum ersten-
mal] 1741, in einem Briefe an GorLpBacm vom 9. Dez, in dem er
als merkwiirdig mitteilt, daB er den Wert des Bruches

2+V:T+2—VTI
2

fast gleich {§ gefunden habef®® Tn Verbindung damit steht die
weittragende Entdeckung EuLer's von dem Zusammenhang, der
zwischen den trigonometrischen Funktionen und den Potenzen mit
imaginiren Exponenten besteht (vgl. S. 173).

Schon vorher war der bedeutungsvolle Ubergang zu variabeln
Exponenten vorgenommen worden und damit der Begriff der
Exponentialfunktion aufgestellt. Jomany BerNournr hatte 1694 in
dem Briefwechsel mit LEeieniz dieses peue Thema angegriffen;®°®
den urspringlich gewiahlten Namen der percurrenion Reihen ersetzte
er bald, nach Vorschlag von Leieniz, durch Euxponentialgrife8®”

801 Srevin (Anm. 88), 1, 8. 6: ,,Toutesfois le § en circle seroit le cavactére de
racine de (D ...%; 1, 8. 64, Regle VII, Explie.: ,la racine cubique de () obtient
nominateur rompy & spavosr § en cirele’, — 802 Newroxn, Philosophiae naturalis
principia, London 1687, Lib. II, Lemma II, S. 252 ff; hier ist die Potenz-
symbolik ganz die moderne, — 803 Comm. ep., 8. 53 f. (Anm. 737). — 804 Comm,
ep., 8. 103; Lemniz, Werke, ed. Germsrpr, 8. Folge, Bd. I, Berl. 1849,
8. 100 . — 808 Corresp, math. et phys., par Fuss, Petersburg 1843, I, 111. —
806 Lrisniz, Werke, 3. Folge, Bd. II1, S. 189, Brief yom 9. Mai 1894 u, a. a. St.
— 807 Lripmiz, Werke, ed. Gepuaror, 8. Folge, Bd. III, Halle 1855, 8. 141,
Brief von Lewsniz an Jom. Bemwourut 7. Juni 1694: ,curvae exponentialiter
transcendentes”,
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die Grundlage einer Lebre dieser GroBen,m einige der darin ent-
haltenen Resnitate diirflten auf Lemeniz’ Konto zu setzen seip.
Berrourir's grofem Schiiler, LeoNnuarp EvrLEr, verdankt die Mathe-
matik die weitere Bearbeitung dieser Theorie, wozu auch die neue
Definition der Logarithmen als Potenzexponenten gehért. Einen
wirklichen AbschluB brachten die Untersuchungen ABEL’s, der, von
der Funktionslgleichung f(z)-f (4} = f(z + y) ausgehend, hierdurch
eine neue Definition der Exponentialfunktion schuf und nunmebr
nach funktionentheoretischen Prinzipien die Eigenschaften derselben
erschopfend behandelte.?%s

Von den heute iiblichen Fachausdriicken haben wir die Ge-
schichte des Wortes Exponent und ExponentialgréBe soeben
kennen gelernt.

Das Wort Potenz héngt mit ddwausg (lat. poientic) zusammen,
das HivrorraTes (Chios; um 440 v. Chr.)®? zuerst als terminus tech-
picus fiir das Quadrat einer Zahl gebraucht hatte. Wir wissen, daf
dieses Wort bei den griechischen Mathematikern sehr hiuofig an-
zutreffen ist und kennen besonders seine Verwendung bei DiorHANT
(S. 185—188). Gerade die diophantische Algebra scheint es in
der lateinischen bezw. italienischen Form pofense im Mittelalter
wieder zur Geltung gebracht 2u haben. Der Italiener BoMpErix
(Bologna; zweite Halfte des sechzehnten Jahrhunderts) war der erste,
der geit den Zeiten der Araber das Studium DiorEANT'S wieder
aufnahm; er hatte sich sogar ans Werk gemacht, eine lateinische
Ubersetzung einer in der vatikanischen Bibliothek aufgefundenen
Handschrift herzustellen, obne indes sein Unternehmen zu Ende zu
filhren.®® Wenn wir nun gerade in BoMBELLI'S Hauptwerk (Algebra,
1572) zum erstenmal auf die Bezeichnung potenza treffen, so liegt
es nahe, hier einen Zusammenhang mit dem diophantischen dvwepues
zu vermuten, zumal es BoMBeLLl nicht nur bei dem Quadrat der
unbekannten GréBe verwendet, sondern auch fiir die vierte Potenz,
anscheinend nach Analogie von dJvvapodivapuic, polena di polenza
bildet.21! Abweichend von Diormant, aber nur der Gewohnheit
der italienischen Mathematiker nachgebend, versteht er unter Potenva
cuba die sechste Potenz. Die finfte Potenz heiBt bei ibm, wie schon

808 Jon. BemnouLLi, opera, Lausanne 1742, I, Nr. 86: Principia caleuls ex-
ponentialium sew percurremtium. — 808 Vgl Hangen, Theoric der kompleren
Zahlensysteme, Leipzig 1867, 8. 19. — 809 Canror, IY, 8. 196. — 810 Canror,
II®, 8. 551, — 84 Algebre, Bologna 1579, S. 64 u. 8. 204.
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bei Pacruoro, Primo relato. Als allgemeiner Ausdruck fiir Potenz ist
in Italien seit TARTAGLIA®!® dignita im Gebrauch. In diesem Sinne
verwertet auch der hollindische Mathematiker STeviy (1548 Briigge
— 1620 Leiden; Kaufmann, spiter im Staatsdienst als Ingenieur)
das Wort dignites, ersetzt es indes oft durech quantitex; die
spezielle Bedeutung von potence wird durch ihn etwas erweitert,
indem er von einer potence cubique (dritte Potenz) und einer potencc
de quarte quantité (vierte Potenz) spricht.®’® La puissance erscheint
in GIBARD'S Invention nowvelle en Valgébre von 1629 fir unser Wort
yPotenzierung®, 014

Das im siebzehnten Jahrhundert tiblich werdende Wort potestas
wird auf Viera (1540—1603) zuriickzufiihren sein.®® Von ihm
ibernahm es u. a. auch Warws (1616—1703, Oxford) in seine
Algebra®1® deren groBe Verbreitung ihm weitere Aperkennung ver-
schaffte. Im achtzehnten Jahrhundert wird ,Potenz¢ in all-
gemeinerer Bedeutung gebrauchlich. L. C. SrurM nennt potentia
in seinem Kurizen Begriff der Matthesis von 1707 (Frankfurt) ein
,,8ebr wunderliches Wort*“ und ibersetzt es mit ,erstem Vermogen,
zweitem Vermdgen* u. 8. w. Lamperr (1728—1777, Berlin, Ober-
baurat) zieht Dignitit vor;®” in KARSTEN's Lehrbogriff der ge-
sammien Mathomatik (1768) wird anfangs Digpitit und Potenz gleich-
m#fig eingefithrt, dann aber Potenz stindig bevorzugt.®® Alle drei
Warter finden sich in der Ubersetzung, die MrcmELSEN 1788 von
der Kurer'schen Iniroductio herausgab, jedoch mit Bevorzugung von
Potestiat;®1® das gleiche gilt von der fiir Anfinger geschriebenen
Algebra, EuLER'S,%?? in der, nebenbei bemerkt, auch die schéne Ver-
deutschung ,,Macht* gegeben wird. Mit dem Ynde des achtzehnten
Jahrhunderts verlieren sich Potestit und Dignitit, so daB Potenz
das allein herrschende Fachwort geworden ist. Die Ausdriicke

812 General irattalo, Bd. 1I, Venedig 1558, lib. II, 8. 24% Z. 2; ferner lib. IX,
8. 138: ,, It numert signalati detts quadre, cubi, censt di censs, primi relati, censi
cubs, secondi rvelati & di tulti gli alird che vanno seguitando consequentemente
che s chimmano dignita® — 3 Srevin (Anm. 88), I, 8. 11, Def, 35, Explic.:
»27 8appelie potence culique de sa racine 3 e SI potence de quarte quaniité et
ainsi des autres en infine*; ferner I, 5. 58, Reigle 8, 7. 6, Reigle 7, Z. 4 u. 8. —
814 Girarp (Aom. 18), vgl. den Abschniti: De la reduction Algebraique. —
816 Vigra, Jn aritem analyticam Isagoge, Tours 1591, 8, 8%; ed. Scuoorry,
Leiden 1648, S. 3, § 8. — 88 Wayuis, opera II, Algebra, 1693, S, 105 u. 3.
— ©7 Lawperr, Beitrige zum Gebrawch der Mathematil, Berlin 1765, —
818 Teil 11, 1768, Greifswald, Abschn. III, § 44, 8. 98. — 619 o Dignitsit
. 473 unten, Potenz 8. 507. — 820 Euier, Algebra, Petersburg 1770, 8. 99,
Kap. 168,



204 Die algebraischen Operationen.

gleichnamige Potenzen, Bruchpotenzen®! sind schon in
KarsTEN's Lehrbogriff von 1768 eingefithrt worden,

b) Das Rechnen mit Potenzen.

DrorraANT's Rechnen mit Potenzen ist, da er die sechste
Potenz nicht iiberschritt, ein ziemlich beschrinktes. Er kennt noch
keine allgemeinen Vorschriften iiber das Multiplizieren und Divi-
dieren, sondern zeigt die Vornahme dieser Rechnungsarten an Bei-
spielen. Indes ist die Zusammenstellung dieser Beispiele fiir eeinen
Standpunkt erschopfend, indem er alle Fille von a®.zf=gr+7,

— e — = — +a" = z°-=, in denen kein EKixponent griBer ale 6
ist, aufzdhlt.®?? Allgemein werden nur zwei Sitze ausgesprochen,
erstens, dab a:"% =1 ist,®?* ynd zweitens, dab irgend eine Potenz,

mit einer bestimmten Zahl multipliziert, keine hohere oder niedrigere
Potenz liefert, sondern stets eine GroBe derselben Gattung.®?4

Ein Hinausgehen iiber das diophantische Rechnen finden wir
weder bei den Arabern, obgleich unter ihnen Arkarcar (um 1010,
Bagdad)®?® die Potenzbezeichnungen uiber die Zahl 6 weiterfithrt und
auch mit seinen hdheren Potenzen operiert, noch bei den <ialienischen
Mathematikern bis zum Ende des sechzehuten Jahrhunderts. Infolge der
ungliicklichen Abkiirzungssymbole, die die Araber und Italierer fir
die Potenzen sich gebildet bhatten, bleiben sie auf ihrem empirischen
Standpunkt stehen; jeder allgemeinere Einblick in die Multiplikation
und Division der Potenzen, den erst der Exponentenbegriff gestattet,
geht dieser altertimlichen Form der Potenzlehre verloren. Auch
die dewtsche Cof verharrt zunichst auf der gleichen Stufe. Immerhin
lag in der Verwendung der cossischen Zeichen ein Fortschritt; das
Rechnen mit ihnen erweckte solches Interesse, da8 die Cossisten
die Potenzlehre von der Gleichungslehre, mit der sie bis dahin in
engster Bertihrung stand, abzuldsen und getrennt zu behandeln an-

828 Teil 11, Abschuitt III, § 47, 5. 99 und § 60, 8. 110, — 822 Z, B, Dioraant,
(Anm. 705), ed. Tanxesy, S, 8, Z. 8: , dvveuis énl urapodivepw moiei xufdsvfior”
(& at =2%; 8.8, Z.20: 50 doePpooTiy eni dvvapoosdr svfootdr ot (%.% = '.,:—n)!

8.10,Z.17: ,mvfoordr éni Svrapdavfor (moiss) Svvapcr (%':c‘ = d:’) .— 823 Dyopn.,,

lib. I, def. 5, ed. Tanxery, 8. 8, Z. 11—12, ed. WenTnEmM, 8. 4. — 624 Ds.
selbet def. 6, ed. Tannery, 8. 8, Z. 12—15, ed. WestnEM, S. 5. — 926 Apgancm,
Extrait du Fakhbri, cap. II—VIIL, ed. Worrcxs, Paria 1853, S, 49—56.
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fingen. Die verwendeten kurzen Symbole erlaubten auch eine iber-
sichtlichere und umfassendere Zusammenstellung der speziellen
Multiplikations- und Divisionsaufgaben, als sie seit Dropmant iblich
waren. GraMMaTEUS (1518),32% RuporLrr (1525)°%7 behalfen sich mit
Aufstellung eines Schemas, das unserer Einmaleinstabelle #hnlich
angeordnet ist. Aber eine wesentliche Vertiefung der Theorie
konnte erst mach Schaffung des Exponentenbegriffes vor sich gehen.
LieB sich die Erfassung dieses neuen Begriffes auch schon am Ende
des fiinfzehnten Jahrhunderts, bei dem Franzosen CHUQUEY, am
Beginn des sechzehnten Jahrhunderts bei den dlteren Cossisten
wie GRaMMATEUS (vgl. S. 197) nachweisen, so treffen wir seine wirk.
liche Ausnutzung fir die Vereinfachung des Potenzrechnens erst
bei STrFEL in der Mitte des sechzehnten Jahrhunderts. Mit Hilfe
des von ihm vorgeschlagenen neuen Kunstwortes Exponent konnte
StiFEL die Multiplikations- und Divisionsregel in ganz moderner
Form ausdriicken: ,, Ezponentes signorum in mulfiplicatione adde, in
divisione subtrake, tunc fit exponens signi fiend:.“®2® Mit ihren Speziali-
sierungen (Potenzieren von Potenzen) und Umkehrungen enthilt
diese Regel den Kern der ganzen Potenzlehre, so daB man in der
That berechtigt ist zu sagen, daf die Mathematik der CoB die Aus-
bildung einer wirklichen Potenzlehre verdanke.

Was noch fehlt, ist der methodische Aufbau der ganzen Lehre,
die systematische Zusammenstellung der auftretenden Lehrsitze, ihre
Zusammenfassung in der seit Viera (1591) ausgebildeten Formel-
sprache, die Hinzuftigung von Beweisen und Anwendungen nach
unterrichtlichen Grundsitzen. Sind auch in den encyklopidischen
Lehrbiichern des achtzehnten Jahrhunderts, wie in denen von Stuem
(1707), v. Worrr (1710), Kistner (1758), Karsten (1768), be-
sonders in dem letzten, anerkennenswerte Fortschritte in dieser
Beziehung gemacht, so ist doch die beutige Form der Potenzlehre,
wie ja die schulgemiBe Ausgestaltung fast der gesamten mathe-
matischen Unterrichtsdisziplinen iiberhaupt, ein Werk des neunzehnten
Jabrhunderts.

Der Ubergang zam Rechnen mit negativen und ge-
brochenen Exponenten war ebenfalls mit dem Ende des fiinf-
zehnten Jahrhunderts begonnen, Methodische Begriindung gab indes
auch hier erst das achtzehnte und neunzehnte Jahrhundert. Wieder
ist es das Kawrsren'sche Werk, das entschieden an der Spitze gleich-

826 Gramuarivs, 54, Blatt, Seite vor der Signatur § (Anm. 24). — 827 RupoLrr's
Cog v. 1525, Bueh I, Kap. V unter ,!Multiplizixtn” und , Diniditn”, — 828 Sryppy,
Arithmetica integra, 1544 Niunberg, Buch III, 8, 236" Z, 8—9.
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artiger Lehrbiicher in der Darstellung und Ableitung der Regeln
fiir negative und gebrochene Exponenten steht.

Das Rechnen mit gebrochenen Exponenten hatte bereits ein-
mal in dlterer Zeit (vierzehntes Jahrhundert) eine ziemlich hohe
Stufe der Ausbildung aufzuweisen, im Algorismus proportionum des
franzdsischen Mathematikers NicoLt OresMe (um 13283—1382; Paris,
zuletzt Bischof von Lisieux). Das Werk dieses gelehrten Geistlichen,
das auch spiter nur handschriftlich vorhanden war, hatte aber
nur geringe Verbreitung, wohl auch nicht gentigendes Verstindnis
gefunden, um von irgend welchem HinfluB auf die spitere Entwicklung
der Potenzlebre zu sein. Hinzu kommt, daB die Darstellungsform
eine durchaus ungewohnte war. Unter proporiio versteht ORESME
nidmlich nicht den Quotienten zweier Zahlen, sondern die Grofe,
mit der, wie wir heute sagen wiirden, die zweite Zahl potenziert
werden mufl, um die erste zu ergeben. So nennt er das Verhiltnis
von B zu 4 ein anderthalbfaches, entsprechend dem unsrigen 8 = 415,
Verfolgt man in den von ORresME vorgefiihrten Beispielen seine Art
und ‘Weise zu rechnen, so findet man eine Reihe von Regeln, die,
in moderne Formelsprache iibertragen, folgenden Inhalt besitzen:®%*

1) g™a*=art? 5) 1 1 1 L
ab" =(ab" a* o\’
2) amegm= gn-v ; 8) 1= {5
3 7
B b e @) =a ’
¢” = (@) 1 1 1 1 1
1 n A o 0
1 (P)I 6) b_=(3)n N a"b" = (ab)
a™ = \a" . 1 N
TC i=(ﬂ'1)" (Z) =%
B lt
. b
4 2 (T")Z L 24§
! (o’ D sty
» 1 11 1
(@)? = (am»)? et b’ = (o b0)°f.

Dazu kommen noch allgemeine Vorschriften, fir die Formel 1)
und 2) gilt, wenn m und » gebrochene Zahlen sind. Wir sehen
heute in diesen Regeln eine Erweiterung der Potenzierung; Oresme

829 Nach M. Cuarze, Ztschr. f. Math. u. Phys.,, Nr. 13, Suppl., Leipzig 1868,
8. 70—18; vgl. auch Caxror, II*, S. 184—185.
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nahm dlesen Standpunkt. noch mcht ein. Filr lhll waren sie
nur eine formale Verallgemeinerung bereits vorbandener, aus
Evkvrip's Elementen bekannter Operationen.®¥ Die griechische Mathe—

mathik nannte die Beziehung %:' :: ..., das doppelte, bezw. drei-

fache Verhiltnis von %;”1 im Anschluf daran verstand man spiiter
unter ,,proportionem proportioni addere oder subtrahere die Vereivigung

der beiden Verhaltnisse -~ und < zu 2% bezw. 2%, die in Wirk-
b P4 bd be?

lichkeit Multiplikation bezw. Division der einzelnen Glieder fordert.
Unwillkiirlich stellt sich dem modernen Mathematiker ein Vergleich
mit dem entsprechenden Erniedrigen der Rechenoperationen bei dem

logarithmischen Rechnen ein. Wie nun das doppelte Verbiltnis %:

aus der Addition des einfachen Verbaltnisses za sich selbst gebildet
ist, 80 stellt OresmE durch Umkehrung auch den Begriff des halben

Verhiltnisses I/ g her, das, zu sich selbst addiert, zum Verhiltnis %‘.

fihrt. Unmittelbar daraue ergiebt sich die Verallgemeinerung auf
irgend welche gebrochene Verhiltnisse. Damit ist ein Formalisinus
geschaffen, dessen Verwendung in der That stets zu richtigen Re-
sultaten im numerischen Rechnen fiihrt, dessen Existenzberechtigung
indes so lange in der Luft schweben mufite, bis eine von ganz
anderen Grundlagen ausgehende Lehre — die Potenz- und Wurzel-
lehre — die Notwendigkeit und Allgemeingiiltigkeit eines solchen
Algorithmus nachwies.

3. Die Radizierung.
a) Begriff, Berechnung der Wurzeln.

Weder Agypten noch Babylon kannten, soweit die Uberlieferung
reicht, den Begriff der Quadratwurzel. Mutma8lich entstand derselbe
auf griechischem Boden, als man nicht mehr ausschlieflich kleine
Quadratzahlen, deren Grundzahl ohne weiteres bekannt war, in den
Kreis der Betrachtungen zog, sondern sich zu griBeren, deren Bildung
nicht von vornherein ersichtlich war, verstieg, oder gar erst als man
sich in der #ltesten pythagoreischen Schule (sechstes Jahrhundert
v. Chr) abmiihte, die MafBizahl der Hypotenuse eines rechtwinklig-

330 Eoxup, Elemente, Buch V, def. 10, 11. — &3 Vgl. Hawger, 8. 350
(Anm. 40).
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gleichschenkligen Dreieckes zu finden, Versuche, die auf die Ent-
deckung des Irrationalen fithrten und die ersten Niherungswerte
for Y2 lieferten, also die Kenntnis des Wurzelbegriffes in priiziser
Form zum mindesten veranlaiten. In der Geschichte der irrationalen
GroBen (S. 158 ff.) haben wir die Entwicklung und den Aufbau der
Lehre von den quadratischen Irrationalititen in der griechi-
schen Mathematik kennen gelernt; wir haben hier noch die Aus-
dehnung des Wurzelbegriffes auf hohere Exponenten, sowie die Ent-
stehung von Methoden zur Wurzelberechnung zu betrachten.

Auf die erste kubische Wurzel fihrte jenes Problem der
Wiirfelverdoppelung, das in Gemeinschaft mit dem der Kreisaus-
messung und der Dreitellung des Winkels dem Altertum seinen
Stempel aufdriickte. Soll ein Wiirfel gefunden werden, der doppelt
so viel Inhalt besitzt, als ein gegebener, so ergiebt diese Auf-
gabe, modern ausgedriickt, die Gleichung 2® = 243, d. h. es mub

sein z=ga- i/‘2". Es scheint diese Aufgabe unmittelbar nach der
Mitte des fiinften Jahrhunderts v. Chr. in den gelehrten Kreisen
Griechenlands aufgetaucht und gerade wegen der Schwierigkeit der
Behandlung allgemein grifleres Interesse bei den Gebildeten erregt
zu haben; sonst wiirde Euriripes (485—406 v. Chr.) nicht eine An-
spielung auf dieses Problem in einer seiner Tragidien, dem verloren
gegangenen Poleidos, eingeflochten haben, indem er den Minos, der
dem GLaUKOs ein Grabmal errichten wollte, zu dem Baumeister
sagen lief):

Zu klein entwarfet du mir die knigliche Gruft.

Verdopple sie! Des Wiirfels doch verfehle nicht!®®

Konnte man fir Quadratwurzeln geometrische, mit Zirkel und
Lineal ausfiihrbare Konstruktionen leicht angeben, so versagte dieses
Mittel bei einer Kubikwurzel ganz. Die iiberlieferten zahlreichen
Lisungen — und fast alle Mathematiker von Bedeutung erprobten
ihre Kriifte an dem Problem — nehmen daher Bewegungegeometrie,
Kegelschnitte oder gar trenacendente Kurven zu Hilfe.

Auch das Bediirfnis nach kurzen Rechenverfahren, um zweite
und dritte Wurzeln numerisch, besonders aus Zahlen, die nicht
Quadrat- oder Kubikzahlen sind, annihernd auszuziehen, kann nicht
lange ausgeblieben sein. Freilich sind wir iiber rechnerische Methoden

832 Vgl. Cavnrox, I, S. 199; die angefiihrte Stelle ist in ¢inem von Evromrus
{(Askalon; geb. 480 n. Chr.) erwfhnten Brief des Mathematikers Eparosrusnes
drittes Jahrhundert v. Chr.) an ProLEmaevs Everoerss fiberliefert; ArcuiMeDES,
opera, ed. Heiperg, 111, 8, 102 ff,, die Strophen daselbst 8. 104, Z, 1—3 (Anm. 8).
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der Gnechen im allgememen recht schlecht untemchtet Die gnecln-
schen Mathematiker vom Fach verschmahten es, wie wir schon fters
zu erkennen Gelegenheit hatten (vgl. 8. 97—98, 151—152) — viel-
leicht 2uf Grund einer gewissen Uberhebung der reinen Mathematik —,
die praktisch-rechnerische Seite in ihre Darstellungen hmemzumehen
Wir besitzen kein Elementarrechenbuch, das den euklidischen Ele-
menten an die Seite zu stellen wire und sind daher in betreff
der Praxis des griechischen Rechnens fast ganz auf Vermutungen an-
gowiesen. Das ilteste erhaltene Lehrbuch fir angewandte Mathe-
matik, das des Alexandriners HEron (erstes Jahrhundert v. Chr),
st vorwiegend feldmesserischen Inhaltes, so daB fir das einfache
Rechnen auch hier nicht viel zu holen ist.

Ohne Zweifel haben aber die Griechen bequeme Methoden
des Quadratwurzelausziehens gekannt; das glinzendste Zeugnis
liefert die Kreisberechnung des ARCHIMEDEs (287—212 v. Chr.).
Man vermutete anfangs, daB diese Methoden in kettenbruchibrlichen
Algorithmen bestanden, wie EuxLip ein solches in seinem Verfahren,
den grioBiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen zu finden, hereits
besessen hatte. Kine derartige Operation ist indes allein fir }2
wahrscheinlich gemacht, da man den Naherungswert Z, der auf
diese Weise erhalten werden kann, bei PLaTo®?® und ARisTARCH®3*
gefunden zu haben glaubt; in pur sehr gezwungener Weise lassen
gich aber die von ARCcHIMEDES berechneten Quadratwurzelresultate®3
durch die Kettenbruchlosung erkliren. Richtiger scheint die An-
nahme zu sein, daf ArcHiMEDEs sich der auf geometrischem Wege
gewonnenen Ungleichung

ek o >VEEb >ok ot
bedient habe.8?® In den Schrifter Herox’s kann man die Anwendung
dieser Formel bestimmt nachweisen.®¥ Auch Herow’s Verfahren,
Kubikwurzeln zu ziehen, ist in jingster Zeit wieder aufgefunden
worden. Liegt i/jzwischen den ganzen Zzhlen p und g und ist demnach
A=p3_a=g8+b,
so sind seine Wurzelwerte durch die Formel nachzurechnen

- 6 Va
vA_q+A+6Va

833 Howrece, Die Ndherungswerte srration. Quadfatm&rzelm bei Archimedes,
Abh, der Kgl. Gesellschaft d. Wissenschaft zu Gottingen 1893, Nr. X, 8. 369. —
834 Dagelbst 8. 3721.; vgl. dazu Canvo, 1Y, 8. 408—409, — 936 Da.selbst 8. 869. —
336 Dugelbst S. 399&' -— 837 M, Cumrrze, Ztschr. f. Math. u. Phys., 1897, Bd. 42.

TeoPFiB, Geachichte. 1. 14




210 Die alyebmwckm Opwat%mm

Ftlr die Verwendung dleser Formel bei gnechlschen Mathematlkern
diirfte auch sprechen, daB sie leicht geometrisch abzuleiten ist.8%

Eine dritte Methode der Radizierung — mit Hilfe der binomischen
Entwicklung (& + 8" — ist bei den Griechen nur in nachchrist-
licher Zeit zu finden. Fiir n = 2 lehrt sie zum erstenmal TagoNn
voN ALExaNDRIA (um 365 n. Chr) in seinem Kommentar zum
ersten Buch des ptolemiischen Almagestes;®® das geiibte Ver-
fahren unterscheidet sich nur dadurch von dem modernen, daB statt
der Dezimalbriiche Sexagesimalbriiche verwendet werden. Aus der
Ubereinstimmung der erhaltenen Resultate mit den Werten, die
ProLeMaeys giebt, 1iBt sich die Vermutung rechtfertigen, daB auch
ProLEMaEUs (griech. Astronom; beobachtete zwischen 125 und 151
n. Chr. in Alexandria) ebenso gerechnet habe. Fiir fritheres Auftreten
sind keine Belege vorbanden; insbesondere sind die archimedischen
Werte mit dieser Methode nicht ableitbar.

Vollkommener als die Kenntnisse der Griechen sind die der
Inder. Diese zihlten nicht nur das Potenzieren zu den Grund-
operationen der Rechenkunst, sondern auch das Awusziehen der
Quadrat- und Kubikwurzeln. Dabei legten sie von vornherein die
binomischen Entwicklungen (a+b)? und (¢+5)® zu Grunde, deren letzte
wir in dieser Verwendung hier iiberhaupt zum erstenmal antreffen. Da
die indische Zahlenschreibart sich mit der modernen deckt, ist es
nicht zu verwundern, dat auch Einzelheiter, wie die Vorschrift, die
zu radizierende Zahl vor Beginn der Rechnung zu je zwei bezw. drei
Ziffern abzuteilen, u. a., bei ARYABBATTA (gob. 476 n. Chr.)®4° in der
heutigen Form anzutreffen sind.

Vielleicht gehort den Indern auch eine Verfeinerungsmethode
an, deren Verwendung beim Quadratwurzelausziehen im Mittelalter
ziemlich verbreitet war. Sie bestand darin, dem Radikanden eine
gerade Anzahl von Nullen anzuhiingen und hinterher das unter
Benutzung dieser Nullen erhaltene Resultat durch diejenige dekadische
Einheit zu dividieren, die die halbe Anzahl Nullen besitzt; es kime
dieses Verfahren einer Verwendung von Dezimalbriichen gleich (vgl
S. 87). Zuerst erscheint es in einem arabischen Werke, das stark
nach indischen Quellen arbeitet, dem sogenannten Reckenbuch des
JoHANNES voN SEviiLa, wie es nach seinem Ubersetzer (um 1140
n. Chr) genannt zu werden pflegt (vgl. 8. 87).3%7 Durch diesen
838 Ebendaselbst; vgl. auBerdem Zischr. f. Math. u. Phys., 1899, Bd. 44, hist.-
litt, Abt., S. 1. — 93% Commentsire de Tuton, ed. Harma, Parie 1822, I,

S. 185—1886; vgl. Canror, I", S. 461. — 840 Aryabliatta ed. Rover, Strophe 1V,
V, 8. 397, 405—406 (Anw, 294).
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Mittelsmann werden, direkt oder indirekt, die mittelalterlichen
Mathematiker, wie LiEoNaRDO vON P1sa (1202), PETRO SancBEZ CIRVELO
(1495), Hoswirr (1501), Grammarrus (1518), Runovrr (1525), OroN-
Tivs FINAEDs (1532), CarDaNO (1589), GEmMMA Frisius (15640), Riese
(1550, Ramus (1555), TarTacLIA (1556), STEVIN (1585), die in Rede
stehende Methode erhalten haben.

Den Arabern gebibrt das Verdienst, den Wurzelbegriff auf
hibere Exponenten erweitert zo haben. OmMaR ArLcBamamr (f 1123;
Astronom in Bagdad) rihmt sich, ,die Berechnung der Seiten des
Quadratoquadrates, des Quadratokubus, des Kubokubus u.s.f bis zu
beliehiger Ausdehnung gefunden zu haben, was vor ihm noch niemand
gekonnt hitte. Die Beweise, die er bei dieser Gelegenheit gegeben
habe, seien rein arithmetische und beruhten auf den arithmetischen
Kapiteln in Euxuin's Elementen“®%? Die letzte Bemerkung kann
man offenbar nur auf Benutzung der binomischen Entwicklung fiir
beliebig hohe Exponenten deuten, wodurch dann Arcmarsami auch
als Entdecker des Binomialtheorems fiir ganzzahlige Exponenten
anzusehen wire.

Wiahrend des Miitelaliers wird in fast allen Lehrbiichern das
Quadrat- und Kubikwurzelausziehen den vier Spezies angeschlossen.
Wir ibergehen hier eigentiimliche Anniberungsverfahren, die
von LEoNarpo v. Pisa (1202 Zber abaci),®*? Luca Pacrooro (1494
Summa),®*® CArDANO (1589 Practica arithmeticae),*** Cravius (1588
Fpitome)®4® u. a. gelehrt wurden, Rechenweisen, die in spiterer Zeit
noch auBerordentlich vervollkommnet wurden, wie durch Laany
(1660—1734),%4¢ Harrey (1656—1742, Astronom in Greenwich)®”

841 1’ Algibre &' Omar Alkhayyimi, ed. Wogecke, Berlin 1851, S. 18, § 9,
7. 21 ff. in franzisischer Ubersetznng: ,5ai emseigné & trouver les cités du
carré-carré, du quadrato-cube, du cubo-cube, cic., & une élendue quelconque, ce
qu'on wavait pas fait précédemment. Les démonstrations que j'as donndes o
cete occasion ne sont que des démonsirations arithmétiques, fondées sur les parties
arithmétiques des, Eléments d’ Euclide*. — 842 Lgonarpo Pisane, I, S, 258 ff.
(Anm, 17). — 843 Summa, Teil 1, dist. 2, tract. 6, 8. 45 (filschlich gedrucki 46), Nr.8
(Anm. 10); vgl. Canros, IT®, S. 314, — 844 Canpaxo, Opera, Lugd. 1663, 1V, 30—31;
vgl. Canror, II®, 8. 499, — 848 Cravius, Opera, Moguntise 1612, Bd. II, Epitome
practicae arithm., cap. XXVII, S. 75, cap. XXIX, S. 78. — 946 1692, Meéthodes
souvelles et abrdgées pour Vextraction et Vapproxsmation des racines. Hier wird
I 3
behauptet, daB ]./a’ + b zwischen n + ﬁ%_b' und l/,a,, + —3’3&— + : und

4

e _._;:'—_ ®

daB f/a‘-l- b nahezn gleich l/]/‘: + b—l:;- - aT; vgl. Cantor, TTT4, 8.116.—
847 1694, Philosoph. Transact,, Vol. XVIII, Nr. 210, 5. 136.

14*
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und LAMBERT (1728—1777 Oberbaurat Berhn),m wahrend EULER
(1707—1783; Basel, Petershurg, vorﬁbergehend in Berlin) allgemeine
Untersuchungeu ither solche Anniherungen vornahm.%%® Awuch die
Anwendung des Kettenbruchverfahrens auf das Quadratwurzel-
ausziehen kdnnen wir nur streifen. DaB der italienische Mathematiker
BomBELLI (L Algebre 1572) dasselbe schon verwendete, ist lange nicht
bekannt gewesen.?® Ausfithrlich geht Euvrer®®! anf diese Methode
ein und betont ihre auBerordentlich starke Anndherung, die ,s0
schnell sei, daB wohl schwerlich eine schnellere Art, den irrationalen
Wert V2 auszudriicken, wird entdeckt werden konnen“, — Uns inter-
essiert hauptsichlich, wie der heute gebriunchliche Algorithmus,
der auf Bildung von (¢ + )® u. s. w. beruht, in formaler Beziehung
sich entwickelt hat. Verschieden kann allein die Anordnung der auf-
tretenden Ziffern bei den einzelnen Autoren sein. Besonders fremd-
artig beriihrt uns das Schema, das man in den Rechenbiichern des
sechzehnten und siebzehnten Jahrhunderts vorfindet, da in ihnen
das frither (S. 46) geschilderte Uberwirtedividieren benutzt ist.
Gemma Fristos (1508—1555, Prof. in Loewen) ist der erste, der
dem Doppelten des jedesmaligen Teilresultates, das fortgesetzt als
neuer Divisor auftritt, die neugewonnene Resultatsziffer anfiigt und
dann die ganze, so erhaltene Zahl mit der letzten Resultatsziffer
multipliziert; wenn bei ihm die Reste nicht stets oberhalb des Ra-
dikanden erschienen, wiirde sein Schema das moderne sein.®*? Zum
erstenmal stoBen wir auf unsere Anordnung in BomsELLIS Algebra
von 1572832 Erst im achtzehnten Jahrhundert verschwand das Uber-
wiirtsdividieren, und nun konnte die moderne Form allmihlich
weitere Verbreitung finden.

Hoéhere Wurzeln auszuziehen, als dritte — bei denen iibrigens
im Vergleich zu den Quadratwurzeln die Mannigfaltigkeit der Sche-
mata eine noch groBere war — wird in deutschen Lehrbiichern
zum erstenmal von Apran (1495—1552, Ingolstadt), der bis zur achten
Wurzel aufsteigt, gezeigt (1527/32).9%4

Die Moglichkeit, beliebig hohe Wurzeln zu berechnen, lehrt
zoerst StiFEL (1486/87 — Jena 1567, luther. Prediger an ver-

848 1770, Beitrdge, 11, 1, 8. 152 (Anm. 215). — 849 Novi Comment. Petropolit.
pro sono 1778 (gedr. 1774), Bd. 18, 8. 136 . — 880 Bomsewwi, .digebra, lib. I,
8. 35—237; vgl. Ztschr. £ Math. u. Phys., Bd. 42, Supplement, S. 166 ff —
861 Introductio, Lausanne 1748, I, cap. 18, § 876—377. — 862 Gemua Frisivs,
Arithmeticae practione methodus facilis, 1540, pars IIT (Ausgabe 1644 Witten-
berg, Signatur ®,,—&y). — 863 Bologna 1579, 8. 32. — 884 Appan's Rechen-
buch, Signatur 3, ff. (Anm. 167).
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schienenen Orten), — wenn wir von dem oben genannten Araber
ArcHArsAMI (8. 211), dessen Methode noch heute nicht genau be-
kannt ist, absehen. St1reL entdeckte das Bildungsgesetz der Binomial-
koéffizienten und stellie eine nach Belieben fortzusetzende Tabelle zur
Verwendung beim Radizieren zusammen, die in der Neuausgabe
von Ruporr¥'s Cof (1553) bis zur siebenten Potenz,%%® in der Arith-
metica integra 1544 bis zu » = 17 von ihm gegeben wurde.®*® Die
wirkliche Durchfihrung des Radizierens nimmt STIFEL pur bis
n =T vor; der italienische Mathematiker TarTaGLIA, der offenbar
die Binomialkoéffizienten von STIFEL entlehnt hat, obgleich er
sich als selbstindigen Erfinder hinstellt, zeigt das Radizieren bis
n = 11,87

Auf Wurzeln aus algebraischen Summen treffen wir nicht
vor SrrreL. Da die Gleichungslehre, die das bewegende Moment
im ganzeu Rechnen mit algebraischen Ausdriicken vorstellte, in der
damaligen Zeit auf solche zusammengesetzte Operationen noch nicht
fihrte, lag dieses Thema fern und wird auch von keinem der fritheren
Cossisten berithrt, Anderseita war such der Lehrstoff noch nicht
80 durchgebildet, daB man Kapitel, die die Praxis nicht von selbst
ergab, erfand, nur um in Behandlung eines vorliegenden Themas
moglichst gleichmiBig, allseitig und erschépfend zu sein. Hierzu
gehorte ein Mathematiker, der iber seiner Zeit stand, und als solchen
haben wir MicHAEL STIFEL bereits Ofters kennen gelernt. Sowohl in
der Arithmetica integre (1544),°%¢ als auch in der Neubearbeitung von
Ruporxr's Cof (1553)%° schaltet er einen Abschnitt mit den neuen
Aufgaben (bis » = 7) ein, an letzter Stelle selbstbewuBt betonend,
daB er dem Leser hiermit Neues bringe. Bei der Verbreitung der
Srrrer’schen Schriften ist es wunderbar, da8 man in England
das Recht der Prioritat lange Zeit fir RoBerT RECORDE (1510—1558,
konigl. Leibarzt), dessen Lehrbuch®? von 1556 nicht einmal iiber
das Ausziehen von Quadratwurzeln aus algebraischen Summen hinaus-
ging, in Anspruch nahm.

,  Wie man durch anendlich fortgesetztes Ausziehen der

Quadratwurzeln zu Beihenentwicklungen kommt, lehrte zuerst
NEwron (16483—1727; Cambridge, London). Er hatte solche Rech-

856 Neuasusgsbe von RuvoLrr's Cof, 8. 168 — 866 Arithmetica integra, S. 44%. —
867 General trattato, 1556, Parte II, lib. 2. — 888 Arithm. integra, Buch III,
8. 239, — 889 Neuausgsbe von Ruvorrr’s Cof, 5. 166*—171%: ,der dritt An-
hang vom egtvahivn follider warkeln avfs coffifchen Sahlen, von denen man in
Chriftoff Rudolff aar nicyts findet,” — 880 The Wetstone of witte (Wetzstein des
Witzes) 1556; vgl. Canror, IT%, S. 479,
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nungen vorgenommen, um die Richtigkeit der Entmcklung fur
(@ + 9" nach dem von ihm erfundenen binomischen Lehrsatz auch
in dem Fall eines gebrochenen Exponenten zu zeigen. Dazu wihlte
er® des Beispiel }/1 — 2% das jhm auf beide Weisen die Reihe
1 —}a®— Lot — Jpa® — ... lieferte. Zu weiterer Sicherung vollzog
er als Probe poch die Multiplikation dieser Beihe mit sich selbat,
wobei sich in der That wieder (1 — z%) ergab. Andere Beispiele,

—_ .‘ x‘ .’D‘
¢ 2 _ _E_,_,_ o
Vet +a*=a+ 8t T 160
22 2 _*_“_.-'v‘.__?f" —
]/a r=a 24 8a¢® 16a® 77

fihrte NewroN in der Abhandlung De analysi per acquationes municro
terminorum infinttas, die, zwischen 1665 und 1666 verfaBlt, bis
1704 pur in Freundeskreisen bekannt geworden war, aus.f? So
cinfach une heute dieser Schritt, das Wurzelausziehen beliebig weit
fortzusetzen, wenn die, Rechnung nicht aufgeht, erscheint, so iber-
raschend wirkten damals die mit dieser Operation erhattenen Resultate,
denen es bekanntlich vorbehalten war, die Grundlage einer neuen
Theorie, der Reihenlehre, zu geben.

b) Name, Zeichen.

Bei den griechischen Mathematikern pflegte die Quadratwurzel
stets mit wdevod (,,Seite des Quadrates) bezeichnet zu werden, also mit
einemw Ausdrucke, der der Geometrie entlehnt ist (vgl S. 178—179).
Durch welche besondere Gedankenverbindung Boirtnius (4807 Rom
— 524 Pavia, romischer Staatsmann und Philosoph) dazu kam, das
lateinische Wort radix (= Pflanzenwurzel), fur die Gréble eines Ver-
haltnisses a:5 zu benutzen®® welche Uberlegung die Inder dazu
fahrte, unter mila, das ebenfalls die Pflanzenwurzel bedeutet, die
Quadratwurzel einer GroBe zu verstehen, ist bis jetzt micht sufge-
klart. Man muB offen lassen, ob diese Namengebung heide Mal selbst-
stindigen Ursprunges ist, oder ob die Inder zuerst den neuen terminus
aufstellten und dieser dann etwa iiber Alexandria nach dem Westen
gelangte, oder schlieBlich, ob eine gemeinsame, vielleicht griechische,
Quelle vorhanden ist.* Das steht jedenfalls fest, da bei den mdlschen

081 Connereivm epwtotwum, b 122F (Anm. 513), Brie f an Lewniz, 24, Okt. 1616
— 882 Dagelbst, S, 58— 80. — 863 Boimus, cd. FluepLen, fustit. arithm,, 1, 28,
8. 60 Z 1 u Fnstit. mus., II, 8, S. 286, Z. 22 (Aom, 28) — BE4 Das
griech, Wort gila soll in uneigentlichem Sinne als math. Wort bereits bei Nizo-
MaCHUS voN GEraga (um 100 n. Chr) vorkommen. Verf. hat cine solcho Stelle
in der Introductio deesclben (ed. Houng, Leipzig 1866) nicht finden kdnnen,
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Mathematikern das Wort ,Wurzel“ als mathematisches Fachwort
im Gegensatz zu ,Potenz® gebriuchlich geworden war. Der Zusatz
varge (= Quadrat, siehe S. 129), also varga mula, bezeichnete die
Quadratwurzel; #lnlich war varge ghana (ghana = Korper) der
stindige Ausdruck fiir Kubikwurzel.?¢® Zweifellos ist ferner, daB
das neue Kunstwort aus den indischen Lehrbiichern von den
Arabern entlehnt wurd{s_, deren Bezeichnung dschédr fiir Quadrat-
wurzel eine wortliche Ubersetzung des indischen mide ist. Aber
schon wieder erscheint eine neue Unklarheit; das Wort dsehidr ver-
allgemeinert sich bei den Arabern zu einem Fachausdruck fir die
Unbekanate einer Gleichung und tritt bier in Wetthewerb mit dem
gleichbedeutenden schai (=Diug, siehe S. 187f). Liegt hier ein selbst-
standiger Fortschritt der arabischen Mathematiker vor oder spielt
jene unbekannte Quelle des BokrHius dabei eine Rolle? — Folge-
richtig iibersetzte JoHANNES voN SeviLna (um 1140 o. Chr) das
arabische dschidr mit ,radiz*;®%® ebenso wortgetreu trat in deutschen
Abhandlungen das Wort ,, Wurzel ein. Zum- erstenmal begegnen wir
dem deutschen ,, Waurtz* in dem Bltesten Dokument deutscher Algebrs,
einer kleinen Abhandlung von 1461, die sich in einem minchener
Sammelband findet (vgl. S. 190). Das im Anbang II, Nr. 20 auf-
gefiihrte Bruchstiick aus dieser Schrift weist , Wurtz* sowohl in der
Bedeutung ,Gleichungsunbekannte®, als auch in dem Sinne von
»Quadratwurzel“ auf. Versuche, weitere Verdeutschungen fiir radia
quadrate u. 8. w. durchzusetzen, scheiterten, wie so manche Be-
strebungen dieser Art; einer der ersten, der das heute micht mehr
entbehrliche Wort ,Quadratwurzel“ im deutschen Text verwertete,
ist Danier ScawENTER (1625 Nitrnberg, Prakiische Geometrie).%%

Waurzelzeichen sind im Altertum und im Mittelalter bis zum
funfzehnten Jahrhundert nicht in Ubung, Bei den Waestarabern
hatte sich allmablich eine Zeichensprache herausgebildet (vgl. S. 130),
die chronologisch der deutschen CoB unmittelbar voranging, ohbne
daB aber ein innerer Zusammenhang zwischen heiden nachzuweisen
ist. Fin spiter Vertreter dieser westarabischen Schule ist der
Andalusier AvLkarsapr (gest. 1477 oder 1486). In seinem Werke
Aufhebung der Schleier der Wissenschaft des Gubdr (Gubir = Rechnen)

886 Buaskinra, Lilivati, ch. II, sect. I, 20 u. 27, ed. CoLEBROOEE, S. 9 Anm. 2,
§.12 Apm. 1 (Anm. 284). — 866 Trattati, II, 8. 112, Z. 6 zuerst (Anm. 130—181).
Purato’s vox Tivorr Ubersetzung der Abhandlung des Arsbers Avpatram
+ 929; Damaskus) de motu stellarvm (1587, Niirnberg, aus dem NachlaB Reaio-
MoNTanUs herausgepebien) hat sogar schon das Wort radicatio (daselbst 8. b). —
887 Nach Feux MiwLer, Ztschr, f. Math, u. Phys., Suppl. 1899, S. 320
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dient der Anfangsbuchstabe des Wortes dschidr als Zeichen fiur
die Quadratwurzel; dadurch, daB er iiber die zu radizierende
Zahl gesetzt wird, nimmt er mehr denm Charakter eines Symbols
ale den einer einfachen Abkiirzung an.

Past gleichzeitig tritt aber in Dewtschland ein echtes Symbol
fir die Quadratwurzel auf. In der sogenannten Dresdener laieinischen
Algebra, einer Abhandlung, die in einem dresdener Manuskripten-
band aus der Zeit um 1480 enthalten ist (vgl. S. 192—184),
finden sich Zahlen, denen ein Punkt vorgesetzt ist.%*® DaB dieser
Punkt ein Quadratwurzelzeichen ist und analog zwei Punkte die
vierte, danp drei Punkte die dritte, vier Punkie die neunte Wurzel
bedeuten sollen, geht zweifellos aus folgender Bemerkung, die der
Verfasser der lateinischen Algebra giebt, hervor. Es heibt geradezun:
nin extraccione radicis quadrali alicuius numerd preponaiur numero vnus
punclus, In exiraccione radicis quadradi radicis quadrali prepone numero
duo puncta. In extracoione cubici radicis alicutus numeri prepone iria
puncia. In extraccione- cubict radicis alicuius rodict cubici prepone
4 puncta.“%®® Wie diese wenig folgerichtige Bezeichnungsart ent-
standen ist, bedarf noch der Aufklirung. Arabische Quellen, die
man vermuten kdnnte,®”® sind uns nicht bekannt, und italienischen
Mathematikerkreisen ist sie, wie wir gleich sehen werden, sicher
nicht entsprungen. Wir miissen ups begniigen, ihr erstes Auftreten
hier festzustellen,

In EHalien hatte man sich daran gewdhnt, als Wurzelzeichen
ein durchstrichenes R, den Anfangsbuchstaben von radice, zu
benutzen und hielt hieran bis zum Ende des sechzehnten Jahr.
hunderts fest, obwohl in Deutschland, und von hier aus in Frank-
reich, die zweckmaBigere Symbolik des Warzelhakens inzwischen aus-
gedehnte Verbreitung gefunden hatte. Luca PaciuorLo (1494 Summa)
— gicher nur einem #lteren Gebrauche folgend®”! — schreibt in der

Regel: B. quadrata de 9, B. de 9 (=V9), B. cuba de 8 (=V8),

B.B. de 16 (=}T6), B. relata de 32 (= }/32), kennt aber schon
die allgemeine Bezeichnung: B. 2° (fir rodice seconds), B. 3¢

868 WappLER (Anm. 480), 8. 13: ,,2 3 equaniur - de 16 3%, d. h. 22 = }162® u. 6.
— 8% Warrier, 8. 13, Anmerkung. — 870 J. C. Geruanor, Zur Geschichic
der Algebra in Deutschland, Teil 1J, Berlin, Monatsberichte 1870 (gedr. 1871),
S. 147—151. — 9N Die italienische Bezeichnungsart ist schon vor 1494 in
Deutschland bekannt, vgl. Wipuanx's Rechenbuch von 1489 (Anm. 55), Blatt 212°:
1% von diefer 3al’’ oder ,, B pon 36%* u, Gfters; in der Regel sagt Wipmann:
xa-von 144 (Blatt 211, Zeile 1), ,,ra-von 302 (Blatt 212%) oder ausfiihrlich
»Cadip quadrata ovon 66" (Blatt 211%).
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B. 4%, ... bis B. 30%; ja er bildet B. p3,%? wie wir etwa V§ statt 2
sagen konnen. Soll die Wurzel eines aus Irrationalititen zusammen-
gesetzten Ausdruckes gezogen werden, so heiBt sie Radiz universalis’
oder lgaia und wird mit B. 7. sbgekirst, so dab

B.V. 40. 5. B. 820 for V40 + V320

von Pacivoro geschrieben wird ®7® (vgl. Anhang II, Nr. 26). Italienisch
ist auch die Schreibart, die der Franzose CruqQuer (+ 1500;
Lyon, Paris) im Twparty (1484, Manuskript) verwendet. Eigene
Verbesserungen diirften die Abkiirzungen im Wurzelexponenten

BL.12 (=12), B%16 (= 4), B%64 (= 4), B 16 (= 2), B%32 (= 2)
sein, ebenso die Ersetzung des V. bei zusammengesetzten Radikanden
durch Untersireichen des letzten

B2 14. p. B2 180 statt V14 + V180

(vgl. Anhang II, Nr. 24). Canpano (1501—1578; Padua, Bologna, Rom)
schlieBt sich ebenfalls der Schreibart PacruorLo’s an; jedoch ist bei ihm
in der Exponentenabkiirzung eher ein Riickschritt, als ein Fortachritt zu
verzeichnen, da er von den Ziffern zu den Abkiirzungssilben cs., cu. (vgl.

S. 189) zuriickkehrt. Statt /4 findet sich vielfach das ausgeschriebene
B. quadrata 43575 i/_B ist durch B. cubics 8 oder R. cu 8,57

¥16 durch B. B. 16977 ausgedriickt. Hohere Wurzeln als die dritten
und vierten sind bei Carpano sehr selten. Notigenfalls behilft er
sich mit den Potenzsymbolen Pacrvoro’s (vgl. 8. 189) und rechnet57®

B.ce.ow. 81 =B. cud. 3 und B ce. o, 125 =8. 5

(V81 =75 wd ¥125 =5
Ein EB. V. hat bei Carpano dieselbe Bedeutang, wie bei Pacivovo.

Neu ist ein B. L, das die folgenden Wurzeln einzeln ziehen und
ihre Resultate sofort vereinigen liBt:

B.L9pRB4p5pB2=yY0+)4+5+7)22
=3+2+5+722=10+)22,

872 Summa, Teil I, am SchluB der Dist. 5, 8. 67° am Rand; auch dist. 8,
tract. 2, S. 115*ff. — 673 Summg, 1, dist. 8, tract 3, §. 122* am Rand. —
874 Le riparty, S. 655 (Anm. 11). — 878 Practica arithmeticae, 1598, cap. I;
Canpano, Opers, IV, S. 14 (Anm. 844). — 978 Dagelbst, cap. IX, 8. 18, cap. XVIII,
S. 322 fF, cap. XXI, 8. 26 ff — 877 cap, IX, 5. 18. — 878 cap, XXVI, 8. 39.
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ferner ein B. D., das die Einzelwerte getrennt hilt:

B.D.0pBdpb=)Y9+)Y4+5=8+2+5.
Ein Beispiel fir B. V. ist:

B. V. 10. p. B 16, p. 3. p. B. 64 = V10 + V16 + 3 + V64~
und fiir die Vereinigung mehrerer Zeichen:

Bei BomsrLur (1572 L’dlgebra) erfahrt die Abkiirzang B. L
eine sehr brauchbare Verfeinerung, indem das L wie eine Art
Klammerzeichen benutzt wird, dem am SchluB des zusammenfassen-
den Ausdruckes ein umgekelrtes L:jy entspricht. Somach hat
BompeLLi ; 8¢

2.p R g LR . LR q68.p.2. ym. Roe. LR ¢q. 68. m. 2.7 1

wo R. ¢. and R. 0. die Zeichen der zweiten und dritten Wurzeln sind.

Inzwischen war in Deutschland durch die Cossisten ein groBer
Fortschritt vollzogen worden. Wir hatten den Wurzelpunkt erwihnt,
mit dem der Verfasser jener lateinischen Algebra die Quadratwurzel
andeuten wollte (S.216). Die Kenntnis dieses Symbols verrat sich auch
in einer spiteren wiener Handschrift (um 1500) durch eine Stelle: 58!
»Quum § assimilelur radici de radice, punctus deleatur de radice, 3 in se
ducalur et remanent adhuc inter se aequalia” (webm 2 = |}z, 8o losche
den Punkt vor dem x aus und multipliziere z? mit sich selbst, dann
bleibt unter sich Gleiches iibrig). Ein Punkt selbst ist nicht be-
nutzt, wenn es auch an einer zweiten Stelle heiBt: ,per puncdum
indellige radicem.“%®% Die dresdener Handschrift war im Besitz Win-
MANN'S gewesen. In seinem Rechenbuch ist jedoch der Wurzel-
punkt nicht zu finden;®? ein in ,ra. von {44 erscheinender Punkt
dient lediglich zur Abkiirzung des Wortes radix zu ra. Sebr eng
schloB sich aber Rikse (1492—1559, Annaberg) in seiner CoB, deren
Manuskript (1524 fertig gestellt) er dem Druck nicht iibergab, der
lateinischen Algebra dieses Sammelbandes an. Der von ibm iber-

878 cap. V, S, 16—17. — 880 BowmpeLwr, Algebra, Aufl. v. 1579 Bologna, §. 356,
7. 18—19, — 88 Ggrasror, Berl. Monatsberichte 1870, 8. 145, Statt des
‘Wortes radix, sowoh! im Sione der Unbekannten, als auch in dem der Quadrat-
wurzel, steht das auf 8. 3191 in der Tabelle Nr. 4 angegebene zweite Zeichen
fiir 2. Aus dieser doppelten Verwendung ist dic Auffassung des Zeichens
als r gesichert. — 982 Daselbst 5. 147, Z. 3.
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nommene Punkt weist bereits einen kleinen angehingten Strich (vgl.
8.191, Nr.5) auf. Das im Anhang II, Nr. 29 aufgenommene Bruchatiick
aus Rmese's Cof deckt sich mit dem Beispiel Nr. 23b der dresdener
lateinischen Algebra, hinwiederum aber auch mit der oben abgedruckien
Stelle der wiener Handschrift. Hieraus ist ein Zusammenhang der
beiden Handschriften ersichtlich; man erkenunt, wie CrR. RupoLFr
v, JAUER, dem die wiener Handschrift zur Verfigung stand, in seinem
Lehrbuch der CoB (1525) zu ganz ahnlichen Wurzelzeichen wie Rirse
kam. Ein einfacher Haken (viereckiger Punkt mit schrigem Strich) ist
fir RupoLrr die Quadratwurzel, ein zweifacher die vierte, ein drei-
facher die dritte Wurzel (vgl. Tabelle S. 191, Nr. 6), mit demselben
Mangel an Folgerichtigkeit, den wir der dresdener Algebra vorwerfen
konnten {vgl. 8. 216). DaB Ruporrr die Lesart , Punkt“ fir seine
Heken noch kanunte und benutzte, geht aus verschiedenen Stellen
hervor.®8%  Selbst bei ScmEysr, iiber 25 Jahr spiter, 148t sie sich
noch feststellen®¢ In STiFEL'S Arithmetica infegra von 1544 ver-
langert sich der Anstrich des Hakens, der ehemalige Punkt, etwas,
so daB er dem heutigen Wurzelhaken ahnlicher wird (8. 191,
Nr. 8); das Hauptverdienst StirerL’s liegt aber vor allem darin, dab
er System in die neue Wurzelbezeichnung hineinbrachte. Dadurch,
daB seine Potenzzeichen (vgl. S. 197} dem Wurzelhaken beigefigt
werden

vV, V&, Vi, V3, Ve, VI8, Vi, vt . .

ist es moglich, auch in der Darstellung dem Wurzelbegriff die all-
gemeinste Entfaltung zu verleihen. Ausdriicklich bemerkt Stirer,
daB er ,bdifes jeycdhen v audy offt braudye fiv difes jeyden vz umb
fure willen” 2% Selbst das Zeichen +/0 kommt bei STIFEL vor und
bedeutet die Zahl selbst, also v0 6 =6.9%7 Ist der Radikand, fiber
den sich die Wurzel erstrecken sollte, ein zusammengesetzter, so
muB RupoLrr das Wort Collect einachalten:

883 8o Buch I, Kap. 7 im Abschnitte ,IMultiplicirn®’: ,,Jede 3a( fo it einfadpem
« | 3wifadem .. oder dreifachen ... punct overmerdt ift wiixt in difem pudy ge-
iteinet ein denominicte 3al.” (An Stelle von ., .., ... stehen die Warzelzeichen
der Tabelle S, 191, Nr. 8.) — 884 ScueureLive, 1551, 8. 25% Z. 5 ff. (Anm. 776):
»e « - Solent tamen multé, et bene etiam, has desiderctas radices, suis punciss
ck linea quadam & dextro latere ascendente, notare” . .. Viele pflegen, und
zwar ganz gut, die gewlinschten Wurzeln mit ihren Punkten, von deren rechter
Seite eine Art Strich aufwirts fithrt, zu bezeichnen. — 888 Ayithm. ¢ntegra,
S. 109« und 109* — 86 Neaausgabe von Ruporyr’s Cof, 1553, S. 82,
Zeile 4—2 v. u. — 887 Ay imtegra, 8. 115, 7. 9: ,quod signat nullam esse
fuciendum multiphicationem.* — 888 RupoLyr's Cof, 1525, Buch I, Kap. VII,
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Strrer behilft sich damit, daB er an die Hauptwurzel einen Trenn-
punkt setzt, dem er, falls bei weiter gefiihrten Ausdriicken MiBver-
standnisse entstehen kdnnten, einen SchluBpunkt am Ende des Radi-
kanden beifiigt:

Vi.V3128 +v392 st VVIZE 4 V92 e
V312 4+V36. + .v3.12=v36 st VI24+VE + V12—V6 o

Aus der geschilderten Entwicklung des Wurzelhakens ergiebt
sich, daB die bisher in den heutigen Schulen vorgetragene KEr-
klirung des Halens, als sei dieser ein verschndrkeltes r, der erste
Buchstabe von radix, zu verwerfen ist. Schon Evurner (1755)
befand sich in diesem Irrtum, wie eine Bemerkung in seiner
Differentialrechnung zeigt.®®! Er bedauert, daB durch die neuen
Symbole ! fiir Liogarithmus, 4 fir Differential diese Buchstaben fiir
den allgemeinen Gebrauch im algebraischen Rechnen ubpmiglich
geworden seien und schlagt vor, ibre Linienfithrung, falls sie jene
Symbole bedeuten sollen, 8o abzuindern, wie man es mit dem «
in dem Wurzelhaken gemacht habe; dann wiirden I, 4 etc. ebenso
wieder freigegeben sein, wie es mit dem r der Fall sei.

Wie in der Potenzlehre verzeichnet auch in der Wurzellehre
die Verwendung von Zifferexponenten eine héhere Stufe in der Aus-
bildung der Symhbole. Zum erstenmal begegnen uns diese bei dem
Hollinder Stevin (1548—1620 Leiden; Kaufinann, spater im Staats-
dienst als Ingenieur). Er nennt » racine de quarré oder einfach
racine, betont dabei (ihnlich wie StiFeL), eigentlich miifite das
Zeichen o/ @ lauten, der Kiirze wegen (2 cause de brieveté} sei aber »/
im Gebrauch. Fir die hoheren Wurzeln findet man®®? (1585
L’ Arithmétique)

& @ racine de cube oder racine cubigue
& @ racine de quatre quantilé

ete.
Daneben empfiehlt er fiir zusammengesetzte Wurzeln Verdopplung,

Verdreifachung des Wurzelzeichens, wodurch der Exponent ebenso
oft vervielfacht wird:

889 Ay, imtegra, S. 140> — 880 Daselbst S. 135> — 891 Eurer, Instiiutiones
caleuli differentialis, Petropol. 1755, art. 119, 8. 103, — 892 Srepviv I, 8. 7,
Def. XXIX, Explicat. (Anm. 88).
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T

W=W:_=V

wo= iV

StEvIN ist auch der erste, der es fir wert hilt, darauf aufmerk-
sam zu machen, daB ein Zeichen auch Textworte in sich auf-
nehmen kann (#holich wie unser >, das ,grioBer als“ bedeutet). Sein
Wurzelhaken 4/ soll racine de bedeuten, so daB er &4 mit racine
quarré de 4% gelesen haben will®*® Im Anschluf an StEviN finden
wir bei ALBERT GiRARD (15907—1632, Lehrer d. Math. in Leiden)
die modernen Zeichen %%¢

VYV V. V¥

vorgeschlagen (1629), freilich ohne daB sie bei ihm stindig im Ge-
brauch sind. Meistens entscheidet sich GiragD fiir die alten Zeichen;
zum Teil schreibt er auch, wiederum in Anlehnung an StEvVIN

(vgl. 8. 201),

(3)2000, (1)8, ()9 statt {2000, Y8, J/9.00s

Dieses vereinzelte Auftreten von Zifferexponenten begegnet uns noch
ofter. Der Englinder OverTrED (1574—1660, Pfarrer in einem
englischen Landort) bevorzugt in der 1631 erschienenen Clavis
mathematics Ausdriicke wie®%¢

Vaq A x Ves By = Veoecce Ac Bgg fur ]‘/: . i/b_s =”Va’b‘;
doch treffen wir auch auf
V¥ (1211000, y/[12]49, y [4]10, 1/ [6]7%7

statt ”y 1000 ,']’/E, 10, VT, weniger indes, um damit eine neue
Schreibart einzufiihren, ale um die Rechnungen zu erldutern. Ofteren
Gebrauch macht hiervon Hamrror (1560—1621, Oxford), dessen
Artis analyticae prazis von 1631 (nachgelassenes Werk) mehrere Bei-
gpiele von der Form

93 Dagelbst S. 7/8, Note I. — 8% Girarp, JIuvention nouvelle en Valgébre,
1629, Signatar B (Apm. 13), — 895 Daselbet Signatar B,. — 896 Ausgabe
{4.) von 1667, Oxford S. 48. — 987 Dasclhat S, 49.
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V3) 1084 10—-4/3)108—10% statt JV108+ 10 — V108 =10

aufweist. Bei zusammengesetzten Radikanden hilft sich StrviN mit
Worten

Ovaurrep und Hammior mit einklammernden Doppelpunkten
V:4q+ Bq: bezw. v:aa +bb: fir Va4 5.

Viera (1540—1603; Paris, franz. Staatsbeamter), den wir der
Zeit nach schon vorher hitten nennen miissen, stellt sich in
(egensatz zu seinen Zeitgenossen; er verwirft den Wurzelbaken.
Zum Teil greift er zum Wort radiz zuriick, zum Teil wahlt er

— in kurzen Rechnungen -— den Anfangsbuchstaben von latus
(= Quadratseite, vgl. das klassische #misvec), so L 121, & 235 -1 gsou

fr l/ 121, l/ “;5 - I/ g . AuBerordentlich uniibersichtlich ist z.B.?*!

Radix binomiae 2 9

+R3d11 binomiae { + radice binomise { f.radlce 2’
wag ein Zeitgenosse, ADRIAN vaN RoOMEN, weniger richtig, in der
Form schreibt: **

R bin. 2+ R bin. 2 4 R. bin. 2 + R, 2.

Wieviel eleganter und durchsichtiger ist die Schreibweise %

VarVasvsivs,
die der Herausgeber der Werke VIEra’s, FRANGISCUS VON SCHOOTEN
(1615—1660, Prof. in Leiden), hierbei anwendete! Inzwischen hatte
nimlich DEescartes (1596--1650), der statt der Klammern einen

Strich (siehe S. 140) benutzte, diesen in Verbindung mit dem Wurzel-
haken gebracht. Seine Schreibweise®!!

]
1/0-4-%9 + Vieg + &7 =|/+1}9+ Vie+ 9,
898 Harpior, Artis anal. pr., London 1631, §.99. — 899 Sreyiy, 8.37 (Anm, 88), —
800 Vigrs, Zeteticorum Ibri V, Turonis 1598, 8. T u. 8. 108 — #0 Vigrs,
Variorum de rebus wmathem. Respons. liber VIII, 1593 Tours, corollarium za
caput XVIII, S. 125, — 802 Vigra, opera, ed. Scuoorkx, Leiden 1646, 8. 306,
Z. 2. — 993 Dagelbst S. 400.
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die der modernen bis auf das altertimliche Kubikwurzelzeichen
gleicht, wurde fir seine Schiiler, unter denen ScHOOTEN einer der
eifrigsten war, vorbildlich, und nicht nur fir diese, sondern fast fir
alle spiteren Zeiten; es bleibt selten, daB ein Autor zu Klammern
an Stelle des Wurzelstriches zuriickkehrt, wie zuweilen — aus druck-
technischen Griinden — auch noch im neunzehnten Jahrhundert.®+

Im Riicketand blieb DEscarTEs mit der Verwendung von Ziffern
in den Wurzelexponenten, wiewohl er gerade hierin in der Potenz-
lehre reformierend vorgegangen war. Erst Wapnis (1616—1708, Prof.
der Geometrie in Oxford), dessen Adigelra zu den gelesensten mathe-
matischen Biichern des siebzehnten Jahrhunderts iiberhaupt gehdrte,
wihlte wieder Zifferexponenten, so z. B. in

Via Yth = Y 2ad b4, %%

verwarf aber den Wurzelstrich, indem er den Doppelpunkt Harrior's
wieder aufnahm. In NEwron's Arithmetica universalis(1685/1707)67¢
wird bald die Schreibweise WarrLis’ angewendet, freilich mit tiefer
stehendem Exponenten, so da, um Verwechselungen zu vermeiden,
der Doppelpunkt stindig gesetzt werden mul (so /3 :64 fir

) 98, hald trifft man auf ganz modern gedruckie Wurzeln, so

1/13_-‘/2’907

oder gar mit Buchstabenexponenten

2¢ 0, e e
V0" und YA+ BX Yy Q@ .%®
RoLLE's traité d’algébre Paris 1690°1° weist ausschlieBlich die moderne

Schreibweise auf. Vom achtzehnten Jahrhundert an wird diese
dann die allein gebrauchliche.

¢) Das Rechnen mit Wurzeln.

Dem Altmeister der griechischen Philosophie und Mathematik,
Pyraacoras, wird die Entdeckung des Irrationalen zugeschrieben.
Fir seine Schiller war die neue Lehre ein' Hauptfeld der Thatig-
keit. Viel leistete auch auf diesem Gebiete TBEATET (Heraklea;
um 390 v. Cbr), ein Schiller des Sokmrates. Die Lehre des
Irrationalen jedoch zu einem groBen Ganzen verarbeitet zu haben
— wahrscheinlich unter Hinzufiigung einer betrichtlichen Anzahl

904 V¢l 5. B. Laaraxex, Journal de 'Ecole Polytechnique, cah. 8, 8. 270. ~
806 Warrrs, Opera II, Oxoniae 1693; vgl. auch Op. I, §. 414 u, a. 2. 0, —
906 frithm. univers., 5. 9 (Anm. 676). — 907 Daselbst S. 58. — 808 Daselbst
5. 60—61, — 909 Daselbst S, 59, — 90 Vgl 2. B, S. 227 im IV, Buch.



224 Die algebraischen Operationen.

eigener Entdeckungen —, ist Everm’s (300 v, Chr., Alexandria;
Ztoiyeiee, Elemente, 13 Biicher) hohes Verdienst. Fast bis zur
Mitte des sechzehnten Jahrhunderts n. Chr. (StrrEL) aber ist kein
Mathematiker zu nennen, durch den inhaltlich ein Fortschritt iiber
Evuxrip's zehntes Buches hinans zu verzeichnen wire (vgl. S. 160)

Kiomal lag das an der Schwere der Materie selbst, dann aber
besonders an der Form, in der die griechische Mathematik derartige
rein algebraische Kapitel lehrte. Die irrationale GréBe wird von den
Griechen als Linie vorgestellt. Linien aber unterscheiden sich nur
durch die Linge; niemand kann ihnen #uBerlich ansehen, ob und in
welchem Grade sie irrational bezw, rational sind. Waelch hohe Stufe
mathematischer Abstraktion war erklommen worden, wenn solche
schwierige Untersuchungen, wie sie EUkLID im zehnten Buch bringt,
allein auf Grund des Begriffes der Kommensurabilitit vorgenommen
werden konnen! Sehen wir uns die zusammengesetzten Wurzel-
ausdriicke an, die in geometrischem Bilde dem Leser EvkLin’s vor-
gefihrt werden, -s0 kann man sich dem Eindruck nicht verschlieBlen,
daB wir bei dem zehnten Buche der euklidischen Elemente geradezu
vor dem Gipfelpunkte der damaligen Mathematik stehen.

Anderseits erkennt man auch klar den Riesenfortschritt, der
durch die Symbolik der Algebra, besonders auf diesem Gebiete, in
spiterer Zeit geleistet worden ist. Die algebraische Formel verrit
von vornherein durch ihrenm Bau unserem Auge ibhre eigenen tieferen
Eigenschaften; sie gestattet allgemeinere Zusammenfassungen er-
haltener Resultate, als es das Bild geometrischer Linien vermag.
Und so konnen die 117 Siitze, die das zehnte Buch Kukrm's ent-
halt, durch wenige Formeln der Wurzellehre vereinigt zur Dar-
stellung gebracht werden.

Ohne zu weit zu gehen, kénnen wir hier nicht die euklidischen
Resultate ans der Lehre der Irrationalititen im einzelnen vor-
fihren.®"! FEugnip's Grundformen lassen sich in moderner Zeichen-
sprache folgendermaBen gruppieren:

1) VaV_b-; Va-b (néon, Mediale);®12
2) e+ Vb, Va + Vb (i & 3o éwopdrew, Binomiale); "8
3) a— V?, Vo — Vb (dmorous, recisum, Apotome)°!

3 Vgl. die sehr eingehende Darstellung bei Nesseruany, S.165—184 (Anm, 86). —
2 Foguio, X, 21, ed. Hamere, Bd. ITI, Leipzig 1886, S, 60, Z. 18; Lorenz’sche
Ubersetzung, 2. Aufl, Halle 1798, X, 22. — 99 Eugup, X, 36, ed. Hrserag,
8. 106, Z. 24 (Lorenz, X, 37). — 94 Eugup, X, 73, ed. Hemera, 8. 224, Z. 8
(Lorenz, X, 74).
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Aus diesen drei Hauptarten irrationaler GroBen bildet er Zusammen-
setzungen zum Teil ziemlich verwickelter Form, wie etwa

l/ WVa+ VD) Vo=t l/ (Va-V3)-Va=1b
] 2 ’

klassifiziert die moglichen Arten der Binomialen und Apotomen?!s
und stellt sogar die Natur derjenigen Resultate fest, die man durch
Quadratwurzelausziehen aus solchen Binomialen und Apotomen
(Evrr. El X. 55—60, Lorenz) und durch deren Quadrieren (El X.
8. 61—66, S. 98—103, Lorenz) erbilt.

Die euklidischen Irrationalititen filhren sémtlich auf Quadrat-
wurzeln uond sind daher mit Zirkel und Lineal konstruierbar. KEs
ist dies durch die rein geometrische Auffassungsweise der Griechen
bedingt. Das Irrationale als Zahlbegriff vermochten sie nicht 2zu
erfassen. Sie schieden aufs scharfste zwischen Linie und Zahl,
zwischen der Stetigheit dieser und der Unstetigkeit jemer. Freilich
machten sie dadurch das Entstehen wahrer Algebra unmoglich.

Wie anders bhei den Indern! Als Nachteil kann es durchaus
nicht bezeichnet werden, daB ihnen die Schirfe dieser Trennung
entging. Thr Geist, der mebr dem Formalen zuneigte, fand weniger
in unantastbaren Beweisen Befriedigung, als in augenfilliger Richtigheit
ihrer Resultate. Wie es ihnen in der Geometrie nicht daranf ankam,
gsich mit einfachen Anschauungsbeweisen zu begniigen, 8o legten sie in
der Rechenlehre Hauptwert auf Verallgemeinerung des Stoffes und
der Methoden und wurden dadurch Erfinder einer echten Algebra.
Hell offenbart sich ihre algebraische Begabung besonders bei der
Behandlung der euklidischen Theorie, die uns das zehnte Buch vor-
fihrt; ihnen gelingt der Fortschritt, den wir vorhin erwihnten
(8. 224), die Ubertragung der Resultate ins Algebraische und die
Zusammenfassung in einige wenige Sitze.?'®

Die gelehrigen Schiller der Inder, die Araber, folgten auf dem
neu betretenen Wege. Besonders ist es Arkarcui (um 1010 n. Chr.,
Bagdad), der dem Rechnen mit Wurzelgrofen in seinem Lehrbuche
der Algebra (di-Fachri) erhohte Aufmerksamkeit zuwandte.???

Weniger Interesse fir die Wurzellehre zeigte das 4bendland.
Bis zum finfzehnten Jahrhundert ging man nicht iber die Be-

9 Buzup, X; Satz 49—54, Satz 86—91 der Lomenz'schen Ubersetzung. —
918 Buiseara, Vijaganita, ch. I, sect. V, ed. CoLEBROOKE, 8. 145—155 (Apm. 294);
vgl. Caxron, I°, 8. 586; Haxger, S. 194, 265 (Anm. 40). — 917 Apgapon,
Fakhri, cap. IX; extrait du Fskhri, ed. WoeprcsE, Paris 1853, 8. 56—59.

TROPFKE. Geschichie. 1. 15
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handlung mechanischer Methoden, Quadrat-, vielleicht noch Kubik-
wurzeln zu ziehen, hinaus. DaB das Rechnen mit WurzelgréBen in
der langen Zwischenzeit nicht ginzlich verloren gegangen war,
zeigen die Werke des Franzosen CHUQUET (Le Triparty 1484,
Manuskript) und des Italieners Linca Pacrvoro (Summa, Venedig 1494)
denen entschieden bedeutende, uns freilich nicht bekannte Vor-
arbeiten als gemeinsame Quelle zugénglich gewesen sein miissen. Paci-
voLo beschrinkte sich auf algebraische Wiedergabe der euklidischen
Sitze aus dem zehnten Buch; aber CHuQUET zeigte bereits eine ziemliche
Gewandtheit im Rechnen mit WurzelgréBen und ging zum Teil tber
Eurnip hinans. -Beiden war das neue Wurzelsymbol B., dem Ziffer-
exponenten beigefiigt werden konnten (vgl. S. 216), ein wesentliches
Hilfsmittel zur leichteren und tibersichtlicheren Darstellung. Ks liegt
auf der Hand, daB mit der weiteren Ausbildung der Wurzelsymbolik,
wie wir sie innerhalb der deutschen Cof kennen gelernt haben, auch ein
pneuer Fortschritt in der Lehre von den WurzelgroBen verbunden
sein muBte. In der That ist die deutsche CoB, wie in der Potenz-
lehre, so auch in der Wurzellehre schopferisch vorgegangen. Beide
Kapitel sind durch sie zu einer Ausbildung gelangt, der man spiter
nichts weiter hinzuzufiigen brauchte, als die moderne Zeichen- und
Formelsprache. Dag achtzehnte und neunzehnte Jahrhundert ordunete
den gegebenen Stoff nach systematischen und methodischen Ge-
sichtspunkten wnd schuf in ihm eine Unterrichtsdisziplin, die die
heutige Schule bereits in mittleren Klassen mit Leichtigkeit ab-
handeln kann,

Die Hauptvertreter der deutechen CoB gind Curistora RuboLrr
von Jauer (1525 Cof, 1532 Rechenbuch) und Michakn StIFEL
(1486/87 — Jena 1576). Hatte der erste den euklidischen Irratio-
nalititen bereits zwei neue, getrennt abgefaBite Kapitel (iber dritte und
vierte Wurzeln angeschlossen, so fithrte STIFEL (1544 Arithmetica inlegra,
15538 Neuausgabe von Ruporre's Co8) die Lehre vom Irrationalen in
genialem Schwunge zur groBten, damals maglichen Allgemeinheit. Im
Zusammenhang behandelt er ohne Unterschied Wurzeln jedes Grades
in all ihren algebraischen Verbindungen untereinander; sogar das
Rationale wird bei ihm nur ein spezieller Fall des Irrationalen,
Und nicht nur beliebig hohe Wurzeln aus bestimmten Zahlen zieht
er in den Kreis seiner Betrachtungen, sondern er unternimmt auch
eine Ausdehnung seiner Resultate anf Wurzeln aus algebraischen Aus-
driicken — aus coffijhen Zahlen, wie er sagt —, die die Unbekannte
in verschiedenen Potenzen, additiv und multiplikativ miteinander
verbunden, enthalten.
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Einzelheiten.

Die Vieldeutigkeit der Wurzeln ist eigentlich zur hoheren
Mathematik zu rechnen. Den Griechen blieb die Doppeldeutighkeit
der Quadratwurzel verborgen, da sie selbst auf dem H8hepunkt dio-
phantischer Algebra rein negative Zahlen nicht kannten. Bei den Jndern
war indes die Kenntnis des zweifachen Wertes vorhanden. BHaskara
Acarya (geb. 1114 p. Chr.) besitzt itber diese Doppeldeutigkeit so klare
Ansichten (vgl. S. 169 und Anm, 661 daselbst), wie man sie bei
viel spiiteren abendlindischen Mathematikern oft mit Bedauern za
vermigsen Gelegenheit hat. — Fiir hshere Wurzeln entwickelt sich
die Einsicht in die Mehrdeuntigkeit erst im spiieren Mittelalter.
Vorbereitet wurde sie durch Carbawo's Entdeckung (1545), dab eine
Gleichung dritten Grades drei Wurzeln besitzen kann®'® erledigt
eigentlich durch Girarp's Verallgemeinerung (1629), daB jede
Gleichung n* Grades n Wurzeln habe (siehe 8. 293). Der spe-
zielle Satz, daB jede n'* Wurzel » Werte besitzt, wird in dieser
Klarheit indes erst 1690 von RoLLE (16562—1719; Paris, Akademiker)
ausgesprochen,®® Die dritten Eioheitswurzeln berechnet 1707 Jomxw
Corson?®®° in der Form:

15 —3+4V=3; —4-3Y=3.
Einen goniometrischen Weg, die #*® Wurzeln von + 1 und
— 1 durch Zerfallung der (leichung %® + 1 = 0 zu finden, bietet
der sogenannte Cotes’sche Lehrsatz, der in einem nachgelassenen
Werke Roeer Cores’ (1652—1719, Professor der Astronomie und
Physik in Cambridge), herausgegeben durch seinen Nachfolger
RoBerT Smirs, verdffentlicht ist.”?! Die viel schwerere algebraische

Aufldsung von J1 wurde. von VaNDERMONDE (1735—1796, Paris)
1771°22 angebahnt und durch Gavss (1777—1855, Gottingen)
1801 vollendet.®?

918 drs magna, 1545, cap. XVIII; opera, 1V, S. 259 (Anm. 844), rechte Spalte
Z.8; ,,...et sic habet tres aestimationes hic casus.” — N9 Rowre, Traité d'algébre,
Paris 1690, Buch IV, Nr. 9, 8. 230: ,,L'on a veu, qu'un seul signe radical ren-
ferme autant de vacines qu'sl v a d’unitez dans son exposant; im Anschluf daran
werden Betrachtungen 4ber die Anzahl der imaginidren und reellen Warzeln
bei gerndem bezw. ungeradem Exponenten angestellt. — 920 Philosoph. Trans-
actions XXV Nr. 309, S. 2358—2368 Aequatwnum cubicarum et biquadraticarum
tum analytice, tum geometrica et mech resolutio universalis. — 92 Cotes,
Harmonia mensurarum, Cantabrigiae 1722, Avhang: Theoremata tum logometrica
tum trigonometrica, praefatio, S. 114; vgl, Canvor, III°, S. 394. — 922 Hist, de
T'acad. de Paris 1771 (gedruckt 1774), Mém., S. 8365—418, Mém, sur la résoluivm
des Fquations. — 923 Disquisit. arithmeticae, VI, Leipzig 1801; Gauss, opera,
I, Gottingen 1870, 8. 412 F. und (aus dem NachlaB von Gavuss) Disquisitionum
15*
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Der im Unterricht hiufig vorgetragene Beweis, daB 'i/a_ (z eine
ganze Zahl) kein Bruch sein kann, da ein Bruch, quadriert, immer
wieder einen Bruch liefert, eracheint in der erhaltenen Litteratur zum
erstenmal in den Kommentaren des EuTortus von ASKALON (geb. 480
n. Chr) zu den Werken des ArcHIMEDES.*** Er wiederholt sich in
einem kleinen nachgelassenen Schriftchen des Italieners Carpawo
(1501--1576; Padua, Bologna, Rom): De numerorum proprietatibus caput
unicum,?®® das um 1542 entstanden ist, ungefahr gleichzeitig i STIFEL’S
Arithmetica integra von 1544929

Die bei der Addition und Subtraktion der Wurzeln von
vielen Schriftstellern benutzte Formel

Ve+Vb=Va+b+2Vab

geht auf S#atze der finften Hexade in EKurimn's zehntem Buche der
Elemente zuriick (Satz 61—66, 98—103; Lorenz®?). Algebraisch
kennen sie die Inder, wie Braskara (geb. 1114),°% die Araber, wie
Apkarcar (um 1010, Bagdad)®®® ferner die mittelalterlichen Mathe-
matiker CHUQUET (Le Thiparty 1484),°%° Luca Pacrooro (Summa
1494)°% und RuovoLrF (Cof 1525).°3! Letzter fligt die weitere Vorschrift

atc 4 Vb2e =Y(a + b)*-c
hinzu.?32

Die Behandlung des gleichen Aggregates fiir die Kubikwurzeln
muB Arkarcmr gekannt haben, da er die Beispiele 54 — 2 =6,
Vf+i/5«i=i/'l_2_8 933 yorfithrt. Erst Ruborrr lebrt die Formel

cirea aequationes puras ulterior evolutio (etwa 1808); Gaues, opera, II, Gétt.
1876, 3. 243 ff — 924 Awcmiueves, ¢d. Heisera, III, 8. 268, Z. 24—25 (Anm. 8):
20 dgudpdc 08 sai pépior 8@ faven ysvdusva oUxEre dgedudy ol mhign, didk
wal pégeov, — 926 Cappano, opera (Anm. 844), IV, Abh. I, § 43, S. 8. —
986 Arithm, integra, 8. 108": , Jtem nullus numerus irrationalis potest esse
numerus fractus, Impossibile enim est, ut ex multiplicatione fracti in se fiat
numerus integer”, — 927 Buaseara, Vijagapita, cap. I, eect. 5, ed. CoLEpROOKE,
8. 145—155 (Aom. 294); vgl. HangeL, S. 194 (Anm. 40) und Caxror, I', 8. 586, —
920 Apkarcwm, Fakhbri, cap. IX, ed. Woercke, S. 57; daselbst die Beispiele
V18+VY8=VY5und V18— YV 6=V2 (Anm. 590). — 929 I Triparty,
Partie II, chap. 3 u. 4, 8. 712—720 (Anm. 11), — 33 Summa dist. 8, tract. 2,
8.116® De additione radicum inter se e numeros (Anm, 10g— 33! Ruporre’s Cog,
1525, Buch I, Kap. 7, Additu (Anm. 761). — 932 Ehendsselbet unter der Uber-
schrift: Die man die communilanten fumiren fol duvdh ein awder oil Piirtzer
weife. — 933 8. 58 (Anm. 590).
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3
Jou V5=V/o 40+ 8420 V5+ 8Ya(3)
an ausfihrlichen Rechnungen.®3*

Ahnlich verliuft die Geschichte der umgekehrten Aufgabe, der
Radizierung eines Binoms, in dem Irrationalititen auftreten. EvkLin’s
geometrischer Behandlung {Buch X, 8. 55—60, 92—97; Lorenz %)
folgt die algebraische Lidsung der fnder, die auf die Forme! hinaus-

kommt:
— ‘—’:'— ) = 927
l/“i‘v_b=]/a+v2a—bi a—]/a

Sogar das Beispiel V10+ V24 + V40 -}-VGO =V2+V8+V5
verstehen die indischen Mathematiker auszufithren.??” Wieder miissen
wir Luca Pacrvoro (1494 Summa)® nennen, ebensy RuDOLFF,®3®
vor allem aber auf STI¥EL®®® (Neuausgabe von Robnorr¥'s Cof 1553)
aufmerksam machen, der die RupoLrFsche Vorschrift mit einem
strengen Beweise versah. Kine besondere Rolle spielten die dritten
Wurzeln aus solchen Binomen in der Lésung der kubischen
Gleichungen. Wir finden entsprechende Transformationen bei Tar-
TAGLIA (1540),°%7 Srrrer (1553),°°% BomBrrir (1572),%%° Giragrp
(1629)%4° y, a, Der letzte glaubte merkwilrdigerweise, der ersie Be-
arbeiter solcher Ausdriicke zu sein.

Auch fiir das Multiplizieren und Dividieren von Wurzel-
groen kann man bei Euknmp die ersten Anfinge herauslesen.
Die indischen Kenntnisse werden durch arabische Schriften wieder-
gespiegelt. So finden sich in der Algebra des Muumammep IBN
Musa Arcawarizmi ®#! eine Anzahl solcher Aufgaben vorgerechnet, wie

r/g VeE=vV2i =1}, 8Y4-2Y9=79.4.Y4.9 =1/36-36 =38,
VIO-V5=Y510=V80, Vi-Vi=VFT=1F e

Auf zusammengesetztere Beispiele trifft man in ALEaRcHI'S
Lehrbuch der Algebra;®? auch hiervon geben wir einige Proben,
um den eingeschlagenen Gang zu zelgen

934 Buch I, Kap. 8 unter : addirn, ein anber weife (Anm. 761). — 935 Duagelbst,
Bach I, Kap. 11. — 938 Neuausgabe von RuporLrr's Cof, 1553, Anhang zum
elften Kapitel im ersten Buch, S. 128% — 937 Vgl, Hangey, 8. 373 (Anm, 40). —
838 Newausg. v. Rupocer's Cof, 1553, S. 4805 — 939 I’ Algebra, Ausgabe 1579
Bologna, z. B. S.294—295; von WaLnis, Opera, II, Algebra, 1693, cap. 47, obne
Namennennung reproduziert. — 940 Déinvention nouvelle, 1629, Signatar C,
Riickseite 0. ff. (Aum. 18). — 941 Ed. Rosex, S. 29ff. (Anm. 119). — 942 Fakhri,
cap. IX, 8. 56—57 (Anm. 590).



230 Die algebraischen Operationen.

2Y4-14-Y9=y16-Y20f = 116201 = Y324
oV8-2Y27 = J64-V216 = V62216
y16- 181 = /16-81 = V1206 = 6
Va-Vor =Vaviei-Wiesei=1ei21=Vvéi-21.51=1z216

3)27:2)/8 = ¥(8-3-3-27):(2-2:2-8) etc.
Wir erkennen die Gewandtheit in Verwendung der Formeln

’]'/E Vb =Vab, Va: Vb= ]n/g’ a)/b = Ya"b — wie die heutige Algebra
zu schreiben gestattet —, aber auch die mangelhafte Durchfithrung
von Aufgaben, wie die vierte, in denen ungleichnamige Wurzeln
zu multiplizieren sind. Hierin wurden im Abendlande bis zum
sechzehnten Jahrbhundert weitere Fortschritte erzielt. CHuquer (1484
Triparly) zeigt in einem besonderen Abschnitte, wie ungleichnamige
Wurzeln gleichnamig gemacht werden konnen.”*® Auch die Cossisten
widmen diesem Punkt gréBere Aufmerksamkeit. Aus RupoLrr's
Beispiel (Cof 1525;%4 vgl. Anhang II, Nr. 30)

3 L4 12 _ 12
V216:Y16 = )/2164:16° = Y2176782336 : 4096

.—_117'531441 = §W= 13/'2_7 =3
sehen wir, daB naheliegende Rechenvorteile dabei nicht beachtet werden.
Ein allgemeingiltiges Schema filr das Multiplizieren ungleichnamiger
Whurzeln lehrt StiFen, indem er das damals sehr beliebte ,Uber-
Kreuz-Rechnen”, das besonders beim Addieren und Subtrahieren von
Briichen iiblich war, fiir unsere Aufgaben empfiehlt (vgl. 8. 185—186).

So setzt er neben die Rechnung J/5-¥4 = i/53-4” — im QOriginal:
,, Multiplicatus V'35 per v € 4 facit v 30¢ 2000 — das Schema

5 4
\/
N
Vi Vg,
dessen Bedeutung klar ist.?4*

Das Radizieren von Wurzeln, bezichentlich Zerlegen
héherer Wurzeln, deren Exponent keine Primzahl ist, in niedrigere,

943 Triparty, Partie II, chap. 1, 8. 656—659 (Anm. 11). — 244 Ryporrr’s Cof,
1525, Bach I, Kap. 9 unter :dividirn, Signatur Fv Riickeeite. — 946 drithm.
integra, 1544, S. 114°



Die Radizierung. 281
ist bis in die Zeit arabischer Mathematik nur in ganz speziellen und
einfachen Fiallen geiibt worden, wie die Zerlegung einer vierten Wurzel
in zwei nach einander zu vollzichende Quadratwurzeln u. s. w.
Das vierte von den aus ArLkarcai angefithrten Beispielen (8. 230) zeigt
klar die Umgehung der sechsten Wurzel. Auch hier tritt erst im
funfzehnten Jahrhundert eine Weiterfibrung ein, wofiir wiederum
CHUQUET's Triparty (1484) Zeugnis ablegt, weun er — in seinen
Zeichen (vgl. 8. 217) — zeigt, daB B.® mit B.3B.2, B.® mit B4RS3,
B.1? mit B.°B.?% aber auch mit B.*B.° und B.?B.?B.? identisch ist,?*®

Zum SchluB miissen wir noch auf das Rationalmachen von
Briichen eingehen, deren Nenner Irrationalititen enthalten. Awuch
hier bildet Kugrip eine Fundgrube, aus der spatere geschdpft
haben. Satz 113 und 114 (Buch X, Ubers. von LorENz?!?) enthalten
dieselbe Wahrheit geometrisch, die die algebraische Formel

1 _VeFVe
VeV  a-b

ohne weiteres zeigt. Aul dasselbe kommt die Vorschrift des
Inders Buasgara hinaus: ,Man soll Zihler und Nenner mit einem
dem Neuner #hnlichen Ausdruck vervielfachen, bei dem nur das
Vorzeichen einer Irrationalzahl entgegengesetzt gewdhlt wird, und
soll dieses Verfahren so lange fortsetzen, bis man wirklich im stande

sei, die geforderte Division zu vollziehen.« %’
Bei dem Westaraber ALURALsADI®® (gest. 1477 oder 14886,
Andalusien) begegnet uns dieselbe Vorschrift, nur wenig abgedndert,

¢ _c(a-VH
a+ Vb a®—b
wieder, ahnlich bei CEUQUET (1484)°*° und in RuporrF's Cof (1525).%5¢

Weitere Fortschritte weist das Mittelalter auf, Carpano kannte
(1539) die Formel

3,— L. 3o ¢

(b - ]/c]'(b+]/c+l/gs) =¥ —-3
und schrieb sic seinem Zeitgenossen GARMEL DE ARATORIBUS
aus Mailand 2zu.®%! Carpano selbst benutzte sie beim Rational-

»

948 Tyiparty (Anm. 11), chap. II, S. 707—708; vgl. Canrtor, 1I% S. 854. —
947 Buasgana, Vijagspita, ch. I, sect. V, 34—35, ed. Corepmnookr, S. 147
{Anm. 294); vgl. Cantor, I®, 8. 5868, — 948 Canron, Ib 8. 765. — 949 Triparty,
Partie 1I, chap. VI, S, 780 ff. (Anm. 11). — 969 Ruporrr's Cof, 1525, Buch I,
Kap. 10 unter :dipidirn. — 95 Cambano, Practick _drithmeticae generalis,
cap. 51, § 17; opera, IV, 8. 78 (Anm. 642).
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machen des Bruches loi,/_. TaBTAcLIa (1556) empfiehlt einmal
3-~V)5

beim Quadratwurzelausziehen aus einem gewdhnlichen Bruche, den-

gelben so zu erwéitern, daB der Nenmer ein Quadrat wird?®?,

eine Vorschrift, in der er iubrigens schon Vorginger hatte, wie

CaUQUET. An anderer Stelle setzt er statt f/_LV_ den neuen
5+ )38
Bruch 10 und will nun, um den Nenner rational zu machen,

16— Lo

Ve + Yias
mit dem Resultat der Divisiopsaufgabe (243—25): (".Vm+ Ii/2_5) ,
die immer aufgehe, die Erweiterung vorgenommen wissen (vgl. S.184).%63
Damit ist zugleich das Problem des Rationalmachens far binomische
Nenner in voller Allgemeinheit geldst.

E. Die Proportionen.
I. Die Lehre von den Proportionen.

For die Griechen lag der unschitzbare Nutzen der Proportionen
darin, daB sie ihnen mit ihren Umwandlungen einen Ersatz fiir unsere
(leichungen zu geben vermochten. Diese wichtige Verwendung 1iBt
die umfangreiche Behandlung, die die griechischen Mathematiker wie
Evkuip (um 300 v. Chr.), aber auch noch die arabischen und mittel-
alterlichen Gelehrten den Proportionen zu teil werden lassen, verstehen.
Lange Zeit im Mittelalter, fast bis in die Neuzeit hinein, als lingst
die Buchstabensprache in der Gleichungslehre durchgebildet war,
plegte man die Resultate noch in Proportionsformen zu schreiben, die
die Stelle unserer jetzigen geschlossenen Formeln einnahmen, ¥rst
in neuester Zeit ist der jhnen zur Verfiigung gestellte Raum arg
beschnitten worden. W#hrend Warurs (1616—1703, Professor der
Geometrie in Ozford) der Proportionslehre in seinem grofien Werke
(1693), das er iber die Algebra verfaBt hat, 14}/, Folioseiten
widmet,%* wihrend in KarsTEN'S Lehrbegriff der gesammten Mathemaiik
(1765) — ohne Anwendungen — fast 70 Seiten dieses Thema breit-
treten,?®® ist in modernen Lehrbiichern der Stoff in etwa 3—4 Seiten
erledigt®® und koonte ohne Schaden noch weiter verkiirzt werden.

92 Tanraauia, General {rattato, parte II, lib, IT, §. 25*&F — 963 Daselbst,
lib. X, S. 153, Z. 1ff.; vgl. Canrtor, II® S. 524, — 96¢ Warnis, opera, II,
1698 Oxoniae, Algebra, S. 85—99, — 988 Kansren, Greifswald 1765, S. 152—178,
8. 308—341, S. 366—376. — 956 BussLen, Elemente, Dresden 1897, I, S. 101—105.
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Der Ursprung der Proportionslehre weist nach Babylon, ihre
Einfiahrung und erste theoretische Bearbeitung auf PyrEAGcoRAS
(sechstes Jabrbhundert v. Chr.).%” In seiner Schule kannte man
die srithmethische

@) a—b=c¢c—d
und die geometrische
Bla:b=c:d
Proportion (araloyies),*®® ferner die bei Gleichheit der inueren
Glieder aus ihnen sich ergebenden stetigen Proportionen (usodryrag)
1) a—b=15b—c
2 ae:b=0b:¢,
zu denen sich als dritte die sogenannte harmonische Proportion
Nate=@a—:(b—09
gosellte. Anfangs verstand mar unter ¢rwdoyix nur die geometrische
Proportion, wahrend guecdryreg als Allgemeinbezeichnung alle fiinf
umfabte; allmiblich wurde pssdryres ein Fachausdruck fir die nur
drei GroBen enthaltenden Proportionen.®*® Als vollkommenste —
tsdstordry nach NiEomacHus (100 0. Chr.); poveexsh nach JamsrLICcHUS
(Anfang des vierten Jahrhunderts n. Chr.)?® — galt bei den Pytha-
goreern diejenige Proportion, die aus zwei Zahlen, ihrem arith-
metischen und harmonischen Mittel gebildet wird:
a+d__ 2
2 a+b "
Jampricnos iiberliefert, dab gerade diese bereits den Babyloniern
bekannt war.
Am weiteren Aushau der Lehre von den Medietiten erwarben
sich ArRcHYTAS VON TARENT (430—365 v. Chr.) und Hiprasus (Schiiler

des Pytuacoras) Verdienste. Sie fiugten den drei Medietsten 1)—38)
drei neue hinzu:®!

Y ate=F—0c):{a—1"5)
5) bie=(—c):(a—b)
6) a:h=(b—¢):{a—1b.

957 Jawpuicuus, S. 141 B—142 4, 5. 168 AB (Anm. 218). — %8  Proportional*
heiBt schon, bei EvEwud Graloyor; dies wird adverbial gebraucht, z B.
wot mlevgui dréloydy eloa’. — 959 Vgl hierzu NessLwamw, 5. 210—212, Ax-
merkung (Anm. 86). — 960 Nigomacmr Gerasens Pythagoraei sntroductionss
arithmetieae libré IT (Anm. 213); II, cap. XXIX, 1, S. 144; Jaxpucavs, S. 168.4
(Anm. 218). — 981 Jawsuicnus, 8. 141 Dff., 8. 150 Cff, S. 163 Bf, (Anm. 213).
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Auch so0ll der zweite den Namen ,harmonische Proportion* fiir
die bis dahin iibliche Bezeichnung dmsrewrie in Aufnahme gebracht
haben. SchlieBlich treten bhis zur Zeit des NixkomMacHUS noch vier
Medietiten bhinzu:

Nae=@—¢):(db—9
8)ate=(a—c):(a—1b)
9 bie=(a—c):(d—9¢)
10) bie={a —¢):{a —b),

die von JaMBLICHUS zwel sonst unbekannten Pythagoreern, TEMONIDES
und EvpHRANOR, zugeschrieben werden.?®? Diese zehn Formen liegen
den Betrachtungen des NigomacEUs (um 100 n. Chr) in seiner
Eloaywyy ¢ptdunroes?? zu Grunde; sie werden in euklidischer Form
durch Parrus (Alexandria, Ende des dritten Jahrhunderts n. Chr.)®%
behandelt, der besonders den ersten drei eine sehr einfache, einheit-
liche Definition giebt: ,b ist zwischen & und ¢ arithmetisches, geo-
metrisches oder harmonisches Mittel, je nachdem sich die Differenzen
(e —b) und (b —¢) wie a:a, wie a:d oder wie a:c verhalten ®*

Von diesen zw6lf Proportionsarten interessiert uns hauptsich-
lich die geometrische ) in der allgemeinen Form mit vier GroBen.
Von der arithmetischen Form 1) erwihnen wir nur, daB NixomacHus
fir den Fall a—b =# — ¢ = d die Beziehung #* —«c=d? aufstellt,
die bei spiteren Schriftstellern als regule Nicomachi wiederkehrt.%c®
Trotz ihrer geringen Verwendbarkeit werden die arithmetischen
Proportionen «) von den einzelnen Schriftstellern, auch des Mittel-
alters, gewissenhaft gelehrt; selbst in manchem modernen Schulbuch
nehmen sie den ohnehin so knappen Platz wichtigeren Stoffen weg.

Der Lehre von den geometrischen Proportionen hat Evkrip
das funfie Buch seiner Elemente eingerinmt, so weit sie sich auf
allgemeine — geometrische wie arithmetische — GroBlen bezieht;
im siebenten Buch, Satz 5—21, wird sie alsdano fiir reine Zahlen
wiederholt bezw. erginzt. Vielleicht giebt das funfte Buch die bereits
vor EURLID zusammengestellten Resultate eines fritheren Forschers —
man vermutet, des Kunoxus von Kxrpos (um 408—855 v. Chr., Schiiler
des ArcHYTAS und PraTon) — wieder, die Evkrip pietatvoll in der
vorhandenen Form seiner Sammlung eingefiigt hat, ein Verfahren,

982 Dagelbst 3. 163 C. — 963 Nmmowmacrus, lib. II, cap. 21—29, S. 119—147
(Anm. 218). — 964 Pappus, Collectiones, lib. III, § 30—57; ed. Hurrscn, Bd. ],
Berl. 1876, 8. 70—105. — 966 Dgeelbst, lib. 1II, § 30; ed. Horrscw, 3. 70,
Z. 21—8. 12, Z. 5. — 968 Nikomacuus, lib. II, cap. 28, 6, S. 125, Z. 18—21
(Anm. 218); vgl. Canronr, 1%, S. 404.
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das noch fur andere Abschnitte der Elemente glaubhaft gemacht ist;
daon wiirde sich die doppelte Behandlung der Proportionslehre bei
Evgrip zwangslos erkliren lassen.

Evknip unterscheidet, wie wir, bei einer Proportion a:b =¢:4d
Vorderglieder und Hinterglieder, innere und #uBere Glieder; er ver-
stebt mit der zu Grunde liegenden Proportion dieselben Ver-
wandlungen vorzunehmen, die heute noch eingeitbt werden. So

zeigt er, daB aus a:b = c:d folgende weitere Formen abgeleitet
werden konnen:®

1) bia =d:c (avamaliv, inverso, umgekehrt): V, Erkl. 14 (H, 13),
2) a:c = b:d (dvedRaf, allerne, vicisstm, verwechseli; mittelalterl.
permutaia): V, 16 u. Erkl. 13 (H. 12).
3) (@ + b):b = (¢ + d):d (clwIeoig RSyov; componendo, verbunden ;
mittelalterl. gesammelt, xusammengebrachi :
V, 18 u. Erkl. 15 (H. 14).
In 3) wird im Mittelalter uuterschieden:

nach L. Stoem
(1707) Kurtzer Be-
griff d.ges. Matthesis.
4) (@ —b):bd=(c — d):d (diwigsoic Adyov; dividendo, getrennt;
mittelalterl. disjuncta, xerteill, voneinander
geschieden: V, 17 u. Erkl. 16 (H. 15)
5) a:(e — b) = c:(c — d) (@vanrgopl Adyov; per conversionem,
xuyiickkehrend ; mittelalterl. conversa, ver-
wendet, herausgewendet: V, 19, Zusatz u.
Erkl. 17 (H. 16).
Eoxvrip kennt auch Sitze fir mehrfache Proportionen:
6) Aus a:b=d:e | & terayubvy;, ordinata, geordnete Propor-
und b:c = e: f} tionen: Erkl, 19 (H. 18)
folgt a:e =d:f diloov; ex aequo, ex aequalitale, aus dem
Gleichen: V, 22 u. Erkl. 18 (H. 17).
7) Aus a:b=e¢:f } a. verwpuypbvn; perturbala, zersireute Pro-
und b:¢c=d:e [ portionen: Erkl. 20 (H. 18)
folgt a:¢ =d:f dricov, vgl. Nr. 6: V, 23.
Herner sei noch angefilhrt, um die heate gebriuchlichen Sitze zu
vervollstindigen:

{a + b):a = (¢ + d): ¢ riickwirts verbunden
(@ + 8):b=(c+ d):d vorwirts wverbunden

987 Die euklidischen S#tze sind nach der Uberselzung von Lorenz (Halle 1798),
die am bekanntesaten ist, zitiert. Die Abweichungen der Heipera'schen Aunsgabe

sind mit einem H in Klammern beigefiigt; vgl. auch Hawxxer (Apm. 40),
5. 300—391,
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8) Aus alzblmc:d} .

und ay:b, = o:d folgt a,:8, = a,: 0, V, 11
Na:b=c:d=c:fgiobbt (atc+e):db+d+N=a:b V, 12,
10) a:d =ec:d giebt na:nb=c:d V, 15.

Erwidhnenswert wiire noch der letzte Satz im finften Buch Evkrip's,
daB, wenn g:b=1¢:d, wo a>b und ¢>¢ dann auch a +d>b+¢
sein mub,

Der Satz von der Gleichheit der Produkte aus den
inneren und #uferen Gliedern einer Proportion, der heute
an die Spitze der ganzen Proportionslehre gestellt zu werden pflegt,
fehlt im fiinften Buch ginzlich; er findet sich erst VIL 1998 (nebst
Umkehrung), in geometrischer Form schon VI, 18.

Die Berechnung des vierten Gliedes einer Proportion
aus den drei anderen laBt sich ohme weiteres aus den Siitzen
Eugrrip's vornehmen, wird jedoch von ihm, entsprechend dem rein
theoretischen Charakter der Elemente, ithergangen. Solche Kinzel-
beiten werden dann gelegentlich bei spiteren Schriftstellern nach-
geholt; 8o in diesem Falle in geometrischer Form durch Pappus
(ib. VII), in arithmetischer Form durch Jorpanus NEMORARIUS
(Deutscher; + 1237 als Ordensgeneral der Dominikaner) in der
Scbrift De numeris datis.®®® Diesem folgen PrurBacH (1428—1461,
Professor in Wien),*”® REcioMOoNTANUS (1436 Kénigsberg in Franken
— Rom 1476; Wien, Italien, Niirnberg)®! u. a.

DaB das Quadrat der mittleren Proportionalen gleich
dem Produkt der iuBeren Glieder ist, lehrt Eurkrip nebst Um-
kehrung arithmetisch VII. 20, geometrisch VI. 17.

Im AnschluB hieran sind noch zwei Sitze des achten Buches anza-
fuhren (VIIL. 11 und 12), daB sich nimlich zwischen zwei Quadrat-

968 Eygr. VII, 19, ed. Heisera, Bd. II, Lpz. 1884, 8. 228: ,’Kar réconges
doeduoi dvdloyor deow, & €5 medrov xal tevkorov yevdperos dgubuds igo; orme
1§ éx Jovrégov xal rgirov yevouéve dotdpdr xai fuv § dx modrov xai rerdgrov
yoviperos doedude toog 3 15 éx deurégov xal rgitow, of réodages dgrdpoi driloyoy
deovrac, FPiar das Verwandeln einer Proportionsform in eine Produktform hat
Parrus den Fachausdruck ywpior ywgie, so Collect. VII, prop. 21, § 64, ed.
Hoursca, I, Berl. 1877, S. 700, Z. 26 u. a. O.; vgl. Pareuvs, VI1, prop. 123,
& 189, S. 858, Z. 28—25: ,,ds dge i} ZA ngog vip AT, otrug 7 Ed nmgos vip TE.
yogior ywgier 1o don md AZ ET loov sotew 14 dno AT AE«, — 989 M. Cosrze,
Kommentar zu dem ZTractatus de nwmeris datés des Jorpanus NEMORARIUS,
Ztachr. f. Math. u. Phys., Bd. 36, 8. 41 (lib. I1, Satz 1), — 970 Opus Algorithmi,
Ausg. v, 1522 uanter der Uberschrift De regula Awurea sive detrve, Signatur B,
Rijckseite. — 97 RecioMonraNus, De triangulis omnimodis libri quinque, Nirn-
berg 1588 (geschrieben um 1465), 8. 20.
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zahlen stets eine mittlere Proportionale einschieben lasse (a®: ab=ab:5%),
bei Kubikzahlen aber deren drei eingeschoben werden miissen
{@%:a%b = atb:ad? = ab?:1%), zwei Theoreme, deren Kenntnis, wie
eine Stelle im Tim#us beweist,””? bei Praron (429—348, Athen)

bereits vorhanden war, deren Entdeckung — vielleicht bloB auf
Grund jener Timdusstelle — NigoMacHUs geradezu dem PraTon
zaschreibt.®??

Kleine Erweiterungen fiir stetige Proportionen giebt auch der
in der Geschichte der Algebra den ersten Platz einnehmende Viera
{1540—1603; Paris, Staatsheamter); dazu gehéren z B. die Um-
kebrungen der eben angegebenen -platonischen Sitze. In einer
Druckschrift vom Jahre 1579974 zeigt er, daB auns a:b = b:c¢ folge

caze=a*: b
und aus g:h=bic=e:d
a:d = b:6%.

Uber die GroBenverhsltnisse des arithmetischen und
geometrischen Mittels im Vergleich zueinander sind erst in der
Neuzeit Untersuchungen angestellt worden. Ein franzisischer Mathe.
matiker, LanTmERIO, wies 1830 nach,®”® daB das geometrische
Mittel zweier GriBen & und 5 stets kleimer als ihr arithmetisches
Mittel ist, daB die Differenz beider aher weniger betrage als

(@ = b
8
Eine Erweiterung auf das arithmetische und georetrische

Mittel beliebig vieler GroBen ist dann durch Liouviire 1839 vor-
genommen worden ¥¢

2. Schreibart, Worter.

Fur die Schreibart der Griechen ist in Anm. 968 ein Beispiel aus
Parrus gegeben. Eine symbolische Schreibart fiir Proportionen tritt
zum erstenmal bei dem Westaraber ALgarsapi (Andalusien; gest. 1477
oder 1486) auf, der zwischen je zwei der vier GroBen drei pyramiden-

972 Prato, Timaeus 82, ed. Srairnavx, VII, Gotha-Erfurt 1838, S. 126 ff;
vgl. hierzu Horrscn in Freckesen u. Maews, Neue Jahrbiicber f. Philologie u.
Pédagogik, Jahrgang 1873, Bd. 107, S. 493—501. — 973 Nizemacuus, lib. II,
cap. 24, 6, 5.129, Z. 14—17 (Anm. 213), — 374 Viera, Universalium inspectionum
ad Canonem mathematicum Uber singulariz, Parie 1579, 8. 28, 29 nach
Hoursch, Ztschr, f. Math, w. Phys., Suppl. 1899, — 976 Annales de math. pures
et appl. par Gerconng, Bd, 21, Nimes 1830/81, S. 84. — 976 Journal de Math,
pures et appl. par Liovviuie, Bd. 4, 1839, §. 493— 484,
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férmig angeordnete Pitnktchen setzt, so daB unser 7:12 == 84:144
— gemidb der arabischen Schreibrichtung — folgendermaBen aus-
sieht:

144 5 84 . 12 . 1.9

Der Englinder WiLriaM QucHTBED (1574—1660, Pfarrer in einem
englischen Landort) brachte 1631 die Form 7@

a-b:ie-d (ut ¢ ad b, sic ¢ ad d)

auf, die sich besonders in England sehr lange gehalten hat, Von
weniger Erfolg war sein Vorschlag

a-b-ec=

fir die stetige Proportion a:b=2>%:¢. Die moderne Form der arith-
metischen Proportion a — b =e¢ — d empfiehlt als allein logisch
zuerst CHR. vON WorrF (1679 Breslau — 1754 Halle),”® die fir
die geometrische Proportion a¢:b = ¢:d stammt von niemand Ge-
ringerem als LEmNiz®° (1646 Leipzig — 1716 Hannover), der sich
mit groBer Bestimmtheit gegen die unnitige Verwendung besonderer
Zeichen zur Andeutung einer Proportion wendet, da man mit dem
Zeichen der Division und der Gleichheit vollstindig auskomme. Wie
berechtigt der Tadel ist, den LEIBNIZ ausspricht, erkennt man aus
der Mannigfaltigkeit der fir demselben Zweck gebrauchten Zeichen.
Neben den schon erwahnten finden sich namlich noch

977 Caxron, I®, 8. 766. — 978 1631, Clavis mathem., Ausg. v. 1667, 8. 7, z. B.
1-4::6-24, — 979 Anfangsgrinde aller math. Wissenschaften, 1. Aufl. 1710,
Augg. v. 1750, 1, § 67, 8. 73. — 980 Lipniz, Mattheseos universalis pars prior,
de Terminis incomplexis, Nr. 16; Ges. Werke, ed. Gernanor, 3. Folge, Bd. 1,
Halle 1868, 8. 56, Z. 20f.: ,Sic quidam solent per a = b 3 ¢+ d significare,
eandem esse rationem sew proportionem tpsius a ad b, quae est ipsius ¢ ad .
Sed ego deprehends regulariter non esse opus in caleulo peculiaribus signis pro
rationibus et proportionsbus, earumque analogéis seu propovtionalitutibus, sed pro
ratione sive proportione sufficere signum divisionts & pro analogin sex pro-
portionum coincidentia sufficere signum aequalitas., Iaque rationem sew pro-
2]

b bl
a per b ageretur. — Eb analogiom sew duarum proportionwmn wequalitulem sive
convenientiam designo per aequolilatem duarwm divisionum sew fractionum. FEt
cum designo, eandem esse rationem a ad b, quae est ¢ ad d, sufficit scribere

portionem ipsins a ad ipswm b ita sersbo: a:d sew quasi de divisione ipsius

a:b=c:d seu g - fi “ u, 8. w, Manche pflegen durch ¢ + b = ¢ + d anzu-

deuten, daB die Verhilinisse a zu b und ¢ zu 4 dieselben sind. Ich habe aber
stets getadelt, daB man im Rechnen besondere Zeichen fiir die Verhiilinisse
und ihre Proportionen habe; fiir das Verhiltnis geniigt das Divisionszeichen,
fiir die Proportion das Gleichheitszeichen. . ..
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a—ac:.b—>be bel STurM, Matthesis 1707, S. T;
albje|d bei La Higg, 1710°1;
a:b:ile:d bei CaaNoLi, 17868 Trigonometrie.
Durch LEemswiz' EinfluB und v. WorLrFs Vorbild tritt erst ganz all-
mihlich Einheitlichkeit ein,

Infolge Fehlens einer Symbolik waren die Mathematiker des
Altertums und Mittelalters gezwungen, sich far die GréBe des Ver-
hiltnisses (mpd:xdrng nach Euvkvip, mvdudy nach JamsLICHUS, radic
nach BokTHIus, sonst lat. exponens, denominator, quotiens) eine be-
gondere Nomenklatur zu schaffen. In der folgenden Zusammen-
gtellung ist die griechische Bezeichnung aus JaMBLICHUS,%? die
lateinische aus BokTHIUS®®® genommen.

Verhaltnis Adyoc ratio
1:2 dtrAdorog dupla
1:3 TOIRALO10g tripla
2:1 tmodindeorog subdupla
3:1 dmorpimicorog  subtripla
3:2 Rudeog sesquialtera
4:3 imirgirog sesquitertia
5:4 dmivéraprog sesquiquarta
n:n—1  dmpdorog superparticularis
2:3 dpnpbiiog subsesquialtera
13:1 $MTOLUEONS superbipartiens tertia
13:1 supertripartiens quarta
43:1 quadrupla supertripartiens septima

Die letzte Bezeichnung (aus WaLLis' digebra) zeigt, zu welchen
verwickelten Wortbildungen vorgeschritten werden mufBte. Noch viel
ergotzlicher lesen sich die Verdeutschungsversuche mittelalterlicher
Autoren.

Das Wort proportio bedeutet im mittelalterlichen Latein
(auch noch bei LErBniz?®%) nur das Verhgltnis; gleichwertig mit ihm
ist ratio als Ubersetzung des griechischen idyog. Eime Gleichung
zwischen zwei Verhaltnissen heiBt seit Bokrmius (4807 Rom —
5"4 Paﬂa, rom. Staatsmann u. Phllosoph} proportwuahtas : 984 erst

o Nach Worr, Handbuch der Astronomie, I, S 67 (Anm, 90), — 982 Ebenso bei
Tueon SuveNaevus (am 180 p. Chr), ed. Hlunn., Leipzig 1878, 8. 78ff. und Nixo-
Machus (um 100 n, Chr) (Anm. 213). — 983 Boirmws, ed. FrazoLmiN, Leipzig
1867, Instit. Arsthm., I, 23, 24, 28, S. 47, 49, 58; vgl. auch Warus, opera, I,
Aigebra, 1698, 8. 86—87. — 984 Botrmus, Inst. Avithm., 11, 40 ,FEst igitur
proportionalitas duarum vel trium vel quotlibet proportionum assumptio ad wnwm
alque collectio.
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gseit dem achtzehnten Jahrhundert wird die kurze Form ,,Proportion«
zum festen Terminus.%%

Verdeutachungsversuchesind: ,, Proporty (STIFEL), Vergleichung,
gletche Verhilinis, Ebenmap, Qleichformigheit der Verhiltnisse®; fir unser
»n gleichem Verhiltnis geteilt* sagt XvLanper in seiner Euklid-
ibersetzung (1562): ,proporizlich geteilt. Fir ,mittlere Proportionale”
gebraucht Arian (15637) ,, Mittelxaki, J. SToRM (1670) ,mettlere Gleich-
Wmde’a.ﬁﬁﬁ

Das Wort Verhaltnis fiihrt bis iber die Mitte des achtzehnten
Jahrhunderts hinans den Artikel ,,dée; so in den ,,Anfangsgriinden
voun L. Stuem (1707), WorLrr (1710), Kistner (1764), ferner bei
Lawserr (1785, Beitrdge zum Gebrauck der Maih), FLORENCOURT
(1781, Abh. zur jurist, w. polit. Rechenkunst) u. a. ,.Das* Verhiltnis
sagt schon KarsTEN (1767, Lehrbegreff der ges. Math., z. B. 1, S. 153).
KarstEn's Buch scheint in dieser Beziehung tonangebend geworden
zu sein.

oGeometrisch% heiBt das Verhiltnis a:5, weil es in der
griechischen Mathematik urspriinglich an geometrischen Figuren
definiert wurde; als Gegensatz dazu bot sich ,arithmetisch“ von
selbst. Durch forigesetzte, stetige Proportionen kamen die Alten
auf die Reihen, in denen sie demnach ebenfalls den Unterschied
zwischen geometrischen und arithmetischen festhielten.

F. Die Gleichungen.

i. Allgemeiner geschichtlicher Uberblick. Begriff der bekannten
und unbekannten GriBe, Fachausdriicke.

In den vorstehenden Kapiteln ist oft Gelegenheit gewesen, zu
erkennen, daB die Algebra in der Liehre vou den Gleichungen ihren
Anfang nahm, daB eie sich gleichsam als Hilfswissenschaft fur die
Behandlung der Gleichungen allmihlich entwickelt hat. Wir wenden
uns nunmehr zur Geschichte dieser selbst.

Wortgleichungen und Ritselaufgaben stehen an der Wiege der
Gleichungslebre. Wie lange die Kindheit gedauert haben mag, his
gich eine wirkliche Lehre einstellte, ob es ein Genie war, das mit

986 Jac. Bernourw1 (1688 Basileae De rutionibus et proportionibus — Opera,
Genevae 1744, I, S. 367) hat bereits proportio in modernem Sinne und definiert:
wI vationes aequales invicem comparaniur, existit propoviio’. — 988 Nach
Ferix Mtreen, Ztschr, f. Math. n. Phys, Suppl. 1899, S. 322/323.
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scharfem Blick das Konstante im Wechsel der Aufgaben sah, oder
ob wir es mit der Errungenschaft einer langen Zeitperiode zu thun
haben, in der ein Baustein zum anderen gefiigt das Ganze gab,
das sind Fragen, die die positive Geschichtsforschung unaufgeklirt
lassen muB. 8o weit hinauf wir in die graue Vergangenheit zu
blicken vermdgen, sehen wir — selbet bei jenem altesten Kulturvolk
am Mitielmeerbecken, den dgyptern — schon nicht mehr den Anfang,
sondern eine Héhe der Entwicklung in der Gleichungslehre, die den
Forscher iiberrascht.

Auf den Beginn des zweiten Jahrtausend vor unserer Zeit-
rechnung datiert man einen agyptischen Papyrus mathematischen In-
haltes,'®! der unter dem Namen Rechenbuch des ABMES bekannt geworden
ist; der Schreiber muB unter der sechzehnten oder siebzehnten Dy-
nastie, der der Hyksos, gelebt haben. Fiir die hohe Ausbildung des
altagyptischen Bitcherwesens spricht, dab schon am Anfang der sechsten
Dynastie besondere kinigliche Beamte erwihnt werden, denen die
Verwaltung des koniglichen Biicherhauses oblag. Sicher gab es schon
in dieser noch #lteren Zeit Mathematik; AmmEs, der Verfasser des
obigen Papyrus, weist selbst auf alte Vorlagen fiir sein Werk hin,
die wahrscheinlich bis zur zwilften Dynastie hinaufreichen.

Werfen wir einen Blick auf (Gleichungsaufgaben dieses Alt-
agypters, wie sie uns die moderne Ubersetzung vorfibrt! KEs lautet
eine solche: %7

»Haufen, sein %, sein }, sein }, sein Ganzes, es betrigt 83«
oder eine andere:®8®
w& hinzu, } hinweg bleibt 10 iibrig“
Bei der ersten vermag keitd Leser der Gegenwart einen Unterschied
gegen die heutige Form §x 4+ }z -+ 4z + =33 zu erkenmen —
bis anf den Mangel einer folgerichtigen Zeichensymbolik, die aber
auch schon in Anfingen (vgl. S. 127) pachzuweisen ist. Die zweite
Aufgabe 1aBt sich mit Leichtigkeit auf
{x+ 32) — Hz+ $2) =10

deuten. Auch die Durchfiilhrung der Rechnung entspricht umserer
Methode. Die Unbekaunte wird mit ihren Bruchteilen addiert und das
konstante Glied durch den sich ergebenden Koéffizienten dividiert.
DaB das altigyptische Verfahren, Briiche zu addieren oder gegebene

987 Eisenrowe, Papyrus Rhind, Aafg. 31, 8. 69 (Anm. 181). Die fir die un-
bekannte GriBe benutste Hieroglyphe ist mit Hau (= Heufen) zu’ lesen; man
nennt demgemiB die igyptische Gleichungslebre auch Hau-rechnung. —
988 Dagelbst, Aufg. Nr. 28.

TROPFEE, Geschichte. I 18
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Zahlen durch einander zu dividieren, von dem unsrigen abweicht
{vgl. 8. 74—T75, 45), geht uns hier nichts an. Das Wichtigste — das,
was die algebraische Gleichung als solche charakterisiert, — den
Begriff der unbekannten GréBe finden wir bereits fertig vor
uns; er ist durch das Wort ,,Haufen* mit seiner an sich unbekannten
Anzahl von Bestandteilen auf das zutreffendste ausgedriickt.

Nach Jahbrtausenden ist die Zeit zu berechnen, die wir ver-
streichen sehen, bis uns dieser Begriff wieder in @hnlicher Klarheit
entgegentritt. Wir haben uns dazu nach Griechenland zu begeben.
Von einem gewissen THymMaRIDAS teilt uns ein Schriftsteller des
vierten nachchristlichen Jahrhunderts, JamBricHUS,*®® eine sehr
dunkel gefabte Lisungsmethode fir eine Aufgabe mit, die — nach
unserem Sprachgebrauch — suf mehrere Gleichungen mit ebenso-
viel Unbekannten fiihrt. Wir haben uns mit diesem sogenannten
Epanthem des Thymaridas noch spiter (vgl. 8. 247) zu beschaftigen. Hier
bemerken wir nur, daB in der fiberlieferten Stelle Kunstwirter —
dotopéva fir gegebene, adocsre {ir unbekannte GroBen — benutzt
werden, die uns in derselben Verwendung in DiorBaNT's (drittes bis
viertes Jahrhundert n. Chr.) Algebra®® wieder begegnen. Ob dieser
Teymaripas der Pythagoreer (um 390 v. Chr.) gleichen Namens ist,
lieBe sich anzweifeln. Und wenn er es ist, dann konnten die an-
gefiihrten termini auch Eigentum des Uberlieferers JampLicHUS sein,
bei dem ihre Benutzung infolge seiner annihernden Gleichzeitigkeit
mit DiopHANT bestimmt zu erwarten ist. Sicher ist demnach nur,
daB die mathematischen Begriffe des Bekannten und Unbekannten
im dritten Jahrhundert n. Chr, wieder vorhanden sind; unwahr-
scheinlich ist es aber durchaus nicht, daB sie schon mehrere Jalr-
hunderte friiher bekaunt waren, besonders, wenn man erwigt, dab
die Algebra DropuaNT's uns einen Hghepunkt, gleichsam den Ab-
schluB einer gauz allmahlich vor sich gegangenen Entwicklung
griechischer Algebra, fiir die wir hiufiger Spuren nachweisen kénnen
(vgl. 8. 147, 177—180, 209—210, 252—256), darzustellen scheint.

Betreffs der diophantischen Bezeichuung der konstanten und der
zu suchenden GriBen verweisen wir auf frithere Auseinandersetzungen
(vgl. S. 125, 186), Spiter — und wohl nicht ganz unbeeinflubt von
Griechenland aus — hatten wir in Indien eine wirkliche Algebra ent-
stehen sehen (vgl. S. 128—130). Es mag erinnert sein an ARYABHATTA's

%88 Jawpricevs, §. 88B f. (Anm. 213); vgl. NesssLmaxw, 5. 232 (Apm. 86), —
990 So Diormant, 1V, 20: ,eligeis tgsic doidpuobs 8¢ i dogeoreiy . . . drei Zahlen
in unbestimmten Ausdriicken finden, so daB . ..; vgl. Nesseumanw, S. 291
(Aom. 86).
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(geb. 476 n. Chr) Wort fiir die Unbekannte guliké (Kigelchen), fiir
bekannte GréBen radpakd (mit Zeichen versehene Minzen), an Branma-
ouPTa’s (geb. 598 n. Chr.) ydvet tdvat (quantum tantum) fir die erste
Unbekannte, an seine KFarbenbezeichnungen kéloke (die schwarze),
nilaka (die blaue), pitaka (die gelbe) u. s w. fiir die weiteren Un-
bekannten. Beschriinkte sich die Kenntnis der Agypter auf Gleichungen
ersten Grades und fiigten die Griechen die geomsetrische und rech-
nerische Lisung der Gleichungen zweiten Grades hinzu, so lag die
Meisterschaft der Inder in der (leichungslehre auf dem Gebiete
der unbestimmten Analytik, das DiopHANT zu betreten eben erst
begonnen hatte (vgl. 8. 296 ff).

Den Inhalt, wenn auch nicht die Form, indischer Algebra ver-
einigten die Araber mit griechischer Uberlieferung, Ihnen gebiihrt
der Rubhm, die Gleichungen dritten Grades geometrisch ihrer Lissung
entgegengefiihrt zu haben, Erst am Ende der arabischen Periode
nehmen wir im funfzehnten Jahrhundert bei den Westarabern
eine Neugeburt symbolischer Algebra wahr. Dem sechzehnten Jahr-
hundert blieb es vorbehalten, auf #alienischem Boden die rechnerische
Losung der Gleichungen dritten und vierten Grades, auf deutschem
Boden eine echte Algebra in der Cof entstehen zu sehen. Durch
Viers’s Einfilbrung von BuchstabengréBen (1591) wuchs diese nach
und nach zur heutigen Algebra aus, innerhalb der die Gleichungs-
lehre sich gleichmaBig und stindig fortbildete. Wohl keiner der
bedeutenderen Mathematiker des sechzehnten bis neunzehnten Jahr.
hunderts kann genannt werden, der nicht einen oder mebrere Bau-
steine zu dem stolzen, modernen Lehrgebiude der Gleichungstheorie
beigetragen hatte.

Von den Begriffen und Fachwortern, die in der Gleichungs-
lehre iblich sind, haben wir den Begriff der Unbekannten soeben
besprochen. In betreff der Entstehung des allgemein angenommenen
Zeichens z fiir dieselbe vergleiche man die Ersrterungen S.150 und
190—195, die darzulegen suchen, wie unser z aus einer Abkirzung
des italienischen Fachausdruckes cosa fir die Gleichungsunbekannte
abzuleiten ist. Auch die Geschichte des Wortes Wurzel ist
8. 214—215 bereits behandelt,

Die Seite einer Gleichung nennt DiopBANT gépog,®*! seltener
6o, ein Glied derselben #500.9%° VIeTA wihlte, vielleicht

991 Dropuant, 1, def. 11, ed. TaNnery, z B. 8. 14, Z. 18, — 992 Droruanr, IV,
25, ed. Tanneny, 8. 242, Z. 20. — 993 Diorranr, I, def. 10, ed. Tanxery,
8. 14, Z. 2.

16"
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in Anlehnung hieran, fir das letzte species, wonach lange Zeit die
Buchstabenrechnung den Namen arithmetica speciosa (Gegensatz: arith-
metica numerosa) fihrte.?%4

Die Bezeichnung Ko#ffizient, woftir bei DiopEANT #d7Fog
gebraucht wird,®*® stammt ebenfalls von VieTa her.*®® Bei Ausrechnung
von Ausdriicken der Form (4 4+ By® + D*{4 + B)*~" — modern:
(z+a)* + 5% (z+af*—* — verwendet er das Wort zum erstenmal in dem
besonderen Beispiel (44 B)* +D{(4+5B), d. i. (x4 a)* + & - (z + a),
fir die GroBe D, indem er fir diese die Bezeichnung longitudo coéfficiens
wiihlte.

Der Begriff Grad einer Gleichung ist der DEscarTEs'schen
Géoméirie von 1637 entlehnt. DEscarres gebraucht fir diesen Begriff
in algebraischem Sinne freilich das Wort dimensio (Dimension),*? will
aber die durch die Gleichungen dargestellten Kurven nach dem Grade
(gradus, degrés)®®® eingeteilt wissen. Das von ihm gewihlte Ein-
teilungsprinzip ist indessen von dem unsrigen abweichend; er faBte
die Kurven, deren Gleichungen als hochste Potenzen die (2n — 1)
und (2n)* besitzen, unter der Bezeichnung der n“® Gattung 2zu-
sammen. Erst NEwron *° wihlte die heutige Bezeichnungsart, indem
er oine Kurve, deren Gleichung keine hoheren Potenzen als die n'
aufweist, eine Linje n** Ordnung oder eine Kurve (z — 1)*" Ordnung
nannte. Das Wort Grad (gradus) hatte bereits Viera fur die
Hohe einer Potenz benutzt,10

In der Schreibart der Gleichungen trat seit Stirern (1544)
allmghlich eine formale Anderung ein. Wir finden in seiner
Arithmetica integra von 1544 (S. 283%) die erste auf Null gebrachte
Gleichung

»216 + V3 41472 — 18 20 — '3 648 3 aequantur 0%
(d. h. 216 + 41472 — 182 — }/6482% = 0).
Es ist freilich das einzige und wohl nicht mit Absicht so ge-

faBte Beispiel; doch muB es hervorgehoben werden, weil man lange
Zeit die Prioritit, eine Gleichung auf Null gebracht zu haben, dem

934 Npssermanw, S. 58 (Anm. 86). — 996 Diornant, I, 23, ed. Tinnerv, S. 48,
Z. 8. — 998 1591, Ad Logisticen speciosam notae priores; Viera, ed. ScHooTEN,
Leiden 1646, S. 23, Z. 1,2 v. u. und dann oft. — 997 Qecuvree de Descantes,
éd, Cousin, Bd. V, Paris 1824, Géométrie, S. 388: ,Sachez donc qu'en chaque
dquation, awlant gque la quaniité inconnue o de dimensions, autant peut-i y
avoir de diverses racines.” — 999 Daselbst S. 333: ,,Mais je m'étonne de ce
qu'ils wont point outre cela distingué divers degrés entre ces lignes plus composées.
~— 999 Newron, Principia (um 1684 verfaBt, 1687 gedruckt), lib. I, prop. 30,
lemma 28, S, 106, — 000 Opera Vietae, ed. Scaooren, S. 808, 309.
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Englinder Harrior (1631) zuschrieb. Aber auch in dem Schweizer
Borot (1552—1632; Kassel, Prag) wirde Hamgior noch einen
Yorginger haben, da uns sein Freund KEeLEr ein gleiches Beispiel
von ihm mitteilt: 19002
e oo 68 tume $2l vel numero vel figurae nihili aequs valeni quantitates hae
T —14m + QY = (¥ ye] T — 14n + T — Vi

(dh 0=Tz —142% + T2° — 147 oder 0 =7 — 142® 4 Ta* —29),
Hagrior hat das Verdienst, grundsatzlich das konstante Glied, sei es
positiv, null oder negativ, allein auf die rechte Seite der Gleichung
gebracht zu haben (vgl. Praxis artis analyticae, z. B. 8. 20: =0,
=b-c-d).

2. Die Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

Altigypten war es, wo wir in der Hau-Rechnung *? die Geschichte
der Gleichungslehre beginnen sahen. Einzelne Beispiele werden uns
von AEMES vorgerechnet; die eingeschlagene Losungsmethode, wenn
von einer solchen fiberhaupt gesprochen werden kapn, ist bedingt
durch das umstindliche Rechnen mit Stammbriichen, das den
Agyptern eigentiimlich ist (S. 74—175).

Ob sich von diesen Aufgaben etwas nach Gricchenland hiniiber-
gerettet bat, liBt sich schwer nachweisen, nur mutmaBen; da ja
g0 vieles aus dieser Quelle zur griechischen Mathematik floB, wird
auch hiervon etwas durchgesickert sein. Wie bekannt, ist die
griechische Uberlieferung, was einfaches Rechnen betrifft, uns gegen-
iber mebhr wie schweigsam. Aus Heron's Schriften (erstes Jahr-
hundert v. Chr.) kiénnen einige Schliisse auf dasselbe gezogen
werden. Unserer Aufgabenart jedoch hegegmen wir erst wieder
bei DiopEANTUS (drittes bis viertes Jahrhundert n. Chr). Aus seinem
Werke (doeFunrodr Sifdie VI)™8 erkennen wir, daB nunmehr
wirkliche Methode in das Lé&sungsverfahren gekommen war. Wir
schildern die Rechnungsweise DiopHANT'S, die fir alle reinen, d. h.
nur eine Potenz der Unbekannten enthaltenden Gleichungen gilt, am
besten mit seinen eigenen Worten: ,Wenn man bei einer Aufgabe
auf eine Gleichung kommt, die auf beiden Seiten dieselbe Potenz
der Unbekannten, aber mit verschiedenen Koéffizienten enthilt, so
muB man Gleichartiges von Gleichartigem abziehen, bis ein Glied
einem Gliede gleich wird. Wenn aber auf einer oder auf beiden
Seiten der Gleichung einzelne Glieder negativ sind, so muf man
1000« D¢ Figurarum Harmonicarum Demonsiratione Liber I, Linz 1619, prop. 45,
Op. Kepleri, ed. Friscw, V, 8. 104, Z. 3—2 v. u.
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die negativen Glieder auf beiden Seiten addieren (Operation I),
bis auf beiden Seiten alle Glieder positiv geworden sind; und dann
muB man ebenfalls Gleichartiges von Gleichartigem abziehen (Ope-
ration IT), bis auf jeder Seite der Gleichung ein Glied lbrig bleibt.« 100
Ein Beispiel in moderner Form erfahrt also folgende Operationen:

8z—11—-22+4+5=2—44+ 324+ 10

Operation 1 { Br+5+4=0+8z+10+11+22

8z 4+ 9 =6z 4 21
. 8z —6x =21-9
Operation II { or =192

Auf diese Form az= =5 fihren die meisten Aufgaben des
ersten Buches Diornant’s, das dieser Gattung speziell gewidmet zu
sein scheint.

Den Griechen gegeniiber waren die Inder erheblich im Vorteil,
erstens schon durch ihre sehr bequeme Schreibart (vgl. S. 130), die
das Zusammenzichen gleichartiger Glieder wesentlich erleichterte,
zweitens aber besonders durch die Anerkennung rein negativer GréoBen,
die wir bei den Indern zum erstenmal antrafen (vgl. 8. 165). Sie
scheuten sich nicht einmal, eine negative GroBe auf der einen
Gleichungsseite allein stehen zu lassen (vgl. das Beispiel 8. 130). Von
den beiden diophantischen Operationen I und II kann, da die
Inder mit negativen GroBen rechnen konnten, die erste, das
Hintiberschaffen der negstiven GroBen, fortfallen; und es wird da-
her sofort die Vereinigung gleichartiger Glieder vorgenommen, Der
hierfur gebrauchliche Fachausdruck ,Abziehung des Ahnlichen“ er-
innert so stark an das diophantische ,Gleichartiges von Gleich-
artigem abziehen”, daf man den griechischen Einflu durch-
schimmern sieht. ‘

Dieselben Operationen I und II schreibem, ebenfalls von
griechischer Mathematik beeinflubt, auch die arabischen Lehrbiicher
vor, wie die Algebra des MuHAMMED BN MyUsa ArcHwaRIzMI (um
820 n. Chr.; Bagdad, Damaskus). Interessant ist bei diesem Buche,
daB es die damals sehr verbreiteten Namen der beiden Operationen,
Aldschebr walmulibala, geradezu als Titel fihrt. Al Dschebr —

1001 Diopmant, Def. XI, ed. Tannery, S. 14, Z. 11—20: ,,Mera 8¢ radte €ar ano
noofliuars twvog yévqrar eidy wwa foe eldede zois avroly, uh Spomlnds 82, dnd
éxazéguy T@y peghv Jeqose dpawsiv 16 Suoa dnd 3Gy Opoiwy, éwg fv & eldog
évi 8idac Yooy yévarar. v 0§ mwe dy dnorége vvnigrn T év dupotigois &v sidsiypent
uva sidn, defos: ngoadeivar e lelnovre &idn Sy Gugotépore tolc uoeowy, fws fv
Sxarégoy v psedr th l0n dwmdpyorre yévnrar, wei maliy Gpelely Tk Guowr dnd
16w Spolor, fus iy Exatépn Ty peghy & eldos satalepsy.
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aus dem dapn spiter unser ,Algebra“ (vgl. S. 152) entstand —
wurde in den lateinischen Ubersetzungen mit restauratio, mukahala
mit oppositio wiederzugeben versucht. In allen Lehrbtichern des
Mittelalters sehen wir diese vorbereitenden Rechnungen der eigent-
lichen Losung der aufgestellten Gleichungen, auch wenn sie héheren
Grades sind, vorausgeschickt. Wir lehren sie noch heute unseren
Schiilern, wenn wir von ihnen die Umwandlung auf eine Normalform
verlangen,

3. Die Gleichungen ersten Grades mit mehreran Unbekannten.

Die #lteste Spur einer Gleichung mit mehreren Unbekannten
bietet ups eine Aufgabe, die Jamvricuus als ,Epanthem des Thy-
maridas* mitteilt (vgl. S. 242} Die Deutung der etwas verderbten
Stelle geht, modern ausgedriickt, dahin, da » Unbekannte =z,
%, - .., aus dem Gleichungssysiem

A ATt =

%+ =4
i =0y
2 +x, =0
7 t+z, = 8gat
gich durch die Formel
2t — 8
=0l

berechnen lassen. Selbstverstindlich ist die Losung nur mit Worten
und nur fir besondere Fille » =38, 4, 5, 6 . . . auseinandergesetzt.10°2
Sie durfte nach der heutigen Additionsmethode erhalten worden sein,

Diopaant (drittes bis viertes Jahrhundert n. Chr) kennt nur
ein Zeichen ¢’ fir seine Unbekannte, den docdudg; weitere Zeichen
fehlen. Er weif sich im Falle mehrerer Unbekannten — und solcher
Aufgaben giebt es bei ihm eine groBe Auswahl — in bewunderungs-
wiirdiger Gewandtheit dadurch zu helfen, daf er sein ¢’ geschickt
wiihlt.*®  Sind z. B. zwei Zablen zu suchen (Buch I, Aufg. 30),
deren Summe und Produkt vorgeschriebene Werte haben solien, so
fiithrt DiopEaNT als Unbekannte die halbe Differenz dieser beiden
1002 Nessrowanw, S. 232 ff (Anm. 86); Cantor, I*, S. 148: ,Wenn gegebene
und unbekannte GroBen sich in eine gegebene teilen und eine von ihnen mit
jeder anderen zu einer Summe verbunden wird, so wird die Summe aller dieser
Paare uach Subtraktion der urspriinglichen Summe bei 8 Zghlen der zu den
iibrigen addierten ganz zuerkannt, bei 4 deren Hillfte, bei 5 deren Drittel, bei

6 -deren Viertel. und so fort“. — 1003 Npggermann, S. 306—307, 316, 359 ff.
(Anm. 86}
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Zahlen ein. Wenn in unseren Zeichen z +y=a und z+y = ¥ ist,
80 bestimmt er seine Unbekannte » durch » = x;—y;' nach Be-
rechnung des Wertes von » hat er diesen nur zur halben Summe zu

addieren, um  zu erhalten: x +-g~= x;y + x;y =g, oder ihn
von der halben Summe zu subtrahieren um y zu finden: %— %

=%—%=y. Aus dem Produkt z-y =5 oder

)= -

ergiebt sich ihm aber eine einfache Bestimmungsgleichung fiir %2,
die z leicht liefert. Dieses Verfabren, die Unbekannte so anszusuchen,
daB sich die geforderten Zahlen zunichst als Funktionen von ihr
aufstellen lassen, hat DiopnanT in ausgedehntem MaBle verwertet; ja
zuweilen schiebt er inmitten der Behandlung einer Aufgabe zu diesem
Zwecke Zwischenrechnungen ein, in denen eine nene Unbekannte,
die er aber wiederum ¢ nebnnt, vorilbergehend eingefiihrt wird.
Indes fehlt der diophantischen Gleichungslehre hierbei eine einheit-
liche Methode. Man kann eine groBere Anzahl seiner Aufgaben
durchrechnen, ohne dadurch im stande zu sein, angeben zu kénnen,
wie nun die nachstfolgende zu behandeln ist.118?

Viel leichter war das Rechnen mit mehreren Unbekannten fir
die Inder, da sie in ihren Farbepbenennungen fir diese eine grofie
Anzahl von Bezeichnungen zur Verfiigung (S. 243) hatten. Uber
eigentliche Methoden, bestimmte Gleichungen ersten Grades mit
mehreren Unbekannten zu behandeln, giebt uns die Uberlieferung
wenig Auskunft, da Aufgaben dieser Art nur zerstreut angetroffen
werden, Schon der adlteste, uns bekannte indische Mathematiker
AryaBuAaTTA (geb. 476 n. Chr.) bietet einige solcher Wortgleichungen,
unter denen uns eine wegen ihrer Ahnlichkeit mit dem Epanthem
des THYMARIDAS auffillt'®®* und dadurch die Annahme griechischen
Einflusses auf indische Mathematik bestarkt,

Merkwiirdigerweise beschiftigten sich die Araber, die wir doch
sonst als gelehrige Schiiler der Inder kennen lernten, fast gar-
nicht mit Gleichungen, in denen mehrere Unbekannte auftreten ;!0
oine Ausnahme bildet ALxarcrI (um 1010 n. Chr., Bagdad) Von
diesem weiff man aber gerade mit Bestimmtheit, daB er ein bewuBter
Gegoer der indischen Arithmetik war und grundsétzlich nur griechische

W04 Aryabhatta, ed. Rooer, Strophe 29, S. 402—403, 426—427 (Anm. 294);
vgl. Canron, IM, 8. 583—5084. — 1006 Vgl Canror, I° 8. 729.
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Quellen heranzog. Wenn derselbe also in seinem Lehrbuch der
Algebra Al-Fachri'®® Gleichungen mit zwei Unbekannten in Angriff
nahm, von denen er die erste ,Sache”, die zweite ,MaB¢ oder auch
»Teil“ nannte, so that er dies entweder in Anlehnupng an Nachfolger
DiorHANT'S, die uns unbekanut sind, oder aber pnahm hiermit —
und das ist das Wahrscheinlichere — eine selbstindige Fortfiihrung
der Gleichungslehre vor.

Durch die mangelbafte Beriicksichtigung, die arabische Lehr-
biicher unseren (leichungen angedeiben lassen, ist es erklirlich,
daBl im Mittelolter bis zum Neuerwachen eigener mathematischer
Thatigkeit, also bhis zum Ende des finfzehnten Jahrhunderts, nur
wenige Stellen anzugeben sind, in denen von bestimmten Gleichungen
ersten Grades mit mehreren Unbekannten die Rede ist. Und die
Gleichungsanfgaben dieser Art, auf die man trifit, entbehren all-
gemeiner methodischen Behandlung, wie die im liber abae (1202)
des Italieners Leonarpo voN Pisal®®? oder in der Abhandlung De
numeris datis seines Zeitgenossen Jorpanus NEMorarius (Deutscher;
+ 12387, Ordensgeneral der Dominikaner).}**® Noch in der Summa (1494)
des Italieners Luca Pacivono wird ijhrer nur voriibergehend gedacht.
sDie #lteren Lebrbiicher hitten gewdhnlich erste und zweite Cosa
fur die Unbekannten gesagt. Die neueren sagten lieber cosa fiir
die eine Unbekannte, quantita fir die andere® Von Italien
ans drangen diese dirftigen Keuntnisse nach Deutschland, wo sie
von den Cossisten (vgl. 189—190) ausgebaut wurden. CHrisTOPH
RuporrF voN Jauer (1525 Lebrbuch der CoB) ist der erste unter
ihnen, der Gleichungen mit zwei Unbekannten vortragt.’’® Wiahrend
Ruporrr aber noch mit den Bezeichnungen Pacroono’s arbeitete,
nahm der Stoff in der Meisterhand MicBARL StIFEL's (1486/7 —
Jena 1567, luth. Prediger an verschiedenen Orten) eine durchaus
neue Form an. Beschrinkten sich seine Vorginger auf zwei Un-
bekannte, itber die sie bei der mangelhaften Terminologie nicht hinaus-
kommen konnten, so schwang sich StyFEL sofort zur Allgemeinheit
auf, indem er die cossistische Symbolik in entsprechender Weise
erweiterte (1544) Er nannte die zu der ersten Unbekannten hin-
zatretenden neuen secundoe radices und wiblte fur sie in glick-
1008 EJ. Woercke, 8. 8, 12 f, 139143 (Anm. 917); vgl. Canros, IY, 8. 728, —
1007 Leonsepo Pisano, II, 247 (Aum. 17): De avibus emendis secundum pro-
portionem datam; vgl. dazu Caxror, IT, §. 51, — 1008 TygprLemn, Ztechr. f.
Math, u. Phys, Bd. 24, Suppl.; M. Currze, Ztschr. f. Math. u. Phys.,, Bd. 86,
hist.-litt, Abt.; Cantor, LI}, 8. 68 — 1009 Symma, dist. VIII, tract. 8, S. 148

(Anm. 10); vgl. Caxror, I, S, 822. — 1010 (g, 1525, Buch II unter ,Egempl
der Eriten vegl”, ,Regula quantitatis®. Vierte Seite hinter der Sigoatur Pv u. ff.
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licher Weise die Abkirzungen 14, 18, 1C,...,"®1 deren zweite
Potenz danu mit 143, 1B3,..., deren dritte mit 1.4¢¢, 1B«...,
entsprechend den Potenzsymbolen der CoB (8. 197), bezeichnet wird.
Ferner lehrt er das algebraische Rechnen mit den neuen Zeichen
in den einzelnen Operationen. 12¢.4j bedeutet 23> 133.43 ist gleich
z%y% Das Exempel z°+2y® = z*2? lautet bei ibhm folgendermatien:

»» Volo multiplicare 1€ in 120 Ay, facit, quantum 13 A in se quad-
rafs, hoc est, 133434

Die ferneren Beispiele:

» Volo dividere 8¢€ A3 per 4¢ facit 243.

Volo extrahere radicem zensizemsicam de 16D 33 facit 2D

decken sich mit unseren kurzen Formeln 8234%:42% = 24® bezw.
ijw = 9,101
Die formale Seite des Rechmens mit mehreren Unbekannten
baute der Hollander SteEvIN (15481620 Leiden; Kaufmann, spiter
im Staatsdienst als Ingenieur) nach #bnlichen Ideen, aber mit
anderen Hilfsmitteln aus. Wir erinnern zunichst an seine Zeichen
O @ @ u s w, fur die Potenzen z,z% 2%, .. . Diesen Ringen setzte
Steviy, um die zweite Unbekannte mit ihren Potenzen anzudeuten,
ein sec (seconde quantilé postposée), bei der dritten fer u. s, w. vor;1%1?
unter Benutzung eines M und D als Multiplikations- bezw. Divisions-
zeichen schreibt STEvIN
2@ Dsec @ statt 2 b 8@ Dsec @ Dier @ statt

iss’
3® Dier @ statt 2 v 3@ Msec (D Mier ® statt 3z%yz®.

Aber 50 hoch auch, besonders bei StiFeL (vgl. Anbang IT, Nr. 33),
die Gewandtheit anzuerkennen ist, mit der selbst schwierigere, nicht
lineare Gleichungen mit Hilfe des neuen Handwerkzeuges bezwungen
werden, so wird doch auf die Lésung einfacher Gleichungen ersten
(Grades von den Cossisten nicht ein solches Gewicht gelegt, daB sie
diese methodisch behandeln und zu einer allgemeinen Lissungsmethode
fihren. Kine solche stellte sich erst bei jiingeren Zeitgenossen ein,
die, den gegebenen Anregungen folgend, sich an der Ausfillung der
vorhandenen Liicken eifrig beteiligten. So fielen die Neuerungen

tou S’nrsn, 1544 Arithmetica integra, Buch 111, 8. 251°: ,,Secundae sgitur radices sic
repraesentantur, 1 A (id est 1.4 22), 1B (id est 1B 2¢), 1 C (id est 1C 2¢), 1D ete.’;
1558, Neubearb. der Ruporrr'schen Cog, S. 307%. — 1092 Spipr, 1544, Arﬁim.
int,, 8, 252+ ff. — 1093 Srevin, 1585, I’drithmetigue, Livre 11, probl. 52—55;
opera, ed. Ginarp, S. 80—681 (Anm. 88).
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StrFEL's bei JomANNES BUTEO, einem gelehrten franzdsischen Manche,
(1492—1572, geb. i. d. Dauphinée) auf fruchtbaren Boden. In seiner
Logistica von 1559 finden wir (leichungssysteme ersten Grades mit
mehreren Unbekannten, wie

14, }B, }C [14 z+iy+iv=14
1B,14,3C[8 di y+iz+iz= 8
10, 34, }B[ 8 r+}r+iy= 8,

in durchaus moderner Art und Weise vorgerechnet.!® Werden
die fehlenden Zeichen + und = erganzt, so kinnte die vorgenommene
Rechnung (vgl. Anhang IT, Nr. 35) ebenso gut einem heutigen Liehr-
buch entnommen sein. Angewendet ist von BuTko das jetzt als
Koéffizienten- oder Additionsmethode gelehrte Verfahren. Die
(leichungen werden geordnet, d. h. die Unbekannten in einer be-
stimmten Reihenfolge in jeder Zeile hingeschrieben; dann je zwet
Gleichungen so durch Multiplikation mit einer mdglichst klein zu
wihlenden Zahl erweitert, daB zwei untereinander stehende Glieder
gleich werden. Durch Subtraktion fillt dieses Glied weg, und man
erhilt eine Gleichung mit nur zwei Unbekannten. Dies wiederholt
Buteo mit zwei anderen Haupigleichungen, so nattirlich, daB dieselbe
Unbekannte in Fortfall kommt. Wird dieses Verfahren auf die zwei
erhaltenen Gleichungen mit zwei Unbekannten noch einmal an-
gewendet, so erscheinen die Werte dieser Unbekaunnten selbst.

Eine Vervollkommung erfuhr diese Methode anderthalb Jahr-
hundert spiter durch Lemmiz (1693), der durch Einfihrung von
Buchstaben mit doppeltem Index einerseits eine iibersichtliche Ver-
einfachung erzielte, anderseits die Determinantenauflésung vor-
bereitete (vgl. S. 143—145).

Die Kombinations-1°¥ und Substitutionsmethode, ¢
die neben der Koéffizientenmethode im heutigen Schulunterricht
gelehrt wird, finden sich, als allgemeine Verfahren benutzt, erst in
NEwWTON’S Arithmetica universalis, einem Werke, das, aus Nach-
schriften Newton'scher Vorlesungen etwa aus dem Jahre 1585 von
einem Zuhdrer, WaIsTON, ausgearbeitet, mit NEwTon’s Einwilligung
1707 im Druck verdffentlicht wurde.

Newron’'s Kunstwort Ezterminatio fir Wegschaffung einer Un-
bekannten wurde spiter nack Vorgang Korer's (1707— 1783,
Basel, Berlin, Petersburg) durch das gleichbedeutende Eliminioren
ergetzt. 3017

104 Buorego, Logistica, Leiden 1559, S.190—191. — 198 Arithmetica unsversalis,
17017, S. 70. — 1918 Dagelbst S. 71. — 1007 Bavrzen, Elem. d. Math., I; Algebra,
§ 5. Vierte Aufl. Leipzig 1872, 8. 285.
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4. Die Glelchungen zweiten Grades.
a) Die einfachen Gleichungen zweiten Grades.

Unvermittelt scheint beim ersten Blick eine Algebra, wie sie
uns DiopHanT's Werk bietet, in der griechischen Mathematik auf-
zutreten. Keine algebraische Schrift ist fiir die vorangegangene Zeit
nachweisbar, die ein dentliches Zwischenglied in der allmihlichen
Entwicklung darstellen kénnte. Bei fritheren Gelegenheiten (S. 147,
177180, 209—210) haben wir daranf hingewiesen, wie nichtsdesto-
weniger das geiibte Auge des Forschers die versteckten Fiden einer
solchen langsamen Bildung zu verfolgen weiB. Besonders die Lehre der
vier einfachen algebraischen Rechnungsarten (8. 177—180) und die
Methoden des Quadrat- und Kubikwurzelausziehens (S. 209—210)
waren geeignet, erkennen zu lassen, wie unter dem Gewande rein geo-
metrischer Aufgaben und Sitze sich nach und nach abstrakte alge-
braische Operationen einstellten und kurze rechnerische Verfahren
entstanden. Diese praktische Seite der reinen Mathematik wurde
von dem griechischen gelehrten Theoretiker nicht fiir vollbiirtig ge-
halten (8. 76, 97—98, 151—152, 209). Die Anerkennung einer wissen-
schaftlichen Algebra, die dem Inder so spielend gelang, war dem
altgriechischen Geiste, der die Stetigkeit der Linie von der Unstetig-
keit der Zahl streng trenmen zn milssen glaubte, durchauns zuwider
(S. 224—225), So ist es zu erkliren, daB in den rein theoretischen
Werken, an deren Spitze Evkrip’s Elemente stehen, jede algebraische
oder rechnerische Anwendung grundsitzlich vermieden wird. Dieses
Feld iiberlieB man den Techmikern, ¥eldmessern, Rechenmeistern,
und deren wissenschaftliche Bildung mag nicht auf der Hohe ge-
standen haben, entweder Fachschriften iberhaupt zu verfassen oder
wenigstens von solcher Bedeutung, daB sie einer jahrtausendlangen
Uberlieferung fiir wert galten. Eine rithmliche Ausnahme bilden
— zum Gliick der Geschichte griechischer Mathematik — HEemoX’s
Schriften, durch die fast allein uns Kunde von griechischer Mef-
und Rechenkunst, wenn auch immerhin in noch sehr beschrinktem
MaBe, iiberkommen ist. Einige wenige Beitrage liefern noch ArcHI-
MEDES, PTOLEMAEUS, THEON vON ALRXANDRIA.

Ein Kapitel, das die geschilderte Entwickelung griechischer
Algebra in ein besonders helles Licht riickt, ist die Lehre von den
quadratischen Gleichungen.

DiorHANT (drittes bis viertes Jahrhundert w. Chr.) giebt viele Auf-
gaben, die auf quadratische Gleichungen fiihren; dieselben werden tadel-
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los gelést, ohne daB irgendwo das dabei eingeschiagene Verfahren nur mit
einem Worte auseinandergesetzt wird, Eine Bemerkung DiopHaNT's
in der Einleitung seines Werkes, die sich dem frither gegebenen Zitat
(S. 245) unmittelbar anschlieBt: ,Spiterhin werde ich zeigen, wie
der Fall aufzuldsen ist, wenn zwei Glieder gleich einem Glied dbrig
bleiben*,2%1® die nur auf die Normalformen az®*+ bz =c¢, ax?=bx+¢,
a2? + ¢ = bz bozogen werden kann, giebt der Vermutung festen Boden,
daB in dem diophantischen Werke leider eine Liicke vorhanden ist, in
der gerade die Auflosung quadratischer Gleichungen gezeigt wurde.

Wir werden — wenn wir in der geschichtlichen Betrachtung riick-
wirts gehen — auch bei Heron (erstes Jahrhundert v. Chr) richtig
geloste quadratische Gleichungen zu erwihnen haben. Ja, es ist
schon fiir ARCHIMEDES (287—212 v. Chr,, Syrakus), dessen Gewandt-
heit im Berechnen schwierigster Quadratwurzeln Bewunderung er-
regt, die Kenntnis eines Lissungaverfahrens sehr wahracheinlich. Noch
viel mehr, man hat darauf aofmerksam gemacht, daB die Ent-
stehung eines Buches, wie des zehnten in den Elementen Eukrip's
(um 300 v. Chr), undenkbar ist, wenn der Verfasser nicht die
numerische Auflésung vorgelegter quadratischen Gleichungen be-
herrschte. 1'?  Sogar fir Prarton (429—348 v. Chr, Athen) ist die
Kenninis gewisser Wurzelwerte nachweisbar. ®33

Alles leitet darauf hin, die Entdeckung einer Losung quadrati-
scher Gleichungen in Griechenland, und zwar in nicht zu spiter
Zeit, zu suchen. KEine algebraisch-rechnerische Lésung in #lterer
Zeit zu finden, darf man nach den obigen Auseinandersetzungen
nicht erwarten. Uber eine solche schweigt sich die Uberlieferung
ganzlich aus; ja die einzig mogliche Stelle in Diorrant's Werk hat
der titckische Zufall vernichtet. KEs bleibt nur die Hofinung, aus
geometrischen Sitzen dlterer Mathematiker den algebraischen Kern
herauszuschalen und die Folgerungen zu ziehen, die uns der
griechische Geometer in seiner theoretischen Wiirde absichtlich vor-
enthalten hat — trotz besseren Wissena.

Diese Hoffnung bestatigt eich., Der noch heute von unseren
Schiilern ehrfurchtsvoll gelernte sogenannte ,,Goldene Schnitt“ giebt
uns den ersten Anhalt zur Lésung der aufgeworfenen Frage.
Euvkuip (Buch II, Satz 11) spricht ihn rein geometrisch als
Konstruktionsaufgabe folgendermaBen aus: ,FEine gegebene gerade

1018 Dioraant, ed. Tannery, S. 14, Z. 28—24: ,dioregor 8§ coc deiboper xai ndg
dvo 0oy ioor €vi xuralsipPéviov Te vowodror lerec® — W9 Zporaen, Die
Lehre von den Kegelschnstten im Altertum, deutsch von Fiscuer-Bewzow, Kopen-
hagen 1886, S5, 24—25.
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Linie 4B (= «) so zu schneiden, daB das aus der ganzen Strecke
und einem der beiden Abschnitte zu konstruierende Rechteck (d. b.
a+(2 — 2)) dem Quadrate des anderen Abschnittes (d. h. ) flichen-
gleich sei. Stellen wir die beigeftigten, uns heute geliufigen alge-
braischen Symbole der Forderung entsprechend zusammen, so er-
giebt sich uns die Gleichung

ale — x) = o®
oder

2?4 ax = a?,

die einen besonderen Fall der allgemeinen quadratischen Gleichung
darstellt. Genau wie wir heute an der bekannten Konstruktion der
stetigen Teilung eine nachtrigliche Berechnung der unhekannten
GréBen, die mittels des pythagoreischen Lehrsatzes leicht vorzunehmen
ist und nur die Auswertung von J5 verlangt, eintreten lassen, so
entsprang dem griechischen Mathematiker aus der oft zu rechne-
rischen Zwecken ausgefilhrten Konstruktion ein arithmetisches Ver-
fahren, das sich bald von der Figur loszuldsen und als bhesondere
Rechenvorschrift zu erscheinen vermochte. — Nun hat Eurwvip
im sechsten Buch zwei weitere hochwichtige Flachenanlegungs-
aufgaben, die sich in Zhnlicher Weise betrachten lassen. Die ans-
fihrliche Darlegung sei hier unterlassen, da wir in der Geschichte
der analytischen Geometrie bei den Namen Ellipse und Hyperbel
dieselben eingehend zu behandeln haben. Hier liegt uns nur
daran, darauf aufmerksam zu machen, daB die 28. Auigabe des
sechsten Buches algebraisch zu z* -+ ¢> = px gedeutet werden
kann, die 29. zu 2% + por = ¢ 12" Figen wir noch eine in den
Data des Eugrip's befindliche Aufgabe (Satz 84, 85) hinzu, die auf
die Form z? =pux + ¢® fubrt, so sind die drei im Altertum mog-
lichen Formen der quadratischen Gleichungen erschépft. Der Fall
#* + pxr + ¢* = 0 kann nicht in Betracht kommen, da er negative
bezw. komplexe Lidsungen besitzt, die natiirlich.im Altertum, ja viel
spiater nochk im Mittelalter bis zum siebzehnten Jahrhundert, aus-
scheiden.

Die geometrische Lisung der quadratischen Gleichungen

ist durch Evkrip’s Konstruktion geleistet Wann dieselbe
entdeckt worden ist, 1Bt sich nicht genau feststellen; man nimmt an,

020 Genau iibertragen heiBen die Sitze 28) und 29) ¢* =1z — ;r%—l und

P=1lz+ a:-le, wo ¢, I, ¢ gegebene Grdfen sind; bei Caxroe, IY 8. 270 ist
in der Auffibrung der drei Fille ein Irrtum unterlaufen.
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daB das sechste Buch der Elemente in der Hauptsache Ergebnisse
der alten pythagoreischen Schule enthilt. Trifft diese Ansicht auch
far unsere Aufgaben Nr.28 und 29 2u, was nicht unwahrscheinlich
ist, so wiirde sich ergeben, daB das fiinfte Jahrhundert v. Chr. jene
Konstruktion kannte. Eine andere Frage ist, waon die Umsetzung
in ein arithmetisches Verfahren vor sick gegangen ist. DerInhalt
des zehnten Buches der Elemente spricht dafir, daB sie zu EukrLin’s
Zeit bereits vollzogen war. Ein thatsichlicher Beweis 148t sich freilich
dafiir nicht filhren, auch noch nicht fiir die Zeit des ARCHIMEDES. Ara-
bische Schriftsteller erzihlen, 1°21 daf der Astronom Hiepakcu (beob-
achtete zwischen 161 und 126 v, Chr. anf Rhodus und Alexandria) eine
Abhandlung tber quadratische Gleichungen geschrieben habe. Wir
wissen zwar nichts Genaueres iiber diese; aber bel Astronomen, die
hohe wissenschaftliche Bildung mit groBer rechnerischer Praxis zu
verbinden haben, ist sowohl Gelegenheit als auch Fahigkeit fiir Ab-
fagsung solcher Schriften vorhanden, Und schon deshalb ist die
arabische Notiz nicht von der Hand zu weisen, weil HrerarcH bei
Berechnung seiner Sehnentafel, die unsere Sinustabellen vorbereitete,
notweadig auBerordentlich viel mit quadratischen Gleichungen zu
thun batte. Ein unwiderlegbarer Beweis fiir das Vorhandensein einer
arithmetischen Lisung bei griechischen Mathematikern 1iBt sich erst
aus Heron's Schriften entnehmen. In seiner Geometric %22 verlangt
eine Aufgabe, aus der Summe der Kreisfliche, der Kreisperipherie
und des Durchmessers sowohl diesen Durchmesser als auch die ibrigen
GroBen gesondert zu berechnen. Kinem griechischen Geometer mubB
eine solche Aufgabe als unsionig erscheinen; es widerspricht allen
geometrischen Grundsitzen, GriBen verschiedener Dimensionen, wie
Fliachen und Linien, zu einer Summe zu vereinigen. Das Stellen einer
Aufgabe, in der das Hauptprinzip der theoretischen Geometrie so grob
gebrochen wird, setzt einen bereits durch und durch algebraisch
denkenden Verfasser voraus, dem die gegebenen GriBen eben nur
MaBzahlen, nichts als absolute Zahlen ohne geometrische Deutung
darstellen, Die Berechnung des Durchmessers gelingt mit Hilfe
einer quadratischer Gleichung. HEeron’s Lisungsvorschrift, der die
Ableitung nicht beigegeben ist, lautet, in Formeln umgesetzt und
upter der Annahme, daB S die gegebene Summe sei:

1021 Cinror, I¥, 8. 346. — 1022 Hepon, Geometria, cap. 101, § 7—9, ed. Huvrscs,
Berlin 1864, S.133, Z.10—23: ,do¥évrar 8¢ ourapporipuy tdy aguiudw, fyovy
ijs Seapdrgov, Tic neprubrgov xui 1o sufadod Tod xixAov 6 Gerdup fvi, diacteilas
xei ebpeiv Exactor agedudr. Wenn insgesamt die Zshlen des Durchmessers,

des Umfanges und des Inhaltes eines Kreisea in einer Zabl gegeben sind,
(diese Zehlen) zu trennen und jede Zahl zu finden.
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_ V1548 + 841 — 29
- 1

Dieser Wert kann als richtig nachgewiesen werden,°®? wenn # = —273

d

gesetzt wird; die aus der Aufgabe abzuleitende Gleichung

1o, , 29,

=&+ - d=2_8
oder

1142+ 38d = 14 8,
allgemein

ar +bx=ce,

ist anscheinend zuerst mit dem Koéffizienten der zweiten Potenz von 2,

d. h. mit 2, durchmultipliziert, und dann ist auf der linken Seite
ein vollstindiges Quadrat gebildet worden

oo+ 3

we + (2)’ - ll
|/ 2 2
- .
Setzt man hier die speziellen Werte o = 11, b = 58, ¢ = 14 § ein,
so ergiebt sich die HEeron’sche Lbsung.

Heron (erstes Jahrhundert v. Chr) war sonach im Besitze
abstrakt-algebraischer Methoden, die mit der (Geometrie nichts mehr
zu thun haben, ja geradezu im Gegensatz zu ihr stehen, Eine solche
Freiheit im algebraischen Rechnen, wie wir sie hier kennen lernen,
setz{ sogar eine hohe Stufe der Entwicklung voraus, zu deren Er-
ringung zweifellos gréBere Zeitriume gehdrt haben miissen.

Zwischen HEroN und Dioruany (drittes bis viertes Jahrhundert
n. Chr.) fehlt wiederum jede Uberlieferung. Es ist tiberraschend zu
sehen, daB die diophantische Losungsart, die man trotz des zu he-
klagenden Verlustes einer ausfiihrlichen Angabe (vgl. S.258) aus den
Ldsungen einiger Aufgaben wiederherstellen kann, sich mit der bei
HeroN vermuteten deckt, indem auch hier vor Beginn der eigent-
lichen Rechnung der Koéffizient des hichsten Gliedes zu einer
Quadratzahl gemacht wird. DiopHaNT unterscheidet, wie Eoxuip,
drei Normalformen

woraus man erhilt

T =

l) ax? +brm=e
2) ax? =bzx+t ¢
8) s’ +¢ =1bz,

1023 Vgl. Canror, I, 8. 376—38177.



Die Qleichungen xwetten Grades. 257

fur die er die getrennten Ldsungsvorschriften besitzt: 2°%*

1) o= YAO +ae =30 orgp hib, VI, 6)10n

a

9) o= YEW T acHIb b IV, 33, 4p)1e
3 g VU - 0030 (b, V, 18, VI, 24 10m

Da die Griechen keine echten negativen Zahlen kannten, se
mubten diese drei einzelnen Fille in der Normalform der quadra-
tischen Gleichung auseinander gehalten werden (fir die vierte Form
z* +pz+q=10, vgl. 8. 2564). Eine Vereinigung konnte erst den
Indern gelingen.

Branmacurra's (geb, 598 n. Chr.) Regel, 1°2¢ die auch ArvaBmATTA
{geb. 476 n. Chr,) voraussetzt, 2 kann, ihrer Worte entledigt, durch

die Formel ausgesprochen werden:
Voor (-

e

K
.

ar?+bax=¢, =x=

Ihre Ubereinstimmung mit DropaaNT's Form Nr. 1 diirfte auf griechi-
schen Ursprung hindeuten. FEine kleine Verbesserung hat ein nach
Braamacurra lebender indischer Mathematiker CRiDHARA angebracht,
indem er, um den Bruch ass der Wurzel zu entfernen, die vor-
liegende Gleichung von vornherein mit 4« statt mit ¢ durchmultipliziert
und demnach die Lésung in der Form

Viéac+ b -5

= 2e

S.iebt. 1030

Bei den Indern stellte sich auch die Kenntnis des fiaar-
weisen Auftretens der Wurzeln ein, und zwar brachte BEAskara
(geb. 1114 n. Chr.) diese Neuerung; 19%°* er beruft sich dabei auf einen
Vorganger PApMANAPHA, den wir nicht genauer kennen., Da wir es
bei den Indern nur mit eingekleideten Gleichungen zu than haben,
go ist die Angabe negativer Aufldsungen durch den Sinn regelmiBig
ausgeschlossen, und es werden sich danach immer nur dann Doppel-

024 Vgl. Neseermann, 8. 317—322 (Anm. 86). — W26 Diopuant (Anm. 705),
ed, Tanneny, S. 402—404, ed. WerTHEM, S. 262 (Anm. 226). — 1028 Ed, TannERY,
S. 264—266, 298—306, ed. Waeresin, S, 164—165, 184—189. — 1027 Ed. Tannery,
S. 836342, 444—446, ed. WeeTEEIN, S. 209—212, 288—290. — 1028 Bpannaaoera,
Cuttaca, ch, XVIII, sect, IV, 48, ed. Cotepnooxrk, S. 346 (Anm. 294). — 1029 Apy.
aBHATTA, Strophe XX, ed. Roper, 8. 401, 421 (Anm. 294), — 1030 Journ, Asiat, 1878,
8. 71 (Anm. 95), — 1030s By g ara, Vijaganita, ch. IV, 142, ed. Coresnookk, S, 218.
TROPFEE, Geschichte. I. 11
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werte vorfinden, wenn beide positiv sind, also hichstens im diophan-
tischen Fall 3.

Die draber gingen, da sie die negativen Zahlen nicht von den
Indern ibernahmen, auf die drei griechischen Normalformen zuriick,
denen sie, gleichsam als Vorstufe, die drei eingliedrigen Formen

1V ex? =15z
2) ax?=c¢
3 b =¢

vorausschickten. 19! So finden wir es in der Algebra des MURAMMED
1BN Musa Arcawarizur (um 820 n. Chr.,, Bagdad) gehalten, dem
Hauptwerk dieser Periode, das bis weit ins Mittelalter hinein als
Lehrbuch, in Ubersetzungen, Bearbeitungen und Ausziigen benutzt
wurde, MyunaMMED hat in den drei Haunptfillen stindig ¢ = 1. Auf
die Zweideutigkeit der Losung ist nur im Fall 8) ez®* +c=bz
(vgl. ein Beispiel im Anhang II, Nr. 13), der zwei positive Wurzeln hat,
hingewiesen. Von wesentlicher Bedeutung ist die Hinzuftigung von
Beweisen fiir die drei Liosungsformeln und zwar von geometrischen.
Sind an und fir sich schon in arabischen Werken ausfiihrliche Be-
weise selten, so erregen die von MumamMMED gegebenen dadurch noch
besondere Anfmerksamkeit, da durch die Reihenfolge der an ihren
Figuren befindlichen Buchstaben, die nicht das arabische, sondern
das griechische Alphabet befolgen, deutlich ihre griechische Herkunft
verraten wird. Dadurch hitte man wieder ein neues Beispiel des
Zusammenspielens geometrischer und algebraischer Betrachtungen in
Griechenland.

Eine Fortfubrung der Lehre von den quadratischen Gleichungen
gehdrt wahrscheinlich dem Ostaraber ArLrarcEI (um 1010, Bagdad)
an. In der Aufstellung der sechs Fille® folgt er in seinem _di-
Fochri dem Lehrbuch des Murammep; die Losung geschieht bei ihm
sowohl auf geometrischem als anch auf algebraischem Wege. Bei dem
letzten fiigt er wie wir die Ergiinzung zu einem vnllen Quadrat hinzu
und bezeichnet diese Methode ausdriicklich als diophantische. Dann
aber — und dies scheint ALkarcar's Eigentum zu sein — geht er
zur Losung der héheren Gleichungen

ax® + b =¢; a2 =ba" +¢; ax? +c= 02"
tber, die er auf die drei Hauptfille zuriickfihrt,10%
Aus den Schriften dieser beiden arabischen Gelebrten schopfen

0 Vgl. Anm, 750, speziell Anm. 748, Nr. 1, — W32 4. Fachsri, cap. XII,
8. 66—71 (Anm. 590). — 1033 Dagelbst eap. XIII, S, 71—172.



Die Gleichungen xweiten Grades, 259

nun hauptsichlich die Gelehrten des dbendlandes. LEONARDO vONPIsa 1034
(1202 kber abaci) wiederholt das, was er bei MumammEr und Ar-
KagRcHI gefunden hat (siche Anhang II, Nr. 16), fugt aber noch eine
Reihe von Beispielen hinzu, aus denen ersehen werden kanp, wie gut
er den Stoff beherrscht. Ebenso gewandt zeigt sich sein Zeitgenosse
JonpaNUs NEMORARIUS (Deutscher; + 1737, Ordensgeneral der Domini.
kaner) in den arabischen Aufldsungsmethoden.!®?® In einer anonymen
italienischen Abhandlung des vierzehnten Jahrhunderts?®® werden
such Fille wie 2% = a2? 4+ bz und 2* = ¢a® 4 b herangezogen.19%®
Aus dem wichtigen Werke des franzisischen Gelehrten N. CHuQuET (Le
Triparty, 1484; Manuskript) fiihren wir einige Beispiele an, so 322412
= 9z, weil CHUQUET hierbei die Unmaoglichkeit der Losung erkennt;
dann 32%+ 12 = 124, ein Fall, der zwei gleiche Wurzeln , =, =2
besitzt; ferner 32?4+ 12 =30z mit 2, =5 + J21; 2, =5 ~ J/21
und 144 + 22 = 36z mit 2, = 18 + Y180, z, = 18 — /180.10%
Daneben aber behandelt CEUQUET eine ganze Reihe hdherer, redu-
cibler Formen wie 1039

6at 4+ 24 = 222 12 + 62° = 1442¢
82z° 4+ 82 = 19242 248 4 2210 = 487z
172848 = 512 + 6425,

Angelegentlichst empfiehlt er denjenigen, qui plus auant vouldront
profunder, Formeln zu suchen, mit denen man die echten kubischen
und biguadratischen Formen zwingen kbnne.l?® Welche Gewandt-
heit CBUQUET bereits im Zuriickfithren verwickelter quadratischen
Gleichungen auf eine der Normalformen (canons) hatte, zeigt das
Beispiel - o
Y12z — % + 1 =386 — a2,
das im Anhang IT, Nr. 24¢ abgedruckt ist.

Luca Pacivoro (Summa 1494) fahrt als Geddchtnishilfe zur
Lasung der drei Hauptfille drei, in sehr gekiinstelten Hexametern ab-
gefabBte Strophen an.1%%® Verfasser derselben ist er nicht, da in ihnen
fiir die Konstante das Wort dragma (S.196) vorkommt, das Pacrvoro
sonst nicht benutzt. Fir die Gleichungen, die den zweiten Grad
ibersateigen, giebt Pacivoro eine kleine Zusammenstellung:1041

1034 Lronarpo Prsawo, L, S. 406 ff, (Anm. 17). — 1038 D¢ numerss datss, lib, 1V,
Aufg. VIII—IX, ed. Conrze, Ztschr. £ Math. u. Phys., Bd. 96, hist.-litt. Abt.,
8. 124—126. — 1038 Vgl, Libri I, 8. 262 u. 300 (Anm. 750). — 1087 L¢ Triparty,
ed. Boncompagni, 8. 805, Z. 14ff. —S. 806 (Anm. 11). — 1038 Daselbet §. 809—812.
— 1039 Trparty, 8. 814, Z. 20~-21. — 1040 Summa, I, dist, VILI, tract. 5,
. 145* (Anm. 10).

17*
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Censo de censo equale 4 niio (= numero) axt=e¢
Censo de censo equale a cosa axrt=dz
Censo de censo equale & censo axt = cx?
Imposibile Censo de censo ¢ censo equale a cosa axt +ex’=dx
Imposibile Censo de censo e cosa equale a censo oxt+dxr =ex?
Censo de censo ¢ nio equale a censo ext+e =ea?
Ceneo de ceneo e ¢éso equele a numere axtteat=c¢
Cengo de censo eguale a numero e cense @& =e+ex’,

Erschipfend ist dieselbe nicht. Wichtig erscheint die den beiden
kubischen Formen 4) und §) links beigefigte Notiz Imposthile. Auch
im Text bedauert Pacrvono, dab es leider noch nicht gegliickt sei, ge-
eignete Regeln fiir diese dreigliederigen Formen anzugeben, in denen
die Potenzen bis zur vierten aufsteigen, ohne dabB in den Exponenten
gleichmiBige Unterschiede vorhanden sind (wie Nr. 6—8). Im Verein
mit der CHUQUET schen Bemerkung 1Bt dies ersehen, daB die damalige
Zeit das Problem der kubischen Gleichung stark in Arbeit hatte.
Immerhin dauerte es noch rund 20 Jahre, bis diese Bemithungen von
Erfolg gekrént wurden.

Im fiinfzehnten Jahrhundert drang italienische Algebra nach
Deutschland. Wir lernten S. 190ff. eine Reihe wichtiger Manuskripte
kennen, die das Entstehen einer deutschen Algebra bezeugen. Mit
dem Beginn des sechzehnten Jahrhunderts war in die Gleichungs-
lehre eine gewisse KErstarrung hineingekommen. Stets finden wir
8 Hauptformen unterschieden:

Baez=b 2 ax’=5H 3B8)az*=d 4)ax*t="> 5)z®+aw=4}
8P +b=az, Nal=az+b 8 2?+e2?=0 (p=238 4)

aus denen sich bald 24 ,Regeln“ entwickelt hatten:!042

VYaz=5 2)ax’=>d B3)az?=0bz, 4)az’+bz=¢, b)ax®tc=0ba,

6) ez =bz + ¢, T ax®=ba?, 8) ez = bu, 9 ax*=09,

10) ga® + bt =cx, 11) ax®+cx=>5x* 12)a2®=b2®+eq,

13) ezt =bz%, 14) az* =bz? 15)est =0z, 16)axt+4da’=ca?

17) ax* 4+ ca® = b 2P, 18) az* + ba® = c2?, 19) az® =V bz,

20) ax? = Yo% 21)axt="b 22 ezt bat=c¢, ¢8)art+e=bz’
24) axt="bat + e,

Mechanisch wurden diese 24 Regeln gelehrt, mechanisch gelernt
und weitergegeben — so ohne jeden allgemeineren systematischien

1041 Dagelbst, tract. 6, 8. 149%. — 1042 8o in Riese's Co8, vgl. Berert 8. 36—41
(Anm. 755), TreorLemn, Die deutsche Cof, Ztschr. f Math. u. Phys, Bd. 24,
Suppl., 8. 65—T1.
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Einblick, daB sogar WipmManN (1489 Rechenbuch), der doch sicher
unter seinen Zeitgenossen eine groBe Rolle spielte, ein and dieselbe
Regel unter verschiedenen Namen séinem Leser darbot, ohne sich
dessen bewuBt zu sein.”® Selbst ein so angesehener Mathematiker
wie Riese (1492—1559, Annaberg) schleppte jepe fast historisch
gewordenen 24 Regeln in seiner CoB (1524 vollendet, Manuskript) 1942
noch mit sich; nur nebenbei empfahl er die Beschrinkung auf die
urspriinglichen 8 Grundformen, Ja, ihm passierte es, daB er als
Lisung fiir 2® 4+ & = az die falsche Vorschrift

x—l/ — bty statt x———il/()

anfithrte und da.durch nat.ﬁrhch iiber die (seit MUBAMMED stindig be-
tonte) Doppeldeutigkeit dieses Falles absolut nicht ins Reine kommen
konnte,10#4

In dem kurz vorher entstandenen Rechenbuch des wiener Universi-
titslehrors GBAMMATEUS (1518) werden zwar beide Lijsungen richtig er-
wihnt; doch 146t der Verfasser schlieBlich immer nur eine von beiden zu.

CarisTorE Ruporrr von Jauee (1525 CoB)?*! verzichtete end-
giltig auf die 24 Regeln, beschrinkte sich sogar micht nur auf jene
8 Formen, sondern legte das Hauptgewicht allein anf vier von ihnen
(Nr. 5—8). Noch viel weiter ging MicHAEL STIFEL {1486/87—1567,
lutber. Prediger) vor. Was ein Jahrtausend vorher den Indern ge-
lungen, dann aber der Vergessenheit anheimgefallen war — die
Zusammenfassung in eine einzige Form —, wurde durch ibn der
Mathematik wiedergewonnen (dArithmetica integra 1544).1°4% Der all-
gemeine Weg, auf dem die Behandlung irgend einer gegebenen quadra-
tischen (Fleichung geschieht, ist bei ihm vierfach gegliedert. Zuerst wird
der Ansatz, die Aufstellung der Gleichung, vorgenommen ; zweitens wird

10423 Wipuann, Regula lucri, Blatt 125% regula excessus, Blatt 116° (Anm. 55). —
1044 Benuerr (Aom. 755), S. 87: ,die sechste Regel®, Beispiel: 32* + 21 = 24z,

8 3 8 8 8 3
i + = xr = —_) - — xr= — —_1-
daraus 7 8x und =2 ( ) ) T2 2 statt 2 + ( 2 ) 1 3

die falache Vorschrift Riese’a stellt sich iibrigens echon als Verbesserung eines
viel dygeren Fehlers dar, der sich in seiner Vorlage, der sog. dresdener lateini-
schen Algebra (vgl. 8.192), WarvLer, 8. 14, Z 3 (Anm. 480), vorfindet. Da
heift die Ldsung « = % - l/(—g—)z— U; hierbei milese man, wenn das kon-
2
stante Glied ® sich unter der Wurzel nicht sbziehen lasse, es zu (%)

addieren! In einer angehSngten Aufgabensammlung ist bei einem anderen
einschlagigen Exempel beiden Verfassern das richtige Verhiiltais klar geworden
(Berierr, 8. 37 unten, WarrLer, S. 26, Z. 12—18). — 046 Ay integre, S. 227°;
Neuausgabe v. Rubourr's CogB, 1553, 5. 147* und 147



262 Die Qleichungen.

durch den Koéffizienten der héchsten Potenz dividiert. In der Reduetio
bringt STIFEL drittens 2® auf die eine Seite der Gleichung, alles
iibrige auf die andere, so daB zum erstenmal mit der alther-
gebrachten, seit Griechenlands Bliite bei europiischen Mathematikern
aufrecht erhaltenen Forderung, daB nur positive GroBen auftreten
diirfen, aufgersumt wird. Die vierte Operation ist die Ldsung der
erhaltenen Formen
P=az+d 2 =b—oax =gz —=>

nach seiner neuen, einheitlichen Regel.’*® Die Doppeldeutigkeit
kennt auch STIFEL nur im letzten Fall, wo beide Wurzeln positiv
sind, wie iiberhaupt negative Gleichungsldosungen der CoB in ihrem
ganzen Verlaufe fremd eind. Doch versichert er ausdriicklich, daB
mehr als zwei Werte unméglich sind.1%¥? Auch darin zeichnet sich
STiFEL vor semmen Zeitgenossen aus, daB er seine Vorschriften
durch Beweise bekriftigt; sie sind fir bestimmte Zahlenbeispiele
durchgefihrt und auf geometrischen Betrachtungen aufgebaut, Auch
Rupovrr hatte Beweise aufgefunden, aber nicht verdffentlicht. Aus
seinem Nachlasse kamen sie spiter in den Besitz von STIFEL,
und konnie dieser dadurch ihre Identitit mit den in der Arithmetica
infegra von ihm bereits verdffentlichten nachweisen.1%4®

In Anlehnung an STIFEL bearbeitete SimoN STEvIN (1548—1620;
Leiden, Kaufmann, spiiter im Staatsdienst als Ingenieur; 1585 L’ Aréth-
methique) die Gleichungslehre. Werden wir schon angenehm berithrt,
daB StEvin geschichtliche Notizen giebt, wenn sie auch zuweilen
herzlich falsch sind (nach ibm sind die (Heichungen ersten und
zweiten Grades von Masomer FIiz DE MoseE ARAPIEN gelost und
dessen Entdeckungen zur Zeit DiopaaNT's bekannt gewesen), so
fallt uns noch mehr die einheitliche Bebandlung der Gleichungslehre
auf. Stevin's Normalformen, bei demen er nun auch Gleichuungen
dritten und vierten Grades, die zu STIFEL's Zeit e¢ben erst in die
Offentlichkeit gedrungen waren, beriicksichtigen mubte, sind 194

z =a

H=bz+o

P=br+a, PP=cal+ta, P=cal+bz+a

tt=brta d=c?+bz+a d=dz*4a, 2*=d2+ bz +q,
=da’teat+a, sb=dsdt+ca’+ bz +a

1048 Vgl Neuausg. v. Rupourr's Cof, 1553, 8. 156 ff. — 047 Arithm. iniegre,
S. 244 Z. 4: ,.plures radices autem duabus nulle aequatio habebit.” — 1043 Vg,
den eigenen Bericht Stirer's in Runorrr's Cof, 1553, 8. 172% — 049 Sepvmy,
I, 8. 62 (Anm. 88).
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Auf diese bringt er Jede (Fleichung mit Hilfe von 10 Reduktions-
regeln, unter denen die Herausschaffung eines algebraischen Binoms,
Trinoms u. 6. w., falls ein solches als gemeinsamer Teiler auftritt,
neu ist. Wichtig fir unser Kapitel ist die Aufstellung nur einer
Normalform der quadratischen Gleichung, wo StIFEL, wenn auch
nur ZuBerlich, noch drei hinschreibt, eben se wichtig, daB neben
geometrischen Beweisen auch algebraische Ableitungen gegeben
werden, die bei der quadratischen Gleichung in Hinzuftigung der
sog. quadratischen Erginzung besteht;1%° drittens ist bemerkens-
wert, da STEVIN negative Lisungen zulaBt!°%! und so die Doppel-
deutigkeit auch in anderen Fillen, als in dem bis dahin allein be-
trachteten Falle 2 = a2 — b, erkennt. Hierin war ihm freilich der
groBe Italiener Carpano (1539) zuvorgekommen,®? auf dessen Haupt-
verdienste wir erst bei der Geschichte der kubischen Gleichungen
einzugehen haben.

An dem Vorurteil, daB die Wurzelwerte positiv sein miBten,
hing auch noch Viera (1540—1603; Paris, Staatsbeamter); daher
konnte er den Zuwsammenhang zwischen den Koéffizienten -einer
Gleichung und ibrem Wurzeln (@ +pax+9¢=0; o, + 4, = —p,
&, * Z, = ¢), wenn er ihn auch mit seinen neuen Buchstabenbezeichnungen
allgemein ausdriickte,°3? doch nicht in seinem vollen Umfang er-
fassen. Zum erstenmal seit der Zeit der Griechen wird aber durch
Vierta ein neuer Gedankengang in die Lésung der quadratischen
Gleichung gebracht; nach der von ihm vorgeschlagenen Methode168
wird in die Gleichung 2* + px+¢=20

r=y+x
eingesetzt und 2 8o bestimmt, daB die durch die Substitution erhaltene
Gleichung eine rein quadratische wird.

Mit Campano wurde die tiefere Einsicht in das Wesen der
negativen Groben eingeleitet; auf AnstoB der italienischen Schule
wird sogar die Inangriffitahme des Imaginiren gewagt (5. 169f.).
Dadurch konnte erst die noch fehlende Liicke, die Betrachtung
des Falles #* +px+¢=0, p>0, ¢ >0, ausgefiillt werden und
konnte schhethh ALB GIrARD (1629) den kuhnen Satz aufstellen,

1080 SyeviN, 8. 69. — 0B Srpypy, S, 77. — 1062 an, 1591, De aequationum
recognitione, ed. Scmooren, 1646, B, 123, Z, 2—1 v. u,, und deutllcher 8. 158:
w3t B+ D in A— A quadr. aequetur B in D: A explicabilis est de gualibet
illarum duorum B vel D*; wenn (B + D)- 4 - A*= BD, d. b. modern
(24 b2 —2® =ab, so ist A gleichwertig jeder dieser beiden Grﬁﬂen B und D,
d b zx=aupd z=b. — 083 Vigra, 1591, De aequationum recognitione
— capitulum de expurgeatione per uncias.
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daf tberhaupt jede Gleichung so viel Wurzeln besitzt, wie der
Exponent der hochsten Potenz angiebt (vgl. 8. 171 u, 293).

Trigonometrische Ldsung der quadratischen Gleichung.

Versuche, quadratische Gleichungen auf trigonometrischem Wege
zu losen, sind bei HaLLEY (1656-—1742, Astronom in Greenwich) und
v, Worrr (1679—1754, Halle} nachzuweisen. Der letzte beschrankt
gich auf Andeutungen, man konne nach derselben Methode, nach
der der Logarithmus einer Summe aus den Logarithmen der ein-
zelnen Summanden gefunden wird, auch die Wurzeln einer quadrati-
schen (Fleichung berechnen%%*; bei dem ersten (geometrical lectures) ist
zwar ein wirkliches Verfahren entwickelt, jedoch allein mit Benutzung
der Sinuefunktion, so daB es nur fiir besondere Fille gilt. Fir die
Formen

)22 —2ax4+3=0 und 2) 2®*+ 20z —-82=90

stellt pu SEJoOR 17861°%¢2 zum erstenmal allgemeine Auflosungsformeln
her. In 1}setzt or sin q::=§ und bestimmt daraus die beiden Winkel ¢,

und @, = 180 — ¢,, durch die er «, = b-tg% und x, = b-tg% er-

halt. Dieselben Formeln fir 2, und x, gelten auch im Falle 2), nur
daB die beiden Winkel ¢, und ¢, = 180 + ¢, durch die Gleichung
t§ @ =2 zu berechnen sind. Kisrses (1719 Leipzig — 1800 Got.
tingen) iibernimmt diese Lidsungen in sein Liehrbuch Anfungsgriinde der
Analysis der endlichen Grofen®®*® und empfieblt fir die Normalform

?=pxt+g wenn ¢ > 0: tgg =2_-pv:‘1 umd z, = + %p-cot%-tgtp;
2

— ; 3
wenn aber ¢< 0: siny= ?_l’/_f, und z, = +p-(i:; ;-w) . Einheitlich fiir

jedes p, ¢ der Gleichung 2? + px + ¢ = 0, aber ziemlich verwickelt,
ist ein Verfahren Morrwemr's (1810); 1% nach ihm wird erst ein

Winkel « aus ctgy =1+ ’-%, dann ein zweiter Winkel ¢ aus
iy +3y) = £ Vetgy-cigle + 1),

wo tg @ = 2, berechnet; schlieBlich giebt z=p-tgp die ge-
suchten Wurzelwerte. Ebenfalls allgemein giiltig ist eine Methode

1064 Acta Eruditorum, Juli 1715, 8. 260. — 064 Traité analytiqgue des mou-
vements app. des corps celestes, Paris 1786, Bd. I, § 130, 8. 100—101, —
1064 T11. Aufl., Gott. 1794, Bd. I, S. 558 ff, § 754 ff. — 066 Z.cu, Monatliche
Correspondenz XXII, 1810, S, 43—45, Allgemeine Auflosung der unreinen qua-
dratischen Gleichungen durch die Goniometrie.
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GeUNERT's (1841),19%5s dor die gesuchten Lodsungen der Gleichung
#*—pz+¢=0 in der Form 5, = t{g¢,, 7, = tg, annimmt and
aus den Gleichungen tgg, + tg¢, = p, tg@,-tgep, = ¢ die Be-
stimmungsformeln

ctgigy + p)) = 2 und cos(, — p)) = L sin(p, + @)
ableitet.

Losung durch Kettenbruchverfahren; siehe Geschichte der
Kettenbruchlehre.

b. Die reziproken Gleichungen. Die quadratischen
Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

Als Anhang zu den einfachen guadratischen Gleichungen pflegt
man im heutigen Schulpensum die reziproken Gleichungen und
die Gleichungen mit mehreren Unbekannten, die sich mit quadrati-
schen Gleichungen losen lassen, zu betrachten. Thre Geschichte sei
deshalb hier eingeschaltet.

Der Begriff der reziproken Gleichung geht auf Morver
(1667—1754, Privatgelehrter in London) zuriick. Er hat zuerst in den
Miscellanea analytica (1730) Gleichungen behandelt, deren gleich weit
vom Ende entfernte Glieder gleiche Koéffizienten besitzen (multi-
nomium g affectum, ut coéfficientes lerminorum ab extremis aequaliler
distantium sint inter se aequales)'®®® und erkannt, daB bei ungeradem »
# = — 1 eine Wurzel ist und die Gleichung durch Division mit
(¢4 1) um einen Grad erniedrigt werden kdnne, ohne die charak-
teristische Ko#éffizienteneigenschaft zu verlieren. Mo1veEe weiB ferner,
daB bei geradem » durch die Substitution «? + 2y + 1 = 0 eine neue
(Fleichung erhalten werden kann, deren Grad halb so hoch ist. Diese
sich ergebende Gleichungsform berechnet er fir » =5 bis » = 13.
Morvre's Substitution deckt sich mit der spiter von LAGRANGE vor-
geschlagenen Form 1067

z <+ % =¥,
die die heutigen Lehrblicher vorziehen.

Der Name reziproke Gleichungen ist von Evier (1707—
1788; Basel, Berlin, Petersburg) eingefiihrt. In seiner Abhandlung

1066+ GponerT’s Archiv, Jabrg. 1841, 8. 12—16. — 1088 Movee, Miscellanea
onalytica. London 1780, lib. IIL, cap. IV, 8. 70, — 1067 L.igrance, Nouv. Mém.
de l'sead. d. Berlin 1770 (gedr. 1772), Réflexions swr la résolution algébrique
des équations, S, 134 ff,, speziell 8. 165 ff.; ferner Nouv. Mém., 1771 (gedr. 1773),
8. 240 ff. Suite des réflexions ete.



266 Die Gleichungen.

De formis radicum aequationum cutusque ordinis confectatio 17321088
hatte er die Resolventen — auch ein ihm eigentimlicher, jetzt
sebr gebriuchlicher Kunstavedruek — fiir die Gleichungen bis zum
vierten Grade untersucht und gefunden, daB sie immer einen Grad
niedriger seien als die zugehorige Gleichung. Im Bestreben, diesen
SBatz auch auf héhere (Gleichungen auszudehnen, was, wie wir
jetzt wissen, ihm nicht gelingen konnte, wihlte er sich zuniichst
spezielle hohere Gleichungen, fiir die er eine Resolvente niedrigeren
Grades anzugeben im stande war. So kommt er auf reziproke Glei-
chungen, worunter er Formen verstanden wissen will, die bei Er-

setzung der Unbekannten z durch ihren reziproken Wert % sich

nicht indern.'®® 8ein (tang ist ein anderer als der MorvrE's; er
stellte die Gleichung

vrayP+b0y+ay+1=0
mit dem Produkt
@ +ey+1)@*+By+1)=0
zusammen und leitete durch Koéffizientenvergleichung eine Beziehung
fir ¢ und B ab. Diese besteht darin, daB beide die Wurzeln der
Gleichung
W —au+bdb—2=0

gein miissen. In Ahnlicher Weise wird hierauf die reziproke Glei-
chung 6. (Grades, derem Resolvents sich vom 3. Grade ergiebt,

schlieBlich die allgemeine Gleichung (2 n)*® Grades mit einer Re-
solvente vom n** Grad untersucht. —

Gleichungen quadratischen Charakters mit mehreren
Unbekannten léste im Grunde genommen schon DiopHant (drittes
bis viertes Jahrhundert n. Chr.), wenn ihm auch eine Symbolik fiir
mehrere Unbekannte fehlte; gerade sie sind ein Beispiel seiner blen-
denden Moisterschaft, durch geschickte und iiberraschende Wahl
der unbekannten GréBe, in der fast von Aufgabe zu Aufgabe ge-
wechselt wird, eine Lésung zu erzwingen — blendend auch insofern,
als sie dem geistigen Auge die Mdglichkeit einer Einsicht in eine
wirkliche Lasungsmethodik nicht gestattet. Zu unseren Aufgaben
gehoren u. a. aue seiner Sammlung:10%®

068 Comm. Ac. Petropol. ad anpos 1732 et 1733, Bd. VI (gedrackt 1738),
S. 216—231, speziell S, 223: , Aequattones, guae posito 1 loco y formam non

mutant, voco reciprocas.’” — 1088 Diopmant, ed, Tanneny, S. 62—66; ed. Wenr-
uEmM, S. 36—38 (Aum. 705).
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L. 30) 24+y=a I.31) x+.y =a 1L32)z+y=a I 33) 2—y=a
T-y=b 24yd=1b al—yd=b z - y=b.

In L 34 — 42 wird 2:y = a der Reihe nach mit 2% —p,

Tty

2 ] :
 =b, % =p und - = b kombiniert. Die Losung der ersten
¥ z Tk Y

Aufgabe haben wir 8. 248 kennen gelernt.

Das Studium Droraant's brachte diese Aufgabengruppe zu den
Arabern. Von den uns bekannten arabischen Abhandlungen mathe-
matischen Inhaltes geht keine wesentlich itber DiorEANT hinaus, Die
Wahracheinlichkeit aber spricht dafiir, daB trotzdem durch arabische
Gelehrte eine Weiterbildung vorgenommen ist. Wenigstens tritt uns
bei JorpaNus NeMorarius {Deutscher, + 1237; Ordensgeneral der
Dominikaner), der stark nach arabischen Quellen arbeitete, in einer
Abhandlung De numeris datis eine so umfassende Sammlung solcher
Aufgaben entgegen, daB man an villige Selbstindigkeit nicht gut
glauben kann. Die Kombinationen DiopEaNT's 2wischen Summen,
Differenzen, Produkten, Quadratsummen der Unbekannten werden
durch zusammengesetztere Aufgaben weitergefiihrt; so durch

T

L 6&)a—y=e I 10) T4 y=a
wl—yi=1b P+ +E+P—y=2>
L1 2+ y=a L 12) r+y=a
E+ylz—9 +ay=2 Pty+—yP=>

IVeRt+y=a
z Yy =bu a

Ausfithrliche Ableitungen fehlen; man kann die Schrift des
Jorpanus mebr als eine Resultatszusammenstellung auffassen. Als
Beispiel diene dasselbe Beispiel, das wir bei DiopEaNT genauer be-
gprochen haben (S.248): 2+ y=a, -y = b. Hier schreibt JorpaNUS
die Auflésung erst in allgemeinen Buchstaben, dann fiir die speziellen
Zahlen ¢ = 10, = 21 in einer Regel vor, die unseren Formeln

e —Va*—4b
y=— V2 -y T=qag—y

entspricht, ohne mit einem Wort den Weg anzudeuten, wie er zu
derselben kommt,195%

In den bedeutenderen Werken des Mittelalters sind stets Auf-
gaben unserer Art nachzuweisen; wir treffen auf sie sowohl in
Pacrvoro’'s Summa (1494),190 als in Carpano’s Practica arithmeticas

1069+ Ztschr. f. Math. u. Phys., Bd. 24, Suppl. 8. 135. — 1080 Summa, dist. IX,
tract. 7, Aufg. 14 ff.
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{1539).2%¢* Tn Deutschland wurde die Schrift des Jorpanus NEmo-
RaRIUS eingehend studiert; Riese hatte sogar eine Bearbeitung der-
selben unter Anwendung der cossischen Bezeichnungsweise begonnen,
Eine Reihe wichtiger Aufgaben giebt RupoLr¥'s Cof (1525); das Bei-
spiel st —y=a, v y=>51% ]ost er, indem er x=a+y in
das Produkt einsetzt und die sich ergebende quadratische Gleichung
nach den bekapnten Vorschriften behandelt. Die ausfiihrlichste Be-
riicksichtigung in der deutschen Cof widmete M. STIFEL unseren
(leichungen; ein Anhang zur Neuausgabe der RupoLrFschen Cof
{1552)19%% bietet eine sehr reichhaltige Sammlung zum Teil recht
schwieriger Aufgaben, unter denen wir eine ganze Anzahl guter Be-
kannten ans modernen Aunfgabenwerken antreffen. Wir erwihnen
die folgenden Nummern seines Anhangs:

11) z—y =86 14) ey +2x+y= 573

(@ + ¥+ (z® —y®) = 108 576 Pyt —r—y=1716
18) (z 4 y) (= + 4% = 589200  19) (z + y)(z® — %) = 675
(@ —y)(®*— ¥ = 78400 (® — )(? + 3?) = 351

22zt syt zyi= T4 24) z+zy)+ 2y’ —zy)= 90720
T 42y 3 2yt = 1924 {z+ 2y — xy)(c+zy+2y?)= 117936

{vgl. die Ausrechnung von Nr. 19 im Anhang II, Nr. 38).

Man sieht aus diesen Beispielen, daB StiFeL sich entschieden
auf dem Hbohepunkt, soweit Aufgaben der heutigen Schulmathe-
matik in Rede kommen, befindet und es natiirlich ist, daB wir bei
spateren Schriftstellern fast nur Wiederholungen finden.

In betreff der oben in mehrfacher Behandlung vorgetragenen Anf-
gaben v + y = ¢ und x-y = b soll zum SchluB noch auf die Herkunft
einer eigenartigen Auflésungsmethode, die in unseren Schulen oft
geibt wird, aufmerksam gemacht werden, interessant schon des-
halb, weil man sieht, wie hervorragende Mathematiker selbst einem
so alten und einfachen Thema immer noch neue Seiten abgewinnen
konnen, Es ist der groBe Algebraiker ViETa, der den vielbehandelten
Stofl wiederum bearbeitet. ¢4 Er will z + y mit 2 — y Zusammenstellen

oder noch besser Z ; Y mit z—;—y , durch deren Addition bezw. Sub-

traktion sich die gesuchten Werte sofort ergeben wiirden. Um zu

1061 Z, B. daselbet cap. 51, § 45, Regule de duplici; Carpano, Werke IV, S. 86
(Anm. 842). — 1982 Roporre's Cog, 1525, Signatur Xy, Nr. 6, — 1083 Neugusg.
v. Ruporre's 0B, 1563, S. 463ff. — 1084 Unjversalium inspectionum ad
Canonem mathematicum liber singularss, Lutetiae 1579, additamenta S. 69; vgl.
Hwizarn, Ztecbr. f. Math. u. Pbye.,, Bd. 44, Suppl. 1899, 8. 231.
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diesem Zweek Z ; Y zu erhalten, subtrahiert er das gegebene Produkt

xy=1> von dem Quadrat der halben Summe (342'5’)’ = (%)z. Die

Quadratwurzel aus dieser Differenz mu8 gleich m%y sein. VIETA's

Verfahren kommt also auf die Addition der folgenden Gleichungen
hinaus:

cT+Y @
)

I

5. Die Gleichungen dritten Grades.

Nicht soweit in die Vergangenheit, wie die Geschichte der
quadratischen Gleichungen, fiihrt uns die Betrachtung der Entwick-
lung, die die Auflésung der kubischen Gleichungen zu durchwandern
gehabt hat. Zwar beschaftigten sich schon die Griechen mit vinigen
Problemen, die auf Gleichungen dritten Grades — nach unserer
Ausdrucksweise — fithren; sie erkannten aber weder ihre Sonder-
stellung den Aufgaben quadratischer Natur gegentiber noch auch
den inneren Zusammephang der betreffenden Probleme unterein-
ander. Die Untersuchungen des Altertums nahmen die Araber mit
besserem Erfolge auf; sie erweiterten und vertieften diese zu einer
eigenen Theorie, die auf geometrischemm Wege zu einer allgemeinen
Auflssungsmethode fihrte. Versuche, eine algebraische Aufldsung
zu finden, wurden bis zum finfzehnten Jahrhundert immer wieder
mit neuem Kifer angestellt; der Beginn des sechzehnten Jahrhunderts
brachite auf italienischem Boden die Krdénung der jahrhunderte-
langen Arbeit. Der ferneren Zeit gehioren Verfeinerungen nach ver-
schiedenen Richtungen hin an, auch unter Heranziehung héherer
Teile der mathematischen Disziplinen. —

Beginnen wir mit Griechenland. Die Geometrie war die Herr-
scherin in der griechischen Mathematik., Gerade bei geometrischer
Behandlung tritt aber der (Gegensatz zwischen quadratischen und
kubischen Aufgaben, wie man karz sagen kann, auf das schirfste
hervor. Jene sind stets unter ausschlieBlicher Benutzung von Zirkel
und Lineal konstruktiv losbar; bei diesen mub jeder derartige Ver-
such von vornherein miBlingen. Von einer solchen Unméglichkeit geo-
metrischer Losung hatte das Altertum keine Ahnung. Wie das
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achtzehnte Jahrhundert immer wieder von nenem seine Krifte an
der Aufldsung der Gleichungen fiinften Grades erprobte, chne Kennt-
nis der Unzulinglichkeit seiner Mittel, so arbeitete Griechenland
mit stets frischer Hoffnung an seinen drei groBen Problemen: der
Dreiteilung eines Winkels, der Verdoppelung eines Wiirfels und der
Quadratur des Kreises. Waren auch alle Anstrengungen in der
gewiinschten Richtung umsonst, so hatten sie doch den Erfolg, dal
s0 manches neue Gebiet der Mathematik erdffnet wurde. Friichte
dieser vergeblichen Versuche sind z. B, die Lehre von den Kegel-
schnitten, die Betrachtung hoherer, selbst transcendenter Kurven,
die Aufstellung einer Bewegungsgeometrie u. a.

Das Problem der Kreisquadratur scheidet hier aus, da es trans.
scendenter Natur ist. Die Dreiteilung des Winkels und die Wiirfel-
verdoppelung biangen mit kubischen Gleichungen zusammen. Fiir die
‘Winkeldreiteilung sind zwei elementargeometrische Konstruktionsver-
suche bekannt, die natiirlich anf unerfillbaren Forderungen beruhen.
Der erste ist von ArcHIMEDES (287—212 v. Chr.) gemacht, er verrit
sich in dem achten seiner Wahlsitze; %% der zweite stellt eine
Erweiterung des ersten dar und stammt von Parrus (Ende des
dritten Jahrhunderts n. Chr., Alexandria).!°¢® Wirkliche Losungen
konoten nur mit héheren Kurven gelingen; Hirrias von Erie (um
420 v. Chr.) vollfihrte die Dreiteilung mit der sog. Quadratrix,10%?
Parrus 9% mit der leicht konstruierbaren Muschellinie des NIKOMEDES.
Diese lieB sich zugleich zur Lésung der Wiirfelverdoppelung be-
nutzen, wie NIroMEDEs (um 180 v. Chr.) selbst gezeigt hatte.

Die Aufgabe der Wiirfelverdoppelung (vgl. S. 208ff) fand
noch mehr Bearbeiter. Schon HreporraTEs von CHIOS (um 440 v. Chr.)
vermochte sie in analytische Form zu bringen, indem er sie mit
der Auffindung zweier mittleren Proportionalen zwischen zwei ge-
gebenen GroBen — a:x = x:y = y:5, woraus a® = 2a* filr b = 2q
— in Verbindung brachte.}*®® AuBer der Muschellinie des Nigo-
MEDES verwertete man noch andere hohere Xurven; so fand ArcayTas
voN TARENT (430—365 v. Chr.) eine Lisung mit Cylinderschnitien, 10

1085 Fsber assumptorum, VILI, ed. Heipero, IT, 8. 437—488; ed. Nizzg, 8. 259
(Anm. 6); vgl. Canror, I, S. 284—285. -~ 1066 Papr1 Avexinorisr Collectiones,
ed. F. Howrecn, 1V, § 62, Bd. 1, 8. 274, 2, 18ff, (Apm. 7); vgl. Canrom, I,
5. 887—338. — 1087 Pappys, 1V, § 45, ed. Hurrscn, Bd. I, S. 252, Z. 5—25;
vgl. Canton, I', §. 184—-185. — 1088 Pippus, IV, § 40, ed. Huuracn, 1, S. 246,
Z. 1—3; Procu Dianocur in primum Euclidis elementorum librum commentarss,
recogn. G. FuepLem, Lips. 1873, 8. 272, Z. 3ff.; ArcuiNepes, ed. HEipEre,
IOI, 8. 114f; vgl. Canror, I° 8. 337. — 088 Apcamepes, III, S. 104 (vgl.
Anm. 832). — 1070 Agcuiuepes, 111, 8. 98—102; vgl. Carrog, I, 8. 2151,
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MenicEMUs (um 350 v Chr.; Schitler PraToN's) mit Kegelsohnitten,
(einmal mit zwei Parabeln, dann auch mit einer Parabel und einer
Hyperbel),1°"* Eupnoxus voN Kwpos (408—355) mit den sog. Bogen-
linien, %' DiokrEs (um 180 v. Chr) mit der (¥ss0ide.°'® Auf Be.
wegungsgeometrie beruhen die Verfahren des Praton (429—348 v. Chr.,,
Athen),*™ des ErarosrmENEs (276—194 v, Chr., Alexandria)’®™
und des HERoN (erstes Jahrhundert v. Chr., Alexandria)'%7¢

Eine dritte kubische Aufgabe ist von ArcEIMEDES aufgestellt
worden: es soll eine Kugel so durch eine Ebene geschnitten werden,
daB die Volumina der entstehenden Kugelabschnitte in gegebenem
Verhaltnis stehen,®” ArcEmMEDES bringt sie in seiner Abhandlung
iiber Kogel und Cylinder auf die Proportion

(@ —2x):b=ct:a?
und verspricht dabei, am Ende seiner Abhandlung eine Aufldsung
mitzuteilen. Erbegniigt sich zunichst mit Angabe einer strengen Deter-
mination fir die Erftllbarkeit dieser Proportion: wenn ¢ = 2{a — ¢)
ist, 80 muB ¢ —¢ > b sein. Diese Beschrinkung deckt sich fiir die aus der

Proportion durch Einsetzen entstehende Gleichung «°—az + % a?b=0

mit &< %. Die versprochene Losung am Schlusse seiner Schrift fehlt;

sie war schon zur Zeit des DrokLEs verloren gewesen, wie dieser selbst
mitteilt.}*’® Eoroxius, ein Kommentator des ArcHIMEDES, {geb.
480 n. Chr., Askalon) iberliefert eine Liosung mit Hilfe einer Parabel
und einer Hyperbel, die er fiir die archimedische hielt.%”?

Wir iibergehen weitere hierher gehorige geometrische Aufgaben,
die sich besonders nach Ausbildung der Kegelschnittlehre als deren
Anwendungen einstellen. Die erste kubische Gleichung in wirk-
lich algebraischer Form

2 — 822+ 82— 1=221+ 22+ 3 (z=4)

begegnet uns bei DrorpHANT (lib. VL 19); 198 gje ist zugleich die einzige
bei ihm, 1Bt sich aber leicht auf einen niedrigeren Grad reduzieren.

II1, S. 66, genauere Methode nicht iiberliefert; vgl. Caxrtor, I% 8. 219. —
1073 Ancmimepes, III, S. 78—82; vgl. Canvor, I*, 8. 338 fff — 1074 AncriuEpEs,
I, S. 66—70 (siche Band II, Teil III, B. 3); vgl. Caxros, I’ S. 214. —
1076 Ancmiwepes, ITI, S. 102—114; vgl. Cantom, I*, 8. 315f — 1076 Mathema-
ticorum veterum, Athenaei, Apollodor:, Heronis, Philonss et aliorum opera, Paris
1693, S.143 ff.; Arcevepes, II1, 8.70—172; vgl. Canror, I¥, 8. 351. — 1077 Apcar-
mepks, I, S. 210—218, Nizze, 8, 92—99; vgl. Canrox, I%, 8. 294, — 1070 Agcpr-
MEDES, IIT, §. 152, — 1079 Daselbst S, 154 . — W80 DiopnanT, ed. Taxnery, S. 434,
Z. 12, ed. Werrrrn, S. 282, vgl, die Anw. daselbst (Anm. 705),



272 Die Gleichungen.

Die Durchsicht der ¢ndischen Schriften wirft fir die Lehre der
kubischen Gleichungen in der ilteren Periode nichts ab. Erst bei
BHAsSEARA (geb. 1114 0.Chr) 1! finden wir ein ganz vereinzeltes Beispiel
z? + 12z = 64? 4 35,
das nach Erginzung zu (x — 2)° = 3% die Wurzel x = 5 liefert.
Kine ganz neue Stufe der Entwicklung konnen wir aber bei
den ostarabischen Mathematikern wahrnehmen. Ihren Ausgangspunkt
bildete das Studium der archimedischen Schriften. Der arabische
Astronom Armanmani, der zwischen 854 und 866 in Bagdad be-
obachtete, ist Verfasser eines Kommentars zu den Biichern des
ARCHIMEDES diber Kugel wnd Oylinder. Thm wird das groBe Ver-
dienst zugeschrieben,'®®? das archimedische Problem in algebraische
Form gebracht und aus demselben eine Gleichung abgeleitet zu
haben, die nur Kuben und Quadrate einer Unbekannten neben kon-
stanten Zahlen enthalten habe. Aber auch auf dem neusn Wege
gelang ihm eine Losung nicht, Diese leistete erst sein Zeitgenosse
Apu DscaA'Far. Auf wesentliche Erweiterungen stoBen wir bei
ALKUHI, einem etwa 100 Jahre jiingeren Astronomen (Bagdad); nicht
pur fir zwei weitere archimedische Aufgaben (ds sphaera ef cylindro
lib.IL 6, 7) gliickte ihm eine Lisung, sondern auch noch eine achwierigere,
von ihm selbst gestelite vermochte er zu erledigen.’*®® An &hnlichen
Problemen versuchte sich Apu'L DscHup (um 1050 n. Chr.) mit Erfolg;
er konnte sogar die Berechnung der Seite eines regelmiBigen Neun-
eckes mach der Gleichung z* + 1 = 32, ja die des regelmaBigen
Siebeneckes mit z¥ — 2? — 2z + 1 = 0 ausfithren.’® Was ABu'L
Dsonup in einer anderen Abhandlung tber die Aufzihlung der
Gleichungsformen!8® anstrebte, das vervollkommpete OMAR ALCHAITAMI

1081 Byaskana, Vijaganita, ch.V, 8.137, ed. CoreproORZE, S.214 —215 (Anm. 294). —
w82 (Jperliefert, wie auch das folgende, durch Arcmariam, L’algébre d’Omar
Alkhayimi, ed. Woercke, Paris 1851, 8. 2 ff,, in franz8sischer Ubersetzung:
»Oest Almdhani, qui congut Uidée de résoudre algébriquement le theoréme auxiliaire
employé par Archiméde dans la quatriéme proposition du second hvre de son
traiié de la sphére et du cylindre; or il fut conduit & wne équation renfermant
des cubes, des carrés et des mombres, qu’sl ne réussit pas a résoudre, aprés en
avoir fait Vobjet d'une longue méditation. On déclara donc, gue cette résolution
élait impossible, jusqu'a ce que parit Abow Djafar Alkhdzin, qus résolut Véquation
& Vaide des sections conigues.'t — 1003 Alkhaydmi, ed. Woercss, Abhandlung C,
8. 103—114; vgl. Canror, I®, 8. 705; Hamker, 8. 217 (Anm. 40). — 1004 4}
khaydimi, ed, Worrcke, 8. 126—127; Caxrton, 1% 8. 715; Hankes, 8. 277, —
1088 AN:haydimi, ed. WoerckE, 8. 81—82: ,,. . . l¢ géomdtre Aboil Djoid était
auteur d'une traité sur lénumération de ces espéces ...**; Cantom, 1% 8. 716;
Hanger, 8. 278.
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(t+ 1123) 2zu einer systematischen allgemeinen Behandlung der
Gleichungen dritten Grades. In seiner Algebre wurden von ihm
vier Hauptgruppen unterschieden:%%¢

) Ppdr=a 2)2¥Feat=a B)24ea’tbr=a 4)P+cx?=dz +a
e =bzr 2+a =ecx? Dt+erPa =bx 22 +dr =ex? 4o
brta =x° ox*tae =a° 22 4dz fa =ox? a¥4a =cxltba,

e+ b +a =2

die er einzeln durch Kegelschnitte 19ste; die beigefiigten Beweise
stitzen sich auf AporrLonius. Da seine Konstruktionen sich immer
nur auf einen Zweig der Kurven beschrinkten, also nur einen —
positiven — Wert ergaben, entging ibm die Mehrdeutigkeit auch fir
den Fall mehrerer positiven Wurzeln; auch vermifit man bei ihm
die im Altertum nie fehlende Determination, der die Koéffizienten
fir ein positives Resultat unterworfen sind. Nichtsdestoweniger
bilden seine Leistungen eines der groBten Ruhmesblatter arabischer
Mathematik iiberhaupt. Leider blieb die genauere Kenntnis seines
ausgezeichneten Werkes dem Abendland, bis auf die neueste Zeit,
vorenthalten. DEscarTes (1837),1%7 Van ScHooTEN (16859),1°%8 HaLLEY
(1687)1%%° muBten sich #hnliche Konstruktionen erst von neuem
wieder erfinden.

Die geometrische Losung war gefunden; die algebraische wider-
stand allen Versuchen. Bei den Arabern galt es schlieBlich fiir
ausgemacht, daB auf diesem anderen Wege Gleichungen dritten
Grades unlésbar sind. Das Abendland, das der Schule der Araber
allméhblich entwuchs, verzweifelte micht so schmell. Eine anonyme
Abhandlung aus italienischen Gelehrtenkreisen des vierzehnten
Jahrhunderts ist Zeugnis fiir diese Bestrebungen.?*® In ihr werden
fir eine ganze Reihe von Gleichungen, deren Grad sogar bis zum
fiinften schlieBlich ansteigt, L.Ssungsmethoden gegeben, die die
Whurzeln der vorliegenden Gleichungen in der That richtig berechnen
lassen. Aber diese Vorschriften sind unberechtigte Verallgemei-
nerungen der bei quadratischen Gleichungen giiltigen Regeln, denen
eine Ableitung fehlt und fehlen muB, da sie absolut falsch sind

1086 Alihaydimi, ed. WoErckE, S. 11—12; Caxror, Ib, 8, 731; Hanzgel, S. 278;
vgl. auch MarreiEssEn, Grundzidge der Algebra der litteralen Gleichungen,
Leipzig 1818, S. 294 ff. — 1087 Qeuvres de Descanres, ed. Cousiv, Bd. V, Parie
1824, Géométrie, 8. 409—418, — 1088 Cantor, II%, S. 808, Van ScHooTEN zeigte
die geometrieche Lisung ohne Wegschaffung des quadratischen Gliedes mit
Kreis und Hyperbel. — 088 Pri7, transact., 1687, Nr. 188, 8, 335344, Nr. 190,
8. 397—402, Benutzung einer festen Parabel und eines sich je nach der Aufgabe
#indernden Kreises.

TROPFKE, Geschichte. I. 18
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und fiir jede andere Aufgabe, die von den gegebenen, zurecht-
gestntzten Beispielen abweicht, nicht zum Ziele fithren. Viel offener ver-
fuhren der Franzose CEUQUET (1484) und der Italiener Luca Pacivoro
(1494), die ohne Umschweife eingestanden, daB eine ILdsung fiir
kubische Gleichungen noch nicht gefunden wire (vgl. S. 259, 260),
ohne daB aber ein volliges Verzweifeln aus ibren AuBerungen heraus-
zulesen ist.

Da endlich bringt der Anfang des sechzehunten Jahrhunderts
das hei ersehnte Licht! Aber welch Verhiangnis! Den ersten
Entdecker, ScirioNe pEL FERRO, umhillt das Dunkel der Geschichte,
daB wir kaum mehr als seinen Namen kennen. Den Ruhm der
nichsten Bearbeiter, CaRpano und TarTacria, befleckt ein uner-
quicklich h#Blicher Streit um das Vorrecht der Entdeckung, Die
Akten der langen, unwiirdigen Fehde waren schlieBlich zu Gunsten
TarTaGLIA’S geschlossen worden; meuerdings wieder erdfinet, lassen
sie den Anteil Camrpavo’s in bedeutend besserem Lichte er-
scheinen, 1990

ScrrioNe DEL FERRO (von 1496—1526 Professor in Bologna)
hatte die Auflésung der Gleichung % 4 g2 = b zuerst gefunden
— hierin stimmen beide Gegner Uberein. Er teilte sie wahrschein-
lich mehreren Bekannten mit, darunter auch einem jungen Kreunde,
einem Nicht-Fachmathematiker, AntoNioMaria Frog (Floridus);
das geschah nach Cirpano 1515, nach Tarraguia 1506, Fior
benutzte nun diese Kenntnis, um im Jabre 1535 einem Lehrer der
Mathematik von Ruf, dem TarTAGLIA (1500—1557; Brescia, Venedig),
nach der Sitte der Zeit Wettaufgaben, 80 an der Zahl, vorzulegen,
die siimtlich auf Gleichungen von der Form z® + ¢ = 5 hinausliefen.
TarTacria quilte sich vergeblich ab; acht Tage vor dem fest-
gesetzten Termin fand er endlich, wie er erziahlt, die Lisungsformel
(12. Februar 1535), einen Tag spater (13. Februar) auch fir den Fall
¥ =axz 4+ b Jedenfalls lieferte er am vereinbarten Tage die richtige
Liosung ein. Von Fror und anderen wiederholt um Bekanntmachung
seiner Methode gebeten, verweigerte er dies, blieb auch bei seiner
Weigerung, als ein anderer bedeutender Mathematiker Carpano
1501—1576; Padua, Mailand, Bologna, Rom) ihn brieflich dringend
darum anging (12. Februar 1539). Eundlich (25. Miarz 1539) lieB er
sich bei einer Zusammenkunft mit CaepaNo herbei, in fast un.

1080 Gueearot, Finige Beitrdge zur Geschichle der mathematischen Fukullat
der alten Universitdt Bologna, deutach von M. Cuerze, DBerlin 1871, ab-
gedruckt in Gruweer's Archiv, Bd. 52, Jahrgang 1871, 8. 110ff.; Canror, II",
S, 482—541,
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verstindlichen Versen!”! Andeutungen zu machen, denen er, von
neuem gebeten, bald darauf brieflich Erliuterungen hinzufigte
(23. April 1539). Carpawo muflte durch einen Eid bekriftigen, sein
(Geheimnis nicht zu verdffentlichen. Diesen Eid brach Carpano, als er
in seiner Ars magna (1546 Ntrnberg) die Methode mitteilte (vgl. An-
hang IT, Nr. 32¢). Zweierlei dient dazu, diegen Treubruch in ein
anderes Licht zu setzen. Erstens geschah die Verdffentlichung unter
voller Namennennung Ferro’s und TaRTacLia’s, die beide als selbst.
standige Entdecker anfgefihrt werden.®® Dann aber hatte Carpano
in Gemeinschaft mit seinem hochbegabten Schiiler Lupovico FerraRI
(1522—1565; Bologna, Mailand) inzwischen, im Jahre 1542, Gelegen-
heit gehabt,19%% bei dem Schwiegersohn und Nachfolger FERR0'S, ANNI-
BALE PELLA Nave (von 1526 bis 1560 Professor in Bologna) den Nach-
laB FErRO's einzuseben und die vollige Ubereinstimmung der FERrO'-
schen Lésung mit der von TaBTacrra gegebenen festzulegen. AuBer-
dem wuBte Fron seit ungefihr 30 Jahren die Formel und durch ihp, wie
durch FERRO selbst, wohl auch durch dessen Schwiegersohn, vielleicht
80 mancher andere.'*® Von Geheimnis konnte also keine Rede sein!

1081 Die Verse TarracLia’s lauten fiir den Fall &* + px = q:

Quando che’l cubo con le cose appresso, Poypr=q
Se agguaglia & qualche numero discreto:
Trouan dui altri, differents in esso. y—t=4q

Dapot terrai, questo per consueto, 3
Che'l lor produtio, sempre sia eguale Yo = (-2—)
Al terzo cubo, delle cose neto, '
El residuo poi suo generale,

Delli lor lats cubi, bene sottratti c=Vy—V7

Varra la tua Cosz principale.
Opere del Famosissimo Nicono Tartacria, Venedig 1806. Quesiti et inventioni
diverse, 8. 266, Z. 174, — 1992 Ars magna, cap. IX, Einleitung; Canpano, IV,
8. 249 (Anm. 844): ,Scipiv Ferreus Bononiensis jam annis ab hine triginia
ferme capitulum hoc inuentt, (radidit vero Anthonio Mariae Florido Veneto,
qut cum n certamen cum Nicolo Tarialea Brizellense aliguando venisset,
occasionem dedit, ut Nicolaus inuenerst et ipse, qui cum mobis rogantibus tradi-
disset, suppressa demonstratione, freti hoc auxilio, demonstrationem quaesinimus
eamque in modos, quod difficillimum fuit, redactam sic subticiemus.t* Sciero Ferno
aue Bologne entdeckte vor etwa 30 Jahren den Inbalt des folgenden Kapitels und
machte dem Antoniomaris Fior davon Mitteilung. Als Fior einstmals mit Nrc.
Tarracnia sus Brescia einen Wettkampf hatte, gab er diesem dadurch Gelegen-
heit, selbst die gleiche Entdeckung zu machen. Von Tamracnua erhielt ich
Mitteilung, unter Vorenthaltung des Beweises. Veranlaft durch diese An-
regung, suchte ich nach einem Beweise und werde nunmehr die fir die Einzel-
fille von mir mit grosser Anstrengung ersonnenen Beweise vorfilhren. —
1093 Ggeparpi, GrUNERTS Archiv, Bd. 52, S. 127, 163. — 1094 Dasgelbst 8. 129,
143—144, besonders Anm. 1.

18*
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Nach 1545 begann TamrTacria eine “uBerst heftige PreBfehde
gegen Campano. Von dieser hielt sich Carpano vornehm zuriick
und iberlieB die Entgegnungen seinem temperamentvollen Schiiler
Feerari. Im Verlauf des sich auf sehr niedrigem Nivean haltenden
Gezinkes wurde schon durch FEBrart der Verdacht laut, TarTAGLIA
wire garnicht Selbstentdecker der Formel, er hitte sie irgendwie durch
dritte Hand von FErrO entlehnt, 1%

Hier setzen die neuen Untersuchungen ein. Die Méglichkeit,
dad dritte (auBer Fior, pELLa NavE) Kenntnis von der FEBRO’schen
Liésung gehabt haben, kann nicht zuriickgewiesen werden. Man fiigt
hinzu: Oft sind neue Losungen der kubischen Gleichung gefunden
worden, immer wieder andere, stets verschiedene. Hier sollte der
Zufall zwei ganz identische Verfabren unmittelbar hintereinander
haben entdecken lassen? Am schwerwiegendsten sind aber Griinde,
die aus strenger Kritik der ibrigen Leistungen TarTAGLIA’S i seinen
sonstigen Schriften sich ergeben: Eine lateinische Ausgabe des
ArcHiMEDES (1543) durch ihn hat sich als direkte Abschreiberei einer
Ubersetzung des Dominikaners WiLeEM voN MoERBECKE (geb. in
Flandern, von 1278—1281 Erzbischof von Korinth) — ¢hne Namen-
nennung — herausgestellt! Sein Gereral tratiato (1556 —1560) ist in der
Darstellung das vortrefflichste Rechenwerk seiner Zeit, wie wir ofters
erwahnten (S. 27, 52, 100), enthilt aber geistiges Eigentum recht
wenig. In der Theorie der Gleichungen liegen von TarraaLia keine
weiteren Entdeckungen vor! — Hieraus die Folgerungen FERBARY'S
zu bestitigen, bilt nicht schwer. Vielleicht ist das Sachverhiltnis
50, daB TarTacria sich irgendwie in den Besitz der FERro’schen
Lasung fiir ® + ax = b, deren Vorhandensein jhm bekanot war, zu
setzen gewuBt hat, dann aber die Losung der Fille 2> =ax + b
und #® 4 ab = az allein hinzugefiigt hat.

Als viel bedeutenderer Mathematiker steht Carpaxo vor unms;
in ihm trug die Kenntnis der FEmmro’schen Formel ganz andere
Friichte. Campaxo lieferte den ersten (geometrischen) Beweis fiir

dieselbe,!"®® reduzierte durch die Substitution = = y 3 %, wo a der

Koéffizient des quadratischen Gliedes ist, die allgemeinen kubischen
Gleichungsformen auf die drei Normalformen,1%%? erkannte das gleich-
zeitige Vorhandensein dreier Wurzeln, auch wenn unter ibnen nega-

1096 Dagelbst S. 149~150, 174, 179f — 1998 Ars magne, cap. XI—XIII;
C. Werke, 1V, 8. 249258 (Anm. 844). — Y097 Dagelbst cap. XIV—XXIII, in
denen slle moglichen Fille einzeln behandelt und auf die bereits erledigten
zuriickgefithrt werden; vgl. Canvon, II®, B, 504.
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tive oder irrationale waren,'°®® wubte, daB die Summe der Wurzeln
gleich dem Koéffizienten des quadratischen Gliedes ist;'% ja er
hatte eine Abnung von der Moglichkeit gleicher Wurzeln,11%® Selbst
die DescarTEs’sche Zeichenregel 148t sich in der ersten Anlage bei
ihm nachweisen,!'®! CarpaNo ist ferner der erste, der mit imaginiren

Wurzeln zu rechnen sich unterfing (vgl. S, 169{). — 1192

So das Geschichtsbild von der Entdeckung der Auflésung
kubischer Gleichungen. Kunde von der newen Errungenschaft kam
in weitere Kreise erst durch Carpano’s Ars smagna (1545). In
Deutschland vermochte MicHaEL StiFeL schon ein Jahr vor ihrem
offentlichen Erscheinen in seiner Awithmetica integra von 1544 auf
Carpano's Verdienste um die kubischen Gleichungen aufmerksam
zu machen,!'®® da er Gelegenheit hatte, in der Niirnberger Druckerei,
die beide Werke erscheinen lieB, CsRpano’s Manuskript einzuseben. In
der Neubearbeitung der Ruporrr'schen Cof (1553) fugte STIFEL einen
Anhang bei, in dem er einige kubische Aufgaben zusammenstellte,1%4
Wihrend der nichsten 50 Jahre erschien keine Arbeit in Deutsch-
land, die die kubischen Gleichungen beriicksichtigte. Erst Jomanw
FaurHspER’s (15801635, Ulm) Arithmetischer cubikossischer Lustgarten,
mit newen Inventiones gepflanat, bringt 1604 die erste deutsche Be-
arbeitung der neuen Lehre.’!*® Inzwischen waren in anderen Lindern
neue Fortschritte zu verzeichnen gewesen. In Ifalien hatte BoMBELLI
(Prof. der Math. in Bologna; 1572 YAlgebra) den irreducibelen Fall
behandelt, indem er die FErro’sche Forme! durch Umformung so
veranderte, daB die imaginiren Bestandteile herausfielen.’’*¢ In
Holland gab Steviy (1548—1620 Leiden; Kaufmann, spiter im
Staatsdienst als Ingenieur) in seiner Arithmetique von 15851197 eine
wohl durchgearbeitete Theorie der Gleichungen dritten Grades.
Frankreichs grofer Algebraiker Viera (1540—1603; Paris, Staais-
beamter) griff 1591 das Losungsproblem in ganz pesuer Weise an
{vgl. 8.278) und deckte den Zusammenhang, der zwischen den Wurzeln

1088 Ars magna, cap. XVIII; Werke, IV, 8. 259, z. B, letzte Zeile der rechten
Spalte: ,semper emergunt fres aestimationes’ (immer geben drei Lisupgen
hervor), — 1999 Auf derselben Seite: ,,. .. ex hoe patet, quod mumerus quadra-
torumn . .. semper componitur ex tribus aestimationibus iwnctis simul“ (hieraus
ist klar, daB die Apzahl der «? immer aus den 3 Wurzeln ale Summe zusammen-
gesetzt ist), — 100 Vgl Canror, I, 8. 505. — MO1 Vgl Canror, IT%, S, 639, —
W02 Cippawo, IV, 8. 287; besonders such in einer spiiteren Abhandlung De
regula Alia (1570); Carpano, 1V, S. 377 — W03 Arithm. integra, S. 306 . —
1104 Neuausg. von Ruporrr’s Cop, 5. 480" ff. — 0B Treorrem, Die Cog, S. 98
(Anm, 564). — W06 T’ djgebra, Ausgabe 1579, Bologna, z. B. 5. 293—295; vgl.
Carxror, 1Y, 8, 624—625. — W07 Srevin, ed. Giraep, I, S. 70 f. (Anm. 88).
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und den Ko#ffizienten der Gleichung besteht, in allgemeinen Formeln
auf?17® (vgl. 8. 294),

Die Fortbildungen und Verbesserungen, die der Theorie der
kubischen Gleichung in der Folgezeit zu teil wurden, kdnnen nicht
einzeln und mit derselben Ausfihrlichkeit wie bisher auseinander-
gesetzt werden. Die folgende Zusammenstellung verachiedener spiteren
Liésungsarten kaon und soll auf Vollstindigkeit keinen Anspruch
erheben; sie dient nur zur Orientierung fiber einige hiufiger er-
wihnte Methoden, die die Schulmathematik nicht ubersteigen.

I. Algebraische Losungen.

1) Viera 1591. De aequationum recognitione et emendatione'10®
(zuerst gedruckt 1615; vgl. AnhangII, Nr.38d) 2?4 8e¢x=2% und
a -y

¥

y¥t+zy=a (oder x = ) ergeben #° + 2by® = a®; daraus y,
dann .
2) Huvemns (1629 —1695; Haag, zeitweilig Paris). Brief vom

5. Juni 1855 an ScHooTEN, 119
In 2®* 4+ pxr—g=0 wird 2 =y — 2 gesetzt. Wird bestimmt,
daf 3yx=p ist, so erbdlt man durch diese Substitutionen
P=xt—g=0

v _ P .=
b 27 4 ? 0

¥ =qy’ + 4 p°
y=Vig+Vie* + rp*.
Aus y ergiebt sich z; beide zusammen liefern

3

T= V‘} g+ Vi + Frpt — s'_'.'_f.*.z_._'____—_T .

Vie+Vigt + 4
Die unbekannte Methode FErr0’s diirfte sich dem hier eingeschlagenen
Verfahren am meisten nihern. Bekannt ist es heute unter dem
Namen Huppr's (1628—1704, Biirgermeister von Amsterdam). Der
Brief, in dem Huppe sein Verfahren zum erstenmal mitteilt, ist indes
tber zwei Jahre jiinger, Juli 1657, ebenfalls an ScmoOTEN ge-
richtet; 112 der einzige Unterschied ist, daB HupdE » = y 4 % setzt,

108 Viera, od. Scmooren, Lugd. Bat 1646, S. 149, — W9 Hovaens, Oeuvres,
Ausgabe der hollind. Akademie, Haag 1888, Bd. I, S. 330, — M0 DgpscarTes-
Auegabe, besorgt von ScuootEN, 1659; 3. Ausgabe von 1683, Teil 1, 8. 499—500:
De reductione aequationum, regula 21, exempl. 4.



Die Gleichungen dritten Grades. 279

wo HuveeNs z = y ~— » nimmt. Eine weitere Ausbildung unternahm
Lacrange (1786—1787; Turin, Berlin, Paris).11!!
3) TscmIRNEAUSEN (1651 bei Gorlitz — 1708; Paris, Sachsen).
1683, Moethodus auferend: omnes terminos tntsrmedios ex data acquatione, 1112
Die gegebene Gleichung
)23+ gz+r=0
wird kombiniert mit der angenommenen
D 2tvrt+w=1n
Die Elimination von z zwischen 1) und 2) liefert eine kubische
Gleichung fiir y, die durch geeignete Bestimmung von v und w 2u
8) y® = const.

gemacht werden kann, Daraus y, dann mittelst 2) z.
4) EviEr (1707 Basel — 1783; Petersburg, Berlin, Petersburg)
1782. D¢ formis radicum aequationum ouiusque ordinis conjeciatio § 3.111%
In
Hx*=az+d

9 z=Ya+ VB
gesetzt und eine Gleichung
N =wx—4
gesucht, deren Wurzeln 4 und B sein sollen. Durch Kubieren von 2)
und Vergleichen mit 1) wird

e=38-YA-B, b=A+B.

Aus 4+ B=« und 4-B = g folgt ¢ = &, # = 45 a° so dab 3) nun-
mehr lautet

wird

4) P =bzx— JHa

Hieraus 4 =z, B= 2, als Wurzeln, dann z nach 2).

5) EvLes und Btzour (1730—1783, Paris). Evier, 1764. De
resolutione aequationum ouiusvis gradus. 1'% Betzour, 1765. Sur la
résolution générale des équations de tous les degrés.t'1®

In

)+ metfnz+p=0

11 Noov. Mém. de Berlin, 1770 (gedr. 1772) Réflexions sur la résolution algébrique
des équations, Section I, 8. 135ff.; Laanaxae’s Werke, ed. Sesner, Bd. 1II,
Peris 1869, S. 20T, — M2 dcta eruditorum, Lips. 1688, 8. 204—207, —
W3 Comment. Petropol. ad annos 1732—33 (gedr. 1788), Bd. VI, 8. 217 —
4 Nove comment. Petropol. ad annos 1762/63, Bd. IX (gedr. 1764), 8. 70—98,
— W6 Hipt, de 'Acad. d. Paris, 1765 (gedr. 1768), Mém. 8. 533—552.
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substituiert BEzouT

_f+gh

DR k+y
und bestimmt f, ¢ so, daB » zu

8) ¥ +h=0
wird. Setzt man die WurzelgrdBe fir ¥ in 2) cin, so ergiebt sich
nach Wegschaffung der Nenner ein Ausdruck von der Form

Haz=a+by+ecys

EviEr eliminiert y aus 8) und 4) und vergleicht das Resultat der
Elimination mit der vorgelegten Gleichung. Das % setzt Bezour
schon im Anfang gleich — 1, wihrend EuLEr es bis zum Schluf
beibehidlt und erst dann eine von den willkiirlichen Konstanten, die
ihm das Resultat am einfachsten zu machen verspricht, gleich 1 setzt.

II. Trigonometrische Losungen.

1) Viera, 1691. Supplementum geometriae (gedr. 1593).111¢
1591. De cequationum recognitione ef emendatione (gedr. 1615). 1117
Viera vergleicht die kubische Gleichung 2® — 34?2 = ad fiir

a >% mit der goniometrischen Formel
(2cos J )’ — 3(2c08 ) = 2 cosep.
Die Lisung ergiebt sich, wenn man ¢ aus b = 2acosq berechnet
und z = 2acos } ¢ nimmt.
2) Aub. Girarp (15907 — 1832; Leiden, Lehrer d. Mathematik),
1629. Invention nmouvelle en lalgcbre 1118
Girarp's Verfahren ist ein rein geometrisches und fiihrt die
Losung auf die Dreiteilung eines Winkels zuriick. Setzt man
nachtriglich die geometrischen Ableitungen in die algebraische
Sprache um, so erhdlt man fir
P=pr+gq
x =2rcosqg
z, = —2rcos{60° + ¢)
Ty = — 2rcos (60° — g),

M6 Vgl. Cavron, I1% 8. 585. — W? Vipra, ed. Scuooren, 8. 91, Z. 13f., wo
die Losung der Gleichung z® — 300 x = 432 auf clegante Weise mit Hilfe der
Winkeldreiteilong crreicht wird; vgl. Cantos, IIY 8. 636 und Hangrr, 8. 374
(Aom. 40). — W8 Rijckeeite der Signatur D;f. (Anm. 13}, Gmaro list die
Gleichung 2 = 13 4 12 gleichzeitig mit 1% = 12x—12, um die negativen
Werte 2, und x, zu veranschaulichen; vgl. Cawtom, II® S. 806—807 und
MarTuiEsseN, S. 896—897 (Anm. 1086).
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wobei
—1/2 _ 84
r_|/3 und cos3¢ Spr
ist. — Wenig verschieden ist eine geometrische Methode von

VAN SCHOOTEN. 1119

3) EYTELWEIN, 1824, 1120

Dieses Verfahren wird im Schuluntericht heute fast ausschlieB.
lich vorgetragen. EYTELwEIN benutzt das Morvre’sche Theorem.
Liegt die Gleichung

d—pz+g=0

vor, wo 4p3 =27 ¢ sein soll, so wird der Hilfswinkel ¢ aus der
Gleichung '

cos3p = poi/%

entnommen und liefert dann
2 = F Vip-cosg
5y = & V§p+cos (80° — )

Zg = & V4p-cos(60° 4 ¢).
Die Resultate stimmen mit denen in Nr. 2 tiberein, nur daB Giragy,
wie betont, rein geometrisch zu Werke gegangen ist.

Die trigonometrische Lisung zeigt ihre hohe Verwendbarkeit
besonders in dem irreducibelen Fall, da hier die allgemeine F'ERRO’sche
Formel versagt. Den Beweis, daB in diesem Fall stets drei reelle
Wurzeln vorhanden sind, hat (1746) Craimavr (1713—1765, Paris)
zuerst gefithrt, 1121

Nebenbei sei noch auf eine andere Methode fiir den irreduci-
belen Fall aufmerksam gemacht, die von LEiBNiz unter Benutzung
von Reihenentwickelungen aufgestellt ist. 1122

II1. Methoden zu nidherungaweiser Berechnung der Wurzeln,!133

Gerade umgekehrt wie sonst sind uns Naherungsverfahren for
kubigche Gleichungen aus dem Orient erst fiir spitere Zeiten be.
kannt, als aus dem Abendlande. (G17aT EpDIN AL-Kascer (um 1485;

W9 Descartes-Ausgabe v. Scaooren, 1659, Appendic de cubicarum aequationem
resolutione, 2. Ausg. v. 1649 Lugduni, S. 258, 3. Ausg. v. 1683 Amstelodami,
Teil 1, 8. 345 — 120 Eyrenwein, Die Grundlehren der hoheren Analysis,
Bd. I, Berlin 1824, § 175, 8. 216. — "2 Eilém. &’ Algébre, Paris 1748, Partie V,
cap. VII, S. 268269, — 22 [, jp Epistola ad Wallisium; Wallisii opera L. IIL
Ep. 27; nach Matruressex, 8. 879 (Anm. 1086). — ™3 Um Wiederholungen
zu vermeiden, werden hohere Gleichungen mit eingeschlossen.
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aus dem Gelebrtenkreise ULug-BEa’s) lebrte ein solches fir die Form
2® + b = ax, das ziemlich starke Anndherung besitzt, aber nur an-
wendbar ist, wenn & sehr viel groBer als & ist.'*% Uber zwei Jahr-
hunderte frither begegnet une schon im Abendland eine solche Me-
thode. Leonapo vonN Prsa, dessen liber adact von 1202 einen
Wendepunkt der Mathemalik zu Gunsten des Abendlandes bedeutet,
hat in einer Abhandlung mit dem -eigenartigen Titel ,Flos“ Auf-
gaben erledigt, deren Behandlung ihm von anderen Gelehrten auf-
gegeben war. Hierunter befindet sich die aufzulésende Gleichung
342324105 =20. Das von LronarDO in Sexagesimalbriichen ge-
gebene Resultat weicht von dem genauen, mit modernen Hilfsmitteln
ausgerechneten Werte um weniger als }-10-1° ab — eine geradezu
wunderbare Gensauigkeit. Leider schweigt sich der scharfsinnige
Rechner iiber das eingeschlagene Verfahren giénzlich aus und neuere
Rekonstruktionen sind nicht gelungen.!!*s

Eine brauchbare Approximationsmethode lieferte (1545) fur Glei-
chungen dritten und vierten Grades, die aber auch ohne weiteres
auf hohere Gleichungen iibertragbar ist, der Italiener CArDANO — ein
neues, oben (8. 276—277) einzureihendes Verdienst dieses lange
geschmihten Mannes.1’?® Ein von dem deutschen Rechenmeister
Jomannes Junge (Libeck) 1577 verdffentlichtes Verfahren, das auch
Ramarus Ursus (kaiserlicher Mathematiker in Prag) in seinem 1601
erschienenen Werke Arithmetica analytica vulgo Cose mitteilte, kann
kaum dem vorigen gleichgestellt werden, da es aunf sebr gewagtes
Probieren hinausliuft.}'3” Besser ist eine Methode SteviN's (1548
— 1620 Leiden), die aufl wiederholtem Einsetzen berubt, wodurch
die Grenzen, zwischen denen sich die gesuchte Wurzel befindet,
immer enger gezogen werden konnen (1585 L’ Arithmetique).11%®

Uber Stevin's Verfahren steht wieder ein von Viera (1595) ers
sonnenes, '1*® dag ebenfalls allgemein anwendbar ist und Ahbnlichkeit
mit dem reinen Wurzelausziehen bhat. Liegt z® 4-pxz =g vor, so

"24 Hanxer, 8. 290—293 (Anm. 40); Caxror, 1% S, 736—738. — 126 Lzonarpo
Pisano, ed. Boncompagni, 11, 8. 228 £ (Anm. 17); vgl. Canror, II?, S, 46—47. —
W28 Adrs magna, 1545, cap. 30, De regule eurea; Cambano, 1V, S, 273—274
(Aom. 844); vgl. Cantor, II®, S. 506—307. — W27 Gemmanor, (Feschichte der
Mathematik in Deutschland, Minchen 1877, S. 80—87. — W28 I’ drithinetique,
Buch II, probl. 77 reigle; Stevi, I, S. 88 (Anm. 88); auch in Girirp's In-
vention nouvelle en Valgébre, 1629, Signatur E mit der vorhergehenden und der
folgenden Seite (Anm. 13); vgl. Cawvox, II%, S. 628, — W23 D¢ numerosa
potestatum purarum atque adfectarum ad eregesin resolutione tractatus (gedruckt
zuerat 1600); Viera, ed. Scmooren, Leiden 1646, S. 162—-228; vgl. Canror, IIP,
8. 640; Haxger, S. 369—370.
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setzt VIETA = &, + @, + 7,, WO etwa z, ein Hunderter, z, ein Zeh-
ner, z, ein Einer ist, die z; jedenfalls von fallendem Range sind.
Durch Einsetzen und Ordnen der Gribe mach wird

g=22+p 2 +Cx+pn+5’+...
Die fehlenden Glieder enthalten 2,, sind also im Verbiltnis zu den
vorhergehenden von untergeordneter GroBe. x, ist, dbnlich wie beim
Wurzelziehen, leicht zu erraten; subtrahiert man z,2+ pz, von ¢
und dividiert die erhaltene Differenz durch (22, + p), so erhilt man
u s f.

" Sehr foin ist eine Niherungsberechnung, die Birar (1552
— 1632, Kassel, Prag; Mechaniker, Mathematiker und Astronom)
etwa gleichzeitig mit Viera (um 1590) einschlug.'® Sein Beispiel,
die Gleichung der Neunecksseite

1) 9 =30+ 2724 — 92° + 28 = 0,

laBt am besten den Gang der Rechnung erkennen. Mittels geo-
metrischer Konstruktion fand Bigar zunichst 0,68 < z < 0,69. Wird
z, =068 in 1) eingesetzt, so erscheint rechts statt 0 der Wert
0,0569; bei x, = 0,69 ebenso — 0,0828, Der Unterschied 0,1397 in
dem Werte des linken Ausdruckes entspricht demnach einem Unter-
schiede von 0,01 fiir den Wurzelwert 2. Dies veranlaBt Birei,
die folgende Proportion anzusetzen, wobei der Zuwachs von z; mit
4z bezeichnet wird:
0,1897:0,0569 = 0,01: d=.

Daraus ergiebt sich 4x = 0,0040. Hiermit verbessert er die ersten
Werte von z und nimmt nun an

z, = 0,6840, =z, = 0,6841

u. s f. Die erste Wiederholung des Verfahrens liefert bereits mit
recht betrichtlicher Genauigkeit x = 0,68404029.

Die Auswertungsart von VIETA wurde von vielen Mathematikern
tibernommen; so von Haxrmior (1631),1'%! DECHALEs (1674),11%2 u, a.
Sie ist dann darch NEwron (1669),!1% der fir » eine Reihe 1, + x,
+ x, + z, + . . . berechnet, weitergefihrt und unter seinem Namen erst
allgemeiner bekannt geworden. NEwTON setzte voraus, daB die erste

130 Rup, Worr, Astronomische Mitteilungen, Nr. 31, 1872, 8. 55—67; nach
Caxtor, II,® S, 846, — W3 4rtis analyticae praxis, 1631, 8, 117—180, Exegetice
rumeroga. — W2 Mundus mathematicus, 1674, nach Canroe, III*, 8. 15, —
133 Newron, Analysis per acguationes, 1669 (1704 zum erstenmel gedruckt),
Commercium epistolicum, S. 61, (Anm, 513). Uberschrift: Exempla per Re-
solutionem Aequationum.
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Anniherung = = 2, + Az schon so nahe gewahlt ist, daB 4z < Py,
um die in der Rechnung auftretenden hiberen Potenzen vernachiissigen
zu konnen. Durch Einsetzen in die vorgelegte Gleichung beliebigen
Grades erhilt man eine lineare Gleichung fir Az, das daraus be-
stimmt werden kann. Mit dem Werte x4, = z, + d2 wird die Ope-
ration wiederholt; durch fortgesetztes Verfahren kann allmahlich die
Genauigkeit bis zu jedem gewiinschten Grade getrieben werden.
Die Newron'sche Approximationsmethode hat den Nachteil, ein-
mal nicht den Grad der Anniherung erkennen zu lassen, dann aber
noch eines besonderen Kounvergenzbeweises fir die erhaltene Reihe
zu bediirfen. Diese Fehler vermeidet von vornherein das LiagRaNGE -
sche Verfahren mit Kettenbriichen (1767)113% Ist niherungsweise
irgend ein Wurzelwert = = p bekapnt — und LaeranGE schickt ein
besonderes Verfahren zur Auffindung eines solchen voraus —, so
setzt L.AGRANGE

1

z=p-+ v
Durch diese Substitution ergiebt sich eine Gleichung fir y, fiir die
y = ¢ ein ganzzahliger Niherungswert sei. Nun setzt er von neuem

. 1

y=¢g+ )
u. 8. £ Fir die abgeleiteten Gleichungen in ¥, » u. s. w. berechnet
Lacrance die nétigen Koéffizientenformeln. FEin Nachtrag 1135 lehrt
Regeln zur Bestimmung imagindrer Wurzeln. —

Zu erwihnen ist ferner noch eine von den vorsteshenden ganz
unabhingige Methode, die DanieL BerNouLi: (1728) unter Benutzung
rekurrenter Reihen vorschligt.’!?® FEoLer wiirdigt sie in eeiner
Introductio von 1748 (cap. 18) einer eingehenden Darstellung unter
Hinzufiigung der durch BErNoULL: nicht gegebenen Herleitung und
einer Untersuchung iiher den Grad ihrer Verwendbarkeit.

6. Die Gleichungen vierten Grades.

Eng verbunden mit der Ldsung der kubischen (Gleichungen ist
theoretisch wie historisch die der biquadratischen. Wir finden bei
den Griechen, selbst bei Diornant keine Aufgabe, die auf eine
Gleichung vierten Grades hinauskommt.’¥" Die spiteren sndischen

W34 Mém. de Berlin, Bd, 23, 1767 (gedr. 1769), Sur la résolution des équations
numériques, S, 311/, — %36 Mém. de Berlin, Bd. 24, 1768 (gedr. 1770), .Ad-
ditions au mémoire sur L »...., 8. 111 £ — W38 Comment. Petrop.,, Bd. 3, ad
snoum 1728 (gedr. 1782), 8. 85—100. — 137 Nach R. BaLtzer soll bereits Arcar-
uepee die Lsung einer Konatruktionsaufgabe besessen haben, der eine Gleichung
IV. Grades zu Grande liegt, vgl. Parrus, ed. Hovtscs, Bd. ITI, Berlin 1878, S. 1281,
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Mathematiker (BEaskara, geb. 1114) haben gelegentlich auch
Gleichungen von hdherem als dem zweiten Grad, darunter auch eine
biquadratische, *®! sich vorgenommen; diese sind aber immer spe-
zielle und auf niedere Form zuriickzufilhren oder mit irgend einem
besonderen Kunstgriff zu l8sen.

Den Arabern kommt das Verdienst zu, die kubischen Probleme der
Griechen und &hnliche Aufgaben in algebraische Form umgesetzt zu
haben, indem sie die geometrischen Beziehungen in solche zwischen
den verschiedenen Potenzen einer Unbekannten verwandelten. So
weit sie jedoch auch in der Behandlung der Gleichungen dritten
Grades kamen, so wenig war ihr Eifer bei den Gleichungen vierten
Grades von Erfolg gekront.

Von ABurL Wara (940—998, Astronom in Bagdad) wird iiber-
liefert,1'%® daB er eine Abhandlung: Methods, die Seite des Kubus
und des DBiquadrales, soune des aus diesen FPolenzen zusammen-
gesetzten  Ausdruckes xu  finden geschrieben habe; mehr als der
Titel ist uns aber nicht bekannt. Ob darin wirklich neben den
reinen Gleichungen z®=¢ und z*=a auch noch die Form
2% 4+ az® = b, was in dem Titel liegen wiirde, erfolgreich be-
handelt war, erscheint eigentlich recht zweifelhaft, da selbst Omar
AvcHalzami (+ 1128), dem bei dem Gleichungen dritten Grades
die Aufstellung einer systematischen Liésung gelang, biquadratische
Gleichungen sowohl geometrisch wie algebraisch durchaus fiir unlosbar
hielt.)’** Wir kennen nur eine Aufgabe biquadratischer Natar, deren
Lésung die Araber wirklich geleistet haben,!'% Der von dem Uber-
lieferer picht genannte Verfasser will ein Paralleltrapez mit drei
gleichen Seiten aus dieser Seite und dem Flicheninhalt konstruieren.
Die sich ergebende Gleichung

(100 — 2% - (10 — ) = 8100

oder
z* + 20002 = 2023 4+ 1900

wird mit Hilfe einer Hyperbel und eines Kreises durchgefiihrt.

Bis iiber das fiinfzehnte Jahrhundert hinaus erstreckt sich die
Zeit des rastlosen Versuchens, wie man die sich entgegenstellenden
Schwierigkeiten iiberwinden konnte, Wir verweisen fir diese Zeit auf

138 Worrcee, Rech. sur Uhistoire de Scienc. Math. ches les orientaux, Paris
1855, 8. 36, Nr. 8 u. Anm. 2 (Extrait Nr. 2 de I'année 1855 du journal Asiatique),
— "33 Wogpcke, L’algébre d'Omar ArkavaMi, 8, 19, § 46 Anfang (Anm. 1082).
— M40 Dggelbst 8. 115—116; ferner Liovviee's Journal 1868, H. Folge, Bd. 8,
8. 37—10, bes. S. 65 ff.
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die Geschichte der kubischen Gleichungen. FErst nach der Lisung
dieser gelingt es, auch des hdheren Problemes Meister zu werden.

Der hochbegabte Schiiler Carpano’s, Luict FERRARI (1522—1565;
Bologna, Mailand), ist nach Carpano’s eigener Aussage der gliick-
liche Entdecker einer Losung der biquadratischen Gleichung. FERRARI
kann, als ihm der groBe Wurf gelang, noch nicht 23 Jabhre alt
gewesen sein; denn das Manuskript der drs magna (1545), in der
Carpano der Mitwelt die Entdeckung seines Schtilers bekannt
macht,# kam schon 1544 nach Nirnberg zum Druck, wo es
der deutsche Mathematiker MicHAEL STIFEL eingesehen hatte (vgl
S. 277).

Die Methode Ferrarr's besteht darin, daB er die Gleichung

?rnttprt+g=0,

in der das leicht zu entfernende kubische Glied bereits fehlt, so

gruppiert, daB beide Seiten, um eive gewisse gleiche GrdoBe er-
ginzt, zum Quadrat werden. Die spezielle Aufgabe

1) a*+ 622 + 36 = 80z
wird in die Form gebracht:
2) %= 60z — 62°— 36.
Addiert man auf beiden Seiten 2z 2% 4 2?2
3) 2422z 4 22 =322 — 6) + 60z + (3% — 86),

so ist die linke Seite fiir jedes z ein Quadrat, die rechte Seite
nur, wenn

4) 2¥(2z — 6) (x* — 36) = 60.
Diese Bedingung fir « ergiebt eine kubische Gleichung
5) 2% — 322 —36x—3842=0,

deren Ligsung nach den kurz vorher erfolgten Entdeckungen vor-
genommen werden konnte. Ist 3 demgemiB bestimmt, so 1aBt sich
3) durch Quadratwurzelausziehen in eine quadratische Gleichung
verwandeln, aus der endlich z entnommen werden kann.

Diese sinnreiche Methode war bis zu DEscarRTes’ Zeiten die
einzige, nach der die Mathematiker verfuhren. DescarTes (1596
-— 1650; Frankreich, Holland, Schweden) faBte das Problem in

W Ars magna, eap. XXXIX, Regula II: , dlic est regula nobilior praccedente,
et est Ludouici de Ferrarits, qui eam me rogante snvenst. , . .“; vgl, K. Hoxmars,
die Ferrari- Cardanische Auflosung der reduzierten Gleichung IV. Grades,
Ztachr. f. Math. u. Phys., Bd. 30, Leipzig 1885, 8. 41—51.
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anderer Weise an (Géométrie 1637).11%2 Er suchte die Form vom
vierten Grade in zwei quadratische Faktoren zu zerlegen, deren
jeder, gleich Null gesetzt, eine quadratische Gleichung liefert. Er
scheint dabei riickwiirts aus der Multiplikation von etwa

) 2 +fz4g=0
mit

2) 22+ hztit=0
und durch nunmehrige Koéffizientenvergleichung mit der vorgelegten
Gleichung, die er in der Form

3) 2*+nzitpxdg=0
annimmt, auf seine quadratische (leichung

9 drferlpi-Fo=0

gekommen zu sein. Hierin ist f noch durch eine Gleichung sechsten
Grades

5) [+ 2nft 4} — 4g)f* — pt =0,
die auf eine kubische reduziert werden kann, zu bestimmen. In
der Erlduterung, die FLoriMoNDE DE BEAUNE in der SoH0OTEN'schen
Ausgabe der kartesischen Géométrie (1659) zuftigt,''*? ist dieser
Gedankengang wirklich ausgefthrt, indem unmittelbar

hnttprto=(t+fe+g @—-fx+h
gesetzt wird und durch Koéffizientenvergleichung die DEscARTES'-
schen Gleichungen 4) und 5) als richtig nachgewiesen werden.

Als dritte Methode ist die zu nennen, die T9CEIRNEAUSEN 144
(1651 bei Gorlitz — 1708; Paris, Sachsen) einschlug. Ihre Ver-
wendung fur kubische Gleichungen lernten wir friher (S. 279)
kennen. Durch Einfilhrung einer neuen Unbekannten y mittels

1) y=22+ve+w
wird das = aus

2) 2*+madfny?fpat+g=0
eliminiert und nun fiir die neue biquadratische Gleichung in y die
Bestimmung der ¢ und w so vorgenommen, daB das kubische und

lineare Glied fortfallt. Diese Spezialisierung der » und w wird
durch eine kubische Gleichung geleistet.

W42 Qeuvres de Descaptes, ed. Cousin, Bd. V, Paris 1824, Géoméirie, S. 402 . —
W43 III, Aufl,, Amstelodami 1683, Teil I, 8. 137 f.; vgl. Canror, I1%, S.799—800,
— W4 Acta Eruditorum, Leipzig 1683, 8, 204—207.
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Auch die #brigen, frither aufgezihlten Methoden sind auf
Gleichungen vierten Grades fibertragen worden.

EvLEr (1732)114% getzt in die biquadratische Gleichung
1) at=a2?+ bz +e¢

2) e=V)Y4 +VB +VYC
ein. Die GrioBen 4, B, C sollen Wurzeln der Hilfsgleichung

8) Y=ux?+PB2+y

die Summe

werden, also
¢=A+B+C, f=A-B+B-C+ 4-C, y=4-B-C.
Einseizung in 2) und 1) und Vergleichung mit 3) 1abBt die «, 3, y
bestimmen, und 3} ergiebt sich dadurch als
a 4¢ + ot b

h =t
Diese Resolvente liefert als Wurzeln 4, B, . Die vier moglichen
Werte von x sind alsdann

4= VT +VE +yC
"=VI-15 -y
©=YB -y -Y4
z,=)YC—-YyY4 -yB.
Auch aus der Substitution
e=V4+VE+ 17
leitet EoLER fiir 4, B, C eine kubische Gleichung ab,114¢
Die Evrer!*"-Bezout'sche!4® Methode hat als Endziel, die
Gleichung
1) 2*+maddn?+prxt+qg=o0
durch die Substitution

2) a=a+dby+ ey dy?

8) y'+h=o

1146 Comm. Petrop. ad anmos 1732/33 (gedr. 1798), Bd. VI, §. 218219, —
1146 Dagelbst 8. 219—220, — W7 Nov. comment Petrop. ad annes 1762/68,
Bd. 9 (gedr. 1764), 8. 70—98. — 48 Hint, de 1'Acad. d. Paris 1765 (gedr. 1768),
Mém. 8. 538: ,,Mém. sur la résolution générale des équations de tous les degrés’;
vgl. auch Hist. de I'Acad, d. Paris 1762 (gedr. 1764), Mém. 8. 17—52: Mém.
sur plusicurs classes d’équations de tous les degres, qui admetient une résolution
algébrique.

in
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iiberzufihren. Vier von den finf HilfsgroBen o, 3, ¢, d, 2 sind zu
bestimmen; eine ist beliebig. EurLes wihlt sofort ¢=1 und findet
ftir & eine Gleichung dritten Grades. BrzouT pimmt 2= —1 und
stellt fir ¢ eine Gleichung sechsten Grades auf, in der aber die
ungeraden Potenzen von z fehlen,
Bei anderer Gelegenheit!’*® eliminiert Bfzovr in #hnlicher
Weise 2z aus
) B+ {frgisththkr=v
und
3 224+D=0
und kombiniert die erhaltene Gleichung mit 1); die Koéffizienten-
bestimmung fihrt auf kubische Gleichungen.
LacranGe (1770)'%° uptersucht Funktionen der vier Wurzeln
Xy, Ty, Ty, %y auf ihre Wertverinderung hin bei Vornahme aller
miglichen Permutationen dieser Wurzeln unter einander; er findet
eine Funktion

Yy =12 T+ T Ty,
die trotz aller Vertauschungen nur drei Werte y annimmt und daher
in Abbingigkeit von einer Gleichung dritten Grades gebracht werden

kann. Aus den drei Lisungen der Gleichung in y sind die x zu
bestimmen. Eine zweite Funktion

=z, —z + 3z, — 2

nimmt zwar im (Ganzen sechs verschiedene Werte ¢ an, muB also
einer Gleichung sechsten (Grades geniigen; doch enthdlt diese nur
gerade Potenzen der Unbekannten, so daB auch sie ldsbar wird. Die
sechs Wurzeln ¢, ... ¢ fihren zu den gesuchten Wurzeln z, ... z,.

7. Dis Gleichungen von hiherem als dem vierten Grade,

Als es gegliickt war, die Gleichungen dritten und vierten Grades
zu losen, begann das Interesse fiir Gleichungen nock héheren Grades
sich zu steigern. Die bedeutendsten Mathematiker des siebzehnten
und achtzehnten Jahrhunderts versuchten an der nicht uniiberwindlich
erscheinenden Aufgabe ihre Kriifte; man ahnte nicht, welch uniiber-
steigliche Kluft sich zwischen den Gleichungen vierten und fiinften
Grades befand, Wie bei dem #lteren, #hnlich heif umworbenen

149 Hist. de I'Acad. de Paris 1765 (gedr. 1768), S. 548. — W80 Nouv. Mém.
de I'scad. de Berlin 1770 (gedr. 1772), 8. 184—215 (bes. 8. 180, 183); LiaorangE's
Werke, ed. Serrer, Bd. III, Paris 1869, Nr. XIII, sect. II, 8. 254 ff.

TroPFKE, Geschichts, I. 19
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Problem der Kreisquadratur brachte erst das neunzehnte Jashrhundert
die Autklirung. Alle Bemiihungen muBten ohne Erfolg sein, da
der negative Beweis gelang, daB mit den angewandten Hilfsmitteln
eine Lisung unméglich ist.

Eine besondere Rolle in dem .aussichtslosen Kampfe spielen die
Namen TsoHIRNHAUSEN, EULER, LAGBANGE.

TscHIRNHAUSEN'S (1651 bei Gérlitz — 1708; Paris, Sachsen)
Methode, die wir bei kubischen und bigquadratischen Gleichungen
sich bewdhren sahen, bestand darin, durch Substitutionen solche
Glieder der Gleichung fortzuschaffen, die einer Reduktion auf
einen niederen Grad hinderlich sind. So gliickte bei der kubischen
Gleichung die Entfernung der ersten und zweiten Potenz der Unbe-
kannten, bei Gleichungen vierten Grades die der ersten und dritten
Potenz. In der Abhandlung aus den dete Fruditorum von 16831144
filhrte TscRmBNHAUSEN die Gleichungen fiinften und sechsten Grades
auf solche zuriick, denen das zweit- und dritthdchste Glied fehlt.
Diese Abhandlung und sein Briefwechsel mit LEinNiz zeigen deatlich,
daf er die Hoffnung hatte, das Fortschaffen der mittleren Glieder
noch weiter treiben zu kdnnen. Der sich ihm bei der rechnerischen
Durchfilhrung entgegenstellenden Schwierigkeiten konpte er natiirlich
picht Herr werden. Aus den Antworten, die Lersmiz an TscHIRN-
HAUSEN zuriicksandte, ersehen wir, daB auch LeBniz ihnliche
Bahnen beschritten hatte,138! ja daB er schon eine Ahnung von der
Unméiglichkeit des Vorhabens besa8. , Deine Methode, die mittleren
Glieder einer Gleichung wegzuschaffen — 80 schreibt er gelegent-
lich an TscriRNEHAUSEN — ,wird meiner Uberzeugung nach bei
Gleichungen hiheren Grades nicht von Erfolg sein kénnen, hochstens
in speziellen Fillen. Ich glaube hierfir einen Beweis za haben.* 1162

Lemy1z’ Warnung kam nicht in die Offentlichkeit. Und auch
durch sie hztten sich die Mathematiker der nichsten Zeit nicht
zuriickhalten lassen, so lange nicht ein iiberzeugender Gegenbeweis
vorlag. Man erkannte wohl, daB die Rechoungen ins Riesenhafte
wuchsen, hoffte aber immer, daB die auftretenden Hilfsgleichungen,
wenn sie auch im Grad bedeutend hoher waren, als die betrachtete
Gleichung selbst, sich doch auf irgend einem Wege, der nur durch
die Ubersichtslosigkeit der auBerordentlich groBen Rechnungen ver-

M6l Lemwiz, Werke, ed. Geeuaror, 8. Folge, Bd. IV, Halle 1859, 8. 482. —
52 Daselbst S, 478, Z. 3 v, w. — 8. 479, 2. 9: ,,... tuam methodum radices
aeguationwm inveniends . . , auferendo terminos intermedios . . . non puto succedere
posse in altioribus, nisi quoad casus speciales. Ejusque rei videor mihi habere
demonsiralionem.*
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steckt liege, auf niedrigere Gleichungsformen zuriickgefithrt werden
kénnten.

Auch Eurer, der groBte Analytiker seiner Zeit, nahm das
schwebende Problem in diesem Sinne!l®? jn Angriff; er traute seiner
Methode, die ihn fiir den Fall » = 8 und # = 4 npicht im Stich ge-
lassen hatte, mehr zu, als sie leisten konnte, Durch die Substitution

z=Vo +Vis + Vas + « oo« + Viucs
dachte er fir dis Gleichung
b2 e 4.,.. =0
eine Resolvente (» — I)*® QGrades
=l = q2p-2 — B2r-3 o yan-2—

erhalten zn kdnnen, deren n — 1 Wurzeln die z,, z,, %, ... sein
sollten. Als ihm dies miBlang, setzte er seine Hoffnung auf die
Substitution

m=yi/7;+xi/§5+u”]/5§+...+wn]/5:1.”“
Seine 80 oft zu bewundernde rechnerische Gewandtheit brachte ihn
dem Ziele nicht niiher.

Ebenso wenig Erfolg konnte Lacranae haben,!%® dessen
Arbeiten bei den Gleichungen dritten und vierten Grades doch
auch nur in der Absicht unternommen waren, um Verallgemeinerungen
fiir hohere Grade vorzubereiten. Nach Lagranak fithrt die TscHirn-
HaUsEN'sche und die Evrer'sche Methode bei » = 5 auf eine Hilfs-
gleichung 24. Grades, die Bezour'sche Methode sogar auf eine solche
vom 120. Grad, die indes in den Potenzen von z nur durch
5 teilbare Exponenten aufweist. Seine allgemeinen Untersuchungen
hellen auch das Dunkel der verwirrend umfangreichen Rechnungen
nicht anf

Erst 50 Jahre spiter kam Klarheit. Waa LEmsniz ahnte, was
Gavuss in seiner Dissertation von 1799 andeutete, daf die Auflésung
einer Gleichung von hgherem als dem vierten Grade auf algebra-
ischem Wege tiberhaupt. unmdghch sel, das wurde 1824 durch den

1163 Comment. Petrop. ad annos 1732,"33 Bd VI .De formis fadwum etc.,
§ 8, 8.220—221; vgl. den Anfang v. § 9: ,,Quamgquam autem, si sequatio pro-
posita plures quam quatuor habet dimensiones, aequationem vesolventem definire
adhuc non possum: tamen praesto sunt nonnullius momenti argumenia, quibus
iste mea comfectura confirmatur; vgl. sueh Hist. de 1'Acad. de Berlin 1749,
Bd. V (gedr. 1751), S. 263—264. — "84 Novi comment. Petrop., Bd. 1X ad
annos 1762—63 (gedr. 1764), 8. 70—98, — 88 Nouv. Mém. 4. Berlin 1771
(gedr. 1778), S. 139,
9%
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jungen Norweger ABEL (1802—1829) in einem strengen, unanfecht~
baren Beweise dargelegt.115¢

Die Unauflésbarkeit beziebt sich indes nur auf die ausschlief-
liche Benutzung von WurzelgroBen. LaBt man héhere Irrationali-
titen zu, so kénnen Aufldsungen angegeben werden. Fir die all-
gemeine Gleichung fiinften Grades hat HermiTe (geb. 1822; Paris)
die Liosung mittelst elliptischer Funktionen zum erstenmal (1858} voll-
zogen; V%7 nach ihm gaben KroneckEr 1% u. a. weitere Methoden. Die
in neuester Zeit definierten und untersuchten ¥ucrs'schen Funktionen
erledigen dasselbe Problem fiir einebeliebig hohe algebraische Gleichung,

Hatten auch die angestrengten Bemiihungen der Mathematiker
vor ABEL nicht den gewiinschten Verlauf genommen, so stellten sich
doch nebenbei andere Beobachtungen und Resultate ein, die fiir den
Ausban einer Theorie der Gleichungen von wesentlicher Bedeutung sind.

So bemerkt Descartes (1687), daB, wenn eine Gleichung die
Wurzel z, besitzt, ihre auf Null gebrachte Form durch z — z, teil-
bar ist,11%® und daB die Konstante stets den Wurzelwert als Faktor
haben musse,'1%® — so zeigt HUpDE in einem Brief (Juli 1657) an
van ScHooTEN, daB eine Gleichung auf einen niederen Grad ge-
bracht werden kann, wenn unter einigen ihrer Wurzeln eine Be-
ziehung besteht, wie z. B., wenn die Summe oder das Produkt je
zweier oder dreier gleich Null oder gleich einer Konstanten ist,
oder weon einige Wurzeln einander gleich sind.}'®! Zu den speziellen
Gleichungsgruppen hdherer Grade, bei denen eine Auflésung gelang,
gehoren die reziproken Gleichungen Morvee's (vgl. S. 265—2686),
ferner die Kresiteilungsgleichungen, fir die Gavss (1801} in seinen
Disquisitiones arithmeticae’1%? eine abschlieBende Theorie gab. All-
gemeine Untersuchungen iiber algebraisch aufldsbare hdhere Glei-

166 Cperie's Journal, Bd. I, Berlin 1826, 8. 65— 84: Démonsiration de I'impossi-
bilité de Iz résolutton algébrique des équations générales qui passent le quetriéme
degré; Oeuvres, Bd. I, Christiania 16881, 8, 66—87. — 1187 Heewmire, Compt.
rend, 1858, Bd. 46: Sur la résolution de Véguation du cinquidme degreé
8. 508—515, 715—722. — 1168 Knonecker, CrerLe's Journal, Bd. 59, Berl. 1861,
8. 306—310: ['ber die Gleichung 5. Grades; Berliner Akademieberichite 1881
(gedr. 1862), S. 609 f'; vgl. F. Kiew, Vorlesungen siber das Ikosaéder wnd die
Auflosung der Gleichungen vom 5. Grade, Leipzig 1084, Abechnitt II, 8. 137 f, —
1189 Descartes’ Qsuvres, ed. Cousin, Paris 1824, V, 889, — W60 DgsosnrTee’
Osuvres, ed. Cousin, Paris 1624, V. 390 und 399, — U6l Der Brief ist mit-
geteilt in der ScuootEn'schen Descartesansgabe v. 1659; so 8. Aufl.,, Amstelo-
dami 1668, Teil 1, S, 407—508. — W62 Disquisitiones arithmeticae, Leipzig 1801,
Abschnitt VII; Gaves' Werke, Bd. I, Géttingen 1870, S. 412 und Disquisitionum
cirea aequationes puras ulterior evolutio (etwa 1808) aus dem NachlaB von Gauss;
Gavuss’ Werks, Bd. II, Gbttingen 1876, S. 243 ff.
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den Namen ,Abel'sche Gleichungen* ein. Sehr wichtig sind die
Resultate, die Gavors (1811 —1832 Paris) iiber dieses Thema
erhielt; 1'% er stellte ale hinreichende und notwendige Bedingung fiir
die algebraische Auflosbarkeit auf, daB simtliche Wurzeln der be-
trachteten Gleichung, vorausgesetzt, daB der Grad der Gleichung
eine Primzahl ist, sich durch zwei unter ihnen rational ausdriicken
lassen. Die Untersuchung, welche Formen diese Bedingung wirklich
erfilllen, ist noch nicht erledigt.

Was die Anzahl der Wurzeln einer Gleichung betrifft,
so spricht GIRaRD (15907—1882, Leiden) in seiner Invention nouvelle
en Ualgébre von 1629 zuerst allgemein aus, dal jede Gleichung
n¥® Grades n Wurzeln besitze,1'% und behauptet, daf die imaginiren
Wurzeln, denen er an sich keine Berechtigung zuteilt, nur deshalb
da seien, um solche Sitze in ijhrer vollen Allgemeinheit aussprechen
zu koonen.%®® Descartes (1637 Géométrie) driickte sich sehr vor-
sichtig aus: eine Gleichung konne so viel Wurzeln haben, wie ihr
Grad anzeigt; hiufig seien einige dieser Wurzeln falech oder kieiner
als Null''% Anders fafit NEwron diesen Fundamentalsatz der Al-
goebra in seinen Vorlesungen (um 1685): eine Gleichung kann soviel
Wurzeln haben, wie ihre Dimension angiebt, aber nicht mehr.}167
Dieser Fassung folgte auch Macraurin (1698—1746, Aberdeen, Win-
burgh) in seiner 4lgebra (1748, nachgelassenes Werk).)1%¢ Bei EuLer
erschien endlich in einem Brief vom 15. Dezember 1742 die genaue
Form: jeder algebraische Ausdruck konne in Faktoren ersten und
zweiten Grades mit reellen Kosffizienten zerfdllt werden.!'®® Kin
Beweis war ihm nach seiner eigenen Angabe damals nicht in v6lliger

63 CezLug's Journal, Bd. 4, Berl. 1829, 8. 131—158: Mém. sur une classe
particulitre déquations résolubles algébriguement; ApeL, Qenvres, Bd.I, Christiania
1881, Nr. XXV, 8. 478—507. — 184 LiouviLie's Journal, Bd. X1, Parie 1846,
S, 4178 Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux; vgl
die Abkandlungen viber die algebraische Auflosung der Gleichungen von N. H, Abel
und E. Galoss, deutsch v. Maser, Berlin 1889. — 1166 Giparp, Invention
(Anm. 13), gwei Seiten nach der Signatur E;, 1I Theorem: ,,Toutes les equations
d’algebre recoivent autant de solutions, que la deromination de la pius haute
quantité le demonstre* — W66 Vgl Anm. 997 und Descantes, ed. Covsiwv, V,
8. 889: ,,... mais souvent il arvive que quelques umes de ces racines sont
fausses ou motndres que rien ... — W67 Npwrons Arithmetica wuniversalis
8. 287 (Anm. 678): , Potest vero aequatio tot habere radices guot sunt dimensiones
ejus — et non plures’, — W68 4 Treatise of Algebra, Part. II, chap. I, § 5,
8. 13%: | No Equation cen have more Roots than it contains Dimensions of the
unknown Quantity'’, — 169 Correspondance Mathématique, ed. Fuse, Petersb.
1848, Bd. 1, 8. 171, Z. 6 ff.: ,,Omnem expressionem algebraicam a +fx+ yat+
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Strenge gegliickt. Auch »’ArEMBERT (1717—1783, Paris) nahm
diese Untersuchungen auf; ihm verdankt man (1746) einen ersten
Beweis.!17® 1749 folgte ein zweiter von Evrer;!'"! einen dritten gab
1772 LagraNgE.11"? Samtliche drei Beweise griff Gauss in seiner
Dissertation von 1799'"® an und deckte Ungenauigkeiten in ver-
schiedenen Schliissen auf; an ihre Stelle setzte er einen neuen,
einwandfreien, der nunmehr das Problem endgiiltig erledigte. Noch
dreimal 1815, 1816, 1849 kam Gauss anf dasselbe Thema zurtck
und stellte weitere Beweise aufl’™ Awgch aus der Folgezeit knnte
noch eine gréfere Anzabl von Beweisen anderer Mathematiker, die
von den verschiedensten Grundlagen ausgehen, aufgeziblt werden.

Wie bei der Anzahl der Wurzeln, so gebiihrt Girarp (1629)
das Vorrecht auch in der allgemeinen Aufstellung des Zu-
sammenhanges der Wurzeln einer Gleichung mit den
Koéffizienten derselben.!'™ CarpaNo haite diese Beziehung
(1545) nur fiir Gleichungen dritten Grades erkannt, % Vimera (1591)
auch fiir héhere Gleichungen,1?® der letzte freilich immer mit dem
Vorbehalt nur positiver Wurzeln, die er allein anerkannte. Girarp, der
die Summe der Wurzeln premiére faction, die Surnme ihrer Produkte
zu je zweien deuxiéme faction u.s. w. nannte,!??" hielt seinen Satz selbst
bei Auftreten gleicher oder imaginidrer Wurzeln aufrecht; ja er

dx® + axt + ele. vel in factores reales simplices p + qz, vel saltem in factores
reales quadratos p + gz + v rosolvi posse Evuree fitgt hinzu: ,ein Satz,
den ich ungefihr wie einige theoremate Fermatiana, aber micht summo rigore
demonstrieren kann.* — W10 Hist. de I'Acad. de Berlin 1746, Bd. IT (gedr. 1748),
8. 189—191, — 7 Hist. de |'Acad. de Berlin 1749, Bd. V (gedr. 1751) 8. 282—235.
— 1172 Nouv. Mém. de 1'Acad. de Berlin 1772 (gedr. 1774), 8. 222 fI.; Laanavae’s
Werke, ed. Sereer, Bd. IV, Paris 1869, S. 479 — U3 Helmstddt 1799:
Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebrascam rationalem in-
tegram wunius variabilis in factores reales primi vel secund: ordinis resolvi posse;
Gavuss, Werke, Bd. III, Gdttingen 1878, 8. 1—30. — W74 Gavss, Werke, Bd. III,
S. 81=102. — I8 Giramp, Invention (Aum. 18), Sigoatur E, verso, XI. De-
finition. — 17?8 Siehe Anm. 1032, Viera zeigt die Zusammensetzung der
Koéffizienten bis zn Gleichungen vom 5. Grade. Fiir n=38 driickt er sich aus:
Wi Aeudbus = B—D=Gin Aquadr. + Bin D+ Bin G+ Din Gin A
aequetur B in D in G: A explicabilis est de qualibet sllarum trium B I vel (7%,
d i wenp A+ (- B-D-G)A*+(B-D+B-G+D:-G)A=BDG
(modern: 2° 4 (=@, — 2, — L) 3 + (2, By + 2, Ty + Xy X)X = X, Xy~ 2,), 80 st A
(d. i. ) durch eine beliebige der GroBen B, D, & (d. i. z,, a,, %) ausdriickbar.
— W77 Vgl Anm. 1175, zwei Seiten spiiter: II Theoreme: ,, La premiere faction
des solutions est esgale aw nomdre du premir meslé, la seconde faction des
mesmes est esgale au nombre du deuxiesme meslé; la troisiesme au troisiesme et
toujours ainsi; lellement que la derniere faction est esgale & la fermeture, € ce
sclon les signes qui se peuvent remarguer em Pordre alternatif.*
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ging noch weiter und berechnete zum erstenmal die Potenzsuromen der
Waurzeln 3 fir & = 1 bis k= 4 aus den Gleichungskoéffizienten,11%®
i

Newron (1685, 1707), Arithmetics universalis, iberschreitet & = 4;117
ein allgemeines Bildungsgesetz filr beliebig hohe Potenzsummen
stellte aber erst MacLAURIN (1748 Algebra) auf.118® In den Opuscula vardi
argumentt 1750 filgte EuLer fir dieses zwei weitere Ableitungen hinzu, 118!

Eine gewisse Vorahnung der Beziehung der Zeichenwechsel
und Zeichenfolgen in einer Gleichung zu dem Auftreten
positiver und negativer Wurzeln scheint Carpano gehabt
zu haben (vgl. 8. 277). Ausgesprochen ist diese Zeichenregel erst
durch DEscantes (1687 Géoméirie)12 Wiederum vorsichtig in der
Fassung, driickie er sich so aus, dab die Aunzahl der positiven
Waurzeln gleich der der Zeichenwechsel sein kionne und ebenso
die Anzahl der negativen Wurzeln der der Zeichenfolgen, da er wohl
wubBte, daB auch komplexe Wurzeln mit ins Spiel kommen kénnten.
Die ndtige Erginzung suchte Newron {1685, 1707) zu geben,!'®?
indem er Vorschriften lehrte, die Anzahl der imaginiren Wurzeln
abzulesen. KEinen Beweis der Dmscarres’schen Zeichenregel fithrte
1741 pE Gua (etwa 1712—1785, Theologe und Mathematiker,
Pariser Akademie),’’® dann KistNer (1719—1800 Gottingen),!1%®
der sich auf zwei frithere, uns unbekannte Beweise von Seexer (1725)
und SriBNer (1730) beruft. Bemerkepswert ist der durch die
Algebra von WarLLis verschuldete, weit verbreitete Irrtum, daB die
Zeichenregel von Harmior herrithre. Einen villig einwandsfreien
Beweis erbrachte auch hier erst wieder Gauss (1828).1166

Die bekannte Regel iiber das Auftreten gleicher Wurzeln
hat Huppe (1628—1704, Biirgermeister von Amsterdam) in dem
ofter erwilinten Brief an van ScmEooTeN (1657) gegeben.'’8? Mit
Beweis wiederholt er sie in einem anderen Briefe von 1658.11%€

1178 (Anm. 1175), Signatur F,, — W79 Abschnitt De transmutationibus uequationum,
8. 251—252 (Anm, 676). — 1180 Part. 1I, ch. 2,§ 18—16, S.141—143{Apm.1168), —
W81 Qpuscula, Bd. II, 8, 108—120. — 182 Qeuvres de Descanres, ed. Covsiy,
Bd. V, Paris 1824, Géométrie, 5. 390: ,,On connoit aussi de cect combien €l pewt
y avoir de vraics racines et combien de fausses en chaque équation: & savoir il
y en peul avolr autant de vraves que les signes + ef — s’y trouvent de fois
étre changds, et autant de fausses qu’sl 8y trouve de fors deux signes + ou deux
signes —, qui 8entre-suivent — W83 Arithin, universalis, S, 241 1. (Anm. 676). —
1184 Hist. de I'Acad. des sciences de Paris 1741, Mém., 5. 72—96. — 1486 1745. De-
monstratio theorematis Harrioti; nach Canrom, 1II*, 8. 562. — 86 Cperie’s
Journal, Bd. 3, Berlin 1828, S. 1—4; Gavss, Werke!, Bd. III, Gattingen 1876,
S. 85 ff. — 4187 Cartesii Geometria, editio IIT p. ScmooTey, Amstelodami 1683
(erste Ausg. 1639), Teil I, S. 433 F, regula X. — 1188 Daselbst S. 507—509, theorema.
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8. Die unbestimmten Gleichungen.

Den Hohepunkt in der Theorie der Gleichungen niederen Grades
bildet die Anpalytik des Unbestimmten, Reich an Methoden, tief an
Problemen, die mit den schwierigsten Kapiteln der Zahlentheorie
im engsten Zusammenhang stehen, hat sie eine ebenso interessante
Vorgeschichte, deren Dunkel noch der Aufklirung harrt.

Griechenland, Indien und — China erscheinen als Zentren ihrer
Entwicklung,

Griechenland steht scheinbar an der Spitze. Wir verdanken einem
griechischen Mathematiker, DropPEANTU® vON ALEXANDRIA (drittes bis
viertes Jahrhundert n. Chr.), die dlteste uns iiberkommene Bearbeitung.
Ihn lernten wir als den erster griechischen Algebraiker iiberhaupt
kennen; jedoch vermochten wir zwischen den Errungenschaften der
dlteren, HuBerlich rein geometrischen Mathematik der Griechen und
seiner Algebra eine Briicke zu schlagen und durch Nachweisen einer
allméhlichen, im Hintergrunde vor sich gehender Bildung das plotz-
liche glinzende Auftreten verstindlich zu machen (vgl. 8. 177—180, 252
bis 256). DaB hierbei aber auch fremder EinfluB eine Rolle gespielt
haben muB, das sieht man aus dem gleichzeitigen Erscheinen unbe-
stimmter Gleichungen, fir deren Behandlung keine Bindeglieder mit
der ilteren Mathematik aufzufinden sind. Wie am Morgen griechischer
Mathematik der Osten Samenkeime sandte, die seit PyTracuras’ Zeiten
zu reifer Frucht aufgegangen waren, 3o schlingen sich auch am Abend
griechischen Tagesglanzes feine Faden aus der gleichen Himmels-
richtung nach Griechenland. Babylons Wissenschaft war lingst
entschwunden, Indiens Ruhm hatte sich zu entwickeln begonmen.
Nicht daB es rein indisches Figentum ist, was uns DiorHANT vor-
trigt! Indische Anregungen sind in griechischem Sinne bearbeitet.
DiopEaNT — oOder wer vor ihm, uns unbekannt, zuerst die neume
Lehre ans Indiens Wunderland in sich aufnabm -- ist echter
Grieche; seine Auffassung, seine Behandlungsart wurzelt durchaus
in griechischer Anschauung. DiopEANT und die gesamte griechische
Mathematik kennt keine Doppeldeutigkeit der Losung, wie sie bei
quadratischen (leichungen moglich ist; der griechische Algebraiker
begniigt sich mit einer L&sung, wie der griechische Geometer be
konstruktiver Behandlung mit einem Schnittpunkt v8llig befriedigt
ist. DropEANT kennt keine negativen Zahlen, DiorEANTs Zahl-
begriff iiberschreitet nicht das Rationale, DiopmanT’s Lésungen
beschrinken sich nicht aunf die Gtanzzahligkeit bei unbestimmten
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Gleichungen — lmrz, mrgen ds geht er ﬂber spemﬁsc]: gnechlsche An-
schauungsform hinaus und eignet sich indische Eigentiimlichkeit an.

Strenge Beweise fiir die ¢ndische Herkunft der diophantischen
Lehre von den unbestimmten Gleichungen fehlen. Indische Uber-
lieferung ist erst aus spiterer Zeit bekannt. Die indischen Astro-
nomen, ARYABHATTA (geb. 476 n. Chr), Braumacurra (geb. 598),
Braskara (geb. 1114), vermitteln uns durch einleitende oder ein-
geschaltete Kapitel in ihren astronomischen Werken Kenntnis von
dem Stand der Mathematik zu ibrer Zeit; eigentliche mathematische
Schriftsteller weist Indier nicht auf, Schon das, was uns ARyas-
HATTA mitteilt, 1iBt auf eine hohe Ertwicklung der mathematischen
Wissenschaften Indiens, die lingere Ausbildung in vordiophan-
tischer Zeiten voraussetzt, schlieBen. Griechischen Einflu auf
indische Mathematik konnten wir mehrfach deutlich nachweisen.
Aber auf zwei Gebieten zeigt sich indisches Wissen in solcher
Meisterschaft, daB hier nur originale Leistungen anzunehmen sind
und auf ihnen umgekebrt die Inder sich als Lehrmeister zeigen,
einmal auf dem (ebiete des einfachen Rechnens in Benutzung
trefflicher Zahlzeichen, in Erfindung eines reinen Positionsrechnens,
dann in der uns hier angehenden Analytik des Unbestimmten. Wir
erinnern an die Vermutung, daB indische Zahlzeichen schon im
zweiten Jahrhundert in Alexandria bekannt wurden (8. 12); v
allem verweisen wir auf die Vollkommenheit der Lehre der un-
bestimmten Gleichungen schon bei ARYAPHATTA, die nicht, etwa auf
griechische Anregung hin, in den zwei Jahrhunderten seit DrormHANT
erreicht worden sein kaon. JIst DrorHANT'S Werk eine Sammlung
von KEinzelaufgaben, deren Ligsungsart von Aufgabe zu Aufgabe
wechselt und jeder einheitlichen Methode entbebrt, so daB ,man
nicht im stande ist, wenn man 100 diophantische Aufgaben ge-
rechnet bat, nun die 101* selbstiindig in der diophantischen Weise
zu 1gsen®, 11 go tritt uns in der indischen Analytik System und
Methode entgegen. Sie bietet uns zum erstenmal die Behandlong un-
bestimmter Gleichungen ersten Grades mit der Beschrin-
kung auf ganzzahlige Lésungswerte, also jener Gleichungen,
die filschlich in der heutigen Schulmathematik unter dem Namen der
,diophantischen Gleichungen® bekannt sind. DiorHANT kannte
die Bedingung der (anzzahligkeit éiberhaapt nicht (siehe S. 158);
er schloB zwar irrationale Werte streng aus, gestattete aber bei
allen unbestimmten Aufgaben rationale Aunflésung. Es ist dies

U89 Hawgec, S, 165 (Anm. 40).
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auch der Grund, daB unbestimmte Gleichungen ersten Grades
von ihm garnicht betrachtet werden, da sie bei allgemeiner Zu-
lassung rationaler Werte keine Schwierigkeiten verursachen. —
Die Inder scheinen zu jhren Aufgaben durch astronomische Fragen
gekommen zu sein, wie durch das Voraushestimmen bestimmter
Planetenkonstellationen, wobei Zahlen zu suchen sind, die, durch
gegebene Divisoren geteilt, gegebene Reste liefern. Das Auffinden
solcher ganzzahligen Losungen geschieht unter Anwendung einer
iberraschend feinen Methode, die AryaBHATTA® bereits besitzt
und Braumacupra mit dem Namen der ,Zerstiubung® belegt, unter
dem sic auch von BmHAsgarRa gelebrt wird.!'® In der Form
verschieden, stimmt sie im Wesen mit der heutigen Kettenbruch-
methode iiberein,

Auch fiir unbestimmte Gleichungen zweiten Grades weisen
die indischen Schriften einen wesentlichen Fortschritt im Vergleich
zu Diopuant auf. Die Inder verstanden Gleichungen von der Form

sy=ar4+by+e
durch ein sinnreiches Verfahren, zu dem sie auch geometrische Be-
trachtungen heranzogen, zu erledigen; sie fiihrten sogar mit Erfolg
die Behandlung von
ar? <+ 1= yg

mit einer von ibnen ,cyklisch* genannten Methode durch,'!®? lgsten
also schon eine Aufgabe, die erst im siebzehnten Jahrhundert n. Chr.
wieder auftauchte und heute unter dem Namen der PEeLL'schen
(leichung eive bedeutende Rolle spielt (vgl. S. 302—308).

Wir kommen zu der chinesischen Mathematik. Bei keinem der
vorhergehenden oder nachfolgenden Kapitel haben wir auf sie zu
verweisen; nirgends findet man bei den chinesischen Schriftstellern
mathematische Sitze, die nicht schon vorher bei anderen Vilkern
entdeckt worden wiren oder fiir die die beigegebenen Zeitdatierungen,
infolge der allbekannten Altertiimelei dieses Volkes, picht von vorn-
herein verdichtig seien. Auf dem Gebiete der unbestimmten Analytik
scheinen wirklich originale Leistungen — 50 weit man his jetzt
iibersehen kann — vorzuliegen, die dann vom fernsten Osten all-

W80 Anvamnarra, ed. L. Rober (Anm. 204), Strophe 32, 33, S. 403, 430—434;
Canroe, IY, 8. 588, — 19" Buasgana, Lildvati, ch. XII, S. 248 ff,, ed. CoLEBROOEE,
S. 112 ff (Anm. 294). — "92 Braumagurra, Cuttaca, sect, VI, VII, ed. CoLepRookE,
S. 361—872 (Anm. 294); Buaszara, Vijaganita, ch. III, eect. I n. ch. VII, VIII,
ed. CoLeBrooke, S, 170—184, 245267, 268—274; vgl. Woeecke, Extrait du
Fakbri, Paris 1958, 8. 43—41; Caxror, I®, 8. 590 ff.; Hanker, S. 199 f,
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miblich zum Abendland vordrangen. Es handelt sich um die bereits
oben bei der indischen Mathematik angefihrte Aufgabe, eine Zahl
zu suchen, die bei gegebenen Divisoren gegebene Reste 14Bt, die
also auf unbestimmte Gleichungen ersten Grades mit ganz-
zahligen Liésungen hinausliuft. Die Anregung zur Betrachtung
dieses Problems mag von Indien gekommen sein, aber die chine-
sische Losungsmethode ,der groBen Erweiterung® (Ta yen-Regel) !
ist durchaus verschieden von dem indischen Verfahren; sie deckt
sich mit einer Methode, die Gauss in den disquisitiones arithmeticae
(§ 32 u. § 36) 1801 giebt. Der alteste chinesische Gewsdhrsmann,
Sux TsE, wird jetzt auf das dritte Jahrhundert angesetzt; weitere
chinesische Bearbeitungen sind aus dem achten und dreizehnten
Jahrhundert sicher gestellt. — Wie das Auftreten dieser Ta yen-Regel
im Abendland seit dem zwolften Jahrhundert zu erkliren ist, dar-
iiber fehlt jeder Anhalt. Nicht nur das Verfahren ist bei LroNarDO
voN P1sa im liber abaet von 120211% genau dasselbe, sondern merk-
wiirdiger Weise stimmt auch das von ihm angefiihrte Beispiel bis
auf die Zahlen mit der chinesischen Aufgabe fiberein, so daB an
thateichlicher Uberlieferung von Osten nach Westen nicht gezweifelt
werden kann. Jedenfalls war durch LeEoNaBDo dis neue Regel dem
Abendland gewonpen, und es kann uns nicht wundern, sie nunmebr
noch Sfter anzutreffen, wie z. B. in einer byzantinischen Handschrift
aus dem vierzehnten Jahrhundert,}!®® in einer miinchener Hand-
schrift des funfzehnten Jahrhunderts,!'® in RupoLre’s Rechenbuch
von 15321197 y, a,

Erhebliche Fortschritte erfuhr die Lehre von den unbestimmten
Gleichungen weder von den .drabern, deren Quelle DiopHANT ist,!'%®
noch von den Mathematikern des Miitelalters. Wir ibergehen die
Einzelaufgaben, die LeoNaRno voN Pisa (1202) stellt, ebenso
die Beispiele, die ReciomoNTanus (1436 — Rom 1476; Wien,
Italien, Nurnberg) in seinen Briefen angiebt,!'®® zu denen er wohl
durch die Auffindung einer DiorHANT-Handschrift veranlaBt wurde,

N33 Vel. Bieanarzel, Die Arithmetik der Chinesen, Berlin 1856 (CreLre’s Journal,
Bd. 52, 8. 79 ff}); L. Marraressen, Ztschr, f. Math, u, Phys., Leipzig 1874, X1X,
8. 270—271; Ztschr. f. math. n. natarw, Unterricht, Leipzig 1876, VII, 8. 78—81;
Ztschr. f. Math. u. Phys., 1881, Bd. 26, S. 83—87; Caew.e's Journal 1881,
Bd. 91, S. 254—261; Canron, I°, 8. 643f. — W94 Leonanpo Pusave, 1, S, 804,
Z. 6—29 (Anm. 17); vgl. Corrze, Ztschr. f. Math. u. Phys., Bd. 41, hjst.-litt.
Abt. 81—82. — 1196 Canror, 1Ib, S, 644. -~ 198 Nach Currze, Ztschr, f Math.
u. Phys., Bd. 40, Suppl. S. 64 ff. Aom. — 87 Ansgabe von 1550, Signatur t,
oDom gelte. — 198 Vgl Woppcke, Extrait du Fakhri, Paris 1838, 8. 3. —
9% Canrom, II°, S. 266.
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ferner die, die der Franzose CmuqQuer im Triparty (1484, Mann-
skript) 12¢ behandelt; nur eine mittelalterliche Aufgabe zieht unsere
Aunfmerksamkeit dadurch auf sich, daB sie einen festen Bestandteil
des damaligen Rechenpensums bildet. Es ist die regula coeci, die
die Anzahl der bei einer Zeche beteiligten Personen — Miinner,
TFranen und Jungfrauer — auns der bezahlten Geldsumme und den
Anteilsverhiltnissen berechnen will. Die ganze Reihe der Rechen-
biicher von Riesg, Ariax, RUDOLFF an setzt hichst gewissenhaft und
verschiedentlich ausschmiickend immer dasselbe Problem wieder aus-
einander. Noch in EvrLer's-Algebre (1771) hat ein Abschuitt (11, 2,
cap. 2), der von einem System unbestimmter linearen Gleichungen
handelt, die Uberschrift: Von dor sogenannten regqula (oeci.

Einen neuen Aufschwung nahm die Analytik des Unbestimmten
im siebzehnten Jahrhundert. Der Franzose BacHeEr pE MEzZIRIAC
(1587—1638) hatte die erste griechische DrorEanT-Ausgabe veran-
staltet und bei dieser Gelegenheit eigene Untersuchungen angestellt.
Am wichtigsten ist die durch ihn vorgenommene Neuaufstellung der
seit einem Jahrtausend verschwundenen altindischen Bedingung, daB
die linearen Gleichungen in ganzen Zahlen gelost werden solien.
Seine zu diesem Zweck erfundene Methode ist zwar verwerthar, aber
sehr umstindlich.120? — Die reichste Anregung floB sowohl ans dem
erleichterten Studium der diophantischen Algebra als aus diesen
Zusitzen BacEHET's fiir seine Zeitgenossen. Besonders FErMaT's
Genie verstand es, die neue Lehre auch fiir hobere Gleichungen zu
einem solchen Grad der Vollendung zu bringen, dab manche der
von ihm erhaltenen Sitze, deren Beweis er nicht mitgeteilt hat,
noch heute nicht streng nachgewiesen sind, obgleich ibre Richtigkeit
feststeht.

Ein brauchbares, heute indes anch iberholtes Lidsungsverfahren
fir dis vnbestimmten Gleichungen ersten Grades gab ein anderer
franzdsischer Mathematiker, RoLLE (1652—1719, Pariser Akademie),
in seinem 1690 erschienenen Werke Traité d'Algébre.12°? TUnter den
spaterhin noch aufgestellten Methoden sind die von Evurer und
LacrangE die einzigen, die in unseren Schulen Eingang gefunden
haben.

1. Methode von EvrEer (1707—1783; Berlin, Petersburg). 1734/5:

1200 Cauquer, im Anbang zum Triparty, z. B. Aufg. 18, 79, 82, 83; Bulletino
Boncompagi, XIV, Rom 1881, S. 434 ff — 1200 Bacaer, Problémes plaisans
el délectables, qui se font par les nombres (I. Aufl. 1812); II. Aufl., Lyon 1624,
Aufg. VI, S. 84—98. — 1202 )ib, I, cap. 7, Eviter les fractions, 8. 69—177; vgl.
Canroz, II° S. 98—99.
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Solutio problemalis arithmetici de inveniendo numero, qui per datos
numeros divisus relinquat date residua. 2%
Ist az 4 by = c mit a < b die vorliegende Gleichung, so wird
die Division
c—by
r = —2
a

ausgefithrt. Es mdge sein
&= +ﬁ]y+ 1_':'613"
wo ¢, 3y, 7y ¢, ganze Zahlen, y, und 4, kleiner als a sind. Der

letzte Bruch 71+ % +4y Y muB ebenfalls eine ganze Zahl sein; demnach
wird weiter gesetzt

n+ by —
a - P,
woraus
L2 ek {
y= (51

folgert. Dividiert man wiederum aus, so sei
9,
y=“ﬂ+ﬂ2 +fl+afi 1

mit den ganzzahligen GréBen «,, f,, 7,, 6, und y,,d, < é,. Fiir den letz-
ten Bruch wird wieder eine newe GroBe ¢ substituiert und nur in ana-
loger Weise weitergeschlossen, bia einmal die vorgenommene Division
ohne Rest erfolgt. Rickwirts einsetzend erhilt man schlieBlich die
gesuchten Wertkomplexe fiir z und .

II. Methode von Lacranae (1736—1813; Turin, Berlin, Paris).
1768: Nouvelle mdthode pour résoudre les problémes indélerminés en
nombres entiers. 129

Die Eigenschaft der Niherungswerte %, %, ;:, .., die

man durch die Kettenbruchentwicklung von % erhilt, dab
Py — 1B =+ 1

ist, liBt, wenn man den Hauptwert % mit dem letzten Niherungs-

wert b, kombiniert, durch
arb,—bea =+1
ein Wertpaar § = + a¢, 7 = F be fir die Gleichung
ex +by=c

1203 Comment. Petropol. ad annos 1734/85 (gedr. 1740), Bd. VII, S. 46 ff.;
vgl. auch Eorer's Algebra, Petersb, 1771, II, 2, cap. 1. — 1204 Mém. de Berlin
1768, Bd. 24 (gedr. 1770), S. 181 ff.; besonders 8. 220 ff.



302 Die Gleichungen.

erraten. Die Gesamtheit der zu suchenden Wurzeln sind durch
z=§E+b-m . .
(m eine beliebige ganze Zahl)
y=9n—am
zu finden, —
Unbestimmte Gleichungen ersten Grades mit mehr als
zwei Unbekannten
a2 + 8%+ oo+t ap, =0
betrachtete EuLER (1785) zum erstenmal. % Die Lésungen miiagen,
wenn £, &, ... & ein Lisungssystem ist, von der allgemeinen Form

n—1
xi=§i+;§l“kams E=12...m),

sein, wo m, beliebige ganze Zahlen sind end die a,; in ziemlich zu-
saromengesetzter Weise von den g, abhingen.!?*® Von Jacosr
(1804—1851; Berlin) rithren verschiedene Losungsmethoden her, 12%7

Ebensowenig wie die letzten Gleichungen gehdren auch die
unbestimmten Gleichungen héheren Grades zum Schulpensum,
so daB sich der folgende Bericht auf wenige historisch wichtige Fille
beschrinken darf.

DroraANT erledigte die quadratische Gleichung az?+ bz 4 ¢ = »?
vollstindig nur dann, wenn ¢ und ¢ gleich Null ist; in anderen
Fillen unterliegen seine Beispiele manchen Beschrinkungen. Xr
untersuchte ferner Doppelgleichungen

a2 +br+e =y
a2+ b,z + ¢, = 23,
die er aber auch pur in besonderen Fillen zwang.12°® Diese Formen
kannten die Inder garnicht!’®?, Dafiir gelang ihnen, eine Losung fir
die Gleichung
ry=ax+by+e
zu finden. Die griBte Anerkennung aber erntete ihre allgemeine
Behandlungsmethode der Gleichung
ar? 4 b=yt
und im besonderen von
aa? + 1 =47,
worauf der allgemeine Fall
e +bz+e=y

1208 Eurer, opuscula analytica, Bd. II, Petrop. 1783, S. 91—101: De relatione
inter ternas pluresve quantitates instituenda., — 1205 Vgl, Weimnaoon, Zischr.
f. Math. u. Phys., XX, Leipzig 1875, 8. 97—117. — 1207 Crerre's Journal, Bd. 69,
Berlin 1868, 8, 1—28; Jacont, Werke, VI, 8. 355—884, — 1208 Npsspimany,
S. 829—354 (Anm. 88).
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von ihnen zuriickgefiihrt werden konnte. KEs ist dies eine Glei-
chung, deren hohe Bedeutung fiur die heutige Theorie der biniren
quadratischen Formen bekannt ist. Bevor die Geschichtsforschung
des neunzehnten Jahrhunderts diese altindischen Untersuchungen
wieder auffand, galt der berithmte Algebraiker Fermar (1601 —1665,
franz. Staatsbeamter) allgemein als erster Aufsteller und Bearbeiter
dieser Gleichung. FEBMAT legte sie 1657 seinen Fachgenossen zur
Lasung vor;1?°* seine eigene Methode ist uns nicht bekannt ge-
worden, Die englischen Mathematiker Warr1s (1616—1703, Oxford)
und Brounker (1620—1684, erster Prisident der Royal Society)
entdeckten 1658 aof mihseligem Wege eine Lisung,'?!® die auch
in einer durch Joun PELL (1610—1685, Staatsheamter Cromwells)
veranstalteten englischen Ubersetzung (1668) einer ,Ceut{dien Algebra*
(1659) des Schweizer Rann (1622—1676) abgedruckt wurde. Hier-
durch zum erstenmal weiteren Kreison zuginglich gemacht, erhielt
sie den Beinamen der ,Perr’schen® Gleichung; auch die Waruis'-
sche Liosung schrieb man zeitweilig PELL zu (80 auch KoLEr, digebra
1771, II, 2, cap. 7 § 98). KEurer benutzte zu seiner Liésung
(1767) die Kettenbruchentwicklung von }/¢.1*"! Licnanoe's Verfahren
von 1769 deckt sich mit dem von den alten Indern eingeschlage-
nen.'¥? Thm glickte auch zuerst der Nachweis, den Warris ver-
geblich gesucht hatte, daB a2? 4+ 1 = »* wenn a keine Quadratzahl
ist, stets in ganzen Zahlen ldsbar ist. Andere Ldsungen lieferte
DiricHLET 1837 unter Benutzung der Kreisteilungsgleichung '2!® und
Kronecker 1863 auf Grund von Eigenschaften der elliptischen
Funktionen, 1214

Eioe noch viel weiter zuriickgreifende Geschichte besitzt die
Rleichung

™ 4 Y = 2R,

Far » = 2 stellt sie die pythagoreische Aufgabe dar, rechtwinklige

208 Brief an FrénicLe, Febr, 1657, Qeuvres de Feeuar, ed. Tannery et Hewny,
Bd. Il, Paris 1897, 8. 333, Z. 3—1 v. u.; Fesuar, varig opera, Tolosae 1679,
S. 190 letzter Absatz. — 1210 Waruis, opera, IL, Oxoniae 1698, Algebre (1683
englisch), cap. 98—99, S. 418—429; commercium epistolicum, Ep. 8, 9, 14, 17,
18, 19. — 121 Novi comment. Petrop. ad annum 1765, Bd, XI (gedr. 1767),
S. 28—66. — 1212 Mém. de 'Acad. de Berlin 1767 (gedr. 1769), Bd. XXIII,
8. 165 f.; Laorange's Werke, ed. Serrer, Bd. IT, Paris 1868, S. 877 fF.; Abh,
der Turiner Akademie, Bd. 1V (1766—69) in Laicravoe's Werken, ed. Sesser,
Bd. 1, Paris 1887, 8. 669 fI.; ferner: Zusitze zur franzds. Ausgabe vou Euvier's
Algebra; Laoravoe’s Werke, ed. Semeer, Bd. VII, Parie 1877, S. 1008 —
1213 Crecie’s Journal, Bd. 17, Berl. 1837, 8. 286—290; Dimcwrer’'s Werke, 1,
S. 345—850. — 1214 Berl, Akademieberichte 1863 (gedr. 1864), S. 44—50.
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Dreiecke mit ganzzahligen Seiten zu suchen, auf die auch die er-
weiterte Aufgabe, allgemeine Dreiecke mit rationalen Seiten, deren
Inbalt ebenfalls rational ist, zurickkommt. Die allgemeine Liosung
der pythagoreischen Gleichung 2? 4 3® = 2? ist

Nz=pQe+ps y=2¢@+p); s=y+p*=242¢%,
wo p der Bedingung, eine ungerade Zahl zu sein, unterliegt.*'* Die
Losungswerte 8, 4, 5 waren bereits den alten Babyloniern, wahr-
scheinlich auch den Adgyptern, bekannt. Pyrmagoras (sechstes Jahr-
hundert n. Chr.), der in Gemeinschaft mit seinen Schillern viel-

fach Untersuchungen iiber rationale Dreiecke angestellt hatte, gab
die Werte

2 w=2¢+1; y=2¢"+2¢; v =2¢*4- 294 4+ 1,219

die man aus der allgemeinen Formel fir p = 1 erhilt. Auf eine
andere Ldsungsgruppe kam Prarton (429 —348 v. Chr.,, Athen):

8 a=m¥—=1; y=2m; x=m?* 4+ 1,1?1?
Formeln, die aus 1) durch ¢ = 1 und Ersetzung des p 4 1 durch
m hervorgehen. Die allgemeine Losung hat Evkwin (300 v. Chr)
in seinen Elementen X. 29. Lemma 1 angegeben. Unter der Voraus-
setzung, dab «$? und «y? zu gleicher Zeit gerade oder ungerade
sind, besteht nach ihm die Relation

aftouyt + (:i‘;_nyj)a _ (aﬁ‘: ﬂ?")s’

d. h, es muB sein

Der=ufy,y=4ep?—ayd); v=3f +ard.

1266 ygl. Laany, Histoire de l'acad. royale des sc. 1729 (Paria 1781), S, 318,
Théor. 11; ferner H. Rare, Gronerr’s Archiv, Bd. 56, 1874, S, 188 ff. —
1218 Henon, Geometria, cap. X1I, § 1, ed. Horrecr, Berlin 1864, S. 56, 2. T—12:
wEiy émaayic 1plyarvor dgSoydmoy ovosjoasdar xare iy Hvayiyon uéedov
#nd nlnSovs negirrod, novjoe; obiws* Sedéadw t xadétp aoedpd; & vir £ ratya iy’
fovrd piyrorras x8" and Toviwy dpsle porida: lourk x0™ Tovswr T0 g pivetae
" ravra 5 facs ngoadéc 1} Pacer povide pinyt yivories iy * tovovtwr i Htotac-
vovaa*, wenn du ein rechbtwinkl. Dreieck nach der Methode des Pyruaaorae
von einer ungeraden Zahl ausgehend bilden eollst, so verfahre folgendermaSen.
Fir eine Kathete sei die Zahl 5 angenommen (v =2¢ + 1); das Quadrat
hiervon giebt 25. Von diesem subtrahiere 1, Rest 24. Die Hilfte hiervon,
9

12, giebt die andere Kathete (y - (—% = 24* 4+ 2¢). Zur Basis flige
1 zu, das giebt die Hypotenuse 13. — Ahnlich auch in Heron'’s Geodisie, cap. XTI,
§ 1, ed. Hoursce, 8. 146, Z. 20—26 und in Paoruus, ed. FrieptElN (Anm. 1068),
8. 428, Z, 10—21. — 217 HppoN, Geometria, cap. 13, § 1, ed. Hovrsen, S. 57,
Z. 9—15; Henon, Geodaesia, cap. 12, § 2, ed. Hovteon, S. 146, Z. 27—32;
PromrLys, ed. FriepLeiv (Anm. 1068), S. 428—429.
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Sieht man hier von dem Proportionalititsfaktor « ab, so brauncht

man pur 8 = 29 +p, y = p, also q=ﬁ;7, anzunehmen, um 1) zu

bestiitigen.

Auch die Inder, angeregt durch die zu ihnen gelangenden
griechischen Kenntnisse, beschiftigten sich eingehend mit pythago-
reischen Dreiecken, Die¢ Regel Brammacupra's (geb. 598 n. Chr.)

B) & = f; y=k(§-7); x=.}(ﬂ?’+‘,)““

deckt sich mit der euklidischen, wenn « = 1 gewihlt wird.

Neuere Untersuchungen fiigen hinzu, daB je eine von drei pytha-
goreischen Zahlen durch 8, eine zweite durch 4, die letzte durch 5
toilbar ist, 80 daB das Produkt aller drei stets den Faktor 60 be-
gitzt (FRENICLE 1676).121° Ferner zeigte FERmAT, dafl es kein recht-
winkliges Dreieck ‘gibe, dessen Fliche durch eine Quadratzahl ge-
megsen werden konne.!?? Durch Aneinanderlegen pythagoreischer
Dreiecke mit zwei iibereinstimmenden Katheten findet man rationale
schiefwinklige Dreiecke. Von diesen ist die Gruppe besonders
interessant, bei der die drei Seiten durch drei aufeinanderfolgende
Zahlen gemessen werden; eine Zusammenstellung solcher Dreiecke
giebt Horre 1880.!22! HeroN'#?? und den alten Indern!??® wayr
nur das Beispiel 13, 14, 15 bekannt. Rationale Vierecke {mit ratio-
nalen Diagonalen und rationalem Inhalte) betrachteten bereits die
Inder, wie BragMaGUpTA.)?*  Allgemeine Untersuchungen iiber diese
stellte in der Neuzeit KuMMER an,!325

Betreffs der allgemeinen Gleichung

) T4 I
behauptete FErMaT ihre Unméglichkeit fir »>>2, indem er zugleich
angab, hierfir einen Beweis entdeckt zu haben.?”® Leider ist
dieser der Nachwelt nicht erhalten und trotz der angestrengtesten

1218 Braumagurra, Cuttaca, ch. XVIII, eect. II, 98, ed. CoLeRoORE, S. 340;
Brasxara, Lilavati, ch. VI, 139—146, ed. CoLenrookE, 8. 61—64 (Anm. 294), —
1269 Mém. de I'Acad. r. d. ec. depuis 1666—1699, Bd. V, Paris 1729; vgl
GeraoNNE's Annalen, Bd. XX, Heft 7, 8. 212 und CreLie's Journal, Bd, 5, 1629,
8. 386, — 1220 Pepuur'sche Diophantausgabe 16705 vgl. die deutsche Uber-
setsung von WEerTeEnDs, S, 294 unten bis 8.295 (Anm. 225), — 1221 Growert's Archiv,
Bd. 84, 1880, 8. 441—443; Bemerkung v. Horre. — 1222 Heron, Geometria,
cap. 24 u. 28, ed. Hovrscn, S. 638, Z. 23fF, S. 86, Z. T — 223 Canror, 1
S. 811; Hawker, 8. 210. — 1224 Cpasues, dpercu hist., Paris 1837, Note 12,
deutach v. Sonnke, Helle 1839, S, 483 fff — 1228 Cppree’s Journal, Bd. 37,
Berlin 1848, §. 1—20. — 1226 Djophantausgabe 1670, ed. Wenarnend, S. 52
(Anm, 223).
Trorrxe, Geschichte, 1. 20
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Bemiithungen der grifiten Zahlentheoretiker bis auf die Gegenwart
noch nicht wieder gefithrt worden,

Es liBt sich zeigen, daB, wenn der Beweis fiir irgend eine Zahl
gilt, er dann auch aunf alle Vielfachen dieser Zahl zu erweitern ist;
daher kann man sich bei allen Versuchen nur auf ein #, das eine Prim-
zahl ist, beschrinken. Mit dem Fall » = 8 beschiftigten sich schou die
Araber; von dem Astronomen ALcHODSCHANDI (um 970 n. Chr.) wird
mitgeteilt, daB er einen, indes nicht einwandsfreien Beweis fiir » = 3
gegeben habe.!??” DaB eine Kubikzahl nicht als Summe zweier Kubik-
zahlen dargestellt werden kann, weil auch der Perser BEna-Eppin (1547
— 1622).12%8 Fiir n = 4 erledigte EvrER?2* dag Problem. DiricELET
(1805— 1859, Berlin, Gottingen) meisterte 1828 28 4 y°® = 25,2% fur
welchen Fall auch Vorarheiten von Gauss in dem NachlaB desselben
gefunden sind.*?3! LaMg fihrte 1840 » = 7 durch.’?3? Den bis jetzt
allgemeinsten Beweis verdankt man Koummen (1810—1893; Breslau,
Berlin), der fiir eine sehr umfassende Gruppe von Exponenten
{(darunter fiir jedes # = 100) die FERMaT 5che Behauptung als richtig
erwies, ¥ Dem Geheimnis des FErRMaTschen Beweises ist man
indes auch hierdurch noch nicht niher gekommen, da zur Zeit
FErmat's die Hilfomittel moderner Zahlentheorie, mit denen KuMMER
arbeiten konnte, unzuginglich waren.

1227 Canror, 1%, 8. 708. — 1228 Brua-ropiv, Essenz der Rechenkunst, ed. Nesser-
uann, Berl. 1843, 8. 55—56, Nr. 4. — 1229 Comment. Petropol. ad annum 1738
(gedr. 1747, Petrop.) Bd. X: ZTheorematum quorundam arithmeticorum dem
strationes, 8.180. — 1230 CreLie's Journal, Bd. 8, Berl. 1828, Beweis firn=>5; Bd.9,
1832, 5. 990—393, Beweis fiir n =14; vgl. auch Diricuser’s Werke, ed. Kronecuer,
Berlin 1889, Bd. I, S. 38 und S. 189 ff — 123! Gavss’ Werke, Bd. II,
Gttingen 1876, S. 398, — 1232 LiouviLie’s Journal, Bd. 5, Parie 1840, 8. 195—215.
— 1233 Creure's Journal, Bd. 17, Berlin 1837, S. 203—209; Bd. 40, Berl. 1850,
8. 130—138: Algemeiner Beweis des Fermat'schen Saizes fir olle digjenigen
Potengexponenien, welche ungerade Primeahlen sind wnd in den Zihlern der
ersten (L — 9) bernoulliscken Zahlen als Fakloren wicht vorkommen (so n=>5,1,
11, 18, 17, 19, 28, 29, 31, 41, 43, nicht fir n=87). Dasselbe auch in Liou-
viee’s Joarnal, Bd. 16, 1851, S, 488—498; Abhdl. der Berliner Akademie 1857,
Math, Abh. 8. 41—74 und Monatsberichte 1857, 8. 275 erledigen den Beweis
auch fir #=237, 59, 67, so daB fir alle Zahlen % von $ bis 100 das FeruaT'sche
Theorem nachgewiesen ist.
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1629
1829

1881

1631
1§31
1634

16317
1§87

1637
1855
18567

um
1668

1668

1874
1675
1676
1684
1885

1690

1693
1693
1698

1698
1708
1706
1710

1710
1729
1784

1784

1737

Cataldi
Gunter

Girard

Girard
Girard

Harriot

Harriot
Oughtred
Hérigone

Descartes
Descartes

Descartes
Wallis
Oughtred

Newton
‘Wing

Moore
Leibniz
Leibniz
Leibniz

De 1a Porte

Caswell

Leibniz
Leibniz
Leibniz

Job.Bernoulli
Jones
Joh.Bernoulli
v. Wolff

Craig
Euler
Euler
Clairsut

Euler

Kettenbruchform . . . . .

log o fir den Logarithmus von a .

tan tan eeo BO
4, a, A a A, fiir sin &, co8 e,

tg e, cigw, seca, cosec [
Runde Klammern. . . e
Wurzelhaken mit herﬁhergmtsten Ex-

ponent-en\!\!........
Einfilbrung kleiner Buchstaben (Vokale

fiir die Unbekannten) . . . . .
Ungleichheitszeichen > < .
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"
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Anhang IL

Zur Geschichte der Algebra.

Znsammenstellung von Originalbeispielen

ans mathematischen Schriften der verschiedenen Perioden.

Die beigefiigten Zublen bezeichnen Seiten, auf denen bereits im Text Originalstellen

10,
11,

12.
13

aogefiihrt eind; die achrigen Ziffern beziehen sich auf die Anmerkungen.

Papyrus Rhind, Rechenbuch des Agypters Ahmes (zwischen
2000 und 1700 v. Chr,)®'; 115, 241.
Aristoteles (3B84—322 v. Chr., Athen)?: 56, 195, 146, 550.
Euklid (um 300 v, Chr, Alexandria)!®’: 28, 98, 56, 198, 233,
958, 285, 286, 968.
Heron (erstes Jahrhundert v. Chr., Alexandria)®d: 29, 98, 52,
183, 115, 445, 255, 1022, 304, 1216.
Theon von Smyrna (um 130 n. Chr)*": 72, 272, 147,
Pappus (Ende des dritten Jahrhunderts n. Chr., Alexandria)?:
29, 98, 147, 551, 288, 968.
Diophantus (drittes bis viertes Jahrbundert n. Chr, Alexan-
dria)®e; 29, 98, 125—126, 147, 553, 160, 607, 177, 705, 708,
186, 204, 822, 246, 1001, 258, 1018.
Theon v. Alexandrien (um 3656 n, Chr)#®: 41, 150, 210.
Aryabhatta (geb. 476 n. Chr., Indien}?%: 128—129,
Boéthius (480 Rom — 524 Pavia)®®: 239,
Eutokius (geb. 480, Askalon): 228, 924
Archimedis opers, I1I, ed. Heiberg.®

Brahmagupta (geb. 598, Indien)**¢: 129—130.
Muhammed ibn Mfsa Alchwarizmt {Anfang des nemnten
Jahrhunderts n. Chr.; arabischer Astronom; Bagdad, Damaskus):
29, 75, 39, 135, 188, 748.

Liber Mawmets filit Moysii alchwerismi de algebra et almuchabale.

Alte lateinische Ubersetzung von Muhammed’s Algebra; versffentlicht
in Libri, Histoire des sciences mathématiques en Italie, 2. Ausg., Halle



Originalbeispiele, Nr. 1—I3.

311

1865, Bd. T’, Note XII und in den ZTratiali d’Arithmetica pudl. da

Boncompagni, I, Rom 1857.

Losung der quadratischen Gleichung 22 4+ 21 = 10z, Libri I,

8. 257:

»Census et viginti pna dragma
equantur decem radicibus, cuius
significatio est quod cum cuilibet
censui addideris viginti unum, erit
quod aggregabitur equale decem
radicibus illius census. Cuius re-
gula est ut medies radices; et
erunt quinque. Quas in se multi-
plica et perveniet viginti quinque:
ex eo itaque minue viginti unum
quem cum censu nominasti et
remanebit quattuor, cuius aceipies
radicem, que est duo, quem
ex radicum medietate, que est
quinque, minue. Remansbit ergo
tres qui est radix cemsus quem
voluisti; et census est novem.
Quod si volueris addes ipsam
medietati radicum et erit sep-
tem qui est radix census, et
census est quadraginta novem.
Cum ergo questio evenmerit tibi
deducens te ad hoc capitulum,
ipsius veritatem cum additione
experire. Quod si non fuerit, tunc
procul dubio erit cum diminutione.
Et hoc quidem unum trium capitu-
lorum in quibus radicam mediatio
est necessaria progreditur cum
additione et diminutione. Scias
autem quod cum medias radices
in hoc capitulo et multiplicas
eas in se, et fit illad quod
aggregatur minus dragmis que
sunt cum censu, tunc questio est
impossibilis. Quod si fuerit eis-

SRR/

2?4+ 21 = 102 (census = 2?,
dragma = constans, radix = ) be-
deutet, daB, wenn du 21 zu dem
Quadrat einer Zahl addierst, die
Summe gleich dem Zehnfachen
der Zahl ist. Die Regel hierftir
verlangt, daf du die z halbierst,
d. i. 5. Diese multipliziere mit sich
selbst, d.i. 25, Hiervon subtrahiere
jene 21, die du mit dem Quadrat
zusammen nanntest; da bleibt 4,
Hieraus ziehe die Wurzel, d. i. 2,
und subtrabiere diese 2 von der
Halfte der =, also von 5. Es wird
nun 3 bleiben. Dies ist die Wurzel
des Quadrates, die du haben
wolltest; das Quadrat ist 9. Wenn
du willst, addiere auch die 2 zur
Hilfte der Wurzeln, d.1. 7. Das
ist + und das Quadrat 2 ist 49.
Wenn eine Aufgabe dich auf
diese Normalform bringt, so priife
die Richtigkeit der mit Addi-
tion erbaltenen Losung. Stimmt
sie Dicht, so ist jeder Zweifel bei
der Subtraktion ausgeschlossen.
Und nur bei dieser einzigen der
dreiNormalformen, indenen es sich
um Halbierung der = handelt, dar{
die Losung mit Addieren und Sub-
trahieren vor sich gehen. Beachte
ferner, datl, wenn du = bei diesem
Fall halbierst und quadrierst, und
es nun eintritt, daB dieses Resultat
weniger alsdaskonstante Glied, das
mit #2 zu vereinigen war, betrigt, so
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dem dragmis equalis, tunc radix ist eine Lsung unmdglich. Wenn

census est equalis medietati ra-
dicum absque augmento et di-
minutione.“

14,

15.
16.

es dem konstanten Glied gleich ist,
dann ist & gleich der Hilfte der =
ohne Vermehrung oder Vermiundg.

Rechenbuch des Johannes von Sevilla (eine Bearbeitung des

Rechenbuches Muhammed’s): 39, 136, 187, 744.

Trattati d’ Arithmetica, publ. da B. Boncompagni, II, Rom 1858.

Bhaskara (geb. 1114, Indien)®%%; 129—130,

Leonardo von Pisa {gen. Fibhonacci; 1180—1250?, Pisa):

147, 187, 745, 188, 747,

. Lsber abaci, 1202, ed. Boncompagni, Rom 1857.

a) Ahnlich wie bei Muhammed ist das Beispiel 2% + 40 = 142
bei Leonardo durchfibrt und erliutert, lider abaci, cap. 15,
pars 3, ed. Boncompagni, S. 409.

b) Eine eingekleidete Gleichung mit Losung (daselbst S. 410):

»31 uis dividere 10 in duas
partes, que insimul multiplicate
faciant quartam multiplicationis
majoris partis in se; pone pro
majori partem radicem, quam
appellabis rem, remanebunt pro
minori parte 10, minus re; que
multiplicata in re, uenient 10 res,
minus censu; et ex multiplicata
re in se proueniet census; quia
com multiplicatur radix in se,
proueniet quadratus ipsius ra-
dicis: ergo decem res, minus censu,
equantur quarte parti census.
Quare quadruplum ipsarum equa~
bitur censui uni: ergo multiplica
10 res minus censu, per 4, uenient
40 radices, minus 4 censibus que
equantur censni. Restaura ergo
4 census ab utraque parte, erunt
5 census, qui equantur 40 radicibus,
Quare diuide radices 40 per 5, exi-
bunt radices 8, quibus equatur cen-
sun: ergo portio, per quam posuisti
rem, est 8; quibus extractis de 10,
remanent 2, que sunt alia portio.*

Wenn da 10 in zwei Teile zer-
legen willst, die miteinander multi-
pliziert den vierten Teil dea Qua-
drates des grdBeren Teiles geben,
80 nimm den griBeren Teil als Un-
bekanpte an und nenne ihn z;
dann werden fiir den kleineren Teil
10—2 bleiben. Beide miteinander
multipliziert liefern 102 —22. Und
aus der Multiplikation von z mit
sich selbst geht z* hervor, weil die
Unbekannte mit sich multipliziert
das Quadrat der Unbekannten
selbst liefert. Also

102 — o® = %22
DasVierfache wird gleich 1 22 sein:
darum multipliziere auch 10z —a?
mit 4; man erhglt 40 z— 4 2%, die
gleich 1 22 sind. Nun fiige 4 2° auf
beiden Seiten hinzu, dann werden
5z?=40x. Deshalb dividiere die
40 durch 5, so wird 8z=1x2,
Daher ist der Teil, fiir den du z
gesetzt hast, gleich 8, Nach Sub.
trahieren von 10 bleiben 2; dieses
ist dann der andere Teil



Originalbeispicle, Nr. 13—21, 3138

17. Nicole Oresme (um 1323 —1382, zuletzt Bischof von Lisieux)%2:
200.

18, Italienische Algebrahandschrift aus dem vierzehnten
Jahrhundert.’5®: 189, 752¢,

Abgedruckt bei Libri (vgl. oben Nr. 18), B4, III, 8. 288 ff.

Daselbst S. 332: ,,100000 lire et 25000 cose 2500 quadrati censi
e 125 censi cubi e 3 quadrati 4 censi di censo e {5 di censo di
cubo, che sono equale ad 161051 lire: restora le parti, leva da ouni
parte 100000 lire, restara 61051 lire equale a 25000 cose ¢ a 2500
quadrati e 125 censi cabi e 3 quadrati } censo di censo, & &5 di
censo di cubo; reduci ad 1 censo di cubo, arai 1 censo di cubo
e 100 quadrati censo di censo e 4,000 censi cubi et 80000 quadrati
censi et 800,000 cose, equale ad 1953632 numero ... Die nun
folgende Losungsmethode ist falsch! —

Die Gleichungen heiflen modern:
100000 + 25000 = + 2500 22 + 125 2% - 81 o o &, 25 = 161051
61051 = 25000 z + 2500 z* + 125 2° + 33 2* + r§5 2°
z5 4 100 z* 4 4000 23 4 80000 z? 4 800000 = = 1953632
w s W,
19. Alkalsadi (+ 1477 od. 1486; Andalusier)*’®: 238,
20. Deutsche Algebrahandschrift von 1461, aus einem
miinchener Sammelband.

Vgl. J. C. Gerhardt, Berliner Monatsberichte 1870 (gedr. 1871)
S. 142—143; ferner M. Curtze, Ztachr. f. Math. u. Physik, Bd. 40,
Suppl. 8. 49.

Die Gleichung = + J2* — z = 2 lautet in Worten:

LBib mir ain jenfus vnd jued) darvon fin wurty [d. 1. & — 2]
pud von dem bdaz vberbelyb an dem 3enfus juedh ody aufs dye wurty
[b. 1. Yz?—2], bi¢ swo wurty tue jufammen [b.1. 2z + Y a? — 2] day
2 3al daraus werden.”

Die Gleichung z* 4 4 = z? + 8 = lautet:

»1 3enfus ond 4 dragme gelidy ain jenfus ond 3 wurky”
In demselben Sammelband ist auch eine lateinische Algebra
enthalten, siehe 8. 137.
21. Regiomontanus(Johannes Miller; geb.1436, Unfind bei Kénigs-
berg 1. Unterfranken, gest. 1476 zu Rom).

De triangulis omnimodis libri gquingue; verfaBt um 1464, gedruckt
Niirnberg 1588.
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a) Buch I, S. XXVI, Berechnung am rechtwinkligen Dreieck
mit dem pythagoreischen Lehrsatz:

291 latus g ¢ fuerit 12, & be 5, Wenn die Seite 4 0 12 und B¢
quadrabo 12, exurgunt 144. item 5ist, so quadriere ich 12, d.i. 144,
quadrabo 5, veniunt 25. colligo Ebenso quadriere ich 5, d.i. 25.
144 & 25, fiant 169. quorum Ich addiere 144 und 25, d.i. 169.
radicem quadratam invenio 13. Als deren Quadratwurzel finde
tantumque fore didici latus ¢b .. ich 13. So groB, habe ich gelernt,

wird 4B sein ...
b} Buch II, 12, 8. 51, eine Gleichung 16 «® 4 2000 = 680 .
»16 census et 2000 aequales 680 rebus.“

22. Deutsche Algebrahandschrift von {481, aus einem dres-
dener Sammelband.
Wappler, Zur Geschichte der deutschen Algebra im finfzehnten
Jahrhundert, Programm, Zwickaun 1667,
a) 8. 4;
v% co mimmer 5 dr ftund 2 co minner (42 —5)-(2z —3)
3 dr fo fprid) 4 co ftund 2 co madht 83 Xu 4222 = 82
mady 3 dr ftund 4 co dag ift 12 co minner 8 -d4z=-—122(!)
vnd mady 5 dr ftund 2 co daj ift 10 co minner 5 2z=—10z(!)
alfo mad)t es aly fammt 83 vnd 15 dr
minner 22 ¢o.” 822 4 15 — 22z
NB. Statt ¢o und dr sind die auf der Tafel S. 191, Nr. 1
angegebenen Zeichen henutzt; ftund deutet die Multiplikation an.
b} 8.5, Aufgabe: Wie groB ist eine Zahl, die gleich dem
Produkt aus ihrem #fachen und ihrem £ fachen ist?
»Mad) mir by redynug fudje mir ein
3al oder n bday idy multiplicir yn fein 4 ==
pnd fey & madye dn n. YTun fraget her was
der » fey. lem dir fiir dag dex » fey | eo die Zahl sei z; 4 der
by 4 voit co ift § voit co vnd § voii co Zahlist $x, § der Zahl §x
mad) § voit co. Lun multiplicir § vonn bz brx=23%2"=12.
co ftund & vonn co day madyt § voit 3 Verweis auf die Normal-
bdas vil {¢f ¢y co pnd dritte capitel fpredye  form Nr. 3: s2? =b2
co geleyd) an 3 daromb { co ift geleidh (vgl. S. 260, die 24 Regeln)
an % vofi 3 feil 1 co in & fo Pompt 1} lz=4a°
onnd aljo vil ift der ».” z=3.
28. Lateinische Algebrahandschrift von 1481, aus einem dres-
dener Sammelband: 191, 194, 766, 216.
Wappler, vgl. oben.
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a) Wappler, S. 16 unterste Aufgabe:

,Dividatur 10 in 2 (partes) et
alterum per 5 multiplico, et pro-
ducto per alterum diviso exeunt .
Fac sic. 8it prima psrs 1 o,
altera pars 10—1 co, multiplica
alteram per 5, facit 50—5 co et
hoc per 1 co diviso facit 30-5¢co

10

et hoc equatur (ex) ypothesi 1°,
igitur illud multiplicaperde-
50 —5¢0 .

10 ¢co
Nunc equaverunt %P (co) equales
50 dr. Nunc est in regula. Divide
dr per co. facit pars prima 6,
secunda 4.

nominatorem facit

10 sollin 2 Teile zerlegt werden
und zwar soll der eine, mit 5 multi-
pliziert, dann durch den anderen
dividiert, 3¢ ergeben. Mach es so.
Der erste Teil sei z, der andere
10—g; multipliziere den zweiten
mit 5, giebt 50 —5 «, und dividiere
durch 1z, giebt 5—0—12’ und dies

soll der Voraussetzung nach gleich
L9 sein ... (verdorbener Text) ...
Nun werden 28 x gleich 50 sein.
Jetzt gehts nach der Regel. Divi-
diere das konstante (lied durch
den Koéffizienten von x. Der erste
Teil wird 6, der zweite 4.

NB. Betreffs der Zeichen co dr vgl. Tafel 8. 191.
b) Wappler, 8. 29; Regel fiir die Normalform az? = J/x:

»In quo 3 assimilatur radici
de co. Tune j in se ducatur,
et a r(adice) de co punctus
deleatur et equantur iterum in-
ter se

Hierin wird #® mit }z ver-
glichen. Dabei multipliziere die =*
mit sich selbst und von }'z losche
das Wurzelzeichen ans; dann wird
wieder gleich gesefzt.

24. Nic. Chuquet (Lyon, Paris; stirbt um 1500): 8, 19, 197, 782,

217, 281,

Le Triparty en la science des nombres, 1484 (Manugkript) Abdruck
im Bulletino Boncompagni, Bd. XIII, Rom 1880.

a) Aus der Wurzellehre:
8.781, Z.24:

S.782, Z.12v.u:

252108 5. B221. par. 6.5. B.2T« d. 1.
,B.313. 7. B2 7. 5. B.2 6. par B.25. 7. B3 2.

VG +VE

8+V 1

T VE-Vs

b) Lésung der quadratischen Gleichung 124-82%?=30% oder
4 +22=10g durch s =5 + Vﬁ S. 805, Z. 4 v. u.:

s« 12, plus. 82 egaux a.301%
Or divise les deux precedens
par le sequent si auras .4. et
.10. pour le moyen dont la

12 + 3:62 = 30z,

Dividiere die Koéffizienten der bei-

dep niedrigeren Glieder durch den

des héchsten, so hast du 4 u, fiir
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moictie qui est .5. multipliee
en soy monte .25. dont Il en
fault minuer .4. reste .21. dont
B3 21. adioustee a .5. ou sou-
straicte de .5. mote . 5. p. B.221,

das mittlere 10; die Hilfte dieses,
die gleich 5 ist, multipliziere mit
sich selbst; das giebt 25. Hiervon
muB man 4 abziehen, bleibt 21.
Die Quadratwurzel aus 21 addiert

Ou .5. M. B221. qui sont le
nombre que Je vouloye scauoir

zu 5 oder subtrahiert von 5 giebt

5 4-J/21 oder 5—) 21. Das sind
die Zahlen, die ich wissen wollte.

c¢) Losung einer schwierigeren Gleichung: J12% — 2?4+ 1=

V36 — a2 8. 747:

»Jde veulx abrevier et egalir B.212.24%. 1.2p. 1. contre B.2 36.#4.1.2
[Yi2z =2 +1 = 36 — 2%}, Pour le pmier Il conuient multi-
plier lune et laultre parties chascune en goy et lon aura pour la
pmiere maultiplicacion .12.'4%. 1.25 B.248.)#.4.25.1 dune part et
36.#. 1.2 danltre part [(Y12z—2a®+1)2=()36—2%), d.i. 122 —2?

+ /482 — 42 + 1 = 36 — 2*]. Ores donnes . 1.2 a lune et a lauitre
pt.les si auras 12'5 B24.' #.48.25. 1 dune part et.36 de laultre part
122+ Vm + 1 = 36]. puis lyeue .1. de chascune partie
si auras 127 B?48.! 7% 4% dune part et .35. pour laultre
(122 + 'V48x—— 4% = 35].

Encores soustraiz de ses parties . 12.! si trouneras B.248.17% . 4%
dune parte et 85.7%.12.! pour laultre [ 48z — 42% = 35 — 122).
Et pourtant quelune des parties est encores racine secdde Il conuient
maltiplier chascune partie en soy et lon aura 48.1%%.4.% dung coste
et . 1225, . 840.1 5. 144.2 dault coste [(} 482 — 4% = (35— 12)?,
d i 482 — 42?2 = 1225 — 840z 4 1442%].

Encores pour abreuier ces parties conuient donner . 4% ¢ chascune
partie et lon aura .48!. dune parte et .1225. #.840.1 p. 148% daultre
[48 & = 1225 — 8402 + 1482?], Encores fault donner a chiine partie
.840". et lon aura .888% pour lune parte egaulx e.1225.75.148.2
daultre part (8882 = 1225 + 1482%], qui est la fin de cest abreui-
ment“ u. 5. w.

25. Johannes Widmann von Eger, Rechenbuch, Leipzig 1489 %:
27, 93, 99, 391, 107, 419, 131, 191, 216, 871
a) 113, Blatt, ein Blatt nach der Sigpatur .
» 3til eyner hat faufft: 6 Eyer — 2 % pro 4 A + 1 ey
Nu ijt die frag mwie Fupt 1 ey Iiltu das wiffen vnd des gleiden
So madyf; nady der vegl alfo Addir dy gemynderten 2 & v &
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werbn 6 3 vnb bs 1[t bet 3¢Ier unb baruady 2Ibbu: aud) bte Fleyner
sal der eyer gemyndert 3u der groffern ivit gleidiit Ader fubtvabir das
Pleynft gemert von der groffern cjal irfy gleidyii als { ¢y pon 6 pleybit
5 ond ift der nenner d¢es vorgefundenen zelerf. ond ftet alfo § ond fo
tewer Fumpt 1 ey.”

Die hier befolgte ,Regula Pulchra lautet: ,2Tu foltu diefce Regel
alf;o verfuren Addir bdie geminderte jal der & sur furgelegten 3al der
5 Und fubtrabir die zal des Dinges pd bder andern 3al frf gleydhen
Unnd bdipidir die vberige jal der & mit der vberignt 3al der gefaufften
war. ond der felbign teylung quocient beridyt die frag.”

b} Die einzige Stelle, an der Widmann algebraisch rechnet,
findet sich S. 215>—216%. W, will ein Quadrat in einen
Halbkreis einschreiben; die gegebene Vorschrift } }d?
(¢ Durchmesser des Kreises) filr die Berechnung der Quadrat-
seite leitet er nachtriglich algebraisch ab (siehe unten). —
Die von W. gemachten Fehler sind unten hervorgehoben,
das Richtige in Klammern beigefigt. Die von W. ent-
worfene Figur zeigt das Quadrat sowobl im oberen als
unteren Halbkreis, so daB ein Rechteck o (rechts oben)
¢ (links oben) b (links unten) d (rechts unten) entsteht,
dessen Diagonslenschnittpunkt das Zentrum des Kreises
ist; dabei ist ¢b = 2¢ca.

oo . dud darumb foltu fece &3 vom a pif sum ¢ fey cin coffa-
ond Dom ¢ jum b aud) e coffa [2 cossa]. ond aljo fpridy 83 eyn
quadrat [Rechteck] weyt fei { cofja prind langk 2 cofja darnad) wart
wie groff eyn quadrat fey das do weyt fey 1 coffa. Und jweier
langf. wmlfiplicic | %* durdy | % wirt 1| 3&s o multiplicir 2 5
durd) 2 4. werde 4 33s addirh jufammen werfi 5 4. das it vom a um
b oud aud) vo ¢ 3um d auff das geneuft (hiochstens gleich {a b)®
od. (a ¢)?). Uit ift oben berurt das der dyameter der rofitd [=Kreis]
fey 12 darumb quadrir 12 werden 144 d3 teyl durd) 3#fs als 5 fo
Pume 284 ond fjo vil ift die ra. das ift ra. von 284 pnnd ift gefeist
das b3 quabdraf fey auff yder feyten | # darumb ift eyn feyten B von
284 ond alfo bajtu das vbered Pumpt 1 mit der anderii regel.”

NB. Betreffs des % siehe Tafel S. 191.

26. Luca Paciuolo (1445 Borgo San Sepolero — cr. 1514 Florenz;
Franziskaner, Lehrer der Mathematik an verschiedenen italieni-
schen Universititen): 189, 216—217, 260.

Summa de Arithmetica Geometrin Proporiioni et Proportionalite,
Venet. 1494 (verfalt um 1487).
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a) Aus der Wurzellehre:
Teill, S.112° am Rand: BB.27.5.BB. 8
BEB.21.5BE 3

B.48.5.6
Teil I, S. 124* am Rand:

BV.r.40.5.6.5R V.r.d0#.6 _ .
BY.r.40.5.6.5.B V.r. 407 6 O+ (V40 +6 +1Vio —ep

B.160.5.4 =160 4+ 4

b) eine Gleichung: 7 + 4 = 52; =z = J(§)? —4+4
Teil I, S. 45* u.:
»sTrouame 1. numero che

di. (27 +13)(12T +15)

=ilﬁ+6

Eipe Zahl zu finden, die

multiplicato per. 5. facia quanto
el suo quadrato gionto con 4. Poni
chel sia. 1. ¢o. el suo quadrato
ene. 1. ce. giontoci. 4. sera.
equale a. B. via. 1. ¢o. cice. L. ce.
p. 4 se aguagliano a. 5. co.
Smezza la cose. Multiplica in
se, Causne el numero. Restara
2. Ela B 2L 5 2} perlo
dimezamento de le cose valse
la cosa. E fo el vomondato
numero cioe 4....¢

mit 5 multipliziert ebensoviel
ausmacht, wie ihr Quadrat zu
vier addiert. Setze dieselbe gleich
lx; ibr Quadrat, 1z%, vermehrt
am 4, wird gleich sein 5-z,
d h 1224+ 4=>52 Nimm die
Hilfte der «. Multipliziere sie
mit sich selbet. Subtrahiere die
Konstante. Bleibt 2§. Und }2}
vermehrt um 2}, die Hilfte der s,
giebt das » Das liefert die ge-
dachte Zahl 4.

27, Wiener Handschrift: Regulae Cosae vel Algebrae; vor
1510 entstanden.”™772; 181, 191, 218.

28, Grammateus (Johannes Schreiber aus Erfurt; Lehrer in Wien).
Rechenbuch von 1518* {unpaginiert).

a) Signatur §,: ,Uls idh) vil fubtrahien ;%’; ponn %
12 ter. mi, 24 10,
fo pleybt ~—36.5a “
3 6 1229 — 24
modern: v b
b} 4 Seiten nach der Signatur ®,,,, ein Multiplikationsexempel:
6 pri: — 817
durdy
5pri: — 6 L: 6z — 8)+(5z — 6)
30 fe: — 40 priz modern: —3575 404
— 86 pri: + 4821 — 362+ 48

30 je: — 76 pri: + 48 11:

302 — 762 + 48
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29. A. Riese {1492—1559, Rechenmeister in Annaberg): 191, 197,
219.

152¢ Manuskript iiber die Gleichungelebre (die CoB); Berlet

pddam Riese, sein Leben, setne Rechenbiicher und seine Art zu

rechnen. — Die Cof von Adam Riese! Leipzig-Frankfurt a. M. 1892.

Berlet S. 40. Bebandlung der Normalform ea® =} b22.

»Die swenyigfte Regel ift, o 3 vorgleidit wird dem 442 - Vo2&
v pon 3, fo multiplicir den 3 in fidy darnady lefche
auf den punft fur dem 3, fo Fomijtu in die vorgleidung 43z% = p?
bdas 33 gleidy wird dem 3, teyl 3 in 33 fo bemweyft algdan 3
radiyr quadrata bdie frag. Al idy fet; 33§ feint gleich =V
dbem radir von 363 alfo gefdyrichen +/ 363 UTulti= g2 = V36
plicir dte 33 in fidy fommen 933 vnd lefdhe aus das g4 _ 36,2
punct vor den 365 Pommen 9y gleidy 365 2lad)s 2 _ 4
nad) der andernm equacionm, fo Pommnien 2 valor
radicis.”

30. Christoff Rudolff von Jauer: 38, 127, 469, 191, 196, 779,
197, 219, 833.

a) 1525, die Cop,7%! Buch I, Kap. 9 unter ,Dividirn”, Riicks.
der Sigpatur {,; Division ungleichnamiger Wurzeln:

=2

»20in bie jalen denominiert [mit Wurzelzeichen versehen] —
cine von rabdice senfica durdy diefen charalber . . 3 [J/p] die ander von
radice cubica [f/?] Qiultiplicir den jenfdezens in fidy felbit cubice [p%] —
03 product werde geheiffen . a. [2 = p®] darnad)y nim vor didy die ander
jal fo von radice cubica benemnt™ift | mullipliciv fie quadrate |
[¢%] das do Pompt nuuliiplicier audy in fid) felbft quadrate [¢4] | b3
letjt product werd gefprodhen .b. [b = ¢*]. Sein demnad) bdie jalen ab
jugleid) demomimiert | dann 33 in fidy felbft cubice | darnady das
quadrat fo vom cub erwadifen in fidy felbft quadrate gemultiplicivt |
pringé ju peiden teilen die wdlfft ordnung bder gleidh proporcionirte
jalen: numerum oder dragmam hindangefesst: denn ¢ ift fein 3al. Ju
erempel 3dy will diuidiven .. 216 durdy .. 16°2 (Y216 16] Ulultic
plicir 16 cubice | Pompt 4096 der teiler. Darnad)y rhultiplicic 216
quadrate | entfpringt 46656. Dy quadrat {oldys products: nemlid)
2176782336 tjt die 3al fo geteilt fjoll werben. Darumb diuidier
2176782836 durdy 4096 | als durd) dem vorbehaltenen feiler |
erfdjeint im quocient 531441, XRadiycubica auf radiy von radice |
ober radicis radir pon radice cubica jeigt an wie offt ,. 16 behalten
wiirt in .. 216.92  Steet alfo
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Radiy quadrata aug 581441 ift 729: radir quadrata auf 729
ift 27, vadir cubica auf 27 thut 3 | .

Dieses Beispiel lautet modern:
216 116 = }/216%: 16° = V2176782336 : 46656 = | 531441
= J/720 = /27 = 3.
b) 1582, Rechenbuché: 89,
81. Michael Stifel (1486/87 EBlingen — 1567 Jena; lutherischer

Prediger an verschiedenen Orten): 126, 468, 191, 195, 774, 775,
219—220, 230, 244, 250; vgl. auch Anbang II, Nr. 33.

Arithmetica integra, 1544 Niirnberg.

a) 8. 135t
»3ic vero stat exemplum ad FolgendermaBen wird aber ein
multiplicationem Multiplikationsexempel aungesetzt:

V312 + V36 + . V3512 — V36
V312 4+ V36 +.vV3 12 - V36
12 + V36 + 12 — &3 6
V3144 — 6+ V3144 -6

Particulae autem hae multiplica-
tione huius faciunt 24443552 ¢

Viz+ve+Viz-ve)
Y12 +ve+Vi2 -Ve)

=124+)Y6+12-V6
+ Y144 -6+ Y144 -6

= 24 4+ 552,

b) S. 239%: Eine Zusammenstellung von Paradigmenaufgaben:

HExemplum additionis

8 43 . 93 4 83
-2—:ede Bee facit v

Exzemplum subtractionis
3 se de 93 + 83

2 6
Exemplum multiplicationis
945+8; 27 (s +24¢¢

(3 12¢¢
Exemplum divisionis
27 [s424¢¢ 3

. I8+83
12:6 pet Ejefaclt m

Exemplum reductionia ad ter-
minos signorum
2708 4+ 24c¢ , . 273+ 24
Be facit 18

. 43
relinquunt Tt

per —Z—Je facit

3 4z _ 9a' +Ba?

2 +3x9 62

orr8at 34
6 a? 27 ax

92 +8a° 3 _ 272% +82°
6«2 2 12 2*

21x’+24a:’.3_f_9:::‘+3:c’
128 e 62’

27 2% + 242 _ 272+ 24
12 2° - 12
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Exemplum reductionis ad ter-
minod Dumerornm
275+24 ., . 93+ 8
1—2 facit T “
o) S. 238P;

»Alied multiplicationis exemplam

6 3+82—6

2 3—4
123+ 16 € — 12;

— 243 — 3230 + 24

210°424 _92°+8
12 4

Modern:
62+ 82— 6)- (22 — 4)

1228+ 16 2% — 1222
— 2422 —322424

1243+ 16¢C — 363 — 822 + 24 .
d) 8. 239

nAliud exemplum divisjonis
—-123
I253+XBCC—365—32:e+24(
234 02e—4
23 +0%—4
25+02¢—4

12¢* 4 16 2% — 8622 — 32 2 4- 24.

quotiens
63+82—3

Vgl. die Methode des
Uberwirtsdividierens mit
reinen Zahlen S. 46,

¢) S. 243%, [Eine quadratische Gleichung wird geschrieben:

Wit 13 aequatus 122¢ — 364

modern: 2?= 122 — 386,

32. Hieronimo Cardano (1501 — Rom 1576; Pavia, Padua,
Mailand, Bologea): 170, 665, 217—218,

Practica Avithmeticae generalis, 1539, Artis magnae sive de regulis
algebraiess liber unus, Niirnberg 1545, Cardano’s Werke, Lugduni 1653,

a) Cardano, IV, 8. 287:
5. 7. B.#%.15.
b. 7. B . 15.
25. 7t 15, quad. est 40,

(5 +Y=16). 56—y —15)

=25 — (— 15) = 40,

b) Cardano, IV, 8. 29, Pract. 4r, cap. XXII, § 11:
C. setzt die drei Gleichungen (#*—1):(z—1)=a3+a+1
@=1:z—D=42242+1
@—-1):g—-1D)=a*+23+ 24z + 1

folgendermaBen auseinander:

ol igitur dinideres 1.cu.# 1 per 1, co. 7. 1. exibit 1.ce 5. 1.c0. 5.1,

8i vero 1. ce. ce. 7. 1. per 1.co.#. 1. exibit 1.ew.p.1.ce.f.1.c0.5.1 et si
divides 1. Rel, P.#%.1 per 1.co. #. 1. exibit 1.ee. ce. . 1. cu. f. 1. e0. .1 .. &
TBOPFEE, Geachichte. I. 21
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¢) Die Regel Cardano’s fiir den Fall 22 4 pux = ¢ (drs magna,

cap. XI):

8 . 3
z'=]/ Vie*+ #rp* + 49— ]/VH’ + &p’ —4g

lautet im Original:

n»Deducito tertiam partem
numeri rerum ad cobum,
cui addes quadratum dimidii
numeri asquations, et totius
accipe radicem, scilicet
quadratam, quam servabis
unique dimidium pumeri
quod jam in se duxeras,
adjicies, ab altera dimidium
idem minues, habebisque
Binomium cum sua Apotome,
inde detracta B cubica Apo-
tomae ex B cubica sui
Binomii, residuaum quod
ex hoc relinquitur, est rei
aestimatio.

383, Michael Stifel: 85, 331, 191, 196, 779,

Erhebe den dritten Teil der Anzahl
der z [p] in den Kubus; zu diesem ad-
diere das Quadrat der Halfte des kon-
stanten (liedes [¢] und .ziehe aus der
Summe die Quadratwurzel. Diese merke
dir and addiere einmal die Hilfte der
konstanten Zahl, die du eben quadriert
hattest, ein anderesMal subtrahiere diese
Hilfte, Dadurch erhilst du ein Binomium

Vi +&r°+ +1}q] und die zugehdrige

nun die Kublkwurzel der Apotome
von der Kubikwurzel des Binomiums
ab, so ist der Rest, der hierbei
librig bleibt, der Wert der Unbe-
kannten.

198, 219, 220, 230,

235, vgl. Anhang II, Nr. 3i.
Neuansgabe der Rudolff’schen Cog, Kionigsberg i. Pr. 1858 (mit

Zusltzen Stifel's).

Losung der Aufgabe: (z + y)(@® — y®) = 675

S. 470>*—471":

»Das 19 Eremplum.”

(z — 4) (@ + y%) = 851.

«Es find jwo 3alen | fo man yhr
aggregat multiplicivt in die differeny

yhrer quabrat | fo Poifien 875, tulti=

(e+3) (z*—y?)= 675

plicirt man aber der jalen bdiffereny in
bas aggregat yhrer quadrat | fo fommen

351, MWelde 3alen finds?

(e—4) (= +%) =351

Sacit lae ‘und 14 AUlfe multi-

plicir id) 12 +14 in 13—144

Sacit difs product

@+y) @ -y

leg+ 134 — lpdA—1444.

ond das ijt gleih 675,

B4+ y—zy?—y® = 675
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Darnady multiplicic id) 1 — 14. in
13+ 144, Factf 1€—134 41344
— 1A44A. und das ijt gleich 951,
Sety die proporty diefer zalen 675
und 351 in fhre Heynfte 3alen fo fommen
.25 pnd 18. ond fommen die jwo ver-
glepdhung alfo in eine einige vers
gleydung | fo man im Preug multiplicirt

le+134—122AA—-1 444\ 25
1@—13A+1%edA=1 4447 13

Facit 136€+1834—182044—18444
gleid) 25¢¢ — 2634 +2520 4425444

Rebucirt man dife vergleydyung mit
abdirn ond darnady mit fubtrabirn |
fo fommen 8834 —388244 gleyd)
12¢€—1244A4.

So diuidir idy yest auff yeder feyten
mit 1226—124. fo Pommen 824
gleyd) 13+ 1204 +1.44. Bie addix id)
auff yeder feyten laed. das iy Edune
radicem ertrabiren.

Wirt 412 A gleydh 13+ 23 A+ 144,
jegt crtrahir idy auff yeder feylen bdie
quadrat wurtiel fo wird v4je 4 gleid)
12e4-14,

Bie wicderumb hole idy die obern
vergleydung da 8led gleid) mwitvben
13412044144 ond fubtvabir auff
yebder feyten 32¢ A. fo werdent dertnt J2e A
gleih 13—22¢A+144. alfo ertrahiv
idy auff yeder feyten die quadrat wurhel |
fo wirt v} A gleid) 112—1 4. oben
ward aud) gefunden das v 4} d war
gleid) 1ae4+14. So mady aufs bdifen
jweven vergleydjungen ein einige vers
glepdhung mit additn. denn da werden
23¢ gleid)y v 62 4.

Alfo multiplicic idy yetst auff yeder
feyten quabdrate | fo Fommen 43 gleyd)
B3¢ 4. dividiteftu mu auff yeder feyten

-3+

Bd—rtytry*—y® = 851
875 _ 25
@+ rty—zyt—y°)138

= (#*—2y+ 2y*—y%)25

182% 41342y — 18 2y* —184°
= 2558 — 2527y 4 252y? — 2540

3822 y—388xy? = 122°—124°
8} ry=2"+oy+y’
4izy=a+ 20y +y°

Viloy=z+y
8 ry=aP+ay+y®
Yoymz?—2zy+y?

Vizy=z—y
V4dzy=z+y

2z=Y)8zy
4r*=0zy

21*
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mit 622. fo fompt 1.4. gleidy 2. Dnd y=4§z
ift 1.4 refoluirt,

Dnd ftebn yetst die salen der auffe
gabe alfo 122 ond $2¢. IWider hol yetst
bie auffaab mit difer fasung | fo wirt (z+ jo)-(z*~$2?)=675
12 trefoluict bald aufs dem erften teyl "
der aufgab. Dnd Pompt 120 refoluirt
in 9. Ulfo find die 3alen der aufgab z=9,
9 ond 6.

84. Nicolo Tartaglia (1500 — 1557; Brescia, Vendig): 188, 1091
General Trattato di numers et misure, Venedig 1556—1560.
Die slgebraische Schreibart ist dieselbe wie bei Paciuolo. Das

Pluszeichen ist ein verschndrkeltes p ohne irgend eine Ahnlichkeit
mit dem deutschen Additionskreuz.

85. Johannes Buteo {1492 Dauphinée — 1572): 251.
Logistica, 1559 Lugduni.
Log. S.190—191, eine Gleichung mit mehreren Unbekannten
(unter Weglassen des verbindenden Textes):

(modern)
14, 4B {C[ 14 s+ Jy+ dr= 14
1B 14, 3C[ 8 v+ iz+ fx= 8
10,44, 3B[ 8 x4+ e+ jy= 8
34 1B. 1C 42 Sz+ y+ 2= 42
14 4B.1C[ 82 s+ 4y+ z= 32
14 1B 5C[ 40 r+ y+ bzy= 40
34,12B,3C[ 96 S8r+ 12y + 3z= 96
34,1B,1C[ 42 x4+ y4+ = 42
11B. 20 [ 54 Ny+ 23= H4
34. 83B.15C [120 8x + 3y + 15x=120
34 1B 1C[ 42 83z+ y+ x= 42
2B.14C [ 18 2y + l43= 178
22 B, 154 0 (858 22y +1542=858
22B 4C([108 22y 4+ 4z=108
150 ¢ {760 1502 =750
C[ 5 x= B

. 8 W
86.  Pedro Nuiez (1492—1577; Universitat Colmbra, Portugal).
Libro De Algebra en Awthmetica y Geometria, Anvers 1567,
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S. 32%, eine Divisionsaufgabe mit algebraischen Summen:

(modern)
4.00.5.3|12.00.518.ce.52T.c0. 51T  4x+8in 122541822+ 275 +17
'12.m.13 9.ce. 12494 94
9.0e.527.c0.p11 9224272
9.ce.p 6.co.3 922463
‘ 20.c0.35.17 2042417
20.00.4 5. 153 20324+15%
143 14+

.05 2.00.%.5 S¢¢.5 143

322+ 232+ 5¢. Rest 14§

37. Rafaele Bombelli (Bologna): 139, 198, 218.
V Algebra, Venedig 1572 (Bologna 1579)
8. 294, eine (leichung dritten Grades:

1.8 Eguale & 152 p. 4
88.

d h 3=15zx+ 4.

Simon Stevin (1548 Brigge — 1620 Leiden; Kaufmaun,

gpiter im Staatsdienst als Ingenieur)®®: 90, 139, 199, 201, 801,

220—221, 250.
L’ Arithmetigue, 1585,
a) ed Girard, S. 50:
A~/ bino. 5 4+~ 3 4+ +'bino. 5 — 43
' bino.5 4+ 43 4+ +’bino. 5 — 48
+A224+5—4/83
B4 A34+422
Produict et solution 10 4 4/ 88
b} S. 54:
nombre 3 multiplier
2@ - 4@+30@®
+ 20+3®
+6®—-120 +9@
4@ -8+ 6B

Multiplicateur

{modern)

¥V5+V3+V5-v3)
—54 VE+ VB + VEB+5—13

= 10 + }/88.

(22% — 42% + 3a).

(2z* + 8z%

+ 6% —122° + Gt
42" — 82° + 628

Produict 4H—-20— 6®+9®

¢) Multipliant /3 @ par
V2@ fait V6@

Item multipliant 4/ 3)}( @
par ¥/ )(@ fait 6)(®

Item multipliant 4/ bino.
~3@ 4421 para’bino. 5 @
+ ~4(@ font 4/ quadrin. +'15 @
1+ /120 +V 100 ++ 8@

427 — 22® — 62° + 924,

V2. V22 =

VT‘?; Z-V_g x’=]f§ a®
W3z +V22. YV 522 +Viz

= VY1524 + V120 + V102 + VB

62°
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d) S. 60, Multiplikationsbeispiel mit mehreren Unbekannten:

4sec. @+ 5@ (4y® 4+ b52).
Sgec. &+ 20D 3y + 22)
+ 8@ Msec @+ 103 “8zy® + 102°
12sec @ + 15 Q) Meee @ + 12y + 15542
128ec@ + 23@ Msec @ + 10 @ 125* 4- 2324° + 1022
e) ... Item 2(D D sec @, multi- 2z 32* _ 62°
pliés par 3 @ Dier.® donnent o2 g
produict 6 @ Dsec. @ Dter. ®
fy 8. 81: ... Item divisant B.f-:ay = 3a?-y-2,

6@ Msec.) par2() Dter ®, donne
quotient 3 @ sec @ Mter @

g) S. 63, Behandlung einer hoheren Gleichung:

1® egale 43® + 5 @ seront z* = 32° 4 52
reduictes wird zuriickgefithrt auf
1% egale 4 3@ + 5 28 =322+ 5.

h) 8. 71, Lisungsformel der kubischen Gleichung * = 6 - 40:
J/@bino.20+y392+y@bino20-y392  »=V20+V392+ V20-V392.

89. Frangois Viéte (1540—1603; Paris, franzdsischer Staats-
beamter): 139, 149, 559, 199, 222, 263, 1052, 24, 1176.
In arlem anelyticam isagoge, Turonie 1591. — Zeteticorum lbri V,
Turonis (?) 1593. — De aequationum recognitione et emendaitone
1615. — Vieta, Opera mathematica; ed. Schooten 1848.
Die Schreibart Schooten’s in der Gesamtausgabe v. 1646 ist
nicht die originale; Sch. benutzt vielmehr die von Descartes (1637)
eingefihrten Neuerungen.

a) Isagoge 1591, Das Rechnen mit Buchstaben:

S. 6: Oporteat A plano addere Z, Summa erift 4 planum
B +2Z E B
B
[d. h. Es soll 3 zu z addiert werden. Die Summe betrigt a+’—b

Oporteat A plano nddere Z quadratum, Summas erit & in 4 planum
B [z + B in Z quadratum
Bin @

[tL h. Es soll % 7 * addiert werden. Die Summe wird "'gb ”]
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Vel denigue, Oporteat adplicare B cubum ad 4 cubum, ortiua erit
Z D plano
B Cubus in D planum
Zin 4 cubum

[d. h, Oder zuletzt, es Boll—:-. duarch %. dividiert werden, so entsteht %:] .
b) Zetet. 1. 8, eine Gleichung:

. Bin A
Originalausgabe, S. 8Y: p. _ o
¢ (1593)3 Bg' 4 B;,n ‘H] aequabuntar B

Schooten(sic:eh436;&usgahe, S, 46: Bl; A + Bin A;B inH® aequabitur B,

Modern: “—bx + “’d-ac

[4 die Unbekannte = 2. Die Konsonanten sind die bekannten Zahlen).

=a

¢) Weitere Abweichungen zwischen Vieta u. Schooten:

Vieta Schooten Modern
Zotet. II, 22: 1% — 1§ NI — N V% — V3%
{t = latus)
Zetet IV, 10: Binf "IOGRYR  pin Dued ¥ BWD  b@+bd
B cubum 2

Zetet.IV,20: Din|” "p7 " Din Boubum2—Dcubo d(2b*—d%)

d) Behandlung einer kubischen Gleichung. De emendatione
Aequationum, cap. V11, ed.Schooten, 16486, S.149 (siehe S.278).

Problema I

Cubum adfectum. sub latere adfirmate ad quadratum
radicem habens solidam idemque adfectum, reducere.
Proponatur 4 cubus 4 B plano 3 in 4, aequari Z solide 2, . Oportet
facere quod propositum est. E quadr. + A4 in E aequatur B plano,
B planum — F quadr.

igitar o erit 4,
Quare
B plano-plano-pl — Equad. in B plano-pl 8 + Z quad quad. in B planum 3 — E ¢ubo cubo
E cubo
+Bpl.pl 8 _EB plin Eq.3 aequabitur Zsolido 2.

~ Et omnibus per E cubum ductise et ex arte concinnatis.
E cubi quad, + Z solido 2 in F cubum, aequabitur B plani-cubo.
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Quae aequatio est quadrati affirmate affecti, radicem habentis
solidam, Facta itaque reductis et quae imperabatur.

Consectarinm.

Itaque s8i 4 cubus et B plano 3 in 4, aequetur Z solido 2 et

VB planc-plano-plani + Z solido-solido — Z solido, aequetur D cubo. ergo

B plamum 5 D q"'dr', fit 4 de quaeritur.

Ubersetzung: Problem I.

Eine (reduzierte) kubische (Gleichung, deren lineares
Glied (latus) positiv ist, auf eine quadratische zuriick-
zuftthren, deren Wurzel eine kubische GréBe ist und deren
lineares Glied ebenfalls positiv ist.

Man nehme 43+8B24=22° [modern: z°+3a*z=25%. Um die

Aufgabe zu erfiillen, sei E? + AF = B? [modern: y*+-zy=a?| .....
aleo iet B';’,E. = A4 [mod.: ®-9 :.-:] .
Y
Daher wird B'-—aE’B‘;:;E‘B’—E' + 3B'-;B’E=:= 0 70
[mod.: “0_3“'3”;'.3“’3)"‘5!' + 3“‘-;"’:'!’ _ 253]

Nachdem alle Glieder mit £ multipliziert und vorschriftsmibig
geordnet sind, wird E®4+32Z°E?= B® [mod.: y°4 20°y°=af).

Diese Gleichung ist quadratisch und mit einem positiven (linearen)
Gliede versehen, hat auBerdem eine kubische Wurzel. Daher ist
die Zuriickfthrung geschehen und das Verlangte erfillt.

Folgerung,
Wenn daher 43+ 3B%°4 =227 ist (mod.: 2°+4 3a?x = 2b%] und
VB4 2°— 2% = D? [mod.: Ya®+5°—5% = %], so ist B*BD* der ge-
suchte Wert 4 lmod.: “': "’] .

e} Die Losung der kubischen Gleichung:

4 cubus 4 B plano 3 in 4 asquatur Z solida 2
[modern: z°+ 34z = 25%)

wird in der Schooten’schen Ausgabe 1646 folgendermaBen geschrieben

A/ C. B plsno-planc-piani + 2 solido-golido + Z eolido
— Ao ~E planc-plano-plani + Z eolido-solide — Z eolide
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Lbh A=WBt 2+ 22 -WEB T 27— 2°

_ [modern: z = VVa"+b"+b’—i/ a®+ 4% — 7).
Uber Vieta’s Originalschreibart zusammengesetzter Warzeln vgl. S.222.

40, Petrus Ramus (Pierre de la Ramée, 1515—1572; Paris): 198.
Petri Rams Arithmetices Libri duo et Algebrae iotidem, Frank-

furt 1592,
modern:
S.806: 84+ 9 79 — 41 8224+ 9) (Ta*—4z)
T4+ 4 8! (T4 4) 9z
+32¢+86 63¢486¢ 3247436 63z°—3622
56bq+ 63 ¢ +5824 46343
56bg 4 95¢ + 36 + 562449522+ 86
8. 307: modern:
18 —12 (Y8 -v2)
1713 {Y1-v39)
—124 + 16 —Vedi+ V6
156 — 114 V56 — Y14
156 — 124 — 114 + 16 -V5__V2__-V1_4+y§

41. Johannes Kepler (1571 Wiirtemberg — 1680 Regensburg;
Graz, Prag, Linz, Ulm): 91, 354, 199, 245.

De figurarum Harmonicarum Demonstratione, Linz1619, Ges, Werke,
ed. Frisch, Bd. V, Frankf. a. M.-Erlangen 1864

Lib. I, prop. 45; S. 104:

nevee JUS quadratum 64 — 96V 4 52V — 12% 4 1™, divisum per
9" — 6" 4+ 17, quod prius erat 4" — 17, in hoc duc illius denomina-
torem, et aequabuntur

36" — 33" 4+ 10™ — 1* cum 64™ — 967  62™' — 12F 4 1™,
Ergo etiam 63" + 11* cum 28" 4+ 42™ 4 1, Hic aequatio prodit
quantitatem lateris heptagonici

G40t = 9620 - 52 2% = 12210 4 V9
pa¥— 62 + 2*

multipliziere mit dem linken Nenner, so wird
8623 — 3328 + 102® — 2'% = 64 2% = 08 0% 522 — 12210 4 £13;
daber auch

Modern* = 42% —z*. Rechts

83 2% 4+ 1121 = 28 7% 3 42 2% 4 218,
Hier erscheint die Gleichung der Siebeneckseite.
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42. Albert Girard (1590 (?) — 1632; Leiden, Lehrer d. Math.):
7, 13, 140, 199, 221.
Invention nouvelle en Valgebre, Amsterdam 1629,
Inv. Seite §.: ¢ (128 + v 8192) 128 + vVa1ez
Inv. Seite B: () 49 493
Inv. Seite D,: Soit 1 @ esgale 4 13 ® +12 122=13-5+12
43, Thomas Harriot (1560 — 1621; Oxford): 140, 199—200, 222,
Artis analyticae praxis, Lond. 1631.

8. 12: modern:
84 b|——aaa+bac+bea (+b)+ecz—d)=2"+ b+ bex
a+-¢ + caa—bda + ox® —bdy,
a— — daa—cda—bed —da?* — odi—bod
8. 160, eine lubische Gleichung:
aag — 3-bba + 2-0ce
Vieee + v ececce — bbbbbb + veee — vececee — bbbbbh ———a
modern: xd — 3%z = 267
e ——— 3 ——————N
_ Vc’+Vc°'—b“+V5—Vc°,—b°=x
S. 101, ein numerisches Beispiel: (Modern)
52—=—-38'a4asa..... a——4 52=—3z42° =4
6—v/3)26 4+ V815 + V)26 —vE6T5  w=126+ V6154 Y26 Vo1D
2. 4+vV38....+....2—V3 =2+)Y8+2-V3
4. =4

44. William Oughtred (1574 — 1660; Pfarrer in einem eng-
lischen Landorte): 199, 221, 222, 238.

Clavis mathematica 1631, Vierte Aufl,, Oxoniae 1667,
Agg+44cE+64qBq+44Fc+ Egg ot +4a%b+6a%b2+ 4ab 4 b4
Agqee+ 10 Accc B+ 45 AqeeEq + 120 AgqeEe+ ...

al%+100% b+ 4548 32+ 12027 19...
44a. Pierre Hérigone: 9, 26, 92, 358, 188, 200.
Cursus mathemaiicus, Paria 1634,

45, Pierre de Fermat (1601 — 1665; franz, Staatsbeamter):
80, 217.

Methodus ad disquirendum maxinum et minimum; um 1688 sn
Descartes geachickt, vor 1837 verfaBt. Oeuvres ed. Tannery et Henry,
Parie 1891, Bd. 1.
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a) Oeuvres, S, 138: modern:
Bg.in Ain E + A in Xe. ~ Bin A in Eq. bis a'zy 4+ oy — 2axyt
Bg. in £ bis — Bin Eq 2aty—ay®

(Ad=2; F=y; B=a)
b) Oeuvres, 8. 139, Durchfihrung einer Maximalaufgabe:
»Sunt adaequanda Es sei gesetzt
Bq.in Ain E+4 Ain Ee.— BinAin Eg.bis e @*ry+ay*—2azyt
Bq.in Ebis — Bin Eg. 2a'y — ay®
et, omnibus ductis in denominatorem et Nachdem alles mit dem
abs E divisis, adaequabuntur Nennermultipliziertund
durch y dividiert ist,
wird sein
Be.bis— Bg.inAbis — Bq.in E4 Bin Ain E  2a%—2a%2—aly+axy
et
Bg.in A + 4in Fg, — Bin 4 in E bis. = a’z +zy? — 2azy.
Quandoquidem nihil est utrimque commune, Da nichts auf beiden
elidantur homogenea omnia abs E affecta, Seiten gemeinsam ist,
et aequantur reliqua: fiet kénnen alle Glieder mit
y weggestrichen werden
(Fermat setzt y=0 im
Grenziibergang zum Ma-
ximum). Das ilbrige
liefert die @leichung
Be.bis — Bg.in A bis aequalis Bg. in 4 2a% — 2432 = a%,
ideoque daher '
4 ter aequabitur B big# Sz =2
¢} Oeavres, S. 124, eine héhere Gleichung:
Acub.cub. + Bin 4 qu. cub. + Z pl. in 4 qu. qu. + D sol. in 4 cub.
+ M pl. pl. i 4 qu. aequari N. sol. sol.
d h o+ a 2f 4 byt 4 o2 + d,0? = ¢
B = g, ist eine eindimensionale Konstante

B-4 cum

Zpl. =b, , , zwei- ” (Z planum)
N.sol sol. = ¢, ist eine sechs- » (N. solido-solidum).
46. René Descartes (1596 — 1650): 140, 150, 200, 222,
Géométrie, 1631,

47. Isasc Newton (1643—1727; Prof, i. Cambridge, Kgl. Miinz-

direktor i. London; Prasident der Royal Society): 140, 141,
151, 568, 228.

Arithmetica universalis, Universititsvorlesungen Newton's, etwa aus

der Zeit um 1685, von eivem Zuhdrer Whiston 1707 berausgegeben.
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a} 8. 21, eine Multiplikationsaufgahe:

2azx a,”

3a +1/abb

2ax_ /abb aab

[ ¢ (4

6aax ad®
— 3e

4

6aazx — 3a l/ 2az abb  aab,

c [

b) 8. 30, eine Dlvlswnsaufga.be.
yy— 20y +aa)y* » —0}eayy+ 8ay—}at(yy +2ay—}aa)
P —2ay’ + aayy
0+ 26y - 4}aayy
+ 264° —4 aoyy + 2a%y
0—- taeayy+a’y
— }aeyy +aly— }at
0 0 0
¢) Aus Briefen Newton’s (Commercium epistol, par Biot et
Lefort,. Paris 1856).
8. 63:

y-—4><y+5>(y—12xy+17=0 statt{[(y—4)-y+5 -y—l2}y+17=0.

m— 2%

8.103: P+ PQ* = Pr + 2 AQ+ B+
Dazu: Exemplum 2:

cQo+ .

Eot ¥5:e8 4 etz —2°:(id est ¢® + cd2 — z‘l*)
ctx - z* 2e?zz + 4t xt — 221°
=t+ e~ 256 + ete.

48. Gottfried Leibniz (1646 Leipzig — 1716 Hannover): 136,
493, 137, 495, 141, 142, 526, 143—144, 151, 238, 980.

Die Schreibart ist fast durchgingig die moderne.
49. Jakob Bernoulli (1654—1705 Basel): 200, 798.

Acta Eruditorum 1690, 8. 222:

b by
a+b+2a+Sm;aa+2m3:n4a,+2m8m{1n5a.
bt bs
23a‘+ 234a‘+234ba‘+

statt: a+b-|- — +
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LEHRBUCH

DARSTELLENDEN GEOMETRIE
Dr. Karl Rohn, ::: Dr. Erwin Pa.ppgfitz,

Profeasor der Mathematik rof der Math
an der Ednlgl. 88chs. Technischen Hochschule und darstellenden Geomstrie an der
zu Dresden, Kénigl. Sache. Berg-Akedemie zu Freiberg.

Zwel Biinde,
Mit gegen 700 Figuren im Text.
gr. B. geh. 26 4, geb. in Ganzleinen 28 4.

In diesem Werke, das our die einfachsten geometriachen Kenntnisse
voraueeetzt, wird die damstelliende Geometrie auf Grund der Projektionsmethoden
behandelt. Durch die Losung der Darstellungeprobleme wird die klare Er-
fassung geometriacher Fragen und die Bildung priiziser Raumvorstellungen
vermittelt, — Der erste Band erschien 1901 in zweiter Auflage. Der Preis
dee ersten Bandes, einzeln bezogen, betriigt geh. 12 A, geb. 13 4, der des
zweiten Bandes geh. 14 A, geb. 15 4.

ANWENDUNG

DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

AUQF

GEOMETRIE.

Yon
Dr. Georg Scheffers,

o. Professor an der Technischen Mochechbule zu Darmstadt,
Zwei Bande.
Mit vielen Figuren im Text.
Lex. 8. geh. 23 .&, geb. in Ganzleinen 25 .4.

Erster Band., Einfihrung in die Theorie der Curven in der Ebene und *
im Raume. 1901. geh. 10 .4, geb. in Ganzleinen 11 .4.

Zweiter Band. Einofihrang in die Theorie der Flichen. 1902. geh. 13 .4,
geb. in (anzleinen 14 4.

LEHRBUCH
DER

ANALYTISCHEN GEOMETRIE

Dr. Friedrich Schur,

Professor der Geometrle an der Tachnischen Hochschule zu Karlsruhe,
Mit zahlreichen Figuren im Text.
gr. 8. 1898, geh. 6 .4, geb. in Ganzleinen 7 4.
Den Anfinger soweit mit der analytischen Geometrie der Ebene und des
Raumes vertraut zu machen, daB er suf die Arwendungen und auf die hBheren

Teile der Geometrie genligend vorbereitet ist, iat der Zweck dieses knappen
Lehrbuches der anaiytischen Geometrie.
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Vorlesungen
yon

Carl Ludwig Charlier,

Professor ap der Universitit Lund.

Erster Band.
Mit zahlreichen Figuren.
gr. 8. 1802. geh. 18 4, geb. in Halbfranz 20 .4 50 $.

LEHRBUCH

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
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Liebmann’e Lebkrbuch will, vom geometriechen Stan geunkt ausgehend,
den angehenden Mathematiker in die moderne Theorie der Di rentislgleichun-
gen einfiihren.
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swUnler den neuerdings erschienenen Lehrbiichern der Experimentalphysik
fir Hochschulen nimmdi vorliegends eoine im doppelter Hinsicht besondere
Stellung ein. Es bietet einerseils etne swirkliche Hochschulphysik, indem es die
elementare Darsiellungsweise jener meist fiir eine sehr unglsich vorgebildete Zu-
horerschaft berechneten Werke oollig bei Seite lEsst und wirklich die Phystk so
behandelt, wie man es sm Unlerschied au den vorbercitenden Lehronstolten xur
Universitit orwarten muss. Andererseits aber enthilt es aush nicht ein blosses
Konglomerat des Wissenswiirdigsten, sondern es irdgt den Stempel einer Per-
simliohkeil, in deren Geisle der ganze Stoff gleichsam fliissig geworden und umn-
geschmoluen worden tst; es xeigt eine Asrt oon kiinstlerischem Q(eprdge, das die
Lektiire dieses Werkes xu einem wahren Genusse macht. Ein besonders ginm-
stiger Umsiand ist es, dass der Verfasser die theoretische wie die wmtelk
Seite der Physik in gleichem Masse beherrscht; demenisprechend sind
xiehungen xwischen beiden mit einer Vollkommenhest zur Dants!lung
gelangl, wie sie auvor nock nickt erreicht worden 5t

(Zetschrift fir den physikalischen und chemischon Unterricht.)










