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Wprowadzenie

W ostatnich latach daje sie zauwazy¢ wzmozone zainteresowanie metoda
reprezentacyjng wérod badaczy probleméw ekonomicznych, socjologicznych,
opinii publicznej itd. Ty droga sa otrzymywane szybko i stosunkowo tanio
informacje o parametrach cech populacji, ktére sg potrzebne przy podej-
mowaniu decyzji ekonomicznych, politycznych itd. W szczegblnosci metoda
reprezentacyjna jest coraz bardziej doceniana przez ekonomistéw zajmuja-
cych sie¢ problemami marketingowymi.

W praktyce badan statystycznych dane o cechach sa w populacji groma-
dzone na podstawie obserwacji cech obiektéw dobieranych do prob. Okazu-
je sie, ze podstawowe wlasnosci takich prob odbiegaja od klasycznej proby
prostej bedacej podstawa wnioskowania w analizach wykorzystywanych, np.
w naukach przyrodniczych (biologii, antropologii itp). Dlatego te préby ogdl-
nie rzecz biorac sa nazywane prébami nieprostymi. Wlasnie wnioskowanie
na podstawie prob nieprostych stanowi istote metody reprezentacyjnej, co
jednoczes$nie odrdznia jg od innych dzialéw statystyki.

W Polsce mamy do czynienia z pewng tradycja prowadzenia badan re-
prezentacyjnych, czego dowodem sa liczne prace naukowe. Warto tu podkre-
sli¢, ze prekursorem w tym zakresie byl J. Neyman, ktéry w 1933 r. w swo-
jej pracy pt. ,,Zarys teorii i praktyki badania struktury ludnosci metoda
reprezentacyjna’ zajmowal sie zagadnieniami losowania préb nieprostych
i wnioskowania na ich podstawie. Znaczacy wktad w rozwdj i upowszech-
nienie metody reprezentacyjnej maja nastepujace prace autoréw polskich:
R. Zasepa (1962, 1972), Z. Pawlowski (1972), A. Czajkowski, Cz. Domanski
(red.), K. Pruska (1985), J. Kordos (1988), Cz. Bracha (1996, 1998), Cz. Do-
manski, K. Pruska (2001), J.L. Wywial (1992, 1995, 2003), W. Miszczak
(2004), M. Szreder (2004), W. Miszczak, W. Ostasiewicz, J. Wawrzynek
(2008) i T. Zadlo (2008).

Wséréd wymienionych pozycji jest stosunkowo mato dostepnych pod-
recznikéw, gléwnie z powodu wyczerpania ich naktadéw. Niniejsza praca
ma dac¢ czytelnikowi mozliwie prosty obraz zagadnien, jakimi zajmuje sie
metoda reprezentacyjna. Dlatego tez duzo miejsca poswiecono na proste,
lecz dosé szczegbdlowe przedstawienie podstaw mechanizmu uogélniania wy-
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nikéw przetwarzania danych obserwowanych w prébie na wtasnosci calej
populacji. Obok znanego randomizacyjnego podejscia w metodzie repre-
zentacyjnej wzieto rowniez pod uwage problem wnioskowania modelowego
(predykcyjnego), jako ze jest to w wielu sytuacjach praktycznych racjonal-
ne podejscie pozwalajace pominaé klasyczny etap losowania prob, ktéry jest
zastepowany celowym wyborem proby na podstawie racjonalnych przesta-
nek wynikajacych z juz dostepnej informacji o populacji. W tym przypadku
umiejetne korzystanie z dodatkowych, dostepnych informacji o populacji
prowadzi do wyboru wartosciowych préb umozliwiajacych doktadne wnio-
skowanie statystyczne o parametrach populacji. W szczegélnosci dotyczy
to wnioskowania na podstawie danych pochodzacych z rejestréow admini-
stracyjnych. Prace tak skonstruowano, aby przedstawi¢ mozliwoéci oceny
podstawowych parametréw w réznych sytuacjach za pomoca narzedzi do-
starczanych przez podejécia zaréwno randomizacyjne, jak i modelowe wnio-
skowania statystycznego.

W pracy znajdziemy wprowadzenie w podstawy konstrukcji planéw
i schematow losowania proby, przedstawiono tez wlasnosci wybranych pla-
néw i schematow. Nastepnie wyjasniono podstawowe wlasnosci estymatorow
wybranych parametréw zmiennych z uwzglednieniem prostych przykladow
wyprowadzania ich rozktadéw prawdopodobienstwa. Podobnie jak to ma
miejsce w podreczniku Lohr (1999), wyttumaczono podstawy wnioskowania
randomizacyjnego, jak i modelowego, przechodzac stopniowo od prostych
zagadnien do bardziej ztozonych probleméw, w ktérych sa brane pod uwage
m.in estymatory lub predyktory ilorazowe i regresyjne. Powszechnie stoso-
wane w praktyce procedury wnioskowania przedstawiono mozliwie szcze-
gbétowo. Dotyczy to estymacji lub predykcji wartosci globalnej cechy badz
jej éredniej na podstawie préob warstwowych, grupowych, dwustopniowych.
Zasygnalizowano réwniez problem optymalnego ustalania liczebnos$ci prob,
ktére maja by¢ losowane np. z warstw, na jakie wczesniej podzielono po-
pulacje. Problem racjonalizacji ustalania liczebnoéci losowanych prob jest
jednym z podstawowych probleméw planowania badania reprezentacyjnego
i bezposrednio rzutuje na koszty prowadzenia takiego badania. Mozliwosci
wykorzystania prezentowanych metod wnioskowania ilustrowano licznymi
przyktadami. Na koncach rozdzialow zamieszczono pytania i zadania, ktére
majg ulatwié czytelnikowi sprawdzenie przyswajanych wiadomosci i wska-
za¢ na najistotniejsze ich strony. Na konicach tytutéw niektérych rozdziatlow
zamieszczono gwiazdki, co oznacza, ze Czytelnik podczas ,pierwszego czy-
tania” moze je omina¢. Te podrozdzialy zawieraja opis bardziej ztozonych
procedur wnioskowania, jakkolwiek, co nalezy podkresli¢, bynajmniej nie
oznacza to zniechecania do ich studiowania.

W pracy ograniczono sie¢ do gtéwnych zagadnienn wnioskowania w meto-
dzie reprezentacyjnej. Ta wiedza powinna ulatwi¢ studiowanie bardziej zto-



zonych zagadnien, jak np. weryfikacja hipotez statystycznych lub problemy
estymacji w domenach populacji. Wiadomosci o wymienionych zagadnie-
niach mozna znalezé np. w pracach Brachy (1996) i Zadly (2008).

Praca ta winna stuzyé osobom, ktore checa poznaé popularne procedury
losowania prob oraz sposoby oceny na ich podstawie parametréw cech po-
pulacji. Jest wiec przeznaczona dla studentéw ekonomii, socjologii, pracow-
nikéw urzedéw statystycznych itp. Podrecznik moze by¢ przydatny podczas
prowadzenia wykladéw z metody reprezentacyjnej. Ponadto takze bedzie
wazna pozycja dla oséb zajmujacych sie analizami marketingowymi, sonda-
zami opinii publicznej oraz innymi badaniami ankietowymi. W koncu tresé
podrecznika winna da¢ dobre podstawy metodologiczne do studiowania bar-
dziej ztozonych procedur statystycznych.

Jestem bardzo wdzieczny recenzentowi niniejszej pracy, Czestawowi
Brasze, za wiele cennych uwag, ktére pozwolily polepszy¢ jej jakosé.






ROZDZIAL 1

Proba losowa i statystyki

Przedmiotem badan metody reprezentacyjnej jest analiza wlasnosci cech
(charakterystyk) zbioru obiektéw zwanego populacja. W praktyce zwykle
nie interesuja nas wszystkie poziomy cech przypisane poszczegdlnym ele-
mentom populacji, lecz tylko pewne ich funkcje, nazywane funkcjami para-
metrycznymi, ktére maja syntetycznie opisywaé¢ wlasnosci struktury warto-
Sci zmiennej w populacji. Zaliczamy do nich np.: wartos¢ srednig i warian-
cje cechy, wspotczynnik korelacji, parametry regresji. Te wielkosci sg row-
niez nazywane parametrami cechy. Zatézmy, ze obserwowane cechy przypi-
sane poszczegbdlnym elementom populacji sa ustalone. Wtedy wnioskowanie
o wartosci ustalonego parametru populacji jest prowadzone na podstawie lo-
sowanej préby. Taki sposob postepowania jest nazywany randomizacyjnym
lub klasycznym. W wielu praktycznych sytuacjach jest rzecza racjonalna
traktowaé obserwacje cechy przypisane poszczegdlnym elementom populacji
jako wartosci pewnych zmiennych losowych. Zatem przyjmujemy, ze kazde-
mu elementowi populacji jest przypisana pewna zmienna losowa. W tym
przypadku trzeba wprowadzi¢ zalozenia o rozkladzie prawdopodobienstwa
zmiennej losowej wielowymiarowej, ktérej realizacjami sa wtasnie obserwa-
cje cechy w badanej populacji. Zbiér wszystkich mozliwych realizacji tej
zmiennej jest nazywany nadpopulacja w stosunku do rozwazanej podczas
badania populacji obiektéw. Dlatego podejscie modelowe jest takze nazywa-
ne wnioskowaniem na podstawie modelu nadpopulacji czy superpopulacji.
Dodajmy, ze w pewnych sytuacjach podejécie modelowe daje mozliwosci
racjonalnego wyboru proby, jezeli zatozenia dotyczace wlasnosci rozktadu
prawdopodobienstwa modelujacego generowanie sie obserwacji wartosci ce-
chy sa adekwatne do rzeczywistosci.

1.1. Populacja i parametry jej cech

Prezentowane tutaj podstawowe pojecia uzywane w metodzie reprezentacyj-
nej zebrano na podstawie przede wszystkim ponizszych monografii: Brachy
(1996), Cassela, Sarndala i Wretmana (1977), Sarndala, Swenssona, Wret-
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mana (1992) oraz Tillé (2006). Wyjsciowym pojeciem w badaniach staty-
stycznych jest populacja.

Definicja 1.1. Zbior obicktow {uq,...,un}, N < oo jest nazywany popu-
lacjq (skoniczong) N -elementowq.

Wazne z praktycznego punktu widzenia ma nastepujace okreslenie.

Definicja 1.2. Moéwimy, ze elementy populacji {u1,...,un} sq identyfiko-
walne, jezeli mogq byé wzajemnie jednoznacznie ponumerowane od 1 do N
oraz gdy kazdy element odpowiadajgcy danemu numerows jest obserwowalny.

W zwiazku z tym populacje mozemy zapisa¢ jako zbidér numeréw przy-
pisanych jej elementom, czyli U = {1,2,..., N}.

Przyktad 1.1. Populacjg moze byé nastepujocy zbior elementow:
U=1{&,,0, M, x}. Jest ona identyfikowalna, poniewaz jej elementom moz-
na wzajemnie jednoznacznie przypisaé kolejne liczby naturalne tworzgcee
zbior U = {1,2,3,4,5}.

Przyktad 1.2. Zbior mieszkan na danym obszarze, np. gminy, tworzy popu-
lacje mieszkan. Podobnie zbior rejestrowanych w danym wojewddztwie skle-
pow detalicznych tworzy populacje. Zespol szkol podstawowych znajdujgcych
sie w danym kraju moze byc traktowany jako populacja itd.

Definicja 1.3. Cechq (zmienng) w populacji nazywamy takie przyporzqd-
kowanie y: U — R, Ze dla kazdego i =1,..., N zachodzi, iz y(k) = yy.

Wektor obserwacji wartosci zmiennej y oznaczymy przezy = [y1 . .. Yn|,
gdzie yi, = y(k). Wektor y jest réwniez nazywany parametrem populacii.

Przyktad 1.3. Na populacji okreslonej w przykiadzie 1.1 definiujemy naste-
pujgcq zmienng y: y(db) =0, y(O) =1, y(V) = 1, y(#) = 2, y(x) = 3. Z ko-
lei zmienna x jest nastepujgca: x(d) =0, z($) =0, (V) =0, z(M) =1,
x(x) = 1. Zatem zmienna y moze przyjmowac wartosci ze zbioru {0, 1,2, 3},
a zmienna x wartosci ze zbioru {0, 1}. Zamiast pierwotnych symboli elemen-
tow populacji mozna uzyé ich numeréw. Wowczas np. zmienng x okreslimy
nastepujgco: v(1) =x1 =0, x(2) =22 =0, 2(3) =23 =0, z(4) = x4 = 1,
z(5) = 1.

Whnioskowanie o parametrach cech mozna znacznie polepszy¢, jezeli sa
dostepne informacje dodatkowe o jednostkach populacji. W szczegblnosci sa
to z géry znane badaczowi obserwacje tzw. cech pomocniczych (wspomaga-
jacych, dodatkowych) w calej populacji. Wektor tych cech oznaczamy przez
x = [x1,...,%p|, a macierz ich wartosci przez x = [z; ], ktéra ma wymiary
N X p.
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Celem badania statystycznego jest m.in. ocena wartosci pewnych funkcji
obserwacji zmiennych nazywanych parametrami opisowymi struktury roz-
ktadu jej wartoéci w populacji badz krotko parametrami zmiennej lub po-
pulacji. W praktyce badan reprezentacyjnych do najczeéciej szacowanych
parametréw opisowych naleza wartosé globalna zmiennej y i jej Srednia aryt-
metyczna, ktore okreslaja odpowiednio wzory:

Y

o 1 U
YU =D Yk G=PU = D Uk =
keU NkEU N

Zatem yy = Ny. Szczegdlnym przypadkiem wartosci éredniej danej zmien-
nej jest czestosé wzgledna wystepowania wyrdznionego poziomu cechy w po-
pulacji, ktéra oznaczymy przez:
m
p= N?
gdzie m jest liczbg elementéw populacji z cechqg wyrdzniong, ktora jest szcze-
gélnym przypadkiem wartosci globalnej zmiennej.
Powszechnie uzywanym parametrem zréznicowania wartosci zmiennej
jest odchylenie standardowe, ktére jest réwne pierwiastkowi z wariancyi

okreslanej wzorem:
1 2
v= N Z (yr — )"

keU
Wykorzystuje si¢ takze wariancje liczona wedtug wzoru:

Vg = ——— (yr —9)° = V.
N_lkeU N -1

Mediang, czyli wartosé¢ srodkowa zmiennej y w populacji, okredla sie
nastepujaco:
ynt+1, gdy N jest nieparzyste,
My = 2
Y %(y% + y%H), gdy N jest parzyste.

Przyktad 1.4. Parametry okreslonej w przykladzie 1.3 zmiennej y sq¢ na-
stepujgce: y = 1.4, y, = 7, v = 1.04, vx = 1.3, a zmiennej x sg postaci:
p=04,y=724=2, my=1, my =0.

1.2. Definicja préby oraz jej planu
i schematu losowania

Ocene wartosci parametréw populacji mozemy wyliczy¢, jedli posiadamy rze-
telne obserwacje zmiennej dla wszystkich elementéw populacji, ktéra zwykle
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sktada sie z tysiecy czy nawet milionéw obiektow. Wtedy obserwacja wszyst-
kich elementéw populacji jest zwykle dlugotwata i kosztowna. W zwiazku
z tym trzeba zadowoli¢ si¢ czedcia obserwacji zmiennej, czyli préba. Co wie-
cej, w przypadku kontroli jakosci produkcji badanie wiasnosci wytworzonych
detali moze wiazaé sie nawet ze zniszczeniem ich wartosci uzytkowej. Probe
trzeba tak wyodrebni¢, by jak najlepiej reprezentowala strukture warto-
Sci badanej cechy w populacji. Spotyka sie réwniez inne sposoby okreslania
kryteriow reprezentatywnosci proby. W szczegdlnosci postuluje sie, aby btad
sredni oceny najwazniejszego parametru byt jak najmniejszy. Wyréznia sie
zwykle dwa sposoby wyodrebniania préb. Pierwszy to wybor celowy préby,
a drugi to jej wybér losowy. Wybdr celowy elementéw do proby odbywa
sie na podstawie z gory znanych i racjonalnych przestanek, ktére pozwala-
ja wskazaé podzbior elementéw populacji reprezentatywnych dla catej po-
pulacji. W tym przypadku wyznaczenie oszacowania btedu wnioskowania
o parametrach moze by¢ ztozone. Wymaga to pewnych trudnych do zwery-
fikowania zatozen modelowych. Z kolei po to, aby byta mozliwos¢ wylosowa-
nia proby, trzeba dysponowac spisem elementéw populacji lub przynajmniej
spisem ich roztacznych podzbioréw zwanych zespotami (jednostkami losowa-
nia). Taki spis jest nazywany operatem losowania. Postuluje sie, aby operat
losowania byl kompletny, czyli aby obejmowal wszystkie elementy populacji
badZ jednostki losowania. Ponadto oczekuje sie, aby operat losowania byt
aktualny oraz identyfikowalny, co polega na tym, ze jego elementy i obiekty
tworzace populacje musza by¢ sobie przyporzadkowane w sposdb wzajem-
nie jednoznaczny. Dodajmy, ze dobry operat losowania winien obejmowaé
takze pewne informacje dodatkowe o elementach populacji, okreslane zwy-
kle przez warto$ci tzw. cech pomocniczych. Pozwala to m.in. na optymalne
warstwowanie populacji, co w konsekwencji moze da¢ istotne podniesienie
dokltadnosci prowadzonej estymacji parametréw populacji.

1.2.1. Proste préby losowe

Préba jest traktowana jako zbior elementéow populacji. Jest zwykle ozna-
czana przez s i zapisywana za pomoca zbioru s = {k1, ko, ..., k,}, gdzie k;
jest numerem elementu populacji U, czyli k; € U, i = 1,...,n. Wowczas
fakt przynaleznosci k-tego elementu populacji do proby s oznaczamy przez
k € s. Gdy indeks i jest numerem kolejnego losowania elementu populacji,
to probe s nazywamy uporzadkowang. Jesli préba jest losowana zwrotnie, to
numery elementéw populacji moga powtarzaé sie w probie. Gdy préba jest
losowana bezzwrotnie, to préba s jest podzbiorem populacji U, czyli s C U.
Przez Q oznaczamy zbiér préb, ktore sa tworzone na podstawie populacji
U. Zbiér Q jest takze nazywany przestrzenig prob lub zbiorem podstawowym
prob. Symbolem Q,, oznaczamy préby skladajace sie z ustalonej liczby ele-
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mentéw. Dodajmy, ze sg rowniez rozwazane proby o nieustalonej liczebnosci
elementéw.

7Z punktu widzenia badania wtasnosci préby i zwiazanych z nig in-
nych pojeé¢, wygodnie jest zdefiniowaé prébe w nastepujacy sposéb. Niech
{0,1}" bedzie N-krotnym iloczynem kartezjanskim zbioru {0,1}, czy-
li np. {0,1}> = {{0,0},{0,1}, {1,0},{1,1}}. Ponadto, niech M =
{0,1,2,...} bedzie zbiorem liczb naturalnych, natomiast MY bedzie N-
-krotnym iloczynem kartezjahskim zbioru M. W szczegdlnoéci wiec M? =

{{0,01,{0,1},{0,2}, {0,3}, 0,4}, ... {1,0}, {1, 1}, {1,2},...}.

Definicja 1.4. Préba jest okreslana jako wektor
s = [81...8]\/],

przy czym:
a) w przypadku proby bez powtdrzen elementow populacji (losowanej bez-
zwrotnie), s € {0, 1}V i

1, gdy k-ty element populacji jest w probie,
S =
¥ 0, gdy k-ty element populacji nie jest w prébie,

b) w przypadku préby z powtdrzeniami elementéw populacji (losowanej
zwrotnie) s € MV i

> 1, gdy k-ty element populacji jest w probie,
Sk = L g
0, gdy k-ty element populacji nie jest w probie.

Przez s oznaczono wiec krotno$é¢ wystepowania k-ego elementu popu-
lacji w probie. Z zapisanej definicji wynika, ze proba losowana bezzwrotnie
jest z formalnego punktu widzenia szczegdlnym przypadkiem proby loso-
wanej zwrotnie. W szczegélnosci wektor zerowy s = [0...0] jest nazywany
probg pustq, natomiast wektor jednostkowy s = [1...1] nazwiemy prébg
wyczerpujgcg populacje. Wprowadzone okresleniem 1.4 pojecie préoby, jak
i nastepne definicje zamieszczone w niniejszym paragrafie podajemy gtow-
nie za Tillé (2006).

Prébe s = {k: s = 1}, mozna traktowaé jako podzbiér numeréw ele-
mentéw populacji, ktére jednoczesnie sa numerami réwnych jednosci ele-
mentow wektora s okreslonego w definicji 1.4. W przypadku proby losowanej
zwrotnie s jest zbiorem par (k, si), a wiec s = {(k, si): sk > 1}, gdzie k jest
numerem elementu populacji U znajdujacym sie w probie i jednoczesnie jest
numerem réznego od zera elementu wektora s okreslonego w definicji 1.4.

W praktyce prébe s rozumie sie czesciej jako podzbiér numerow elemen-
tow populacji, jakkolwiek w niektérych sytuacjach jest wygodniej definiowaé
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ja wektorem. Dalej kontekst pracy jednoznacznie wskaze, czy zdefiniowano
ja zbiorem, czy wektorem.
Liczebno$é (rozmiar) préby wynosi:

n(s) = Z Sk

kes

Przyktad 1.5. Gdy populacja skiada sie z trzech elementow, czyli N = 3,
to przestrzeniami prob mogq byé zbiory: Q = {[0 1 1],[1 1 0],[0 0 1]} lub
Q={[000],]130],[010],[004]}. W skiad pierwszego z zapisanych zbio-
row wchodzq wybrane proby losowane bezzwrotnie, a w drugiej przestrzeni
znajdujemy takze préby losowane zwrotnie, jak np. préba [1 3 0], w ktdrej
sktad wchodzi jednokrotnie pierwszy element populacji oraz trzykrotnie drugi
element populacji i rozmiar tej proby wynosi cztery, czyli n([1 3 0]) = 4.

Definicja 1.5. Przestrzen prob Q jest nazywana symetryczng, gdy dla kaz-
dej proby s € Q, wszystkie permutacje jej elementow takze nalezg do Q.

Przyktad 1.6. Niech populacja sklada sie z czterech elementow, czyli
N = 4. Wowczas przyktadem symetrycznej przestrzeni prob moze byé zbior
Q={0000],[1000],0100],0010],/0001],[1100],[1010],
[1001,[0110],/0101],j0011],[2000],]0200],[0020],[000 2]}.
Mamy wiec do czynienia z przestrzenig prob losowanych zwrotnie o liczeb-
nosci nie wiekszej niz dwa elementy, czyli n < 2.

Definicja 1.6. Przestrzen prob losowanych bezzwrotnie o ustalonej liczeb-
nosci n oznaczana przez Q, jest zbiorem wszystkich mozliwych permutacyi
bez powtdrzen N -elementowego wektora [1...10...0], ktory zawiera n je-
dynek 1 N —n zer.

Symetryczna przestrzenia préb losowanych bezzwrotnie o liczebnosci nie
wiekszej niz IV jest suma Q = Uf:fzo Q- W szczegdlnosci gdy N = 2, to zbior
Q = {[0,0],[1,0],[0,1],[1,1]} jest iloczynem kartezjankim zbioréw {0,1}
i {0,1}, czyli Q = {0,1} x {0,1} = {0,1}2. Uogdlniajac to rozumowanie
dochodzimy do wniosku, ze przestrzen Q jest N-krotnym iloczynem karte-
zjahskim zbioru {0,1}, czyli Q = {0,1}V.

Liczba wszystkich prob tworzacych przestrzen Q,, wynosi (]7\1[), natomiast
liczba wszystkich prob losowanych bezzwrotnie z populacji N-elementowej
jest réwna 27,

Przyktad 1.7. Gdy populacja skiada sie z trzech elementow, czyli N = 3,
to symetryczng przestrzeniq prob losowanych bezzwrotnie jest Q = {0,1}3 =
{[0 0 0],[100],[010],001],[011],]101],[110],[111]}, aw szcze-
golnosci jej podzbior: Qo = {[0 1 1],[1 0 1],[1 1 0]} jest przestrzeniqg prdb
losowanych bezzwrotnie o liczebnosci n = 2.
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Gdy proéba jest losowana zwrotnie z populacji, to dany element popula-
¢ji moze sie w niej wielokrotnie powtarzaé¢. Niech s, ¢ = 1,..., N bedzie
krotnoscia powtarzania sie k-tego elementu populacji w prébie.

Definicja 1.7. Symetryczna przestrzen prob losowanych zwrotnie o usta-
lonej liczebnosci n, oznaczana przez Q . jest zbiorem wszystkich moZzli-
wych préb s takich, zZe s = [s1,...,sy], s, = 0,1,...,n, dlai=1,...,N
DR

Liczba wszystkich préb tworzacych przestrzen Q wynosi o +:LL_1). Sy-
metryczng przestrzenig prob losowanych zwrotnie o dowolnej liczebnosci nie
wigkszej od m jest suma: ggm =Ur, Q,.

Prébe s = [sy,...,sy] losowana zwrotnie mozna sprowadzi¢ do proby
losowanej bezzwrotnie s = [s1,...,sy] za pomoca tzw. funkcji redukujgcej
s =[r(s1),...,7(sn)] = r(s) definowanej wyrazeniem:

1 jeslis, >0,

s = r(si) = { (L1)

0 jeslis, =0.

Liczba réznych elementéw populacji w prébie s jest nazywana efektyw-
ng liczebnoscig tej préby i jest oznaczana przez n.(s) = n(s) = n(r(s)).
Oczywiscie liczebno$é¢ préoby losowanej bezzwrotnie jest réwna jej liczebno-
Sci efektywnej.

Przyklad 1.8. Przestrzen uzyskana poprzez redukcje przestrzeni préb loso-
wanych zwrotnie o liczebnosci n jest rowna sumie przestrzeni prob losowa-
nych bezzwrotnie o liczebnosci nie mniejszej niz 1 i nie wiekszej niz n, czyli
r(gn) =Unr_1 Qm. W szczegélnosci, gdy N =3 in =2, to

7“(92) =r({[110],[101],[011],[200],[020],[002]}) =
={[100],[010[,[001],[110],[101],[011]} =Q1UQ2=Qco.

Definicja 1.8. Planem losowania proby s jest nazywany rozktad prawdopo-
dobienstwa p(s) okreslony na zbiorze podstawowym préb Q, a wiec funkcja
p(s), bedaca prawdopodobienstwem wylosowania proby s, przyporzedkowywu-
je kazdemu elementowi s ze zbioru préb Q liczbe z przedziatu zamknietego

[0;1] i
Z p(s) =1.

seQ
W przypadku planu bezzwrotnego losowania proby Q C {0, 1},
Przyktad 1.9. Plan losowania zwrotnego proby 2-elementowej, ktorej
przestrzen Q. okreslono w przykladzie 1.8 mozna wustali¢ nastepujgco:

p([1 10]) = 0.01, p([1 0 1]) = 0.09, p([0 1 1]) = 0.5, p([2 0 0]) = 0.1,

p([020]) =0.1, p([002]) = .

17



Prébe s = [s1 ... sn] traktuje sie réwniez jako warto$é (obserwacje) N-
-wymiarowej zmiennej losowej S = [S1...Sn], co wynika z nastepujacego
okreslenia (por. Tillé 2006).

Definicja 1.9. Probg losowq jest nazywany wektor losowy S przyjmujgcy

wartosci ze zbioru Q, ktorego rozkladem prawdopodobieristwa jest plan p(s),
czyli

P(S =s)=p(s), dla wszystkich s € Q.

Zatem rozkltad prawdopodobienistwa zmiennej losowej Sy, jest rozktadem
brzegowym wektora S, ktory wyznacza nastepujace wyrazenie:

P(Sy=a)= Z P(S =s).

{s: sx=a}

Wartos¢ oczekiwana proby losowej okresla wzoér:

p= . ..un] = E(S) =) sp(s),
seQ

gdzie pup = E(Sk) = Yseq SkP(5)-
Macierz wariancji i kowariancji préby losowej ma postac:

2= [Sral = B(S =) (S —p) =D (s — )" (s — w)p(s),
s€Q

gdzie: Yg = kg — iy g = E(SKS1) = 3 5eq sksip(8)-

Przyktad 1.10. Dla okreslonego w przykladzie 1.9 planu losowania zwrot-
nego proby 2-elementowej mamy: p; = E(S1) = 0.01 +0.09+0+0.2+0+
0 = 0.3 oraz p = [0.3 0.71 0.99], pu11 = E(Sf) = 0.01+0.09 4 0.4 = 0.5,
p22 =0.91, uz3 =139, p12 = E(S152) =0.01, 13 =0.09, o3 =0.5. Te
wyliczenia prowadzq do nastepujgcej macierzy wariancyi i kowartancyi proby
losowey.

0.4100 —0.2030 —0.2070

3 =1-0.2030 0.4059 —0.2029

—0.2070 —0.2029  0.4099

Definicja 1.10. Prawdopodobieristwo inkluzji rzedu pierwszego jest prawdo-

podobienstwem tego, iz k-ty element populacji zostanie wylosowany do préby
1 jest oznaczane przez

Wk:P(Sk>O)= Z p(s).
{s: s,>0}
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Na podstawie wzoru (1.1) mozna wykazaé, ze m, = E(r(Sk)). Zatem gdy
préba jest losowana bezzwrotnie, to 7 = E(Sk). Symbolem 7 oznaczamy
wektor wierszowy prawdopodobienstw inkluzji rzedu pierwszego. Gdy proba
jest losowana bez zwracania, to w = pu.

Definicja 1.11. Prawdopodobienstwo inkluzji rzedu drugiego jest prawdo-
podobienstwem tego, iz elementy populacji o numerach k oraz l, przy czym
k #£ 1, zostang wylosowane do proby i jest oznaczane przez:

7Tk7l:P(Sk>0iSl>0): Z p(s).
{s: s>01s,>0}
Ze wzoru (1.1) wynika, ze m; = E(r(Sk)r(S;)). Niech IT = [my ], przy
czym my =T, k=1,...,N.
Niech
A = [Ak,l] =1II- 7TT7T. (1.2)
Zwroémy uwage, ze Apy = mpy — mpme dla i # j, natomiast A =
k(1 — 7). W przypadku bezzwrotnie losowanej proby

A=3.
Gdy proby losowane bezzwrotnie maja ustalona liczebnosé n, to
N N N
Zwk =n, Z Z Ty =n(n —1). (1.3)
k=1 k=1t=1,t#£k

Przyktad 1.11. Dla okreslonego w przykiadzie 1.9 planu losowania zwrot-
nego proby 2-elementowe] wyznaczamy nastepujgce charakterystyki: m =
E(T(Sl)) =0.014+0.094+0.1 = 0.2, w = [0.2 0.61 0.79], T2 = E(T’(Sl)T(SQ))
= 0.01, m1 3 = 0.09, m3 = 0.5, czyli:

0.20 0.01 0.09
II=0.01 0.61 0.50
0.09 0.50 0.79

Wowczas:
0.1600 —0.1120 —0.0680

A= |[-0.1120 0.2379  0.0181
—0.0680 0.0181  0.1659

Przyktad 1.12. W przykladzie 1.7 okreslono przestrzen prob Qo dwuele-
mentowych losowanych bezzwrotnie z populacji tréjelementowej. Definiu-
jemy na niej plan losowania préby: p([0 1 1]) = 0.5, p([1 0 1]) = 0.3,
p([1 10]) =0.2. Parametry tego planu sq nastepujace: = = [0.5 0.7 0.8].

0.5 0.2 0.3 0.25 -0.15 -0.10
II= (0.2 0.7 0.5}, YX=A=|-015 021 -0.06
0.3 0.5 0.8 -0.10 -0.06  0.16
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Plan losowania préby okresla prawdopodobienstwa, z jakimi poszcze-
gélne proby maja byé wyodrebniane z populacji. Z praktycznego punktu
widzenia jest rzecza konieczng okreslenie sposobu doboru poszczegdlnych
sktadnikéw préby spoérdd elementéw populacii.

Definicja 1.12. Schemat (algorytm) losowania préby jest procedurg prowa-
dzqcq do wyselekcjonowania z populacji elementow do proby tak, aby praw-
dopodobienstwo wylosowania préby bylo réwne prawdopodobienstwu okreslo-
nemu przez plan losowania proby.

Schemat losowania préby jest nazywany wyliczajgcym (enumerative), je-
sli wszystkie mozliwe proby oraz prawdopodobienstwa ich wylosowania sa
wyznaczone przed losowaniem proby. Wyliczajace schematy losowania wy-
magajg duzej iloéci operacji numerycznych, ktora zwykle rosnie w sposéb
wybuchowy wraz ze zwigkszaniem sie rozmiaru populacji lub préby. Przy-
ktadowe iloéci prob wchodzacych w sktad przestrzeni préb zamieszczono
w tabeli 1.1. Wynika z niej, ze sa one wrecz astronomiczne juz dla przypad-
kéw stosunkowo matych liczebnosci populacji i prob. Na przyktad, gdy roz-

miar populacji wzrasta 10 razy z poziomu 100 do 1000, to liczba wszystkich
0270

mozliwych préb bezzwrotnie losowanych wzrasta co najmniej 1 razy!
Tabela 1.1
Rozmiary symetrycznych przestrzeni préb
N: 100 1000

n: 5 10 10 50
Card Qn =) 7.528 x 107 | 1.731 x 10*® | 2.634 x 10%* | 9.460 x 10%*
Card(Q )= (Y77") | 9.196 x 107 | 4.263 x 10'* | 2.882 x 10®* | 1.097 x 10%°

Card(Q) =2N 1.267651 x 10*° 1.071509 x 10°°*

Chodzi wiec o to, aby znalezé efektywny algorytm losowania préby, czyli
taki, ktéry wymagalby najmniej tego typu operacji przy danym planie loso-
wania, co powinno prowadzi¢ do istotnej oszczednosci czasu poswigcanego
na wyselekcjonowanie proby z populacji.

Problemom konstrukcji algorytmoéw losowania préby jest po$wiecona
praca Tillé (2006). Tutaj przedstawimy tylko konkretne algorytmy przy-
pisane rozwazanym planom losowania proby.

Konstrukcja algorytmu wyliczajacego losowania préby jest nastepujaca:
1. Najpierw tworzy sie ciag (liste) wszystkich mozliwych préb: Q = {s1,

<y SJ}.
2. Wylicza si¢ prawdopodobienistwa wystapienia wszystkich prob ze zbioru

Q zgodnie z planem losowania P(s).

3. Potem, generuje sie liczbe losowa u o rozkladzie jednostajnym okreslo-

nym na przedziale [0, 1].
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4. W koncu wybiera si¢ te probe s;, dla ktorej Z;ll P(s;) <u< Zgzl P(s;)
przy czym, jesli u < P(s1), to préba sy jest wybierana.
Rozwazymy teraz wlasnosci elementarnych planéw losowania proby.

Definicja 1.13. Plan bezzwrotnego losowania proby prostej ma postac:

—1
sz(S) = <]:Lf> )

gdzie s € Q.
Parametry tego planu sg nastepujace: mp = «, Tg; = %, Apr =
W, AM:_%v przy czym k=1,...,. N, l=1,...,N, k # L.

Algorytm (schemat) losowania rozwazanej proby prostej jest nastepuja-
cy:

1. Pierwszy element proby jest losowany z populacji z prawdopodobien-
stwem ¢q; = ]{,, czyli np. nalezy wygenerowac liczbe losowa u o rozkladzie
jednostajnym okreslonym na przed21ale [0; 1] i wtedy jest wybierany j-ty
element populacji, gdy 2 T Su<+4,j=1,...,N.

2. k-ty element préby jest podobnie 1osowany Z populacji pomniejszonej
0 juz wcze$niej wylosowane z niej (k — 1) elementy z prawdopodobien-

stwem qp = y—577 k+1,k—2

Przyktad 1.13. Gdy N =5 in = 2, to plan bezzwrotnego losowania préby
losowej prostej ma postaé: Py, (s) = 0.1, gdzie s € Qa, a jego parametry
okreslajg parametry:

0.4 0.1 0.1 0.24 —-0.06 —0.06
ITI= (0.1 04 0.1}, Y=A=|[-006 024 —-0.06
0.1 0.1 04 —-0.06 —-0.06 0.24

Algorytm losowania rozwazanej proby jest nastepujocy. Pierwszy element
proby nalezy losowac z prawdopodobienstwem q1 = 0.2 z calej piecioele-
mentowej populacji, a drugi element wybieramy z prawdopodobieristwem
q2 = 0.25 z populacji czteroelementowe], czyli pomniejszonej o juz wezesniej
wylosowany element.

Tillé (2006, s. 54), wprowadza nastepujace okreslenie.
Definicja 1.14. Plan zwrotnego losowania tzw. proby losowej prostej ma

postac:
n!

PZ(S) = Nn Hk.EU Sk-!,

gdzie s € Q .
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Prawdopodobienstwa  inkluzji tego planu  okredlaja  wzory:
m,=1-— (%)n, Ty =1—2 (%)n—i- (%)n, przy czym k=1,... N,
l=1,...,N, k#1.

Schemat losowania rozwazanej proby jest nastepujacy. Kazdy sposrod
N-element6éw populacji jest losowany z prawdopodobienstwem 1/N do pré-
by n-krotnie. Stad wynika, ze elementy populacji sa losowane do préby nie-
zaleznie.

Przyktad 1.14. Gdy N = 4 i n = 2, to plan zwrotnego losowania préby
prostej ma postaé: P,(s) = 0.1, gdzie s € 92. Parametry tego planu sq
nastepujace: = [0.5 0.5 0.5 0.5],

1 7T 2 2 1 -1 -1 1 63 —17 —17
M=_-12 72, S=c|-1 3 -1|, A= |-17 6 -7/

16 19 o 7 ~1 -1 3 256 1 _17 _17 63

w

Po to, aby wylosowaé rozwazang probe nalezy z calej populacji wylosowac
(zwrotnie) dwa elementy, przy czym za kaZdym razem prawdopodobieristwo
wylosowania elementu populacjt ma wynosié 0.25.

Definicja 1.15. Plan bezzwrotnego losowania Bernoulliego préoby losowej
prostej ma postac:

N
Pr(s) = [[ w1 —m)' =,
k=1
gdzie s € Q i€ [0, 1].

Parametr 7 jest prawdopodobienstwem wylosowania kazdego elementu
populacji do préby, czyli 7 = E(Sx) = w dla k = 1,..., N. Prawdopodo-
bienstwa inkluzji rzedu drugiego sa réwniez takie same i wynoszg m; = 72
oraz D?(Sy) = n(1 — ) oraz Cov(Sy,S)) = 0dlak # 1, k = 1,...,N,
I=1,...,N.

Préoby Bernoulliego nie maja powtarzajacych sie elementéw popula-
cji, a ich rozmiar jest zmienng losowa, ktorej wartosé¢ spetnia nieréwnosci:
0 < n(s) < N. Liczebnos$é préby ma rozkltad dwumianowy prawdopodobien-
stwa, ktéry okresla wzor:

P(n(S) = n) = <N> (1 — 1), (1.4)

n
przy czym n = 0,1,..., N. Zatem, E(n(S)) = Nx, D?*(n(S)) = Nw(1 — 7).

Przyktad 1.15. Sprzedano partiec N = 20000 lodéwek okreslonego typu.
Prawdopodobienstwo awarii kazdej z nich wynosi m = 0.005. Zbior reklamo-
wanych lodowek mozna wiec traktowaé jako probe Bernoulliego. W zwigzku
z tym warto$é oczekiwana rozmiaru tej proby, jednoczes$nie bedgca przecietng
liczbg reklamowanych lodowek, wynosi 100 sztuk.
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1.2.2. Wybrane plany losowania préb nieprostych*

W niniejszej czesci przedstawimy pewne plany losowania, ktérych prawdo-
podobienstwa inkluzji rzedu pierwszego nie sg takie same dla elementéw
populacji. Zwykle beda one zalezne od wartosci tzw. cechy dodatkowej (po-
mocniczej) obserwowanej w calej populacji. Wéréd nich da si¢ wyréznié
takie, ktére zaleza od obserwacji wartosci momentéw cechy dodatkowej,
a inne od kwantyli tej zmiennej. Pierwszy z rozwazanych planéw losowania
jest okreslany nastepujaco (por. np. Tillé, 2006):

Definicja 1.16. Plan Poissona bezzwrotnego losowania proby okresla wy-
razenie:

N
Pp(s) = H Tk (1 — mp) sk,
k=1

przy czym s € Q imp € [0, 1] dlak=1,...,N.

Element k-ty populacji jest losowany do préby z prawdopodobienstwem
e, k= 1,..., N, ktore jest jednoczeénie prawdopodobienstwem inkluzji
rzedu pierwszego oraz F(Sy) = . Elementy populacji sa losowane do pro-
by w sposéb niezalezny. Zatem prawdopodobienstwo inkluzji rzedu drugiego
wynosi mp; = mym dla k #1, k=1,...,N,l =1,...,N. Warto$¢ oczeki-
wana liczebnosci préby wynosi E(n(S)) = Y8, .

Przykltad 1.16. Niech obserwacje cechy pomocniczej bedq dodatnie w calej

populacji, czyli xp, > 0 dla k=1,..., N. Wowczas mozna przyjec, Ze
T
Wk:Ni, kzl,,N
2i=1 Ti

W praktyce zmienna pomocnicza w zaleznosci od celu badania staty-
stycznego moze by¢ w rézny sposob dobierana. Przyktadowo xp moze by¢
obserwacjg wieku respondenta, ktory jest dostepny w réznych rejestrach ad-
ministracyjnych. Wéwczas prawdopodobienstwo wylosowania danej osoby
do préby byloby proporcjonalne do jej wieku. Przypusémy, ze obserwacje
warto$ci zmiennej pomocniczej indeksowane numerami pigcioelementowej
populacji sa nastepujace: x1 = 1, x0 = 2, x3 =4, x4 = 7, x5 = 11. Wte-
dy wyzej okre$lone prawdopodobienstwa przyjmuja wartodci: m; = 0.04,
my = 0.08, w3 = 0.16, m4 = 0.28 i w5 = 0.44.
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Oznaczmy Srednie i wariancje z populacji lub z préby s zmiennej dodat-

kowej nastepujaco:

E=n > @ (@) =gy (@ —0)? v(z) = gted(e).  (15)

i€U =

N N
T. = %Zzisi’ U*s( = % Z(l‘l - J_:S)QSi, Us(l') = nT_lv*s(x)- (1-6)

i=1 i=1

lub
To=+ Y ves(2) = 715 D (@i — 7o) (1.7)
i€s

€S

Midzuno (1950), Lahiri (1951) oraz Sen (1953) analizowali nastepujacy
plan i schemat losowania préby.

Definicja 1.17. Plan bezzwrotnego losowania n-elementowej proby s, pro-
porcjonalny do $redniej cechy dodatkowej z tej proby s ma postac:

Ts

B

Prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego i drugiego maja postac
(por. np. Chaudhuri i Vos, 1988 lub Wywial, 1995):

Prys(s) = gdzie s € Q.

T =NTEN-D 70
_ n—2 __ n(n=1)
Tkl = N—-2 (Wk + 7Tl) (N=-1)(N-2) (1 8)
lub réwnowaznie
n(n—1 N—n) x,+x,—2%
Tkl = NEN 1)) + 1\§(N )1()(N )2) Hfl )
przy czym k #1, k=1,..., N, l=1,...,N.

Schemat losowania proby jest nastepujacy. Pierwszy element do préby
jest losowany z prawdopodobienstwami proporcjonalnymi do wartosci cechy
pomocniczej, czyli:

xkl

N b
i=1ZLi

p(k1) = 5

Pozostale elementy préby tworzy losowana bezzwrotnie préba prosta o li-
czebnosci (n — 1).

Wywial (1991, 1992) wyprowadza prawdopodobienstwa inkluzji dowol-
nego rzedu planu Pr g oraz nastepujace odpowiednie prawdopodobienstwa

k=1,...,N.
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warunkowe okreslajace schemat losowania proby. Pierwszy element jest loso-
wany do préby z wyzej okreslonym prawdopodobienstwem bezwarunkowym
p(k1), natomiast dlar =2,...,n

(N—n)Zxki+N(n—r)a?
pkrlkr1, ... k1) = = .
(N —1) ((N—n)Zxki —i—N(n—r—i—l)a:)

i=1

Zatem jest to znacznie bardziej ztozony i wolniejszy schemat losowania pré-
by od algorytmu Midzuno i Lahiriego. Ponadto, jest to przykltad na to, iz
przedstawiliSmy dwa schematy losowania realizujgce jeden i ten sam plan
losowania préby, co jest zgodne z twierdzeniem T.V.H. Rao (1962), ktéry
wykazal, ze dla kazdego planu losowania proby istnieja co najmniej dwa
schematy jej losowania.

Przyktad 1.17. Podobnie jok w przykladzie 1.16 niech obserwacjami war-
tosci zmiennej pomocniczej bedg nastepujace liczby: x1 =1, xo = 2, x3 =4,
xq4 =17, x5 = 11, przy czym numery obserwacji zmiennej sq¢ jednoczesnie nu-
merami elementow populacji. Zatem populacja liczy N = 5 elementéw. Na
podstawie definicji 1.17 otrzymujemy nastepujgce prawdopodobienstwa pla-
nu losowania dwuelementowej proby proporcjonalnego do Sredniej z proby
cechy dodatkowej: Prrs(12) =0.03, Pras(13) =0.05, Prass(14) = 0.08,
Pras(15) = 012, Prys(2 3) = 0.06, Pras(2 4) = 0.09, Prys(2 5) =
0.13, Prars(34) =0.11, Prays(35) = 0.15, Prys(4 5) = 0.18. Na podsta-
wie wzoru (1.8) wyliczamy macierz prawdopodobienistw inkluzji:

0.28 0.03 0.05 0.08 0.12
0.03 031 0.06 0.09 0.13
II=10.05 0.06 0.37 0.11 0.15],
0.08 090 0.11 0.46 0.18
0.12 0.13 0.15 0.18 0.58

przy czym prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego sq na gtownej prze-
kgtnej macierzy I1, a poza nig znajdujg sie prawdopodobienstwa inkluzji rze-
du drugiego. Ponadto:

0.202 —0.057 —0.054 —0.049 -0.042

—0.057  0.214 —-0.055 —0.053 —0.050
YX=A=|[-0.004 —-0.055 0.233 —0.060 —-0.065
—-0.049 —-0.053 -0.060  0.248 —0.087

—0.042 —-0.050 -0.064 —-0.087 0.244
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Definicja 1.18 (Singh i Srivastava, 1980). Plan bezzwrotnego losowania
n-elementowej proby s proporcjonalny do wariancji cechy dodatkowej z tej
proby vys ma postac:

Pss(s) = gdzie s € Q

przy czym wariancje vy i vy okreslaje wzory (1.5)—(1.7).

Schemat losowania realizujacy plan Pgg polega na tym, ze najpierw na-
lezy wylosowaé z populacji pare elementéw (k,[) z prawdopodobienstwami
proporcjonalnymi do (x;, —2;)%. Nastepnie pozostate (n —2) elementy préby
dobieramy z populacji pomniejszonej o juz wybrane wczesniej dwa elementy,
jako probe prosta losowana bezzwrotnie.

Tp—T

Niech z, = o) Wtedy prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwsze-
v\T

go i drugiego maja postac:

T =%+ vy (5 - L),
n(n—1 n N—1)(N—n—1
Thi = NENA)) + Mg (1 - N)((N—:S) )) (27 + 2 —2)+  (1.9)
_ 2(N=n)(N—n—1) (z O
NZ(N-2)(N=3) \"k<l ™~ ~N-1)>

przy czym k #[, k=1,..., N, l=1,...,N.
Prawdopodobienstwa inkluzji wyzszych rzedéw podaje Wywial (1992).

Przykltad 1.18. Korzystamy z danych z przykladu 1.17 o obserwacjach
wartoSci zmiennej pomocniczej w piecioelementowej populacji. Na podsta-
wie definicji 1.18 otrzymujemy nastepujgce prawdopodobieristwa planu lo-
sowania dwuelementowej proby proporcjonalnego do wariancji z proby ce-
chy dodatkowej: Psg(1,2) = 0.003, Pss(1,3) = 0.027, Pss(1,4) = 0.109,
Pss(1,5) = 0.303, Pss(2,3) = 0.012, Psg(2,4) = 0.076, Pss(2,5) = 0.246,
Pss(3,4) = 0.027, Pss(3,5) = 0.149, Pss(4,5) = 0.048. Na podstawie wzo-
ru (1.9) wyliczamy macierz pradopodobieristw inkluzji:

0.442 0.003 0.027 0.109 0.303
0.003 0.336 0.012 0.076 0.246
II = |0.027 0.012 0.216 0.027 0.149
0.109 0.076 0.027 0.261 0.048
0.303 0.246 0.149 0.048 0.745
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Zavwaimy, Ze w rozwazanym przypadku mg; = pss(k,l) dla k =1,...,5,
l=1,...,5 ik +#1. Ponadto:

0.247 —-0.146 —-0.069 —0.006 —0.026

—-0.146  0.223 -0.061 -0.012 —-0.004
Y¥=A=|[-0069 —-0.061 0.169 —0.029 —0.012
—-0.006 —-0.012 -0.029 0.193 —0.146

—-0.026 —0.004 -0.012 —-0.146  0.190

Zalézmy, co nie umniejsza ogdélnosci dalszych rozwazan, ze wartosci ce-
chy dodatkowej sa uporzadkowane od najmniejszej do najwigkszej, czyli
z; < Tit1, dlac=1,..., N —1. Niech X, bedzie r-ta statystyka pozycyjna
z préby prostej losowanej bezzwrotnie. Przypomnijmy, ze kwantyl z préby
rzedu a € (0, 1) jest okreslany jako gs o = X, gdzie r = [na] + 11 [na] jest
czgécia catkowity liczby na. Zatem, Xy = ¢sa, dla (r —1)/n < a < 1/n.
Niech Qu(r,i) = {s: X,y = x;} bedzie zbiorem wszystkich préb s, w kté-
rych r-ta statystyka pozycyjna zmiennej dodatkowej jest rowna x;, gdzie
r < i< N—n+r. Zbiory préb tworzace ciag (Qn(r,i), i =7,...,N—n+r)
sg rozlaczne oraz wyczerpuja przestrzen prob o ustalonej liczebnosci n lo-
sowanych bezzwrotnie, oznaczanej przez Q,,, a wiec Q,, = U,]\L ;"Jrr Q. (r,14).

Wywial (2004, 2008) zaproponowal nastepujacy plan losowania préby.

Definicja 1.19. Plan bezzwrotnego losowania n-elementowej proby s pro-
porcjonalny do wartosci z; statystyki pozycyjnej Xy ma postac:

Pg(s|r):a(n;r)’ dlas € Qu(r,i), i=r,...,N—n+r,
gdzie:
N—n+r . .
J—1\(N—J
a(n,r) = Jz:; (r B 1) (n—r)xj'

W szczegdlnoscei, dla pierwszej i ostatniej ze statystyk pozycyjnych plan
losowania upraszcza si¢ do nastepujacych wyrazen:

Py(slD) = —y—mrow—— dlas€Qu(Li), i=1... . N-n+1,
> i1 (n—l)xj (1.10)
P,(s|n) = #, dla s € Qu(n,i), i =n,...,N, (1.11)
j=n (n—l)mj

Dodajmy jeszcze, iz w szczegllnosci, gdy x; = ¢ > 0 dla wszystkich
i=1,...,N, to plan P, losowania proby redukuje si¢ do planu bezzwrotne-
go wyboru proby prostej okreslonego definicja 1.13. Wyprowadzenie praw-
dopodobienstw inkluzji rzedu pierwszego i drugiego znajduje sie w artykule
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Wywiala (2008). Symulacyjna analize doktadnosci strategii estymacji wyko-
rzystujacej rozwazany plan losowania przeprowadza takze Wywial (2007).
Niech U(1,...,1) bedzie podpopulacja populacji U i niech s; bedzie pro-
ba prosta o liczebnosci (r — 1), wylosowana bez zwracania z podpopulacji
U(1,...,1). Podobnie, niech s9 bedzie préba prosta o liczebnosci (n—r) loso-
wana bezzwrotnie z podpopulacji U(i+1, ..., N) populacji U. Utrzymujemy
zalozenie, ze elementy populacji sa ponumerowane zgodnie z rosngcymi war-
tosciami dodatniej cechy pomocniczej. Wéwcezas algorytm losowania préby
zgodnie z planem P, polega najpierw na wylosowaniu i-tego elementu po-
pulacji (ktéremu jest przypisana warto$¢ z; statystyki pozycyjnej X,y na
podstawie nastepujacego rozkladu prawdopodobienstwa statystyki X, :

(r=1) (o)
— 7 — i=r,...,N—n-+r. (1.12)
pOp i () (W)Y

DPri =

Nastepnie z podpopulacji U(1, ..., ) jest losowana bezzwrotnie proba prosta
s1 o liczebnosei (r — 1). Potem z podpopulacji U(i + 1,...,N) jest takze
losowana bezzwrotnie préba prosta ss o liczebnosci (n —r). Suma tych préb
z dotaczonym i-tym elementem populacji {i}, czyli s = s; U{i} U sy koficzy
algorytm losowania préby.

Czesto w praktyce okredla sie prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierw-
szego proporcjonalnie do wartosci zmiennej dodatkowej. Przyktadowo za-
mierza sie losowaé gospodarstwa rolne do proby z prawdopodobienstwami
proporcjonalnymi do powierzchni ich uzytkéw rolnych. Wowczas wieksze
gospodarstwa (zwykle wazniejsze z ekonomicznego punktu widzenia) maja
wicksza szanse dostania si¢ do préby. Zatem nalezy skonstruowaé schemat
losowania préby realizujacy zadane prawdopodobienstwa inkluzji pierwsze-
go rzedu, przy zaniedbaniu postaci funkcji planu losowania proby. Do bar-
dziej popularnych tego rodzaju schematéw losowania nalezy procedura za-

proponowana przez Rao, Hartleya i Cochrana (1962). Niech p; = > A,
=177
i =1,...,N, gdzie x; jest wartoscia zmiennej dodatkowej przypisanej i-

-temu elementowi populacji U. Zakladamy, ze Zf\il p; = 1. Niech préba
o liczebnosci n bedzie bezzwrotnie losowana z populacji zgodnie z prawdo-
podobienstwami inkluzji m; = np;. To zadanie realizuje nastepujacy algo-
rytm. Populacja U jest dzielona losowo na n grup oznaczanych przez Uy,
k=1,...,n, przy czym kazda sktada sie z co najmniej dwbch elementéw.
W szczegélnosei Bracha (1996) rozwaza podzial na b grup a + 1 elemento-
wych oraz n—b grup a elementowych, gdzie liczebnoéé a jest czescia catkowi-
ta ilorazu N/n. Dla kazdej grupy wylicza sie sumy g = > icu, pi- W koncu
z kazdej grupy losuje sie po jednym elemencie z prawdopodobienstwem %,
gdzie ¢ € U. Tak wylosowane elementy tworza prébe s, przy czym trzeba
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zaznaczy¢, ze tylko w przyblizeniu prawdopodobienstwa inkluzji wchodza-
cych w jej sktad elementéw sa proporcjonalne do odpowiednich wartosci
zmiennych dodatkowych, czyli m; ~ np;, ¢ € s. Wlasnosci tego schematu
losowania ostatnio analizowali Chaudhuri, Dihidar i Bose (2006). Po to, aby
zapewnié¢ réwnosci m; = np;, i € s, Hartley i Rao (1962) zaproponowali inny
schemat losowania proby.

Przyktad 1.19. Korzystamy z danych z przykladu 1.17 o obserwacjach
warto$ci zmiennej pomocniczej w piecioelementowej populacji. Na podsta-
wie definicji 1.19 i wzoru (1.10) otrzymujemy nastepujace prawdopodobieri-
stwa planu losowania dwuelementowej proby proporcjonalnego do pierwszej
statystyki pozycyjnej cechy dodatkowej: py(1,2[1) = 0.04, py(1,3[1) = 0.04,
Pg(1,4]1) = 0.04, py(1,5]1) = 0.04, p,e(2,3[]1) = 0.08, p,(2,4|1) = 0.08,
Pq(2,5]1) = 0.08, py(3,4[1) = 0.16, p,(3,5[1) = 0.16, py(4,5|1) = 0.28.

Wzor (1.11) daje plan losowania préby proporcjonalny do ostatniej
(czyli drugiej w rozwazanej probie dwuelementowej) statystyki pozycyjnej:
pqe(1,2(2) = 2/75, pa(1,3|2) = 4/75, py(2,3|2) = 4/75, py(1,4]2) = 7/75,
Pa(2.412) = /75, pg([3,412) = /75, py(1,5[2) = 11/75, p,(2,5[2) = 11/75,
Pq(3,5|2) = 11/75, pe(4,5|2) = 11/75.

1.3. Dane i statystyki

Przypomnijmy, ze y = [y1...yx...yn] 1 S = [S1...5k...Sn] okredlaja
odpowiednio wektor mozliwych wartosci zmiennej y oraz obserwacje proby
losowej. Oznaczamy symbolem * tzw. iloczyn Hamadarda tych wektoréw,
ktéry ma postaé: z =y * s = [y151...YkSk ... YNSN]|, czyli 2z = ygsk, k =
1,..., N. W wyniku obserwacji elementéw populacji o numerach nalezacych
do préby s otrzymujemy dane o wartosciach badanej cechy. Modyfikujac
definicje danych Cassela, Sérndala i Wretmana (1977) oraz Tillé (2006)
okreslamy je nastepujaco:

Definicja 1.20. Danymi o wartosci zmiennej y obserwowanymi w probie
losowej S nazywamy uporzgdkowang pare wektorowych zmiennych losowych
D = (Z,S), gdzie Z =y xr(S), przy czym r(.) jest okreslong wzorem (1.1)
funkcjqg redukujgcqg dowolng probe.

Mozliwa wartosé (obserwacja) danej jest oznaczana przez: d = (z,s) =
(y *7(5), ).
Zbiér (przestrzen) wszystkich mozliwych wartoéci danych o zmiennej y
ma postac:
D = {d|s € Q,y € RV},

przy czym R jest zbiorem liczb rzeczywistych, natomiast RY jest N-krotnym
iloczynem kartezjanskim tego zbioru, czyli RN = Rx R x --- x R.
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Po to, aby zdefiniowaé rozktad prawdopodobienstwa danych, trzeba ko-
niecznie najpierw wprowadzi¢ nastepujace okreslenie.

Definicja 1.21. Mowimy, Ze mozliwa wartos¢ danych d jest zgodna z wek-
torem pewnych szczegolnych wartosci zmiennej y oznaczanym przez y* =
Wi .. yi...yN] wtedy i tylko wtedy, gdy yr = y;., dla takich indeksow k, ze
s > 0.

Rozktad prawdopodobienstwa danych ma postac:

p(s), jesli d jest zgodny z y, (1.13)
0 w przeciwnym przypadku. ‘

Przykltad 1.20. Rozwaimy tréjelementowq populacje. Jej elementom sq
przypisane obserwacje zmiennej y, ktore s¢ wartoSciami wektora: y =
[0 5 8]. Zbior (przestrzeri) danych dla préb losowanych bezzwrotnie ma po-
staé: D = {d; = ([000],[000]),d2 = ([000],[100]),ds = ([0 50],[010]),
di = (008,00 0 1).ds = ([0 5 0L[1 1 0])sds = ([0 0 8],[1 0 1)),
d7 =([058],[011]),ds = ([058],[111])}. Dane dy i dsg sq specyficznymi,
pontewaz prerwsza z nich reprezentuje brak danych o zmiennej y w populacyi,
czyli ta préba jest pusta, a drugim przypadku mamy pelne (wyczerpujgce)
dane o zmiennej w populacyi.

Zatozmy, ze plan losowania préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu m (por. definicje 1.15) jest okreslony na rozwazanym planie losowa-
nia prob. Wowcezas wzor (1.13) prowadzi do nastepujgcego rozkladu praw-
dopodobienstwa danych: P(D = dy) = (1 —7)3, P(D = ds) = P(D = d3) =
P(D =dy) =7m(1-7)?%, P(D =ds) = P(D =dg) = P(D = dy) = m*(1—m),
P(D = dg) = 2. W przypadku, gdy losowana bezzwrotnie préba ma ustalo-
ng dwuelementowq liczebnosé, to przestrzen danych redukuje sie do zbioru
Dy ={d1 =([050],[110]),do=([008],[101]),ds =([058],[011])}.

Prawdopodobienstwo tego, iz uzyskamy dane o wartosci cechy jest row-
ne prawdopodobienstwu tego, zZe nie wystgpi brak danych i wynosi: P(D #
d)=1-P(D=d))=1—(1-7)3=7(3-37+7%) = a. Wéwczas warun-
kowe prawdopodobienstwa wystapienia pozostalych danych wynoszq: P(D =
do|D # dy) = P(D = d3|D # di) = P(D = dyD # dy) = 7(1 — 7)?%/a,
P(D = d5|D # di) = P(D = do|D # di) = P(D = di|D # dy) =
72(1 —7)/a, P(D =dg|D # dy) = 73 /a.

Przyktad 1.21. Utrzymujgc zalozZenia wprowadzone w przykladzie 1.20 lo-
sujemy tym razem bezzwrotnie probe prostg dwuelementowq. Wtedy prze-
strzeri prob ma postaé: Q, = {[1 1 0],[1 0 1},[0 1 1]}. Zbior wszyst-
kich mozZliwych danych jest nastepujecy: D = {d; = ([0 5 0],[1 1 0]),
dy = ([0 0 8],[1 0 1]),ds = ([0 5 8,[0 1 1])}. Z definicji 1.13 wynika
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plan losowania; p1(s) = % dla s € S, a rozklad prawdopodobienistwa danych
ma postac: P(D =d) = 5 dlad € D.

Definicja 1.22. Kazda funkcja rzeczywista gp danych D jest nazywana
statystyka, czyli gp = g(y * r(95),S). Wartosé statystyki oznaczamy przez

9d, czyli ga = g(y *7(s), s).

Stad wynika, ze statystyka gp zalezy tylko od tych elementéw wektora
y, ktére sa obserwowane w prébie losowej S. W zwigzku z tym mozna uzy-
waé nieco wygodniejszego oznaczenia statystyki okreslanego symbolem gg,
z czym mozna sie spotka¢ w wielu pracach po$wieconych metodzie repre-
zentacyjnej. Wowczas wartosé statystyki gg jest oznaczana przez gs.

Wartos¢ oczekiwang i wariancje statystyki gs pozwalaja wyznaczaé na-
stepujace wzory:

E(QS) = Z gSp(S)7
s€eQ
D*(gs) = E(gs — E(95))* = >_ (95 — E(gs))?p(s)
seQ

Przykltad 1.22. Kontynuujgc rozwazania prowadzone w przykladzie 1.20
wyznaczamy rozklad prawdopodobieristwa statystyki M = min{D}. Mozliwy-
mi wartosciami tej statystyki sq liczby: 0, 5 1 8. Zaobserwowanie minimalnej
wartosci danych jest mozliwe tylko wtedy, gdy uzyskamy jakiekolwiek dane,
czyli gdy préba nie jest pusta. Wtedy:

P(M =0) = P(D = dy|D # dy)+
+P(D = ds|D # di) + P(D = dg|D # dy) + P(D = ds|D # ),

P(M =0)=(r(1 —7m)>+2r%(1 =) + 7°)/a = 1/(3 — 3w + ©°),
P(M =5) = P(D = dy|D # dy) + P(D = ds|D # ),
P(M=5)=(n(1-m)?+7%(1—n))/a=(1—m)/(3 -3+ 7%),
P(M =8)=P(D =dy|D #dy) = (1—7)%/(3 - 31 +7?).

Reasumujgc mamy:

3t Hem=0
1—m

P(M:m): m, dlam:5,
(1—m)?

— dl =8.

3—3m+ 72’ am=8
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W szczegolnosci, gdy m = 0.5 mamy:

4

- dla m =0,
P(M =m) = % dla m =5,

1

- dla m =8.

Wartosé oczekiwana i wariancja wynoszq: E(M) = 23, D*(M) = 92.

Przyktad 1.23. Na podstawie danych z przykladu 1.21 wyznaczamy roz-
klad minimalnej wartosci zmiennej z proby, czyli statystyki M = min{D}.
Wéwczas: P(M = 0) = P(D =dy) + P(D = dp) = 2, P(M =5) = P(D =
ds) = % W koricu otrzymugjemy:

dlam =0,
P(M =m)=
dlam = 5.

Wl = Wl

Ponadto, E(M) =12, D*(M) = 53.

W niniejszym rozdziale przedstawiono wiadomosci, ktére beda wyko-
rzystywane w dalszej tresci pracy. Problemy konstrukcji planéw i schema-
tow losowania préb sg zwykle szeroko omawiane w monografiach poswie-
canych metodzie reprezentacyjnej. Na szczegdlng rekomendacje zastuguje
praca Tillé (2006), ktéra jest jednak poswiecona tylko planom i schema-
tom losowania préb. Ponadto, warto zwréci¢ uwage na nastepujace pozycje:
Ardilly i Tillé (2006), Brewer i Hanif (1983), Cassel, Sérndall i Wretman
(1977), Chaudhuri i Vos (1988), Wywial (1992, 1995, 2003).

Pytania i zadania

Populacja i jej przyktady.

Zdefiniuj zmienng oraz podaj jej przyklady.

Okresl probe celows i probe losowa oraz przestrzen prob.

Zdefiniuj plan losowania proby oraz jego przyktady.

Schemat (algorytm) losowania préby.

Podaj przyktady podstawowych parametréw opisowych zmiennych.
Okresl plany i schematy losowania préb Bernoulliego i Poissona.

Co to jest prawdopodobienstwo inkluzji rzedu r-tego?

Okresl plany i schematy losowania préb prostych losowanych bezzwrotnie
i zwrotnie oraz ich podstawowe charakterystyki.

© 0N oW
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10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

Okresl plan i schemat losowania proby z prawdopodobienstwem propor-
cjonalnym do sumy obserwowanych w niej wartosci zmiennej dodatkowe;j.
Okresl plan i schemat losowania préby Singha i Srivastavy.

Zdefiniuj statystyke.

Okresl plan i schemat losowania préby proporcjonalny do wartoéci sta-
tystyki pozycyjnej zmiennej dodatkowej.

Zdefiniuj dane.

Podaj przyktad nieprostego planu losowania préby oraz realizujacego go
schematu losowania.

Okresl przyktady parametréw zmiennych oraz statystyk.

W piecioelementowej populacji okreslono zmienng y: y1 = 1, yo = 1,
ys = 2, y4 = 3, ys = 3. Wyznacz rozktad sredniej zmiennej y z losowanej:
a) bezzwrotnie, b) zwrotnie préby prostej trojelementowe;.

W czteroelementowej populacji okreslono zmienne y i z: y1 = 1, yo = 2,
ys=3,y1 =4; x1 =1, 9 = 2, x3 = 5, x4 = 9. Wyznacz rozklad ilorazu
sredniej zmiennej y przez $rednia zmiennej x, przy czym obie Srednie sg
wyznaczane z prostej proby dwuelementowej losowanej a) bezzwrotnie,
b) zwrotnie.

W piecioelementowej populacji okreslono zmienna dodatkows z: 21 = 1,
xo = 2, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 5. Wyznacz plan bezzwrotnego losowa-
nia proby trojelementowej proporcjonalnej do obserwowanej w prébie:
a) sumy wartosci cechy dodatkowej, b) sumy kwadratéw odchylen cechy
dodatkowej od jej $redniej w populacji, ¢) wariancji zmiennej dodatko-
wej z proby, d) pierwszej statystyki pozycyjnej, e) ostatniej statystyki
pozycyjnej, f) mediany z préby. Wyznacz prawdopodobienstwa inkluzji
rzedu pierwszego.

Co to jest operat losowania proby i jakie winien spetniaé¢ postulaty?
Wyznacz plan losowania Bernoulliego z populacji tréjelementowej. Wy-
znacz rozklad prawdopodobienstwa z proby Bernoulliego a) $éredniej,
b) warto$ci maksymalnej, ¢) rozstepu. Wyznacz wartosci oczekiwane
i wariancje tych statystyk. Rozwaz szczegdlne przypadki, gdy y1 = 1,
y2 =3, y3 =8 oraz m = 0.1, # = 0.5, 7 =0.9.

W czteroelementowej populacji okreslono zmienna badana y: y1 = 1,
yo = 1, y3 = 2, y4 = 2 i dodatkowg z: 1 = 1, 0 = 2, z3 = 3,
x4 = 4. Wyznacz plan Poissona bezzwrotnego losowania préb, przy czym
elementy populacji sa losowane do préby z prawdopodobienstwami pro-
porcjonalnymi wartosci cechy dodatkowej. Wyznacz rozklad: a) éredniej,
b) rozstepu z préby i ich parametry.

W czteroelementowej populacji okre$lono zmienna badang y: y; = 1,
yo =2, y3 = 2, y4 = 9 i dodatkowa z: x1 =1, z9 = 1, x3 = 3, x4 = 15.
Wyznacz plan bezzwrotnego losowania préob tréjelementowych: a) pro-
stej, b) proporcjonalnej do obserwowanej w probie ostatniej statysty-
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24.

ki pozycyjnej. Wyznacz prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego.
Wyznacz rozklady srednich z tak losowanych préb oraz poréwnaj ich
wariancje.

Okresl plany i schematy zwrotnego i bezzwrotnego losowania prob pro-
stych oraz ich charakterystyki.
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ROZDZIAL 2

Estymacja

2.1. Definicje podstawowe

2.1.1. Podejscie randomizacyjne

Do gléwnych celéw badania statystycznego populacji nalezy ocena para-
metréow opisowych cech (zmiennych). Parametr cechy populacji, oznaczany
przez 0, jest funkcja parametru populacji y € RV, czyli 0 = 6(y), kté-
ra przyjmuje wartoéci ze zbioru ©. Innymi stowy, 6: RN — 0, 6 = 0(y).
Zatem rozrozniamy tutaj znaczenie parametru populacji, oznaczanego wek-
torem y, ktorego wartosci sa obserwacjami pewnej cechy, od pojecia parame-
tru (opisowego) tej cechy, ktéra jest pewna rzeczywista funkcja wektora y.
Parametr opisowy w sposéb syntetyczny charakteryzuje wtasnosci struktury
obserwacji cechy w populacji. Zwykle © jest przedzialem liczbowym, czyli
© = [01, 02]. Uzywana do oceny 0 statystyke oznaczamy przez Ts. Najcze-
Sciej sg brane pod uwage parametry, ktére okreslono w pierwszym paragrafie
pierwszego rozdzialu, a naleza do nich m.in. érednia arytmetyczna zmien-
nej, jej wartoéé¢ globalna, liczba elementéw z cecha wyrdzniong i wskaznik
struktury.

Definicja 2.1. Estymatorem parametru 6 € © jest taka statystyka tg, ktorej
warto$ci nalezg do zbioru ©. Wartosé ts estymatora tg jest oceng warto$ci
parametru 6.

Wiadomo, ze wariancja w populacji moze przyjmowaé tylko wartosci
nieujemne. W zwiazku z tym np. statystyka, ktora moze przyjmowaé tylko
wartosci ujemne, nie moze by¢ estymatorem wariancji zmiennej w populacji.

Dodajmy, ze w literaturze statystycznej sa rozwazane inne definicje esty-
matora. Przyktadowo przyjmuje sie, ze okreslona w definicji 2.1 statystyka
tg, jest estymatorem parametru 6 jedli znaczna czesé jej wartosci lezy nie
dalej od ocenianej wartosci 6 niz o z géry postulowang odlegtoéé A, por. np.
Hellwig (1995) lub Sérndal Swensson i Wretman (1992, s. 38).

Blad estymacji jest réznica miedzy wartoscia szacowanego parametru
i jego estymatorem i oznaczamy go symbolem:

u(ts) =ts —0

35



Definicja 2.2. Statystyka tg jest nieobcigZzonym estymatorem parametru 6,
jesli dla kazdego 6 € ©

E(ts) =Y tP(S=s)=0,
s€Q

czyli gdy E(u(tg)) = 0.

Gdy E(u(ts)) = b(ts) # 0, to parametr b(tg) = E(ts)— 0 jest nazywany
obciazeniem estymatora tg reprezentujacym przecigtny btad systematyczny
estymacji parametru 6.

Definicja 2.3. Statystyka ts jest granicznie (asymptotycznie) nieobcigzo-
nym estymatorem parametru 6, jesli dla kazdego 6 € © w przypadku loso-
wania proby:
a) zwrotnego

lim E(tg) =4,

n—o0

b) bezzwrotnego E(tg) =0, jezelin = N.
Wzgledny wskaznik obciazenia definiujemy wzorem:

E(ts) — 0

wb(ts) = 0]

100%. (2.1)
Okresla on, jaki procent modutu wartoéci szacowanego parametru stanowi
obcigzenie jego estymatora tg.

Przyktad 2.1. Zalozimy, zZe dane o zmiennej sq obserwowane w n-elemen-
towej probie prostej losowanej zwrotnie. Na podstawie tych danych jest sza-
cowana wariancja v okreslona wzorem (1.5). Do tego celu mozna uzyé es-
tymatora nieobcigzonego v.s okreslonego wyrazeniem (1.6) lub estymatora
vg = %U*S, ktory jest obcigzony, poniewaz E(vg) = %v < v. Precy-
zyjniej rzecz biorge estymator vg prowadzi do systematycznego bledu oceny
wartancyi v, bo srednio rzecz biorgc nie doszacowywuje wartosci parametru
v. Dodajmy jednak, ze gdy liczebno$é proby rosnie w nieograniczony sposéb,
to E(vs) = v, czyli statystyka v, jest granicznie nieobcigZonym estymatorem
Wariancyi v.

Btad éredniokwadratowy estymacji parametru 6 jest wartoécia oczeki-
wana kwadratu btedu estymaciji, czyli:

MSE(ts) = E(ts — 0)? (2.2)
Blad sredniokwadratowy estymacji dekomponuje sie nastepujaco:

MSE(ts) = D?(tg) + b*(ts), (2.3)
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gdzie D?(tg) jest wariancja estymatora. Pierwiastek z bledu éredniokwadra-
towego MSE(tg), nazywamy bledem $rednim szacunku parametru 6, kto-
ry okresla przecietny btad oceny parametru 6 za pomoca estymatora tg.
Pierwiastek z wariancji estymatora jest odchyleniem standardowym D(tg)
estymatora okreslajacym przecietne odchylenie wartoéci estymatora od jego
wartodci oczekiwanej. Parametr D(tg) reprezentuje przecietny blad loso-
wy estymacji, ktérego zrédtem jest losowy wybér proby. Z kolei obciazenie
estymatora reprezentuje systematyczny btad estymacji.

Udzial obciazenia estymatora w jego bledzie srednim szacunku okresla-

my nastepujaco:
[b(ts)]

VMSE(ts)
Gdy estymator jest nieobcigzony, to btad Sredniokwadratowy estymatora

jest réwny jego wariancji, czyli jesli E(ts) = 0, to MSE(ts) = D?(ts).
Czasem uzytecznym jest tzw. wzgledny Sredni btad szacunku okreslany

przez
VMSE(ts)

ubs(ts) = 100% (2.4)

ktory wskazuje, jaki procent wartosci modultu szacowanego parametru sta-
nowi blad éredni jego szacunku.

Definicja 2.4. Mowimy, Ze statystyka tg jest zgodnym estymatorem para-
metru 6, jesli w przypadku:
a) zwrotnego losowania proby o liczebnosci n oraz kazdego € > 0 jest praw-
dziwe wyrazenie:
lim P(|t5 — 9| < 6) = 1,
n—oo

b) bezzwrotnego losowania préby statystyka ts =6, gdy n = N.

Dodajmy, ze warunek okreslony w przypadku b) definicji jest réwnowaz-
ny temu, iz P(tg — 6 = 0) =1, jezeli n = N.

7 definicji granicy wynika, ze dla kazdego € > 0 i kazdego ¢ > 0 istnieje
taka liczebnos$é préby ng, ze dla n > ng zachodzi |P(|ts — 6| <€) — 1] < 0.
W szczegdlnodci przy bezzwrotnym losowaniu proby ng < N, gdzie N jest
liczebnoscig populacji.

W praktyce zgodno$¢ estymatora mozna wiec rozumie¢ w tym sensie,
ze dla kazdego postulowanego poziomu dokladnosci estymacji € > 0 istnieje
taka liczebnos$é préby ng, przy ktoérej prawdopodobienistwo nieprzekroczenia
tego btedu jest dowolnie bliskie jednosci.

Definicja 2.5. Estymator tis parametru 8 € © jest nie gorszy od estyma-
tora tag tego parametru, gdy dla kazdego 6 € © zachodzi nieréwosé:

MSE(tls) < MSE(tQS).
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Gdy dodatkowo istnieje taka wartosé 0 € ©, Ze powyzsza nierdwno$é staje
sie ostrg, to mowimy, iz estymator t1g jest lepszy od estymatora tag.

Zwykle w pewnej klasie (zbiorze) estymatoréw, np. nieobciazonych, po-
szukuje sie estymatora, ktérego wariancja jest minimalna. Taki estymator
jest nazywany efektywnym w takiej klasie. Okazuje sie, ze oprocz szcze-
gbélnych przypadkéw taki estymator wartosci sredniej cechy w populacji
skonczonej i ustalonej nie istnieje. Wykazali to Godambe i Joshi (1965),
poréwnaj réwniez Basu (1971) oraz Chaudhuri i Stenger (2005).

Gdy nie istnieje w danej klasie estymator efektywny, to poszukuje sie
takiego, ktory jest przynajmniej dopuszczalny.

Definicja 2.6. Estymator t.s parametru 6 € © jest dopuszczalny w klasie
k= {ts} estymatorow tego parametru, gdy w Kk nie ma estymatora lepszego
od t*g.

Przykltad 2.2. Rozwazmy czteroelementowqg populacje. Jej elementom sq
przypisane obserwacje zmiennej y, ktore sq wartoSciami wektora: 'y =
[2 2 4, 5]. Wartosé¢ $rednia zmiennej y w populacji wynosi § = 3.25,
a wariancja v, = 2.25. Bierzemy pod uwwage plan bezzwrotnego losowania
trgjelementowej proby prostej. Zbior (przestrzen) danych z takich préb ma
postaé: D = {d; = ([2 24 0],]1 110]),do =(2205],[110 1)),
d3 = ([2 04 5,1 011]),ds = ([0245,[0111])} Wtedy roz-
klad prawdopodobieristwa danych ma postaé: P(D = d;) = 0.25 dla i =
1,2,3,4. To juz prowadzi do rozkladu prawdopodobienstwa $redniej z pro-
by: P(ys = 22) = P(D = dy) = 0.25, P(ys = 3) = P(D = dy) = 0.25,
P(js = 32) = P(D = d3) + P(D = dy4) = 0.5. Podobnie wyznaczamy
rozktad prawdopodobienstwa mediany z proby cech y, czyli jej wartosct srod-
kowej: P(Mg =2) = P(D =dy)+ P(D =dy) =0.5, P(Mg =4) = P(D =
d3) + P(D = dy) = 0.5. W syntetyczny sposdb te rozklady zapisujemy na-
stepujgco:

2
0.25 dlay =23,

P(js=y)=14025 dlay=3, P(Ms =y) = {
0.50 dlay =32,

0.5 dlay=2,
0.5 dlay=4.

Parametry rozkladu tych zmiennych sq nastepujace: E(ys) = 3.25 = g,
D2(gg) = 0.1875 = MSE(§s), E(Ms) = 3.0, D*(Mg) = 1.0. Srednia z pro-
by jest wiec nieobcigzonym estymatorem wartosci przecietnej w populacyi,
natomiast mediana z proby jest obcigZonym estymatorem przecietnej w po-
pulacji. Jej obcigzenie wynosi b(Mg) = —0.25, czyli przecietnie rzecz bio-
rgc mediana niedoszacowywuje Sredniej w populacyi. Blgd Sredniokwadratowy
mediany wynosi MSE(Mg) = 1.0625. W zwiqgzku z tym, Srednia z préby jest
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lepszym od mediany z proby estymatorem przecietnej w populacyi, poniewaz
MSE(ys) = 0.1875 < 1.0625 = MSE(Mg).

Przedzial ufnoéci stanowi alternatywny sposéb oceny parametru popu-
lacji. Nie wchodzac w szczegdly, wyznaczenie takiego przedziatu dla para-
metru 6 € © polega na okresleniu takich dwéch statystyk t1g i tog, ze jest
spelnione wyrazenie:

P(tis < 0 < ta5) >, (2.6)

gdzie przez v oznaczono poziom ufnosci, czyli prawdopodobienstwo, z jakim
przedzial ufnosci [t1g, tog] obejmuje wartosé szacowanego parametru 6.

Precyzje estymacji przedzialowej ocenia si¢ za pomoca potowy rozpieto-
Sci przedziatu ufnodci, ktora okredla wzoér:

A = Ltas — t1) (2.7)

2

Formalne metody wyznaczania koncéw przedzialéw ufnosci moga byé
zlozone, dlatego ograniczmy sie tylko do podania pewnej ogdlnej zasady
tworzenia przedzialéw ufnosci dla préb o duzej liczebnosci. Niech tg jest
przynajmniej granicznie nieobcigzonym estymatorem parametru 6, nato-
miast D%(tg) jest zgodnym estymatorem wariancji D?(tg). Ponadto zaléz-
my, ze liczebno$¢ préby jest na tyle duza, iz rozklad prawdopodobienstwa
estymatora tg jest dostatecznie dobrze przyblizany rozkltadem normalnym.
Wrtedy przedzial ufnoéci okresla wyrazenie:

P(ts —tyDg(ts) < 0 <ts+ tVDs(ts)) = (2.8)

przy czym przez t, oznaczamy kwantyl rzedu (1 + v)/2 rozkltadu prawdo-
podobienstwa statystyki tg.

Przyktad 2.3. W N = 500 elementowej populacji studentéow znajduje sie
k-0s0b, ktore pracujqg w trakcie wakacyi. Wylosowano w sposéb zwrotny probe
prostg n = 200 studentow, sposrod ktorych kg = 160 pracowalo. Oceniamy
punktowo 1 przedzialowo parametr k. Wiadomo, Ze statystyka ks ma zna-
ny dwumianowy rozklad prawdopodobienstwa z parametrami: E(kg) = np
i D?(ks) = np(1 — p), gdzie p = % W 2wiqzku z tym nieobcigzonym esty-
matorem parametru k, czyli liczby elementow (studentéw) populacji z okre-
slong cechq wyrézniong, jest statystyka Kg = %ks, poniewaz E(Kg) =
NB(ky) = k. Wowezas D2(Kg) = (N)2D2(k,) = N22UL2) — EVZR) -y

n
wariancja jest szacowana za pomocq statystyki DE(KS) = w W na-

szym przypadku wyliczamy, ze D2(Kg) = 272. Zatem moZliwe wartosci esty-
matora Kg odchylajg sie od wartosci szacowanego parametru K przecietnie
0 V272.
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Przedzial ufnoéci dla parametu k& ma postac:
P(Kg—tyDs(Ky) < k < Kg +t,Ds(K)) =7,

przy czym wykazuje si¢ (por. podreczniki statystyki matematycznej), ze dla
liczebnosci proby n > 100 i p > 0.01 kwantyl ¢, mozna wyznaczy¢ z rozkla-
du normalnego standardowego. W naszym przypadku, gdy poziom ufnosci
okreslimy liczbg v = 0.95, to t, = 1.96. Wtedy realizacja wyzej okreslone-
go przedzialu ufnodci ma postaé: [127.645, 192.325]. Otrzymany przedzial
z czestodcia 0.95 obejmuje warto$¢ szacowanej liczby studentéw pracujacych
podczas wakacji. Potowa dtugosci tego przedziatu ufnoéci wynosi A = 32.34.

Dotad rozwazaliSmy sytuacje, gdy poréwnywano wlasnosci co najmniej
dwdch estymatoréw przy tym samym planie losowania proby. W szczegdl-
noéci dotyczy to definicji 2.5 pozwalajacej na poréwnywanie doktadnosci
pary estymatoréw przy tym samym planie losowania proby. Trzeba jednak
liczy¢ sie z sytuacja, gdy dany parametr populacji moze byé¢ szacowany za
pomoca dwoch rézniacych sie estymatoréw wyznaczanych z préb dobiera-
nych z populacji zgodnie z dwoma planami losowania, ktére takze r6éznig sie
od siebie. Zatem w szczegdlnosci dany estymator moze byé¢ uzyty do oce-
ny parametru na podstawie danych obserwowanych w probach dobieranych
z populacji przy réznych planach losowania préby. W zwiazku z tym, je-
sli wystapi sytuacja analizowania wielu réznych estymatoréw przy réwniez
réznych planach losowania préby, uzasadnionym staje si¢ wprowadzenie na-
stepujacego okredlenia:

Definicja 2.7. Strategiq estymacji (losowania) dla oceny parametru 6 na-
zywa sie pare uporzqgdkowanqg (tg,p(s)), gdzie tg jest estymatorem parame-
tru 0, natomiast p(s) jest planem losowania proby.

W zwiazku z tym definicje 2.2-2.4 da si¢ bezposrednio uogoélni¢ na po-
jecia strategii odpowiednio nieobcigzonej i zgodne;j.

Obciazenie, blad $redniokwadratowy i wariancje strategii (tg, p(s)) ozna-
czamy odpowiednio symbolami: b(ts, p(s)), MSE(ts,p(s)), D*(ts,p(s)). Te
oznaczenia sg jednak bardziej ztozone od wczeéniej uzywanych i nie ma po-
trzeby korzystania z nich w sytuacji, gdy sa analizowane estymatory przy
tym samym planie losowania. Wtedy, co podkreslmy, w prowadzonych roz-
wazaniach sa uzywane prostsze oznaczenia wprowadzone na poczatku ni-
niejszego rozdziatu, czyli b(tg), MSE(ts), D?(ts).

W niniejszym punkcie ograniczyliémy sie do podania tych wtasnosci es-
tymatorow lub strategii estymacji, ktore sa wazne przy praktycznym ocenia-
niu podstawowych parametréw cech w populacji. Czytelnik moze znacznie
wzbogaci¢ swoje wiadomosci zwlaszcza w zakresie teoretycznych rozwazan,
siegajac m.in. po podreczniki: Brachy (1996), Cassela Sarndala i Wretmana
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(1977), Sérndala, Swensona i Wretmana (1992) lub Chaudhuriego, Stengera
(2005). Z kolei problemy jednoczesnej estymacji wielu wartosci $rednich sa
podejmowane przez Wywiala (1995, 2003).

2.1.2. Podejscie modelowe

Dotychczas zaktadaliSmy, ze wartoéci cech obserwowane w populacji sa z gé-
ry ustalone (nielosowe). Wowczas zrédlem losowosci préoby byl przyjety
plan losowania préoby. W szczegdélnosci zwykle nie mamy watpliwosci, ze
powierzchnia gminy czy liczba zarejestrowanych w niej samochodéw to licz-
by ustalone, czyli nielosowe. Rozwazmy jednak inng sytuacje. Przypuéémy,
ze celem wnioskowania jest ocena sumy plonéw pszenicy gospodarstw rol-
nych w pewnej gminie. Wiadomo, ze w wyniku obserwacji plonu pszenicy
w danym gospodarstwie otrzymamy pewna ustalong wartos¢, jednak jedno-
czesnie jestedmy Swiadomi, ze na poziom tej wartoéci miaty wplyw oprécz
czynnikéw gléwnych, jak np. gatunek sianego zboza, poziom nawozenia, tak-
ze czynniki losowe, czyli m.in. te zwigzane z warunkami atmosferycznymi,
ktore mialy miejsce podczas wegetacji tego zboza, wiec w szczegdlnosci roz-
ktady temperatury powietrza czy opadéw deszczu. Podobna sytuacje mamy
np. w przypadku wartosci nieruchomosci budowlanej, ktora dla ustalenia
uwagi niech bedzie dom mieszkalny jednorodzinny. Jego wartosé nie tylko
zalezy od powierzchni domu czy jego kubatury, lecz réwniez zuzytych ma-
terialéw do jego budowy, ktérych dopuszczalne zestawy moga sie znacznie
réznié. Ponadto, wartos¢ tych materialow jest zalezna od cen, ktére réw-
niez sa wynikiem dzialania czynnikéw losowych. Te przyklady sktaniaja
do wniosku, ze w wielu przypadkach praktycznych wartosci obserwowanych
cech nalezy traktowac jako wartoéci pewnych zmiennych losowych.

Przyktad 2.4. W pewnej urnie jest B kul biatych i C kul czarnych. Za-
tem prawdopodobienstwo wylosowania z niej kuli bialej wynosi p = B/M,
M = B+C. Losujemy z tej urny w sposéb zwrotny N kul. Tq drogq otrzymu-
jemy N -elementowy zbior U obserwacji koloru kul. Mozemy zaobserwowaé
kule bialg albo czarng. Z racji tego, Ze losowanie bylo zwrotne, obserwacje
koloru kul sq niezalezne od siebie oraz prawdopodobienstwo tego, Ze otrzyma-
my obserwacje kuli bialej jest stale 1 rowne p. W wyniku obserwacji kazdej
wylosowanej kuli mozemy stwierdzié, zZe wylosowano kule bialg albo czar-
ng. Okreslmy nastepujoce zmienng losowq odzwierciedlajgcq wynik i-tego
losowania. Niech Y; = 1, gdy zaobserwowano kule biatg w wyniku i-tego
losowania oraz Y; = 0, jesli rezultatem losowania byla kula czarna. Jest
wiec to tzw. zmienna losowa zero-jedynkowa, a jej rozklad prawdopodobien-
stwa ma postaé: P(Y; = 1) = p i P(Y; = 0) = 1 — p. Wyniki obserwacji
koloru kul otrzymywanych w kolejnych losowaniach mozna wiec traktowaé

41



jako wartosci niezaleznych zmiennych losowych bedgcych elementami wek-
tora Yy = [Y1 Ya...Y;...YN], 2z ktorych kazda ma rozklad zero-jedynko-
wy. Lgczny rozklad prawdopodobienstwa tych zmiennych zero-jedynkowych
jest modelem wynikéw obserwacji koloru losowanych w sposéb zwrotny kul
zurny U.

Przyktad 2.5. Rozwaimy szczegolny przypadek przyktadu 2.4, zaktadajgc,
ze N =2 ip=0.4. Wowczas mozliwe obserwacje wektora Yy = [Y1 Ya] sq
nastepujace {y = [y1 y2]: y1 = [0,0;y2 = [0,1];y3 = [1,0l;y4 = [1,1]}.
Prawdopodobienstwo otrzymania kazdej z moZliwych realizacji jest stale
i rowne 1/4. Przyjmijmy teraz, Ze w zbiorze Zy znajduje sie po cztery z moz-
liwych obserwacji wektora Yy, czyli Zy = {y1;¥1;¥1; Y1, Y2, Y2, Y2, Y2 ¥3;
V3;¥3:Y3; Y4 Y4; Ya;Ya ). Zatem wybierajgc losowo ze zbioru Zy jeden ele-
ment otrzymugjemy obserwacje zmiennej losowej Yy = [Y1 Ya|. Latwo spraw-
dzamy, Ze prawdopodobienstwo otrzymania kazdej z mozliwych jej realizacyi
jest stale i rowne 1/4, a kazda z jej niezaleznych skladowych ma ten sam roz-
ktad zero-jedynkowy z prawdopodobienstwem sukcesu p = 0.4. Zbior Zy jest
wiec przykladem tzw. modelu superpopulacji. Krotnosé wystepowania w nim
poszczegolnych obserwacyi determinuje rozktad prawdopodobieristwa wektora
losowego Yy = [Y1 Ya] oraz jego skladowych zmiennych losowych.

W ogélnosci zauwazmy, ze obserwacje wektora losowego Yy sa wek-
torami yy nalezacymi do zbioru RY, czyli n-krotnego iloczynu kartezjan-
skiego zbioru liczb rzeczywistych R. Oznaczmy przez Zy zbiér wszystkich
mozliwych obserwacji yi. Czestos¢ wystepowania poszczegdlnych obserwa-
cji yu w zbiorze Zy jest wyznaczana przez funkcje prawdopodobienstwa
(gestosci) f(y) wlasnie zmiennej losowej Y. Reasumujac przyjmuje sie, ze
model nadpopulacji to wtasnie rozktad prawdopodobienstwa wektora Y.
Ten rozktad zazwyczaj oznacza sie przez €. W przykiadach 2.4 i 2.5 model
nadpopulacji jest lacznym rozktadem N niezaleznych zmiennych losowych,
z ktorych kazda ma ten sam rozkiad zero-jedynkowy. Dodajmy, ze proba
s i odpowiadajace jej dane tworzace podwektor [Y; Ya...Y,]| sa podsta-
wa dalszego wnioskowania o wlasnosciach rozktadu prawdopodobienstwa &
wektora zmiennych losowych Y.

Przypuéémy, ze teraz wybieramy bezzwrotnie prébe s o liczebnosci
n < N sposéréd obserwacji tworzacych zbiér U. Probe tworza wiec wartosci
Y1 Y2 - - - Yn PeWnego n-elementowego podwektora [Y; Ys ... Y, ] wektora Yy .
Zauwazmy, ze w rozwazanym przypadku rozktady wszystkich z mozliwych
n-elementowych podwektoréw wektora Y sa takie same. W zwigzku tym
nie jest rzecza istotna, czy te podwektory sa losowane z wektora Yy, czy
tez arbitralnie wskazywane, bo wtasnie rozktady prawdopodobienstwa tych
podwektoréw sa takie same.
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Przyktad 2.6. W magazynie pewnej fabryki znajduje sie M -wyrobéw goto-
wych do sprzedazy. Porzgdek, w jakim sg w nim ulozZone wyroby, jest przy-
padkowy. Zatem populacja sklada sie z M -wyrobow, wsrod ktorych niech be-
dzie K < M wadliwych. Wtedy udzial wyrobéw wadliwych wynosip = K/M.
Przypusémy, zZe pewnemu odbiorcy jest sprzedawana partia N < M wyro-
bow z tego magazynu, przy czym producent twierdzi, ze wadliwosé sprzeda-
nej partii wyrobow wynosi p. Czy tak jest? Odbiorca jednak nie dowierza
1 z kupowanej partii N -wyrobow losuje bezzwrotnie n < N elementowq probe
celem sprawdzenia znajdujgeej sie w niej liczby wyrobéow wadliwych. Zaldz-
my jeszcze, Ze liczba M wyrobéw w magazynie jest bardzo duza, a liczebnosé
N wybranej sposrod nich partii wyrobow jest mata. Wowczas z rachunku
prawdopodobienstwa wiadomo, ze wyniki losowania bezzwrotnego (wyrobow
do sprzedawanej partii) sq prawie niezalezne. W zwigzku z tym model gene-
rowania modelu populacji opisany w przykladzie 2.4 jest wazny dla rozwaza-
nego przypadku. Odbiorca w juz wylosowanej probie obserwuje pewien n-ele-
mentowy podwektor [Y1 Ys...Y,] wektora Yy = [Y1 Ya...Y; ... YN]. Zmien-
ne losowe tworzgce podwektor (dane) [Y1 Ya...Y,] sq niezalezne oraz kaz-
da sposrod zmiennych losowych bedgca elementem tego podwektora ma roz-
klad prawdopodobienstwa zero-jedynkowy okreslony wzorami: P(Y; =1) =p
i P(Y;=0)=1—p,i=1,...,n. Zaznaczmy, zZe do tego samego rozkladu
dochodzimy, gdy N -elementowa partia towarow jest losowana zwrotnie z ma-
gazynu. Dalej mozna wiec juz wnioskowac o parametrze za pomocq znanych
podstawowych metod statystyki matematycznej. W szezegélnosci wykorzystu-
jac znane testy statystyczne mozna weryfikowadé hipoteze statystyczng o tym,
czy wadliwo$é partii wyrobow jest rzeczywiscie rowna p.

Niech celem wnioskowania jest ocena pewnej funkcji Ty wektora Y.
Zazwyczaj chodzi o oceng wartosci globalnej zmiennej badanej w populacji
oznaczanej przez Yy = Y ey Yi lub wartosci éredniej Yy = N=1Yy;. W obu
tych przypadkach parametry populacji sg funkcjami zmiennych losowych,
czyli réwniez s zmiennymi losowymi. Dlatego ocena takich parametrow
jest nazywana predykcja. Statystyka stluzaca do oceny wartosci parametru
Ty jest nazywana predyktorem bedacym funkcja danych o wartosciach ba-
danej zmiennej. Zatem predyktor zalezy od pewnego podciagu zmiennych
losowych tworzacych elementy wektora Y7, ktérych wartosci sa juz obser-
wowane w probie s wylosowanej zgodnie z pewnym planem losowania P(s).
W prébie s = {i1,...,4;...,ip} jest obserwowany wektor danych, ktéry
oznaczymy przez Y, = [Y;, ... Y, ... Y; ], przy czym przez i; oznaczono nu-
mer elementu populacji wybranego do proby s. Zatem Y jest podwektorem
wektora Y. Wektor Y, mozna réwniez traktowaé jako wektor danych ob-
serwowanych w probie s. Predyktor oznaczany dalej symbolem T jest wiec
funkcja wektora danych Y.
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Uwzglednienie w procesie predykcji planu losowania proby prowadzi do
okredlenia strategii predykcji dla parametru Ty jako pary (Ty, P(s)). Roz-
klad predyktora (strategii predykcji) zalezy wiec od rozkladu lacznego pla-
nu losowania préby s oraz od rozktadu obserwowanego w niej podwektora
wektora Y. Wartoéé oczekiwana predyktora Ts wyznaczang wzgledem pla-
nu losowania P(s) bedziemy oznaczaé¢ przez Ep(Ts), natomiast wzgledem
modelu nadpopulacji przez E¢(Ts). Dalej zakladamy, ze mamy do czynie-
nia z prébami nieinformatywnymi, co oznacza, ze plan losowania proby nie
zalezy od rozkladu prawdopodobienstwa wektora Y. W zwiazku z tym
E¢Ep(Ts) = EpE¢(Ts).

Doktadnosé¢ predykceji ocenia sie za pomoca réznicy Zg = Ts—Ti7, zwanej
bledem predykcji. Analize bledu systematycznego predykcji prowadzi sie na
podstawie nastepujacych definicji. Predyktor Tg jest p-nieobciazony, gdy
bp(Ts) =0, gdzie bp(Ts) = Ep(Zg). Predyktor Ty jest {-nieobciazony, gdy
be(Ts) = 0, gdzie be(Ts) = E¢(Zs). W koncu jest on pé-nieobciazony, gdy
bpe(Ts) = 0, gdzie bpe(Ts) = EpE¢(Zs). Blad $redniokwadratowy strategii
predykeji (Ts, P(s)) definiuje wyrazenie:

MSE p¢(Ts, P(s)) = E¢Ep((Ts — Tv)?, P(s)). (2.9)

Przy zalozeniu nieinformatywnosci préby blad éredniokwadratowy stra-
tegii predykeji dekomponuje sie nastepujaco (por. Cassel i in., 1977, s. 94).

MSE pe(Ts, P(s)) = EpD(Ts) + Epbg(Ts) + DE (Tu)+
— 2E¢(Ty — E¢(Ty))Ep(Ts — E¢(Ts)) (2.10)

lub

MSE pe(Ts, P(s)) = EpD}(Ts) + Epbi (Ts) + Ecbp(Ts)+
— E¢(Ep(Ts) — E¢(Ty))*. (2.11)

Definicja 2.8. Strategia (Tis, P(s)) predykcji dla Ty jest nie gorsza od
strategii (Tas, P(s)), gdy zachodzi nierdwosé:

MSE p¢(Tis, P(s)) < MSE pe(Tas, P(s)).

Dalej przedstawimy kilka waznych probleméw predykcji wartosci glo-
balnej zmiennej w populacji dla podstawowych modeli generujacych war-
tosci zmiennych losowych, ktoérych obserwacje sa wartosciami cechy ba-
danej w populacji U skladajacej sie¢ z N-elementow. Sprowadza sie to do
przedstawienia wtasnosci rozkltadéw prawdopodobienstwa wektora losowego
Yy =Y Ys...Y;...Yy]. Dodajmy, ze problem wnioskowania modelowego
szeroko analizuja Valliant, Dorfman i Royall (2000).

44



Przedstawiona procedura wnioskowania pozwala poprawnie oceniaé pa-
rametry cech populacji, jednak pod jednym warunkiem, ze przyjmowany
model nadpopulacji jest prawdziwy. Gdy tak nie jest, tzn. jesli rzeczywi-
sty (empiryczny) taczny rozklad wektora Yy rézni sie istotnie od modelu
okreélonego zalozonym rozktadem prawdopodobienstwa &, to faktyczny btad
sredni predykcji moze by¢ znacznie wigkszy od oczekiwanego i co wiecej,
uzyskiwane oceny parametréw opisowych moga byé obciazone. Zatem wy-
stepuje potrzeba weryfikacji prawdziwosci zatlozonego modelu nadpopulacji.
Mozna tego dokonaé poprzez odpowiednie formutowanie hipotez statystycz-
nych i ich testowanie za pomocg mozliwie silnych testow statystycznych.
Ten problem dalej bedzie szczegbdtowiej analizowany podczas rozwazania
konkretnych modeli nadpopulacji.

2.2. Srednia z préby prostej

2.2.1. Estymacja punktowa

Zalézmy, ze dysponujemy danymi o zmiennej, obserwowanymi w prébie pro-
stej. Wéwcezas wiadomo, ze nieobciazonym estymatorem wartosci éredniej
w populacji zarowno w przypadku zwrotnym, jak i bezzwrotnym jest sred-
nia z préby, czyli

N
_ 1 1
Us=—> Uk=— Y YSk- (2.12)
n n
kes =1

Wariancje $redniej z proby prostej losowanej bezzwrotnie, czyli strategii
(gs, Pp:(s)), okresla wzér:

D2<ﬂs,sz(S)) = v (Y), (2.13)

Nn
przy czym wariancje z populacji v, okresla wzér (1.5).
Gdy proba prosta jest losowana zwrotnie, to

D2(7s. P.(s)) = “u(y), (2.14)

n
przy czym wariancje z populacji v okresla wzér (1.5).

W badaniach reprezentacyjnych do poréwnywania wariancji dowolnej
nieobciazonej strategii estymacji (ts, P(s)) z wariancja Sredniej z préby
prostej losowanej bezzwrotnie uzywa sie tzw. wspoélczynnika efektywnosci
wzglednej, ktéry ma postac:

D?(tg, P(s
def (ts, P(s)) = Dz(?(JsS,sz((i)))
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W przypadku analizowanych teraz strategii estymacji dla n > 2 otrzy-
mujemy:
D*(gs, Px(s)) _ N -1

def (s, P-(s)) = Dy B(s)) - N —n 1.

Zatem $rednia z proby prostej losowanej zwrotnie jest mniej precyzyjnym
estymatorem przecietnej w populacji niz srednia z préby prostej losowanej
bezzwrotnie.

Ocene wariancji Sredniej z proby prostej otrzymujemy zastepujac we
wzorach (2.13) i (2.14) wariancje v, 1 v statystyka:

1 _
VxS =7 Z(yk — 7s)*. (2.16)
T es

Nieobciazone estymatory wariancji okreslonych wzorami (2.13) i (2.14) wy-

znaczaja odpowiednio wzory:

N —n
Nn

1

DE(Fs, Pya(5)) = ves(y),  D5(Fs, Po(s)) = ~vis(y).  (217)

Estymatorem wartoéci globalnej zmiennej y jest statystyka:
7s = Nis. (2.18)

Na podstawie wzoréw (2.13) i (2.14) latwo wyprowadzamy wariancje es-
tymatora, ktora w przypadku bezzwrotnego losowania préby prostej ma
postagé:
- N(N —n
D*(§s, Py.(s)) = NN —n) - )v*(y), (2.19)
a w przypadku losowania zwrotnego:
N2

D*(is, Px(s)) = —v(y). (2:20)

W celu wyznaczenia oceny tych wariancji nalezy wystepujace w okreslaja-
cych je wzorach wariancje z populacji v, i v zastapi¢ ich nieobcigzonym
estymatorem zdefiniowanym wzorem (2.16).

Podobnie jak w przypadku oceny éredniej w populacji strategia estymacji
(s, Pra(s)) jest precyzyjnicjsza od (j, Pu(s)).

Niech d bedzie dopuszczalnym poziomem bledu éredniego szacunku war-
tosci w populacji, czyli D?(7s, Py.(s)) < d. Stad i z réwnania (2.13) wynika,
ze niezbedna liczebno$é préby prostej losowanej bezzwrotnie spelniajaca
okreslony postulat doktadnosci jest wyznaczana przez wyrazenie:

-1
n=[ng +1, ng = (1}5(22/) + ]if) , (2.21)
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przy czym przez [a] oznaczono cze$é caltkowita z liczby a.
W przypadku proby prostej losowanej zwrotnie mamy:

d2

n=fal+l ma=

W praktyce rozsadnym moze si¢ okazaé nalozenie ograniczenia na mo-
dut wspétczynnika zmiennosci estymatora, czyli wzglednego btedu $redniego
szacunku, ktéry okreéla wyrazenie:

2(Ys, Py-(s)) = 100%13(32‘9”51’2(8)).

Zatem, jesli postulowany dopuszczalny wzgledny $redni btad szacunku jest
na poziomie e, to niezbedna liczebno$é¢ proby wyznaczamy z nieréwnosci
2(ys, Pp:(s)) < e. Wtedy potrzebna liczebnosé proby okresla wyrazenie:

e? !
n = [ne +1, Ne = <22(y) + ]1[> , (2.22)

— VW) 1009,

gdzie z.(y) = ol

W praktyce zwykle nie sa znane wartosci wariancji badanej cechy lub jej
wspolezynnika zmiennosci. Dlatego wystepujaca we wzorze (2.21) warian-
cje v«(y) nalezy zastapi¢ jej nieobciazonym estymatorem wyznaczonym ze
wstepnej proby prostej o liczebnosci n, ktéry okresla wzér (2.16). Wowczas
otrzymujemy nastepujaca cene niezbednej liczebnosci proby.

21\
ng = [nas] + 1, ng,s = (v @) + N) . (2.23)

W przypadku koniecznosci korzystania ze wzoru (2.22) w sytuacji, gdy
nie znamy parametru z.(y), nalezy go oszacowaé za pomoca statystyki
\/ ”*S(y)

zes(y) = 100%. Nastepnie podstawiamy ja odpowiednio do wzoru

[Fs]
(2.22), co prowadzi do wyrazenia:
e? 1 !
ng = [Nes| + 1, Nes = |5+ = . 2.24
S [ e ] e (ng(y) N) ( )

Przyktad 2.7. Na podstawie danych o dochodach z podatkéw z oplat lo-
kalnych 15 gmin woj. katowickiego w 1995 r., pochodzgcych z Rocznika sta-
tystycznego gmin wojewddztwa katowickiego (1996), wyliczono nastepujgce
parametry: Srednia 12 124,80 zt © odchylenie standardowe 7622,00 2. Z kolet
parametry doktadnych rozktadow sredniej z proby prostej losowanej bezzwrot-
nie o liczebnosciach 2-14 zamieszczono w tabeli 2.1. Oprocz bledu $rednie-
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go szacunku D = D(gs, Py.(s)) oraz wzglednego Sredniego bledu szacunku
z = 2(Ys, Py»(8)) znajdujemy w niej réwniez kwantyle qo.o5 i qo.os rozkliadu
Sredniej z proby odpowiednio rzedow 0.05 ¢ 0.95, a takze ich roznice q. W na-
szym przypadku kwantyl qo.o5 to taka warto$é sredniej z proby, Ze co najmniej
5% mozliwych wartodci $rednich obserwowanych w prébach jest mniejszych
lub réwych liczbie qoo5 @ jednoczesnie co najmniej 95% mozliwych wartosci
srednich obserwowanych w probach jest wiekszych lub rowych liczbie qo.os.
Podobnie interpretujemy kwantyl qo.05. Ponadto, wyliczono prawdopodobieri-
stwo tego, iz Srednia z proby odchyli sie od szacowanej $redniej w populacyi
nie wiecej niz o wartosé 1000, czyli p = P(|ys — y| < 1000).

Tabela 2.1
Parametry rozktadéw srednich z prob (losowanych bezzwrotnie) dochodéw gmin
n| D | 2% | qoos | 9095 q D
1 7622 | 62 3416 | 22737 | 19321 | 0.0667
2 | 5042 | 42 4301 | 20987 | 16686 | 0.1714
3 | 3940 | 33 5698 18663 | 12965 | 0.1736
5 | 2784 | 23 7629 16761 | 9132 | 0.2784
8 | 1841 | 15 9102 15192 | 6090 | 0.6973
10 | 1392 | 12 9807 | 14373 | 4566 | 0.7529
12 1 984 | 8 10490 | 13732 | 3242 | 0.8440
14 | 526 | 4 11366 | 12747 | 1381 1.0000

Z analizy tabeli 2.1 wynika, zZe wraz ze wzrostem liczebnosci proby do-
kladnosé estymacji rosnie, poniewaz Sredni blgd szacunku maleje. Zatem
warto$ci estymatora Sredniej w populacji skupiajg sie coraz $cislej wokot sza-
cowanej wartosci sredniej w populacji. Swiadczy o tym rownieZ obserwacja
kwantyli qo.o5 © qo.95, ktorych wartosci sukcesywnie przyblizajg sie do sza-
cowanej wartosci Sredniej w populacjt wraz ze wzrostem liczebnosci proby.
Tym samym wraz ze wzrostem liczebnosci préby co najmniej 90% wszyst-
kich obserwacji Sredniej z proby znajduje sie w coraz to wezszym otoczeniu
szacowanej przecietnej w populacji, ktorego konicami sqg wiasnie wymienio-
ne kwantyle. W koricu z analizy ostatniej kolummy tabeli 2.1 wynika, Ze
prawdopodobienstwo tego, iz warto$é modulu odchylenia Sredniej z proby od
przecietnej w populacji nie wiecej niz o liczbe 1000 rosnie wraz ze wzrostem
liczebnosci proby. Przeprowadzona analiza swiadczy wiec o tym, ze rozkiad
sredniej z proby skupia sie coraz Scislej wokdl szacowanej Sredniej z popula-
cji, gdy rozmiar proby rosnie.
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Przyktad 2.8. Przypusémy, zZe celem badania reprezentacyjnego jest ocena
sredniej wydatkow na dojazd do uczelni studentow tworzgcych N = 3000
populacje. W wylosowanej bezzwrotnie probie prostej o liczebnosci n = 15
ocena $redniej i wariancyi wydatkow wynoszg odpowiednio §s = 20 zi
1 Vs = 400. Zadanie polega na odpowiedzi na pytania: jok duza winna byé
préba, aby Srednig wydatkéw na dojazd oszacowaé: a) z bledem Srednim sza-
cunku nie wigkszym od 2 zl, b) wzglednym bledem Srednim szacunku nie
wiekszym od 2%.

Korzystajgc ze wzordw (2.23) i (2.24) wyliczamy, Ze po to, aby blgd Sred-
ni szacunku nie przekroczyt poziomu d = 2, nalezy wylosowaé probe o liczeb-
noscin = n, = 97. Z kolei, gdy zZqda sie, aby wzgledny blad sredni szacunku
nie przekroczyl poziomu e = 2%, to trzeba wylosowaé prébe o liczebnosci
n 2 ng, = 50. W 2wigzku z tym, jesli do juz dobranej préby prostej dolo-
sujemy bezzwrotnie 82 elementy populacyi, to uzyskamy probe o liczebnosci
n = 97 elementow, co wystarczy, aby zostaly speinione obydwa wysuniete
postulaty doktadnosci estymacji punktowej sredniej w populacyi.

Przyktad 2.9. Na podstawie danych analizowanych w przykladzie 2.7 wy-
znaczamy doktadne rozklady prawdopodobienstwa dwdch estymatorow me-
diany z proby prostej losowanej bezzwrotnie przy wybranych liczebno$ciach
proby. Mediana wplywow z podatkow w populacji wymienionych gmin wynosi
9584,20 21, co oznacza, Ze co najmniej polowa gmin ma wplywy z podatkow
nie mniejsze od tej kwoty oraz co najmniej polowa gmin ma wplywy z podat-
kéw nie wigksze od podanej wartosci. Niech y;) bedzie i-tq statystykq pozy-
cyjna obserwowanej zmiennej y w probie S, a wigc Yy < Y2) < -+ < Y(n)-
Wartosé i-tej statystyki pozycyjnej jest z kolei i-tg co do wielkoSci warto$cig
zmiennej y obserwowang w prébie S. Wtedy znany estymator mediany jest
okreslany jak nastepuje:

n dl ' tych,
Mys = {y([ /2]41) a n nieparzystyc (2.25)

% (y(n/2) + y(n/2+1)> dla n parzystych.

Drugi estymator mediany, ktorej wlasno$ci studiowal m.in. Fisz (1967), ma
postac:

Mis = y(in/2+1)- (2.26)
Charakterystyki rozkiadow statystyk Moys i Mis prezentuje tabela 2.2,
w ktorej m.in. zamieszczono wzgledny wskaznik obcigZenia estymacji wb
zdefiniowany wzorem (2.1) oraz wspélczynnik ubs bedacy udzialem kwa-
dratu obcigienia estymacji w bledzie Sredniokwadratowym, ktory wyjasnia
wzor (2.4). Ponadto podano iloraz bledéw S$redniokwadratowych ibsr =
100% MSE (M,gs)/ MSE(Mys). Dokladnosé ocen mediany poréwnywano tyl-
ko dla parzystej liczebnosci proby, poniewaZz wtedy tylko réznig sie od siebie
wartosct obu estymatoréw mediany.
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Parametry rozkladéw median z préob dochodéw gmin

Tabela 2.2

n MSE(Myg) | ibsr | wb(Mpg) | wb(Mys) | ubs(Mps) | ubs(Mis)
2 5645 100 | =27 -19 20 12

8 3987 84 —15 -7 2 3

10 | 3324 80 —12 -7 2 4

12 | 2402 72 —10 —6 2 7

14 | 1019 1 -7 -1 46 1

Analiza drugiej i trzeciej z kolei kolumny tablicy 2.2 prowadzi do wnio-
sku, ze w badanej pietnastoelementowej populacji estymator mediany ozna-
czony przez Mg jest dokladniejszy od Mys. Podobnie, statystyka Myg jest
mniej obcigZonym od Myg estymatorem mediany w populacji. W przypadku
obu estymatorow udzial kwadratu obcigzenia w bledzie sredniokwadratowym
estymacgi jest maly (nie przekracza 7%) z wyjatkiem przypadku, gdy rozmiar
proby jest bardzo maly (n = 2) albo bardzo duzy (n = 14).

2.2.2. Estymacja przedziatowa

Przyjmijmy, ze préba prosta jest losowana bezzwrotnie. Wowczas przedziat
ufnosci dla wartoéci przecietnej w populacji, konstruowany zgodnie z zasada
okreslona wyrazeniem (2.8), ma znang postaé:

N —n N —n

ys — Uk S Y S YS + 2y N S (2.27)

=7

przy czym v,g okresla wzér (2.16), a z, jest kwantylem rozkladu normalnego
standardowego rzedu (1++)/2, czyli ¢(zy) = (1+7)/2, przy czym ¢(.) jest
dystrybuanta rozktadu normalnego standardowego. Okreslony przedzial uf-
nosci zaleca sie uzywaé do oceny przecietnej w populacji tylko w przypadku,
gdy liczebno$¢ proby prostej jest duza, a przynajmniej réwna stu elemen-
tom. Doktadno$¢ przedziatu ufnosci okresla wyrazenie:

N —n

A227 Nn

Vys. (2.28)

Zatem potowa rozpietosci przedzialu ufnosci rosnie wraz ze wzrostem pozio-
mu ufnoéci v lub ze spadkiem liczebnosci préby, lecz oczywiscie przy usta-
lonej wartosci wariancji badanej zmiennej. Zalézmy, ze dopuszczalny btad
estymacji przedziatowej wynosi 6. Wtedy z nieréwnosci § > A otrzymuje-
my w przyblizeniu niezbedng liczebno$¢ préby potrzebna do wyznaczenia
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przedzialu ufnosci o rozpietosci nie wiekszej od d, ktory z prawdopodobien-
stwem v winien obejmowacé wartosé przecietna zmiennej w populacji. Zatem

ta liczebnos¢ wynosi:
ool -
ng = —
s 2455 N

Przedzial ufnosci dla wartosci globalnej jest wyznaczany na podstawie
Wzoru:

+1. (2.29)

P | Nys — 2z, - —— U5 S YU < Nys + 24 v*s =7.
(2.30)

Przyktad 2.10. W bezzwrotnie losowanej probie prostej liczgcej 120 stu-
dentow uczelni, ktora ma 5500 studentow, obserwowano w ustalonym seme-
strze ich wydatki na ksigzki. Okazalo sie, Ze Srednia z proby tych wydatkow
wynost 104 21, a nieobcigzona ocena wariancyi tych wydatkow jest réwna 400.
Przy wspotczynniku ufnosciy = 0.95 mamy z, = 1.96 oraz przedziat ufnosci:
[100.46; 107.54]. Ocena precyzji estymacji $redniej za pomocq otrzymanego
przedziatu wynosi A = 3.54.

Traktujgc probe, w ktorej obserwowano dane jako wstepng, wyznacza-
my niezbedng liczebnos$é proby, ktorej wylosowanie pozwoli na wyznacze-
nie przedzialu ufnosci dla przecietnej o dlugosci nieprzekraczajocej poziomu,
4 2, przy tym samym poziomie wspolczynnika ufnosci. Na podstawie wzoru
(2.29) wyliczamy, Ze niezbedna liczebnosé préby wynosi 360 studentéw, a za-
tem nalezy jeszcze dolosowadé 240 studentow, aby spetnic postulaty dotyczgce
precyzji © wiarygodnosci estymacyi przedzialowey.

2.2.3. Ocena wskaznika struktury

Udzial elementéw z cecha wyrdzniona, inaczej wskaznik struktury, jest pa-
rametrem szczegblnym w stosunku do wartosci redniej. Podobnie jak liczba
elementéw z cechg wyrdzniong jest szczegdlnym parametrem w stosunku do
wartosci globalnej zmiennej w populacji. Niech M bedzie liczba elementow
z cechg wyrdzniona w populacji o liczebnosci N. Wtedy wskaznik struktury
0zZnaczymy przez

M
= . 2.31
p N ( )

Estymatorem parametru p jest czestosé wzgledna z proby:

mg

_ms 2.32
ps =~ (2.32)
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gdzie realizacja zmiennej losowej pg jest czestodcia elementéow z cecha wy-
rézniong obserwowang w probie s o liczebnoéci n, ktora jest realizacja pro-
stej proby losowej S. Jesli proba jest losowana bezzwrotnie, to statystyka
ps ma znany rozktad hipergeometryczny, ktéry okresla nastepujaca funkcja
prawdopodobienstwas:

M\ (N-M Np\ (N(1-p)
P M m n—m m n—m 533
(p - n) - N B N - @)
n n
Wartoéé oczekiwana i wariancje statystyki pg prezentuja wzory:

N —n p(1-p)
(N-1) n

E(ps)=p, D*(ps)= (2.34)

Nieobcigzonym estymatorem wariancji zmiennej losowej pg jest statystyka:

N —n ps(1—pg)

D%(PS)I(N_U -

. (2.35)

Gdy proba prosta jest losowana zwrotnie, to estymator pg ma znany
rozklad dwumianowy postaci:

P (ps = TZ) = (JT\Z) p"(1—=p)"m (2.36)

W tym przypadku:

p(1—p)

E (ps) = p, D? (ps) = E— (2.37)
Zatem zaroéwno przy bezzwrotnym, jak i zwrotnym wariancie losowania
préby prostej statystyka pg daje nieobciazone i zgodne oceny parametru p.
Nieobcigzonym estymatorem wariancji zmiennej losowej ps w przypadku

losowania zwrotnego jest statystyka:

ps(1—ps)

D (ps) = ———=. (2.38)

n

Zalézmy, ze dopuszczalny poziom $redniego bledu szacunku wynosi d.
Wéwcezas w przypadku losowania bezzwrotnego na podstawie nieréwnosci

D (ps) < d wyliczamy, ze:
_ N
d = | ZN_1

p(1—p) +1

V

n

+1, (2.39)
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gdzie przypomnijmy, przez [x] oznaczono funkcje wyznaczajaca cze$é cal-
kowitg liczby x. Nieznana warto$¢ parametru p wyznacza si¢ na podsta-
wie informacji dodatkowych lub ocenia na podstawie probki wstepnej lub
przyjmuje sie jego oszacowanie otrzymane we wczedniejszych badaniach sta-
tystycznych. Gdy te rozwiazania nie sa mozliwe, to niezbedna liczebnoéé
proby ustala sie na poziomie maksymalnym npyay, ktéry jest osiggany dla

p = 0.5 i wynosi:
N

Himax = [4d2(N “1)+1

Gdy N — oo badz jest stosowany zwrotny wariant losowania proby, to

] +1. (2.40)

ng = [p(ld;p)] +1, Nmax = [4;2] + 1. (2.41)

Dla bezzwrotnego i zwrotnego Wariantu losowania préby wzgledny sredni
btad szacunku, czyli z = )/p okreslaja odpowiednio wzory:

z(ps) = 4/ N_nn Lo 2(ps) =/ 1n—pp. (2.42)

Stad i z nieréwnosci z(ps) < e wyliczamy niezbedna liczebno$é préby, ktéra
dla bezzwrotnego i zwrotnego wariantu losowania proby, okreslaja wzory:

ne = [1 _p]i(;;(];\)[_ 1)] +1,  ne= [H] +1. (2.43)

Stad wynika, ze niezbedna liczebnos¢ préby roénie wraz ze spadkiem war-
tosci parametru e.

Estymacja przedzialowa wskaznika struktury jest zwykle prowadzona
na podstawie duzych prob o liczebnosci réwnej co najmniej sto elementow.
Przedzial ufnosci dla wskaznika struktury w populacji, konstruowany zgod-
nie z zasada okres$lona wyrazeniem (2.8), ma w przypadku bezzwrotnego
losowania proby nastepujaca znang postac:

N —nps(1—ps N —nps(l —ps
P<p5_zw\/ <n )<p<p5+z7 ( ) =7,

N N n

(2.44)
a w przypadku zwrotnie losowanej proby prostej mamy:

1-— 1-—
p (ps—zﬂ/ps( - ps) <p<p5+zﬂ/p75( NPS)) =7, (2.45)

gdzie kwantyl z, jest wyznaczany na podstawie dystrybuanty rozkladu nor-
malnego standardowego ¢(z), tak aby ¢(zy) = 0.5(1 + 7).
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Dokladno$é estymacji przedziatowej okredlana polowa dtugosci przedzia-
tu ufnosci prezentuja odpowiednio nastepujace wzory dla wariantu bez-
zwrotnego i zwrotnego losowania proby:

B N —nps(1—ps) ~ |ps(1—ps)
A—zy\/ - O S L (2.46)

Przyjmujac na poziomie § dopuszczalny btad estymacji przedziatowej,
wyznaczamy ocene niezbednej liczebnosci proby potrzebnej do oceny wskaz-
nika struktury z dokladnoscia ¢ i wiarygodnoscia (ufnoscia) v za pomoca
wzoru:

ng = l( #Nps(1 — ps) 1. (2.47)

N —1)0% + 22ps(1 — ps)

Gdy pg nie jest znane, to przyjmujemy jego najmniej korzystna wartosé

ps = % i wtedy:

_ Nz 1 9.48
W IN D2 T (248)

Jedli n — oo lub jest stosowany zwrotny wariant losowania proby, to

+1, (2.49)

[Zﬁps(l —ps)

L (2.50)

2
”52[4572 +1, gdy ps =5

Przyktad 2.11. W bezzwrotnie losowanej probie prostej liczgcej 110 miesz-
kan miasta, w ktorym jest 4000 mieszkan, obserwowano w ustalonym roku,
ze 50 mieszkan ma centralne ogrzewanie. Ocena z proby udzialu mieszkan
z centralnym ogrzewaniem wynost 0.455, a oceny bledu $redniego szacun-
ku oraz wzglednego sredniego bledu szacunku wynoszg odpowiednio 0.047
i 10.3%. Przy wspélczynniku ufnodci v = 0.95 przedzial ufnosci dla udziatu
mieszkan z centralnym ogrzewaniem ma postaé: [0.363;0.546]. Zatem precy-
zja estymacyi przedziatowej wynosi 6 = 0.092. Przyjmujemy, Ze w populacji
udzial mieszkan z centralnym ogrzewaniem wynosi 0.5, czyli przyjmuje naj-
mniej korzystng warto$é z punktu widzenia precyzji estymacyi. Wtedy wy-
znaczamy tak niezbedng liczebnosé proby, aby z ufnoscig v = 0.95 przedzial
obejmowal nieznang wartosé z precyzjg 6 = 0.05. Na podstawie wzoru (2.48)
otrzymujemy, zZe nalezy spodziewaé sie spelnienia postawionych postulatow,
gdy liczebno$é proby osiggnie przynajmniej poziom 351 elementow. Zatem,
nalezy jeszcze dolosowac w sposob bezzwrotny do proby 241 mieszkan.
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Problem estymacji przedziatlowej wskaznika struktury w matych prébach
jest rozwiazywany przez Chunga i DeLury’ego (1950). W przypadku umiar-
kowanie duzych préb problem ten analizowano w pracy Krysickiego i in.
(1989).

2.2.4. Wnioskowanie modelowe

Model prosty jest okreslany nastepujaco. Niech sktadowe wektora Y spel-
niaja zatozenia:
Ee(Yi)=p, Di(Y;)=0> dla i=1,...,N, 2.51)
Cové(Y;, V) =0 dla i#t, t=1,...,N, i=1,....,N '

W $wietle wprowadzonych zaltozen populacja jest jednorodna w tym sensie,
ze wszystkim elementom populacji przypisano zmienne losowe (nieskorelo-
wane), ktére maja te sama nadzieje matematyczna i te sama wariancje.

Rozwazmy problem predykcji wartosci globalnej Yy za pomoca predyk-
tora liniowego Ys przy pewnym planie losowania P(s), przy czym:

N
Vs =Y SivYVi, (2.52)
=1

S; = 1, gdy -ty element populacji zostal wybrany do proby, natomiast
w przeciwnym przypadku S; = 0, ¢ = 1,...,N. Wtedy wiadomo, ze
Ep(S;) = m. Zakladamy, ze préba ma ustalona efektywna liczebno$é na
poziomie n, czyli Zfil Si = n. Przez v;, i = 1,..., N oznaczono nielosowe
wspOlezynniki (wagi).

Predyktor )775 bedzie £-nieobciazony, gdy Eg(ffvs—YU) = 0, co zachodzi
wtedy, jesli:

N
> Sivi=N. (2.53)
=1

Predyktor ten bedzie p&-nieobciazony, jedli EpE¢(Y,5—Yy) = 0, co zachodzi
woéwcezas, gdy:

N
> mivi=N. (2.54)
i=1

Przy zalozeniu, ze y = 0 wyprowadzenie &-btedu éredniokwadratowego ma
postacé:
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N N N
=Y (S = 1?Ee(Y2) + ) D> (S — D)Yi(Sjy — 1) Ee(VY)) =
i=1 i=1 j=1 i
N N N
= (Sivi = 1PDEY)+ D Y (Sivi — 1)Yi(Sjv; — 1) Cove (YY) =
i=1 i=1 j=1,ji
N

== O'2 Z(Sl’yl - 1)2 (255)
i=1
Stad i ze wzoru (2.53) juz wynika nastepujace wyprowadzenie p-§ bledu
sredniokwadratowego:

EpE¢(Yys — V)2 _UQZEP Sivi —1) —aQZEp V2 — 28y +1) =
=1 =1

N N N
2 (Z Ty — 2wy + N) =02 <Z TyE — N) . (2.56)
=1 =1 =1

Zadanie polega na takim wyznaczeniu wag -; oraz prawdopodobienstw
i, aby blad $redniokwadratowy byl jak najmniejszy przy zalozeniu nie-
obciazonosci predyktora, co jest rownowazne warunkowi danemu wzorem
(2.53). Ponadto pamietamy, iz z wlasnosci planu losowania préby wynika,
ze: Zfil m=ni Zf\il S; = n. Funkcja Lagrange’a ma postac:

2 <Z§:1m§ —N) + N\ (N—iwm> + Ao (n—gjm) .

=1 =1

Pochodne wzgledem tej funkcji wzgledem +; sa postaci: g2 = 2my; — miAg,
t =1,...,N. Przyrownujac je do zera i sumujac tak otrzymane rownania
stronami dochodzimy do rozwigzania: v; = % dla ¢ = 1,...,N. Zatem
okreslony wzorem (2.52) predyktor przyjmuje postaé:
N N .
=—) Y, ==> V;=NYs. (2.57)
n 4 ;
=1 i€S

Wyrazenie (2.56) prowadzi do nastepujacego wzoru na p¢ blad srednio-
kwadratowy:

N X N?
EpE(Y,s —Yy)? =0 ( Zm ):a (n—N>

~ N N-—n
MSE,¢(Yys) = (n)a? (2.58)
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Stad juz ewidentnie wynika, ze p§ blad sredniokwadratowy predyktora sz
nie zalezy od przyjetego planu losowania préby. W zwiazku z tym p€ btad
sredniokwadratowy predyktora jest taki sam przy dowolnym schemacie lo-
sowania préby. Mozna wiec bra¢ réwniez celowe plany losowania préby pod
uwage, byleby elementy populacji nie powtarzaly sie¢ w probie o ustalonym
rozmiarze. W szczegolnosci do préby mozna wybraé n-pierwszych z kolei
elementéw populacji. Wowcezas, formalnie rzecz biorac, S; = 1, m; = 1 dla
i=1,...,n, natomiast S; =0, m; =0dlat=n+1,..., N. W sytuacji ce-
lowego planu losowania proby nie ma juz sensu rozwazaé p nieobcigzonosci
predyktora.

&-nieobciazony estymator wariancji okreslonego wzorem (2.57) predyk-
tora Yg ma postaé:

- N(N =n) ~
MSEs(Vs) = (n”)Vg (2.59)
gdzie:
1 _
Ve = > (Vi —Ys)?, ZY
n—1~4
i€S zES

Przedstawione wyniki dotyczace predykcji sa oczywiscie wazne, gdy opi-
sany model nadpopulacji jest adekwatny do rzeczywistosci, tzn. gdy zato-
zony rozktad prawdopodobienstwa £ istotnie nie odbiega od rzeczywiste-
go. Przedstawiona procedura predykcji wartosci globalnej moze jednak by¢
obarczona znacznie wiekszym bledem srednim od oczekiwanego, jesli np.
zakladana jednorodno$é modelu okre$lonego wzorem (2.51) nie jest praw-
dziwa. Konkretniej chodzi tu o to, ze obserwowany w probie rozktad warto-
$ci cechy nie pozwala dalej utrzymywac¢ postulatu, ze wartosci oczekiwane
zmiennych losowych Yy, £ = 1,..., N, tworzacych nadpopulacje sa takie
same lub ze wariancje tych zmiennych przyjmuja te sama wartos¢. Roz-
strzygnieciem tego problemu bedziemy zajmowaé sie m.in. w punkcie 2.3.3.

2.3. Statystyka Horvitza-Thompsona

2.3.1. Estymacja wartosci globalnej

W niniejszym rozdziale przedstawimy problem estymacji wartosci globalnej
zmiennej y w populacji na podstawie préby losowanej z réznymi prawdo-
podobienstwami doboru do niej elementéw, ktore sg zwykle funkcja war-
tosci zmiennych pomocniczych obserwowanych w catej populacji. Horvitz

i Thompson (1952) zaproponowali estymator wartosci globalnej yy = y
w populacji ustalonej, ktéry ma postac:
kSk
YHTS = Z Y (2.60)
k=1
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Gdy 7, > 0 dla wszystkich k = 1,..., N, statystyka ygrg jest nieobciazo-
nym estymatorem parametru yy, a jej wariancja jest postaci:

N mn 2 N N Ui
D2(yHTs)=Z< )m(l—m)+2 > “ (Mg — mems)  (2.61)

k=1 \Tk k=1i=12k "k
lub
Y &K g 9
D*(yurs) =Y 2+ Tk — Y (2.62)
k=1 Tk =11tk kT

Gdy efektywna liczebno$é préby jest ustalona, to wariancje okresla wzor
(por. Yates i Grundy, 1953):

*(yars) % % ( - )2 (Thi — TxT). (2.63)

Uy

Do estymacji parameru D? (ygyrs) jest uzywana statystyka:

N

i Tk — TET
D% (yurs) = Y <yk> (1 — ) Sk + Z Z Ykli Thi — ThTi g g,

k=1 \Tk k=1i=1,izk KT Tk

)

(2.64)
ktora jest nieobcigzonym estymatorem wariancji D? (ygrs). Warto zwrécié
uwage na to, ze estymator D?g (yars) w pewnych sytuacjach moze przyj-
mowaé¢ wartosci ujemne z prawdopodobienstwem wigkszym od zera. Jesli
i — T > 0 dla kazdego i = 1,...,N, k=1,..., N, i # k, to nastepuja-
cy estymator Sena-Yatesa-Grundy’ego przyjmuje tylko wartosci nieujemne
i ma postac:

N N 2

Tk — TET;

JZEEDYDS (L L) T T, (2.65)
k=1 Zf/ék' Trl Trk,’L

Na podstawie statystyki ygrs w sposéb natychmiastowy otrzymujemy
nastepujacy estymator wartosci sredniej y

1

Yk
— = . 2.66
UHTS = FUHTS = kzl - (2.66)

Wariancje tej statystyki oraz jej estymatory otrzymujemy prosto w naste-
pujacy sposob:

D% (Yurs) = ~



Przyktad 2.12. Podstawienie yp, = 1 dla k = 1,..., N, we wzorze (2.60)
prowadzi do nastepujgcego estymatora liczebnosct populacji N:

Nirs = S 2%, (2.67)
k=1 "k

Wariancje tej statystyki oraz jej estymatory otrzymujemy prosto ze wzorow
(2.62) i (2.64), a okreslajq je wzory:

N
lmMmF(Z+Z:Z ”»—M, (2.68)

k=1 h=1i=1,itk "k

1

TT Wk,i

2 (Nygrs) = z“”kst S (

)&&. (2.69)
k=1 k=1i=1i#k

Teraz przeprowadzamy analize¢ wplywu losowania préby z dowolnymi
prawdopodobienstwami inkluzji pierwszego rzedu na warto$¢ oczekiwana
zwyklej $redniej z proby. Niech yg bedzie okreslona wzorem (2.12) $rednia
z proby losowanej bezzwrotnie. Wtedy:

E(s) =g-5 (1= 7) + Dolmy. @70
gdzie:
1 1 X
T = nglﬂ'k, U(?T):N]§1<7Tk—ﬁ>2,

NVo(mly)

przy czym p(m,y) jest wspélezynnikiem korelacji liniowej miedzy zmienny-
mi y i m. Ze wzoru (2.70) wynika, ze zwykla érednia z préby moze daé
obcigzone oceny przecietnej w populacji, gdy proba jest losowana z réznymi
prawdopodobienstwami inkluzji rzedu pierwszego. Zwréémy uwage na to,
ze nawet gdy prawdopodobienstwa inkluzji nie sa skorelowane z wartoscia-
mi badanej cechy (czyli p(m,y) = 0), to Srednia z préby moze by¢ znacznie
obcigzonym estymatorem przecigtnej w populacji, gdy 7@ # . To winno
przekonaé¢ praktykow, ze trzeba stosowaé estymator Horvitza-Thompsona,
gdy maja do czynienia z prébami nieprostymi.

N N A — T
o) = S oty = U
k=1
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Czestym celem estymacji jest wskaznik struktury elementéw populacji
z cecha wyrézniona, czyli parametr p = %, gdzie M jest liczbg elementow
z cecha wyrdzniong w populacji. Niech z; = 1, gdy k-ty element populacji
posiada wyrdzniona ceche, natomiast zp = 0, gdy jej nie posiada. Wtedy
populacje U = {uy} mozna rozlozy¢ na takie dwa roztaczne podzbiory Uy
iU, 2 U=UyUU1 iUy ={u;: 2,=0,i=1,...,N} oraz Uy = {w; :
zi=1,i=1,...,N}. Wtedy parametr p mozemy zapisa¢ nastepujaco:

1
= — 2.
N

Nastepujaca statystyka bedaca szczegdlnym przypadkiem estymatora Ho-
rvitza-Thompsona, danego wzorem (2.60), jest estymatorem parametru p.

1 X s, 1 Sk
PHTS = = O == —. (2.71)
Ni= ™ N

Daje ona nieobciazone oceny wskaznika struktury p, gdy 7 > 0 dla k =
1,..., N. Wariancje estymatora pyrg otrzymujemy ze wzoru (2.62), ktéry
redukuje sie do postaci:

DQ(pHTS>:% Z* > X TR (2.72)

kel kel lEUl,k;ﬁZ

Nieobciazony estymator zapisanej wariancji otrzymujemy ze wzoru (2.64),
i ma on postac:

Dirs) =35 UL Ly 5 (oo s

kel Wk keUlzeUl,z;ék kT Th,i
(2.73)

W szczegblnosci, jesli bezzwrotnie losowana préba S o liczebnosci n
jest préba prosta, to estymator pgrs redukuje sie do zwyklej czestosci pg
wzglednej z proby, ktora okresla wzor (2.32), a jego wariancje i jej estymator
opowiednio wzory (2.34)) i (2.35).

Mozna wykazaé, ze wptyw losowania préoby z réznymi prawdopodobien-
stwami na wartos¢ oczekiwanad estymatora pg okresla wzoér:

E(ps) = Z Ty =p—p (1 - N7T1> (2.74)

k:EU1

gdzie T = ﬁ > ke, Tk jest srednia arytmetyczng prawdopodobienstw in-
kluzji (rzedu pierwszego) przypisanych elementom populacji z cecha wyrdz-
niong. W tym wiec przypadku rowniez nalezy uzywaé estymator Horvitza-
-Thompsona zamiast czestodci wzglednej z proby.
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Przyktad 2.13. Elementom populacji U = {1,2,3,4,5} sq przyporzqd-
kowane nastepujace wartosci zmiennej y: y(1) = 8, y(2) = 1, y(3) = 3,
y(4) = 1, y(5) = 3. Srednia w populacji wynosi §j = 3.2, a wariancja
v« = 8.2. Do oceny $redniej uzyto przecietnej z proby oraz estymatora Ho-
rvitza- Thompsona, ktéry okresla wzor. Pierwszy plan bezzwrotnego losowa-
nia proby trojelementowej okreslajq wyrazenia:

1
Pi(1,2,3) = P1(1,2,5) = Py(1,3,4) = P1(1,4,5) = =

Pi(1,2,4) = P1(2,3,4) = P1(2,3,5) = P1(3,4,5) = P1(1,3,5) = P1(2,4,5) = o

Prawdopodobienstwa inkluzji pierwszego i drugiego rzedu sqg nastepujgce:

2 1 1 1 1 7 1 1 1 n 1
A A R
1 1 7 1 1 1
N K A I
Drugi plan losowania proby prezentujg wzory:
1 1
Py(1,2,3) = B(1,2,5) = B(1,3,4) = B(1,4.5) = . P(1,2,4) =3,
1
P2(273a4) = P2(27375) = P2(3747 5) = P2<1737 5) = P2(2747 5) = é’
2) 13 2 2 2 2) 23 2 2) 33
R R N
2 2 29) 13 2 2 2 2) 23
T T R T I
Na podstawie wzoréw (2.61) lub (2.62), lub (2.63) wyliczamy wa-
riancje strategii losowania, a wynoszq one: D? (§urs, Pi(s)) = 0,7706,
D? (§urs, Po(s)) = 3.3691. Z kolei wariancja Sredniej z préby pro-

stej losowanej bezzwrotnie wyliczana na podstawie wzoru (2.13) wynosi
D? (G5, Py.(s)) = 1.0933, przy czym plan losowania P,,(s) okresla de-
finicja 1.13. Wariancia D? (§urs, Pi(s)) stanowi 70.5% wariancji $red-
niej z préby prostej, a z kolei ta stanowi 32.5% wariancji strategii
D? (yurs, Pa(s)). Zatem sposréd trzech rozwazanych strategii losowania nag-
lepszq jest strategia (Yurs, P1(s)), poniewaz daje najprecyzyjniejsze oceny
wartosci Sredniej w populacyi.

Przyktad 2.14. Definicjg 1.16 okreslono plan losowania proby Poissona,
ktory oznaczymy symbolem Pp(s). W tym przypadku estymator wartosci
globalnej Horvitza-Thompsona oraz jego wariancje okre$lajg odpowiednio
wzory:

N

S 2
YHTS = Z IOk D*(yurs, Pp(s) = > (%) (1 —mg). (2.75)
k=1 Tk k=1 \Tk
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Ze wzoru (2.64) wynika nastepujgcy nieobcigzony estymator wariancji:

N

2
D3 (unrrs. Pe(s) = 3 (%) (1 = m)si. (2.76)

=1 \Tk

Przyktad 2.15. Definicjg 1.15 okreslono plan losowania préby Bernoul-
liego, ktory oznaczymy przez Pp(s). Plan ten jest oczywiscie szczegolnym
przypadkiem planu losowania Poissona. Zakladamy, Ze prawdopodobieristwo
m wylosowania k-tego elementu populacji do proby jest znane. Wtedy esty-
mator wartosci globalnej Horvitza- Thompsona oraz jego wariancje okreslajg
odpowiednio wzory:
1Y 1 -
YHTS = — > UkSk, D? (yurs, Pp(s Z Yk (2.77)
k=1

Nieobcigzony estymator wariancji ma postaé:

D% (yurs, Pp(s Z YiSk. (2.78)

Jesli jest znana liczebnosé populacji N, to na podstawie powyzszych wzo-
row otrzymujemy tatwo nastepujgcy estymator warto$ci sredniej y zmiennej
badanej ygrs = %QHTS. Zatem

_ 1 Y
YHTS = N kz::lyksk. (2.79)

Statystyka yprs jest nieobcigzonym estymatorem Sredniej w populacy,
a jej wariancia wynosi D*(yurs) = N~2D?*(ygrs), gdzie D*(ygrs) okresla
wzor (2.77).

W szczegdlnosci pierwszy wzor wyrazenia (2.77) pozwala okreslié naste-
pujgcy nieobcigiony estymator liczebnos$ci populacji N.

1 N
Nurs = — > Sk (2.80)

Wyrazenia (2.77) i (2.78) prowadzq do nastepujgcej wariancji statystyki
Nprs i jej nieobcigZonego estymatora:

1—m

D? (Ngrs, P(s)) = N, (2.81)

™

1—m

N
ng, gdzieng = Z S (2.82)
k=1

D% (Nurs, Pp(s)) =
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Przyktad 2.16. Dalej rozwazamy okreslony definicjg 1.15 plan losowania
proby Bernoulliego, lecz teraz zakladamy, Ze prawdopodobienstwo m wyloso-
wania k-tego elementu populacji do proby nie jest znane. Wowczas z wia-
snosct rozktadu Bernoulliego wynika, zZe statystyka

N N

jest mieobcigZonym estymatorem prawdopodobienstwa 7, a jej wariancja ma
oczywiscie postac:

(2.83)

(1l —m)
N
Zastepujgc we wzorze (2.77) prawdopodobienstwo m przez jego estymator g
mamy nowy estymator wartosci Sredniej y:

D?(rg) = (2.84)

A SAl UkSk ke UkSk o Us
ys = N =N =N=—.
> =15k ng ng

(2.85)

Mozna wykazaé, Ze statystyka ys jest w przyblizeniu nieobcigzonym es-
tymatorem wartosci globalnej w populacji, a jej blgd S$redniokwadratowy
w przyblizeniu okresla wzor:

1—m

MSE (§rrs) = 0(Y)+- (2.86)

Wyprowadzenie wzoru przedstawiono w przykiadzie 2.21.

2.3.2. Predykcja wartosci globalnej

Rozwazmy nastepujacy model nadpopulacji:

Ef(}/;):ﬂi; Dg(m)zaz, izl,...,N, (287)
Cove(Y;,Y;) =0, i=1,...,N,j=1,...,N, i #j.

Naszym celem jest predykcja warto$ci globalnej Yy na podstawie da-
nych obserwowanych w prébie o ustalonej liczebnoéi n. Najpierw rozwazmy
zwykly predyktor postaci:

- _ _ 1 1
Ys = NYg, YVg=—>Y V, =Yg (2.88)
n n

kesS

Gdy prébe dobierzemy w sposob arbitralny, to da ona &-obciazone oceny

wartosci globalnej Yr. Dla wykazania tego faktu wystarczy zalozy¢, ze proba

s sktada sie¢ z ustalonych z gory elementéw populacji. Wtedy otrzymujemy:

~ N 3 B
E(Ys) = pi=Njis # Njio=>_ i = . (2.89)
€S €U
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&-obciazenie predyktora jest nastepujace:
bﬁ(YS) = E(Y/S) - E(YU) = N(Ias - ﬂ) = (N - n) (ﬂs - ﬂUfS) ’ (2~90)

gdzie: jy_s = ﬁ > icU—s Mi- Rozstep mozliwych wartosci oczekiwanych
obserwowanych zmiennych oznaczamy przez T = pmax — fbmin, PrZy CZym
Prmax = MaX;—1,  N{fi}, Pmin = min—y . n{ui}. Wtedy otrzymujemy:

be(T)| < (N — ) 7. (2.91)

Stad wynika, ze maksymalny poziom obcigzenia maleje wraz ze wzrostem
liczebnosci préby, a znika dopiero wtedy, gdy n = N. Wariancja predyktora
ma, postac:
2 N? 2 N? o1 2
D (Ys) = FZD (Yi) = 05 05 = EZUZ'- (2.92)

€S €S
Zatem blad éredniokwadratowy wynosi:

¥ N2—2 2 (v N2 2 2 _2
MSE¢(Y,) = ——52 + b3(Y,) < 02 + (N — 1) 72, (2.93)
n n

S max

. 2 _ 2
gdzie o7, = max;—1 . n{o;}.

Dodajmy, ze predyktor Y, bylby nieobciazony, gdyby E:(Y;) = p, dla
i=1,...,N.

Rozwazmy teraz ocene Yy za pomoca strategii predykcji (YS, P,.), gdzie
B, jest planem bezzwrotnego losowania préby prostej. Ta strategia daje P-
-nieobcigzone oraz P&-nieobcigzone oceny Yyr. Jej btad sredniokwadratowy
Wynosi:

MSE¢p(Ys, Pyz) = E¢D*(Ys, Py.) = 7 +up),  (294)

gdzie:

52_i§:02 v(u)—LN(u’—ﬁ)2
= i * = ) .
N i=1 N-1 i=1

Zatem randomizacja wyboru proby prowadzi do nieobcigzonosci predyk-
cji wartodci globalnej. Ma to duze znaczenie praktyczne pozwalajace na ra-
cjonalny wyboér jednego z dwoch rozwazanych teraz predyktoréw. Najpierw
wyobrazmy sobie rzadziej wystepujaca sytuacje, gdy wartoéci oczekiwane
obserwowanych zmiennych sa takie same, czyli y; = p dlai =1,...,N.
Wéwezas oczywiscie predyktor Yg jest nieobciazony. Jesli nieobcigzonoéé
predykcji jest najwazniejszym celem naszego wnioskowania, to wowczas nie
ma potrzeby siggania po strategie (?S,sz), bo to tylko podniesie koszty
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wnioskowania. Chodzi tutaj o wydatki (czasem znaczne) na przygotowa-
nie operatu losowania, ktory jest niezbedny do przeprowadzenia losowania
préby.

Naturalne jest teraz pytanie, czy po to, aby dokladnie oceni¢ wartos¢ Yy,
nalezy uzy¢ strategii predykcji (Ys, Py.), czy po prostu predyktora Y;, z pro-
by s, ktora nie jest losowana, lecz wybrana w sposob arbitralny lub celowy
(czyli merytorycznie uzasadniony). W drugim przypadku mamy do czynie-
nia z planem losowania, ktéry mozna nazwaé osobliwym, bo P,(s) = 1, gdy
S = 54, natomiast P,(S) =0, gdy S # s,. Wprawdzie formalnie tego typu
strategie nalezaloby oznaczyé¢ przez (Ys, P,), lecz uzycie w tym symbolu
predyktora Y, nie powinno prowadzi¢ do nieporozumien. Rozwazmy teraz
nastepujaca réznice btedow sredniokwadratowych:

A = MSE¢p(Ys, Py.) — MSE¢p,(Ys, Py) = E¢D*(Ys, Py,) — MSE¢(Ys,) =
N(N—-n)cy_,— (N*+n*—nN)&%+ N (N —n)v.(n)

— - N2 (las - ﬂ)2 )
n
(2.95)
gdzie: 5(2}75 = ﬁ Y icU—s UZZ. Stad wynika, ze A > 0, jesli
(1—”)02 - 1+(n>2—n 02+(1—n)v () > n (s — p)?
N) Vs N N)® N T '
(2.96)

Gdy liczebnos¢ populacji jest znacznie wieksza od liczebnosci proby, to
A >0, jesli
Gty — 02+ va(p) = n (fis — 1) (2.97)

Stad wynika, ze nalezaloby nie dobieraé préby w sposéb arbitralny, lecz ce-
lowy i to taki, aby wartosci wariancji zmiennych obserwowanych w tej prébie
byly mozliwie male oraz by obciazenie predykcji bylo takze male. Wowczas
predyktor Y, z takiej proby celowej bylby dokladniejszym predyktorem od
strategii (ffs, P,.). Okreslonych postulatéw jednak nie mozna urzeczywist-
ni¢ bez dodatkowych informacji o rozkladach zmiennych okreslanych przez
model nadpopulacji.

Teraz rozpatrzmy szczegdlna sytuacje w stosunku do analizowanej. Za-
t6zmy, ze g = p, dla k = 1,...,N. Wtedy ze wzoru (2.96) wynika, ze

A 2 O, JeZEh
(1—n>a2 > 1+<n>2—n 52 (2.98)
N U—s # N R .

a dla bardzo duzych liczebnosci populacji (w stosunku do rozmiaru préby)
mamy:
Gh_ > a2
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Stad, podobnie jak to mialo miejsce w przypadku analizy nieréwnosci (2.96)
i (2.97), nalezy tak dobraé prébe, aby wariancje zmiennych losowych obser-
wowanych w probie byly mozliwie mate.

Nastepny szczegélny przypadek wystepuje przy zalozeniu, ze o = o,
dla k=1,...,N. Wtedy ze wzoru (2.96) wynika, ze A > 0, jesli

ot (1 ) ol > (- ) (2.99)

a dla bardzo duzych liczebnosci populacji (w stosunku do rozmiaru préby)
mamy:

val) > n (s — 1)° .
Na wariancje v, (p) nie mamy wplywu, bo odzwierciedla rzeczywisto$¢. Za-
tem, jesli proba celowa zostalaby tak dobrana, aby predyktor Y, ocenial
wartos¢ globalna w populacji Yy z malym obcigzeniem, to Y, moze da¢
doktadniejsze oceny Yy niz strategia (}75, PBy.).

Teraz rozwazmy najsilniejsze zalozenia, gdy p; = p oraz o; = o dla
kazdego i =1,..., N. Wtedy

A= —%02. (2.100)
Zatem w tym przypadku strategia (}75, P,.) jest dokladniejsza od predyk-
tora Y, dla arbitralnie dobieranej proby. Jednak przy dostatecznie duzej
liczebnosci populacji te dwie metody predykcji sa prawie tak samo doktad-
ne.

Rozwazmy jeszcze problem wystepowania tzw. wartosci oddalonych (ina-
czej odstajacych czy nietypowych). W tym celu w populacji U wyrdzniamy
dwie niepuste podpopulacje Uy i Us, przy czym U = Uy U Us. Niech proba
s bezzwrotnie dobierana dzieli sie na dwie podpréby s; C Uj i s9 C Us,
przy czym s = s1 U so. Liczebnosci podpopulacji Uy, Us i préb sy, so ozna-
czamy odpowiednio symbolami Ni, Ns i ny, ng, przy czym N = N; + No,
n = nq + ny. Ponadto niech W = %, Wy = %, wy = L, we = 2. Wtedy
obciazenie predyktora Y, ma postac:

N—n

be (Ys) = (n1fis, + nafisy) + (N1 — n1) i, —s; + (N2 — n2)fivy—s,

(2.101)

gdzie
1
N; —

ook, i=1,2.

_ 1 _
Hs; = e E :Mka HU;—s; = .
¢ keU;—s;

t keEs;

Dodatkowo zakladajac, ze f; = s, = fiv,—s,;, ¢ = 1,2, mamy

be(Ys) = N (w1 — Wh)fix + (w2 — Wa)fiz) = N (w1 —W1)(fun —fi). (2.102)
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Zatem predyktor bedzie nieobciazony, gdy i1 = jia.

Teraz zal6zmy, ze w probie s; = Uy, czyli n1 = Ni, sa obserwowane
tylko wartosci oddalone, natomiast pozostata podpopulacja jest jednorodna
ze wzgledu na wartosci oczekiwane zmiennych, czyli pup = fio dla k € Us.
Wtedy ze wzoru (2.102) wynika, ze

_ N-—n
be1 (Ys) =g

(F1 — fi2)- (2.103)

Podobnie jak poprzednio zalézmy, ze w podpopulacji U; znajduja sie
tylko wartosci oddalone, natomiast w proébie s ich nie ma. Zatem s = sy C
U,. Wéwczas rowniez zaktadajac, iz pp, = g dla k € Uz, na podstawie wzoru
(2.102) mamy:

bea(Ys) = Ni(fiz — in). (2.104)
Zakladajac, ze mamy tylko jedng wartos¢ oddalona, otrzymujemy
_ N —n _
be1(Ys) = (i1 — fiz),  bea(Ys) = fig — fir. (2.105)
Wtedy
N —2n

[be1 (Ys)| — [bea(Ys)| = |fi2 — fual- (2.106)

Stad wynika, ze jeSli n < N/2 to obciazenie predykcji jest wieksze, gdy
warto$¢ oddalona jest w probie niz w przypadku, gdy jest poza nia. Ta-
kiej sytuacji nalezy w praktyce oczekiwaé, bo zwykle liczebno$é¢ proby jest
znacznie mniejsza od rozmiaru populacji. W zwigzku z tym w przypadku
celowego doboru préby, nalezy pomijaé¢ przy liczeniu wartosci predyktora
wystepujaca w probie warto$¢ oddalona. To czy ona wystepuje w probie
mozna sprawdzi¢ za pomocg odpowiednich testéw statystycznych. Wspo-
mnijmy, ze najprostsza procedurg identyfikowania ewentualnego wystepo-
wania wartoéci oddalonych jest znana zasada tzw. trzech sigm.

Na zakonczenie przedstawiamy pewne optymalne strategie predykcji dla
rozwazanego modelu nadpopulacji okreslonego wyrazeniem (2.87). Rozwaz-
my liniowy i p&-nieobciazony predyktor wartosci globalnej Yy postaci

Vis =Y lisYi+lo,
ics

gdzie l;g, © € S oraz lg sa pewnymi nielosowymi wspélczynnikami. Niech
w szczegdlnosci

Y —
Vs =Y i (2.107)
kes k

woéwcezas (por. Chaudhuri i Stenger, 2005) dla dowolnego planu losowa-
nia préby P(S), takiego ze mp > 0 dla k = 1,..., N, strategia predykcji
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(Yus, P(S)), jest nie mniej precyzyjna od nieobciazonej strategii (Y;g, P(S)),
czyli:
al 1
E¢D*(Yis, P(S)) > E¢D*(Y,s, P(S)) = Y _ o ( — 1) : (2.108)
Tk
k=1
Szczegblng postacia okreslonego wyzej liniowego p&-nieobcigzonego pre-
dyktora Y;g jest jednorodny, liniowy i p&-nieobcigzony predyktor postaci:

Yjis = Yies lisYi, Przez P,(S) oznaczamy plan losowania préby, ktorego
prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego okresla wzor:

HE
T = N—, k=1,...,N. (2.109)
Zﬁ\il 223

Szczegdlnym przypadkiem predyktora liniowego jest statystyka Horvitza-
-Thompsona:
N

Yy

T

Yars = (2.110)

keS
Godambe (1955) wykazuje, ze w klasie p§-nieobciazonych i jednorodnych
strategii predykcji warto$ci globalnej Yy oznaczonych przez (Yjig, Pu(S))
najlepsza jest strategia (Yurgs, Pu.(5)), czyli:

E¢D*(Yurs, Pu(S)) < E¢D*(Yjis, Pu(S)). (2.111)

Trzeba jeszcze dodaé, ze z praktycznego punktu widzenia strategia pre-
dykeji (Yjis, Pu(S)) nie ma znaczenia, poniewaz m.in. nie jest mozliwe wy-
znaczenie prawdopodobienstw inkluzji okreslonych wzorem (2.109), jako ze
nadzieje matematyczne uy, k € U, nie sg znane z zalozenia. Mozna je oceniaé
w sytuacji, gdy np. istnieje zaleznos¢ regresyjna miedzy nimi a warto$ciami
zmiennych pomocniczych. Ten problem bedzie szerzej rozwazany w dalszej
czesci pracy.

2.3.3. Weryfikacja prostego modelu nadpopulacji*

Woeczesniej juz rozwazano problem predykcji wartosci globalnej w sytuacji,
gdy nie sg spelnione zalozenia modelu nadpopulacji. Zaniedbanie tego sta-
nu rzeczy moze doprowadzi¢ np. nawet do znacznego obciazenia predykcji
wartosci globalnej. Wtedy, jak to pokazano na przykladach w uprzednim
punkcie, randomizacja wnioskowania polegajaca na losowaniu w odpowied-
ni sposoéb préby zamiast na jej celowym doborze moze uchronié¢ nas przed
obcigzeniem predykcji. Drugi sposéb postepowania, ktory pozostawia mozli-
wo$¢ wnioskowania na podstawie odpowiednio konstruowanej préby celowej
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juz wezeséniej m.in. w punkcie 2.2.4 byl sygnalizowany, a polega on na wery-
fikacji zatozen modelu nadpopulacji. Zajmiemy sie tu problemem adaptacji
znanych testéw statystycznych do weryfikacji prawdziwoéci zalozen modelu
nadpopulacji. Innymi stowy bedziemy analizowali przydatnos¢ wybranych
testéw statystycznych do weryfikacji hipotezy, ze rozklad z préby zmien-
nej jest zgodny z rozkladem prawdopodobienstwa &, ktéry okredla wlasnie
model nadpopulacji.

Niech przedmiotem hipotezy sprawdzanej, okreslanej symbolem Hy, be-
dzie model jednorodny populacji okreslony wzorem (2.51). Wyrazenie (2.87)
okresla zalozenia konkurencyjnego modelu nadpopulacji (w stosunku do mo-
delu jednorodnego populacji), ktére sg przedmiotem hipotezy H; alterna-
tywnej w stosunku do Hy. Postawione hipotezy mozemy jedynie weryfikowaé
na podstawie obserwowanych w prébie s wartosci zmiennej. Dodatkowo za-
kladajac, ze wystepujace w rozwazanych modelach nadpopulacji zmienne
losowe sa niezalezne oraz ze kazda z nich ma rozklad normalny, sformuto-
wane hipotezy zapisujemy nastepujaco:

Hy: YO~ N (MJH,UQIR)
Hy: YST ~ N (us,a2 diagés) , pe # pdp lub g # J,,.

gdzie: E(Ys) = pg = [p1 .. pn)T 1 6L = [01 02...0p), 6; > 0,i=1,...,n.
Symbolem 1I,, oznaczono macierz jednostkowsa stopnia n, natomiast J,, jest
n-elementowym wektorem kolumnowym skladajacym sie z samych jedynek.
Hipoteza sprawdzana H(, okresla jednorodnos¢ rozktadu prawdopodobien-
stwa wektora Y, w tym sensie, ze wartosci oczekiwane jego skladowych sa
takie same oraz ze ich wariancje sa rowniez te same. Z kolei hipoteza al-
ternatywna H; glosi, iz elementy wektora p, lub wektora &, nie sa takie
same. Dodajmy jeszcze, iz mozna okresli¢ hipotezy alternatywne bardziej
restrykcyjnie. W sytuacji, gdy wiadomo, ze rozktady badanych zmiennych
maja te samg wariancje, to hipoteza alternatywna ma postac:

H{: YT ~ N (p,0%L) g # (2.112)

7 kolei, gdy wiadomo, iz elementy wektora wartoéci oczekiwanych sa takie
same, czyli p, = pJ, to

HY: YT ~ N (1dy, 0 dingd,), 6, # . (2.113)
Do weryfikacji postawionych hipotez mozna m.in. uzy¢ testu Tjetiena
i Moore’a (1972). Po to, aby wyznaczy¢ jego sprawdzian nalezy najpierw

zmienne {Y1,...,Y,} obserwowane w prébie s tak uporzadkowa¢ w ciag
statystyk (YD, Y2 Y(™) aby spelnione byly nieréwnoéci: |[Y ) —Y| <
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Y@ — Y| < .... < Y™ — Y| Wowczas statystyka testowa Tietjena-
-Moore’a ma, postac:

1 mk @) o \2
Ti= ; (Y - Yk) , (2.114)
gdzie
Y:Liw) 52:l§:(Y-—Y)2 Y:liy
* m_ki:1 7 mi4 ' ’ mi3 ;

Istotnie male wartoséci sprawdzianu T}, Swiadcza przeciwko hipotezie Hy,
a na korzy$é Hy. Wartosci krytyczne testu mozna znalezé w ksiazce Smaliaka
i Titarienko (1980) dla k = 1(1)10 i m = 3(1)20(5)50.

7 punktu widzenia stosowania nizej proponowanego testu wygodniej be-
dzie przeksztalci¢ wektor Y za pomoca liniowej transformacji w wektor Z,
ktory sktada sie z m = n — 1 elementéw oraz Z = 0, gdy hipoteza Hy jest
prawdziwa. To przeksztalcenie prowadzi do nastepujacej redefinicji hipotez
Hyi H;.

Ho: ZT ~ N <0m,021m) , (2.115)

H:ZT ~N (,u, o2 diag 5) . W0, lubd £, (2.116)

Wywial (1988) zaproponowal nastepujaca statystyke testowa.

1 m m
Lyn=—— In(Z? —|—1n< Zf). (2.117)
w2t (20) +1n (2

Duze wartosci sprawdzianu L,, Swiadczg przeciwko hipotezie Hg, czyli ob-
szar krytyczny testu jest prawostronny. Niech 7,(X) = E(X — E(X))",
r=1,2,3,..., jest momentem centralnym rzedu r zmiennej losowej X. Gdy
hipoteza Hj jest prawdziwa, to momenty statystyki L,, okreslaja nastepu-
jace przyblizone wzory (dokladne wzory na te momenty podaje Wywial,
1988).

1
E(Ly,) = In(2m)+ 0,5+ -

2,935 2
2 ~
D)~ =~
12,828 8
n3(Lm) ~ 2 3
81,409 48
~ 32 )
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Standardowsg postac statystyki oznaczmy przez Q,, = %&L{”). Gdy hipo-
teza Hj jest prawdziwa, to sprawdzian (), ma granicznie rozktad normalny
standardowy. Ta zbieznos¢ jest jednak wolna. Dlatego w celu aproksyma-
cji kwantyla ¢, rzedu p rozkladu standardowego statystyki L,, dla kilku-
dziesieciu elementowych prob mozna uzy¢ nastepujacego tzw. przyblizenia
Cornish-Fishera:

qp = up + éﬂl (uf, — 1) + i(ﬂQ -3) (u;’) — 3up) ,

gdzie up jest p-tym kwantylem rzedu p rozkladu normalnego standardowego,

natomiast
_ nS(Lm) o 774(Lm)

B = D3 (L)’ B2 = D (L)

sg odpowiednio wspotczynnikami asymetrii i kurtozy rozkladu zmiennej
losowej L,,. Zatem dla dostatecznie licznej préby i poziomu istotnosci
a = 1 — p warto$¢ krytyczna testu wynosi ¢;_,. Wéwcezas hipoteze Hg
odrzucamy, gdy warto$é¢ standardowa sprawdzianu testu nie jest mniejsza
od wartosci krytycznej, czyli gdy q¢ > ¢1—q.

Test Tietjena-Moore’a jest mocniejszy od testu wykorzystujacego staty-
styke L,, w przypadku wystepowania tylko wartosci oddalonych. Podkreslmy
jeszcze, ze obydwa testy daja tylko racjonalne podstawy do odrzucenia hipo-
tezy Hy, wéwczas oznacza to, iz rozkltad zmiennych tworzacych probe jest
niejednorodny, przy czym wniosek ten nie jest prawdziwy z prawdopodo-
biefistwem matym, bo nieprzekraczajacym poziomu istotnoséci. Gdy test nie
odrzuca hipotezy Hg o jednorodnosci proby, bynajmniej nie oznacza to, ze
rozktad zmiennych losowych znajdujacych sie poza préba jest jednorodny.

Dodajmy jeszcze, ze problem testowania jednorodnosci préby wystepuje
bardzo czesto w literaturze statystycznej. Tym zagadnieniem zajmowali sie
m.in. Galdfeld i Quandt (1965), Grubbs (1950), Rackauskas i Suquet (2006).

2.4, Strategie estymacji zalezne od cechy dodatkowej

W niniejszym podrozdziale koncentrujemy uwage na wlasnosciach znanych
estymatoréw parametrow populacji wykorzystujacych dostepne informacje
o wartosciach tzw. zmiennych dodatkowych. Ich uzycie zwykle prowadzi do
podniesienia doktadnosci estymacji, jesli cechy dodatkowe sa dostatecznie
silnie skorelowane ze zmienna badana.

2.4.1. Estymatory ilorazowe

Zalézmy, ze wartos¢ érednia T w populacji cechy dodatkowej jest znana.
Dysponujemy obserwacjami zmiennych y i ©* w prébie prostej losowanej
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bezzwrotnie o liczebnosci n, ktérej plan losowania okresla definicja 1.13.
Wartosci Srednie z préby prostej zmiennych badanej i dodatkowej oznaczmy
odpowiednio przez g i yg. Woéwczas estymator ilorazowy wartosci globalnej
Yy ma postac: -

Ys

Yis = — . (2.118)

s
Wariancje statystyki y;s z doktadnoécia do skltadnika rzedu O(n~!) okre-
slaja wzory:

D2(y1s, Poe(s) = A=), (2.119)

gdzie: N
vyr(y Z yr — hay)?, h = % (2.120)

k:l

lub
— N Z\x 2 Z\x
D¥yrs, Pro(s)) = 2 ) (1 +(3) - 2Z§y§p<x,y>> ,

(2.121)

gdzie przez z(x), z(y) i p(x, y) oznaczono odpowiednio wspélezynniki zmien-
nosci cech x, y i wspotczynnik korelacji liniowej miedzy tymi zmiennymi,
czyli:

S (o~ 7)o~ )
(N = D)V @) ()

Estymator yrs daje obciazone oceny $redniej, poniewaz (por. np. Co-
chran, 1963, s. 161 i Konijn, 1973, s. 100):

2(z) = Ay =T ey =

N —n

o1 = Elyrs, Pu(s) — 7 = S fol)=(o)

z(z)
z(y)

- p(:c,y)) . (2.122)

Jesli wspolezynnik korelacji p(z,y) > 0, to obciazenie estymatora wyzna-
czane wzgledem jego odchylenia standardowego spelnia nieréwnosé (por. np.
Cochran, 1963, s. 162 i Konijn 1973, s. 102):

loi|
D(ylsa sz(s))

7 powyzszego oraz ze wzoru okreélajacego wariancje estymatora yrg wynika,
ze ceche dodatkowa nalezy tak dobraé, aby jej wspélczynnik zmiennosci byt
mozliwie maty oraz aby byla ona silnie i dodatnio skorelowana ze zmienna
badana.

< z(z). (2.123)
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Wariancje estymatora yrs mozna oceniaé¢ za pomoca dwdch statystyk:

NN —n
Da(yrs, Pra(s)) = O ), (2.124)
gdzie:
N _
vi1s(y hsxy) Sk, hs = szs (2.125)
k:l Ts
lub
N(N —n
D3 (y1s, Poa(s)) = N = n) (U*S(Z/) + hgv.s(z) — 27@5’0*5(3773/)) :
(2.126)
gdzie:
N
vis(2,Y) Y) Sk (2.127)

oraz v.s(y) = v.s(y,y), vis(x) = v*g(x,x). Z doktadnoscia do sktadnika
rzedu O(n~1) precyzje estymatora ilorazowego z proby prostej yrs wzgledem
strategii (7s, Py, (s)), gdzie gs = Nys, pozwala analizowaé nastepujacy wzor:

D2(y1s; Pye(s)) _ | , 2(@) (2(50)

S 2p($,y)) (2128)

D2(gs, Py(s)) z(y)

Stad wynika, ze estymator ilorazowy z préby prostej jest lepszy od strategii
(Fs, Poz(s)), gdy:
12(x)

plx,y) > 520) (2.129)

def (y1s,7s) =

Warunkiem koniecznym do spelnienia powyzszej nieréwnosci jest, aby jej
prawa strona byta mniejsza od liczby jeden, co jest rownowazne nieréwnosci

z(x) < 2z(y).

Przykltad 2.17. Niech celem badania jest ocena warto$ci globalnych na-
stepujgcych cech 96 gmin wojewddztwa katowickiego: y1 — dochody z podat-
kow i oplat lokalnych w 1995r., yo — dochody z podatku rolnego w 1995 1.
(¢rédlo danych o tych zmiennych podano w przykladzie 2.7). Dysponujemy
rowniez warto$ciami Srednimi z populacji dwdch cech dodatkowych. War-
to$é Srednia cechy x1 — liczba ludnosci w gminie (popul) wynosi 40883.5
0s6b, natomiast wartosé Srednia zmiennej xo — powierzchnia uzytkow rol-
nych w gminie (podrol) wynosi: 3376.9 ha. Na podstawie préby prostej o li-
czebnodci 20 gmin wyliczono wartosci $rednie zmiennych: yi1, ya2, 1 1 T2,
ktore odpowiednio wynoszq: 11770.8, 104.7, 71269.1 i 3683.2. Wspdlczynni-
ki korelacji z proby miedzy zmiennymi wchodzgcymi w skiad par: (y1,x1)
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i (y2,x2) wynoszg odpowiednio 0.930 i 0.877. Wspélczynniki zmienno$ci
z proby zmiennych: y1, Y2, T1 t© T2 wynoszq odpowiednio: 1.013, 1.163,
1.126, 0.720. Zatem r(yi,z1) = 0.930 > 0.556 = 0.5z(x1)/2(y1) oraz
r(y2,x2) = 0.877 > 0.31 = 0.5z(x2)/z(y2). Te nieréwnosci sugerujg wiec
uzycie estymatora ilorazowego do oceny wartosci Srednich cech yi1, yo w popu-
lacji. Na podstawie wzoru (2.118) wnioskujemy, zZe wartosci estymatora yrs
dla cech y1 i y2 wynoszqg odpowiednio: 649620.8 v 5616.0. W konicu na pod-
stawie wzoru (2.126) wyliczamy oceny bledu, ktore wynoszq 41625.6 i 566./
odpowiednio w przypadku cechy y1 i y2, a wzgledne bledy $rednie szacunku
wynoszq: 6.4% 1 6.2%.

Rozwazany estymator ilorazowy z proby prostej (losowanej bezzwrotnie)
jest tylko asymptotycznie nieobciazonym estymatorem wartos$ci globalnej
w populacji. Okazuje sie, ze gdy zamiast losowania prostego zastosujemy
schemat losowania realizujacego plan losowania préby proporcjonalny do
Sredniej z proby cechy dodatkowej, to estymator ilorazowy daje nieobcia-
zone oceny globalnej w populacji. Zatem E (yrs, Pra(s)) = yu, gdzie plan
losowania prars(s) okresla definicja 1.17.

Wraz ze wzrostem liczebnosci populacji, prawdopodobienstwa inkluzji
rzedu pierwszego i drugiego planu losowania pras(s) sa prawie réwne od-
powiednim prawdopodobienstwom inkluzji planu losowania bezzwrotnego
préby prostej, co wynika z definicji 1.13, 1.17 i ze wzoru (1.8). To pro-
wadzi do tego, iz wraz z nieograniczonym wzrostem liczebnosci populacji
wariancje obu strategii (yrs, Pras(s)) 1 (ys, Pp-(s)) sa sobie réwne. Z badan
symulacyjnych prowadzonych m.in. przez Wywiata (2000) wynika, ze juz
przy stosunkowo maltych liczebno$ciach populacji, rzedu kilkuset, wariancje
obu strategii sa prawie sobie réwne. W zwiazku z tym w praktyce strategie
(yrs, Pra(s)) nalezy stosowaé w przypadku niezbyt licznych populacji.

Rzecza naturalng jest, aby w przypadku dowolnego nieprostego schema-
tu losowania proby do estymacji wartosci globalnej wykorzystac iloraz staty-
styk typu Horvitza-Thompsona. Wiadomo, ze estymator Horvitza-Thomp-
sona daje nieobciazone oceny wartosci globalnej w populacji (gdy wszystkie
prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego sa dodatnie). Rozwazmy na-
stepujacy estymator ilorazowy:

YHTS
THTS

YT S = x. (2.130)

Statystyka yrpT s daje obciazone oceny przecietnej w populacji, lecz obcigze-
nie to zwykle szybko maleje wraz ze wzrostem rozmiaru proby. Przyblizony
wzOr na jego wariancje jest postaci:

D?(ymrs) = D*(yars) + h2D*(zurs) — 2h Cov(zprs, yurs), (2.131)
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gdzie wariancje D?(zy7s) i D*(yurs) sa wyznaczane na podstawie wzoréw
(2.61)—(2.63), natomiast kowariancje okresla wzor:

N N N
TrYk LY
Cov(zurs, yuTS) = Y :79(1_7%”5 Y yZ (ki —mmi). (2.132)
=1 Tk k=1i=1itk KT

Wariancja estymatora Horvitza-Thompsona jest szacowana m.in. za po-
moca estymatora okreslonego wzorem (2.64), natomiast kowariacja za po-
1Moca, Wzoru:

Covs(zuTs, yuTs) =

N N N
=S G s+ Y Y TR TG S (2.133)
=1 Tk k=1i=1,itk KT Tk

)

ktory jest nieobciazonym estymatorem kowariancji Cov(ygrs, zprs). Za-
stepujac we wzorze (2.131) wariancje i kowariancje statystyki H-T ich esty-
matorami otrzymujemy estymator wariancji statystyki yigr s.

W literaturze mozna znalezé duza ilos¢ prac poswieconych strategii ilo-
razowe]j estymacji oraz réznym ich modyfikacjom. W szczegdlnoéci Wywial
(2004, 2008) proponuje nastepujacy estymator typu ilorazowego:

. E(X@p)

Yrs = yYs—~
Xir)

gdzie E(X()) jest wartoicia oczekiwana r-tej statystyki pozycyjnej X,

zmiennej dodatkowej. Ten estymator daje nieobciazone oceny $redniej w po-

pulacji, gdy préba jest losowana zgodnie z planem losowania proporcjonal-

nym do kwantyla z proby cechy dodatkowej, okreslonego definicja 1.19.

2.4.2. Predyktor ilorazowy

Model nadpopulacji okresla wyrazenie:

Ykzﬁmk+£ka kzla"wNa
E(&) =0, D%(&,) = oy, k=1,...,N, (2.134)
Cov (&, &) = 0, k#t, k=1,...,N, t=1,...,N.

Zatem skladniki losowe maja wariancje proporcjonalne do odpowiednich
wartosci zmiennej dodatkowej.
Nieobciazonym predyktorem wartoéci globalnej w populacji Yy jest sta-
tystyka: ~
€T ~
Yis ==Y, (2.135)

Ts
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gdzie:
~ _ _ 1
Y,=NY,, Y,=-Y,, Y,=) Y.
n kes
Ten predyktor (zwany ilorazowym) ma najmniejszy blad sredniokwadrato-
wy, ktory przybiera postac:

MSE(Yr,) = 2NN =) 38— _ 2o <N_x - 1> . (2.136)
n Zs N
Dodajmy, ze MSE¢(Y;s) = DE(YLS — Yu), czyli blad S$redniokwadratowy
predyktora Yj, jest réwny wariancji bledu predykeji Dg(YL s — Yy), gdy
predyktor Y7, jest nieobcigzony.

Ze wzoru (2.136) wynika, ze blad $redniokwadratowy predyktora Y;
osigga minimalng warto$é, gdy préba s, jest celowo tak dobrana, ze w jej
sktad wchodza te elementy populacji, ktérym przypisano n-najwiekszych
wartosci zmiennej dodatkowej. Ponadto,

MSE{(}/},sap(s*)) < MSEE(}/},sap(s))v

gdzie P(s) jest dowolnym planem losowania préby réznym od planu losowa-

nia préby celowej P(s,). Zatem losowanie jakiejkolwiek préby (co wiaze sie

z dodatkowymi kosztami) nie przyniesie zysku na doktadnosci estymacji.
Dodajmy, ze predyktor ilorazowy da sie zapisa¢ nastepujaco:

Yie =Y.+ Yu_s, (2.137)
gdzie
N N N 1 Y.
YU—s = Z Yks: Yks = Bsxky /88 = - )
keU—s n kes Lk

przy czym fs jest nieobcigzonym estymatorem wspotczynnika 3. Statysty-
ka Yir_s jest nieobciazonym predyktorem wartoéci globalnej zmiennej poza
proba, czyli wielkosci Yy_s = > ey Ya-

W przypadku rozwazanego tutaj zdefiniowanego wyrazeniem (2.134)
modelu okreslony wzorem (2.93) blad $redniokwadratowy predykeji war-
tosci globalnej Yy za pomoca statystyki Y, przyjmuje postac:

- N2z,02 -
MSE(Y,) = % +be(V2)?,

gdzie bg(f@) = [(Zs — ) jest obciazeniem predykcji.
Obciazenie predyktora mozna wiec zlikwidowaé poprzez taki wybor pro-
by celowej sx, aby Zs, = z. Wtedy

N2zo?

n

MSE¢(Ys,) =

76



Wowczas ze wzoru (2.136) wynika, ze dla ; > 7 mamy:

MSE&(YLS) . i n <1 n MSE&(YLS#)

MSEe(Ys,) @ N~ N MSE((Y,)

Zatem dla proby celowej s tak wybieranej, ze T > = predyktor ilorazowy
Jest nie mniej precyzyjny niz statystyka Y, z proby celowej su.
Rozwazmy teraz nieco ogdlniejszy model nadpopulacji:

Y, = Bo + Bixy + &, k=1,...,N,
E(&) =0,  D*&) = o2y, k=1,...,N, (2.138)
Cov(gk‘?gt)zoa k#t kzl,...,N, tzl,,N

Model ten jest nazywany regresyjnym, a jego szczegdlnym przypadkiem jest
model okreslony wzorem (2.134). Gdy model (2.138) jest prawdziwy, to
predyktor Y7 jest juz -obcigzony, poniewaz

0¢ = B (Yi, — Yy) = (; - 1) NBo.
S
W tym przypadku MSE¢ (Yis) = Dg (Y1s) +o§, gdzie wariancje okresla wzor
(2.136). Wystepujace tutaj obciazenie jest spowodowane niewlasciwym wy-
borem predyktora w stosunku do modelu nadpopulacji. To obcigzenie znika,
gdy celowo wybierzemy wczesniej okreslong probe sx. Ten zabieg kalibra-
cyjny powoduje, ze predyktor ilorazowy Y, jest nieobciazony zaréwno
w przypadku modelu regresyjnego okreslonego wzorem (2.134), jak i jego
uogdblnienia zdefiniowanego wyrazeniem 2.138.

Drugim sposobem likwidacji obciazenia predykcji wartosci globalnej jest
losowanie préby. Z poprzedniego paragrafu wynika, ze strategie predykcji
wartodci globalnej (Y75, Po.(s)), (Yis, PLas(s)) sa {P-nieobciazone, przy
czym Py,(s)) jest zwyklym planem bezzwrotnego losowania préby prostej,
a Prars(s)) planem losowania Lahiriego-Midzuno-Sena, ktéry okresla de-
finicja (1.17). Zatem losowanie préby niejako uodparnia wnioskowanie na
odchylenia od zalozonego modelu.

2.4.3. Estymatory regresyjne

Celem estymacji jest dalej ocena wartosci globalnej w populacji. Estymator
regresyjny jest szczegélnym przypadkiem estymatora réznicowego, ktéry ma
postac:

Yas = Us — c(Zs — zv), (2.139)

gdzie ¢ jest pewna stala, natomiast

- N B N
Js=— > Yk, ig=—>_ m
N kes " es
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Statystyka yg jest nieobcigzonym estymatorem Sredniej w populacji, ktorego
wariancja jest nastepujaca:

D¥(as, Piels) = = (fy) = 2o hpteny) + o) )

n
(2.140)
Wtedy:

D*(fas, P=(s)) = D*(s, Pre(s)) =
= N(Nn—n) (021)*(3:) — 20\/0*(m)v*(y)p(x,y)> . (2.141)

Zatem przy planie losowania bezzwrotnego proby prostej estymator roz-
nicowy fgqs z proby prostej jest precyzyjniejszy od strategii (¥s, Pp.(s)),

gdy 2p(a:,y)~/518§ < ¢ < 0iplx,y < 0abo 0<c<2p(z,y) E)

v« ()
ip(z,y)>0.

Analiza wlasnosci estymatora réznicowego znacznie uprosci sie, jezeli
zalozymy, ze |c| = 1. Wéwczas po to, by oceniaé warto$é globalna w po-
pulacji, trzeba dodatkowo znaé¢ warto$¢ Srednig zmiennej wspomagajacej
z populacji i z proby. Wtedy D?(f4s, Ps-(5)) < D?(§is, Ps-(s)), gdy ¢ = 1

vy () v« ()

i p(a:,y) > % v« (y) ve(y)

Whioskujemy wiec, ze gdy |b| = 1, to estymator réznicowy nalezy stoso-
waé zamiast strategii (¥s, Py, (s)) wtedy, gdy cechy x i y sa silnie skorelowane
oraz wariancja cechy pomocniczej jest mata w stosunku do wariancji zmien-
nej badanej.

,badz c = =11 p(x,y) < —%

Przykltad 2.18. Zadanie polega na ocenie wartosci globalnych nastepujg-
cych cech: y1 — dochody z podatkéw i oplat lokalnych w 1995r. (podlok), yo
— dochody z podatku rolnego w 1995r. w populacji liczacej 96 gmin (pod-
rol). Dysponujemy réwniez wartoSciami Srednimi z populacji dwdch cech do-
datkowych: x1 — liczba ludnos$ci w gminie (popul) oraz xo — powierzchnia
uzytkow rolnych w gminie (uzrol). Wartosci Srednie zmiennych pomocni-
czych w populacji oraz wybrane parametry z proby wszystkich analizowanych
teraz cech znajdziemy w przykiadzie 2.17. Dodajmy, Ze odchylenia stan-
dardowe tych zmiennych z préby 20-elementowej wynoszq 11917.4, 121.8,
80213.4 1 2653.4 odpowiednio dla podlok, podrol, popul i uzrol. Wyliczamy,

ze: p(x1,y1) = 0.93 < 3.365 = %,/%, co oznacza, iz estymator rézZni-

cowy dla b = 1 jest mniej precyzyjny od Sredniej z proby prostej losowanej

bezzwrotnie. Z kolei p(x2,y2) = 0.877 > 0.360 = %1/2*283, co wskazywa-

loby na to, Ze estymator réinicowy (dla b = 1) Sredniego podatku rolne-
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go bedzie precyzyjniejszy od Sredniej z proby prostej, a jego wartosS¢ wynosi
Uas = 104.7 + (3683.2 — 3376.9) = 10656.

Mozna tatwo wykazaé, ze okreslona wzorem (2.140) wariancja estyma-
tora réznicowego osiaga wartosé minimalna, gdy ¢ = b, gdzie:

b=p(x,y) = (2.142)

gdzie vi(z,y) = ﬁ SN (2 — ) (yr — ) jest kowariancja zmiennych x i y.
Parametr b jest wspdtczynnikiem regresji liniowej zmiennej y wzgledem zx.
Wtedy podstawiajac prawa strone réwnania (2.142) do wzoru (2.139) otrzy-

mujemy tzw. estymator regresyjny, ktéry ma postac:
Yrs = Js — b(Ts — zv). (2.143)

Zatem, jezeli préba prosta jest losowana bezzwrotnie, to estymator y,.g jest
efektywny w klasie estymatoréw roznicowych. Statystyka y,s jest nieobcia-
zonym estymatorem $redniej w populacji, a jej wariancja jest nastepujaca:

D?(y,5, Py.(s)) = Mv*(y) (1 - pz(x,y)) . (2.144)

n

Stad wynika, ze

_ D2(yrS7pbz(S))
D2(§Sapbz(3))

Zatem wnioskujemy, ze dla préby prostej losowanej bezzwrotnie estymator
yrs jest nie mniej efektywny niz strategia (gs, Py.(s)), a jego precyzja ro-
$nie wraz ze wzrostem zaleznosci liniowej miedzy zmiennymi y i x mierzonej
zwyklym wspoélczynnikiem korelacji. Dodajmy jeszcze, ze estymator regre-
syjny jest nie mniej efektywny od ilorazowego w probie prostej, co mozna
wykazaé na podstawie wzoréw (2.144) i (2.121).

Przypusémy teraz, ze statystykowi jest znana tylko wartos¢ srednia ce-
chy dodatkowej w populacji. Pozostaje jeszcze problem zdobycia informacji
o parametrze b. Szacujemy go na podstawie obserwacji cech y i x w losowanej
bezzwrotnie prébie prostej o liczebnosci n, za pomoca statystyki:

def(yT‘S7 sz(s)) =1- pz(ma Y)- (2145)

C*S(SC, y)

be =
s vfs(x)

7 (2.146)

gdzie przez vig(x) i ves(x,y) okresla wzdr (2.127). Zastepujac we wzorze
(2.143) parametr b przez bg mamy:

Jrs = s — bs(Ts — zu). (2.147)
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Mozna wykazaé, ze statystyka g, jest asymptotycznie nieobcigzonym es-
tymatorem wartosci globalnej w populacji (przyblizony wzoér okreslajacy to
obciazenie mozna znalezé w pracy Wywiala, 1992), a jej wariancje w przy-
blizeniu okresla wzoér (2.144). Estymator tej wariancji okresla wzér:

N(N —n)

D3 (irs) = ves() (1= ph(z) (2.148)

gdzie wspoélczynnik korelacji z préoby okresla wzér:

’U*S(-ZU, y)

2(z,y) = —— .
p%(x,y) 025 () Vss (y)

Przez vis(x,y), vis(z) 1 vis(y) oznaczono nieobciazone oceny z préby pro-
stej odpowiednio kowariancji i wariancji zmiennych x i y, okreslone wzorem
(2.127).

Dodajmy jeszcze, ze wykorzystanie okre$lonego definicja 1.18 planu lo-
sowania proby Singha i Srivastavy w polaczeniu ze zwyklym estymatorem
regresyjnym okreslonym wzorem (2.147) daje nieobciazona strategie esty-
magcji Sredniej w populacji.

Przyktad 2.19. Rozwazmy ponownie dane z przyktadow 2.7 ¢ 2.17. Podob-
nie jak tam celem estymacji sqg wartosci $rednie nastepujgcych cech: y; —
dochody z podatkéw i oplat lokalnych w 1995r. (podlok), yo — dochody z po-
datku rolnego w 1995 r. (podrol). Przypomnijmy réwniez, Ze wartosci Srednie
z populacji dwéch cech dodatkowych: x1 — liczba ludnosci w gminie (popul)
oraz ro — powierzchnia uzytkéw rolnych w gminie (uzrol) znajdziemy w przy-
kladzie 2.17. Dodajmy, Ze odchylenia standardowe tych zmiennych z proby
20-elementowej wynoszq 11 917.4, 121.8, 80213.4 i 2653.4 odpowiednio dla
podlok, podrol, popul i uzrol. Do oceny wartosci Srednich uzyjemy teraz esty-
matoréw regresyjnych. Sredniq zmiennej y, szacujemy na podstawie liniowe;j
funkcji regresji z proby tej zmiennej wzgledem zmiennej x1, ktora ma postac:

y1 = 0.138(z1 — 71269.1) + 11 770.8 4 uy, i=1,...,20.
Z kolei funkcja regresji zmiennej yo wzgledem xo ma postaé:
y2 = 0.04(z2 — 3683.2) 4+ 104.7 4 uq, i=1,...,20.

Ze wzoru (2.147) oraz z powyzszych wyrazer wynika, Ze g1 s = 9615964
i Yars = 9692.5 sq¢ ocenami odpowiednio wartosci globalnych yiv 4 You.
Korzystajac ze wzoru (2.148) wyliczamy oceny bledéw Srednich szacunku
obu estymatorow Dg(§1,,s) = 96871.5 i Dg(g2,rs) = 9611.6. W koricu oceny
wzglednych Srednich bledéw szacunku wynoszq odpowiednio 5.5% i 12.5%.
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Estymator regresyjny wykorzystujacy statystyki H-T ma postaé:

Yrars = Yrars — brars(TraTs — TU), (2.149)
gdzie:
v T,
braTs = M, (2.150)
vrTs(T)
1 N Sk
vnrs(@,y) = —— > (@r — Zars)(ye — ?JHTS);}C vrrs(x) = vprs(w, ).

k=1
Statystyka ¢,grs daje obciazone oceny wartosci globalnej w populacji, a jej
wariancja ma w przyblizeniu postaé:

D*(§rurs) = D*(Grurs) — 2bCov(Zrprs, Gruts) + b*D*(Grurs). (2.151)

Zastepujac we wzorze (2.151) wariancje i kowariancje statystyk typu Horvit-
za-Thompsona ich estymatorami okre$lonymi odpowiednio wzorami (2.64)
i (2.133) otrzymujemy estymator wariancji statystyki g,mrs.

Oprécz przedstawionych estymatorow w literaturze proponuje sie wiele
innych strategii estymacji wykorzystujacych dane o cechach dodatkowych.
W szczegdlnosci rozwaza sig tzw. estymator iloczynowy, ktéry w pewnym
sensie jest komplementarnym do estymatora ilorazowego, poniewaz zaleca
sie go stosowa¢ w przypadku ujemnie skorelowanych zmiennych badanej
i pomocniczej. Analizuje si¢ réwniez wykorzystanie réznych funkcji estyma-
toréw ilorazowych, regresyjnych i iloczynowych do oceny sredniej w popula-
cji. W praktyce badan metodg reprezentacyjna nie zawsze mozna dyspono-
waé informacja o wartosci éredniej cechy pomocniczej w populacji. Wtedy
do estymacji sredniej w populacji mozna uzy¢ np. estymatorow ilorazowych
lub regresyjnych z tzw. préby podwdjnej. Naszkicowane zagadnienia oraz
m.in. przypadek, gdy mamy dane o wielu cechach dodatkowych sa bardzo
szeroko rozwazane w literaturze, a w szczegdlnosci przez nastepujacych au-
toréw Bracha (1978, 1982, 1983), Cochran (1963), Gren (1969, 1970), Konijn
(1962, 1973), Murthy (1977), Tripathi (1973) i Wywial (1992, 1995).

2.4.4. Predyktory regresyjne

Niech nielosowa macierz Xy ma wymiary N x (k + 1). Pierwsze k-kolum-
ny tej macierzy to wartosci tzw. zmiennych pomocniczych (dodatkowych),
a ostatnia kolumna sktada sie z samych jedynek. Zaktada sie, ze wartosci
zmiennych pomocniczych sa z géry znane i obserwowane w calej populacji
oraz ze odzwierciedlaja wplyw pewnych gtéwnych czynnikéw na ksztalttowa-
nie sie wartosci zmiennej badanej. Przez x; oznaczamy -ty wiersz macierzy
Xy, ktory jest przypisany i-temu elementowi populacji i = 1,..., N. Zalo-
zenia tzw. modelu regresyjnego sa nastepujace.
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{YU = XuB+&y (2.152)

E(€) =0, V(&) = E(&ugl),

gdzie: Yy i §y sa odpowiednio N-elementowymi wektorami kolumnowymi
odpowiednio zmiennych badanych i skladnikéw losowych, natomiast V(&)
jest dodatnio okreélona macierza stopnia N wariancji i kowariancji sktad-
nikéw losowych. 87 = [B1 Ba...Bks1] jest wektorem (k + 1) nieznanych
parametréw funkcji regresji. Przez &;; oznaczono tzw. wektor sktadnikéw
losowych modelu, odzwierciedlajacych wptyw przypadkowych przyczyn na
wartosci zmiennej badanej. Zapisane wyrazenia odzwierciedlaja zakladana
zaleznosé liniowa miedzy wartoscia oczekiwang wektora zmiennej badanej
a zmiennymi dodatkowymi, czyli E(Yy) = Xyg.
W niniejszym paragrafie bedziemy zaktadaé, ze

V(&) = o’dy. (2.153)

7 wprowadzonego zalozenia wynika, ze zmienne tworzace wektor Yy nie sa
skorelowane i 02d; = D?(&;) = E(&)%,i=1,..., N, przy czym d; jest i-tym
elementem macierzy diagonalnej dy. Wowczas méwi sie, iz rozktad praw-
dopodobienstwa sktadnikéw losowych jest heteroscedastyczny. Ten rozktad
jest homoscedastyczny, gdy d; =1dlai=1,..., N.

Gdy przyjmiemy, ze macierz Xy redukuje sie do kolumny jednostkowej
(czyli wektora, ktérego wszystkie elementy sa réwne liczbie jeden) oraz dy =
Iy, to model dany wyrazeniem (2.152) upraszcza si¢ do modelu prostego
okreslonego wyrazeniem (2.51).

Zapiszmy réwnanie macierzowe znajdujace sie w wyrazeniu (2.152) w po-

staci blokowej:
Y X £
Y = = s 5
v [YU—S] lXU—s IB £US‘|

gdzie: Y, &, maja wymiary n x 1, Yy_g, &y_, maja wymiary (N —n) x 1,
a Xg ma wymiar n X (k+ 1), Xy_s ma wymiar (N —n) x (k 4 1). Niech
Jn jest wektorem kolumnowym skladajacym sie z N jedynek.

Celem wnioskowania jest ocena wartosci globalnej, ktéra w zapisie ma-
cierzowym ma postaé: Yy = J ]TVYU. Do jej oceny mozna uzy¢ nastepujacego
predyktora:

_|_

G- v+ YT (2154)
€S i€U—s

gdzie Y; jest prognoza warto$ci zmiennej losowej Y; wyznaczang wedlug

wzoru:

~

Vi=x;Bs, i€U-=—s, (2.155)
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przy czym By jest estymatorem metody najmniejszych kwadratow wektora
parametréw 3, a okresla go wzér:

B, = (X!d;'X,)'Xld; Y. (2.156)
Uzywajac wygodnego zapisu macierzowego predyktor Y, mozna zapisaé:
YV, =JTv, +3%  Yy_,, (2.157)
gdzie
Yi_s = Xpy_sBs. (2.158)
Blad predykcji mozna zapisaé nastepujaco:
Zo=Yy-Yi= Y Zis, gdzeZ,=Y;-Y;.
i€U—s

Gdy spetione sa zalozenia modelu okreslone wzorami (2.152) i (2.153),
to Ys daje nieobcigzone oceny wartoéci Yy, czyli bg( L) = E(Y, — Yy) = 0.
Wiadnie przy zalozeniu, ze bg(Ys) = 0 blad sredniokwadratowy predykcji
ma, postac:

MSE¢(Y,) = D*(Z,) = SN DXZis)+ >, >, Cov(Zis, Zjs),
iEU—S Z’,jeU*S, 7’7&]
(2.159)
gdzie:

-1
D*(Zis) = 0 <di +3 (XTdp'X,) > ,

VR

-1
Cov(Zis, Zjs) = 0%x; (XTdy' X)) ]

przy czym Cov(Z; s, Zj s) jest kowariancja bledéw predykcji wartosci zmien-
nych Y;, Yj, wariancja DQ(ZI-’S) = Cov(Z; s, Z;s). W zapisie macierzowym
wariancja predykcji wartosci globalnej Yy przyjmuje postac:

MSE¢(Ys) =

-1
=DZ) =0 Y di+ 0I5 Xy (XTdy' X)) XE_JIn .
i€eU—s
(2.160)

Estymator D?(Zs) wariancji predykeji D?(Z,) otrzymujemy poprzez zasta-
pienie we wzorze (2.160) wariancji o jej estymatorem postaci:

N 1 N
V2= Y- =
S o on—k-1 =
1 T Tq-1 Iy
= 1 Ys (In—Xs (Xs d; Xs) X, ) Ys. (2.161)
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Estymator D2(Z,) daje nieobciazone oceny wariancji D?(Z,) poniewaz V2
jest nieobcigzonym estymatorem parametru 2. To zachodzi oczywicie tyl-
ko wtedy, gdy model okreslony wzorem (2.152) jest prawdziwy.

Ocena wartosci globalnej Yy w sytuacji, gdy wystepuje skorelowanie
sktadnikéw losowych (czyli ich macierz wariancji i kowariancji V(&;;) nie
jest diagonalna) zajmuja si¢ m.in. Chaudhuri, Stenger (2005).

Przypusémy, ze prawdziwy jest model regresyjny nadpopulacji, nato-
miast stosowany jest predyktor Y; okreslony wzorem (2.57), ktory jest po-
prawny wowczas, gdy jest prawdziwy model prosty. Wtedy £-wartos$é ocze-
kiwana bledu predykcji ma postac:

Ee(Vy = Yu) = be(Y3) = (N = n)(%, — %u—)8 = N(%, —%0)8,  (2.162)

przy czym Xg, Xy, i Xg—s sa wektorami wierszowymi érednich zmiennych do-
datkowych odpowiednio z préoby, populacji i populacji pomniejszonej o ele-
menty z préby. Predyktor Y, da nieobciazone oceny Yy wtedy, gdy zajdzie
réwnosé Xs = Xy lub X3 = Xy_s. To oznacza, ze nalezy tak dobraé¢ prébe s
aby jedna z tych réwnoéci zachodzita. Zatem, podobnie jak to ma miejsce
w przypadku predyktora Y,, trzeba znaé¢ wartosci cech dodatkowych w ca-
tej populacji. Gdy préba s jest tak dobrana, aby byla spelniona réwnosé
Xs = Xy, to méwi sig, ze jest ona skalibrowana wlasnie ze wzgledu na te
réwnosc.

Wazny szczegdlny przypadek modelu regresyjnego wszechstronnie anali-
zowanego przez Royalla (19701 1971) dotyczy sytuacji, gdy mamy do czynie-
nia z jedna zmienna dodatkowa. Wtedy wyrazenie (2.152) mozna uproscié
do postaci:

Y, = Brxy + B2 + &k, k=1,...,N,
E(&) =0, D*(&,) = o2, kE=1,...,N, (2.163)
Cov(ép, &) =0, k#t, k=1,...,N, t=1,...,N.

Woéwezas najlepszym liniowym i nieobciazonym predyktorem wartosci glo-
balnej jest statystyka:

Yis=Yi+ NBy(T - Zy), (2.164)

gdzie
ZiES(xi - ES)YTL
Zies(xi - ES)2

Jego blad sredniokwadratowy ma postac:

B, =

MSE¢(Yi,,) = 02N? (; + %) . (2.165)
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Stad wynika, ze btad éredniokwadratowy predyktora Y, s 0siaga minimalng
wartos¢, gdy proba s jest celowo tak dobrana, ze T = T. Wowczas predyktor
Vi s redukuje sie do predyktora Y, okreslonego wzorem (2.57).

2.4.5. Weryfikacja regresyjnego modelu nadpopulacji*

Problem weryfikacji prawdziwo$ci modelu regresji okreslonego wzorem
(2.152) mozna rozwaza¢ z punktu widzenia stabilnosci (jednorodnosci) war-
tosci wspoélczynnikéw regresji. Przypusémy, ze sa uzasadnione racjonalne
przestanki, iz w dwoch roztacznych i niepustych podzbiorach U; i Us, przy
czym Uy U Uy = U, wektor parametrow modelu linowego regresji jest rézny.
Po to, by bardziej szczegdélowo analizowaé ten problem, wprowadzmy naste-
pujace oznaczenia oraz dodatkowe zalozenia. Niech wektor sktadnikow loso-
wych modelu (2.152) oznaczony wektorem &;; ma sferyczny N-wymiarowy
rozklad normalny. Teraz zakladamy jeszcze, Yy, = Xp8y, +&py,, h=1,2,
przy czym Y§ = [Yg1 Y} J) X} = [X ng] Weryfikowana hipoteza ma
posta¢: Ho: By, = Bu,, przemwko alternatywnej: Hy: By, # By, Teraz
zal6zmy, iz z kazdej podpopulacji zostata wybrana proba, sy C Up, h = 1,2
i s = s1Usy. Niech 17521 bedzie uzyskana metoda najmniejszych kwadratéw
oceng wariancji resztowej modelu Yy, = X8y, +&y,, przy czym ny > k+1.
Wtedy do weryfikacji hipotezy Hy mozna uzyé¢ tzw. predykcyjnego testu
Chowa (1995), ktérego sprawdzian ma postac:

—k—1)V2—(ny —k—1)V2
7= " Ve = (m Ve, (2.166)

przy czym Vsz jest okreslona wzorem (2.161) wariancja resztowa modelu
Yy =xBy + &y dla dy = Iy, natomiast

. -1

2 m_lk_leTl (Im - X, (XIX,,) XTI) Y,,. (2.167)

Gdy hipoteza Hj jest prawdziwa, to statystyka testowa T ma rozktad F
Snedecora z n; — k oraz ng stopniami swobody. Obszar krytyczny testu jest
prawostronny, czyli istotnie duze wartosci tej statystyki Swiadcza przeciwko
hipotezie Hy. Prezentowany test daje tylko racjonalne podstawy do odrzu-
cenia hipotezy Hp. Bowiem wowczas oznacza to, iz model regresji w prébie
nie jest prawdziwy, przy czym wniosek ten jest falszywy z prawdopodobien-
stwem nieprzekraczajacym poziomu istotnodci testu, ktory z natury rzeczy
jest maty.

Dodajmy jeszcze, ze problem testowania stabilnosci modelu regresji wy-
stepuje bardzo czesto w literaturze ekonometryczno-statystycznej. Tym za-
gadnieniem zajmowali siec m.in. Chow G.C. (1960, 1995), Galdfeld i Quandt
(1965), Maddala (2006), Rackauskas (2006) oraz Wilson (1978).
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2.5. Wybrane metody oceny wariancji estymatoréow
ztozonych*

W niniejszym podrozdziale naszkicujemy problem oceny wariancji estyma-
toréow parametréw bedacych m.in. funkcjami momentéw z populacji. Dla
uproszczenia prezentacji tych metod bedziemy zwykle zaktadaé, ze jest lo-
sowana proba prosta. Powszechnie jest znana metoda wyznaczania bledu
sredniokwadratowego oceny parametru populacji otrzymana na podstawie
rozwiniecia w szereg Taylora jego estymatora. W ogélnym zarysie ta metoda
stuzy m.in. do oceny funkcji momentéw z populacji, ktéra oznaczymy przez
0 = O(u1,..., 1), gdzie przez py, oznaczono moment rzedu k zmiennej
w populacji. Do oceny parametru 6 uzywamy funkcji 6; = 0(mys, ..., mrs),
gdzie przez myg oznaczono moment z préby. Funkcja T jest rozwijana w sze-
reg Taylora z doktadnoscig do dwéch jego pierwszych sktadnikéw w otocze-

niu punktu (myg = p1,...,mps = pr) W nastepujacy sposob:
L
0(mis,...,mrs) & 0(u1, ... pn) + D Ok(mes — i), (2.168)
k=1
przy czym przez 0y, = 0k (u1, . .., pur) oznaczono pochodna czastkowa funkeji
O(pi, ..., pr) wzgledem jej k-tego argumentu wyznaczona w punkcie (myg =
Ui, ..,mps = pr). Woéwezas mozna wykazaé, ze:
E(0(myg, ... mLS)) O(u1,---, L), (2.169)
MSE(#(mig,...,mrs)) =~ Z Z 0.0 Cov(mpys, mrs), (2.170)
k=1t=1

gdzie przez Cov(mpgs, mis) oznaczono kowariancje momentéw z pro-
by mps 1 mgs. Z kolei do estymacji bledu $redniokwadratowego
MSE(6(mys,...,mps)) uzywa sie nastepujacej statystyki:

L L
MSES(Q(mlg, e ,mLs)) ~ Z Z ksO:s Covs(mes, ms), (2.171)
k=1t=1

przy czym Oyg oraz Covg(mygs, mrs) sa odpowiednio estymatorami pochod-
nej czastkowej 0y oraz kowariancji Cov(.,.). Wyprowadzony przyblizony
wzér pozwala m.in. wyznaczaé bledy sredniokwadratowe funkcji statystyk
typu Horvitza-Thompsona, a w szczegdlnosci wczedniej okreslonych estyma-
toréw ilorazowych lub regresyjnych.

Przyktad 2.20. Niech proba prosta bedzie losowana w sposéb bezzwrot-
ny. Wtedy pierwsze pochodne czgstkowe estymatora ilorazowego okreslonego
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wzorem (2.118) wzgledem $rednich Ts i §s w punkcie (T3 = T,ys = y) okre-
Slajg odpowiednio wzory: —% i 1. Stgd i na podstawie wzoru (2.170) oraz
z faktu, zZe Cov(Zs,ys) = NN—TU*(x,y) wyprowadzamy juz bled Sredniokwa-
dratowy estymatora ilorazowego, ktory jednoczesnie jest dla dostatecznie du-
zej liczebnosci proby wariancjq tej statystyki okreslong wzorem (2.121), po-
niewaz estymator ilorazowy jest granicznie nieobcigZony. Podobnie, mozna
wyprowadzié okreslong wzorem (2.144) wariancje estymatora regresyjnego
z proby prostej.

Przykltad 2.21. Wyprowadzamy wzdr (2.86) na bled Sredniokwadratowy
estymatora ys okreslonego wzorem (2.85). Mozna wykazaé, ze E(ng) =
7N, E(ys) = m,, D2(ns) = Nx(l — ), D2(ys) = 7(1 — 7) Syev 42
Cov(ng,ys) = yu. Stad i na podstawie wzoru (2.170) mamy:

2 2 12
MSB(is) = ar 5 Ds) + s

N2E(ys)

PO gy

Cov(ys,ng).

Po odpowiednich uproszczeniach otrzymanego wyrazenia otrzymujemy juz
wzor (2.86).

Nastepna metoda oceny wariancji estymatora g = 6(mig,...,mrs)
parametru 6 jest nazywana metodg losowych podpréb. Przypudémy, ze z po-
pulacji jest losowana seria prob prostych si, ..., s,. Ich suma daje probe s.
Na podstawie kazdej podpréby o liczebnoéci n; jest wyznaczana statysty-
ka fOg,, przy czym jej posta¢ analityczna jest taka sama jak statystyki 0g.
Niech:

_ 12
s = p > b, (2.172)
=1

Zapisana statystyka rowniez moze by¢ traktowana jako estymator parame-
tru 0. Wariancje estymatora g ocenia sie za pomoca nastepujacych dwoch
statystyk:

1 q
Dis(0s) = —= ) (0, — 0s)* (2.173)
q(g—1) ;
lub

(0s, — 05)?, (2.174)

q
=1

D24(0s) = q(ql_l)

(]

przy czym D3g(0s5) < D7g(0s).

Kolejny sposéb oceny wariancji estymatora 0g jest nazywany technikq
jackknife. Upraszczajac jej prezentacje zalézmy, ze 0s_., ¢ = 1,...,n, sa
ocenami parametru § wyznaczanymi na podstawie tego samego wzoru co
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statystyka fg, lecz na podstawie préby s pomniejszonej o e-ta dang obser-
wowang w prébie s o liczebnoéci n. Wtedy wyznacza sie tzw. pseudowartosci:

Osc=nbs — (n—1)0_.. (2.175)
Do estymacji parametru 6 mozna uzy¢ nastepujacej statystyki:
A 1 .
Og = ” ; 05, (2.176)
Wykazuje sig, ze dla prob prostych losowanych zwrotnie obcigzenie estyma-

tora 0, jest nie wieksze od obciazenia estymatora fg. Wariancje estymatora
fs ocenia sie za pomoca nastepujacych statystyk:

Dis(0s) = Z (s, — (2.177)
e:l
lub
1 LI .
D32¢(0g) = ———— S (g, — 05)°. 2.1
4S( S) 7’L(7’L— 1) ;( S, S) ( 78)

Ostatni z prezentowanych sposobéw oceny wariancji estymatora 6 jest
nazywany metodg bootstrap. Zatdézmy, ze k-ty element populacji jest dobie-
rany do préby S z prawdopodobienstwem 7, k = 1,..., N, z populacji U.
Wéwezas tworzy sie (por. np. Sarndal i in., 1992) sztuczna populacje U*
o licznosci N*. W praktyce U* sklada sie z powtarzajacych sie elementow
juz wylosowanej proby s, czyli U* = e Uy, przy czym k-ty element proé-
by s powtarza si¢ Nji-krotnie w zbiorze U;. Ponadto niech y; = y; oraz
m; = m, dla i € U;, k € s. Mozna przyjac, ze krotnos¢ N; wystepowa-
nia k-tego elementu préby w sztucznej populacji Ux jest tak okreslona by
Ni = ?Ck’ przy czym stala c jest tak dobrana, aby wszystkie liczebnosci IV},
k € s byly liczbami naturalnymi (lub w przyblizeniu naturalnymi). Nastep-
nie, uzywajac identycznego schematu losowania jak to mialo w przypadku
doboru préby s z populacji U, losujemy niezaleznie n-elementowe probki Sy,
t=1,...,a ze sztucznej populacji U*. Potem wyliczamy wartosci statystyk
0s.,,t=1,...,a wedlug tego samego wzoru analitycznego co estymator fg.

Wtedy do oceny wariancji estymatora g wykorzystuje sie statystyke:
_ 1&
D34(0s) = —— Z (0s., — 0s5:)%,  Ogu = gZQSH. (2.179)
t=1

Przyklad 2.22. Wiadomo, ze okreslona wzorem Vs = %Zies(Yi —Ys)?
wariancja z proby prostej jest obcigionym estymatorem wariancji 0. Mozina
wykazaé, ze estymator typu jackknife majgcy postaé Vg = ﬁ >ies(Yi —

Ys)? jest juz nmieobcigzonym estymatorem parametru o?.
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Dodajmy jeszcze, ze pewne uogdlnienia i wiecej szczegbdléw na temat

prezentowanych tu metod wyznaczania wariancji statystyk znajdziemy m.in.

w pracach Rao (1982), Sdrndala i in. (1992) oraz Woltera (1985).

Pytania i zadania

b

10.

11.

12.

. Podaj definicje estymatora.
. Jakie sa podstawowe wtasnosci, ktére powinien posiadaé¢ dobry estyma-

tor?

Okresl dekompozycje btedu éredniokwadratowego estymacji.

Poréwnaj wariancje Srednia z préb prostych losowanych zwrotnie i bez-
zwrotnie.

. W piecioelementowej populacji okreslono zmienne y i z: y(1) =1,

x(4) =4, x(5) = 5. Wyznacz rozklady $redniej i mediany zmiennej y
z losowanej bezzwrotnie préby prostej tréjelementowej. Poréwnaj do-
ktadnos$é oceny wartosci przecietnej za pomoca obu wymienionych esty-
matorow.

. Korzystajac z danych z poprzedniego zadania wyznacz rozktad statysty-

ki Horvitza-Thompsona jako estymatora wartoéci éredniej zmiennej y.
Zakladamy, ze plan bezzwrotnego losowania préoby trdjelementowej jest
proporcjonalny do obserwowanej w niej sumy wartosci cechy pomocni-
czej. Wyznacz wariancje tego estymatora.

Wyprowadz wzoér na niezbedna liczebnosé proby prostej losowanej bez-
zwrotnie, gdy jest ustalony dopuszczalny: a) blad Sredni, b) wzgledny
sredni btad szacunku przecietnej w populacji.

. Wyznacz niezbedna liczebno$é préby prostej losowanej zwrotnie, gdy

wzgledny éredni btad szacunku wskaznika struktury ma nie przekraczaé
dopuszczalnego poziomu e.

. Wyznacz przedzial ufnosci dla wskaznika struktury w populacji w przy-

padku zwrotnego losowania préby proste;j.

Wyznacz tak niezbedna liczebnos¢ préby prostej losowanej zwrotnie, aby
z ustalona ufnoécia i precyzja przedzial ufnosci objal wartos¢ szacowa-
nego wskaznika struktury.

Wyznacz niezbedna liczebnoéé proby prostej, tak aby przedzial ufno-
$ci objal udzial kobiet zamieszkujacych pewne miasteczko liczace 3000
mieszkancéw z ufnoscia 0.95 i precyzja 0.05.

Na podstawie préby prostej losowanej bezzwrotnie o rozmiarze 120 wyli-
czono, ze udzial rolnikéw ubezpieczajacych sie¢ dodatkowo wynosi 0.0833.
Wyznacz tak niezbedna liczebnosé proby prostej losowanej bezzwrotnie,
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.

26.

aby wzgledny sredni btad szacunku wskaznika struktury nie przekro-
czyt 2%.

Od czego i jak zalezy dlugosé przedzialu ufnodci dla wartosci sredniej
w populacji?

Od czego i jak zalezy precyzja estymacji przedziatowej wartosci wskaz-
nika struktury w populacji?

Wylosowano bezzwrotnie probe prosta skladajaca sie ze 150 mieszkan
pewnej gminy, w ktorej jest 4900 mieszkan. Na podstawie tej préby wy-
liczono, ze $rednie zuzycie wody w ustalonym roku wynosi 14m?, a nie-
obciazona ocena wariancji wynosi 36. Oceni¢ punktowo i przedzialowo
wartosé przecietnego zuzycia wody w mieszkaniach gminy w ustalonym
roku. Niech poziom ufnosci wynosi 0.99. Na podstawie danych ocen tak
niezbedng liczebnosé proby, aby wzgledny sredni btad szacunku przeciet-
nego zuzycia nie przekroczyl poziomu 5% lub postulowana doktadnosé
przedzialu ufnosci nie byta wieksza od 2m?3.

Jak nalezaloby wyznaczaé prawdopodobienstwa inkluzji w zaleznosci od
wartosci cechy dodatkowej, aby wariancja estymatora Horvitza-Thomp-
sona przyjmowala jak najmniejszg warto$é¢?

Przypusémy, ze préba byla losowana z réznymi prawdopodobienstwami
inkluzji rzedu pierwszego. Z obserwowanych w takiej probie wartosci ce-
chy wyznaczono warto$é sredniag w celu estymacji wartosci przecigtnej
w populacji. Czy ta Srednia wyznaczana z proby nieprostej jest obcia-
zonym estymatorem wartosci przecietnej w populacji? Jesli tak, to od
czego to obciazenie zalezy?

Przypusémy, ze préoba byla losowana z réznymi prawdopodobienstwami
inkluzji rzedu pierwszego. Z obserwowanych w takiej probie danych wy-
znaczono czestosé wzgledna w celu estymacji udziatu elementéw z cecha
wyrozniong w populacji. Od czego i jak zalezy ewentualne obciazenie
tego estymatora?

Wyprowadz wzér na wariancje estymatora regresyjnego.

Jak nalezy wybieraé¢ ceche pomocnicza, aby obciazenie i wariancja esty-
matora ilorazowego byly jak najmniejsze?

Wyjasénij konstrukcje estymatoréw ilorazowego, regresyjnego i réznico-
wego.

Kiedy estymator ilorazowy jest doktadniejszy od éredniej z préby prostej?
Od czego i jak zalezy obciazenie predyktora ilorazowego?

Jak nalezy dobraé¢ ceche pomocnicza oraz parametr b estymatora rézni-
cowego, aby jego wariancja byla jak najmniejsza?

Okresl warunki, przy ktorych estymator réznicowy nie jest gorszy od
$redniej z préby proste;j.

Wyznacz przedzial ufnosci dla wartosci éredniej w populacji na podstawie
estymatoréw: a) ilorazowego, b) réznicowego, c) regresyjnego.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

40.
41.

Jak nalezy wybieraé¢ ceche pomocnicza, aby wariancja estymatora regre-
syjnego byta jak najmniejsza?

Poréownaj dokladno$é estymatora regresyjnego z estymatorem ilorazo-
wym.

Poréownaj dokladno$é nastepujacych estymatoréw wartosci przecigtnej
w populacji wyznaczanych na podstawie préby prostej losowanej bez-
zwrotnie: §redniej z préby prostej, estymatora ilorazowego i estymatora
regresyjnego.

Wyjasnij metode oceny wariancji estymatora z wykorzystaniem jego roz-
winiecia w szereg Taylora.

Niech proba prosta bedzie losowana w sposéb bezzwrotny. Wyznacz wa-
riancje ilorazu $rednich hg = g—i
Opisz istote estymacji wariancji metoda jackknife.

Na czym polega ocena wariancji estymatora metoda podpréb?
Wyjasnij istote konstrukcji regresyjnego modelu nadpopulacji.

Opisz wplyw wartoséci oddalonych na btad sredniokwadratowy predykcji.
Jak nalezy wybraé¢ prébe, aby predyktor ilorazowy przyjmowat jak naj-
mniejszg wartos¢?

Zanalizuj wptyw zalozen modelu nadpopulacji na obciazenie i btad $red-
niokwadratowy predykc;ji.

Okresl zaleznos¢ bledu éredniokwadratowego predyktora regresyjnego od
wyboru préby.

Podaj wlasnos¢ wybranych modeli nadpopulaciji.

Zdefiniuj nadpopulacje.

Okresl zalety i wady zrandomizowanych strategii predykc;ji.
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ROZDZIAL 3

Popularne strategie estymacji

3.1. Srednia z préby systematycznej

3.1.1. Prosta préba systematyczna

Rozwazymy tutaj najprostszy przypadek systematycznego losowania proby,
gdy jej liczebno$¢ n jest liczba naturalna otrzymana z ilorazu N/q, gdzie pa-
rametr ¢ jest nazywany odstepem (interwalem) losowania systematycznego.
Schemat losowania proby s polega na tym, ze spoérdéd g-pierwszych elemen-
téw populacji losuje sie jeden z nich, a nastepnie wybiera sie te elementy,
ktorych numery sg odlegle od numeru pierwszego wylosowanego elemen-
tu o krotnosci liczby ¢g. Powiedzmy, ze wylosowano i.-ty element popula-
¢ji sposrod g-pierwszych elementéw. Wéowcezas do préoby s, wejda elemen-
ty o numerach ic,ietq;tet2gs - -5 lettgs - - - bet (n—1)q 1ub W zapisie bardzie]
syntetycznym s = (feyeq; € = 0,1,...,n — 1). Zatem przestrzen wszyst-
kich mozliwych do wylosowania préb sktada sie z ¢-préb tworzacych zbiér
Q = {s1,...,5¢}. Wtedy plan losowania prostej préby systematycznej moz-
na okresli¢ wzorem:

Pyy(s) = (11 dla s € Q. (3.1)

Prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego i drugiego sa takie same
1 wynosza:

1
m=- dlai=1,...,N, (3.2)
q
{}1 dlai#3j,i€s, jes,
i:j:

L . (3.3)
0 dlai#j, i&s, lubj¢s.

Algorytm schematu losowania préoby prostej systematycznej o liczeb-
noéci n, z interwalem losowania ¢ jest nastepujacy. Nalezy wygenerowaé
liczbe losowa u z rozktadu jednostajnego prawdopodobienstwa okreslonego
na przedziale [0; 1]. Probe wyznacza ciag numerdéw elementéw w populacji:
s=(i1,i1+¢,...,i1+ (n—1)q), przy czym element populacji o numerze i,
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wyznacza nieréwnosc:

S .
N g (3.4)

q q
Przyktad 3.1. Gdy N = 12, n = 3. Wtedy interwal losowania systema-
tycznego prostego wynosi ¢ = ™ = 4. Niech liczba losowa o rozkladzie jed-

n
nostajnym na przedziale [0, 1] wynosi u = 0.48. Wowczas powyzszy algorytm

prowadzi do wyboru préby s = (2,6,10), poniewaz dla pierwszego elementu
proby, bedgcego jednocze$nie elementem populacji o numerze iy = 2 zachodzi
Nnierownosc: ) )
-=025<u=048<0.5=—.
q q

Do estymacji wartosci globalnej w populacji uzywa si¢ nastepujacej stra-
tegii estymacji: (ys, Psys(s)), gdzie:

ys = . Zyz (3.5)

Daje ona nieobciazone oceny wartosci sredniej w populacji, a jej warian-
cje okresla wzor:

[y

q
D (y57 sys *Z yse_ (36)
e=1

Q

gdzie:

n
Us. =~ Z yi = Zyz-e+<e—1>q-
e:l

ZESF

Po to, aby poréwnaé precyzje Sredniej z proby prostej, czyli strategii
losowania (g, Py,(s)) 1 strategii (gs, Psys(s)), wprowadza si¢ wspolczyn-
nik jednorodnosci, ktory okresla wzér (por. Sdrndal, Swensson i Wretman,
1992):

§=1- 2w —1<6<1, (3.7)
Vs n
gdzie:
1 N
Ve = ——= > (v — )%
N—1 i=1

natomiast v, jest tzw. przecietna wariancja wewnatrzgrupowa i okreslaja
ja wzory:

1< 1
Vsw = 52::111*67 Vye = m (yz - g8&)2' (38)

iESe
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Wéwezas wzgledny wspotezynnik efektywnosci ma postaé:

D2 (g57Psy8(5)) =14 N(TL— 1)

= D2 (s T N —n

3. (3.9)

Stad wiec wynika, ze érednia z préby systematycznej jest bardziej pre-
cyzyjnym estymatorem przecietnej w populacji niz érednia z proby prostej,
gdy wspoélczynnik jednorodnosci § < 0. Oznacza to, ze jesli statystyk moze
wplywaé na uporzadkowanie elementéw populacji, to winien to tak uczy-
ni¢, aby przecietna wariancja wewnatrzgrupowa byta wieksza od wariancji
badanej cechy w populacji.

Sposobami oceny wariancji éredniej z préby systematycznej zajmowat
sie m.in. Bracha (1996), ktéry rozwazal réwniez pewne uogélnienia schema-
tu losowania systematycznego. Analizowal sytuacje, gdy iloraz N/n nie jest
liczba catkowita, ponadto opisal przypadek losowania wielu elementéw spo-
§réd g-pierwszych elementéw populacji, co pozwala m.in na ocene wariancji
strategii (7s, Poys(s)).

Przyktad 3.2. Rozwaimy 16-elementowq populacje, z ktérej ma byé loso-
wana systematycznie proba 4-elementowa. Zatem interwal losowania wynosi
q =4, czyli sg mozliwe do wylosowania cztery proby. Rozwaimy trzy przy-
kladowe przyporzgdkowania wartosci tego samego zbioru liczb elementom
populacyi, a dokladniej numerom elementow populacji. To jest rownowazne
z okresleniem trzech réznych zmiennych ya, yp t yo. Wartosci tych zmien-
nych prezentuje tablica 3.1.

Tabela 3.1

Rozklad wartosci zmiennych y4, ¥y, yo w populacji
k1|23 |4]|5|6]|7 |89 |10]|11 1213|1415 ] 16
Se | S1 | S2 | S3 | Sa|S1|S2|S3|S4|S1|S2|S3|84|81 | 82| 8S3]| sa
ya | 2 416 | 8|2 ]4|6|8

YB
Yo | 6| 2

W pierwszym wierszu tej tablicy podano kolejne numery elementéw
populacyi, a w drugim przynaleino$é kazdego z mich do jednej z mozli-
wych czterech prob. W kolejnych trzech wierszach podano wartosci zmien-
nych. Wyliczamy, Ze warto$¢ srednia w populacji kazdej z trzech zmien-
nych wynost § = 5, a wariancja v, = 5%. Wariancje wewngtrzgrupowe
dla rozktadow zmiennych ya, yp, ¢ yo odpowiednio wWynoszq Vpwy = 6%,
Vasw = 0 1 Voxw = 6.5. Z kolei wspolczynniki jednorodnosci wartosci ce-
chy dla wyréznionych rozkladéw zmiennych wynoszq ép = —0.25, 64 = 1,
3 = —55 = —0.219.
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W przypadku rozwazanych rozkladow zmiennych ya, yp, © yo mamy:
deff 4 = DQ(gSaPSyS,A(S)) =5, deffp = DQ(gS>P5yS,B(S)) =0, deﬁC =
D?(§ig, Psys.c(s)) = 0.875, poniewaz D?(gs, Py(s)) = 1.

Najbardziej precyzyjna jest ocena wartoSci globalnej w populacji dla
rozkladu zmiennej yp, poniewai prowadzi on do majmniejszej wariancyi
D?(§s, Psys 5()) = deff g = 0. Wowczas wszystkie wariancje wewnatrzgru-
powe sq takie same i przyjmujq najwiekszg mozliwg wartosé, ktora jest row-
na Sredniej wariancyi wewngirzgrupowe) WYnoSZGCe] Vpxy = 6%. Z tabeli 3.1
wynika, Ze w tym przypadku czestosci wystepowania wartosci cechy w popu-
lacyi i w mozliwych do wylosowania probach sq takie same, czyli w pewnym
sensie z tego punktu widzenia kazda proba jest miniaturg populacji i Srednie
z tych wszystkich prob sq réowne Sredniej w populacji. Zatem wariancja tych
mozliwych Srednich musi byé réwna zeru, czyli D*(§s, Psys.(s)) = 0.

W przypadku zmiennej ya4 mamy do czynienia z odwrotng sytuacjq, bo
wariancja strategii (Js, Psys A(s)) jest maksymalna i D?(§g, Psys a(s)) =
deff 4 = 5. Zatem w tym przypadku strategia (Js, Psys a(8)) jest pieciokrot-
nie mniej precyzyjna od strategii (s, Py,(s)). Mamy tu do czynienia z sytu-
acja, gdy stopieri zréznicowania wartosci zmiennej wewnagtrz prob (grup) jest
najmniejszy, bo wariancja wewngtrzgrupowa WYNosi VA, = 0. Spowodowa-
ne to jest tym (por. tabela 3.1), Ze w potencjalnie mozliwych do wylosowania
probach powtarzajg sie te same wartosci cechy. Wowczas wspolczynnik nie-
jednorodnos$ci przyjmuje najwiekszq mozliwg wartosé 64 = 1.

Przypadek zmiennej yo jest w pewnym sensie posredni w stosunku do
dwdch poprzednio rozwazanych. W tym przypadku wspélczynnik jednorodno-
$ci 03 = —0.219, czyli mamy do czynienia z duzym, chociaZ nie najwiekszym,
zroznicowaniem wartosci cechy w grupach (czyli mozliwych do wylosowa-
nia prébach). Prowadzi to do bardziej precyzyjnej estymacyi wartosci global-
nej w populacji za pomocq strategii (§s, Poys,c(s)) niz by to mialo miejsce
przy estymacji z wykorzystaniem strategii (§s, Py, (s)), poniewaz wspélczyn-
nik efektywnosci wzglednej wynosi deff o = 0.875 = D*(§s, Psys(s)). Zatem
wariancja strategii (Js, Peys,c(s)) stanowi 87.5% wartosci wariancji strategii
(gSa sz(S)).

Zasygnalizujmy jeszcze przypadek wystepowania wahan cyklicznych
wartosci oczekiwanych ciagu zmiennych obserwowanych w populacji upo-
rzadkowanej oraz gdy interwal losowania préby systematycznej jest réwny
krotnosci diugosci cyklu wahan. Wéwczas strategia (s, Psys(s)) daje P-nie-
obcigzona oceng wartosci globalnej, lecz zwykle dla kazdej mozliwej préby
losowanej zgodnie z planem systematycznym estymator g istotnie moze
roznié¢ sie od wartoéci globalnej. Ilustruje to nastepujacy przyktad.

Przyktad 3.3. Niech nadpopulacja jest mastepujocym ciggiem wartosci
(a,b,a,b,...,b,a,b), gdzie a # b. Zaléimy jeszcze, ze liczebnosé populacyi
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jest parzysta, co prowadzi do wniosku, ze § = (a+0b)/2 orazy = N(a+0b)/2.
Jesli zatozymy, Ze interwal losowania systematycznego jest liczbg parzysta,
to w kazdej mozliwej do wylosowania probie bedg obserwowane albo same
wartoSci rowne liczbie a, albo liczbie b. Wowczas, dla kazdej préby mozli-
we sq jedynie dwie warto$ci $redniej z proby ys = a, albo ys = b. Zatem
kazda z tych dwoch mozliwych ocen nie bedzie rowna Sredniej w populacyi,
jakkolwiek strategia (ys, Psys(s)) jest P-nieobcigzona dla . Podobny wnio-
sek oczywiScie dotyczy rowniez ocen wartosci globalnej za pomocq strategii

(3197 Psys<3>)'

3.1.2. Prawdopodobienstwa inkluzji proporcjonalne do wartosci
zmiennej dodatkowej*

Zaktadamy, ze 7, x zp, K = 1,...,N. Wtedy zgodnie z wlasnoscia
Z]kvz1 m, = n, nalezaloby przyjac, ze:

(0) . nry
7Tk — N 9
>im1 i

Moze sie jednak zdarzy¢, ze dla pewnego e wartosé x. jest na tyle duza,
iz me > 1. Wowczas przyjmuje sie (por. np. Bracha, 1998 lub Tillé, 2006),
ze e = 1. Oznacza to, ze e-ty element populacji bedzie celowo dobiera-
ny do préby, a prawdopodobienstwa doboru pozostalych elementéw nalezy
skorygowaé. Bardziej szczegbtowo ten problem opisujemy nastepujaco. Wy-

k=1,...,N. (3.10)

znaczamy taki wskaznik h sposréd k=1,..., N, ze
W](LO) = maximum, {W](CO)} ,

gdzie, przypomnijmy, przez U oznaczono populacje, a doktadnie zbiér nu-
meréw elementéw populacji. Jesli W;(LO) < 1, to przyjmujemy, ze mp = W,go),
dlak=1,...,N, to juz koniec algorytmu wyznaczania wartosci prawdopo-
dobienstw inkluzji.

W przypadku, gdy 7T,(10) > 1, to przyjmujemy, ze mp = 1, i wyznaczamy
nastepujace ilorazy:

) = M k=1,....N: k+#h
D sl Ti — Th

Znéw wyznaczamy wskaznik g tak, aby
1) _ . (1)
7r£(7 ) = maximum, . {7Tk }
Jesli 7 < 1, to przyjmujemy, e m, = 1, m, = 7 dla k= 1,..., N, przy
czym k # h. To koniczy algorytm wyznaczania wartoéci prawdopodobienstw
inkluzji.
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(1)

Jedli mg'’ > 1, to przyjmujemy, ze 7, = 1, 7y = 1, i ponownie wyznacza-
my odpowiednie ilorazy.
Uogodlniajac przedstawione rozumowanie przypusémy, ze mamy do czy-

nienia z e-tym etapem algorytmu, przy czyme =1,...,7r <n, m;, = 1 dla
1=1,...,e—1 oraz
n—e)Tk
) = N( ) , ke{U—{ki,... kJ}}.

i1 Ti — D h—1 Ty,
Wyznaczamy wskaznik k., tak, aby

Wl(czl = maximumke{U_{khm’ke}} {7‘(’,(;)} .

(e)
ke+t1
T = 77,(5) dla k € {U — {ki1,...,ke}}. Wtedy algorytm wyznaczania praw-
dopodobienstw inkluzji zatrzymujemy.
W przeciwnym przypadku, gdy W,(Cil > 1, to kontynuujemy algorytm
wyznaczania tych prawdopodobienstw, przyjmujac, ze mp_ ., = 1 i wylicza-
my:

Jedli 7 < 1, to przyjmujemy, ze m,, = 1 dla ¢ = 1,...,e oraz

e+1

(o) _ (n—e—1)xg
k TN 1 ’
Yit1 T — Yl T,

ke {U — {kl, .. .,k6+1}}.

Przyktad 3.4. Populacja sklada sie z N = 6 elementéow, a proba z n = 2
elementow. Obserwacje zmiennej pomocniczej s¢ nastepujgce: x1 = 6, x9 =
4, x3 =100, x4 = 44, x5 = 10, xg = 6. Korzystajec ze wzoru (3.10) mamy:
7T§0) = % > 1. Przyjmujemy, zZe w3 = 1, ¢ wyliczamy, Ze: m = mg = 33—5,
Ty = %, Ty = % 175 = % Mozna sprawdzic, Ze 22:1 T = 2.

Przyktad 3.5. Populacja liczy N = 6 elementéw, a proba n = 3 elementy.
Obserwacje zmiennej pomocniczej sq¢ nastepujgce: x1 = 6, xo = 4, r3 = 8,

x4 =42, x5 = 2, g = 8. Korzystajgc ze wzoréw (3.10) mamy: 7@(10) = % >
1  Przyi]'mujemy, ze mqy = 1, 1 wyliczamy, Ze: m = %, Ty = %, My = g = %
1Ty = 7.

Hartley i Rao (1962) zaproponowali nastepujacy schemat losowania pro-
by z zadanymi prawdopodobienstwami inkluzji rzedu pierwszego. Niech
T =npg, pr >0, k=1,...,N, Zsz1pk = 1. Oznaczymy probe jako ciag
kolejno losowanych do niej elementéw postaci: s = (i1, i2, .. ., 4,). Najpierw
wyliczamy sume:

e
Ve = Z Tk
k=1

98



przy czym Vg = 0 i Viy = n. Nastepnie jest generowana liczba losowa o roz-
kladzie jednostajnym z przedzialu (0; 1). Element populacji z kolei o nu-
merze 41 nalezy dobra¢ do préby, czyli 71 € s, gdy zachodzi nastepujaca
nieréwnoscé:

Vii-1 <u < V.
Drugim elementem préby jest element populacji indeksowany przez ia, przy
czym musi by¢ spelniona nieréwnosc:

Vie1 <u+1<V,,.
W ogélnosci, element i, € s, z =1,...,n wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vi.ci<u+z—-1<V; (3.11)

2

Podane przez Rao i Hartleya przyblizone wzory dla prawdopodobienstw
inkluzji rzedu drugiego sa nastepujace (por. Bracha, 1996).

Tt = n(n — 1)pep (1 +pr+p—A+2 (pz +p§ + pepe(1 — B))) +
—3n(n — D)ppiA (p +pr — A) + O(N ™), (3.12)
gdzie

N N
k=1 k=1

Przedstawiony algorytm wyznaczania elementéw tworzacych prébe do-
tyczy réwniez okreslonego w uprzednim podrozdziale schematu losowania
prostej préby systematycznej.

Dodajmy jeszcze, ze opisany algorytm prowadzi do losowania proby z po-
minieciem planu losowania préby, ktéry, jak przekonaliSmy sie, nie jest nie-
zbedny przy tworzeniu schematu losowania préby. Ta sytuacja jest zgodna ze
znanym faktem, ze dla ustalonych prawdopodobienstw inkluzji rzedu pierw-
szego istnieje co najmniej jeden plan losowania préby. Tym zagadnieniem
zajmowali sie m.in. Henzel (1986), Gabler i Scheigkoffer (1990) oraz Singha
(1973).

Przyktad 3.6. Dla danych z przykladu 3.4 losujemy probe systematyczng
dwuelementowq. Niech wygenerowana warto$é zmiennej losowej o rozkla-
dzie jednostajnym na przedziale (0; 1) wynosi 0.48. Wéwczas korzystajgc ze
wzoru (3.11) mamy:

5 5
i1 =3, poniewai Vo=—<u=048<1— =Vj,

11 = poniewaz Vs = u—+1=1. =V
! ’ 3 35 35 4

Zatem proba sklada sie z elementow nr 8 i nr 4, czyli s = {3,4}.
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Przyktad 3.7. Dla danych z przykladu 3.5 losujemy probe systematyczng
trojelementowq. Niech wygenerowana warto$¢ zmiennej losowej o rozkla-
dzie jednostajnym na przedziale (0; 1) wynosi 0.21. Wéwczas korzystajac ze
wzoru (3.11) otrzymujemy probe: s = {1,3,4}, poniewaz:

3
ilzl, bo ‘/'0:0<u:021<?:‘/1’

5 2
=3 bo Vo= <utl=121<1- =V,

2 2
i1=4, bo ngl?<u—|—2:2.21<2§:V4.

Przyktad 3.8. Niech cigg prawdopodobienstw inkluzji rzedu pierwszego dla
proby trojelementowej ma postaé: 71 = 0.2, mg = 0.8 m3 = 0.05, w4 = 0.3,
w5 = 0.5, mg = 0.15, m; = 0.1, wg = 0.3, mg = 0.25, w9 = 0.35. Wygene-
rowana wartosS¢ zmiennej losowej o rozkladzie jednostajnym na przedziale
(0; 1) wynosi 0.8. Wowczas korzystajgc ze wzoru (3.11) mamy:

11=2, bo V1=02<u=08<1.0=1V,,
i9="5 bo Vy=135<u+1=18<185=7V;,
i3 =10, bo Vy=2.65<u+2=28<3.0=7"Vy.

Stad wynika, ze préba ma postaé: s = {2,5,10}.

3.1.3. Whnioskowanie przy modelu populacji uporzadkowanej

Zalézmy, ze rozklady prawdopodobienstwa ciaggu zmiennych losowych
Yi,.... Y, ..., Yy moga zalezeé¢ od numeréw indekséow. Wowcezas taki model
bedziemy nazywali modelem nadpopulacyi uporzgdkowanej. W szczegdlnosci
indeks oznaczony tutaj litera ¢t moze oznacza¢ numer kolejnego okresu cza-
su lub momentu czasu. Z kolei warto$¢ zmiennej losowej Y; moze oznaczaé
stan zapasu w magazynie na t-ty moment, cene¢ akcji w t-tym notowaniu
gieldowym, poziom zuzycia energii elektrycznej w ciagu t-tego okresu, licz-
be wyprodukowanych zaréwek w ciggu t-ego dnia, wartoé¢ sprzedazy wody
mineralnej w ciggu t-ego miesiaca, wartos¢ sprzedazy lekéw w ciagu t-€j
godziny, poziom zasolenia wody oceanu na t-ej gtebokosci, poziom tempe-
ratury skorupy ziemskiej na t-ej gltebokosci, stopien skazenia terenu w t-€j
odlegtosci od jego zrédla itd.
Rozwazmy nastepujacy prosty model trendu liniowego:

}/;:/Blt"i_ﬁo—i_gt?
Ee(&) =0, Dg(ft) =0, (3.13)
COVE(ét,fl):O,t:L...,N, :1,...,N,t7él.
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To jest oczywiscie szczegdlny przypadek modelu regresyjnego analizowanego
w podrozdziale 2.4.4. W celu oceny wartosci globalnej mozna uzy¢ predyk-
tora Y, okreslonego wzorem (2.164), ktory jednak daje &-obciazone oceny
wartosci globalnej. Mozna tatwo pokazaé, ze predyktor }A/S jest &-nieobcia-
zony dla wartosci globalnej, gdy préba s, jest tak celowo dobierana, aby
¥s. = YFL. 7 kolei zrandomizowane strategie (Ys, Py (s)) oraz (Y, Peys(s))
daja juz P-£{-nieobciazone oceny wartosci globalnej. Dodajmy jeszcze, ze
gdy wystepuja wahania sezonowe wartoéci oczekiwanych ciagu zmiennych
tworzacych model uporzadkowany nadpopulacji oraz gdy interwal losowania
préby systematycznej jest rowny krotnoéci dlugosci cyklu wahan, to strate-
gia (Y3, Pyys(s)) daje P-£-nieobciazong ocene wartosci globalnej, lecz zwykle
dla kazdej mozliwej préby losowanej zgodnie z planem systematycznym pre-
dyktor Y, jest juz &-obciazony dla wartosci globalnej, por. przyktad 3.3.
Dodajmy jeszcze, ze prezentowane w punkcie 2.4.5 metody weryfikacji
prawdziwo$ci modelu regresyjnego mozna tatwo adoptowaé do potrzeby te-
stowania liniowosci trendu. Ponadto mozna wykorzystaé test proponowany
przez Wywiata (1989), ktory jest z kolei adaptacja jego testu prezentowa-

nego w punkcie 2.3.3.

3.2. Srednia z préby warstwowej

3.2.1. Wiadomosci podstawowe

Prezentowana tutaj strategia estymacji jest jedna z najczeSciej uzywanych
w praktyce. Zakladamy, ze populacja U jest podzielona na niepuste i roztacz-
ne podzbiory Uy, h = 1,..., H, zwane warstwami oraz U = Ule Up. Liczbe
elementéw populacji tworzacych h-tg warstwe oznaczmy przez 0 < Np < N,
przy czym N = Z}IL{ZI Nj,. Niech wy, = N, N~L. Przez s;, oznaczmy prébe
prosta o liczebnosci 1 < np < Np losowang bezzwrotnie z h-tej warstwy.
Prébe skitadajaca sie z préb prostych losowanych bezzwrotnie z poszcze-
g6lnych warstw oznaczamy przez s = {s1,s2...sg}. Tak tworzona préobe
bedziemy nazywaé prosta prébg warstwows losowana bezzwrotnie lub krot-
ko proba warstwowa z uwagi na jej powszechne stosowanie w praktyce. Jej
plan losowania ma postaé:

H -1
Pu(s) =] (N"> s € Qu, (3.14)

gdzie:
Qu=Q1 x...xQp x...xQp,

przy czym Qp jest przestrzenia préby sp losowanej z warstwy Up,
h=1,...,H.
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Prawdopodobienstwa inkluzji okreéla wyrazenie:

=, dla k € Uy
Mgl = fhﬁtt dlak e Uy, €U, (315)
Thy = E?V*; 11)), dla k,1 € Uy,

przy czym k=1,... N, Il=1,... N, l#k, h=1,....H t=1,... H,
h # t. Stad wynika, ze prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego nie
zawsze sa takie same, a wigc proba warstwowa nie jest proba prosta, mimo
ze jej sktadowe podproby losowane z poszczegdlnych warstw sg prébami
prostymi.

WprowadZzmy oznaczenia:

1 _
Uh = Z Yk Uih = > (k= 7n)* (3.16)
Ni keUp h k€U,

Nieobciazonymi estymatorami parametréw g, i vy, sa odpowiednio sta-
tystyki: yg, ivg, gdzie:

Ys, = — § Yk,  Vas), = > (ye — Us,)*- (3.17)
ny — 1
kESh keSy

Mozna tatwo pokazaé, ze $rednia i warto$¢ globalna cechy w populacji
sg odpowiednio nastepujacymi funkcjami érednich zmiennych w poszczegdl-
nych warstwach:

H

H
7= waih, yu =Y Nyjn = Ny.
h=1 h=1

Znanym w metodzie reprezentacyjnej nieobciazonym estymatorem war-
tosci globalnej zmiennej w populacji jest statystyka:

H
Yuws = Z Nthh' (318)
h=1

Wariancje tego estymatora okresla wzoér:

LN (Ny — )

D*(Gus, Pu) = Y ———— vy, (3.19)
h=1 "h
poniewaz
. - Np(Np —n
D (yw57 thDQ ySh7P ) 1 D2(ysh,Pw) = h(:hh)fu*h.
h=1
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Wariancja D?(§s, , Py) stuzy do oceny precyzji estymacji wartosci globalnej
cechy w h-tej warstwie.

Nieobciazony estymator wariancji otrzymujemy zastepujac we wzorze
(3.19) parametr vy, przez statystyke, ktéra okresla wyrazenie (3.17). Wtedy
mamy:

H
D%’(nga Pw) = Z MU*S;L- (3-20)
h=1 "h

Przyktad 3.9. Niech celem badania statystycznego jest estymacja wartosci
srednich dwdch cech gmin wojewddztwa katowickiego. Pierwsza z nich ozna-
czana przez y to dochody z podatkow i oplat lokalnych w 1995r., a druga
to dochody z podatku rolnego w 1995 ., ktorg oznaczamy przez g. Populacje
gmin podzielono na trzy warstwy, ktorymsi s¢ gminy: miejskie, miejsko-wiej-
skie oraz wiejskie. Liczg one odpowiednio: 38, 15 oraz 48 gminy. Wyloso-
wano trzy proby proste: sposréd gmin miejskich 5 gmin (Bierun, Imielin,
Mystowice, Pszéw, Zory), natomiast sposréd gmin miejsko-wiejskich 4 gmi-
ny miejskie (Brzeszcze, Pilice, Pszczyne i Trzebinie) oraz 6 gmin wiejskich
(Kobior, Krzanowice, Lubonie, Pilichowice, Swierklaniec i Twordg). Dane
o tych gminach znajdziemy w Roczniku statystycznym gmin wojewddztwa
katowickiego (1996). Wyliczone oceny warto$ci Srednich cech za pomocq
wzory (3.18) wynoszq: s = 441628.8 2t i Guws = 12182.4 z1. Wyzna-
czone na podstawie wzoru (3.20) oceny bledéw Srednich szacunku wynoszg
Ds(Gws, Pw) = 3138.2 i Ds(Guws, Pw) = 196.7. Z kolei oceny wzglednych Sred-
nich bledow szacunku wynoszg odpowiednio z(Gys, Py) = 100% 25 @ws.Pu)
23.3% i z(Gws, Pw) = 3.3%. Precyzja oceny wartosci globalnej dochodéw
z podatkow lokalnych nie jest dopuszczalna, bo wzgledny blgd szacunku prze-
kracza 5%, co przyjmuge sie zwykle w praktyce za gorng granice wzglednego
bledu estymacyi, ktorg mozna akceptowac.

Dodajmy, ze po to, aby oszacowaé wartosé¢ srednig cechy wystarczy es-
tymator ¢,s podzieli¢ przez liczebnos¢ populacji, woéwczas wariancje tak
otrzymanego estymatora $redniej oraz jej ocene otrzymujemy dzielac prawe
strony rownan (3.19) i (3.20) przez kwadrat liczebnosci populacji.

3.2.2. Lokalizacja proporcjonalna préb w warstwach

Waznym problemem przy estymacji parametréw populacji na podstawie
proby warstwowej jest zagadnienie ustalania liczebnoéci prob, jakie maja by¢
losowane z poszczegblnych warstw. Najprosciej byloby ustalié¢ ich rozmiary
w sposob rownomierny, co oznacza, ze z kazdej warstwy losowanoby te sama
ilo§¢ elementéw. Takie podejscie nie jest jednak zalecane, bo istniejg inne
metody wyznaczania liczebnosci tych prob, prowadzace do precyzyjniejszej
estymacji wartosci globalnej w populacji.
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Oznaczmy przez n sume liczebnosci prob losowanych ze wszystkich
warstw, czyli n = Z{le ny. Wtedy liczebno$é nyj, elementéw losowanych
z h-tej warstwy jest proporcjonalna do frakcji ilosci elementéw populacji
w h-tej warstwie, gdy:

Nyp = NWh, h=1,...,H. (3.21)

Plan losowania préb prostych z tak ustalanymi liczebno$ciami elementéw
losowanych z poszczegélnych warstw oznaczamy przez P,. Wtedy na pod-
stawie wzoru (3.19) wnioskujemy, ze wariancja strategii estymacji (guws, Pp)
w przypadku bezzwrotnego losowania proby przyjmuje postac:

- N(N —n) &
D*(jus, By) = NN ~n) > whvsh (3.22)
(R
Do jej estymacji uzywa sig¢ statystyki
- N(N —n) &
D%(ywsv Pp) = (TL) Z WhHVxS,, - (323)
h=1

Niech A = D?(§s, Po) — D*(juws, P,). Mozna wykazaé, ze w przypadku, gdy
wszystkie liczebnosci warstw sa dostatecznie duze, to

N(N —n)

n

A= Um >0, (3.24)

gdzie parametr
H

Um =Y _(n—§)’wp >0 (3.25)
h=1
jest wariancja Srednich z warstw, rowniez nazywany wariancja miedzygru-
powa (miedzywarstwowa). Stad wynika, ze jesli przecietna zmiennej w po-
pulacji bedzie szacowana za pomocy strategii (.5, Pp) oraz istnieje mozli-
wo$é¢ wyrdzniania warstw w populacji, to nalezy to tak czynié, aby stopien
zréznicowania $rednich zmiennej w warstwach byl mozliwie duzy, czyli aby
wariancja v, byta jak najwieksza.

Przyktad 3.10. Podobnie jak w przykiadzie 3.9 celem badania jest oce-
na wartosci globalnej cechy y oraz g. Przypu$émy, Ze Srodki, jakimi
dysponujemy, pozwalajg na wylosowanie i obserwacje 15 gmin. Stosujgc
proporcjonalny wariant ustalania liczebno$ci prob i wykorzystujgc dane z tre-
sci przykladu 3.9 oraz wzor (3.21) wyliczamy, ze z warstw gmin miejskich,
miejsko-wiejskich i wiejskich nalezy wylosowac odpowiednio 6, 21 7 gmin. Na
podstawie tabeli 3.2 oraz wzoréw (2.19) i (3.22) wyliczamy: D(Gws, Pp) =
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210539, D(gs, Py) = 247197 oraz D(gws, P,) = 3150, D(gs, Po) = 3256.
Nastepnie wyznaczamy wzgledne wspolczynniki efektyuwnosci. W przypadku
zmiennej y ten wspolczynnik wynosi def (Gws, Pp) = 0.725, a w przypadku
cechy g jest rowny def (guws, Pp) = 0.936. Zatem precyzja estymacji wartosci
globalnej na podstawie proby warstwowey jest wieksza niz na podstawie proby
prostej, jakkolwiek zysk na precyzji w przypadku oceny przecietnej cechy g
jest nikly.

Tabela 3.2
Odchylenia standardowe cech w warstwach i w populacji

Warstwy Wariancje
gminy: Yy 9

miejskie 14446 81

miejsko-wiejskie 3023 | 158

wiejskie 1814 | 168

populacja 10857 | 143

3.2.3. Warunkowa minimalizacja wariancji

W sposéb racjonalny problemem optymalnej lokalizacji prob w warstwach
poczatkowo zajmowali si¢ T'schuprov (1923) i Neyman (1933, 1937). Otrzy-
mane przez nich wyniki dotycza optymalizacji liczebnoéci préb w przypadku
estymacji wartosci globalnej pojedynczej cechy w populacji. Zaproponowa-
li oni, by przy ograniczonej sumie liczebnosci wszystkich préb losowanych
z warstw tak wyznaczy¢ liczebnoéci tych préb, aby wariancja estymatora
osiggneta minimum. Ponadto sugeruje sie, ze ten sposéb otrzymywania li-
czebnosci jest takze uzyteczny w przypadku jednoczesnej estymacji érednich
wielu cech. Proponuje, aby optymalizowa¢ liczebnoéci préb na podstawie ce-
chy najsilniej skorelowanej z pozostalymi. Zaleca sie réwniez, aby ta cecha
z punktu widzenia celu badania byla najwazniejsza.

Koszty obserwacji zmiennych zwykle traktuje sie jako funkcje liniowa
liczebnosci préb w poszezegdlnych warstwach postaci:

H
k(ni,n2,...,ng) =k(ny,...,ng) = Zk‘hnh, (3.26)
h=1

gdzie ky, jest kosztem jednostkowym obserwacji cech w h-tej warstwie. Kosz-
ty stale obserwacji pomijamy, poniewaz ich uwzglednienie nie ma istotnego
wplywu na otrzymywane rozwiazania formutowanych dalej zadan optymali-
zacyjnych. Dopuszczalny koszt zmienny obserwacji cech oznaczamy przez K.
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Rozwazmy wariancje éredniej z prostej proby warstwowej jako funkcje

liczebnosci préb postaci: D? (s, Pw) = fi(n1,na, ..., ny), gdzie
NZ2v,
fl(nl,ng,...,nH) = Z hh h ZNhU*h (3.27)
h=1

Nasze zadanie polega na takim wyznaczeniu wektora liczebnosci n =
[n1...ng|, aby przy ustalonych kosztach zmiennych K funkcja ryzyka osia-
gala minimum, co syntetycznie zapisujemy wyrazeniem:

n1,N2,...,NHy) = minimum
fi(n1,na, H) (3.28)
k(ni,ng,...,ng) < K, 2<n, < Np,h=1,... H.

Ogoélniejsza postaé tego zadania jest rozwiazywana przez Hughesa i Rao
(1979), poréwnaj réwniez prace Wywiata (1992, 1995). Tutaj podamy roz-
wigzanie zadania przy nastepujacych upraszczajacych je zalozeniach. Po
pierwsze, niech K > 22th1 kpr, co oznacza, ze dopuszczalny koszt obser-
wacji K umozliwia wylosowanie co najmniej dwoch elementéw populacji
z kazdej warstwy. Po drugie, niech kazda z liczebnosci préb bedzie mniej-
sza od ilosci elementow warstwy, z ktorej jest losowana. Warunek ten jest
spetniony, jesli Ny, — oo dla kazdego h =1,..., H lub gdy

1
Np > ng = k()(K 2Zkt+ko> dlah=1,...,H, (3.29)
t=1

przy czym ko = minp—; _ g{ks}. Prawa strona nieréwnosci okresla maksy-
malng licznos¢ proby, jaka mozna uzyskaé, gdyby losowano prébe z warstwy,
w ktorej jest minimalny koszt obserwacji danych, a z pozostatych warstw tyl-
ko po dwa elemeny do odpowiednich préb. Te zalozenia znacznie upraszczaja
rozwigzywanie postawionego zadania. Ponadto bedzie ono czesto w prakty-
ce badan statystycznych spelnione, gdyz zwykle warstwy sa bardzo liczne,
a koszty dopuszczalne male. Zatem przy zalozeniu, ze n;, < N, dla kazdego

h=1,..., H, rozwigzanie optymalne ma postac:
Vxh
ny, = coWpy|—, dlah=1,..., H, (3.30)
kn
gdzie:
K
co =

Shy wh/vnkn

Stad wniosek, ze optymalna liczebnos¢ préby losowanej z h-tej warstwy jest
wprost proporcjonalna do iloczynu frakcji wy i odchylenia standardowego
cechy w h-tej warstwie, a odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z kosztu
jednostkowego obserwacji w niej zmiennej.
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W szczegdlnosci niech koszty jednostkowe obserwacji cech w kazdej war-
stwie beda takie same. Wtedy wystepujace w zadaniu (3.28) ograniczenie
narzucone na koszty redukuje sie¢ do postaci:

H
Z np < n. (3.31)
h=1

Wéwezas rozwiazanie (3.30) uprasza sie do postaci:

ny, = CQWp\/Vsh, dlah=1,... H, (3.32)
gdzie:
. n
0= =g  —
S het Wh/Osh

Wariancja estymatora 4,5 dla optymalnych liczebnosci okreslonych wzorem
(3.32) ma postac:

2

H
D* (s, Popt) (Z thh> =Y Npvin,
h=1

gdzie: dp, = /v« jest odchyleniem standardowym badanej zmiennej w h-tej
probie Sy, natomiast P, jest optymalng wersja planu losowania prostej
préby warstwowej, ktéra wyznaczaja wzory (3.14) i (3.32). Réznica miedzy
wariancjami estymatora 1,5 dla proporcjonalnego wariantu ustalania liczeb-
noéci préb i optymalnego wariantu ustalania liczebnoéci préb przy ustalonej
liczebnosci préby warstwowej na poziomie n ma postaé¢ (por. Zasepa, 1962
i Pawlowski, 1972):

) ) N & -1 &
D (gw57Pp)_D (ng; opt ;} dh_ Nh7 d:N§ dh
h=1 h=1

Zatem uzycie optymalnego wariantu losowania préb zamiast wariantu pro-
porcjonalnego daje tym wiekszy zysk na dokladnosci estymacji wartosci
globalnej im stopien zréznicowania odchylen standardowych zmiennej ba-
danej miedzy warstwami jest wiekszy. W zwigzku z tym, gdy wariancje
zmiennej we wszystkich warstwach sa takie same, czyli vy, = v, dla kazde-
goh=1,...,H, ton = nw,. W tym wiec przypadku optymalny wariant
ustalania liczebnoéci préb redukuje sie do proporcjonalnego sposobu ich
wyznaczania.
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Przyktad 3.11. Tok jak w przykladzie 3.9 celem badania jest ocena war-
tosci Srednich y — dochody z podatkéw i oplat lokalnych, oraz g — dochody
z podatku rolnego. Srodki, jakimi dysponujemy, pozwalajg na wylosowanie
1 obserwacje 15 gmin. Stosujgc optymalny wariant ustalania liczebnosci prob
dany wzorem (3.32) i wykorzystujec dane z tabeli 3.2 wyliczamy, Ze z punktu
widzenia warunkowej minimalizacji wariancyi estymatora wartosci Sredniej
zmiennej y nalezy wylosowacé odpowiednio 12.3, 1.0 1 1.7 gmin z warstw
odpowiednio miejskich, miejsko-wiejskich 1 wiejskich. Korygujemy te warto-
sci do liczb calkowitych jednoczesnie zwiekszajgc liczebnosé proby losowa-
nej z gmin miejsko-wiejskich do dwoch elementéw, co pozwoli juz na ocene
wariancii zmiennej w tej warstwie. Ostatecznie wiec nalezy z warstw gmin
miejskich, miejsko-wiejskich i wiejskich wylosowaé odpowiednio: 11, 2 i 2
gminy. Podobnie wyznaczamy optymalne liczebnosci prob, lecz na podstawie
warianci cechy g. W tym przypadku nalezy z warstw gmin miejskich, miej-
sko-wiejskich 1 wiejskich wylosowac odpowiednio: 10, 2 i 8 gminy. Zatem ta
lokalizacja nieznacznie rézni sie od wyzej otrzymanej lokalizacji wyznaczanej
na podstawie wariancji zmiennej 1.

Przyktad 3.12. Przeprowadzamy analize dokiadno$ci ocen wartoéci Sred-
nich cech matych firm. Dane o dziatalnosci matych firm pochodzq z badania
reprezentacyjnego przeprowadzonego przez Wojewodzki Urzqd Statystyczny
w Katowicach w 1993 r. Niniejszqg analize ograniczono do cech, ktorych sym-
bole nizej wyjasniono. Badana populacja skliadala sie z 167094 firm. Wylo-
sowana préba liczyla 6656 firm, co stanowi 4% liczby wszystkich elementdéw
populacyi. yl — liczba wiascicieli © wspotwlascicieli, y2 — uczniowie, y3 — 0so-
by, z ktorymi zawarto umowe agencyjno-prowizying, y4 — osoby zatrudnione
na podstawie umowy o prace, ydb — razem zatrudnieni, y6 — liczba 0séb wy-
konujgca prace na umowe zlecenie, y7 — liczba zatrudnionych w przeliczeniu
na etaty, y8 — kwota wynagrodzen brutto, y9 — najwieksze wynagrodzenie
brutto. Celem analizy jest ocena dokladno$ci estymacji wartosci Srednich
wymientonych zmiennych. Z metodologicznego punktu widzenia gromadzenie
danych odbywato sie poprzez bezzwrotne losowanie prob prostych z warstw,
przy czym warstwy byly tworzone na podstawie cech okreslajgcych rodzaj
dzialalnosci firmy zgodny z Europejska Klasyfikacjq Danych (EKD). Wy-
korzystujgc okreslone wzorami (3.18) i (3.20) estymatory wartosci Srednich
1 ich bledow szacunku wyliczono na podstawie proby warstwowej oceny Sred-
nich badanych cech oraz rzqd ich odchylen od nieznanych $rednich w popula-
cji. Oceny warto$ci $rednich i bledow ich estymaciji znajdujemy w tablicy 3.5.
W jej trzeciej kolumnie zapisano ocene wariancji estymatora $redniej, z ko-
let w nastepnej zapisano jej pierwiastek, ktory jest oceng przecietnego bledu
szacunku Sredniej. Przykladowo, Srednia wynagrodzen brutto (zmienna y8)
wynosi 2060.45 2t i odchyla sie ta warto$é od nieznanej szacowanej wartosci
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Sredniej wynagrodzen brutto przecietnie o 137.78z1 in plus bgdZ in minus.
Blgd ten stanowi 6.68% oceny wartosci $redniej. NaleZy uznaé, ze blgd ten
jest zbyt duzy, zwykle bowiem przyjmuje sie poziom dopuszczalny bledu nie
powinien byé wiekszy od 5%.

Tabela 3.3

Oceny dokladnosci estymacji $rednich cech przedsiebiorstw
Zmienna yl Y2 y3 yd Y5 y6 y7 Y8 9
$rednia 1.40 | 0.14 | 0.04 | 0.78 | 2.36 | 0.17 | 0.74 | 2060 | 914

btad ér. szac. | 0.016 | 0.016 | 0.013 | 0.042 | 0.054 | 0.019 | 0.040 | 137 | 44

Oceny parametrow zamieszczonych w tabeli 3.3 byly wyliczone przy za-
lozeniu, ze ich rozmiary bynajmniej nie byly proporcjonalne do liczebnosci
warstw, co zaleca sie jako najprostszy zabieg prowadzgcy zwykle do podnie-
sienia doktadnosci estymacyi. Wyliczono wiec oceny bledow szacunku $red-
niej przy zalozeniu, ze liczebnosci losowanych prob bylyby proporcjonalne
do rozmiaréow warstw. Wyniki obliczen zamieszczono w tabeli 3.4. Ponadto
znajdujemy w niej oceny bledow estymacyi srednich przy zatozZeniu, Ze liczeb-
nosci prob losowanych z warstw byly wyznaczane w sposéb optymalny na
podstawie wzoru (3.32). Przyjeto, Ze optymalne liczebnos$ci préb wyznacza-
my w stosunku do ocen odchylen standardowych w warstwach wynagrodzen
brutto w firmach (zmienna y8).

Tabela 3.4

Wizgledne $rednie bledy szacunku (wyrazone w %) dla liczebnosci faktycznych
oraz wyznaczanych proporcjonalnie i optymalnie

Zmienna yl | y2 y3 | yd | y5 | y6 | y7 | y8 | y9
liczebnosci faktyczne 1.1 | 11.8 | 30.1 | 54| 2.3 | 10.8 | 5.5 | 6.7 | 4.9
liczebnosci proporcjonalne | 0.6 | 5.8 | 1569 | 3.2 | 1.3 | 86 |3.3 |41 |25
liczebnosci optymalne 0.6 | 6.8 |16.1|20|12]10.2]29]|35 |26

Z tabel 3.8 1 3.4 wynika m.in., Ze ocena wzglednego bledu estymacji Sred-
nich wynagrodzeri brutto jest juz nizsza od dopuszczalnego poziomu 5%, bo
wynosi 4.1% dla proporcjonalnie wyznaczanych liczebnosci préb, a 3.5% dla
wyznaczanych optymalnie.

Z analizy danych w tabelach 3.3 1 3.4 wynika, Ze zarowno wariant propor-
cjonalny, jak i optymalny ustalania liczebnosci warstw prowadzi do znacz-
nie wiekszej dokladnos$ci estymacji przecietnych badanych zmiennych niz to
mialo miejsce przy rzeczywistych rozmiarach losowanych préb. W przypad-
ku optymalnego sposobu wyznaczania rozmiarow préb otrzymujemy podobne
wyniki.
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3.2.4. Warunkowa minimalizacja kosztéw obserwacji zmiennej

Czasami w praktyce zada sie, aby dokladnosé estymacji byta na z gory okre-
slonym poziomie. Wéwczas formutuje sie problem minimalizacji kosztéw ob-
serwacji cech przy ustalonym poziomie dopuszczalnym wariancji estymatora
wartosci globalnej za pomoca wyrazenia:

{k(nl, ng,...,ny) = minimum (3.33)

fl(nl,TLQ,---,nH) <f07 2 <’I’Lh <Nh7 h = 1727"'7H7

przy czym fo jest dopuszczalnym poziomem wariancji oznaczonej
przez fi(ni,no,...,nmg), ktéra okresla wzér (3.27). Funkcje kosztéw
k(ni,na,...,ng) okresla wzor (3.26), a pozostale oznaczenia wyjasniono
przy rozwazaniu zadania optymalizacyjnego okre$lonego wzorem (3.28).
Rozwiazanie zadania podaja Hughes i Rao (1979). Tutaj przedstawimy
jego uproszczong postaé¢ wazna przy zalozeniu, ze np < Nj dla kazdego
h=1,...,H. Wtedy rozwiazanie optymalne okresla wzér (3.30), przy czym:

co = S wi ok
" )
Jo+ 2 h=1 wh ]\?hh

Zatem optymalna liczebno$é¢ préby losowanej z h-tej warstwy jest wprost
proporcjonalna do iloczynu frakcji wystepowania elementéw populacji w h-
-tej warstwie przemnozonej przez odchylenie standardowe zmiennej w h-tej
warstwie, a odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z kosztu jednostkowego
obserwacji cech w tej warstwie. W szczegdlnosci, gdy koszty jednostkowe
obserwacji cechy w warstwach sg takie same, to funkcja kryterium zadania
(3.33) upraszcza sie do postaci:

H
k(ni,na,...,ng) = Z ny, = minimum.
h=1

Wtedy rozwiazanie zadania upraszcza sie do postaci okreslonej wzorem
(3.32), przy czym wystepujacy w nim parametr ¢y ma teraz postac:

H
o > he1 Wh/Vsh
0 — .
H NGE
fo+ Yhor wn gt

Przyktad 3.13. Tuk jok w przykiadzie 3.9 celem badania jest ocena war-
tosci srednich nastepujgcych cech: y — dochody z podatkow i optat lokalnych
w 19951., g — dochody z podatku rolnego w 1995 1. Teraz postulujemy, aby
bledy srednie szacunku estymacji przecietnych cech y i g nie przekraczaty
odpowiednio poziomow: 1100zt © 202t. Przyjmujgc, ze koszty jednostkowe
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obserwacji wartosci zmiennej we wszystkich warstwach sq takie same, sto-
sujemy optymalny wariant ustalania liczebnosct wynikajgcy z okreslonego
wzorem (3.33) zadania optymalizacyjnego, ktorego funkcjq celu jest suma li-
czebnosci prob losowanych z warstw. Przy ustalonej dopuszczalnej wartosci
wariancit zmienne] y wykorzystujec dane z tabeli 3.2 wyliczamy, ze z warstw
gmin miejskich, miejsko-wiejskich i wiejskich nalezy wylosowaé odpowiednio
83.1, 2.7 1 4.7 gmin. Po to, by spelni¢ narzucony warunek na dokladnosé
estymacji zaokrgglamy z nadmiarem te wartosci do liczb calkowitych. Osta-
tecznie wiec nalezy z warstw gmin miejskich, miejsko-wiejskich i wiejskich
wylosowaé odpowiednio: 34, 8 i+ & gmin. Stgd wynika, zZe w sumie nalezy
wylosowac 42 gminy.

Minimalizacja sumy liczebnoéci prob przy zatoZonej doktadnosci oceny
wartosci sredniej cechy g prowadzi do nastepujgcego wyniku. Z warstw gmin
miejskich, miejsko-wiejskich i wiejskich nalezy wylosowaé odpowiednio: 16,
81 5 gmin. Suma liczebnosci préb wynosi wiec 24. Otrzymane liczebnosci
prob sq¢ odpowiednio majoryzowane przez liczebnosci prob otrzymane wyzej
przy optymalizacyi wzgledem cechy y. Zatem wybierajgc liczebnosci prob 34,
81 5 spelnimy obydwa postulaty precyzji estymacyi.

W praktyce badan reprezentacyjnych mamy czesto do czynienia z jed-
noczesng estymacja wektora s$rednich lub wartosci globalnych. Woéwczas
rozwigzuje sie zadanie polegajace na takim ustaleniu liczebnosci préb, aby
funkcja kosztéw obserwacji zmiennych osiagneta minimum przy z géry usta-
lonych poziomach bledéw dopuszczalnych szacunku parametréw poszcze-
gélnych cech. Zagadnienie to sformulowal Dalenius (1957) i rozwiazal dla
przypadku losowania zwrotnego préb z dwéch warstw podczas estymacji
srednich dwoch zmiennych. W przypadku ogdélnym, lecz dla zwrotnego wa-
riantu losowania préb problem ten rozwiazywali m.in.: Gren (1963, 1966),
Hartley (1965), Huddleston, Claypool i Hocking (1970), Jaganathan (1965,
1965a), Kish (1961, 1965), Kokan (1963), Yates (1960), a w sposéb wyczer-
pujacy dla zwrotnego i bezzwrotnego wariantu losowania proby zadanie to
rozwiazali Kokan i Khan (1967). Szeroko tym problemem zajmowal sie réw-
niez Wywial (1992, 1995, 2003). Zasygnalizujmy jeszcze, ze Ghosh (1963)
zagadnienie wyboru liczebnosci prob losowych z warstw traktuje jako gre
statystyczna.

3.2.5. Warstwowanie populacji po jej wylosowaniu

W badaniach praktycznych czesto mamy do czynienia z sytuacja, ze dopiero
po wylosowaniu elementu do proby i zaobserwowaniu przypisanej mu odpo-
wiedniej wartosci zmiennej dodatkowej jest mozliwa identyfikacja przyna-
leznosci elementu do odpowiedniej warstwy. W tym wypadku obserwowana
zmienna dodatkowa jest nazywana wlasnie warstwujaca. Zatem proba jest
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warstwowana po jej wylosowaniu. W wyniku tego dostajemy podproby ele-
mentéw przynaleznych do odpowiednich warstw. Zaklada sie, ze z géry sa
znane frakcje elementéw populacji przynaleznych do odpowiednich warstw.
Ponadto jeszcze przyjmijmy, ze proba prosta o liczebnoéci n jest losowa-
na bezzwrotnie. Jej plan losowania oznaczono przez P,,. Woéwczas nieob-
ciazonym estymatorem wartoéci globalnej w populacji § jest nastepujaca
statystyka:

H
Jws = > Nijs, (3.34)

h=1
przy czym oznaczenia wyjasniono wczesniej w podrozdziale 3.2.1. W tym
przypadku S = 57 U ... U Sy, gdzie S;, jest podpréba o liczebnosci ny
nalezaca do h-tej warstwy wyrdzniona w probie S po jej wylosowaniu. Gdy

np>0dlah=1,..., H, to wariancje okresla wzor:
. N(N—n) (& 1 & -
Dz(yw57pbz) = g (Z WhVsh + — Z(l - wh)“*h) +O(n 3) =
n n
h=1 h=1
- NN-n)1 & _
= DQ(yw57Pp) + (Tl2)n Z(l — wh)v*h + O(n 3) =
h=1

= D2(jus. By) + O(n™2), (3.35)

przy czym D?(f,s, P,) okresla wzér (3.22).

3.2.6. Przypadek nieprostych préb sktadowych préby warstwowej*

Przypuéémy, ze proby sktadowe proby warstwowej nie sg proste. Oznaczmy
przez P, plan losowania préby z h-tej warstwy, a prawdopodobienstwa in-
Kluzji przez 7" >0, 70}, h=1,...,H, k=1,....N, t=1,...,N, k # 1.
Woéwezas nieobciazonym estymatorem wartosci globalnej w populacji jest
nastepujaca kombinacja liniowa statystyk Horvitza-Thompsona:

H
YwHTS = Z WhYHTS}, (3.36)
h=1
ktorej wariancja ma postac:
H
D*(ywnrs, P.) = Y wiD*(yurs,, Pr), (3.37)
h=1

przy czym P, = Hthl Py, gdzie P, jest planem losowania podpréby Sp
z h-tej warstwy. Statystyke yprs, oraz jej wariancj¢ pozwalaja wyzna-
czy¢ odpowiednio wzory (2.60)—(2.63). Nieobciazony estymator wariancji
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strategii (ywrTs, Px) Wyznaczamy zastepujac we wzorze (3.37) parametry
D?*(yurs,, Pn) ich nieobciazonymi estymatorami, ktére wyznaczaja odpo-
wiednio wzory (2.64) lub (2.65).

3.2.7. Predykcja na podstawie modelu warstwowego

Model warstwowy ma odzwierciedla¢ niejednorodnos¢ rozktadu wartosci
zmiennej w populacji. Syntetycznie model warstwowy opisujemy wyraze-
niem:

{E&(n) =, Di(Yi) =0}  dlai€U,, h=1,...,H,

. . (3.38)
Cové(Y;,Yy) =0 dlai#t t=1,...,N,i=1,...,N.

Model ten jest szczegdlnym przypadkiem modelu regresyjnego dla wielu
zmiennych objasniajacych okreslonego wyrazeniem (2.152), w ktérym przyj-
mujemy, ze elementy macierzy Xy o wymiarach N x H sg réwne zero lub
jeden, przy czym w kazdym wierszu tej macierzy jest jedna jedynka, a pozo-
state elementy sa rowne zeru. Dany element h-tej kolumny tej macierzy jest
réwny jeden, gdy odpowiadajacy temu elementowi obiekt nalezy do h-tej
warstwy. Wéwcezas elementy wektora 3 sg rowne oczekiwanym wartosciom
zmiennych w odpowiednich warstwach, czyli 87 = [f1 p2 - .. ppr). Ponadto
macierz wariancji i kowariancji V jest diagonalna, kazdy z jej Ni-pierw-
szych elementéw, Jest réwny O' . Elementy o numerach od Z N +1 do

Sh L N;saréwne of, h=1,...,H — 1, czyli V = diag[o} o7 . a% 03...0%
..oh o).

W analizowanym przypadku rozktady zmiennych w poszczegélnych war-
stwach sa jednorodne w tym sensie, ze zmienne nalezace do danej warstwy
maja te sama wariancje i te sama wartos¢ oczekiwang. Okreslony model
jest nazywany warstwowym. Niech s; bedzie proba o liczebnosci ny, wybra-
ng sposréd elementow warstwy Uh, przy czym 1 <np < N, h=1,... H.
W zwiazku z tym préba s = Uh 1 Sp oraz podproby sa roz}adczne czyh
spNsg=@,dlah#t h,t=1,...,H. Niech

NT Z Y7,7 78;1 - Z Y
zEUh ZESh

Nieobcigzonym predyktorem wartosci globalnej jest nastepujaca statystyka:

H
V=Y NiYs,. (3.39)
h=1

Jest ona &-nieobcigzonym predyktorem wartosci globalnej Y. Jej &-btad
sredniokwadratowy ma postac:

H
MSE(Y,) = Ee (Y, Z N ”h) ShATh T T 2 (3.40)
h=1
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a jego nieobcigzony estymator ma postac:

H
Np(Np, — ”h)VQ

MSE(Yy) =Y 2, (3.41)
h=1 o
gdzie:
X 1 _ _ 1
Vo= X G=Y)% Y =) Y
h 1ES) €S

Dodajmy, ze otrzymane wyniki sg réwniez wazne w przypadku rozwa-
zanym w podrozdziale 3.2.5, gdy préba s jest warstwowana (czyli rozdzie-
lana na podpréby sp, h = 1,...,H) po jej wyodrebnioniu, pod warun-
kiem, iz liczebno$ci warstw sa z géry znane. Ponadto, kazda z podprob s,
h =1,...,H, musi zawiera¢ co najmniej jeden element, bo w przeciwnym
przypadku predyktor Y, moze byé¢ obciazony.

Na zakonczenie rozwazmy wazny problem dotyczacy trafnosci wyboru
modelu. Przypusémy, ze jest prawdziwy model warstwowy okreslony za-
lozeniami (3.38). Z kolei statystyk ignoruje mozliwo$é wystepowania nie-
jednorodnoéci wartosci oczekiwanej zmiennej badanej miedzy warstwami
i przyjmuje model okreslony wyrazeniem (2.51), a co za tym idzie uzyje
predyktora Y, okreslonego wzorem (2.57) do oceny wartosci globalnej Y.
Woéwecezas predyktor bedzie dawal £-obcigzone oceny Yy, poniewaz mozna

wykazaé ze:
H

EY,-Yy)=>)_ (NTZ _Nh> pn # 0.
h=1
Stad wynika, ze nietrafnie okreslony model prowadzi do bledu systematycz-
nego oceny wartosci globalne;j.

7 drugiej jednak strony zalézmy, ze proba S jest prosta losowana bez-
zwrotnie. Wowczas strategia predykeji (Ys, Py, (S)) jest p-&-nieobciazona.
Zatem losowanie préoby prostej w tym przypadku prowadzi do odpornosci
predyktora Ys na ewentualne wystepowanie odchylen od zalozen modelu
prostego w kierunku tych okreslajacych model warstwowy.

Weryfikacje jednorodnoéci rozkladu zmiennych losowych odpowiadaja-
cych okreslonej warstwie mozna przeprowadzi¢ za pomoca np. testow roz-
wazanych w punkcie 2.3.3.

3.3. Estymacja na podstawie proby grupowej

Losowanie grupowe zwykle jest stosowane wtedy, gdy nie jest mozliwe po-
siadanie doktadnego operatu losowania, a jedynie spisu grup (zespoléw)
elementéw tworzacych populacje. Te zespoly sa zazwyczaj zdeterminowane
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w sposOb naturalny, jak np. zbiér gmin traktowanych jako grupy gospo-
darstw domowych lub klasy uczniéw, grupy studentéw.

3.3.1. Jednostopniowa prosta préba grupowa

Przyjmujemy, ze N-elementowa populacja U jest podzielona na G roztacz-
nych i niepustych zbioréw U, o liczebnosci N, p =1,...,G, w taki sposéb,
zeU =U,U...UUg, N = Zgzl N,,. Te zbiory sg wtadnie nazywane grupams
lub zespolami elementéw populacji.

Przyjmujemy, ze g-elementowa préba S jest dobierana za pomocg znane-
go schematu losowania prostej préby grupowej realizujacej plan losowania:

-1
Py(s) = <G> . (3.42)

9

Schemat losowania takiej proby rézni sie od schematu losowania proby pro-
stej tylko tym, ze zamiast poszczegdlnych elementéw populacji sa losowane
do niej zespotly tych elementéw. Dodajmy, ze opisany wczeéniej plan lo-
sowania systematycznego moze by¢ traktowany jako szczegdlny przypadek
planu losowania grupowego, przy zatozeniu, ze do proby jest losowana tyl-
ko jedna grupa. Ponadto, gdy zalozymy, ze grupy sa jednoelementowe, to
otrzymujemy plan losowania préby proste;j.

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia: przez y; oznaczamy k-ta obser-
wacje zmiennej. Sume wartosci zmiennej w p-tej grupie okresla wzor:

Zp: Z yk7

keU,

a wartos¢ srednig w p-tej grupie przez

$rednia warto$¢ zmiennej w populacji:
G G
1 1
p=1
Wariancja cechy w populacji:

1 & 5
U*ZNi_Z Z(yk_y)‘

p=1keUp

|
Il
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Wariancja sum wartosci cechy w grupach:

1 G

vi(z) = o1 Z(’Z’f —2)2 (3.43)

Teraz zakltadamy, ze grupy sa réwnoliczne i kazda z nich sktada sie z M
elementéw, czyli rozmiar populacji N = GM. Wtedy wartos¢ globalna w po-
pulacji jest oceniana za pomoca estymatora:

Ygs = Z Y = Zzp (3.44)

pES keUp pES

Statystyka 1,5 daje nieobcigzone oceny wartosci globalnej yi7, a jej warian-

cja ma postaé:

G(G—yg)
g

Nieobciazony estymator tej wariancji ma postac:

D?(yy) = v (2). (3.45)

G(G —g)

D%(ygSan): g

vs(2), (3.46)
gdzie
w50 = = Xlop-h E= 25 (3.47)

9- 1 peS pES

Przyktad 3.14. Populacje 96 gmin bylego wojewddztwa katowickiego po-
dzielono na rownoliczne grupy, z ktérych kazda sklada sie z 4 gmin. Na-
stepnie wylosowano w sposéb prosty i bezzwrotny nastgpujqce grupy gmin:
{Bytom, Chorzéw, CzeladZ, Dgbrowa Gdrnicza}, { Ruda Sl@s/m Rybnik, Ry-
duttowy, Siemianowice Sl@skze} {Stawkow, Sosnowiec, Swietochlowice, Tar-
nowskie Gory}, { Czechowice-Dziedzice, Czerwionka-Leszczyny, KuZnia Ra-
ciborska, Libigz}. Wartosci estymatora okreslonego wzorem (3.44) wynoszq
9614 127.2 i 9652.8 odpowiednio dla zmiennych podlok (wplywy z podatkdéw
lokalnych) i podrol (wplywy z podatku rolnego). Na podstawie wzoru (3.47)
wyliczamy wartancje z proby, ktore wynoszq: 764 310948.8 i 7485.0 odpo-
wiednio dla cech podlok i podrol. Wyliczone na podstawie wzoru (3.46) oceny
bledow $rednich szacunku warto$ci globalnych w populacji odpowiednio dla
cech podlok i podrol wynoszq odpowiednio: 963154.7 1 969.9. W koricu oceny
wzglednych bledow szacunku wynoszq 22.3% i 18.1% odpowiednio dla zmien-
nych: podlok i podrol. Zatem to oznacza, Ze oceny przecietnych w populacyi
nie sq dostatecznie dokladne, jesli przyjelibysmy dopuszczalny blgd wzgledny
na poziomie 5%.
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Okreslong wezeéniej wariancje v, (z) mozna zapisa¢ w nastepujacej po-
staci:

N -1
_ _ 1))
vl2) = g (1+ (M = 1)), (3.48)
gdzie:
(w)
(w) _ € 4
r o (3.49)

jest nazywany wspotczynnikiem korelacji wewngtrzgrupowej, przy czym

C(W)_(N—l)Z(M—l ZZ Z (v — 9)(ye — )

p—l keUy, teUy, t#k

Wsp6tczynnik (%) przyjmuje wartoéci z przedziatu [fﬁ; 1].
Na podstawie wzoréw (3.45) i (3.48) otrzymujemy nastepujaca postaé
wzoru na wariancje strategii estymacji wartosci globalne;j:

G(N -1)(G —g)
(G—-1)yg

D%(yys, Py) = v, (1 + (M- 1)7«(”)) . (3.50)

Wspodlezynnik korelacji wewnatrzgrupowej mozna zapisa¢ nastepujaco
(por np. Konijn 1973, s. 225-227; Zasepa 1972, s. 311-312):

H(m) _ Ly (w)

r) = + (3.51)
lub
pw) — 1 _ @’ (3.52)
v
lub . )
r() = V. <M — - 1) : (3.53)

przy czym v = %U*, natomiast przez v("™ oznaczono tzw. wariancje mie-

dzygrupowa:
&,
=52 -9 (3.54)
p=1

a przez v(®) oznaczono tzw. wariancje wewnatrzgrupowa:

G
(w) — _1
v cor-0) Z > (i = Gp;v*p, (3.55)

p—l keUp
gdzie
1 = \2
keUp
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Wariancja wewnatrzgrupowa jest wiec $rednia wariancji cechy w grupach.
Zatem okresla ona przecietny stopien zréznicowania zmiennej wewnatrz
grup, na jakie populacja zostala podzielona.

Wariancje D? (s, Py,) okreéla wzér (2.13). Dla n = Mg i dostatecznie
duzej liczby grup na podstawie (3.50) mamy:

_ DQ(@QSapg)
D2(gS,sz)

Jedli iloé¢ rownolicznych grup jest duza i wspoélczynnik korelacji we-
wnatrzgrupowej r(*) jest niedodatni (ujemny), to strategia (Ugs, Py) jest
nie gorsza (lepsza) od strategii (gs, Pp,). W zwiazku z tym, o ile jest to
mozliwe, nalezy tak wyrézniaé roztaczne grupy w populacji, by jak najsil-
niej byly zréznicowane obserwacje cech wewnatrz tych grup, bo wéwczas
wspolczynnik korelacji wewnatrzgrupowej bedzie ujemny.

Mozliwo$é tworzenia grup réwnolicznych pojawia sie w niektérych bada-
niach praktycznych, np. dotyczacych badan reprezentacyjnych w rolnictwie
i Srodowisku naturalnym. Wobec ograniczonych kosztéw przeznaczonych na
badania trzeba zdecydowaé, jak duzo grup mamy losowaé i o jakiej liczeb-
nosci. Ponadto pojawia sie potrzeba okreslenia zwigzku miedzy liczebnoécia
grupy i wariancja wewnatrzgrupowa badz wspolczynnikiem korelacji we-
wnatrzgrupowej. Tym problemem zajmowali si¢ poczatkowo Jessen (1942),
Mahalanobis (1944), Hedricks (1944), ktéry na podstawie badan empirycz-
nych wywnioskowali m.in., ze wariancja wewnatrzgrupowa v(®), dana wzo-
rem (3.55), jest niemalejaca funkcja liczebnosci grupy. Dla odpowiednio sfor-
mutowanej nieliniowej funkcji kosztéw obserwacji cech w probie grupowej
rozwazaja dwa zadania optymalizacyjne. Pierwsze polega na takim ustala-
niu liczebnosci g i M, aby wariancja estymatora osiagneta minimum przy
ustalonych kosztach dopuszczalnych badania statystycznego. Drugie zadanie
ma na celu znalezienie takich liczebnosci g i M, ktére zminimalizuja funk-
cje kosztoéw przy ustalonej doktadnosci estymacji okreélonej dopuszczalnym
poziomem wariancji. Wiecej szczegdtéw na ten temat mozna znalezé np.
w pracach Cochrana (1963) i Wywiata (1995).

Pozostaje jeszcze problem optymalnego ustalania przynalezno$ci elemen-
téw populacji do wyréznianych grup. Zadanie to podejmowal Wywial (1992,
1993, 1995), formulujac odpowiednie kryteria wyrézniania réwnolicznych
grup na podstawie z géry dostepnych danych o wartosciach cech dodatko-
wych.

e =14 (M —1)r®), (3.57)

3.3.2. Préba dwustopniowa

Utrzymujemy w mocy oznaczenia wprowadzone w uprzednim podrozdzia-
le, lecz teraz dodatkowo zakladamy, ze préba S jest dobierana za pomoca
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dwustopniowego schematu losowania. Pierwszy stopien losowania polega na
bezzwrotnym losowaniu g grup, przy czym zaklada sig, ze kazda z grup jest
losowana z tym samym prawdopodobienstwem jej wyboru do proby. Na-
stepnie z kazdej tak wybranej grupy U, jest losowana bezzwrotnie prébka
prosta S), o liczebnosci n,. Plan tak losowanej proby okresla wzor:

v (5) i)

Niech G
Jgs = — > Nyis, = Gzs, (3.58)
9 peS
gdzie
. 1 R . _ _ 1
zZ8 = — Z ZSp; Zsp = prsp, ysp = — Z yk (359)
9 pes " kes,

Statystyka Zg, jest nieobcigzonym estymatorem wartosci globalnej cechy
w p-tej grupie. Strategia (45, Py) daje nieobciazone oceny przecietnej w po-
pulacji, a jej wariancja ma postacé:

N

G
D* (95, Pa) = G(Gg_g)v*(z) L& 3 Wv*p, (3.60)
P

—_

9p
przy czym wariancje v, (z) okresla wzoér (3.43), a wariancje vy, wyrazenie:
1

_\2 _
- - - . 3.61
N1 DW= =y Yk (3.61)

k€U, P keu,

Vsp =

Nieobciazony stymator wariancji D? (¥gs, Pq) ma postaé:

. G(G - G &N, (N, —n
D%(iigs, Pa) = uv*s(z) +=> Mv*sp, (3.62)
g g p—l np
przy czym:
1 . .
vis(2) = T—1 (Zsp - 23)2,
e (3.63)
1 .
Uiy = > (e —¥s,)*
Mp =1 ges,

Nieobciazony estymator sredniej w populacji ma postaé:
_ Us
Wowczas: DZ(ggSa Pd) = NﬁQDz(@gSypd% D%‘(@gS: Pd) = NﬁQD%’(@gS: Pd)'
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Przyktad 3.15. Rozwazang w przyktadzie 3.9 populacje gmin wojewddztwa
katowickiego podzielono na grupy, ktére nie sq réwnoliczne. Srednia liczeb-
nosci grupy wynosi 4 gminy. Nastepnie wylosowano w sposob prosty i bez-
zwrotny g = 5 grup gmin spoérod G = 24. Z kolei z kazdej z tych grup
wylosowano trzy gminy, tak Ze ostatecznie w probie znajdujg sie nast@puj@ce
gminy: { Dgbrowa Gdrnicza, Imielin, Jaworzno, Ledziny, Miasteczko Sl@skze
Mikoléw, Pyskowice, Racibérz, Ruda Slaska, Wojkowice, Zawiercie, Zory,
Babice, Borowniki, Bojszowy}. Na podstawie wzoréw (3.58) i (3.64) wyli-
czamy oceny wartosci Srednich cech podlok (wplywy z podatkéw lokalnych)
i podrol (wplywy z podatku rolnego), ktore odpowiednio wynoszq 9856.581
1 90.07. Wartos¢ wariancyi D%(ggS,Pd) wynost 14 121 453.451 © 665.967
odpowiednio w przypadku cech podlok i podrol. Zatem oceny bledow $red-
nich szacunku estymatorow $rednich populacji cech podlok i podrol wyno-
szq odpowiednio 3757.852 1 25.806. Uwzgledniajgc wezedniejsze oszacowania
warto$ci Srednich w populacji wyliczamy oceny wzglednych bledow $rednich
szacunku, ktdre odpowiednio wynoszq: 38.1% i 28.7%.

Zakladamy, ze préba S jest automatycznie wywazona, co oznacza, ze
z kazdej wybranej do préby S grupy U), jest losowana prébka S, o liczebno$ci
réwnej ustalonej frakcji f elementow tej grupy, czyli:

np = fNp, p=1,...,G. (3.65)

Wtedy okreslony wzorem (3.58) estymator wartosci globalnej w populacji
przeksztaltca sie do postaci:

Jgs = Z > uk (3.66)
pESkES

Oznaczajac plan losowania préby dwustopniowej zréwnowazonej przez
P} na podstawie wzoru (3.60) wnioskujemy, ze:

GG-g) . ONO-)
gf T

gdzie wariancje v.(z) okresla wzor (3.43), natomiast wariancje wewnatrz-

D*(js,, Py) = v(z) + (3.67)

(w) . C
grupowa vy ~ okresla wyrazenie:

==

= Z WpVxp, Wy =

przy czym v, okresla wzér (3.61).

W szczegdlnosci rozwazmy schemat losowania préby dwustopniowej. Na
pierwszym stopniu sa losowane grupy elementéw z prawdopodobienstwa-
mi proporcjonalnymi do liczebnosci elementéw tworzacych grupy zgodnie
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ze schematem bezzwrotnego losowania proby Rao-Hartleya, ktory opisa-
no w punkcie 3.1.2. Zatem zakladamy, ze 7;p, = gpp < 1, k = 1,...,N
ipr = N, k\zij\il N;. Na drugim stopniu sposréd juz wylosowanych na pierw-
szym stopniu grup sa losowane bezzwrotnie préby proste S; o liczebnosci
ni, © = 1,...,9. Wéwczas nieobcigzonym estymatorem wartoséci globalnej
w populacji jest statystyka (por. np. Bracha, 1996):

ktorej wariancje okresla wzoér:

G 2
~ -1 Z
D? (fr,s) = Y Tk <1 - P 7Tk> <k — yU) +
k=1

przy czym v,y okresla wzér (3.61).
Estymator wariancji D? (§r s) ma postaé:

1

N . N
~ zs zZs
Dg(y”ﬂ):m > <1+9§ pi—m—m) (”—) +
k=1

hteS Th Tt

Np,

+y —— (Nh — np)vss,
przy czym Zg, i vyg, okreslaja odpowiednio wzéry (3.59) i (3.63).

Pozostaje jeszcze m.in. problem optymalnego wyznaczania liczebno-
Sci losowanych grup oraz liczebnos$ci losowanych na drugim stopniu préb.
W tym celu formutuje sie generalnie dwa rodzaje zadan. Pierwsze, czesciej
rozwazane w praktyce, polega na minimalizacji odpowiednio definiowanej
oczekiwanej funkcji kosztow losowania préby dwustopniowej i obserwacji
w niej danych przy zadanej doktadnosci estymacji, czyli przy ustalonej po-
stulowanej wartoéci wariancji estymatora. Drugie zadanie polega na mi-
nimalizacji wariancji estymatora przy ograniczonej wartoéci tych kosztow
oczekiwanych. Te zadania byly m.in. analizowane przez Konijna (1973)
i Wywiala (1992, 1995) dla przypadlku dwustopniowej préby prostej. Do-
dajmy, ze Kokan (1963) oraz Kokan i Khan (1967) rozwiazywali ogélniej-
sze zadanie polegajace na minimalizacji oczekiwanej funkcji kosztéw przy
ustalonych dopuszczalnych wartosciach wariancji strategii (945, Py) estyma-
cji wartosci globalnych wielu zmiennych w populacji, lecz dla przypadku,
gdy podczas drugiego stopnia losowania sa wybierane prébki réwnoliczne
z wezesniej dobranych grup.
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3.3.3. Predykcja na podstawie grupowego modelu nadpopulacji

Rozwazmy nastepujacy model nadpopulacji:

g

Ee(Yi) = pg, DY) =0,  dlaic Uy, g=1,...,G, (3.68)
Cové(Y,Yy) =0 dlai#t teU icU. '

Z populacji jest dobierana préba dwustopniowa s = [s1...s,], gdzie s; jest
n;-elementowa, préobka dobrang z grupy U;, ktora juz wceze$niej wyselekcjo-
nowano sposrod G grup. Wartos¢ globalna Yy = Zngl ZieUg Y; oceniamy
na podstawie proby dwustopniowej za pomoca statystyki:

Z Zs,, (3.69)

5165
przy czym
Zs, = N;Ys,, — Z Yz, (3.70)
T kes;
a w szczegdlnosci, gdy s; = U, ¢ = 1,..., G, czyli cale grupy sa losowane
do préby, to
Zs, = Zy, = Y Y, i=1,...,G. (3.71)

keU;

W przypadku arbitralnie dobranej proby statystyka Y; jest &-obciazonym
predyktorem wartosci globalnej. Mozna réwniez pokazaé, ze ten predyk-
tor wyznaczony z prostej proby dwustopniowej daje p&-nieobciazone oceny
wartosci globalne;j.

Mozna pokazaé, ze &-blad éredniokwadratowy predykcji ma postaé:

MSE¢ (Y,) = Ee (Y, - YU)2 _ & =3 N2% ZNO’ +AZ (3.72)

Si€s @ i=1
gdzie A¢ = E (173) — E¢ (Yy) jest obciazeniem predyktora Y, W przypadku

strategii predykcji (175, Pd(s)), czyli predyktora Yy z prostej proby dwustop-
niowej wzory (3.60) i (3.61) pozwalaja wyprowadzi¢ nastepujace wyrazenie
dla p& bledu sredniokwadratowego:

MSEpe (Y,) = EpEe (Y, — Yu)2 = E¢ (D%(:Ugs, Pd)) =

G- 1)(G -
=(gG g ZNk o 4 = Z )0 tva, (3.73)
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gdzie
el a
Z Ny — 1)? Z keH-

Ograniczmy losowanie dwustopniowe do jednostopniowego, w ktérym do
préby losuje sie cale grupy. Wtedy ny = Nk, k = 1,...,G, a wzor (3.73)
redukuje sie do nastepujacego:

(Ggé(l)(G )g ZNkak tuy A G —

MSEpe (V5) = 952 4 vy, (3.74)

=2 _ G 2 _ N
gdzie 07 = Y ;. wioy, wp = RE.

Weryfikacje jednorodnosci rozkladu prawdopodobienstwa zmiennych lo-
sowych odpowiadajacych okreslonej grupie mozna przeprowadzi¢ za pomoca
np. testow rozwazanych w punkcie 2.3.3.

Pytania i zadania

Okresl plan bezzwrotnego losowania proby warstwowe;j.

Okresl konstrukeje funkcji kosztow obserwacji cech.

Podaj proporcjonalng lokalizacje préb w warstwach.

Przy jakich warunkach $rednia z proby warstwowej jest lepszym estyma-
torem od $redniej z proby prostej?

5. Od czego i jak zalezy optymalna liczebno$é préby (losowanej z warstwy)
otrzymanej z warunkowej minimalizacji wariancji $redniej z préby war-

W=

stwowej?

6. Od czego i jak zalezy optymalna liczebno$é préby (losowanej z warstwy)
otrzymanej z minimalizacji kosztéw obserwacji zmiennej przy ustalonym
dopuszczalnym poziomie wariancji sredniej z préby warstwowej?

7. Podaj inne sposoby optymalnej lokalizacji préb w warstwach.

8. Zaproponuj konstrukcje przedziatu ufnosci dla oceny wartosci éredniej
w populacji na podstawie préby warstwowej.

9. Opisz systematyczny schemat losowania préby.

10. Wyjasnij grupowy schemat losowania préby.

11. Zaproponuj konstrukcje przedziatu ufnosci dla oceny wartoéci $redniej
w populacji na podstawie préby grupowe;.

12. Wyprowadz wzor na wariancje sredniej z prostej proby warstwowej.

13. Wyjasnij, w jaki sposob wariancja $redniej z préby grupowej zalezy od
wartosci wspolczynnika korelacji wewnatrzgrupowe;j.

14. Wymien podstawowe wlasnoéci wspotczynnika korelacji wewnatrzgrupo-
wej.
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15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.

25.
26.

27.

Opisz zwiazki miedzy wspdlczynnikiem korelacji wewnatrzgrupowej
a wariancjami wewnatrzgrupows i miedzygrupows oraz wynikajace stad
wnioski dotyczace interpretacji wspélczynnika korelacji wewnatrzgrupo-
wej.

Poréwnaj precyzje éredniej z préby grupowej i éredniej z préby proste;j.
Okresl model nadpopulacji opisujacy warstwowa strukture obserwacji.
Opisz strategie predykeji wartosci globalnej z préby warstwowej.

Opisz model grupowy lub warstwowy nadpopulacji.

Wyjasénij dwustopniowy schemat losowania préby.

Zaproponuj konstrukcje przedziatu ufnoéci dla oceny wartosci sredniej
w populacji na podstawie préby dwustopniowej.

Od czego zalezy wariancja $redniej z préby dwustopniowej?

Wyjasnij dwustopniowy schemat losowania préby zréwnowazonej.
Wskaz mozliwosci wykorzystania estymatoréw ilorazowych lub regresyj-
nych przy estymacji na podstawie proby dwustopniowej lub préby war-
stwowej.

Opisz strategie predykeji wartosci globalnej z préby dwustopniowej.
Wykaz nieobciazono$é sredniej z prostej proby warstwowej oraz wypro-
wadz jej wzor na wariancje traktujac ten estymator jako szczegdlny przy-
padek estymatora Horvitza-Thompsona.

Wartosci cechy dodatkowej w populacji wynosza: 1, 8, 4, 4, 22, 2, 0, 5,
3, 49. Wyznacz prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego propor-
cjonalne do tych liczb. Potem na ich podstawie wylosuj systematycznie
probe czteroelementowa.
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