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1.4.2. Estymacja na podstawie próby prostej . . . . . . . . . . . 31

1.5. Elementy weryfikacji hipotez . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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2.3.1. Przypadek próby prostej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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3.1. Definicje podstawowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5



3.2. Oceny podstawowych charakterystyk b l ↪edów ksi ↪egowych . . . . . . 80
3.2.1. Próba prosta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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WST ↪EP

W ostatnich latach można zauważyć wzmożone zainteresowanie metod ↪a
reprezentacyjn ↪a, która znajduje zastosowanie w różnych obszarach badań
naukowych, a w szczególności tradycyjnie w statystyce oficjalnej, badaniach
opinii publicznej i marketingu, a także w rolnictwie. Nowe dziedziny korzy-
staj ↪ace z metody reprezentacyjnej, to badania przestrzenne, geologiczne,
a także audytowe. Metody statystyczne s ↪a bardzo przydatne szczególnie
podczas wnioskowania o wynikach kontroli bardzo licznych populacji do-
kumentów ksi ↪egowych. Dotyczy to zw laszcza technik losowania prób doku-
mentów ksi ↪egowych, zeznań podatkowych itd. Przekonamy si ↪e dalej, że sto-
sowane w audycie techniki losowania prób s ↪a w istocie niemalże powszechnie
znanymi schematami losowania prób, których w lasności od dawna wykorzy-
stuje si ↪e w metodzie reprezentacyjnej.

Metody statystyczne zwykle s ↪a stosowane w procedurach kontrolnych
znanych w rewizji finansowej i do tego aspektu badań audytowych ograni-
czyno si ↪e w niniejszej pracy. Zrozumienie istoty metod statystycznych sto-
sowanych w audycie finansowym wymaga wprowadzenia minimum potrzeb-
nych metod doboru losowego prób oraz elementów wnioskowania statystycz-
nego. Dlatego zaraz po krótkim naświetleniu problemów dotycz ↪acych badań
audytowych wprowadzono podstawy schematów losowania prób z populacji
skończonej i ustalonej. Potem wy lożono tylko te wiadomości z teorii estyma-
cji i weryfikacji hipotez statystycznych, które b ↪ed ↪a potrzebne przy prezenta-
cji metod podejmowania decyzji, b ↪ed ↪acych etapem końcowym post ↪epowania
audytowego wykorzystuj ↪acego losowane próby obiektów kontrolowanych.
Od razu należy podkreślić, że niniejsza praca dotyczy zastosowania w au-
dycie tzw. podej́scia randomizacyjnego wyróżnianego w metodzie reprezen-
tacyjnej. Charakteryzuje si ↪e tym, że wszelkie wnioskowanie statystyczne,
czyli estymacja lub weryfikacja hipotez statystycznych, jest prowadzone na
podstawie prób z ustalonych i skończonych populacji. Znane w literatu-
rze tzw. podej́scie modelowe do wnioskowania statystycznego jest rzadziej
stosowane w procesach rewizji finansowej i nie b ↪edzie tutaj rozwijane, bo
wymaga loby to znacznego rozszerzenia wykorzystywanej dalej metodologii
statystycznej.

W literaturze dotycz ↪acej audytu finansowego dość jednolicie s ↪a wyk ladane
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metody estymacji branych pod uwag ↪e parametrów. W niniejszej pracy
po lożono nacisk na stosowanie zasad weryfikacji hipotez statystycznych w po-
st ↪epowaniu prowadz ↪acym do wyci ↪agania wniosków z przeprowadzanych kon-
troli z wykorzystaniem danych z prób losowych. W szczególności zwra-
cano uwag ↪e na zwi ↪azki pomi ↪edzy definiowanymi w teorii weryfikacji hipotez
statystycznych poj ↪eciami prawdopodobieństw pope lnienia b l ↪edów I albo II
rodzaju, a rodzajami ryzyka podejmowania decyzji w post ↪epowaniu audyto-
wym. Zawartość rozdzia lów 2 i 3 stanowi zasadnicz ↪a treść niniejszej pracy.
Obydwa dotycz ↪a prezentacji podstawowych procedur używanych w audycie
finansowym, lecz w kontekście podej́scia randomizacyjnego metody repre-
zentacyjnej. Trzymaj ↪ac si ↪e definicji Karlińskiego (2005, s. 25), rozdzia l 2
dotyczy badania zgodności, czyli innymi s lowy skuteczności systemu kon-
troli wewn ↪etrznej, a w rozdziale 3 zaj ↪eto si ↪e badaniem wiarygodności np.
ksi ↪ag lub sprawozdań rachunkowych. W każdym z tych rozdzia lów dzia lanie
prezentowanych procedur starano si ↪e ilustrować przyk ladami. Obliczenia
prowadzono za pomoc ↪a specjalnie do tych celów stworzonych programów
komputerowych napisanych w j ↪ezyku R, który jest coraz bardziej znany nie
tylko wśród statystyków. Ponadto, ten j ↪ezyk programowania jest powszech-
nie dost ↪epny, a jego używanie jest bezp latne.

Treść podr ↪ecznika jest efektem studiów m.in. podr ↪eczników dotycz ↪acych
stosowania metod statystyczych w audycie autorstwa: Guy, Carmichael
i Whittingston (2002), Ho ldy i Pociechy (2004, 2009), Karlińskiego (2005),
Klima (2005). Niniejsza praca ma za zadanie wzbogacić literatur ↪e dotycz ↪ac ↪a
zastosowań statystyki w audycie. Powinna być przydatna dla studentów
kierunków: Finanse i rachunkowość, Analityka gospodarcza lub Informa-
tyka i ekonometria. Powinna być też użyteczna dla audytorów zajmuj ↪acych
si ↪e w praktyce rewizj ↪a finansow ↪a. W pracy zamieszczano oprogramowa-
nie pozwalaj ↪ace na podejmowanie decyzji finalizuj ↪acych prace kontrolne
bez korzystania z tablic statystycznych, które s ↪a zamieszczane w innych
podr ↪ecznikach dla audytorów. Prezentowane przyk lady powinny u latwić
korzystanie z tego oprogramowania.

Bardzo dziekuj ↪e Panu profesorowi dr. hab. Stanis lawowi Heilpernowi
za wnikliw ↪a recenzj ↪e niniejszej pracy.



Rozdzia l 1

WPROWADZENIE DO
WNIOSKOWANIA
STATYSTYCZNEGO
O CHARAKTERYSTYKACH
DOKUMENTACJI
RACHUNKOWEJ

Wiadomo, że studenci drugiego roku kierunków ekonomicznych maj ↪a za
sob ↪a podstawowy kurs statystyki, który oprócz statystyki opisowej powinien
także obejmować elementy wnioskowania statystycznego. Dlatego w niniej-
szym rozdziale ograniczymy si ↪e do przypomnienia podstaw wnioskowania
statystycznego z jednoczesnym nawi ↪azaniem do problemów audytu finana-
sowego. Zw laszcza chodzi tutaj o uświadomienie sobie faktu, że pewne
poj ↪ecia wyst ↪epuj ↪ace w audycie maj ↪a swoje odpowiedniki w teorii wniosko-
wania statystycznego. W różnych sytuacjach poziom istotności testu sta-
tystycznego raz może być traktowany jako ryzyko aprobaty nieskutecznej
kontroli, a z innego punktu widzenia jako ryzyko dezaprobaty skutecznego
systemu kontroli.

1.1. Rodzaje ryzyka w audycie

Problem ryzyka w badaniach audytowych jest jednym z kluczowych za-
gadnień prawid lowego przeprowadzenia post ↪epowania sprawdzaj ↪acego sze-
roko rozumiane czynności ksi ↪egowe. Różnorodne podej́scia dotycz ↪ace tego
problemu s ↪a prezentowane m.in. w pracy Pfaffa (2008). W niniejszym opra-
cowaniu zostanie nakreślony problem ryzyka z punktu widzenia stosowanych
w audycie metod statystycznych.

Ryzyko zwi ↪azane ze stosowaniem procedur statystycznego wnioskowa-
nia na tle innych czynników ryzyka jest nast ↪epuj ↪ace. Ryzyko post ↪epowania
(badania) audytowego jest definiowane jako iloczyn:

rb = rnrkrs, (1.1)

gdzie przez rn, oznaczono tzw. ryzyko nieod l ↪aczne (inherent risk), które
charakteryzuje specyficzne dzia lania ksi ↪egowe. Z kolei rk jest ryzykiem za-
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wodności systemów kontroli wewn ↪etrznej (control risk). W końcu przez rn
oznaczono tzw. ryzyko niewykrycia (przeoczenia) przez kontrolera (detection
risk), przy czym

rn = rprs. (1.2)

Symbolem rp oznaczono ryzyko spowodowane wykorzystaniem dodatkowych
procedur kontrolnych (audit procedures) niezwi ↪azanych z losowaniem prób.
Z kolei rs jest ryzykiem statystycznym, które najbardziej interesuje nas
w niniejszej pracy. W istocie ryzyko rs = κ jest prawdopodobieństwem
pope lnienia tzw. b l ↪edu II rodzaju κ polegaj ↪acego na akceptacji wyst ↪epuj ↪acych
nieprawid lowości (risk of incorrect acceptance). κ jest w szczególności ryzy-
kiem b l ↪ednego wydania opinii pozytywnej o systemie kontroli wewn ↪etrznej,
który dzia la nieprawid lowo. W innym przypadku κ jest ryzykiem b l ↪ednej
akceptacji sprawozdania finansowego (np. bilansu) obarczonego niedopusz-
czalnym b l ↪edem.

Ze wzorów (1.1) i (1.2) wynika

rb = rnrkrprs,

co prowadzi do wyrażenia:

rs = κ =
rb

rnrkrp
. (1.3)

Sposoby ustalania w praktyce poziomów opisanych ryzyk zależ ↪a od spe-
cyfiki kontrolowanych obiektów oraz od wiedzy i doświadczenia audytora.
W wielu pracach spotykamy si ↪e z różnymi zaleceniami, dotycz ↪acymi spo-
sobów wyznaczania poziomów tych ryzyk. Owczarek (1996) pisze, iż zwykle
przyjmuje si ↪e, że

rb = 0.05, rn = 1.00, rp ∈ [0.50; 1.00],

rk ∈ [0.01; 0.10], gdy kontrola wewnetrzna jest bardzo dobra,
rk ∈ (0.10; 0.30], jeśli kontrola jest dobra,
rk ∈ (0.30; 0.50], jeśli kontrola jest wystarczajca,
rk ∈ (0.50; 0.70], gdy kontrola jest s laba,
rk ∈ (0.70; 1.00], jeżeli kontrola jest żadna (niedostateczna).

Na przyk lad gdy rb = 0.05, rn = rk = 1, rp = 0.5, to κ = rs = 0.1.
Jeśli rb = 0.05, rn = 1, rp = rk = 0.5, to κ = rs = 0.2.

Z przedstawionego krótkiego opisu czynników sk ladaj ↪acych si ↪e na ry-
zyko badania audytowego wynika, że nie ma ścis lych zasad ustalania ich po-
ziomów. Mamy tutaj do czynienia z dość dużym subiektywizmem, ponieważ
każdy audytor, oprócz wiedzy i doświadczenia, ma swoje sk lonności do
wi ↪ekszego lub mniejszego optymizmu przy ustalaniu poziomów wyróżnionych
ryzyk. W konsekwencji dotyczy to również ryzyka statystycznego rs wy-
znaczanego ze wzoru (1.3). Jak si ↪e jednak okaże w dalszej treści pracy
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i co należy podkreślić, procedury wnioskowania statystycznego pozwalaj ↪a
podejmować decyzje ścísle zachowuj ↪ace ustalony poziom ryzyka statystycz-
nego. Innymi s lowy, po ustaleniu ryzyka rs dalsze post ↪epowanie jest ścis le,
co gwarantuj ↪a znane w lasności metod statystyki matematycznej. Tu nie ma
już miejsca na subiektywizm badacza.

Rozważany model ryzyka jest uproszczon ↪a wersj ↪a znanego w auditingu
tzw. podej́scia probabilistycznego. W literaturze przedmiotu s ↪a jeszcze
brane pod uwag ↪e podej́scia lingwistycze oraz tzw. teoria Dempstera–Sha-
fera, które s ↪a analizowane m.in. przez Ho ld ↪e i Pociech ↪e (2009).

1.2. Populacja i parametry zmiennych

W rachunkowości mamy g lównie do czynienia z populacjami tradycyj-
nych dokumentów papierowych lub dokumentów zapisanych na odpowied-
nich nośnikach elektronicznych. Populacj ↪e b ↪edziemy oznaczać przez U .
Liczb ↪e elementów tworz ↪acych populacj ↪e U (liczebność) oznaczamy przez
N . Każdy element tego typu populacji ma swój numer identyfikacyjny,
którym może być np. nr faktury. Mamy tutaj zatem do czynienia z tzw.
populacjami identyfkowalnymi, co znacznie u latwi losowanie prób. Identy-
fikowalność populacji w praktyce oznacza, że dysponujemy list ↪a elementów
populacji, co pozwala nadać każdemu elementowi populacji w sposób wza-
jemnie jednoznaczny liczb ↪e naturaln ↪a. Taki spis elementów ewentualnie
rozbudowany o dodatkowe informacje o strukturze wartości tzw. zmiennych
pomocniczych w populacji nazywamy operatem losowania.

Każdy dokument ma zwykle kilka zapisów, czyli na fakturze mamy wy-
szczególnione oprócz jej numeru kwot ↪e netto sprzedawanego towaru, kwot ↪e
brutto, ewentualny rabat, ilość towaru, jego cen ↪e jednostkow ↪a itd. Te za-
pisy b ↪edziemy traktowali jako wartości odpowiednich zmiennych (cech) cha-
rakteryzuj ↪acych dokumenty. W szczególności niech x i y b ↪ed ↪a zmiennymi
oznaczaj ↪acymi odpowiednio ilość sprzedanego przez rolników zboża i jego
wartość. Z kolei przez xi oraz yi oznaczamy odpowiednio ilość oraz wartość
zboża sprzedanego przez ustalonego i-tego rolnika, i = 1, . . . , N . Krótko
mówi ↪ac, para (xi, yi) jest wartości ↪a (obserwacj ↪a) dwuwymiarowej zmien-
nej (x, y). Wektor wszystkich wartości (obserwacji) zmiennej x oznaczamy
przez x = [x1 x2 . . . xN ]. Ten wektor jest również nazywany parametrem po-
pulacji. Zak ladamy, że wartości zmiennych (parametrów, cech) s ↪a liczbami
ze zbioru liczb rzeczywistych, czyli x ∈ RN . Z kolei wartości dwuwymiaro-
wej zmiennej (x, y) możemy zapisać jako macierz (parametr) o wymiarach
2×N itd.

Przyk lad 1.1
W przypadku audytu finansowego, dysponujemy nominalnymi obserwa-

cjami wartości faktur, które oznaczamy przez xi, i = 1, . . . , N . Każda
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faktura ma swój numer i. Zatem operat losowania sk lada si ↪e z ci ↪agu par
wartości (i, xi), i = 1, . . . , N , gdzie i jest kolejnym numerem faktury, a xi
jest nominaln ↪a obserwacj ↪a jej wartości.

Na podstawie dokumentów wyliczane s ↪a np. sumy ich określonych po-
zycji ksi ↪egowych, czyli formalnie rzecz bior ↪ac wartość sumy

xU =
N∑
i=1

xi,

która jest nazywana wartości ↪a globaln ↪a lub wartości ↪a  l ↪aczn ↪a zmiennej x.
Wartość przeci ↪etn ↪a zmiennej x oznaczamy przez

x̄ =
1

N

N∑
i=1

xi =
xU
N
.

Przypuśćmy, że badana cecha dokumentu może być typu dychotomicz-
nego, co w szczególności oznacza, iż zmienna x jest zero-jedynkowa, czyli
x = 0 albo x = 1. Przyk ladowo, gdy rachunek dotyczy zap laty za prac ↪e
akordow ↪a, to x = 0, a gdy za inny rodzaj pracy, to x = 1. Liczb ↪e elementów
populacji z cech ↪a wyróżnion ↪a, czyli np. w naszym przypadku liczb ↪e b l ↪ednych
dokumentów oznaczymy przez mU,x i wyliczymy ze wzoru:

mU,x = xU =
N∑
i=1

xi.

Cz ↪estość wzgl ↪edn ↪a wyst ↪epowania cechy wyróżnionej w populacji wyli-
czamy ze wzoru:

pU,x =
1

N

N∑
i=1

xi =
mU,x

N
.

Wariancj ↪e zmiennej w populacji pozwala wyliczyć wzór:

v∗U,x =

∑
k∈U(xk − x̄)2

N − 1

Określone symbolami xU , x̄, mU,x, pU,x i vU,x funkcje wartości cechy
x (parametru populacji) nazywamy opisowymi parametrami populacji lub
krótko parametrami opisowymi.

Zauważmy, że z zapisanych wzorów wynikaj ↪a nast ↪epuj ↪ace, jak okaże si ↪e,
pożyteczne tożsamości.

xU = Nx̄ mU,x = NpU,x. (1.4)
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Przyk lad 1.2
Za lóżmy, że 5 faktur ma nast ↪epuj ↪ace wartości w z l: x1 = 100, x2 =

281, x3 = 29, x4 = 150, x5 = 20. Zatem populacja sk lada si ↪e z N = 5 ele-
mentów. W wyniku przeprowadzonego pe lnego audytu uzyskano nast ↪epuj ↪ace
poprawione, czyli prawdziwe wartości tych dokumentów: y1 = 100, y2 =
275, y3 = 25, y4 = 150, y5 = 20. Populacja jest wi ↪ec identyfikowalna, bo-
wiem każdej fakturze jest wzajemnie jednoznacznie przypisany jej numer.
Ponadto, z góry s ↪a znane wartości nominalne faktur, które wraz z jej nu-
merem tworz ↪a operat losowania próby. Wektory x = [100 281 29 150 20]
i y = [100 275 25 150 20] s ↪a parametrami naszej populacji lub innymi s lowy
wartościami zmiennych (cech) odpowiednio x i y. St ↪ad wynika, że wektor
b l ↪edów w wartościach faktur ma postać: e = x − y = [0 6 4 0 0]. Z ko-
lei wartości zero-jedynkowej zmiennej identyfikuj ↪acej wyst ↪epowanie b l ↪edu
oznaczamy przez z = [0 1 1 0 0]. St ↪ad wyliczamy nast ↪epuj ↪ace parametry
opisowe populacji. Nominalna wartość globalna faktur wynosi xU = 580
z l, a prawdziwa wartość globalna faktur wynosi yU = 570 z l, natomiast
wartość globalna b l ↪edów jest równa eU = xU − yU = 10 z l. Średnia wartość
nominalna faktury wynosi x̄ = 116 z l, natomiast przeci ↪etna prawdziwych
wartości faktur jest równa ȳ = 114 z l. Średnia b l ↪edów w wartościach do-
kumentów wynosi ē = 2 z l. Z kolei liczba b l ↪ednych faktur to mz,U = 2,
a cz ↪estość ich wyst ↪epowania jest równa pz,U = 0.4.

Zmienna zero-jedynkowa z gra rol ↪e zmiennej diagnostycznej, czyli iden-
tyfikuje nieprawid lowości, gdy jest równa jedności, a ich brak, jeśli jest
równa zeru.

Inny ważny problem zwi ↪azany z badaniem tzw. wiarygodności sprawo-
zdań wymaga pewnych za lożeń modelowych generowania si ↪e b l ↪edów w war-
tościach np. pozycji ksi ↪egowych. Niech x b ↪edzie nominaln ↪a pozycj ↪a ksi ↪egow ↪a
(np. faktury, zadeklarowanej kwoty podatku), czyli xk, k = 1, . . . , N jest
zaobserwowan ↪a wartości ↪a pozycji ksi ↪egowej (np. wp lacon ↪a kwot ↪a podatku).
Z kolei przez y oznaczymy zmienn ↪a, której wartość yk, k = 1, . . . , N jest
prawdziw ↪a wartości ↪a pozycji ksi ↪egowej, czyli skorygowan ↪a w wyniku prze-
prowadzonego audytu. Zatem b l ↪ad określa różnica: ek = xk − yk. Wówczas
zwi ↪azek mi ↪edzy zmiennymi można modelować nast ↪epuj ↪aco:

xk = yk + ek, k = 1, . . . , N. (1.5)

Parametry tego addytywnego modelu s ↪a nast ↪epuj ↪ace:

v∗U,x = v∗U,y + v∗U,e + 2v∗U,y,e, (1.6)

gdzie v∗U,y, v∗U,x, v∗U,e oraz

v∗U,y,e =
1

N − 1

∑
k∈U

(yk − ȳ)(ek − ē) (1.7)
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s ↪a odpowiednio wariancjami zmiennych y, x, e oraz kowariancj ↪a zmiennych
y i e. Wartości zmiennej e s ↪a b l ↪edami addytywnie nak ladaj ↪acymi si ↪e na
odpowiednie wartości zmiennej y. Jeśli zmienne y i e nie s ↪a skorelowane, to

v∗U,x = v∗U,y + v∗U,e. (1.8)

Z kolei, gdy zmienne y i e s ↪a skorelowane dodatnio, to

v∗U,x > v∗U,y + v∗U,e, (1.9)

W końcu, gdy zmienne y i e s ↪a skorelowane ujemnie, to

v∗U,x < v∗U,y + v∗U,e. (1.10)

Można  latwo pokazać, że wspó lczynnik korelacji zmiennych x i y ma
postać:

rx,y =
v∗U,x,y√
v∗U,xv∗U,y

=
v∗U,y + v∗U,y,e√

v∗U,y(v∗U,y + v∗U,e + 2v∗U,y,e)
. (1.11)

Parametr rx,y jest dodatni, gdy zmienne y i e nie s ↪a ujemnie skorelowane.
W szczególności, jeśli y i e nie s ↪a skorelowane, to

rx,y = r =

√
v∗U,y

v∗U,y + v∗U,e
. (1.12)

Ten wskaźnik jest nazywany wspó lczynnikiem rzetelności obserwacji x zmien-
nej y (por. np. Guilford, 1960). Bliskie jedności wartości wspó lczynnika r
świadcz ↪a o wysokiej jakości obserwacji zmiennej, ponieważ wariancja b l ↪edów
obserwacji jest ma la w stosunku do zmiennej y. Trzeba jednak zwrócić
uwag ↪e na szczególny przypadek, gdy r = 1, co bynajmniej nie świadczy
o braku wyst ↪epowania b l ↪edów, ponieważ taka sytuacja zachodzi, gdy nieze-
rowy b l ↪ad obserwacji jest taki sam dla wszystkich wartości y.

Multiplikatywny model generowania si ↪e obserwacji ma postać:

xk = ykuk, k = 1, . . . , N, (1.13)

przy czym uk > 0. Ten model można sprowadzić do nast ↪epuj ↪acej postaci
addytywnej, przyjmuj ↪ac, iż uk = 1 + zk. Wówczas:

xk = yk(1 + zk) = yk + ykzk, k = 1, . . . , N, (1.14)

przy czym wobec za lożenia, że wartości zmiennej y s ↪a nieujemne, należy
postulować, aby z ≥ −1. W tym przypadku wartość b l ↪edu ek = ykzk jest
proporcjonalna do wartości yk.
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1.3. Metody losowania próby

W praktyce badań statystycznych jest popularne poj ↪ecie próby losowa-
nej bezzwrotnie jako n-elementowego podzbioru s populacji U , czyli s ⊆ U .
Z kombinatorycznego punktu widzenia próba s jest n-elementow ↪a kombi-
nacj ↪a bez powtórzeń, wybran ↪a ze zbioru N -elementowego. Zatem zbiór S
wszystkich możliwych do wybrania z populacji U prób wynosi

(
N
n

)
. Zbiór

S jest zwany również przestrzeni ↪a prób.

Definicja 1.1
Plan losowania próby P (s) jest nast ↪epuj ↪acym rozk ladem prawdopodo-

bieństwa określonym na zbiorze (przestrzeni) prób S, przy czym

0 ≤ P (s) ≤ 1 dla każdej s ∈ S, oraz
∑
s∈S

P (s) = 1. (1.15)

Zatem plan losowania próby przyporz ↪adkowywuje każdej możliwej do
wylosowania próbie pewn ↪a wartość prawdopodobieństwa. W szczególności
próba s nie b ↪edzie losowana z populacji, gdy P (s) = 0. Jeśli P (s) = 1, to
z populacji jest losowana tylko próba s, która jest nazywana prób ↪a celow ↪a.
Próba celowa wyst ↪epuje w praktyce, gdy audytor wskazuje na podstwie swo-
jej wiedzy lub doświadczenia tak ↪a prób ↪e, uważaj ↪ac, że ona w laśnie najlepiej
reprezentuje populacj ↪e. Konstrukcje planów losowania mog ↪a być dowolne,
jakkolwiek istniej ↪a pewne racjonalne przes lanki ich definiowania, o czym
b ↪edzie mowa dalej.

Przyk lad 1.3
Za lóżmy, że populacja sk lada si ↪e z N = 4 elementów i oznaczmy j ↪a

zbiorem: U = {1, 2, 3, 4}. Wszystkie możliwe do wybrania próby dwuele-
mentowe tworz ↪a zbiór:

S = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}.

Określmy nast ↪epuj ↪acy plan losowania: P (1, 2) = 0.05, P (1, 3) = 0.05,
P (1, 4) = 0.01, P (2, 3) = 0.09, P (2, 4) = 0.2, P (3, 4) = 0.6.

Prawdopodobieństwo inkluzji rz ↪edu pierwszego dla k-tego elementu po-
pulacji jest prawdopodobieństwem wylosowania tego elementu do próby,
czyli:

πk =
∑
{s:k∈s}

P (s).

Prawdopodobieństwo inkluzji rz ↪edu drugiego dla k-tego oraz t-ego elementu
populacji jest prawdopodobieństwem wylosowania tych elementów do próby,
czyli:

πk,t = πt,k =
∑

{s:k∈s,t∈s}

P (s).
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Jeśli próba o ustalonym rozmiarze n jest losowana bezzwrotnie, to

N∑
k=1

πk = n,
N∑
k=1

N∑
t=1,t6=k

πk,t = n(n− 1). (1.16)

Przyk lad 1.4
Niech plan losowania próby trójelementowej z populacji 5-elementowej

ma postać:

P (1, 2, 3) = P (1, 2, 4) = P (1, 3, 4) = P (1, 3, 5) = P (2, 3, 5) = P (2, 4, 5) = 0,

P (1, 2, 5) = 0.3, P (1, 4, 5) = 0.2, P (2, 3, 4) = 0.1, P (3, 4, 5) = 0.4.

Wówczas, prawdopodobieństwa inkluzji rz ↪edu pierwszego maj ↪a postać:

π1 = 0.5, π2 = 0.4, π3 = 0.5, π4 = 0.7, π5 = 0.9,

przy czym np.

π1 = P (1, 2, 3) +P (1, 2, 4) +P (1, 2, 5) +P (1, 3, 4) +P (1, 3, 5) +P (1, 4, 5) =

= 0 + P (1, 2, 5) + P (1, 4, 5) = 0.3 + 0.2 = 0.5.

Z kolei prawdopodobieństwa inkluzji rz ↪edu drugiego s ↪a nast ↪epuj ↪ace:

π1,2 = 0.3, π1,3 = 0, π1,4 = 0.2, π1,5 = 0.5, π2,3 = 0.1, π2,4 = 0.1,

π2,5 = 0.3, π3,4 = 0.5, π3,5 = 0.4, π4,5 = 0.6,

przy czym np.

π4,5 = P (1, 2, 5)+P (1, 3, 5)+P (1, 4, 5)+P (2, 3, 5)+P (2, 4, 5)+P (3, 4, 5) =

= P (1, 4, 5) + P (3, 4, 5) = 0.2 + 0.4 = 0.6.

Sprawdzamy, że

5∑
k=1

πk = 3,
5∑

k=1

5∑
t=1,t 6=k

πk,t = 6.

W sensie technicznym, po to aby dobrać kolejno elementy populacji
do próby zgodnie z za lożonym planem losowania, trzeba określić schemat
losowania próby. Innymi s lowy schemat losowania próby jest pewnym algo-
rytmem doboru elementów populacji do próby, realizuj ↪acym postulowany
plan jej losowania.
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1.3.1. Próba prosta

Powszechnie znane określenie próby prostej jest nast ↪epuj ↪ace.

Definicja 1.2
Prosta próba o liczebności n losowana bezzwrotnie jest definiowana wyra-

żeniem:

Pbz(s) = 1/

(
N

n

)
, gdzie s ∈ S.

Parametry tego planu s ↪a nast ↪epuj ↪ace: πk = n
N
, πk,t = n(n−1)

N(N−1)
dla k =

1, . . . , N , t = 1, . . . , N , k 6= t.
Zatem, każda możliwa do wybrania z populacji próba prosta jest loso-

wana z tym samym prawdopodobieństwem. Podobnie, prawdopodobieństwa
inkluzji rz ↪edu pierwszego s ↪a takie same. To również dotyczy prawdopodo-
bieństwa inkluzji rz ↪edu drugiego.

Algorytm (schemat) losowania rozważanej próby prostej jest nast ↪epuj ↪acy:
1. Pierwszy element próby jest losowany z populacji z prawdopodobieństwem

p1 = 1
N
, czyli np. należy wygenerować liczb ↪e losow ↪a u o rozk ladzie jed-

nostajnym określonym na przedziale [0; 1] i wtedy jest wybierany j-ty
element populacji, gdy j−1

N
≤ u < j

N
, j = 1, . . . , N .

2. k−ty element próby jest podobnie losowany z populacji pomniejszo-
nej o już wcześniej wylosowane z niej (k − 1) elementy z prawdopo-
dobieństwem pk = 1

N−k+1
, k = 2, . . . , n.

Przyk lad 1.5
Gdy N = 5 i n = 2, to plan bezzwrotnego losowania próby prostej

określa wyrażenie: Pbz(s) = 0.1, gdzie jego prawdopodobieństwa inkluzji s ↪a
postaci: πk = 0.4, πk,t = 0.1 dla k = 1, . . . , 5, t = 1, . . . , 5, k 6= t.

Algorytm losowania rozważanej próby jest nast ↪epuj ↪acy. Pierwszy ele-
ment próby należy losować z prawdopodobieństwem p1 = 0.2 z ca lej pi ↪ecio-
elementowej populacji, a drugi element wybieramy z prawdopodobieństwem
q2 = 0.25 z populacji czteroelementowej, czyli pomniejszonej o już wcześniej
wylosowany element.

Definicja 1.3
Prosta próba o liczebności n losowana zwrotnie jest definiowana wyraże-

niem (por. Tillé, 2006, s. 54):

Pz(s) =
n!

Nn
∏

k∈U nk!
, gdzie s ∈ S, 0 ≤ nk ≤ n,

N∑
k=1

nk = n

przy czym nk jest krotności ↪a wyst ↪epowania k-tego elementu populacji w pró-
bie s, natomiast S jest zbiorem wszystkich możliwych prób n-elementowych,
w których elementy populacji mog ↪a wielokrotnie wyst ↪epować.
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Prawdopodobieśtwa inkluzji tego planu określaj ↪a wzory: πk = 1 −(
N−1
N

)n
, πk,t = 1−2

(
N−1
N

)n
+
(
N−2
N

)n
, przy czym k = 1, . . . , N, t = 1, . . . , N,

k 6= t.
Schemat losowania rozważanej próby jest nast ↪epuj ↪acy. Każdy element

populacji jest losowany zwrotnie z prawdopodobieństwem p = 1/N do próby
n−krotnie. Zatem elementy populacji s ↪a losowane do próby niezależnie.

Przyk lad 1.6
Gdy N = 4 i n = 2, to plan zwrotnego losowania próby prostej ma

postać: Pz(s) = 0.1, gdzie s ∈ S. Parametry tego planu s ↪a nast ↪epuj ↪ace:
πk = 7/16, πk,t = 1/8, k = 1, . . . , 4, t = 1, . . . , 4, k 6= t.

Po to aby wylosować rozważan ↪a prób ↪e, należy z ca lej populacji wylo-
sować (zwrotnie) dwa elementy, przy czym za każdym razem prawdopodo-
bieństwo wylosowania elementu populacji ma wynosić 0.25.

Teraz rozważymy najprostszy przypadek systematycznego losowania pró-
by, gdy jej liczebność n jest liczb ↪a naturaln ↪a otrzyman ↪a z ilorazu N/q, gdzie
parametr q jest nazywany odst ↪epem (interwa lem) losowania systematycz-
nego. Schemat losowania próby s polega na tym, że spośród q−pierwszych
elementów populacji losuje si ↪e jeden z nich, a nast ↪epnie wybiera si ↪e te
elementy, których numery s ↪a odleg le od numeru pierwszego wylosowanego
elementu o krotności liczby q. Jeśli np. wylosowano ie−ty element popula-
cji spośród q−pierwszych elementów, wówczas do próby se wejd ↪a elementy
o numerach ie, ie+q, ie+2q, . . . , ie+tq, . . . ie+(n−1)q lub w zapisie bardziej synte-
tycznym se = (ie+eq; e = 0, 1, . . . , n − 1). Przestrzeń wszystkich możliwych
do wylosowania prób sk lada si ↪e z q−prób tworz ↪acych zbiór S = {s1, . . . , sq}.
W zwi ↪azku z tym mamy nast ↪epuj ↪ace określenie.

Definicja 1.4
Plan losowania prostej próby systematycznej określa wyrażenie:

Psys(s) =
1

q
dla s ∈ S.

Prawdopodobieństwa inkluzji rz ↪edu pierwszego i drugiego s ↪a takie same
i wynosz ↪a:

πi =
1

q
dla i = 1, . . . , N,

πi,j =

{
1
q

dla i 6= j, i ∈ s, j ∈ s,
0 dla i 6= j, i 6∈ s, lub j 6∈ s.

Algorytm schematu losowania próby prostej systematycznej o liczebności
n, z interwa lem losowania q jest nast ↪epuj ↪acy. Należy wygenerować liczb ↪e lo-
sow ↪a u z rozk ladu jednostajnego prawdopodobieństwa określonego na prze-
dziale [0; 1]. Prób ↪e wyznacza ci ↪ag numerów elementów w populacji: s =

18



(i1, i1 + q, . . . , i1 + (n − 1)q), przy czym element populacji o numerze i1
wyznacza nierówność:

i1 − 1

q
< u ≤ i1

q
. (1.17)

Przyk lad 1.7
Gdy N = 12, n = 3, pk = 1/4. Wtedy interwa l losowania systema-

tycznego prostego wynosi q = N
n

= 4 Niech liczba losowa o rozk ladzie
jednostajnym na przedziale [0, 1] wynosi u = 0.62. Wówczas powyższy algo-
rytm prowadzi do wyboru próby s = (3, 7, 11), gdyż dla pierwszego elementu
próby, b ↪ed ↪acego jednocześnie elementem poplacji o numerze i1 = 3 zachodzi
nierówność:

2

q
= 0.5 < u = 0.62 < 0.75 =

3

q
.

1.3.2. Próba monetarna

Specyfik ↪a badań audytowych, zw lasza wiarygodności np. bilansów, jest
fakt, że zwykle jest nieograniczony dost ↪ep do nominalnych wartości doku-
mentów ksi ↪egowych, bowiem zazwyczaj np. wartości faktur s ↪a przecho-
wywane wraz z jej numerem (identyfikatorem) w jednym miejscu, którym
może być dysk magnetyczny. Te informacje, jak si ↪e okaże, można w sposób
efektywny wykorzystać do podniesienia dok ladności wnioskowania staty-
stycznego zwi ↪azanego z zadaniami kontrolnymi.

Zmienn ↪a, której wartości s ↪a z góry znane w populacji dokumentów, np.
wspomniane wartości nominalne faktur, oznaczymy przez x, a jej wartości
przez xk, k = 1, . . . , N . Jednym ze sposobów wykorzystania tej danej jest
konstrukcja schematu losowania próby, który jak to okaże si ↪e później, może
znacznie podnieść m.in. precyzj ↪e estymacji charakterystyk rozk ladu skory-
gowanych wartości faktur.

Postuluje si ↪e, aby elementy populacji losować do próby z prawdopodo-
bieństwami inkluzji rz ↪edu pierwszego, proporcjonalnymi do wartości nomi-
nalnych przypisanych dokumentom, czyli aby πk ∝ xk, przy czym xk > 0
dla k = 1, . . . , N .

Wtedy zgodnie z ż ↪adaniem, aby próba by la losowana bezzwrotnie i mia la
ustalon ↪a liczebność, powinna być spe lniona w lasność:

∑N
k=1 πk = n. Zatem

należa loby przyj ↪ać, że:

π
(0)
k =

nxk∑N
i=1 xi

, k = 1, . . . , N. (1.18)

Nie da si ↪e jednak wykluczyć, że dla pewnego e wartość xe jest na tyle duża,
iż πh > 1. Wówczas przyjmuje si ↪e (por. np. Tillé, 2006 lub Ardilly i Tillé,
2006), że πh = 1. To oznacza, że h−ty element populacji b ↪edzie celowo
dobierany do próby, a prawdopodobieństwa doboru pozosta lych elementów
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należy skorygować. W tej sytuacji algorytm post ↪epowania jest nast ↪epuj ↪acy.
Wyznaczamy taki wskaźnik h spośród k = 1, . . . , N, że

π
(0)
h = maximum

k∈U{π
(0)
k },

gdzie, przypomnijmy, przez U oznaczono populacj ↪e, a dok ladnie zbiór nu-
merów elementów populacji. Jeśli π

(0)
h ≤ 1, to przyjmujemy, że πk = π

(0)
k ,

dla k = 1, . . . , N i to już koniec algorytmu wyznaczania wartości prawdo-
podobieństw inkluzji.

W przypadku gdy π
(0)
h > 1, przyjmujemy, że πh = 1 i wyznaczamy

nast ↪epuj ↪ace ilorazy:

π
(1)
k =

(n− 1)xk∑N
i=1 xi − xh

, k = 1, . . . , N ; k 6= h.

Potem znów wyznaczamy wskaźnik g, tak aby

π(1)
g = maximum

k∈{U−h}{π
(1)
k }

Jeśli π
(1)
g ≤ 1, to przyjmujemy, że πh = 1, πk = π

(1)
k dla k = 1, . . . , N, przy

czym k 6= h. To kończy algorytm wyznaczania wartości prawdopodobieństw
inkluzji.

W przeciwnym przypadku, jeśli π
(1)
g > 1, to przyjmujemy, że πh = 1,

πg = 1 i ponownie wyznaczamy odpowiednie ilorazy.
Uogólniaj ↪ac przedstawione rozumowanie, przypuśćmy, że mamy do czy-

nienia z e−tym etapem algorytmu, przy czym e = 0, 1, . . . , r < n, πki = 1
dla i = 1, . . . , e− 1 oraz

π
(e)
k =

(n− e)xk∑N
i=1 xi −

∑e
h=1 xkh

, k ∈ {U − {k1, . . . , ke}}, (1.19)

gdzie U−{k0} = U, czyli {k0} jest zbiorem pustym. Wyznaczamy wskaźnik
ke+1, tak aby

π
(e)
ke+1

= maximum
k∈{U−{k1,...,ke}}

{π(e)
k }.

Jeśli π
(e)
ke+1
≤ 1, to przyjmujemy, że πki = 1 dla i = 1, . . . , e oraz πk = π

(e)
ki

dla k ∈ {U − {k1, . . . , ke}}. Wtedy algorytm wyznaczania prawdopodo-
bieństw inkluzji zatrzymujemy.

W przeciwnym przypadku, gdy π
(e)
ke+1

> 1, to kontynuujemy algorytm
wyznaczania tych prawdopodobieństw, przyjmuj ↪ac, że πke+1 = 1 i wyliczamy

π
(e+1)
k =

(n− e− 1)xk∑N
i=1 xi −

∑e+1
h=1 xkh

, k ∈ {U − {k1, . . . , ke+1}}. (1.20)
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Przyk lad 1.8
Populacja liczy N = 6 elementów, a próba n = 2 elementy. Obserwacje

wartości faktur s ↪a nast ↪epuj ↪ace: x1 = 6, x2 = 4, x3 = 120, x4 = 54, x5 =
10, x6 = 6. Korzystaj ↪ac ze wzorów (1.18)-(1.20), mamy: π

(0)
3 = 240

200
> 1.

Przyjmujemy, że π3 = 1, co oznacza, że trzeci ↪a faktur ↪e dobieramy do próby
celowo. Nast ↪epnie wyliczamy, że π1 = π6 = 0.075, π2 = 0.05, π4 = 0.675
i π5 = 0.125. Można sprawdzić, że

∑6
k=1 πk = 2.

Uczestnicy Panelu (1989) stwierdzaj ↪a, że każdy schemat losowania bez-
zwrotnego próby o ustalonej liczebności z różnymi prawdopodobieństwami
wyboru do niej elementów populacji zależnych od zmiennej pomocniczej
określonej w jednostkach pieni ↪eżnych jest nazywany schematem losowania
dolarowego, walutowego lub monetarnego. W zwi ↪azku z tym każdy schemat
losowania próby z określonymi wcześniej wzorami (1.18)-(1.20) prawdopo-
dobieństwami inkluzji rz ↪edu pierwszego może być traktowany jako schemat
monetarny losowania próby. W literaturze statystycznej, a dok ladniej do-
tycz ↪acej metody reprezentacyjnej, można znaleźć wiele takich schematów lo-
sowania prób. Wartymi polecenia pracami, w których znajdziemy mnogość
opisów schematów losowania prób, s ↪a np. pozycje Brewera i Hanifa (1983)
oraz Tillé (2006).

Losowanie odrzucaj ↪ace
Zostanie opisany schemat zwrotnego losowania odrzucaj ↪acego próby z po-

wtarzaj ↪acymi si ↪e w niej elememtami populacji, który można nazwać zwrot-
nym schematem losowania odrzucaj ↪acym próby z powtarzaj ↪acymi si ↪e w nich
elementami. W skrócie ten sposób wyboru próby można nazwać losowaniem
odrzucaj ↪acym, co jest t lumaczeniem angielskiego terminu rejective sampling
(por. np. Hájek, 1964). Opis tego schematu losowania przy ustalonych
wartościach prawdopodobieństw inkluzji rz ↪edu pierwszego przytaczamy na
podstawie prac Bergera (1998) oraz Hájka (1964, 1981).

Niech

qk = λ
πk

1− πk

(
1 +

π̂ − πk
dπ

)
, k = 1, . . . , N, (1.21)

gdzie

dπ =
N∑
k=1

πk(1− πk), (1.22)

π̂ =
1

dπ

N∑
k=1

π2
k(1− πk),

przy czym λ jest tak dobierane, aby

N∑
k=1

qk = 1.
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Wówczas, algorytm losowania próby o liczebności n-elementów jest nast ↪e-
puj ↪acy. Losujemy zwrotnie n-elementow ↪a prób ↪e, przy czym w każdym
ci ↪agnieniu k-ty element populacji jest losowany z prawdopodobieństwem
qk, k = 1, . . . , N. Jeśli w sk lad tak wylosowanej próby wchodz ↪a różne ele-
menty populacji, to algorytm losowania zatrzymujemy. W drugiej możliwej
sytuacji, gdy w wylosowanej próbie przynajmniej dwa elementy populacji
powtarzaj ↪a si ↪e, tak ↪a prób ↪e odrzucamy (nie akceptujemy) i losujemy zwrot-
nie ponownie prób ↪e z prawdopodobieństwami qk, k = 1, . . . , N dostania
si ↪e kolejnych elementów populacji do próby. Ten algorytm powtarzamy
aż do skutku polegaj ↪acego na wylosowaniu próby, w której nie wyst ↪epuj ↪a
powtórzenia elementów.

Dodajmy, że można nieco usprawnić (przyspieszyć) w laśnie opisany al-
gorytm. Polega to na tym, że na bież ↪aco podczas losowania kolejnych ele-
mentów do próby sprawdzamy, czy wyst ↪epuj ↪a powtórzenia wśród dotych-
czas wylosowanych elementów populacji do tworzonej próby. Gdy natrafimy
na powtórzenie elementu już wcześniej wybranego do próby, to procedur ↪e
przerywamy i rozpoczynamy losowanie próby od nowa.

Plan losowania próby za pomoc ↪a opisanego schematu losowania określa
wzór:

P (s) = c
∏
k∈s

qk, s ∈ S,

przy czym c jest tak dobierane, aby
∑

s∈S P (s) = 1. Prawdopodobieństwa
inkluzji tego planu losowania s ↪a, co należy podkreślić, tylko w przybliżeniu
równe postulowanym wartościom πk, k = 1, . . . , N.

Schemat losowania Rao-Sampforda
Plan losowania określa wzór (por. Hájek, 1981, s. 87; Rao, 1965 i Stamp-

ford, 1967):

PRS(s) = c1

( ∑
k∈U−s

πk

)∏
k∈s

πk
1− πk

, s ∈ S,

przy czym c1 jest tak dobierane, aby
∑

s∈S PRS(s) = 1. Prawdopodo-
bieństwa inkluzji rz ↪edu pierwszego zapisanego planu losowania s ↪a dok ladnie
równe postulowanym wartościom πk, k = 1, . . . , N.

Schemat losowania próby polega na wylosowaniu zwrotnym pierwszego
elementu z prawdopodobieństwem πk/n, k = 1, . . . , N , a pozosta le elementy
w ilości n− 1 s ↪a losowane również zwrotnie z prawdopodobieństwami πk

1−πk
,

k = 1, . . . , N. Jeśli w tak wylosowanej próbie wyst ↪api ↪a przynajmniej dwa
takie same elementy populacji, to losowanie próby ponawiamy od pocz ↪atku,
aż do sytuacji, gdy nie wyst ↪api powtórzenie elementu populacji w próbie.
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Próba systematyczna
W wi ↪ekszości podr ↪eczników opis schematów losowania próby monetarnej

(dolarowej) jest ograniczany jedynie do schematu losowania próby systema-
tycznej z zadanymi prawdopodobieństwami inkluzji rz ↪edu pierwszego (por.
np. Hartley i Rao, 1962 oraz Rao i in., 1962). Oznaczmy prób ↪e jako ci ↪ag
kolejno losowanych do niej elementów postaci: s = (i1, i2, . . . , in). Najpierw
wyliczamy sum ↪e:

Ve =
e∑

k=1

πk, e = 1, . . . , N,

przy czym V0 = 0 i VN = n. Nast ↪epnie jest generowana liczba losowa
o rozk ladzie jednostajnym z przedzia lu (0; 1). Element populacji z kolei
o numerze i1 należy dobrać do próby, czyli i1 ∈ s, gdy zachodzi nast ↪epuj ↪aca
nierówność:

Vi1−1 < u ≤ Vi1 .

Drugim elementem próby jest element populacji indeksowany przez i2, przy
czym musi być spe lniona nierówność:

Vi2−1 < u+ 1 ≤ Vi2 .

W ogólności, element iz ∈ s, z = 1, . . . , n wtedy i tylko wtedy, gdy:

Viz−1 < u+ z − 1 ≤ Viz . (1.23)

Przyk lad 1.9
Dokumenty ksi ↪egowe s ↪a losowane do próby z nast ↪epuj ↪acymi prawdopo-

dobieństwami inkluzji rz ↪edu pierwszego: π1 = 0.2, π2 = 0.8 π3 = 0.05,
π4 = 0.3, π5 = 0.5, π6 = 0.15, π7 = 0.1, π8 = 0.3, π9 = 0.25, π10 = 0.35.
Suma tych prawdopodobieństw wynosi trzy, a wi ↪ec rozmiar próby losowa-
nej bezzwrotnie wynosi n = 3. Wygenerowana wartość zmiennej losowej
o rozk ladzie jednostajnym na przedziale (0; 1) wynosi 0.81. Wówczas ko-
rzystaj ↪ac ze wzoru (1.23), mamy:

i1 = 2, bo V1 = 0.2 < u = 0.81 < 1.0 = V2,

i2 = 5, bo V4 = 1.35 < u+ 1 = 1.81 < 1.85 = V5,

i3 = 10, bo V9 = 2.65 < u+ 2 = 2.81 < 3.0 = V10.

St ↪ad wynika, że próba ma postać: s = {2, 5, 10}.

Teraz zostanie przedstawiony algorytm doboru próby nieznacznie różni ↪a-
cego si ↪e od opisanego wyżej schematu losowania. Definiujemy nast ↪epuj ↪ace
sumy (skumulowane):

xc,e =
e∑
j=1

xj, e = 0, 1, . . . , N, (1.24)
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przy czym xc,e = 0, xc,N = xU . Nast ↪epnie wyznaczamy iloraz

In = z
(xU
n

)
, (1.25)

przy czym z(a) oznacza zaokr ↪aglenie argumentu a do najbliższej liczby na-
turalnej. Parametr In jest nazywany interwa lem losowania systematycz-
nego z różnymi prawdopodobieństwami (inkluzji rz ↪edu pierwszego) doboru
elementów do próby. W rozważanym kontekście zagadnienia audytu fi-
nansowego interwa l jest liczb ↪a określaj ↪ac ↪a kwot ↪e pieni ↪edzy, któr ↪a zawsze
można wyrazić jako liczb ↪e ca lkowit ↪a, np. wyrażon ↪a w z lotówkach lub gro-
szach. To pozwala wylosować jedn ↪a spośród liczb nauralnych tworz ↪acych
ci ↪ag (1, 2, . . . , In), przy czym prawdopodobieśtwo wylosowania każdego wy-
razu tego ci ↪agu jest sta le i równe 1

In
. Przypuśćmy, że k-ty element tego

ci ↪agu zosta l wylosowany. To przes ↪adza o tym, że do próby systematycznej
jako pierwszy jest losowany element populacji z przypisanym mu indeksem
i1, dla którego jest spe lniona nierówność:

xc,i1−1 < k ≤ xc,i1

Indeks i2 nast ↪epnego elementu populacji do l ↪aczanego do próby wynika
ze wzoru:

xc,i2−1 < k + In ≤ xc,i2

Kontynuuj ↪ac ten algorytm, za z-tym razem do próby jest dobierany
element populacji, którego numer (indeks) spe lnia nierówność:

xc,iz−1 < k + (z − 1)In ≤ xc,iz , z = 1, . . . , n. (1.26)

Opisany teraz schemat losowania próby jest nazywany dolarowym (mo-
netarnym), por. np. Panel (1989). Dodajmy, że szczególnym przypadkiem
tego algorytmu wyznaczania elementów tworz ↪acych prób ↪e jest schemat lo-
sowania prostej próby systematycznej, opisany w poprzednim punkcie.

Zauważmy, że jeśli In jest liczb ↪a naturaln ↪a oraz πk = nxk
xU
≤ 1, dla k =

1, . . . , N, to dziel ↪ac obie nierówności uk ladu określonego wyrażeniem (1.26)
przez interwa l losowania In, otrzymujemy uk lad nierówności określony wzo-
rem (1.23). Zatem w rozważanym przypadku obydwa schematy losowa-
nia s ↪a sobie równoważne, czyli schemat losowania systematycznego próby
z nierównymi prawdopodobienśtwami jest równoważny schematowi dolaro-
wemu losowania.

Który z nich preferować? Autor uważa, że pierwszy z nich, ponieważ
określony wzorami (1.24)-(1.26) schemat losowania w pewnych szczególnych
przypadkach (por. np. Karliński, 2005) może eliminować możliwość losowa-
nia niektórych elementów populacji, albo wskazywać na ponowny dobór do
próby już wcześniej wylosowanego elementu populacji. Te problemy s ↪a m.in.
wynikiem zbyt dużej wartości nominalnej przypisanej danemu elementowi
lub zaokr ↪aglania ilorazu xU

n
, zdefiniowanego wzorem (1.25).
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Przyk lad 1.10
Nominalne (ksi ↪egowe) wartości faktur (w z l) s ↪a nast ↪epuj ↪ace, x1 = 100,

x2 = 31, x3 = 59, x4 = 50, x5 = 24, x6 = 36, x7 = 78, x8 = 22, x9 = 20.
Zadanie polega na wylosowaniu próby trójelementowej za pomoc ↪a waluto-
wego schematu losowania próby określonego wyrażeniami (1.24) i (1.25).
W tym celu wyznaczamy sum ↪e wartości wszystkich faktur, czyli xU = 420,
potem interwa l losowania, który wynosi I3 = 420

3
= 140. Nast ↪epnie spośród

liczb naturalnych tworz ↪acych zbiór {1, 2, . . . , 140} losowo dobieramy jedn ↪a.
Zatem każda liczba z tego zbioru ma szans ↪e być wylosowana z prawdopo-
dobieństwem 1

140
. Przypuśćmy, że 53 jest t ↪a wylosowan ↪a liczb ↪a. Wówczas

do próby dobieramy element nr 1, ponieważ

xc,0 = 0 < 53 < xc,1 = 100,

potem element nr 4, bo

xc,3 = 190 < 53 + 140 = 193 < xc,4 = 240

i w końcu element nr 7, bowiem

xc,6 = 300 < 53 + 2 · 140 = 333 < xc,7 = 378.

Zatem próba jest utworzona przez zbiór elementów s = {1, 4, 7}.

Przyk lad 1.11
Nominalne wartości faktur s ↪a nast ↪epuj ↪ace: 2, 5, 4, 6, 7, 11, 8, 9, 3, 5.Należy

wylosować prób ↪e o rozmiarze n = 5 za pomoc ↪a odrzucaj ↪acego schematu
losowania zaproponowanego przez Rao-Sampforda.

Zadanie to realizujemy z wykorzystaniem nast ↪epuj ↪acej procedury loso-
wania, zaprogramowanej w j ↪ezyku R.

#liczebność populacji :
N < −10
#liczebność próby :
n < −5
x < −c(2, 5, 4, 6, 7, 11, 8, 9, 3, 5)
p < −matrix(0, N, 1)
q < −matrix(0, N, 1)
s < −matrix(0, n, 1)
sor < −matrix(0, n, 1)
xx < −sum(x); p < −n ∗ x/xx
for(iin1 : N)q[i] < −p[i]/(1− p[i])
a < −1/sum(q); q < −a ∗ q
lp < −0; id < −1
while(id == 1){
id < −0; lp < −lp+ 1
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s < −sample(1 : N, n, replace = TRUE, q)
sor < −sort(s)
i < −1
while((id == 0)&(i < n)){
if(sor[i+ 1] == sor[i])id < −1
i < −i+ 1}}; s

Realizacja tej aplikacji doprowadzi la do wylosowania elementów popula-
cji o nr 8, 3, 5, 7, przy czym wektory prawdopodobieństw p i q s ↪a nast ↪epuj ↪ace:

p = [0.133 0.333 0.267 0.400 0.467 0.733 0.533 0.600 0.200 0.333]

oraz

q = [0.018 0.058 0.042 0.077 0.101 0.316 0.131 0.172 0.029 0.058].

1.3.3. Próba warstwowa

Prezentowany teraz schemat losowania próby jest jednym z nacz ↪eściej
używanych w praktyce. Zak ladamy, że populacja U jest podzielona na nie-
puste podzbiory Uh, h = 1, . . . , H, zwane warstwami oraz U =

⋃H
h=1 Uh.

Liczb ↪e elementów populacji tworz ↪acych h−t ↪a warstw ↪e oznaczymy przez
0 < Nh < N, przy czym N =

∑H
h=1Nh. Niech wh = NhN

−1. Przez Sh
oznaczymy prób ↪e prost ↪a o liczebności 0 < nh ≤ Nh losowan ↪a bezzwrot-
nie z h−tej warstwy. Prób ↪e sk ladaj ↪ac ↪a si ↪e z prób prostych losowanych
bezzwrotnie z poszczególnych warstw oznaczamy przez s = {s1, s2 . . . sH}.
Tak tworzona próba z uwagi na jej powszechne stosowanie w praktyce jest
nazywana prób ↪a warstwow ↪a losowan ↪a bezzwrotnie lub krótko – prób ↪a war-
stwow ↪a. Jej plan losowania ma postać:

Pwar(s) =
H∏
h=1

Ph(sh), (1.27)

gdzie:

Ph(sh) =

(
Nh

nh

)−1

jest planem losowania bezzwrotnego próby prostej sh o liczebności nh z war-
stwy o liczebności Nh.

Prawdopodobieństwa inkluzji określa wyrażenie:
πk = nh

Nh
dla k ∈ Uh,

πk,l = nh
Nh

nt
Nt

dla k ∈ Uh, l ∈ Ut,
πk,l = nh(nh−1)

Nh(Nh−1)
dla k ∈ Uh, l ∈ Uh,

(1.28)

przy czym k = 1, . . . , N, l = 1, . . . , N, l 6= k, h = 1, . . . , H, t = 1, . . . , H,
h 6= t. St ↪ad wynika, że prawdopodobieństawa inkluzji rz ↪edu pierwszego nie
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zawsze s ↪a takie same, a wi ↪ec próba warstwowa nie jest prób ↪a prost ↪a, mimo
że jej sk ladowe podpróby losowane z poszczególnych warstw s ↪a próbami
prostymi.

Przyk lad 1.12
Możliwe wartości faktur tworz ↪a ci ↪ag {yi}, i = 1, . . . , N . Zatem populacj ↪e

tworz ↪a faktury, z których każda ma swój specyficzny i niepowtarzaj ↪acy si ↪e
numer identyfikacyjny (nazywany etykiet ↪a). W zwi ↪azku z tym możliwe
jest wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru identyfikatorów faktur
ze zbiorem kolejnych liczb naturalnych {1, 2, . . . , N} reprezentuj ↪acych nasz ↪a
populacj ↪e faktur, czyli U = {1, 2, . . . , N}. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy,
co nie umniejsza ogólności dalszych analiz, że rosn ↪ace numery faktur s ↪a
zgodne z niemalej ↪acym uporz ↪adkowaniem wartości tych faktur, czyli yi ≤
yi+1 dla i ∈ U . Z kolei wartość yi przypisana i-tej fakturze, jest obserwacj ↪a
pewnej zmiennej y. Przedzia l zmienności możliwych wartości zmiennej y
oznaczamy przez I = [0; c]. Jedn ↪a z możliwych partycji tego przedzia lu
tworz ↪a sk ladniki sumy: I =

⋃H
h=1 Ih, gdzie Ih = [ch−1; ch], ch−1 < ch, h =

1, . . . , H, przy czym c0 = 0. Zak ladamy, iż te przedzia ly s ↪a roz l ↪aczne,
czyli że ich wspóln ↪a cz ↪eści ↪a jest zbiór pusty, co symbolicznie zapisujemy
wyrażeniem Ih ∩ It = ∅, t 6= h, h = 1, . . . , H, t = 1, . . . , H. Przyjmijmy,
że każdemu przedzia lowi Ih jest przypisany niepusty podzbiór faktur Uh,
czyli i ∈ Uh wtedy i tylko wtedy, gdy yi ∈ Ih. Zatem Uh, h = 1, . . . , H s ↪a
warstwami populacji U .

Za lóżmy, że z populacji wylosujemy n elementów. Wtedy mamy pro-
blem, jak ustalić liczebności prób losowanych z poszczególnych warstw. Ich
rozmiary można ustalać w różny sposób (por. np. Bracha, 1996, 1998;
Steczkowski, 1995; Paw lowski, 1972 i Wywia l, 1992, 2010). Najpopularniej-
szy sposób polega na proporcjonalnym wyznaczaniu liczebności próby do
rozmiaru warstwy, co określa wyrażenie:

nh = nwh, wh =
Nh

N
, h = 1, . . . , H, (1.29)

przy czym

H∑
h=1

nh = n. (1.30)

Tak wyznaczone liczebności prób prowadz ↪a do nast ↪epuj ↪acego uproszcze-
nia określonych we wzorze (1.28) prawdopodobieństw inkluzji rz ↪edu pierw-
szego:

πk =
n

N
dla k ∈ U.
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Czyli wariant proporcjonalny wyznaczania liczebności prób daje sta l ↪a war-
tość prawdopodobieństwa wylosowania elementu z każdej warstwy, tak samo
jak w przypadku próby prostej losowanej bezzwrotnie.

Wzór (1.29) daje liczebności n∗h, które niekoniecznie s ↪a liczbami natural-
nymi. Wówczas należy tak je pozaokr ↪aglać (raz z nadmiarem, innym razem
niedomiarem), aby równanie (1.30) by lo spe lnione. Dodajmy, że ostatnio
pewien optymalny sposób tego typu zaokr ↪aglania zaproponowa l Muraszew
(2011).

Przyk lad 1.13
Populacja liczy N = 80000 dokumentów ksi ↪egowych. Podzielono j ↪a na

trzy warstwy, kolejno o liczebnościach: N1 = 50000, N2 = 20000 i N3 =
10000. Zatem frakcje (udzia ly) rozmiarów poszczególnych warstw w li-
czebności populacji wynosz ↪a odpowiednio w1 = 0.625, w2 = 0.25 i w3 =
0.125. Planuje si ↪e wylosować ze wszystkich warstw prób ↪e o rozmiarze
n = 100. Wówczas, stosuj ↪ac proporcjonalny wariant ustalania liczebności
na podstawie wzoru (1.29), wyliczamy, że n∗1 = 62.5, n∗2 = 25 i n∗3 = 12.5.
Ze wzgl ↪edu na to, iż te liczby nie s ↪a ca lkowite, arbitralnie je zaokr ↪aglamy,
tak by ich suma by la równa 100. Zatem, w szczególności z kolejnych warstw
należa loby wylosować odpowiednio 63, 25 i 12 elementów.

1.4. Estymacja

1.4.1. Definicje podstawowe

Zwykle nie jest możliwa obserwacja wszystkich wartości cechy w ca lej
populacji, ponieważ jest to rzecz pracoch lonna i kosztowna. Dlatego m.in.
trzeba zadowolić si ↪e obserwacjami poczynionymi w próbie. Celem estymacji
s ↪a parametry zmiennych, czyli np. wartość globalna zmiennej lub wskaźnik
struktury. Do tego celu używa si ↪e tzw. estymatorów.

Zaniedbuj ↪ac nieco precyzj ↪e definicji, najpierw określamy statystyk ↪e jako
każd ↪a rzeczywist ↪a funkcj ↪e obserwacji zmiennej w losowanej próbie. Staty-
styk ↪e oznaczymy przez ts, gdzie symbolem s oznaczono już wcześniej prób ↪e.

Niech celem b ↪edzie ocena parametru θ ∈ Θ, gdzie Θ jest zbiorem możli-
wych wartości θ. W szczególności parametrem zmiennej może być frakcja
p. Wówczas jej zbiór możliwych wartości jest przedzia lem Θ = [0; 1]. Staty-
styka ts użyta do oceny wartości parametru zmiennej i przyjmuj ↪aca wartości
ze zbioru Θ jest nazywana estymatorem tego parametru. Dok ladność esty-
macji określa jej b l ↪ad wyliczany jako różnica:

us = ts − θ
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Ten b l ↪ad jest zmienn ↪a losow ↪a, której wartość oczekiwan ↪a określa wzór:

E(us) = E(ts)− θ = δ(ts),

gdzie:

E(ts) =
∑
s∈S

tsP (s)

Wartość oczekiwana (inaczej nadzieja matematyczna lub wartość średnia)
estymatora ts jest zatem ważon ↪a wartości ↪a średni ↪a możliwych wartości es-
tymatora, wyznaczanych na podstwie obserwacji zmiennej we wszystkich
możliwych próbach, które tworz ↪a zbiór S, zwany przestrzeni ↪a prób. Wagami
s ↪a odpowiednie prawdopodobieństwa wylosowania prób. Krócej rzecz uj-
muj ↪ac, wartość oczekiwana E(ts) jest średni ↪a wszystkich możliwych wartości
estymatora ts ważonych prawdopodobieństwami P (s) losowania prób. Pa-
rametr δ jest nazywany obci ↪ażeniem estymatora ts i jest średni ↪a wszystkich
możliwych b l ↪edów estymacji . Gdy δ = 0, to mówimy, że estymator jest nie-
obci ↪ażony, czyli używaj ↪ac go nie pope lniamy b l ↪edów systematycznych przy
ocenie ocenie parametru θ. Różne od zera wartości obci ↪ażenia δ świadcz ↪a
o wyst ↪epowaniu b l ↪edów systematycznych. W szczególności, jeśli δ = δ0 > 0,
to estymator ts średnio rzecz bior ↪ac przeszacowywuje parametr θ o wartość
δ. W przeciwnym przypadku, gdy δ0 < 0, to estymator ts nie doszacowuje
parametr Θ o wartość δ0.

Dodajmy jeszcze, iż rozważa si ↪e również estymatory w przybliżeniu nie-
obci ↪ażone. W szczególności chodzi tutaj o klas ↪e tzw. granicznie (asympto-
tycznie) nieobci ↪ażonych estymatorów. Z takim estymatorem mamy do czy-
nienia wówczas, gdy jego obci ↪ażenie zmierza do zera wraz z nieograniczonym
wzrostem liczebności próby przy jednoczesnym nieograniczonym wzroście
liczebności populacji. Formalniej, estymator ts jest granicznie nieobci ↪ażony
dla parametru θ, gdy δ(ts) −→ 0 dla n −→∞, N −→∞ i N − n −→∞.

Drugim parametrem estymatora jest jego wariancja wyznaczana przez
wzór:

V (ts) =
∑
s∈S

(ts − E(ts))
2P (s).

Wariancja jest średni ↪a kwadratów odchyleń wszystkich możliwych wartości
estymatora ts od jego nadziei matematycznej E(ts) ważonych prawdopodo-
bieństwami wyst ↪apienia prób, na podstawie których wartości estymatora s ↪a
wyznaczane. Pierwiastek z wariancji nazywany odchyleniem standardowym
estymatora ocenia przeci ↪etne odchylenia losowych wartości estymatora od
jego wartości oczekiwanej.

B l ↪ad średniokwadratowy estymatora określa wzór:

MSE(ts) =
∑
s∈S

(ts − θ)2P (s). (1.31)
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Ten b l ↪ad jest średni ↪a kwadratów odchyleń wartości estymatora ts od szaco-
wanej wartości parametru θ ważonych prawdopodobieństwami wyst ↪apienia
prób, na podstawie których wartości estymatora s ↪a wyznaczane. Krótko
ujmuj ↪ac, MSE(ts) jest średni ↪a wszystkich możliwych kwadratów b l ↪edów
estymacji ważonych prawdopodobieństwami ich wyst ↪apienia. Pierwiastek
z b l ↪edu średniokwadratowego jest nazywany b l ↪edem średnim szacunku pa-
rametru θ za pomoc ↪a estymatora ts lub krótko b l ↪edem średnim szacunku,
a oznaczać go b ↪edziemy symbolem d(ts) =

√
MSE(ts). Parametr d(ts) jest

interpretowany jako średnie odchylenie wartości estymatora od wartości sza-
cowanego parametru lub krócej jako średni b l ↪ad estymacji. Wykazuje si ↪e,
że

MSE(ts) = V (ts) + δ2(ts).

B l ↪ad średniokwadratowy dekomponuje si ↪e na cz ↪eść losow ↪a reprezentowan ↪a
wariancj ↪a estymatora oraz cz ↪eść systematyczn ↪a reprezentowan ↪a kwadratem
obci ↪ażenia estymacji. Zatem, jeśli dany estymator jest nieobci ↪ażony, to
b l ↪ad średniokwadratowy redukuje si ↪e do wariancji estymatora, a b l ↪ad średni
szacunku staje si ↪e odchyleniem standardowym estymatora.

Zwykle poszukuje si ↪e estymatorów nieobci ↪ażonych danych parametrów,
nie tylko dlatego, by uchronić si ↪e przed wyst ↪epowaniem b l ↪edu systematycz-
nego estymacji, lecz dlatego, że ocena tego b l ↪edu, a co za tym idzie również
ocena MSE(ts), jest w praktyce trudna. Zazwyczaj trzeba si ↪e zadowolić,
o czym b ↪edzie jeszcze mowa, ocen ↪a wariancji estymatora, któr ↪a również
prowadzi si ↪e na podstawie próby.

Dodajmy, że b l ↪ad średniokwadratowy MSE(ts) jest proporcjonalny do
wskaźnika ryzyka estymacji. Formalnie rzecz bior ↪ac, uważa si ↪e, co wynika ze
wzoru (1.31), że MSE(ts) jest wartości ↪a oczekiwan ↪a kwadratowej funkcji
straty estymacji, czyli kwadaru b l ↪edu estymacji parametru θ za pomoc ↪a
statystyki ts. Zauważmy, że można np. uwzgl ↪ednić pewien wspó lczynnik a
określaj ↪acy jednostkow ↪a strat ↪e, czyli przyrost finansowej straty spowodowa-
nej przyrostem b l ↪edu. Wtedy wartość funkcji ryzyka wyniesie a2MSE(ts).
W szczególności gdy a = 1, b l ↪ad średniokwadratowy estymacji jest jedno-
cześnie kwadratow ↪a funkcj ↪a ryzyka estymacji.

Popularnym wskaźnikiem dok ladności estymacji jest również wzgl ↪edny
średni b l ↪ad szacunku, który definiuje wzór:

ν(ts) =
d(ts)

|θ|
.

Określa on udzia l procentowy b l ↪edu średniego szacunku w wartości szaco-
wanego parametru. Innymi s lowy ν(ts)100% informuje o tym, jaki procent
wartości szacowanego parametru stanowi b l ↪ad średni szacunku jego oceny.
Dodajmy jeszcze, że w szczególności gdy brany pod uwag ↪e estymator jest

nieobci ↪ażony, to ν(ts) =

√
V (ts)

|θ| .
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Rezultatem przedstawionej procedury estymacji s ↪a dwie liczby. Pierwsz ↪a
z nich jest ocena nieznanego parameru, któr ↪a jest wartość wybranego esty-
matora, a drug ↪a ocena b l ↪edu średniego szacunku. Dlatego ta ogólna metoda
estymacji jest nazywana punktow ↪a, bowiem jej rezultatem jest pojedyncza
(punktowa) ocena wartości parametru uzupe lniona o ocen ↪e średniego od-
chylenia możliwych wartości estymatora od szacowanego parametru.

Mamy jeszcze do czynienia z drug ↪a ogóln ↪a procedur ↪a estymacji zwan ↪a
przedzia low ↪a. Rezultatem tego typu procedury wnioskowania jest przedzia l
liczbowy, który ma ze z góry przyj ↪etym prawdopodobieśtwem obejmować
wartość szacowanego parametru. Popularn ↪a wersj ↪e przedzia lu ufności można
opisać nast ↪epuj ↪aco. Wymaga si ↪e, aby ts by l nieobci ↪ażonym lub przynaj-
mniej asymptotycznie nieobci ↪ażonym estymatorem θ.Wprowadzamy sym-
bol Vs(ts) jako oznaczenie zgodnej oceny wariancji estymatora. Wówczas
przedzia l ufności dla parametru θ, oznaczany przez Is = [t1s; t1s], spe lnia
wyrażenia

P (t1s ≤ θ ≤ t2s) = γ,

przy czym

t1s = ts − zγ
√
Vs(ts), t2s = ts + zγ

√
Vs(ts),

Zs =
ts − θ√
Vs(ts)

, P (|Zs| ≥ zγ) = γ.

Przez γ oznaczono prawdopodobieństwo tego, iż przedzia l ufności obejmie
wartość parametru θ. Dodajmy, że przyjmuje si ↪e, że dok ladny rozk lad praw-
dopodobieństwa statystyki Zs jest znany lub jest on przynajmniej granicznie
standardowym rozk ladem normalnym. Warto dodać, iż dok ladność estyma-
cji przedzia lowej określa si ↪e po low ↪a d lugości przedzia lu ufności.

1.4.2. Estymacja na podstawie próby prostej

Wprowadzone wcześniej definicje zwi ↪azane z estymacj ↪a zilustrujemy na
przyk ladzie oceny wartości średniej zmiennej y (np. wartości przypisanych
fakturom) w populacji. Naszym celem jest ocena wartości średniej ȳ. Do
tego celu jest zgodnie z definicj ↪a (1.2) losowana bezzwrotnie próba prosta
s o liczebności n elementów. Okazuje si ↪e, że nieobci ↪ażonym estymatorem
parametru ȳ jest nast ↪epuj ↪aca średnia z próby:

ȳs =
1

n

n∑
i=1

yi =
1

n

∑
i∈s

yi. (1.32)

Jej wariancja jest postaci:

V (ȳs) =
N − n
Nn

v∗U,y. (1.33)

31



Wariancja V (ȳs) określa przeci ↪etny poziom kwadratów odchyleń możli-
wych wartości średniej z próby ȳs od średniej w populacji ȳ. Wynika to st ↪ad,
że wzór (1.33) da si ↪e przedstawić jako średni ↪a arytmetyczn ↪a kwadratów
b l ↪edów estymacji u2

s = (ȳs − ȳ)2 wyliczon ↪a po wszystkich możliwych do
wylosowania próbach tworz ↪acych zbiór (przestrzeń prób) S, sk ladaj ↪ac ↪a si ↪e
z
(
N
n

)
prób, czyli

V (ȳs) =
1(
N
n

)∑
s∈S

(ȳs − ȳ)2.

Odpowiednie operacje algebraiczne zapisanego wzoru prowadz ↪a do wyraże-
nia (1.33), por. np. Wywia l (1992). B l ↪ad średni szacunku przyjmuje postać:

d(ȳs) =
√
V (ȳs) =

√
N − n
Nn

v∗U,y, (1.34)

St ↪ad wynika, że dok ladność estymacji rośnie wraz ze wzrostem liczebności
próby. Zatem zwi ↪ekszanie rozmiaru próby przyczynia si ↪e do zmniejszenia
ryzyka wyst ↪apienia zbyt dużych b l ↪edów estymacji. Parametr d(ȳs) interpre-
tuje si ↪e jako przeci ↪etne (oczekiwane) odchylenie możliwych wartości średniej
z próby ȳs od średniej z populacji ȳ.

W praktyce wartość b l ↪edu średniego szacunku nie jest znana, ponieważ
wariancja v∗U,y nie jest znana, dlatego w celu oceny wartości tego parametru
używa si ↪e nast ↪epuj ↪acego estymatora:

ds(ȳs) =
√
Vs(ȳs) =

√
N − n
Nn

vy,s, (1.35)

gdzie:

vy,s =
1

n− 1

∑
i∈s

(yi − ȳs)2. (1.36)

W końcu zaznaczmy, iż wzgl ↪edny średni b l ↪ad szacunku oraz jego esty-
mator określaj ↪a odpowiednio wzory:

γ(ȳs) =

√
N − n
Nnȳ

v∗U,y100%, γs(ȳs) =

√
N − n
Nnȳs

vy,s100%. (1.37)

Powszechnie używany nieobci ↪ażony estymator wartości globalnej ma po-
stać:

yU,s = Nȳs =
N

n

n∑
i=1

yi. (1.38)

Jego wariancja i jej ocena s ↪a odpowiednio nast ↪epuj ↪ace:

V (yU,s) =
N − n
n

v∗U,y, Vs(yU,s) =
N − n
n

vy,s. (1.39)
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Przyk lad 1.14
Urz ↪ad skarbowy dysponuje deklarowanymi kwotami zap laconych po-

datków od 30000 jego p latników. Wartość średnia i odchylenie standar-
dowe zaobserwowanych kwot uiszczonych podatków wynosz ↪a odpowiednio
1211.23 z l i 221.21 z l. Z tej populacji wylosowano bezzwrotnie 100-elemento-
w ↪a prób ↪e prost ↪a p latników i przeprowadzono w niej audyt kwot zap laconych
podatków, w wyniku czego otrzymano skorygowane wartości podatków,
które mia ly być zap lacone. Okaza lo si ↪e, że średnia z próby i odchylenie
standardowe z próby skorygowanych kwot podatków wynosz ↪a odpowiednio
1298.39 z l i 189.54 z l.

Korzystaj ↪ac ze wzoru (1.35), mamy ds(ȳs) =
√

30000−100
100·30000

189.542 = 18.92.

St ↪ad wynika, że ocena skorygowana przeci ↪etnej podatków wynosi 1298.39,
a b l ↪ad średni szacunku jest równy 18.92. Zatem, możliwe oceny wartości
średniej skorygowanych podatków odchylaj ↪a si ↪e od nieznanej prawdziwej
wartości przeci ↪etnej skorygowanych podatków średnio o 18.92 z l. Ocena
wzgl ↪ednego średniego b l ↪edu szacunku wynosi ds(ȳs) = 100%18.92/1298.39 =
1.5%.

Na podstawie wzorów (1.38) i (1.39) oceniamy wartość globaln ↪a po-
datków, która powinna by la wp lyn ↪ać do urz ↪edu skarbowego. W wyniku
obliczeń uzyskano, że ocena wartości globalnej wynosi 38951700 = 1298.39 ·
30000, natomiast oszacowanie b l ↪edu średniego szacunku jest równe ds(yU,s) =√
Vs(yU,s) = 30000 · 18.92 = 567600 z l.

Z praktycznego punktu widzenia jednym z podstawowych problemów
jest ustalanie liczebności próby, która zagwarantuje nam postulowan ↪a dok lad-
ność estymacji. D ↪ażymy do takiego wyznaczenia liczebności próby, aby b l ↪ad
średni szacunku przeci ↪etej w populacji określony wzorem (1.34) nie przekro-
czy l postulowanego poziomu d0. Te liczebności otrzymujemy z rozwi ↪azania
nierówności V (ȳs) ≤ d2

0. Daje to nast ↪epuj ↪acy wynik:

n ≥ n0 =

 1
d20

v∗U,y
+ 1

N

+ 1, (1.40)

przy czym symbolem [a] oznaczono znan ↪a funkcj ↪e definiowan ↪a jako cz ↪eść
ca lkowit ↪a z liczby a. Zauważmy, że jeśli liczebność populacji jest bardzo
znaczna, to powyższy wzór upraszcza si ↪e do postaci:

n ≥ n0 =

[
v∗U,y
d2

0

]
+ 1.

St ↪ad natychmiast wynika, że potrzebna liczebność próby jest tym wi ↪eksza,
im wariancja v∗U,y analizowanej zmiennej jest wi ↪eksza lub gdy postulowany
dopuszczalny b l ↪ad średni estymacji d0 jest mniejszy. W praktyce zazwyczaj
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nie jest znana wartość wariancji v∗U,y. Dlatego w miejsce wariancji podsta-
wia si ↪e jej estymator określony wzorem (1.36). Drugim źród lem oszacowania
wariancji v∗U,y s ↪a jej oceny uzyskane we wcześniejszych badaniach.

W przypadku estymacji wartości globalnej zmiennej, gdy teraz d0 jest
dopuszczalnym b l ↪edem średnim szacunku, wzór określaj ↪acy potrzebn ↪a li-
czebność próby ma postać:

n ≥ n0 =

[
N2v∗U,y

d2
0 +Nv∗U,y

]
+ 1, (1.41)

Inny sposób formu lowania zadania wyznaczania niezb ↪ednej liczebności
próby polega na takim jej wyliczeniu, aby wzgl ↪edny średni b l ↪ad szacunku
przeci ↪etnej w populacji nie przekroczy l ż ↪adanego poziomu dopuszczalnego,
a oznaczanego dalej przez ν0. Zatem z nierówności ν(ȳs) ≤ ν0 wynika, że

n ≥ n0 =

 1
ν20 ȳ

2
s

v∗U,y
+ 1

N

+ 1. (1.42)

Dodajmy, że zapisany wzór również dotyczy przypadku estymacji wartości
globalnej przy postulowanym wzgl ↪ednym średnim b l ↪edzie szacunku.

Przyk lad 1.15
Pozostajemy przy danych z przyk ladu 1.14, którego rezultatem by ly

oceny wartości średniej i wartości globalnej prawid lowo ustalonego podatku.
Przypuśćmy, że dok ladność przeprowadzonej estymacji nie zadowala audy-
tora. Wówczas, aby podnieść precyzj ↪e szacunków, m.in. zwi ↪eksza si ↪e li-
czebność losowanej próby. Przypuśćmy, że ż ↪ada si ↪e, aby wartość globalna
by la szacowana z b l ↪edem średnim szacunku nieprzekraczaj ↪acym poziomu
200 000 z l. Wówczas, korzystaj ↪ac ze wzoru (1.41), mamy, iż wylosowanie
próby prostej o liczebności n0 = 1063 elementów pozwoli nam oczekiwać, że
b l ↪ad średni szacunku wartości globalnej wp lywów z prawid lowo ustalonych
podatków nie przekroczy poziomu 200 000 z l.

Teraz wyznaczamy niezb ↪edn ↪a liczebność próby potrzebn ↪a do estyma-
cji wartości globalnej ze średnim b l ↪edem wzgl ↪ednym szacunku nieprzekra-
czaj ↪acym poziomu 1%. Korzystaj ↪ac tym razem ze wzoru (1.42), wyliczamy,
że potrzebna liczebność próby powinna być co najmniej równa 212 elemen-
tom.

Przyk lad 1.16
Podobnie jak w poprzednim przyk ladzie, korzystamy z danych określo-

nych w przyk ladzie 1.14. Najpierw za lóżmy, że próba prosta nie zosta la
jeszcze wylosowana. Wówczas możemy wykorzystać dane o już zadekla-
rowanych i wp laconych kwotach podatków. Zgodnie z addytywnym mode-
lem generowania si ↪e b l ↪edów obserwacje zap laconego podatku można zapisać
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jako sum ↪e: xk = yk + ek, gdzie yk jest prawid lowo określonym poziomem
podatku, a ek poziomem b l ↪edu, k = 1, . . . , N . Wówczas, przy za lożeniu,
że obserwacje b l ↪edów nie s ↪a ujemnie skorelowane z prawid lowo określonymi
poziomami podatku, mamy, iż v∗U,x ≥ v∗U,y (por. wzór (1.6)). Ten fakt po-
zwoli wyznaczyć niezb ↪edn ↪a liczebność próby gwarantuj ↪ac ↪a to, iż b l ↪ad średni
szacunku b ↪edzie mniejszy od postulowanego. Zak ladaj ↪ac, że dopuszczalny
b l ↪ad średni szacunku wynosi d0 = 1000 z l i korzystaj ↪ac ze wzoru (1.41),
w którym nieznan ↪a wariancj ↪e v∗U,y należy zast ↪apić przez v∗U,x, wyliczamy,
iż n0 = 1400. Zatem taka liczebność próby prowadzi do oceny wartości
globalnej zmiennej y z b l ↪edem średnim mniejszym od 1000 z l.

Przedzia l ufności dla wartoći średniej ma postać:

[ȳs − zγds(ȳs); ȳs + zγds(ȳs)] , (1.43)

przy czym poziom ufności oznaczono przez γ, natomiast ds(ȳs) określaj ↪a
wzory (1.35) i (1.36). Ponadto, zγ jest tak wyznaczone, aby F (zγ) = 1+γ

2
,

gdzie F (.) jest dystrybuant ↪a rozk ladu normalnego standardowego. Określony
przedzia l jest stosowany wtedy, gdy liczebność próby jest dostatecznie duża,
ponieważ wówczas można ten fakt dowodzić za pomoc ↪a tzw. twierdzeń gra-
nicznych rozważanych m.in. przez Fullera (2009) i Hajka (1981).

Dodajmy, że przy tych samych za lożeniach przedzia l ufności dla wartości
globalnej yU ma postać:

[Nȳs − zγNds(ȳs).Nȳs + zγNds(ȳs)] . (1.44)

Przyk lad 1.17
Przypuśćmy, że na podstawie zaobserwowanych wartości faktur sprzedaży

w 1600-elementowej próbie prostej losowanej bezzwrotnie z populacji 80000-
-elementowej tych dokumentów, wyliczono oceny średniej i wariancji: ȳs =
345.03 z l, vs = 3685.55. Na podstawie wzoru (1.35) wyliczamy ocen ↪e b l ↪edu
średniego szacunku, która wynosi

ds(ȳs) =

√
80000− 1600

1600 · 80000
3685.55 = 1.50z l.

Zatem, przeci ↪etnie rzecz bior ↪ac, możliwe realizacje średniej z próby odchy-
laj ↪a si ↪e od nieznanej wartości średniej faktury o 1.50 z l.

Przyjmuj ↪ac poziom ufności γ = 0.95, mamy, że zγ = 1.96, ponieważ
F (1.96) = 0.975. Te wyniki i wzór (1.43) prowadz ↪a do przedzia lu ufności:
[342.09; 347.98], który z prawdopodobieństwem 0.95 obejmuje nieznan ↪a prze-
ci ↪etn ↪a wartość faktury. Dok ladność tej estymacji przedzia lowej wynosi ∆ =
(347.98− 342.09)/2 = 2.95 z l.

Ocena punktowa wartości globalnej sprzedaży wynosi 27602400 z l z b l ↪e-
dem średnim szacunku 120197.2 z l. Zatem oceny wartości globalnej sprzeda-
ży z możliwych prób odchylaj ↪a si ↪e od nieznanej wartości globalnej w po-
pulacji o 120197.2 z l. Z kolei wzór (1.43) prowadzi do oceny przedzia lowej
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wartości globalnej I = [27366814; 27837986] z dok ladności ↪a do ∆ = 235586.4.
Zatem z prawdopodobieństwem 0.95 przedzia l I obejmuje wartość globaln ↪a
sprzedaży.

Wcześniej sygnalizowano, że wskaźnik struktury jest szczególnym przy-
padkiem średniej arytmetycznej, gdy zmienna y jest zero-jedynkowa, czyli
p = pU = mU

N
.

W zwi ↪azku z tym do oceny punktowej tego parametru używa si ↪e cz ↪estości
wzgl ↪ednej z próby, któr ↪a oznaczamy przez

ps =
ms

n
, (1.45)

przy czym ms jest liczb ↪a elementów z cech ↪a wyróżnion ↪a w próbie (np. liczby
dokumentów z nieprawid lowościami). Statystyka ps jest nieobci ↪ażonym es-
tymatorem wskaźnika struktury w populacji oznaczonego wcześniej przez p,
a jej wariancja jest postaci:

V (ps) =
N − n
N − 1

p(1− p)
n

. (1.46)

Zatem b l ↪ad średni szacunku oraz jego estymator określaj ↪a odpowiednio
wzory

d(ps) =

√
N − n
N − 1

p(1− p)
n

, ds(ps) =

√
N − n
N − 1

ps(1− ps)
n

. (1.47)

St ↪ad natychmiastowo wynika, że b l ↪ad średni szacunku oraz jego estymator
s ↪a z góry ograniczone przez

dp =
1

2

√
N − n

(N − 1)n
. (1.48)

Przypuśćmy, że naszym zadaniem jest wyznaczenie takiej liczebności
próby, która zapewni, iż b l ↪ad średni szacunku wskaźnika struktury nie
przekroczy poziomu dopuszczalnego d0. Nierówność dp ≤ d0 daje szukan ↪a
liczebność:

n ≥ n0 =
N

1 + 4(N − 1)d2
0

+ 1. (1.49)

W sytuacji, gdy znamy oszacowanie wskaźnika struktury z wcześniejszych
badań audytowych lub oszacowanego na podstawie próby wst ↪epnej, to niez-
b ↪edn ↪a liczebność próby proponuje si ↪e ustalić na poziomie n1 ≤ n0, gdzie:

n1 =
N

1 +
(N−1)d20
ps(1−ps)

+ 1. (1.50)
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Gdy liczebność populacji jest duża, to n0 =
[

1
4d20

]
+ 1, natomiast n1 =[

ps(1−ps)
d20

]
+ 1.

Aby wyznaczyć przedzia l ufności dla wskaźnika struktury p = pU =
mU
N

, trzeba znać rozk lad prawdopodobieństwa statystyki ps. Jak wiadomo,
jej rozk lad prawdopodobieństwa jest wyznaczany przez rozk lad prawdopo-
dobieństwa liczby elementów z cech ↪a wyróżnion ↪a obserwowan ↪a w próbie,
a któr ↪a oznaczalísmy przez ms, a ta ma tzw. rozk lad hipergeometryczny,
którego funkcja prawdopodobieństwa ma postać:

P (ms = h) =

(
mU
h

)(
N−mU
n−h

)(
N
n

) = P

(
ps =

h

n

)
. (1.51)

Gdy liczebność próby jest dostatecznie duża (formalnie, gdy N → ∞), to
ten rozk lad można dobrze przybliżyć rozk ladem dwumianowym (Bernoul-
liego) postaci:

P (ms = h) = P

(
ps =

h

n

)
=

(
n

h

)
ph(1− p)n−h. (1.52)

Z kolei ten rozk lad można przybliżyć rozk ladem normalnym. Ze znanych
tzw. twierdzeń lokalnego i integralnego de Moivre’a-Laplace’a (por. np.
Gerstenkorn i Śródka, 1974), wynika, że jeśli n→∞, N →∞ oraz N−n→
∞, to

P (ms = h) = P

(
ps =

h

n

)
=

1√
np(1− p)2π

exp

(
− (h− np)2

2np(1− p)

)
, (1.53)

P (ms < h) = P

(
ps <

h

n

)
= ϕ

(
h− np√
np(1− p)

)
, (1.54)

gdzie ϕ(.) jest dystrybuant ↪a standardowego rozk ladu normalnego, czyli
ϕ(u) = 1√

2π

∫ u
−∞ exp (−u2

2
)dt.

Te w lasności pozwalaj ↪a już wyznaczyć przedzia l ufności postaci:

[ps − uγds(ps) < p < ps + uγds(ps)] , (1.55)

gdzie: ϕ(uγ) = 1+γ
2

, natomiast ds(ps) określa wyrażenie (1.47). Otrzy-
many przedzia l w przybliżeniu z prawdopodobieństwem γ obejmuje wartość
cz ↪estości wzgl ↪ednej z populacji p. Dok ladność tego estymatora przedzia lowe-
go, b ↪ed ↪aca po low ↪a d lugości przedzia lu ufności, wynosi ∆ = uγds(ps) ≤
uγdp = ∆p, gdzie dp określa wzór (1.48).

Określony przedzia l ufności zaleca si ↪e stosować dla liczebności próby
n ≥ 100 i dla p ≥ 0.04.
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Gdy postulowana dok ladność estymacji ma nie przekroczyć wartości ∆0,
natomiast poziom ufności ma wynosić γ, to z nierówności ∆p ≤ ∆0 wynika,
że potrzebny rozmiar próby wynosi:

n ≥ n2 =

 1

1
N

+ 4
(
d0
uγ

)2

+ 1. (1.56)

Gdy mamy oceny wst ↪epne ps wartości parametru p, to n2 ≥ n3, gdzie

n3 =

 1
1
N

+
d20

u2γps(1−ps)

+ 1. (1.57)

W końcu, gdy rozmiar populacji jest duży, to n2 =

[(
uγ
2d0

)2
]

+ 1, nato-

miast n3 =
[
u2γps(1−ps)

d20

]
+ 1.

Przyk lad 1.18
Ważnym wskaźnikiem jakości dokumentów ksi ↪egowych jest udzia l do-

kumentów z b l ↪edami wśród wszystkich dokumentów. Dotychczasowo pro-
wadzone badania kontrolne wykazywa ly, że udzia l faktur z b l ↪edami wśród
kontrolowanych dokumentów wynosi l 0.08. Zachodzi potrzeba wylosowa-
nia bezzwrotnego próby prostej spośród 10 000 faktur o liczebności zapew-
niaj ↪acej precyzj ↪e oceny punktowej tego wskaźnika z dok ladności ↪a do po-
ziomu 0.01.

Na podstawie wzoru (1.50) mamy:

n1 =

[
10000

1 + 1
0.08(1−0.08)

]
+ 1 = 686.

Gdy dodatkowo mamy zamiar oszacować przedzia lowo cz ↪estość wyst ↪epowa-
nia b l ↪ednych faktur na poziomie ufności 0.95 z dok ladności ↪a do 0.01, to na
podstawie wzoru (1.57) wyliczamy, iż należy wylosować prób ↪e o liczebności

n3 =

[
1

0.0001 + 0.012

0.08(1−0.08)1.96

]
+ 1 = 1261,

przy czym P (U < 1.96) = 0.975.

1.5. Elementy weryfikacji hipotez

Wyst ↪epowanie b l ↪edów w zapisach ksi ↪egowych jest zwykle w praktyce
rzecz ↪a nie do unikni ↪ecia, o czym już pisano wcześniej. Rozmiar tych b l ↪edów
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charakteryzowany odpowiednim parametrem (wskaźnikiem) jakości jednak
nie jest dowolny. Przyjmuj ↪ac, że wskaźnik jakości rośnie wraz ze wzro-
stem rozmiaru b l ↪edu, jego górn ↪a dopuszczaln ↪a wielkość określa audytor, co
już wczeniej omawiano. Do rutynowych zadań audytora należy ocena, czy
obserwowany rozmiar wskaźnika jakości przekracza dopuszczalny poziom.
Ta rzecz staje si ↪e trudniejsza, gdy mamy do czynienia z problemem kon-
troli jakości dużej ilości dokumentów. Wówczas na podstawie próby można
ocenić wartość wyst ↪epuj ↪acego w niej wskaźnika jakości, czym zajmowalísmy
si ↪e wcześniej. Wyst ↪epuje tu jednak pewien problem; oszacowany na pod-
stawie próby wskaźnik jakości może przekroczyć wartość dopuszczaln ↪a albo
jej nie przekroczyć. Jednak nieznana pozostaje wartość tego wskaźnika
w ca lej populacji dokumentów. W szczególności teraz trzeba zdecydować,
czy w sytuacji, gdy wskaźnik jakości obliczony na podstawie próby przekra-
cza dopuszczaln ↪a wartość, należy również przyj ↪ać, że wskaźnik wyliczony na
podstawie ca lej populacji, również przekroczy wartość dopuszczaln ↪a. Tak
nie musi być, bowiem fakt, że wartość z próby wskaźnika przekracza wartość
dopuszczaln ↪a jest rezultatem losowego doboru próby.

Precyzyjniej ten problem opiszemy, przyjmuj ↪ac nast ↪epuj ↪ace za lożenia.
Niech θ b ↪edzie parametrem charakteryzuj ↪acym jakość dokumentów (np.
cz ↪estość wzgl ↪edn ↪a wyst ↪epowania w nich b l ↪edów). Zbiór możliwych wartości
tego parametru oznaczymy przez Θ, czyli θ ∈ Θ. W zbiorze Θ wyróżnia si ↪e
dwa wykluczaj ↪ace si ↪e podzbiory konkuruj ↪acych ze sob ↪a wartości, które ozna-
czamy przez Θ0 i Θ1. W szczególności te podzbiory mog ↪a być pojedynczymi
wartościami, które oznaczymy przez θ0 i θ1. Chodzi o to, by rozstrzygn ↪ać,
do którego z tych pozdbiorów należy wartość parametru θ. Zatem zasadne
jest formu lowanie nast ↪epuj ↪acych hipotez. Hipotez ↪e sprawdzan ↪a oznaczymy
przez

H0 : θ ∈ Θ0,

a do niej hipotez ↪e alternatywn ↪a (konkurencyjn ↪a), przez

H1 : θ ∈ Θ1.

W celu rozstrzygni ↪ecia, która z określonych hipotez jest prawdziwa, sto-
suje si ↪e procedur ↪e wnioskowania statystycznego, zwan ↪a testem statystycz-
nym. Test na podstawie wyników obserwacji zmiennej w próbie pozwala
w sposób racjonalny wskazać, któr ↪a z hipotez – H0 czy H1 – można uznać
za prawdziw ↪a. Test jednak może doprowadzić do b l ↪ednych decyzji co do
uznania prawdziwości formu lowanych hipotez. Jeśli test odrzuca prawdziw ↪a
hipotez ↪e sprawdzan ↪a H0, to pope lniamy tzw. b l ↪ad pierwszego rodzaju. Z ko-
lei b l ↪ad drugiego rodzaju polega na tym, że przyjmujemy hipotez ↪e H0, gdy
jest fa lszywa, czyli gdy hipoteza H1 jest prawdziwa (Tablica 5.1).

39



Tablica 5.1
Rodzaje b l ↪edów

prawdziwa H0 prawdziwa H1

przyj ↪eta H0 s luszna decyzja b l ↪ad II rodzaju
przyj ↪eta H1 b l ↪ad I rodzaju s luszna decyzja

Prawdopodobieństwo pope lnienia b l ↪edu I rodzaju jest nazywane istotnoś-
ci ↪a (znamienności ↪a) testu i jest oznaczane przez α, przy czym

α = P (odrzucamy H0, gdy H0 jest prawdziwa).

Moc testu, oznaczana przez β, to prawdopodobieństwo niepope lnienia
b l ↪edu II rodzaju, czyli

β = P (odrzucamy H0, gdy H1 jest prawdziwa).

Prawdopodobieństwo pope lnienia b l ↪edu II rodzaju jest oznaczane przez
ν, przy czym

ν = P (przyjmujemy H0, gdy H1 jest prawdziwa) = 1− β.

Po to, aby przedstawić ,,dzia lanie”testu statystycznego, rozważmy nast ↪e-
puj ↪acy akademicki problem. Zak ladamy, że b ↪edziemy testowali wartość
oczekiwan ↪a (średni ↪a) zmiennej losowej X, która ma rozk lad normalny ze
średni ↪a równ ↪a w laśnie µ i wariancj ↪a wynosz ↪ac ↪a σ2, co krótko zapisujemy
wyrażeniem Y ∼ N(µ, σ2). Zadanie polega na weryfikacji hipotezy spraw-
dzanej g losz ↪acej, że wartość przeci ↪etna zmiennej losowej o rozk ladzie nor-
malnym jest równa ustalonej wartości µ0, co zapisujemy symbolicznie jak
nast ↪epuje:

H0 : µ = µ0, N(µ, σ2).

Hipotez ↪e alternatywn ↪a określa wyrażenie

H1 : µ = µ1 > µ0, N(µ, σ2),

co oznacza, że konkurencyjn ↪a do wartości średniej µ0 jest wi ↪eksza od niej
wartość µ1. Ponadto, zak ladamy, że zarówno w przypadku hipotezy H0, jak
i H1 wariancja przyjmuje t ↪e sam ↪a wartość.

W celu podj ↪ecia decyzji o prawdziwości hipotezy sprawdzanej wyznacza
si ↪e na podstawie próby prostej wartość tzw. sprawdzianu testu (statystyki
testowej), któr ↪a tradycyjnie oznaczamy symbolem Ȳs. Rozs ↪adek wskazuje,
że wartość średniej z próby Ȳs istotnie wi ↪eksza od hipotetycznej średniej µ0

świadczy na korzyść hipotezy alternatywnej H1 kosztem hipotezy sprawdza-
nej H0. Wartość krytyczn ↪a yα, której przekroczenie skutkuje odrzuceniem
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hipotezy H0 na korzyść H1 wyznacza si ↪e tak, aby by lo równe poziomowi
istotności α prawdopodobieństwo jej przekroczenia przez sprawdzian testu
Ȳs przy za lożeniu, że prawdziw ↪a jest hipoteza H0, czyli

α = P (Ȳs ≥ yα|H0) = P (Z ≥ zα),

gdzie:

yα = µ0 + zα
σ√
n
,

przy czym zmienna losowa Z ma tzw. rozk lad normalny standardowy, co
zapisujemy symbolicznie przez Z ∼ N(0, 1). Moc testu jest liczona na pod-
stawie wyrażenia

β = P (Ȳs ≥ yα|H1) = P (Z ≥ zβ) ,

gdzie:

zβ = zα +
µ0 − µ1

σ

√
n.

Gdy ȳs ≥ yα, to odrzucamy H0 na korzyść H1 z prawdopodobieństwem
pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym α. W przeciwnym przypadku, jeśli ȳs <
yα, to przyjmujemy hipotez ↪e H0 za prawdziw ↪a z prawdopodobieństwem
pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym ν = 1− β.

Zwykle w praktyce wygodnie jest podejmować decyzje na podstawie
sprawdzianu

Zs =
Ȳs − µ0

σ

√
n,

który jest standardow ↪a postaci ↪a średniej z próby. Wtedy

α = P (Zs ≥ zα|H0) = P (Z ≥ zα),

β = P (Zs ≥ zβ|H1) = P (Z ≥ zβ) .

Wówczas, podobnie jak w przypadku sprawdzianu ȳs, hipotez ↪e H0 od-
rzucamy na korzyść H1, gdy zaobserwowana wartość zs sprawdzianu Zs
jest nie mniejsza od wartości zα, która teraz jest wartości ↪a krytyczn ↪a te-
stu. W tym przypadku prawdopodobieństwo pope lnienia b l ↪ednej decyzji
jest równe α. W przeciwnym przypadku, jeśli zs < zα, to przyjmujemy
hipotez ↪e H0 z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym
ν = 1− β.

Wygodnie jest również podejmować decyzj ↪e na podstawie tzw. p-wartości,
zwanej czasem obserwowanym poziomem istotności (znamienności) testu,
któr ↪a wyznaczamy na podstawie wyrażenia:

p = P (Zs ≥ zs|H0) = P (Z ≥ zs).
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Wtedy hipotez ↪eH0 odrzucamy na korzyśćH1, gdy zaobserwowana p-wartość
jest nie wi ↪eksza od poziomu istotności α. W tym przypadku prawdopodo-
bieństwo pope lnienia b l ↪ednej decyzji jest również równe α. W przeciwnym
przypadku, jeśli p > α, to przyjmujemy hipotez ↪e H0 za prawdziw ↪a z praw-
dopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym ν = 1−β. Wniosko-
wanie na podstwie p-wartości jest powszechne w przypadku posi lkowania
si ↪e komputerowymi pakietami statystycznymi.

Na zakończenie dodajmy, że w praktyce nie zawsze jest możliwe wyli-
czenie mocy testu β, a co za tym idzie również prawdopodobieństwa b l ↪edu
II rodzaju, oznaczanego przez ν. Wtedy, w sytuacji gdy p > α, co w na-
szym przypadku jest równoważne nierównościom zs < zα lub ȳs < yα, to
wartość ν prawdopodobieństwa pope lnienia b l ↪edu II rodzaju nie jest wyli-
czana. Zatem nie możemy w tym przypadku ocenić, czy b l ↪ad II rodzaju jest
na tyle ma ly, że możemy zaniedbuj ↪ac go przyj ↪ać hipotez ↪e sprawdzan ↪a H0

za prawdziw ↪a. Wówczas zwykle pisze si ↪e, iż nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy sprawdzanej.

Przyk lad 1.19
Dydaktyczn ↪a prezentacj ↪e poziomu istotności i mocy testu w pakiecie R

realizujemy nast ↪epuj ↪aco. Najpierw należy wybrać okno ‘Packages’, potem
‘Install packages’ i st ↪ad instalujemy program ‘Teachingdemos’. Nast ↪epnie,
ponownie z okna ‘Packages’ wybieramy opcj ↪e ‘Load package’, ‘Teachingde-
mos’. W końcu wpisujemy na konsol ↪e:
power.examp(n = . . . , s = . . . , diff = . . . , alpha = . . .),
gdzie:
n – liczebność próby,
s – wariancja,
diff – różnica mi ↪edzy przeci ↪etnymi hipotetycznymi, czyli µ1 − µ0, specyfi-
kowanymi przez hipotezy H0 i H1,
α – poziom istotności.
Wówczas wynik realizacji np. instrukcji power.examp(n = 25, s = 1, diff =
0.5, alpha = 0.05) prezentuje rys. 2.1.

−2 −1 0 1 2 3 4

0.
0

1.
0

2.
0

Null Distribution

x

−−> rejection region

0.3289707

α

−2 −1 0 1 2 3 4

0.
0

1.
0

2.
0

Alternative Distribution

x

−−> rejection region

0.3289707

Power

se = 0.20      z* = 0.329      power = 0.804 
 n =  25    sd = 1.00    diff = 0.50    alpha = 0.050

Rys. 2.1. Moc testu dla n = 25, σ = 1, ∆ = 0.5 i α = 0.05
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Rysunek 2.1 dotyczy weryfikacji hipotezy H0 o wartości średniej zmien-
nej losowej o rozk ladzie normalnym z nadziej ↪a matematyczn ↪a równ ↪a µ i od-
chyleniem standardowym równym σ = sd = 1.00. Hipoteza sprawdzana
g losi, że µ = µ0 = 0, natomiast hipoteza alternatywna, że µ = µ1 =
∆ = diff = 0.5, gdzie ∆ = diff = µ1 − µ0. Zatem równoważnie nasze
hipotezy sprawdzan ↪a i alternatywn ↪a można zapisać odpowiednio wzorami:
H0 : ∆ = 0 i H1 : ∆ = 0.5. Do weryfikacji tych hipotez użyto próby
prostej sk ladaj ↪acej si ↪e z n = 25 obserwacji. Zatem b l ↪ad średni szacunku
przeci ↪etnej w populacji µ, estymowanej za pomoc ↪a średniej z próby, wynosi
d = σ√

n
= 0.2. Wyznaczona przy poziomie istotności α = alpha = 0.05

wartość krytyczna testu wynosi yα = 0.329. Obszar krytyczny testu re-
jection region jest prawostronny. Przy tych za lożeniach moc testu wynosi
β = power = 0.804. St ↪ad wi ↪ec wynika, że prawdopodobieństwo pope lnienia
b l ↪edu II rodzaju wynosi ν = 1−β = 0.196. W końcu proces podj ↪ecia decyzji
jest nast ↪epuj ↪acy. Jeśli wyliczona na podstwie próby średnia jest nie mniejsza
od wartości krytycznej yα, to odrzucamy hipotez ↪e H0 na korzyść H1 z praw-
dopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym α = 0.05. W prze-
ciwnym przypadku, gdy średnia z próby jest mniejsza od wartości krytycz-
nej yα, to przyjmujemy hipotez ↪e H0 z prawdopodobieństwem pope lnienia
niew laściwej decyzji równym ν = 0.196.

Zmiana wartości jednego z wyj́sciowych parametrów, przy których jest
prowadzona weryfikacja hipotez skutkuje zmian ↪a pozosta lych wskaźników,
co można sprawdzić, uruchamiaj ↪ac wyżej opisany program komputerowy.
Pewne szczególne wyniki w tym zakresie prezentuj ↪a rys. 2.2-2.5.

Przyk ladowo z rys. 2.2 wynika, że dwukrotny wzrost liczebności próby
do rozmiaru n = 50 prowadzi do zwi ↪ekszenia mocy testu z liczby β = 0.804
do poziomu β = 0.971, co jest równoważne zmniejszeniu prawdopodo-
bieństwa pope lnienia b l ↪edu drugiego rodzaju z poziomu ν = 0.196 do liczby
ν = 0.029.
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Rys. 2.2. Moc testu dla n = 50, σ = 1, ∆ = 0.5 i α = 0.05
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Podobnie, zwi ↪ekszaj ↪ac poziom istotności testu (czyli prawdopodobień-
stwa pope lnienia b l ↪edu I rodzaju) z liczby α = 0.05 do poziomu α = 0.2, do-
prowadzamy do wzrostu jego mocy z poziomu β = 0.804 do liczby β = 0.951,
na co wskazuj ↪a dane z rys. 2.3. W tym przypadku prawdopodobieństwo
pope lnienia b l ↪edu II rodzaju spada do poziomu ν = 0.041, lecz dzieje si ↪e to
kosztem zwi ↪ekszenia prawdopodobieństwa pope lnienia b l ↪edu I rodzaju.

Wp lyw zmiany parametru ∆ = µ1−µ0 (czyli różnicy mi ↪edzy wartościami
oczekiwanymi specyfikowanymi przez hipotezy odpowiednio H1 i H0) na
moc testu prezentuj ↪a dane z rys. 2.4. W tym przypadku zmniejszenie tej
różnicy z poziomu ∆ = 0.5 do liczby ∆ = 0.2 prowadzi do dramatycznego
spadku mocy testu z liczby β = 0.804 do poziomu β = 0.26, co poci ↪aga
za sob ↪a wzrost prawdopodobieństwa pope lnienia b l ↪edu II rodzaju z liczby
ν = 0.196 aż do poziomu ν = 0.74.
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Rys. 2.3. Moc testu dla n = 25, σ = 1, ∆ = 0.5 i α = 0.2
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W praktyce statystyk może jedynie zmieniać w pewnych rozs ↪adnych
granicach rozmiar próby oraz poziom istotności testu, co skutkuje zmian ↪a
prawdopodobieństwa pope lnienia b l ↪edu II rodzaju. Przyk ladem tego s ↪a
dane z rys. 2.5, z których wynika zmiana rozmiaru próby z liczby n = 25
do poziomu n = 32 oraz poziomu istotności z liczby α = 0.05 do poziomu
α = 0.08 prowadzi do wzrostu mocy testu z poziomu β = 0.804 do poziomu
β = 0.923 ≈ 0.92. Tak ustawione parametry daj ↪a wi ↪ec w przybliżeniu
równość poziomów prawdopodobieństw pope lnienia b l ↪edów I i II rodzaju,
bowiem ν = 0.077 ≈ 0.08 = α.
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Rozdzia l 2

BADANIE ZGODNOŚCI

2.1. Wprowadzenie

Niniejszy rozdzia l odnosi si ↪e do problemów zastosowania wnioskowania
statystycznego w zagadnieniach dotycz ↪acych audytu. Zajmiemy si ↪e wnio-
skowaniem o proporcji pU (udzia lu, cz ↪estości wzgl ↪ednej) nieprawid lowości
wyst ↪epuj ↪acych w populacji U dokumentów. Wyst ↪epowanie tych niepra-
wid lowości ujawnia si ↪e poprzez wyst ↪epowanie b l ↪edów formalnych, jak np.
brak odpowiednich podpisów, lub b l ↪edów numerycznych, jak np. niepra-
wid lowo dodane kwoty pieni ↪edzy czy też źle przepisane. Do tych niepra-
wid lowości można jeszcze zaliczyć niekompetencj ↪e osób sygnuj ↪acych dane
dokumenty lub nieprawid low ↪a klasyfikacj ↪e dokumentów b ↪adź ich obieg w sys-
temie biurokratycznym firmy. Tego typu nieprawid lowości powinny być wy-
krywane przez system kontroli wewn ↪etrznej, której istnienie ma stymulować
prawid lowe funkcjonowanie systemu ksi ↪egowego. W zwi ↪azku z tym zacho-
dzi potrzeba określenia dopuszczalnego poziomu udzia lu nieprawid lowości,
który b ↪edzie oznaczany przez p0. Oznacza to, że proporcja nieprawid lowości
nieprzekraczaj ↪aca poziomu p0 jest akceptowalna. Przez p1 > p0 oznaczymy
poziom nieprawid lowości dyskwalifikuj ↪acy, którego przekroczenie w żaden
sposób nie może być akceptowane. Zatem, jeśli proporcja nieprawid lowości
nie przekroczy poziomu p0, to system kontroli wewn ↪etrznej jest uznawany
za dzia laj ↪acy skutecznie (poprawnie). W przypadku gdy udzia l wykry-
tych nieprawid lowości przekroczy poziom dyskwalifikuj ↪acy, system kontroli
wewn ↪etrznej uznaje si ↪e za niewydolny (nieskuteczny).

Spotyka si ↪e jeszcze nast ↪epuj ↪ac ↪a interpretacj ↪e parametru p. Mianowicie
traktuje si ↪e go jako proporcj ↪e dopuszczalnej nieprawid lowości, lecz w sensie
przeci ↪etnego poziomu wyst ↪epowania nieprawid lowości spotykanych w audy-
cie określonego systemu kontroli wewn ↪etrznej. Zatem można spodziewać
si ↪e również wi ↪ekszych wartości tej cz ↪estości wzgl ↪ednej wyst ↪epowania nie-
prawid lowości, ale na pewno nieprzekraczaj ↪acych wartości niedopuszczalnej
p1, która dyskwalifikuje system dzia lania kontroli wewn ↪etrznej.

Zadanie audytora polega na autorytatywnym stwierdzeniu, czy system
kontroli wewn ↪etrznej jest skuteczny, czy nieskuteczny. Jego decyzje mog ↪a
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jednak być nieprawid lowe, ponieważ parametr p jest oceniany na podstawie
próby losowej. Po pierwsze może stwierdzić prawid lowość dzia lania systemu
kontroli wewn ↪etrznej, gdy tak nie jest. Prawdopodobieństwo wyst ↪apienia
tej sytuacji jest nazywane ryzykiem aprobaty nieskutecznego systemu kon-
troli i oznaczane przez κ, a przez η b ↪edzie oznaczane ryzyko dezaprobaty
skutecznego systemu kontroli wewn ↪etrznej, czyli prawdopodobieństwo tego,
że zostanie stwierdzona nieskuteczność systemu kontroli, gdy nie jest to
prawd ↪a (por. np. Karliński, 2005). Dodajmy, że Ho lda i Pociecha (2009)
parametr κ nazywaj ↪a ryzykiem nieprawid lowej akceptacji, natomiast η –
ryzykiem nieprawid lowego odrzucenia.

2.2. Analiza skuteczności systemu kontroli przy
ustalonych obu rodzajach ryzyka

T lumacz ↪ac wyżej postawione audytorowi zadanie na j ↪ezyk testowania
hipotez statystycznych, mamy do czynienia z problemem weryfikacji hipo-
tezy sprawdzanej H0, g losz ↪acej, że proporcja nieprawid lowości nie przekra-
cza dopuszczalnego poziomu p0 przeciwko hipotezie alternatywnej g losz ↪acej,
iż ta proporcja jest nie miejsza niż poziom dyskwalifikuj ↪acy p1, co krótko
zapisujemy wyrażeniem:

H0 : pU ≤ p0, H1 : pU ≥ p1 > p0 (2.1)

Zak ladamy, że poziom istotności α testu jest równy ryzyku η dezapro-
baty skutecznego system kontroli, czyli α = η. Z kolei prawdopodobieństwo
pope lnienia b l ↪edu II rodzaju ν jest równe ryzyku κ aprobaty nieskutecznego
systemu kontroli, czyli κ = ν.

Określone teraz hipotezy zast ↪epuje si ↪e nast ↪epuj ↪acymi do nich równoważ-
nymi hipotezami.

H0 : MU ≤M0, H1 : MU ≥M1 > M0, (2.2)

przy czym przez MU = Np, M0 = Np0 i M1 = Np1, gdzie N jest rozmiarem
populacji. Przez MU jest oznaczana np. liczba dokumentów ksi ↪egowych,
w których wyst ↪epuj ↪a nieprawid lowości. Z kolei hipotetyczne liczby niepra-
wid lowych dokumentów oznacza si ↪e przez M0 i M1, przy czym pierwszy
symbol jest dopuszczalnym poziomem tych nieprawid lowości, a drugi dys-
kwalifikuj ↪acym poziomem nieprawid lowości.

Problem weryfikacji postawionej hipotezy rozpoczniemy od przypadku,
gdy statystyk ↪e testow ↪a można przybliżyć rozk ladem normalnym prawdo-
podobieństwa. W tym przypadku jest możliwe analityczne wyznaczenie
wartości krytycznej testu wraz z niezb ↪edn ↪a liczebności ↪a próby prostej lo-
sowanej bezzwrotnie zapewniaj ↪ac ↪a podejmowanie decyzji o przyj ↪eciu albo
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odrzuceniu hipotezy H0 z zadanymi ryzykami η i κ. Dopiero potem zaj-
miemy si ↪e pozosta lymi przypadkami, pocz ↪awszy od sytuacji, gdy rozk lad
sprawdzianu testu jest rozk ladem dok ladnym.

2.2.1. Weryfikacja hipotezy z wykorzystaniem aproksymacji
sprawdzianu testu rozk ladem normalnym
prawdopodobieństwa

Weryfikacj ↪a sformu lowanej wyrażeniem (2.1) hipotezy zajmiemy si ↪e naj-
pierw w najprostszym przypadku, gdy dopuszczalna proporcja nieprawid lo-
wości p0 jest co najmniej równa 0.04. Wtedy (por. np. Gerstenkorn
i Śródka, 1974) dla co najmniej 100-elementowej próby prostej losowanej
bezzwrotnie z populacji rozk lad prawdopodobieństwa cz ↪estości wzgl ↪ednej
z próby ps (por. wzór (1.45)), jest dostatecznie dobrze przybliżany rozk ladem
normalnym. To już pozwala na stosowanie nast ↪epuj ↪acej procedury.

Zdefiniowane ryzyka podejmowania b l ↪ednych decyzji określaj ↪a wzory:

η = α = P (ps ≥ pη|H0) = P (Zs ≥ zη|H0) = P (Z ≥ zη) = 1− φ(zη),

κ = ν = P (ps < pη|H1) = P (Zs < zη|H1) = P (Z < zκ) = φ(zκ),

gdzie:

pη = p0 + zη

√
N − n
N − 1

p0(1− p0)

n
, (2.3)

zκ =
p0 − p1√
N−n
N−1

p1(1−p1)
n

+ zη

√
p0(1− p0)

p1(1− p1)
, (2.4)

Zs =
ps − p0√

N−n
(N−1)n

p0(1− p0)
, (2.5)

przy czym φ(z) = P (Z < z) jest dystrybuant ↪a rozk ladu Z ∼ N(0; 1).
Rozwi ↪azuj ↪ac równanie (2.4) wzgl ↪edem n,  latwo wykazać, że po to by

nie przekroczyć rodzajów ryzyka: η i κ, należy wylosować prób ↪e o li-
czebności co najmniej: [n∗] + 1, gdzie:

n∗ = N

1 +
(N − 1)(p1 − p0)2(

zη
√
p0(1− p0)− zκ

√
p1(1− p1)

)2


−1

, (2.6)

przy czym P (Z < zκ) = κ = ν, Z ∼ N(0; 1), natomiast przez [n∗] oznaczono
cz ↪eść ca lkowit ↪a liczby n∗. Gdy liczebność populacji jest duża, to powyższy
wzór upraszcza si ↪e do nast ↪epuj ↪acej postaci, por. np. Ryan (2013):
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n∗∗ =

(
zη
√
p0(1− p0)− zκ

√
p1(1− p1)

)2

(p1 − p0)2
. (2.7)

Za lóżmy, że zarówno ryzyko akceptacji nieskutecznego systemu kon-
troli, jak i ryzyko dezaprobaty skutecznego systemu kontroli s ↪a mniejsze
od 0.5, czyli κ < 0.5 oraz η < 0.5. Wówczas, gdy optymaln ↪a liczebność
próby określon ↪a wzorem (2.6) podstawimy w miejsce liczebności n do wzoru
(2.3), to otrzymujemy wartość krytyczn ↪a testu, któr ↪a oznaczamy przez p∗η.
W szczególności gdy liczebność populacji jest duża, to ze wzoru (2.7) i pra-

wej strony równania (2.3) uproszczonego do postaci zη

√
p0(1−p0)

n
wynika,

iż

p∗η =
p1zη

√
p0(1− p0)− p0zκ

√
p1(1− p1)

zη
√
p0(1− p0)− zκ

√
p1(1− p1)

. (2.8)

Regu ly post ↪epowania s ↪a nast ↪epuj ↪ace. Gdy zaobserwowana w próbie
cz ↪estość ps jest nie mniejsza niż wartość krytyczna p∗η, czyli ps ≥ p∗η,
co jest równoważne nierówności zs ≥ zη, to odrzucamy H0 na korzyść H1

z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji (ryzykiem) η. Oznacza
to, iż z prawdopodobieństwem pomy lki η stwierdzamy, że system kontroli
wewn ↪etrznej jest nieskuteczny.

Gdy ps < p∗η, co jest równoważne nierówności zs < zη, to przyjmu-
jemy H0 z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji (ryzykiem) κ.
Oznacza to, iż wnioskujemy, że system kontroli wewn ↪etrznej jest skuteczny
z prawdopodobieństwem pomy lki κ.

Dodajmy jeszcze, że p-wartość testu określa wzór:

p = P (Zs ≥ zs|H0) = P (Z ≥ zs). (2.9)

Zatem, gdy p ≤ η = α, to odrzucamy H0 na korzyść H1 z prawdopodo-
bieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji (ryzykiem) η. Gdy p > η = α, to
przyjmujemy H0 z prawdopodobieństwem (ryzykiem) pope lnienia b l ↪ednej
decyzji κ.

Przyk lad 2.1
System ksi ↪egowy pewnego przedsi ↪ebiorstwa wytworzy l w ci ↪agu roku N =

10543 dokumenty, w których mog ↪a wyst ↪epować nieprawid lowości. Pro-
wadz ↪acy kontrol ↪e audytor ustali l dopuszczaln ↪a proporcj ↪e nieprawid lowości
na poziomie 0.04, natomiast dyskwalifikuj ↪ac ↪a proporcj ↪e nieprawid lowości
na poziomie 0.06, czyli p0 = 0.04 i p1 = 0.06. Skuteczność systemu kon-
troli wewn ↪etrznej jest weryfikowana poprzez testowanie hipotezy określonej
wyrażeniem (2.1). Audytor ustala ryzyko dezaprobaty skutecznego systemu
kontroli wewn ↪etrznej na poziomie η = 0.05, ryzyko aprobaty nieskutecz-
nego systemu kontroli wewn ↪etrznej na poziomie κ = 0.05. Po to, by ta
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weryfikacja da la podstawy do podj ↪ecia decyzji z oboma rodzajami ryzyka
nieprzekraczaj ↪acymi ustalonych poziomów, trzeba wylosować bezzwrotnie
prób ↪e prost ↪a o rozmiarze określonym wzorem (2.6). W wyniku przepro-
wadzonych obliczeń otrzymujemy, że n ≥ 1135. Ta liczebność próby jest
jednak zbyt duża, gdyż nie ma ani czasu, ani pieni ↪edzy na kontrolowanie
tylu dokumentów. W zwi ↪azku z tym audytor godzi si ↪e na zwi ↪ekszenie ryzyka
dezaprobaty skutecznego systemu kontroli wewn ↪etrznej do poziomu η = 0.2.
Ta zmiana prowadzi do niezb ↪ednej liczebności próby n ≥ 720 = n∗.

Teraz czas na wylosowanie próby i wyznaczenie wartości sprawdzianu te-
stu ps, określonego wzorem (2.5). Nast ↪epnie trzeba go porównać z wartości ↪a
krytyczn ↪a określon ↪a wzorem (2.3), do którego należy w miejsce liczebności n
podstawić w laśnie wyliczony rozmiar optymalny próby n∗ = 720. Wówczas
otrzymujemy pη = 0.0627. Wtedy, jeśli zajdzie nierówność ps ≥ pη, to dez-
aprobujemy system kontroli wewn ↪etrzenej z prawdopodobieństwem pope lnie-
nia b l ↪ednej decyzji równym 0.2. Gdy zajdzie odwrotna sytuacja, czyli praw-
dziwa by laby nierówność ps < pη, to aprobujemy system kontroli wewn ↪etrznej
z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym 0.05. Przypuść-
my, że wartość statystyki testowej wynios laby ps = 0.0423, czyli ps =
0.0423 < 0.0627 = pη. Zatem akceptujemy system kontroli z prawdopodo-
bieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym 0.05. W sposób równoważny,
do tej samej decyzji dochodzimy na podstawie p-wartości określonej wzorem
(2.9). Wyliczamy j ↪a nast ↪epuj ↪aco:

p = P

Z ≥ ps − p0√
N−n

(N−1)n
p0(1− p0)

= 0.0852

 = 0.4661 > η.

Ta nierówność prowadzi do tej samej decyzji, co wcześniej wyznaczona nie-
równość ps = 0.0423 < 0.0627 = pη.

Problem podejmowania decyzji o skutecznoći systemu kontroli wewn ↪etrz-
nej można również rozwi ↪azać poprzez weryfikacj ↪e nast ↪epuj ↪acych hipotez:

H0 : pU ≥ p1, H1 : pU ≤ p0 < p1. (2.10)

W pewnym sensie te hipotezy s ↪a przeciwstawne w stosunku do tych
określonych wyrażeniem (2.1). W tym przypadku hipoteza sprawdzana H0

g losi, że proporcja nieprawid lowości w populacji pU jest nie mniejsza od
dyskwalifikuj ↪acego poziomu równego p1 przeciwko hipotezie alternatywnej
H1 g losz ↪acej, że ta proporcja jest nie wi ↪eksza od dopuszczalnej proporcji
nieprawid lowości.

Sprawdzianem testu sformu lowanych hipotez jest również cz ↪estość wzgl ↪ed-
na wyst ↪epowania nieprawid lowości w próbie oznaczanej przez ps. Tym ra-
zem poziom istotności α testu, czyli prawdopodobieństwo pope lnienia b l ↪edu
I rodzaju jest równe ryzyku κ aprobaty nieskutecznego system kontroli, czyli
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α = κ. Zatem prawdopodobieństwo pope lnienia b l ↪edu II rodzaju jest równe
ryzyku η dezaprobaty skutecznego systemu kontroli, czyli ν = η. Te ryzyka
określaj ↪a wzory:

κ = α = P (ps ≤ pκ|H0) = P (Zs ≤ zκ|H0) = φ(zκ),

η = ν = P (ps > pκ|H1),

gdzie:

pκ = p1 + zκ

√
N − n
N − 1

p1(1− p1)

n
, (2.11)

Zs =
ps − p1√

N−n
(N−1)n

p1(1− p1)
, (2.12)

przy czym φ(zκ) = P (Z < zκ) = κ = α, Z ∼ N(0; 1).
Można wykazać, że w rozważanym przypadku optymaln ↪a liczebność

próby określaj ↪a również wzory (2.6) lub (2.7). Wartość krytyczn ↪a p∗κ otrzy-
mujemy ze wzoru (2.11), podstawiaj ↪ac do niego w miejsce liczebności n
praw ↪a stron ↪e wzoru (2.6). W szczególności, jeśli liczebność populacji jest
duża, to podobnie jak w przypadku wyprowadzenia wzoru (2.8), otrzymu-
jemy:

p∗κ =
p1zη

√
p0(1− p0)− p0zκ

√
p1(1− p1)

zη
√
p0(1− p0)− zκ

√
p1(1− p1)

. (2.13)

Na podstawie równości P (Z < z) = P (Z > −z) można wykazać, że p∗κ =
p∗η, gdzie p∗η określa wzór (2.8). Z tego wynika, że rezultaty testowania
hipotez określonych wyrażeniami (2.1) i (2.10), s ↪a sobie równoważne. Zatem
wystarczy wybrać i weryfikować jeden z tych dwóch sposobów formu lowania
hipotez.

Gdybyśmy sformu lowali hipotezy tak jak to określa wyrażenie (2.10), to
istotnie ma le wartości sprawdzianu świadcz ↪a przeciwko hipotezie H0. Gdy
zaobserwowana w próbie cz ↪estość ps jest nie wi ↪eksza niż wartość krytyczna
p∗κ, czyli ps ≤ p∗κ, co jest równoważne nierówności zs ≤ zκ, to odrzucamy
H0 na korzyść H1 z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji (ry-
zykiem) κ. Oznacza to, iż z prawdopodobieństwem pomy lki κ stwierdzamy,
że system kontroli wewn ↪etrznej jest skuteczny.

Gdy ps > p∗κ, co jest równoważne nierówności zs > zκ, to przyjmu-
jemy H0 z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji (ryzykiem)
η. Oznacza to, iż system kontroli wewn ↪etrznej jest traktowany jako niesku-
teczny z prawdopodobieństwem pomy lki η.

2.2.2. Weryfikacja hipotezy, w sytuacji gdy sprawdzian testu ma
rozk lad dok ladny

Hipotez ↪e H0 określon ↪a wyrażeniem (2.2) weryfikuje si ↪e za pomoc ↪a ob-
serwowanej w próbie liczby wykrytych nieprawid lowości, oznaczanej dalej
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przez Ms. Próba prosta o liczebności n jest losowana bezzwrotnie. Wia-
domo, że statystyka Ms ma rozk lad hipergeometryczny, którego funkcj ↪e
prawdopodobieństwa w przypadku prawdziwości hipotezy H0 określa wzór:

P (Ms = m) =

(
M0

m

)(
N−M0

n−m

)(
N
n

) . (2.14)

Duże wartości statystyki testowej Ms świadcz ↪a przeciwko hipotezie spraw-
dzanej H0, a na na korzyść hipotezy H1. Poziom istotności testu, który nie
może być wi ↪ekszy od ryzyka dezaprobaty skutecznego systemu kontroli η,
określa wyrażenie:

η ≥ α = P (Ms ≥ mη|H0), (2.15)

gdzie mη jest wartości ↪a krytyczn ↪a testu. Podkreślmy, że liczba mη jest
najmniejsz ↪a liczb ↪a naturaln ↪a, spe lniaj ↪ac ↪a powyższ ↪a nierówność.

Gdy ms ≥ mη, to system kontroli wewn ↪etrznej nie jest akceptowany
jako skuteczny z ryzykiem nie wi ↪ekszym niż η pope lnienia b l ↪ednej decyzji.
Wynika to st ↪ad, że spe lnienie nierówności ms ≥ mη prowadzi do odrzucenia
hipotezy H0 na korzyść H1 z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪edu I
rodzaju nieprzekraczaj ↪acym poziomu istotności α = η.

Gdy ms < mη, to nie ma podstaw do odrzucenia s ↪adu o skuteczności
systemu kontroli wewn ↪etrznej, ponieważ nie ma podstaw do odrzucenia hi-
potezy H0. W tym przypadku hipotez ↪e H0 przyjmujemy, jeśli prawdopodo-
bieństwo ν pope lnienia b l ↪edu II rodzaju jest dostecznie ma le i nie wi ↪eksze
od ryzyka akceptacji nieskutecznego systemu kontroli. W rozważanym przy-
padku prawdopodobieństwo ν określa wyrażenie:

κ ≥ ν = P (Ms ≤ mη|H1). (2.16)

Oczywíscie, ż ↪ada si ↪e, aby ν by lo nie wi ↪eksze od za lożonego ryzyka κ ak-
ceptacji nieskutecznego systemu kontroli, czyli aby κ ≥ ν. Przy ustalonej
liczebności próby ta nierówność nie musi być spe lniona, dlatego pozostaje
wyznaczyć minimalny rozmiar próby, przy którym nierówność (2.16) b ↪edzie
spe lniona. Szukany rozmiar próby, dalej oznaczany przez nηκ można w pak-
tyce wyznaczyć za pomoc ↪a iteracyjnej procedury, rozwi ↪azania nast ↪epuj ↪acego
uk ladu nierówności:

η ≥ P (Ms ≥ m|H0) = 1−
∑m−1

k=0

(M0
k )(N−M0

n−k )
(Nn)

,

κ ≥ P (Ms < m|H1) =
∑m−1

k=0

(M1
k )(N−M1

n−k )
(Nn)

,

(2.17)

ze wzgl ↪edu na niewiadome m i n. Rozwi ↪azanie mη,κ i nηκ tego uk ladu
nierówności otrzymujemy iteracyjnie; rozpoczynaj ↪ac od liczebności próby
n = 1 wyznacza si ↪e wartość krytyczn ↪a mη,κ jako najwi ↪eksz ↪a liczb ↪e naturaln ↪a
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spe lniaj ↪ac ↪a pierwsz ↪a nierówność uk ladu. Nast ↪epnie, jeśli druga nierówność
jest spe lniona dla mη,κ, to nηκ = 1, a w przeciwnym razie powi ↪eksza si ↪e
o jeden liczebność próby do poziomu n = 2. Procedur ↪e powtarza si ↪e aż do
uzyskania takiej liczebności nηκ oraz wartości krytycznej mη,κ, dla których
uk lad nierówności jest spe lniony.

Przyk lad 2.2
W urnie jest 200 pytań, które s ↪a zadawane studentowi podczas egza-

minu magisterskiego. Zwykle, dobrze przygotowany do egzaminu student
potrafi odpowiedzieć na 80% pytań. Z kolei s labo przygotowany student
zna prawid lowe odpowiedzi na 50% pytań. Zatem badana populacja sk lada
si ↪e z N = 200 pytań. Dopuszczalna liczba pytań, na które student może
nie znać odpowiedzi wynosi M0 = 60, natomiast już dyskwalifikuj ↪ac ↪a liczb ↪a
pytań (na które student nie potrafi odpowiedzieć) jest poziom M1 = 100.
Student odpowiada na n wylosowanych bezzwrotnie pytań. Osoba pro-
wadz ↪aca egzamin gra rol ↪e swoistego audytora poziomu wiedzy studenta.
Na podstawie jego poprawnych odpowiedzi może uznać, że jego wiedza jest
na dobrym albo niedostatecznym poziomie. Innymi s lowy, niewiedza stu-
denta może być na dopuszczalnym poziomie, gdy nie potrafi odpowiedzieć
na nie wi ↪ecej niż M0 pytań, albo na poziomie dyskwalifikuj ↪acym, jeśli nie
potrafi odpowiedzieć na co najmniej M1 pytań. Egzaminator na podsta-
wie odpowiedzi studenta może uznać jego wiedz ↪e za niewystarczaj ↪ac ↪a (czyli
nie zalicza egzaminu), gdy student by l dobrze przygotowany z ryzykiem η.
Z drugiej strony może ten egzamin zaliczyć, mimo że student reprezentuje
dyskwalifikuj ↪ace go umiej ↪etności odpowiedzi z ryzykiem κ. Egzaminator po-
stuluje, aby te ryzyka by ly równe η = 0.1 i κ = 0.2. Mamy wi ↪ec problem do-
tycz ↪acy weryfikacji hipotez zdefiniowanych wyrażeniem (2.2) z określonymi
w laśnie dopuszczalnymi prawdopodobieństwami pope lnienia b l ↪edów I i II
rodzaju. Problem polega na ustaleniu liczby pytań, które powinien wylo-
sować student podczas egzaminu, aby te postulaty by ly spe lnione. Zatem
należy rozwi ↪azać uk lad nierówności określony wyrażeniem (2.17). W tym
celu korzystamy z nast ↪epuj ↪acej procedury napisanej w j ↪ezyku R programo-
wania komputerów.

#Wyznaczanie liczebności próby przy ustalonym η i κ
#Liczebność populacji:
N < −200
#Hipoteza H0:
M0 < −60
#Hipoteza H1:
M1 < −100
#Ryzyka:
eta < −0.1; kappa < −0.2
pk < −1; n < −1
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while ((pk > kappa)&(n < N −M0))
{wk < −qhyper(1− eta,M0, N −M0, n)
pk < −phyper(wk,M1, N −M1, n)
n < −n+ 1}
#niezb ↪edna liczebność próby:
n < −n− 1; n
#wartość krytyczna testu:
wk

Wynikiem realizacji tej aplikacji s ↪a wartość krytyczna mη,κ = 10 oraz
liczebność nηκ = 25. Zatem, przy określonych postulatach student powinien
odpowiadać na 25 wylosowanych bezzwrotnie pytań. Jeśli nie odpowie na
co najmniej 10 spośród nich, to egzaminator nie daje zaliczenia studen-
towi z prawdopodobieństwem b l ↪ednej decyzji (polegaj ↪acej na niedocenieniu
wiedzy studenta) nie wi ↪ekszym od 0.1. W sytuacji gdy student nie odpo-
wiada poprawnie na mniej niż 10 pytań, to egzaminator daje mu zaliczenie,
jakkolwiek jest świadom, że móg l si ↪e pomylić (czyli przecenić umiej ↪etności
studenta) z prawdopodobieństwem nie wi ↪ekszym od 0.2.

Odpowiadanie na egzaminie ustnym na 25 pytań jest równoważne ,,zam ↪e-
czeniu” studenta, dlatego egzaminator wspania lomyślnie zwi ↪eksza ryzyko
zaliczenia egzaminu studentowi, nawet gdy na to nie zas luguje, do poziomu
κ = 0.33. Wtedy mη,κ = 7 oraz liczebność nηκ = 17. W tej sytuacji eg-
zaminator już nie decyduje si ↪e na dalsze zwi ↪ekszanie prawdopodobieństwa
pope lnienia b l ↪edu κ, ponieważ obniży loby to wiarygodność egzaminu, bo
zwi ↪ekszy loby si ↪e ryzyko zdania egzaminu przez niedostatecznie przygotowa-
nych studentów.

2.2.3. Przybliżanie rozk ladu prawdopodobieństwa sprawdzianu
testu rozk ladami dwumianowym albo Poissona

W literaturze znane s ↪a twierdzenia graniczne (por. np. Gerstenkorn,
Śródka, 1974 lub Krzyśko, 2000), pozwalaj ↪ace aproksymować rozk lad hi-
pereometryczny w sytuacji, gdy liczebność próby jest bardzo duża lub jeśli
prawdopodobieśtwo pU = Mu

N
jest bliskie zeru. Z jednego z nich wynika,

że funkcj ↪e prawdopodobieństwa rozk ladu hipergeometrycznego można przy-
bliżyć funkcj ↪a prawdopodobieństwa rozk ladu dwumianowego, gdy liczebność
populacji jest duża. W praktyce to przybliżenie zaleca si ↪e, gdy N ≥ 1000
i pu ≥ 0.04. Wówczas wyrażenie (2.17) prowadz ↪ace do wyznaczenia wartości
krytycznej mη,κ i rozmiaru nηκ próby spe lniaj ↪acych postulaty nieprzekro-
czenia ryzyka κ b l ↪ednej akceptacji systemu kontroli i ryzyka η b l ↪ednej jego
dezaprobaty przyjmuje postać:
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η ≥ P (Ms ≥ m|H0) = 1−

∑m−1
k=0

(
n
k

)
pk0(1− p0)n−k,

κ ≥ P (Ms < m|H1) =
∑m−1

k=0

(
n
k

)
pk1(1− p1)n−k.

(2.18)

Kolejne przybliżenie rozk ladu hipergeometrycznego rozk ladem prawdo-
podobieństwa Poissona stosuje si ↪e, gdy liczebność populacji jest bardzo duża
i wraz ze wzrostem liczebności próby n wartość prawdopodobieństwa pU
maleje w taki sposób, że npU zmierza do granicznej wartości λ. W praktyce
zwykle stosuje si ↪e to przybliżenie, jeśli n ≥ 1000, natomiast pU < 0.04.
Wtedy wyrażenie (2.17) przyjmuje postać:

η ≥ P (Ms ≥ m|H0) = 1−
∑m−1

k=0
(np0)k

k!
e−np0 ,

κ ≥ P (Ms < m|H1) =
∑m−1

k=0
(np0)k

k!
e−np0 .

(2.19)

Prawdopodobieństwa rozk ladu hipergeometrycznego, dwumianowego lub
Poissona można wyliczyć za pomoc ↪a odpowiednich instrukcji j ↪ezyka pa-
kietu statystycznego R, które dalej b ↪edziemy wykorzystywać. Warto tutaj
zwrócić uwag ↪e, że dla dużych rozmiarów populacji zarówno rozk lad hiperge-
ometryczny, jak i dwumianowy jest przybliżany rozk ladem beta, co wynika
z dost ↪epnego online elektronicznego podr ↪ecznika pakietu statystycznego R.

Przyk lad 2.3
System komputerowy przeprowadzania egzaminów sk lada si ↪e m.in. z ba-

zy pytań. Odpowiedź na każde z nich może być tylko twierdz ↪aca albo
przecz ↪aca. Baza obejmuje N = 2000 pytań, które dotycz ↪a treści wy-
czerpuj ↪acych pewn ↪a dziedzin ↪e wiedzy. Uważa si ↪e, że student posiada wy-
starczaj ↪acy zasób wiedzy o przedmiocie, jeśli potrafi odpowiedzieć na 80%
pytań, a gdy ta umiej ↪etność dotyczy tylko 60% pytań, jego wiedza o przed-
miocie nie jest wystarczaj ↪aca. Innymi s lowy, dopuszcza si ↪e, by student nie
potrafi l udzielić prawid lowych odpowiedzi na 20% pytań. W przypadku
gdy nie zna odpowiedzi prawid lowych na 40% pytań, taki poziom wiedzy
uważa si ↪e za niedopuszczalny. Można wi ↪ec sformu lować hipotezy określone
równoważnie wyrażeniami (2.1) lub (2.2), gdzie przez p0 = 0.2, p1 = 0.4 lub
M0 = Np0 = 400, M1 = Np1 = 800. Aby sprawdzić wiedz ↪e studenta, losuje
si ↪e n pytań. Liczb ↪e pytań, na które udzieli l nieprawid lowej odpowiedzi ozna-
czymy przez m. Wartość krytyczn ↪a testu oznaczamy przez mη,κ. Zatem,
jeśli student nie odpowie na co najmniej mη,κ pytań, czyli m ≥ mη,κ, to
nie zalicza egzaminu z ryzykiem podj ↪ecia krzywdz ↪acej go decyzji równym
lub mniejszym η. Innymi s lowy, w tym przypadku może zdarzyć si ↪e, że
student akurat trafi l w próbie na te pytania, na które nie zna l prawid lowej
odpowiedzi. Ta sytuacja wyst ↪epuje jednak z ma lym prawdopodobieństwem
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równym w laśnie η. W sytuacji gdy m < mη,κ, zaliczamy studentowi egza-
min, mimo że taka decyzja może okazać si ↪e nietrafna z ryzykiem (prawdo-
podobieństwem) nie wi ↪ekszym od κ. Student może nie znać prawid lowych
odpowiedzi na cz ↪eść pytań, lecz ma szcz ↪eście i w wylosowanej próbie trafia
na pytania, na które w laściwe odpowiedzi s ↪a mu znane. Tak może zdarzyć
si ↪e w laśnie z prawdopodobieństwem κ. Zatem objaśniane obydwa ryzyka
powinny być bliskie zeru. To jednak prowadzi do zwi ↪ekszenia liczebności
próby, co wyd luża egzamin i stresuje studenta. W zwi ↪azku z tym szuka si ↪e
poziomów kompromisowych tych rodzajów ryzyka i co wi ↪ecej, dzia la si ↪e na
korzyść studenta, przyjmuj ↪ac, że η < κ. W naszym przypadku przyjmijmy,
że κ = 0.1, natomiast η = 0.05. Wówczas potrzebn ↪a do spe lnienia tych
postulatów liczebność próby wyznaczamy na podstawie uk ladu nierówności
określonego wyrażeniem (2.18), co uzasadniamy faktem, że prawdopodo-
bieństwa p0 i p1 przyjmuj ↪a stosunkowo duże wartości, a liczebność popu-
lacji jest dość duża. Potrzebne obliczenia przeprowadzamy na podstawie
nast ↪epuj ↪acej procedury przygotowanej j ↪ezyku R.

#Wyznaczanie liczebności próby przy ustalonym η i κ
#Przybliżenie dwumianowe
#Liczebność populacji:
N < −2000
#Hipoteza H0:
p0 < −0.2
#Hipoteza H1:
p1 < −0.4
#Ryzyka:
eta < −0.05; kappa < −0.1
pk < −1; n < −1
while ((pk > kappa)&(n < N))
{wk < −qbinom(1− eta, n, p0)
pk < −pbinom(wk, n, p1)
n < −n+ 1}
#niezb ↪edna liczebność próby:
n < −n− 1; n
#wartość krytyczna testu:
wk

W wyniku przeprowadzonych obliczeń otrzymujemy, żemη,κ = 14 i nη,κ =
47. Student losuje wi ↪ec 47 pytań. Jeśli student nie odpowie na co najmniej
14 pytań, to nie zaliczamy mu egzaminu z ryzykiem pope lnienia niespra-
wiedliwej decyzji mniejszym lub równym 0.05. Gdy student nie odpowie
na mniej niż 14 pytań, to zaliczamy mu egzamin z ryzykiem pope lnienia
b l ↪ednej decyzji nie wi ↪ekszym od 0.1.
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Przyk lad 2.4
Przeprowazono audyt 19 800 operacji bankowych celem oceny systemu

kontroli wewn ↪etrznej, który powinien uniemożliwić wyst ↪epowanie ewentu-
alnych b l ↪edów w tych operacjach. Dopuszczalny udzia l mog ↪acych wyst ↪apić
nieprawid lowości ustala si ↪e na poziomie p0 = 0.005, a poziom dyskwalifi-
kuj ↪acy wynosi p1 = 0.02. Ryzyko aprobaty nieskutecznego systemu kon-
troli ustalono na poziomie κ = 0.05, a ryzyko dezaprobaty skutecznego
systemu kontroli na poziomie η = 0.1. Zaznaczmy, że w tym przypadku
w przeciwieństwie do problemu egzaminowania rozważanego w przyk ladzie
2.3 mamy, iż κ < η, czyli ż ↪ada si ↪e, aby ryzyko akceptacji nieskutecznego sys-
temu kontroli by lo mniejsze od ryzyka dezaprobaty prawid lowo dzia laj ↪acego
systemu kontroli.

W zwi ↪azku z tym, że mamy do czynienia z duż ↪a populacj ↪a i ma lym
prawdopodobieństwem wyst ↪apienia b l ↪edu, które można traktować jako tzw.
zjawisko rzadkie. W tej sytuacji do wyznaczenia wartości krytycznej te-
stu i rozmiaru próby spe lniaj ↪acych postulaty ograniczaj ↪ace poziom ryzyk,
użyjemy uk ladu nierówności określonej wyrażeniem (2.19). Aby t ↪e nierów-
ność rozwi ↪azać, wykorzystujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a iteracyjn ↪a aplikacj ↪e napisan ↪a
w j ↪ezyku R.

#Wyznaczanie liczebności próby przy ustalonym η i κ
#Przybliżenie Poissona
#Liczebność populacji:
N < −19800
#Hipoteza H0:
p0 < −0.005
#Hipoteza H1:
p1 < −0.02
#Ryzyka:
eta < −0.1; kappa < −0.05
pk < −1; n < −1
while ((pk > kappa)&(n < N))
{wk < −qpois(1− eta, n ∗ p0)
pk < −ppois(wk, n ∗ p1)
n < −n+ 1}
#niezb ↪edna liczebność próby:
n < −n− 1; n
#wartość krytyczna testu:
wk

Ta procedura wylicza, iż wartość krytyczna testu wynosi mη,κ = 4,
niezb ↪edny rozmiar próby n ≥ 458. St ↪ad wi ↪ec wynika, że jeśli w 458 ele-
mentowej próbie prostej losowanej zwrotnie zostanie stwierdzonych mniej
niż 4 wadliwie przeprowadzone operacje bankowe, to akceptujemy system
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kontroli wewn ↪etrznej, przy czym b ↪edzie to b l ↪edna decyzja z prawdopodo-
bieństwem nie wi ↪ekszym od 0.05. W sytuacji gdy ilość nieprawid lowych
operacji osi ↪agnie poziom krytyczny 4, b ↪adź b ↪edzie od niego wi ↪eksza, to dez-
aprobujemy system kontroli wewn ↪etrznej, z ryzykiem pope lnienia b l ↪ednej
decyzji nieprzekraczaj ↪acym poziomu 0.1.

2.3. Wnioskowanie przy ustalonym ryzyku aprobaty
nieskutecznie dzia laj ↪acego systemu kontroli

2.3.1. Przypadek próby prostej

Rozważymy teraz sytuacj ↪e, gdy tzw. dyskwalifikuj ↪aca system kontroli
wewn ↪etrznej wartość proporcji nieprawid lowości nie jest precyzyjnie określo-
na. Wyznaczona jest jedynie wartość dopuszczalna tej proporcji oznaczana
przez p0. Wówczas wiemy, iż p1 > p0 i wartość parametru p1 może być do-
wolnie bliska wartości dopuszczalnej p0.W tej sytuacji hipotezy formu lowane
w podrozdziale 2.1 wyrażeniem (2.1) upraszczaj ↪a si ↪e do postaci

H0 : pU > p0, H1 : pU ≤ p0. (2.20)

Zatem H0 g losi, że system kontroli jest nieskuteczny, bo proporcja niepra-
wid lowości jest wi ↪eksza od dopuszczalnej p0, czyli równa najmniejszej pro-
porcji dyskwalifikujacej p1 = p0 + δ, gdzie δ > 0, lecz δ nie jest ustalone.
Z kolei H1 g losi, że system kontroli jest skuteczny, bo nie przekracza dopusz-
czalnej wartości p0. Ryzyko κ aprobaty nieskutecznego systemu kontroli jest
teraz poziomem istotności testu statystycznego.

Najpierw rozważymy raczej akademicki przypadek wnioskowania o sku-
teczności systemu kontroli wewn ↪etrznej na podstawie danych obserwowa-
nych w próbie prostej losowanej bezzwrotnie. Z racji tego, że propor-
cja nieprawid lowości pU = MU

N
, wyżej określone hipotezy można zast ↪apić

nast ↪epuj ↪acymi równoważnymi:

H0 : MU ≥M0 + 1 > M0, H1 : MU ≤M0, (2.21)

gdzie przez M0 oznaczono ilość elementów nieprawid lowych w populacji
o rozmiarze N . Hipoteza sprawdzana H0 g losi, że liczba nieprawid lowości
przekracza dopuszczalny poziom M0, a hipoteza alternatywna H1 g losi, że
liczba nieprawid lowości nie przekracza dopuszczalnego poziomu M0.

Do weryfikacji hipotezy H0 użyjemy liczby wykrytych nieprawid lowości,
oznaczanej dalej przez Ms, obserwowanych w próbie prostej losowanej bez-
zwrotnie o liczebności n. Wiadomo, że statystyka Ms ma rozk lad hiper-
geometryczny, którego funkcj ↪e prawdopodobieństwa w przypadku praw-
dziwości hipotezy H0 określa wzór (2.14). Ma le wartości statystyki testowej
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Ms świadcz ↪a przeciwko hipotezie sprawdzanej H0, a na na korzyść hipo-
tezy H1. Poziom istotności testu, b ↪ed ↪acy jednocześnie ryzykiem aprobaty
nieskutecznego systemu kontroli κ, określa wyrażenie:

α = κ ≥ P (Ms ≤ mκ|H0), (2.22)

gdzie mκ jest wartości ↪a krytyczn ↪a testu. Liczba mκ jest najwi ↪eksz ↪a liczb ↪a
naturaln ↪a spe lniaj ↪ac ↪a nierówność (2.22).

Gdyms ≤ mκ, to akceptujemy skuteczność systemu kontroli wewn ↪etrznej
z ryzykiem κ pope lnienia b l ↪ednej decyzji. Wynika to st ↪ad, że spe lnienie
nierównośi ms ≤ mκ prowadzi do odrzucenia hipotezy H0 na korzyść H1

z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪edu I rodzaju równemu poziomowi
istotności α = κ.

Gdy ms > mκ, to nie ma podstaw do akceptacji skuteczności systemu
kontroli wewn ↪etrznej, ponieważ nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H0.

Wyznaczanie wartości krytycznej testu przy ustalonej liczeb-
ności próby

W sytuacji gdy liczebność próby jest ustalona i równa n oraz ryzyko κ
jest również określone, to wartość krytyczn ↪a mκ wyznaczamy jako rozwi ↪aza-
nie nierówności:

κ ≥ P (Ms ≤ mκ) =
mκ∑
k=0

(
M0

k

)(
N−M0

n−k

)(
N
n

) , (2.23)

przy czym mκ jest maksymaln ↪a liczb ↪a spe lniaj ↪ac ↪a powyższe wyrażenie.

Przyk lad 2.5
Populacja dokumentów sk lada si ↪e z N = 300 sztuk. Audytor ustali l,

że dopuszczalna liczba b l ↪ednych dokumentów może wynosić M0 = 25.
Ponadto, stwierdzi l, że ryzyko aprobaty nieskutecznego systemu kontroli
κ = 0.1. W celu sprawdzenia funkcjonowania systemu kontroli wewn ↪etrznej
jakości tworzonych dokumentów wylosowano z analizowanej ich zbiorowości
n = 45 dokumentów. W wyniku ich kontroli stwierdzono, że w dwóch
spośród nich wykryto nieprawid lowości.

Z formalnego punktu widzenia mamy do czynienia z weryfikacj ↪a hipotezy
H0 określonej wyrażeniem (2.21). W celu wyznaczenia wartości krytycz-
nej mκ testu, spe lniaj ↪acej nierówność określon ↪a wzorem (2.23), korzystamy
z nast ↪epuj ↪acej instrukcji napisanej w j ↪ezyku komputerowym pakietu R:

qhyper(κ,M0, N −M0, n)− 1.

Realizacja instrukcji hyper(0.1,25,475,45)-1 jest w laśnie szukan ↪a wartości ↪a
krytyczn ↪a, która w naszym przypadku wynosi mκ = 1. Wyliczona na pod-
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stawie próby wartość sprawdzianu testu wynosi ms = 2. Zatem, z nie-
równości ms = 2 > 1 = mκ wynika, że nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy H0 g losz ↪acej, iż liczba nieprawid lowości w badanym zbiorze do-
kumentów jest wi ↪eksza od dopuszczalnej. To również oznacza, że nie ma
podstaw do akceptacji jakości funkcjonowania systemu kontroli.

Rozwi ↪azanie nierówności (2.23) uprości si ↪e, gdy liczebność populacji N
b ↪edzie duża (rz ↪edu co najmniej 1000). Wówczas z teorii rachunku prawdo-
podobieństwa wynika, że nierówność (2.23) można zast ↪apić nast ↪epuj ↪ac ↪a:

κ ≥
mκ∑
k=0

(
n

k

)
pk0(1− p0)n−k, p0 =

M0

N
. (2.24)

Przyk lad 2.6
Zbiór dokumentów badanych przez audytora liczy 8500 faktur. Dopusz-

czalna liczba faktur z b l ↪edami wynosi 5% ich ilości. Z badanej zbiorowości
wylosowano bezzwrotnie 80 faktur. Okaza lo si ↪e, że w wyniku przepro-
wadzonej kontroli wśród tych faktur znalaz ly si ↪e dwie faktury z b l ↪edami.
Czy z ryzykiem b l ↪ednej decyzji równym 0.09 można twierdzić, że system
kontroli wewn ↪etrznej jest skuteczny? Mamy wi ↪ec do czynienia z weryfi-
kacj ↪a określonej wzorem (2.21) hipotezy sprawdzanej dla parametru M0 =
p0N = 425, przy czym p0 = 0.05, N = 8500, n = 80, κ = 0.09, ms = 1.
Wartość krytyczn ↪a testu wyznaczamy na podstawie wzoru (2.24). W tym
celu używamy nast ↪epuj ↪acej instrukcji pakietu (systemu) komputerowego R:

qbinom(κ, n, p0)− 1

W naszym przypadku qbinom(0.09,80,0.05)-1=1, czyli mκ = 1. Zatem
ms = 1 = mκ, co prowadzi do wniosku, że hipotez ↪eH0 należy odrzucić z pra-
wdopodobieństwem b l ↪ednej decyzji równym 0.09, co w kontekście badania
audytowego oznacza, iż akceptujemy system kontroli wewn ↪etrznej z ryzy-
kiem (pope lnienia b l ↪ednej decyzji) równym 0.09.

Dodajmy jeszcze, że jeśli wartość krytyczn ↪a wyznaczalibyśmy na pod-
stawie dok ladnego rozk ladu hipergeometrycznego, to wówczas określona
w przyk ladzie 2.5 instrukcja programu R: qhyper(0.09,425,8075,80)-1 pro-
wadzi również do wartości krytycznej testu mκ = 1.

Nast ↪epny przybliżony sposób rozwi ↪azywania nierówności (2.23) wynika
ze znanego twierdzenia granicznego, pozwalaj ↪acego uzasadnić przybliżenie
rozk ladu dwumianowego rozk ladem Poissona (por. np. Gerstenkorn, Śródka,
1974; Jakubowski i Sztencel, 2004 i Krzyśko, 2000). Praktyczny wniosek wy-
nikaj ↪acy z tego twierdzenia pozwala, przy za lożeniu, że p < 0.05, N ≥ 1000
i λ = np, nierówność (2.23) zast ↪apić przez nast ↪epuj ↪ac ↪a:

κ ≥ e−np0
mκ∑
k=0

(np0)k

k!
. (2.25)
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Przyk lad 2.7
Spośród 30 000 dokumentów wylosowano bezzwrotnie prób ↪e prost ↪a o roz-

miarze 900. W wyniku przeprowadzonej kontroli zaobserwowano wśród nich
8 dokumentów z wyst ↪epuj ↪acymi w nich b l ↪edami. Dopuszcza si ↪e, że jedynie
1% liczby tych dokumetów może być nieprawid lowo sporz ↪adzonych. Czy
z prawdopodobieństwem 0.04 można zaryzykować, iż w świetle tego rezul-
tatu system kontroli można zaakceptować jako skuteczny? Reasumuj ↪ac,
N = 30000, n = 900, p0 = 0.01, κ = 0.04 oraz ms = 8. Wartość kry-
tyczn ↪a testu hipotezy H0, danej wyrażeniem (2.21) wyznaczamy na podsta-
wie wzoru (2.25), korzystaj ↪ac z nast ↪epuj ↪acej instrukcji programu R:

qpois(κ, np0)− 1.

W naszym przypadku mκ = qpois(0.04,900*0.01)-1=3. Zatem nierówność
ms = 8 > mκ = 3 prowadzi audytora do wniosku, że nie należy odrzucać
hipotezy o tym, że badany system kontroli wewn ↪etrznej jest nieskuteczny.

Znane centralne twierdzenie graniczne de Moivre’a-Laplace’a pozwala
na przybliżone rozwi ↪azanie nierówności (2.23) dla N ≥ 1000, p ≥ 0.05,
n ≥ 100 wyznaczyć jako rozwi ↪azanie nast ↪epuj ↪acego równania:

κ = P

Z <
pκ − p0√

(N−n)
(N−1)n

p0(1− p0)
= zκ

 , (2.26)

z którego wyliczamy, że mκ = npκ, gdzie:

pκ = p0 + zκ

√
N − n
N − 1

p0(1− p0)

n
, (2.27)

przy czym κ = P (Z < zκ) i Z ∼ N(0; 1).

Przyk lad 2.8
Spośród 6500 sprawozdań finansowych wylosowano bezzwrotnie próbk ↪e

prost ↪a 120-elementow ↪a. Po kontroli wylosowanych sprawozdań okaza lo si ↪e,
że 8 spośród nich jest b l ↪ednie przygotowanych. Dopuszcza si ↪e, że aż 0.06%
źle przygotowanych sprawozdań może być niezauważonych podczas kon-
troli wewn ↪etrznej. Na poziomie ryzyka b l ↪ednej akceptacji systemu kontroli
wewn ↪etrznej równym 0.08 sprawdzamy, czy można uznać, że system kon-
troli jest wystarczaj ↪aco wydolny, co sprowadza si ↪e do weryfikacji hipotezy
określonej wzorem (2.21). Z racji tego, że wyj́sciowe warunki spe lniaj ↪a kry-
teria, przy których stosuje si ↪e centralne twierdzenie de Moivre’a–Laplace’a,
wykorzystujemy wzory (2.26) i (2.27) do wyliczenia wartości krytycznej te-
stu. Korzystaj ↪ac z intrukcji programu R:

qnorm

(
κ, np0,

√
N − n

(N − 1)
np0(1− p0)

)
.
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W naszym przypadku N = 6500, n = 120, ms = 8, p0 = 0.06, κ = 0.08.
To już pozwala wyliczyć wartość qnorm(0.08,7.2,2.5776)=3.5783 = mκ.
Zatem ms = 8 > mκ. W zwi ↪azku z tym nie ma podstaw do aprobaty
skuteczności badanego systemu kontroli wewn ↪etrznej.

Wyznaczanie liczebności próby prostej losowanej bezzwrotnie
przy ustalonej wartości krytycznej

W przypadku gdy audytor ustala poziom ryzyka κ oraz wartość kry-
tyczn ↪a testumκ, to pojawia si ↪e możliwość wyznaczania niezb ↪ednej liczebnoś-
ci próby, zapewniaj ↪acej podj ↪ecie decyzji o prawdziwości hipotezy H0. Czy-
nimy to również na podstwie nierówności (2.23)-(2.25), lecz tym razem
rozwi ↪azujemy je wzgl ↪edem niewiadomej, któr ↪a jest w laśnie szukana liczeb-
ność próby. To doprowadzi lo do stworzenia specjalnych tablic (por. np.
Karliński, 2005; Ho lda i Pociecha, 2004; Guy, Carmichael i Whittinton,
2002) pozwalaj ↪acych przy ustalonym p0, κ i pκ wyznaczyć niezb ↪edn ↪a li-
czebność próby.

Przyk lad 2.9
Populacja sk lada si ↪e z N = 400 dokumentów. Dopuszcza si ↪e, że M0 = 20

spośród nich może być nieprawid lowo sporz ↪adzonych. Audytor w celu prze-
konania si ↪e, czy ta dopuszczalna ilość nieprawid lowości jest zachowana,
weryfikuje hipotez ↪e określon ↪a wyrażeniem (2.21), ustalaj ↪ac ryzyko akcep-
tacji nieskutecznego systemu kontroli wewn ↪etrznej na poziomie κ = 0.1.
W celu weryfikacji postawionej hipotezy sprawdzanej b ↪edzie wylosowana
bezzwrotnie próba prosta. Ponadto, audytor ustali l, że hipotez ↪e H0 odrzuca
z ryzykiem κ, gdy zaobserwowana liczba dokumentów z b l ↪edami nie prze-
kroczy krytycznej liczby mκ = 2. Pozostaje wi ↪ec wyznaczenie niezb ↪ednej
liczebności próby spe lniaj ↪acej określone postulaty, co czynimy na podstawie
wzoru (2.23), wspomagaj ↪ac si ↪e nast ↪epuj ↪ac ↪a procedur ↪a napisan ↪a w j ↪ezyku
pakietu R.

#Liczebność populacji:
N < −400
#Hipoteza H0:
M0 < −20
#liczebność krytyczna:
mk < −2
#ryzyko:
kappa < −0.1
pk < −1
n < −mk
while ((pk > kappa)&(n < N −M0))
{pk < −phyper(mk,M0, N −M0, n)
n < −n+ 1}
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#niezb ↪edna liczebność próby:
n-1

W wyniku realizacji zapisanej aplikacji otrzymujemy, że liczebność próby
n ≥ 97 wystarczy po to, aby test z ryzykiem nie wi ↪ekszym od κ = 0.1
zaakceptuje nieskuteczny system kontroli, gdy liczba nieprawid lowych do-
kumentów b ↪edzie nie wi ↪eksza od mκ = 2.

Przyk lad 2.10
Ze zbiorowości rolników pewnej gminy licz ↪acej 2500 osób b ↪edzie loso-

wana bezzwrotnie próba prosta w celu weryfikacji określonej wyrażeniem
(2.21) hipotezy sprawdzanej, g losz ↪acej, że co najmniej 0.2 wniosków o do-
finansowanie dzia lalności na rzecz ochrony środowiska jest nieprawid lowo
sporz ↪adzonych i zosta lo to niezauważone przez przyjmuj ↪acych te dokumenty.
Ta hipoteza b ↪edzie odrzucana, jeśli liczba stwierdzonych w próbie b l ↪ednych
sprawozdań nie przykroczy poziomu 5. Zatem oznacza to, że system kon-
troli jest nieskuteczny. Ryzyko przyj ↪ecia nieskutecznego systemu kontroli
ustalono na poziomie 0.1. Teraz pozostaje wyznaczyć niezb ↪edn ↪a liczebność
próby, spe lniaj ↪ac ↪a określone postulaty. Reasumuj ↪ac, rozmiar próby powi-
nien zapewniać, że dla wartości krytycznej testu mκ = 5 weryfikujemy hi-
potez ↪e H0 : MU > p0N = 500 z ryzykiem jej b l ↪ednego odrzucenia równym
κ = 0.1, przy czym p0 = 0.2 i N = 2500. W zwi ↪azku z tym, że rozmiar po-
pulacji dokumentów jest duży (co zapewnia zbieżność rozk ladu hipergeome-
trycznego do rozk ladu dwumianowego), wykorzystujemy nierówność (2.24)
do wyznaczenia potrzebnej liczebności próby, która b ↪edzie rozwi ↪azaniem
tej nierówności. Do wyliczenia tej liczebności doprowadzi nas nast ↪epuj ↪aca
rekurencyjna procedura napisana w j ↪ezyku R.

#wyznaczanie liczebności próby przy ustalonym kappa
#przybliżenie dwumianowe
#liczebność populacji:
N < −2500
#Hipoteza
H0 : p0 < −0.2
M0 < −N ∗ p0
#wartość krytyczna:
mk < −5
#ryzyko:
kappa < −0.1
pk < −1
n < −mk
while((pk > kappa)&(n < N −M0))
{pk < −pbinom(mk, n, p0)
n < −n+ 1}
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#niezb ↪edna liczebność próby:
n-1

W wyniku realizacji zapisanej aplikacji otrznymujemy szukany rozmiar
próby: n ≥ 45.

Przyk lad 2.11
Ze zbiorowości podatników pewnej gminy licz ↪acej 9500 osób doros lych

b ↪edzie losowana bezzwrotnie próba prosta w celu weryfikacji określonej
wyrażeniem (2.21) hipotezy sprawdzanej, g losz ↪acej, że co najmniej 0.01
sprawozdań podatkowych jest nieprawid lowo sporz ↪adzona i zosta lo to nie-
zauważone przez przyjmuj ↪acych te dokumenty. Ta hipoteza b ↪edzie odrzu-
cana, jeśli liczba stwierdzonych w próbie b l ↪ednych sprawozdań nie przykro-
czy poziomu 5. Ryzyko przyj ↪ecia nieskutecznego systemu kontroli ustalono
na poziomie 0.1. Teraz pozostaje wyznaczyć niezb ↪edn ↪a liczebność próby
spe lniaj ↪ac ↪a określone postulaty. Reasumuj ↪ac, rozmiar próby powinien za-
pewniać, że dla wartości krytycznej testu mκ = 5 weryfikujemy hipotez ↪e
H0 : MU > p0N = 95 z ryzykiem jej b l ↪ednego odrzucenia równym κ = 0.1,
przy czym p0 = 0.01 i N = 9500. W zwi ↪azku z tym, że rozmiar populacji
sprawozdań jest duży, parametr p0 ma ly (co umożliwia zbieżność rozk ladu
hipergeometrycznego do rozk ladu Poissona), wykorzystujemy nierówność
(2.25) do wyznaczenia potrzebnej liczebności próby. Zatem, b ↪edzie ona
rozwi ↪azaniem tej nierówności, do czego doprowadzi nas nast ↪epuj ↪aca reku-
rencyjna aplikacja napisana w j ↪ezyku R.

#wyznaczanie liczebności próby przy ustalonym kappa
#przybliżenie Poissona
#liczebność populacji:
N < −9500
#Hipoteza
H0 : p0 < −0.01
M0 < −N ∗ p0
#wartość krytyczna:
mk < −5
#ryzyko:
kappa < −0.1
pk < −1
n < −mk
while((pk > kappa)&(n < N −M0))
{pk < −ppois(mk, n ∗ p0)
n < −n+ 1}
#niezb ↪edna liczebność próby:
n-1

W wyniku przeprowadzonych obliczeń otrzymujemy, że należy wylo-
sować co najmniej 928 sprawozdań do ich skontrolowania.
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Ze wspomnianego już twierdzenia de Moivre’a–Laplace’a przy za lożeniu,
że N ≥ 1000, p ≥ 0.05 oraz ustalonej cz ↪estości krytycznej pκ z równania
(2.27) wynika, iż

n ≥ 1
1
N

+ N−1
N

(pκ−p0)2

z2κp0(1−p0)

≈ z2
κp0(1− p0)

(pκ − p0)2
, (2.28)

przy czym κ = P (Z < zκ), Z ∼ N(0; 1), a wartość krytyczn ↪a pκ = mκ
n

audytorzy zwykle określaj ↪a na poziomie nie wi ↪ekszym niż 0.5p0, czyli pκ =
0.5p0 (por. np. Karliński, 2005).

Przyk lad 2.12
Zwykle z powodu nieuwagi, czyli braku samokontroli, 15% nauczycieli

oddaje protoko ly ocen z egzaminów z b l ↪edami. Przeprowadzono dodatkow ↪a
kontrol ↪e protoko lów wśród wylosowanych nauczycieli z populacji N = 2000
pracowników dydaktycznych uniwersytetu. Weryfikujemy hipotez ↪e spraw-
dzan ↪a, określon ↪a wyrażeniem (2.21), czyli H0 : MU > M0 = p0N = 300,
gdzie p0 = 0.15, przy ryzyku jej b l ↪ednego odrzucenia na korzyść hipotezy
konkurencyjnej H1 : MU ≤ 300 wynosz ↪acym κ = 0.01. Wartość krytyczn ↪a
testu ustalamy na poziomie pκ = 0.07. W zwi ↪azku z tym, że spe lnione
s ↪a za lożenia centralnego twierdzenia granicznego, korzystamy z wyrażenia
(2.28) w celu wyznaczenia niezb ↪ednej liczebności próby. Wówczas liczebność
próby wyliczamy za pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acej procedury zapisanej w j ↪ezyku R:

#wyznaczanie liczebności próby przy ustalonym kappa
#przybliżenie normalne
#liczebność populacji:
N < −2000
#Hipoteza
p0 < −0.15
M0 < −N ∗ p0
#wartość krytyczna:
mpk < −0.07
#ryzyko:
kappa < −0.01
n < −1/(1/N + (N − 1) ∗ (wpk− p0)2/(N ∗ p0 ∗ (1− p0) ∗ qnorm(kappa)2))
#niezb ↪edna liczebność próby:
n-1

Zapisana procedura wylicza, że niezb ↪edny rozmiar próby wynosi 103.

2.3.2. Przypadek próby warstwowej

Rozważamy dalej problem weryfikacji hipotez określonych równoważnymi
wyrażeniami (2.20) i (2.21), lecz tym razem użyjemy statystyki testowej,
b ↪ed ↪acej funkcj ↪a estymatora wskaźnika struktury z próby warstwowej. W pod-
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rozdziale 1.3.3 wyjaśniono konstrukcj ↪e schematu losowania próby warstwo-
wej. Niech populacja dokumentów b ↪edzie podzielona na H roz l ↪acznych
i niepustych warstw. Sum ↪e liczebności prób prostych losowanych bezzwrot-
nie z warstw oznaczamy przez n. Do weryfikacji hipotezy sprawdzanej H0

używa si ↪e statystyki:

Zs =
p̄s − p0√
Vs(p̄s)

, (2.29)

gdzie:

p̄s =
H∑
h=1

whpsh , wh =
Nh

N
, (2.30)

Vs(p̄s) =
H∑
h=1

Nh − nh
(Nh − 1)nh

w2
hpsh(1− psh), (2.31)

przy czym przez psh oznaczono cz ↪estość wyst ↪epowania nieprawid lowości
w próbie prostej sh o liczebności nh, losowanej bezzwrotnie z h-tej warstwy
o liczebności Nh.

Zastosujmy twierdzenie de Moivre’a–Laplace’a dla każdej warstwy z osob-
na. Wtedy przy za lożeniu, że rozmiar każdej warstwy osi ↪aga co najmniej
1000 elementów, a rozmiar próby z niej losowanej ma liczebność równ ↪a co
najmniej 100 elementów oraz prawdopodobieństwa wyst ↪apienia nieprawid lo-
wości w każdej warstwie nie jest mniejsze od 0.04, określona wzorem (2.29)
statystyka Zs ma rozk lad normalny standardowy, gdy prawdziw ↪a jest hipo-
teza sprawdzana H0 określona wyrażeniem (2.20). Ponadto, zak lada si ↪e, iż
jeśli liczebności prób rosn ↪a, to rosn ↪a również odpowiednie rozmiary warstw.
Wówczas, przy ustalonej liczebności próby warstwowej wartość krytyczn ↪a
pκ testu hipotezy H0 wyznacza wzór:

P (p̄s ≤ pκ|H0) = κ, (2.32)

gdzie:

pκ = p0 + zκ
√
Vs(p̄s), (2.33)

przy czym κ = P (Z < zκ), Z ∼ N(0, 1). Gdy zaobserwujemy, że p̄s ≤
pκ, to akceptujemy system kontroli wewn ↪etrznej z prawdopodobieństwem
(ryzykiem) zawyżonego do niego zaufania na poziome κ.

Przyk lad 2.13
Planuje si ↪e przeprowadzenie kontroli poprawności wypisywanych recept

na leki, wystawionych w lutym br. Populacja recept jest podzielona na
trzy warstwy ze wzgl ↪edu na źród lo ich pochodzenia. W pierwszej warstwie
licz ↪acej 55 000 recept s ↪a recepty wystawione w podstawowej opiece zdrowot-
nej. Recepty pochodz ↪ace ze specjalistycznej opieki zdrowotnej s ↪a w drugiej
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warstwie, zawieraj ↪acej 20 000 tych dokumentów. Trzecia warstwa liczy
5 000 recept wystawionych w lecznictwie zamkni ↪etym. Z kolejnych warstw
planuje si ↪e wylosować 300, 200 i 100 recept.

Prawid lowość wystawianych recept jest w sposób naturalny sprawdzana
przez aptekarzy. W zwi ↪azku z tym apteki można traktować jako system
kontroluj ↪acy jakość recept. Przyjmuje si ↪e, że dopuszczalny udzia l recept
nieprawid lowo wystawionych ustalono na poziomie 0.05. Problem polega
na sprawdzeniu s ↪adu g losz ↪acego, że nie jest skutecznym dzia lanie tego swo-
istego systemu kontroli jakości recept przeciwko stwierdzeniu, że ten sys-
tem dzia la skutecznie. Formalnie rzecz bior ↪ac, prowadzi do tego weryfi-
kacja hipotezy, że udzia l nieprawid lowych recept przekracza dopuszczalny
poziom p0 = 0.05, przy konkurencyjnej hipotezie, że ten poziom dopusz-
czalny nie jest przekroczony, czyli te hipotezy formalnie określa wyrażenie
(2.20). Przyjmuje si ↪e, że ryzyko przyj ↪ecia nieskutecznego systemu kontroli
nie przekracza poziomu κ = 0.1.

Na podstawie informacji z wybranych aptek oszacowano, że udzia ly nie-
prawid lowo wypisanych aptek w kolejnych warstwach wynosz ↪a 0.06, 0.02
i 0.1. Zgodnie z tymi ocenami najmniej nieprawid lowych recept pochodzi
od specjalistów, a najwi ↪ecej od pracuj ↪acych w szpitalach, czyli lecznictwie
zamkni ↪etym.

Przy określonych postulatach wartość krytyczn ↪a testu wyznaczamy na
podstawie wzorów (2.33) i (2.31). Przyjmujemy, że ps1 = 0.06, ps2 = 0.02
i ps3 = 0.1. Korzystaj ↪ac np. z arkusza kalkulacyjnego Excel lub programu
R można wyliczyć, że szukana wartość krytyczna wynosi: pκ = 0.037. Za-
tem, jeśli po kontroli recept wylosowanych do próby warstwowej o rozmiarze
600 stwierdzamy, że udzia l recept nieprawid lowych nie przekracza poziomu
krytycznego pκ, to odrzucamy hipotez ↪e sprawdzan ↪a, że system kontroli re-
cept prowadzony w aptekach nie jest skuteczny, przy czym ta decyzja może
być b l ↪edna z prawdopodobieśtwem 0.1. Innymi s lowy, wnioskujemy, że kon-
trola apteczna jakości recept jest skuteczna, z ryzykiem wydania b l ↪ednej
decyzji wynosz ↪acym 0.1. Z kolei w przeciwnym wypadku, gdy udzia l recept
nieprawid lowych przekroczy poziom krytyczny pκ, to nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy, iż apteczna kontrola jakości recept jest nieskuteczna.

Zak ladamy, że liczebności prób losowanych z poszczególnych warstw s ↪a
proporcjonalne do rozmiarów odpowiednich warstw. Wtedy ocen ↪e wariancji
estymatora p̄s określa wzór:

Vs(p̄s) =
N − n
n

H∑
h=1

w2
h

(Nwh − 1)
psh(1− psh) ≈ N − n

Nn

H∑
h=1

whpsh(1− psh).

(2.34)
text
text
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Wówczas ze wzoru (2.33) wynika, że niezb ↪edn ↪a liczebność n próby dla
ustalonych κ i pκ wyznacza wyrażenie:

n ≥

[
z2
κδ0

z2κδ0
N

+ (pκ − p0)2

]
+ 1 ≈

[
z2
κδs

(pκ − p0)2

]
+ 1, (2.35)

gdzie:

δ0 =
H∑
h=1

whph(1− ph) ≤
1

4
. (2.36)

Za lożenie, że ph = 1
2

dla h = 1, . . . , H, a co za tym idzie, iż δ0 = 1
4

by loby
zbyt pesymistyczne, ponieważ doprowadzi to do znacznego zawyżenia li-
czebności próby ponad potrzeb ↪e wynikaj ↪ac ↪a z postulowanej wartości ryzyka
κ. Dlatego postuluje si ↪e, aby wartości ph, h = 1, . . . , H ocenić na podsta-
wie wst ↪epnych prób prostych losowanych bezzwrotnie z warstw populacji.
W zagadnieniach audytowych oczekuje si ↪e, że te wartości s ↪a bliskie zeru,
a w każdym radzie nieprzekraczaj ↪ace poziomu 1

5
. Zatem, przyjmuj ↪ac, że

ph ≤ 1
5

dla h = 1, . . . , H otrzymujemy ze wzoru (2.36), że δ0 ≤ 0.16.

Przyk lad 2.14
Populacj ↪e faktur licz ↪ac ↪a 20 000 podzielono na trzy warstwy na podstawie

ich nominalnych wartości ksi ↪egowych. Dopiero po dokonaniu kontroli wylo-
sowanych faktur może okazać si ↪e, że te nominalne wartości trzeba b ↪edzie po-
prawić na prawdziwe. Pierwsz ↪a warstw ↪e stanowi ly faktury, których wartość
nie przekracza la poziomu 200 z l. W drugiej warstwie s ↪a faktury o wartości
wi ↪ekszej od 200 z l i nie wi ↪ekszej od 1000 z l, a w trzeciej warstwie s ↪a do-
kumenty kwocie wi ↪ekszej od 1000 z l. W kolejnych warstwach znajduje
si ↪e odpowiednio 40%, 30% i 30% liczby wszystkich fakur, czyli w1 = 0.4,
w2 = w3 = 0.3.

Weryfikujemy hipotez ↪e sprawdzan ↪a H0 (por. wyrażenia (2.20) i (2.21)),
g losz ↪ac ↪a, że proporcja faktur z b l ↪edami nie przekracza wartości dopuszczal-
nej, H0 : pU > p0 = 0.05, przy hipotezie alternatywnej H0 : pU ≤ p0 =
0.05. Ryzyko akceptacji nieprawid lowego systemu kontroli ma nie prze-
kraczać poziomu κ = 0.01. Ponadto, ustalamy, że sformu lowana hipoteza
sprawdzana b ↪edzie odrzucana, gdy cz ↪estość wyst ↪epowania b l ↪ednych faktur
nie przekroczy poziomu pκ = 0.01.

Decydujemy si ↪e na losowanie próby warstwowej z liczebnościami prób
proporcjonalnymi do wartości rozmiarów warstw. Przyjmujemy, że udzia l
faktur z b l ↪edami w każdej warstwie nie przekracza poziomu 0.2, co daje
wartość δ0 = 0.16. Wartość zκ = −2.3264, ponieważ z tablic dystrybuanty
rozk ladu normalnego standardowego wynika, że P (Z < zκ) = 0.01 = κ,
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gdzie Z ∼ N(0, 1). Te rezultaty i wzór (2.35) prowadz ↪a do nast ↪epuj ↪acego
wyniku:

n ≥

[
(−2.3264)20.16

(−2.3264)20.16
20000

+ (0.01− 0.05)2

]
+ 1 = 527.

Teraz na podstawie wzoru (1.29) wyliczamy, że rozmiary prób, które maj ↪a
być losowane z warstw wynosz ↪a n1 = 527·0.4 = 210.8 ≈ 211, n2 = n3 = 527·
0.3 = 158.1 ≈ 158. Zatem tak wyznaczona próba spe lnia ustalone postulaty,
czyli hipoteza H0 b ↪edzie odrzucana z ryzykiem pope lnienia b l ↪ednej decyzji
wynosz ↪acym κ = 0.01, gdy zaobserwowana w próbie cz ↪estość wyst ↪epowania
b l ↪ednych faktur p̄s nie przekroczy wartości krytycznej pκ = 0.01. W przeciw-
nym przypadku, jeśli p̄s > 0.01, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
H0.

2.4. Wnioskowanie przy ustalonym ryzyku
dezaprobaty skutecznie funkcjonuj ↪acego
systemu kontroli

Niniejszy podrozdzia l jest niejako komplementarny w stosunku do treści
poprzedniego. Tym razem proces weryfikacji skuteczności systemu kontroli
jest prowadzony tak, aby ewentualnie podj ↪ać możliwie ma le ryzyko od-
rzucenia skutecznie dzia laj ↪acego systemu kontroli wewn ↪etrznej. Dodajmy
jeszcze, iż prezentowane tutaj podej́scie do analizy skuteczności kontroli
jest rzadko brane pod uwag ↪e w praktyce, ponieważ zwykle wi ↪eksz ↪a wag ↪e
przywi ↪azuje si ↪e do dba lości o nieprzekroczenie postulowanego ryzyka przyj ↪e-
cia źle dzia laj ↪acego systemu kontroli.

2.4.1. Przypadek próby prostej

Podobnie jak wcześniej, wartość dopuszczaln ↪a proporcji nieprawid lowości
oznaczamy przez p0. O wartości dyskwalifikuj ↪acej p1 wiemy jedynie tyle, że
jest ona wi ↪eksza od dopuszczalnej, czyli p1 > p0. W zwi ↪azku z tym hipotezy
formu lowane w podrozdziale 2.2 wyrażeniem (2.1) upraszczaj ↪a si ↪e do postaci

H0 : pU ≤ p0, H1 : pU > p0. (2.37)

Zatem H0 g losi, że system kontroli jest skuteczny, bo proporcja niepra-
wid lowości jest nie wieksza od dopuszczalnej p0. Z kolei H1 g losi, że system
kontroli jest nieskuteczny, bo proporcja nieprawid lowości przekracza do-
puszczaln ↪a wartość p0. Ryzyko η dezaprobaty skutecznego systemu kontroli
jest teraz poziomem istotności testu statystycznego.

Zak ladamy, że próba potrzebna do wnioskowania o skuteczności sys-
temu kontroli wewn ↪etrznej jest prost ↪a losowan ↪a bezzwrotnie. Proporcja
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nieprawid lowości pU = MU

N
, co pozwala wyżej określone hipotezy zast ↪apić

nast ↪epuj ↪acymi równoważnymi:

H0 : MU ≤M0, H1 : MU > M0, (2.38)

gdzie przez M0 oznaczono ilość elementów nieprawid lowych w populacji
o rozmiarze N . Hipoteza sprawdzana H0 g losi, że liczba nieprawid lowości
nie przekracza dopuszczalnego poziomu M0, a hipoteza alternatywna H1

g losi, że liczba nieprawid lowości jest wi ↪eksza od dopuszczalnego poziomu
M0.

Podobnie jak wcześniej do weryfikacji hipotezyH0 użyjemy liczby wykry-
tych nieprawid lowości, oznaczanej dalej przez Ms. Ocena wartości Ms jest
wyznaczana na podstwie próby prostej losowanej bezzwrotnie o liczebności
n. Duże wartości statystyki testowej Ms świadcz ↪a przeciwko hipotezie
sprawdzanej H0, a na na korzyść hipotezy H1. Poziom istotności testu,
b ↪ed ↪acy jednocześnie ryzykiem η dezaprobaty skutecznego systemu kontroli,
określa wyrażenie:

α = η ≥ P (Ms ≥ mη|H0), (2.39)

gdzie mη jest wartości ↪a krytyczn ↪a testu. Liczba mη jest najmniejsz ↪a liczb ↪a
naturaln ↪a spe lniaj ↪ac ↪a nierówność (2.39).

Gdyms ≥ mη, to dezaprobujemy skuteczność systemu kontroli wewn ↪etrz-
nej z ryzykiem η pope lnienia b l ↪ednej decyzji. Wynika to st ↪ad, że spe lnienie
nierównośi ms ≥ mη prowadzi do odrzucenia hipotezy H0 na korzyść H1

z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪edu I rodzaju równemu poziomowi
istotności α = η.

Gdy ms < mκ, to nie ma podstaw do dezaprobaty skuteczności systemu
kontroli, ponieważ nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H0.

W sytuacji gdy liczebność próby jest ustalona i równa n oraz ryzyko η
jest również określone, to wartość krytyczn ↪a mη wyznaczamy jako rozwi ↪aza-
nie nierówności:

η ≥ P (Ms ≥ mη) =

min(n,M0)∑
k=mη

(
M0

k

)(
N−M0

n−k

)(
N
n

) , (2.40)

przy czym mη jest najmniejsz ↪a liczb ↪a spośród spe lniaj ↪acych powyższe wyra-
żenie.

Przyk lad 2.15
Zbiór pytań testowych użytych do egzaminowania sk lada si ↪e z N =

500 sztuk. Egzaminator ustali l, że dopuszczalna liczba pytań, na które
student może nie znać poprawnej odpowiedzi wynosi M0 = 100. Podczas
egzaminu student losuje n = 50 pytań. Gdy nie odpowie na co najmniej mη

pytań, to nie zdaje egzaminu. Ustalono, że ryzyko niezaliczenia egzaminu,
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gdy student zna odpowiedzi na co najmniej 400 pytań, wynosi η = 0.05.
Problem polega na ustaleniu wartości krytycznej liczby pytań mη.

Z formalnego punktu widzenia mamy do czynienia z weryfikacj ↪a hipotezy
H0 : M0 ≤ 100, przeciwko hipotezie H0 : M0 > 100 (por. wyrażenie (2.38)).
Po to aby wyznaczyć wartość krytyczn ↪a mη testu spe lniaj ↪ac ↪a nierówność
określon ↪a wzorem (2.40), korzystamy z nast ↪epuj ↪acej instrukcji napisanej
w j ↪ezyku komputerowym pakietu R:

qhyper(η,M0, N −M0, n, lower.tail = FALSE) + 1.

W naszym przypadku ta instrukcja konkretyzuje si ↪e do postaci:

qhyper(0.05, 100, 400, 50, lower.tail = FALSE) + 1.

Jej realizacja daje szukan ↪a wartości ↪a krytyczn ↪a, która wynosi mκ = 16.
Jeśli student nie odpowie na 16 lub wi ↪ecej pytań spośród 50 wylosowanych,
to nie zalicza egzaminu, przy czym jest to b l ↪edna ocena zasobu jego wiedzy
z prawdopodobieństwem (ryzykiem) równym 0.05. W przeciwnej sytuacji,
jeśli student nie odpowie na mniej niż 16 pytań, to nie ma podstaw, aby mu
nie zaliczyć egzaminu.

Rozwi ↪azanie nierówności (2.40) upraszcza si ↪e, gdy liczebność populacji
N b ↪edzie duża (rz ↪edu co najmniej 1000). Wówczas, podobnie jak w po-
przednim podrozdziale, można j ↪a zast ↪apić nast ↪epuj ↪ac ↪a:

η ≥
n∑

k=mη

(
n

k

)
pk0(1− p0)n−k, p0 =

M0

N
, (2.41)

przy czym mη jest najmniejsz ↪a liczb ↪a spośród tych spe lniaj ↪acych powyższ ↪a
nierówność.

Przyk lad 2.16
Populacja faktur liczy 5000 dokumentów. Dopuszczalna liczba faktur

z b l ↪edami wynosi 5% ich ilości. Z badanej zbiorowości wylosowano bez-
zwrotnie 50 faktur. Okaza lo si ↪e, że w wyniku przeprowadzonej kontroli
wśród nich znalaz ly si ↪e trzy faktury z b l ↪edami. Czy z ryzykiem b l ↪ednej
decyzji równym 0.1 można twierdzić, że system kontroli wewn ↪etrznej jest
nieskuteczny? Mamy wi ↪ec do czynienia z weryfikacj ↪a określonej wzorami
(2.37) lub (2.38)hipotezy sprawdzanej dla parametru M0 = p0N = 250,
przy czym p0 = 0.05, N = 5000, n = 50, η = 0.1, ms = 3. Wartość kry-
tyczn ↪a testu wyznaczamy na podstwie wzoru (2.41). W tym celu używamy
nast ↪epuj ↪acej instrukcji pakietu komputerowego R:

qbinom(η, n, p0, lower.tail = FALSE) + 1

W naszym przypadku qbinom(0.1, 50, 0.05, lower.tail = FALSE) = 5, czyli
mη = 5. Zatem, ms = 3 < mη = 5, co prowadzi do wniosku, że nie
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ma podstaw do odrzucenia hipotezy H0 g losz ↪acej, iż system kontroli jest
skuteczny.

Wyrażenie (2.41) dotyczy sytuacji, gdy rozmiar populacji N jest duży,
a prawdopodobieństwo p0 umiarkowanie ma le, czyli 0.05 ≤ p0 ≤ 0.1. W sy-
tuacji, gdy p0 < 0.05 i N ≥ 1000 i λ = np nierówność (2.40) zast ↪epuje si ↪e
przez nast ↪epuj ↪ac ↪a, wynikaj ↪ac ↪a z przybliżenia Poissona:

η ≥ 1− e−np0
mη−1∑
k=0

(np0)k

k!
, (2.42)

przy czymmη jest najmniejsz ↪a liczb ↪a spośród tych, które spe lniaj ↪a powyższ ↪a
nierówność.

Przyk lad 2.17
Spośród 300 000 wierszy tekstu pewnej wielotomowej encyklopedii wy-

losowano 1000 wierszy celem wykrycia w nich b l ↪edów, które przeoczyli ko-
rektorzy. W wyniku tego zaobserowano wśród nich 30 wierszy z b l ↪edani.
Przyjmuje si ↪e, że dopuszczalny udzia l niezauważonych wierszy z b l ↪edami
wynosi 0.05%. Czy z prawdopodobieństwem (ryzykiem) 0.05 można twier-
dzić, że system kontroli korektorskiej tekstu nie jest skuteczny? Reasu-
muj ↪ac, N = 300000, n = 1000, p0 = 0.005, η = 0.05. Wartość krytyczn ↪a te-
stu hipotezy H0, danej wyrażeniem (2.37) wyznaczamy na podstawie wzoru
(2.42), korzystaj ↪ac z nast ↪epuj ↪acej instrukcji programu R:

qpois(η, n ∗ p0, lower.tail = FALSE) + 1.

W naszym przypadkumη = qpois(0.05, 1000∗0.005, lower.tail = FALSE) =
9. Zatem, jeśli zaobserwowana w próbie liczba wierszy z b l ↪edami jest co naj-
mniej równa 9, czyli ms ≥ 9 = mη, to system kontroli korektorskiej uzna-
jemy za nieskuteczny z prawdopodobieństwem pope lnienia niew laściwej de-
cyzji równym 0.05. W sytuacji odwrotnej, gdy ms < 9 = mη, to nie
ma podstaw, by nie uznać, że system kontroli korektorskiej jest skuteczny.
W zwi ↪azku z tym w naszym przypadku stwierdzamy, że kontrola korektorska
nie jest skuteczna z prawdopodobieństwem podj ↪ecia b l ↪ednej decyzji równym
0.05.

W sytuacji gdy N ≥ 1000, p ≥ 0.05, N > n ≥ 100, na podsta-
wie znanego centralnego twierdzenia de Moivre’a–Laplace’a zaleca si ↪e, aby
rozwi ↪azanie nierówności (2.40) zast ↪apić rozwi ↪azaniem nast ↪epuj ↪acego równa-
nia:

η = P

Z ≥ pη − p0√
(N−n)
(N−1)n

p0(1− p0)
= zη

 , (2.43)
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z którego wyliczamy, że

mη =

[
np0 + zη

√
N − n
N − 1

np0(1− p0)

]
+ 1, (2.44)

przy czym η = 1− P (Z < zη) i Z ∼ N(0; 1).

Przyk lad 2.18
Spośród 10 000 zeznań podatkowych wylosowano bezzwrotnie próbk ↪e

prost ↪a 200 sprawozdań. Po kontroli wylosowanych sprawozdań okaza lo si ↪e,
że w 11 spośród nich s ↪a b l ↪edy. Dopuszcza si ↪e, że aż 10% sprawozdań źle
przygotowanych może wyst ↪apić jeszcze po pobieżnej kontroli czynionej pod-
czas ich przyjmowania. Na poziomie ryzyka b l ↪ednej dezaprobaty jakości
dzia lania systemu kontroli wewn ↪etrznej równym 0.05, sprawdzamy, czy sys-
tem kontorli nie jest skuteczny, co sprowadza si ↪e do weryfikacji hipotezy
określonej wzorem (2.37). Z racji tego, że wyj́sciowe warunki spe lniaj ↪a kry-
teria, przy których stosuje si ↪e centralne twierdzenie de Moivre’a–Laplace’a,
wykorzystujemy wzór (2.44) do wyliczenia wartości krytycznej testu. Ko-
rzystaj ↪ac z instrukcji programu R:

qnorm

(
1− η, np0,

√
N − n

(N − 1)
np0(1− p0)

)
.

W naszym przypadku N = 10000, n = 200, ms = 11, p0 = 0.1, η = 0.05.
To już pozwala wyliczyć wartość qnorm(0.05,20,2.9699)=15.12. Zatem, ze
wzoru (2.44) wynika, że mη = 16, czyli ms = 11 < mη = 16. W zwi ↪azku
z tym nie ma podstaw do dezaprobaty skuteczności badanego systemu kon-
troli wewn ↪etrznej.

W przypadku gdy audytor ustala poziom ryzyka η oraz wartość kry-
tyczn ↪a testu mη, to pozostaje wyznaczenie nieb ↪ednej liczebności próby, za-
pewniaj ↪acej podj ↪ecie decyzji o prawdziwości hipotezy H0. Prowadz ↪a do
tego celu również nierówności (2.40)- (2.44), lecz tym razem rozwi ↪azujemy
je wzgl ↪edem niewiadomej, któr ↪a jest w laśnie szukana liczebność próby.

2.4.2. Przypadek prób prostych losowanych z warstw

Kontynuujemy dalej problem weryfikacji hipotez określonych równoważ-
nymi wyrażeniami (2.37) lub (2.38), lecz tym razem użyjemy sprawdzianu
testu b ↪ed ↪acego funkcj ↪a estymatora wskaźnika struktury z próby warstwo-
wej. Skorzystamy z ustaleń wprowadzonych w poprzednim podrozdziale,
a w szczególności z definicji statystyk zapisanych wyrażeniami (2.29)-(2.31).

Powtarzamy za lożenia, że rozmiar każdej warstwy osi ↪aga co najmniej
1000 elementów, a rozmiar próby prostej bezzwrotnie losowanej z niej jest
równy co najmniej 100 elementów. Ponadto, niech prawdopodobieństwo
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wyst ↪apienia nieprawid lowości w każdej warstwie nie jest mniejsze od 0.04.
Wówczas, przy ustalonej liczebności próby warstwowej wartość krytyczn ↪a
pη testu hipotezy H0 wyznacza wzór (2.31) oraz wyrażenia:

η = P (p̄s ≥ pη|H0) i pη = p0 + zη
√
Vs(p̄s), (2.45)

przy czym w analizowanej teraz sytuacji η = P (Z ≥ zη), Z ∼ N(0, 1).
Za lożmy, że liczebności prób losowanych z poszczególnych warstw s ↪a

proporcjonalne do rozmiarów odpowiednich warstw, co pozwala wyliczyć
wzór (1.29). Wtedy ocen ↪e wariancji estymatora p̄s określa wzór (2.34).
Wówczas niezb ↪edn ↪a liczebność n próby dla ustalonego ryzyka η i wartości
krytycznej pη wyznacza wyrażenie:

n ≥

[
z2
ηδ0

z2ηδ0
N

+ (pη − p0)2

]
+ 1 ≈

[
z2
ηδs

(pη − p0)2

]
+ 1, (2.46)

przy czym

δ0 =
H∑
h=1

whph(1− ph) ≤ p0(1− p0) ≤ 1

4
. (2.47)

Wartości ph, h = 1, . . . , H s ↪a oceniane na podstawie wcześniejszych badań
lub na spraw ↪a wst ↪epnych prób prostych losowanych bezzwrotnie z populacji.
Wiadomo, że wartość δ jest tym wi ↪eksza, im wartości ph, h = 1, . . . , H s ↪a
bliższe 1

2
. Z kolei w zagadnieniach audytowych oczekuje si ↪e, że te wartości

s ↪a bliskie zeru, a w każdym razie nie przekraczaj ↪a poziomu 1
5
. Zatem,

przyjmuj ↪ac, że ph ≤ 1
5

dla h = 1, . . . , H, otrzymujemy ze wzoru (2.36), że
δ0 ≤ 0.16.

Przyk lad 2.19
Populacja pytań egzaminacyjnych sk lada si ↪e z dwóch warstw jednorod-

nych ze wzgl ↪edu na wiedz ↪e, której dotycz ↪a. W pierwszej warstwie jest
1000 pytań, w drugiej 1500. Zatem udzia ly pytań z poszczególnych warstw
w ogólnej puli pytań wynosz ↪a odpowiednio w1 = 1

3
, w2 = 2

3
. Dodajmy,

że zwykle w przypadku egzaminów kończ ↪acych studia wszystkie pytania s ↪a
udost ↪epniane studentom.

Egzaminatorzy wymagaj ↪a, aby student zna l odpowiedzi na przynajmniej
80% i 60% pytań zawartych odpowiednio w pierwszej, drugiej warstwie.
Czyli student może nie odpowiedzieć na co najwyżej 20% i 40% pytań od-
powiednio z kolejnych warstw. Udzia ly dopuszczalnej liczby pytań, na które
student może nie znać odpowiedzi, wynosz ↪a wi ↪ec p1 = 0.2 i p2 = 0.4 odpo-
wiednio dla pierwszej i drugiej warstwy. Dopuszcza si ↪e, że student zaliczy
egzamin, jeśli nie potrafi odpowiedzieć na co najwyżej

p0 = w1p1 + w2p2 =
1

3
· 0.2 +

2

3
· 0.4 =

1

3
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ogó lu pytań. T lumacz ↪ac to na j ↪ezyk statystyki, egzaminowanie danego stu-
denta polega na weryfikacji hipotezy sprawdzanej H0 (por. wyrażenia (2.37)
lub (2.38)), w naszym przypadku g losz ↪acej, że proporcja pytań, na które stu-
dent nie zna prawid lowej odpowiedzi, nie przekracza wartości dopuszczalnej
p0 ≤ 1

3
przy hipotezie alternatywnej stanowi ↪acej, że p0 >

1
3
. Egzamin polega

na odpowiedzi na pytania wylosowane z poszczególnych warstw, przy czym
ich ilości s ↪a proporcjonalne (przynajmniej w przybliżeniu) do rozmiarów
odpowiednich warstw. Tak wylosowane pytania stanowi ↪a prób ↪e warstwow ↪a.
Egzaminatorzy ustalaj ↪a, że student nie zdaje egzaminu, jeśli proporcja od-
powiedzi nieprawid lowych na pytania spośród tych, które wylosowa l, jest
co najmniej równa proporcji krytycznej wynosz ↪acej pη = 0.4. W przeciw-
nym przypadku, gdy ta proporcja pytań, na które nie potrafi l odpowiedzieć
jest mniejsza od pη, to student zalicza egzamin. Zwróćmy uwag ↪e, iż może
zdarzyć si ↪e, że student mimo iż nie zna l prawid lowych odpowiedzi na wy-
starczaj ↪ac ↪a ilość pytań z ca lej listy, to wylosowa l prób ↪e, w której proporcja
pytań, na które nie umie odpowiedzieć jest mniejsza niż krytyczna proporcja
pη, a wi ↪ec zdaje egzamin. W zwi ↪azku z tym mamy do czynienia z b l ↪edem
II rodzaju, czyli przyj ↪eciem hipotezy H0, gdy nie jest prawdziwa. W kon-
tekście rozważanego problemu ten b l ↪ad polega na niezas lużonym zdaniu
egzaminu. Z drugiej strony udzia l pytań, na które student może nie znać
odpowiedzi prawid lowych jest mniejsza niż dopuszalna proporcja p0, ale
wylosowa l tak pechowo zbiór (prób ↪e) pytań, że proporcja nieprawid lowych
odpowiedzi wynosi co najmniej pη. To oznacza, że nie zdaje egzaminu.
W tym przypadku mamy do czynienia b l ↪edem I rodzaju polegaj ↪acym na
odrzuceniu hipotezy H0, gdy jest prawdziwa. Innymi s lowy, ten b l ↪ad po-
lega na niedocenieniu wystarczaj ↪acej wiedzy studenta wynik lej z losowego
doboru próby. Prawdopodobieństwo (ryzyko) pope lnienia tego typu b l ↪edu
w przypadku egzaminowania ustala si ↪e zwykle na niskim poziomie oznacza-
nym dalej przez η, aby nie krzywdzić studentów. Dlatego przyjmijmy, że
η = 0.01.

Decydujemy si ↪e na losowanie próby warstwowej z liczebnościami prób
proporcjonalnymi do wartości rozmiarów warstw. Nasz problem polega na
wyznaczeniu rozmiaru tej próby, przy postulowanym ryzyku nies lusznego
niezaliczenia egzaminu studentowi, wynosz ↪acym η = 0.01, oraz dla usta-
lonej wartości proporcji krytycznej pη = 0.4. Rozmiar potrzebnej próby
wyznaczamy na podstawie wzorów (2.46) i (2.47), przy czym wyst ↪epuj ↪acy
w niej parametr δ0 ustalamy na jego górnym możliwym poziomie, czyli
δ = 0.25. Z kolei wartość zη spe lnia wyrażenie P (Z ≥ zη) = η, przy czym
Z ∼ N(0; 1). Teraz wykorzystujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a procedur ↪e wyliczaj ↪ac ↪a
rozmiar próby określony wzorem (2.46), napisan ↪a w j ↪ezyku R:

#wyznaczanie liczebności próby warstwowej przy ustalonym eta
#proporcjonalny wariant ustalania liczebności prób
#przybliżenie normalne
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#liczebność populacji:
N < −2500
#Hipoteza
H0 : p0 < −1/3
#proporcja krytyczna:
peta < −0.4
#ryzyko:
eta < −0.01
#wartość parametru delta0:
delta0 < −0.25
n < −ceiling(qnorm(1−eta)2∗delta0/(qnorm(1−eta)2∗delta0/N+(peta−
p0)2)) + 1

W wyniku realizacji tej procedury otrzymujemy, że n ≥ 230. Teraz na
podstawie wzoru (1.29) wyliczamy, że rozmiary prób, które maj ↪a być loso-
wane z warstw wynosz ↪a n1 = 230 · 1

3
= 76.7 ≈ 77, n2 = 230 · 1

3
= 153.3 ≈

153. Zatem, tak wyznaczona próba spe lnia ustalone postulaty. Z faktu, że
pη = 0.4 i rozmiar próby n = 230 wynika, że krytyczna liczba pytań wynosi
mη = n ·pη = 230 ·0.4 = 92. Wówczas, jeśli spośród wylosowanych z warstw
pytań student nie odpowie na co najmniej 92 pytania, to nie zdaje egza-
minu z ryzykiem podj ↪ecia b l ↪ednej decyzji (polegaj ↪acym na niedocenieniu
jego wiedzy) wynosz ↪acym η = 0.01. Z kolei, jeśli student nie odpowie na
mniej niż 92, to zdaje egzamin, a precyzyjniej mówi ↪ac, nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy stanowi ↪acej, że wiedza studenta jest wystarczaj ↪aca.



Rozdzia l 3

BADANIE WIARYGODNOŚCI
SPRAWOZDAŃ

3.1. Definicje podstawowe

Dotychczas zajmowalísmy si ↪e cz ↪estości ↪a wzgl ↪edn ↪a wyst ↪epowania b l ↪ed-
nych np. zapisów ksi ↪egowych. Teraz jeszcze uwzgl ↪edniamy ich wartości,
czyli np. kwoty, na które opiewa faktura. Chodzi o to, że w sposób
niezamierzony lub świadomy mog ly wyst ↪apić b l ↪edy dotycz ↪ace tych kwot.
W szczególności z powodu pomy lki zosta ly źle zsumowane liczby, co dopro-
wadzi lo do zapisania b l ↪ednej wartości faktury. W wyniku kontroli ten b l ↪ad
jest wychwytywany i poprawiany. Populacj ↪e dokumentów ksi ↪egowych ozna-
czamy tak jak dotychczas, czyli przez U , natomiast podpopulacj ↪e, w której
wyst ↪epuj ↪a b l ↪edy w dokumentach – przez U1, a podpopulacj ↪e, w której nie
ma b l ↪edów – przez U0. Zatem U = U0 ∪ U1. Przypomnijmy, że liczebności
zbiorów U , U0 i U1 oznaczono już odpowiednio przez N , N0 i N1. Obserwo-
wan ↪a ewentualnie z b l ↪edami zmienn ↪a oznaczamy dalej przez x, a jej wartość
przypisan ↪a k-temu elementowi populacji przez xk, gdzie k = 1, . . . , N .
Prawdziw ↪a wartość zmiennej, np. wartość faktury, oznaczamy dalej przez
y, a jej wartość przez yk, k = 1, . . . , N . Wówczas b l ↪ad obserwacji zwykle
określa si ↪e przez różnic ↪e ek = xk−yk, któr ↪a traktujemy jako wartość zmien-
nej e. Oznaczenia podstawowych parametrów tych zmiennych zamieszczono
w podrozdziale 1.2. Z punktu widzenia badań audytowych b l ↪ad obserwacji
zapisuje si ↪e szczegó lowo nast ↪epuj ↪aco:

ek =

{
0, gdy k ∈ U0,

xk − yk, gdy k ∈ U1.
(3.1)

Wówczas st ↪ad i ze wzoru (1.5) mamy:

x̄U = w0ȳU0 + w1x̄U1 (3.2)

lub
x̄U = ȳU + w1ēU1 , (3.3)

przy czym

w0 =
N0

N
, w1 =

N1

N
, w0 + w1 = 1,
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ȳU0 =
1

N0

∑
k∈U0

yk, x̄U1 =
1

N1

∑
k∈U1

xk, ēU1 =
1

N1

∑
k∈U1

ek.

Dodajmy, że wartość globaln ↪a zmiennej x można wyrazić nast ↪epuj ↪aco:

xU = N(ȳU + w1ēU1). (3.4)

Ze wzoru (3.4) mamy:

eU = xU − yU =
∑
k∈U1

ek = Nw1ēU1 , (3.5)

gU =
eU
yU

= w1
ēU1

ȳU
. (3.6)

St ↪ad wynika, że rozmiar b l ↪edu oceny wartości globalnej zmiennej y jest
wprost proporcjonalny do cz ↪estości wyst ↪epowania b l ↪edów obserwacji po-
szczególnych wartości zmiennej y. Ponadto, b l ↪ad oceny wartości globalnej
zmiennej y zależy od średniego poziomu wartości wyst ↪epuj ↪acych b l ↪edów.

Kolejne parametry zmiennych x i y s ↪a nast ↪epuj ↪ace. Wariancj ↪e zmiennej
x można zdekomponować jak pokazuje wyrażenie:

vU(x) = vU(y) + 2w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e) + w1vU1(e)+

+ w0w1 (ēU1 + 2 (ȳU1 − ȳU0)) ēU1 , (3.7)

przy czym wspó lczynnik korelacji mi ↪edzy zmienn ↪a y, a b l ↪edami obserwacji
e w podpopulacji U1 określa wzór:

rU1(y, e) =
vU1(y, e)√
vU1(y)vU1(e)

,

gdzie:

vU1(y) =
1

N1

∑
k∈U1

(yk − ȳU1)
2, vU1(e) =

1

N1

∑
k∈U1

(ek − ēU1)
2,

vU1(y, e) =
1

N1

∑
k∈U1

(yk − ȳU1)(ek − ēU1), ȳU1 =
1

N1

∑
k∈U1

yk.

W szczególności ze wzoru (3.7) wynika, że jeśli średnia wyst ↪epuj ↪acych
b l ↪edów jest równa zeru, czyli ēU1 = 0, to wzór (3.7) upraszcza si ↪e do postaci:

vU(x) = vU(y) + 2w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e) + w1vU1(e). (3.8)

Z kolei, jeśli ȳU1 = ȳU0 , to

vU(x) = vU(y) + 2w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e) + w1vU1(e) + w0w1ē

2
U1
. (3.9)

78



Dekompozycja kowariancji zmiennych x i y ma postać:

vU(x, y) = vU(y)+w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e)+w0w1 (ȳU1 − ȳU0) ēU1 . (3.10)

W szczególności, jeśli ēU1 = 0 lub ȳU1 = ȳU0 , to

vU(x, y) = vU(y) + w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e). (3.11)

Zauważmy jeszcze, iż ze wzorów (3.7) i (3.10) wynika, że

vU(x) = 2vU(x, y)− vU(y) + w1vU1(e) + w0w1ē
2
U1
. (3.12)

Teraz szczegó lowo rozważmy zapis wspó lczynnika rzetelności obserwa-
cji zmiennych wprowadzonego wzorami (1.11) i (1.12), po to, aby g l ↪ebiej
wnikn ↪ać w jego w lasności. W tym celu należy po prawej stronie wzoru
(1.11) odpowiednio podstawić prawe strony wzorów (3.10) i (3.12). Wtedy
mamy:

rxy =
vU(y) + w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e) + w0w1 (ȳU1 − ȳU0) ēU1√

vU(y)
(
2vU(x, y)− vU(y) + w1vU1(e) + w0w1ē2

U1

) . (3.13)

Otrzymamy skomplikowany zapis analizowanego wskaźnika, z którego
nie jest  latwo wyci ↪agn ↪ać jasne wnioski. Dlatego upraszczaj ↪ac nieco rozważa-
nia, najpierw za lóżmy, że ēU1 = 0. Wtedy:

rxy =
vU(y) + w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e)√

vU(y)
(
vU(y) + 2w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e) + w1vU1(e)

) . (3.14)

Jeśli ȳU1 = ȳU0 , to

rxy =
vU(y) + w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e)√

vU(y)
(
vU(y) + 2w1

√
vU1(y)vU1(e)rU1(y, e) + w1vU1(e) + w0w1ē2

U1

) .
(3.15)

Gdy rU1(y, e) = 0, to

rxy =
vU(y) + w0w1 (ȳU1 − ȳU0) ēU1√

vU(y) (vU(y) + w1vU1(e) + w0w1 (ēU1 + 2 (ȳU1 − ȳU0)) ēU1)
. (3.16)

W końcu, jeśli rU1(y, e) = 0 i ēU1 = 0, to

rxy =
vU(y)√

vU(y) (vU(y) + w1vU1(e))
=

√
vU(y)

vU(y) + w1vU1(e)
. (3.17)

St ↪ad wynika, że wspó lczynnik rzetelności obserwacji wartości zmiennej y jest
malej ↪ac ↪a funkcj ↪a wariancji b l ↪edu obserwacji vU1(e) oraz udzia lu w1 rozmiaru
podpopulacji U1 (w której wyst ↪epuj ↪a b l ↪edy) w liczebności ca lej populacji.
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3.2. Oceny podstawowych charakterystyk
b l ↪edów ksi ↪egowych

3.2.1. Próba prosta

Naturalny estymator wartości globalnej yU i różnicy eU = xU − yU to:

yS = Nȳs, i es = xU − ys = N(x̄− ȳs). (3.18)

Wariancja tego estymatora ma postać:

V (yS) =
N(N − n)

n
v∗U(y) =

N(N − n)

n
v∗U(e) = V (eS). (3.19)

Nieobci ↪ażon ↪a ocen ↪e tego estymatora daje statystyka:

Vs(yS) = Vs(eS) =
N(N − n)

n
v∗s(y), v∗s(y) =

1

n− 1

∑
k∈s

(yk− ȳs)2. (3.20)

Znane twierdzenia graniczne (por. np. Hájek, 1960; Fuller, 2009) po-
zwalaj ↪a wnioskować, że jeśli n → ∞, N → ∞, N − n → ∞ oraz rozk lad
statystyki es spe lnia pewne ogólne warunki jednorodności, to

Z1s =
es − eU√
Vs(es)

→ Z ∼ N(0, 1). (3.21)

Ta w lasność umożliwia estymacj ↪e przedzia low ↪a przeci ↪etnej b l ↪edów obserwa-
cji, a także weryfikacj ↪e hipotez o tej wartości średniej.

Przyk lad 3.1
Na podstawie wielokrotnych badań audytowych oceniono, że stopień

zróżnicowania (mierzonego odchyleniem standardowym) wartości b l ↪edów
wynosi 0.4 z l. Kolejne badanie audytowe jest przygotowywane. Zak lada si ↪e,
że oceny sumy b l ↪edów ksi ↪egowych maj ↪a być oszacowane z dok ladności ↪a do
500 z l. Zadanie polega na wyznaczeniu niezb ↪ednej liczebności próby, która
ma być losowana z populacji o rozmiarze 20 400 dokumentów, potrzebnej
do tej estymacji z postulowan ↪a dok ladności ↪a.

Najpierw za lóżmy, że ocena przeci ↪etnego b l ↪edu ksi ↪egowego b ↪edzie wy-
znaczana na podstawie estymatora określonego wzorem (3.18). Postulowan ↪a
dok ladność estymacji oznaczmy przez d, czyli d = 500. Wówczas ze wzoru
na jego wariancj ↪e określonego wyrażeniem (3.19) wynika, że

n ≥ n0 =

[
N

1 + d2

Nv∗U (e)

]
+ 1. (3.22)
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Ten wzór pozwala już wyliczyć szukan ↪a liczebność:

n0 =

[
20400

1 + 5002

20400· 0.42

]
+ 1 = 263.

Zatem, jeśli postulujemy, aby precyzja estymacji sumy wartości b l ↪edów
ksi ↪egowych za pomoc ↪a statystyki es określonej wzorem (3.18) nie przekro-
czy la poziomu 500 z l, to należy wylosować prób ↪e prost ↪a o liczebności co
najmniej 263 elementów.

3.2.2. Próba monetarna

Kilka planów i schematów losowania tzw. prób monetarnych (waluto-
wych, dolarowych) opisano w podrozdziale 1.3.2. Do oceny wartości global-
nej yU użyjemy estymatora:

ỹs = NȳHTs, (3.23)

przy czym ȳHTs jest znanym estymatorem Horvitza-Thompsona (1952), por.
również Bracha (1996) lub Wywia l (2010), który określa wzór:

ȳHTs =
1

N

∑
k∈s

yk
πk
. (3.24)

To prowadzi do nast ↪epuj ↪acego estymatora wartości globalnej b l ↪edów audy-
towych.

eHTs = N (x̄− ȳHTs) . (3.25)

Za lóżmy, że prawdopodobieństwa inkluzji πk, k = 1, . . . , N, s ↪a proporcjo-
nalne do wartości zmiennej dodatkowej (diagnostycznej) oraz s ↪a wyznaczane
na podstawie wzorów (1.18)-(1.20). Ponadto za lóżmy, że próba jest loso-
wana zwrotnie za pomoc ↪a schematu losowania odrzucaj ↪acego powtórzenia
elementów populacji w próbie, który określaj ↪a wzory (1.21) i (1.22). Hájek
(1964, 1981) wykaza l, że przy spe lnieniu dość ogólnych warunków oraz przy
za lożeniu, że n→∞ i N −n→∞ rozk lad prawdopodobieństwa statystyki
ȳHTs zmierza do rozk ladu normalnego z wartości ↪a oczekiwan ↪a E (ȳHTs) = ȳ
oraz wariancj ↪a określon ↪a wzorem:

V (ȳHTs) =
1

N2

N∑
k=1

(
yk
πk
− xU

n
Iy:x

)2

(1− πk)πk, (3.26)

przy czym

Iy:x =

∑N
k=1 yk(1− πk)∑N
k=1 xk(1− πk)

, xU =
N∑
k=1

xk
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lub wzorem:

V (ȳHTs) =
1

2N2

N∑
k=1

N∑
j=1

(
yk
πk
− yj
πj

)2

(πkπj − πkj). (3.27)

przy czym πkj jest prawdopodobieństwem wylosowania do tej samej próby
elementów populacji o numerach k oraz j do próby.

Za lóżmy, że b l ↪edna wartość zapisu ksi ↪egowego jest modelowana wzorem
(1.5). Wówczas można wykazać, że

V (ȳHTs) =
x̄

n

(
v2,1 (h, x) + x̄v2,0(h, x)− x̄2

( ē
x̄
− h̄
)2
)
. (3.28)

przy czym wartości zmiennej h s ↪a wartościami b l ↪edów wzgl ↪ednych, czyli
hk = ek

xk
oraz

vu,z(h, x) =
1

N

N∑
k=1

(hk − h̄)u(xk − x̄)z. (3.29)

Do oceny wariancji Hájek (1964) proponuje estymator:

Vs (ȳHTs) =
n

N2(n− 1)

∑
k∈s

(
yk
πk
− xU

n
Iy:x,s

)2

(1− πk), (3.30)

przy czym

Iy:x,s =

∑
k∈s

yk
xk

(1− πk)∑
k∈s(1− πk)

≈ 1

n

∑
k∈s

yk
xk
.

Drugi estymator ma postać:

V̂s (ȳHTs) =
1

2N2

∑
k∈s

∑
j∈s

(
yk
πk
− yj
πj

)2

(1− πk)(1− πj), (3.31)

Niech:

Zs =
ȳHTs − ȳ√
Vs (ȳHTs)

. (3.32)

Przyjmuj ↪ac, że za lożenia znanego twierdzenia granicznego Hájka (1964)
s ↪a spe lnione, Wywia l (2012) wykazuje, że estymator V̂s (ȳHTs) daje zgodne
oceny wariancji V (ȳHTs), a także że statystyka Zs ma granicznie rozk lad
normalny standardowy, jeśli n→∞ i N − n→∞.

Ze wzorów (3.25)-(3.30) otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace wzory na wartość
oczekiwan ↪a, wariancj ↪e estymatora wartości globalnej b l ↪edów oraz estymator
tej wariancji:

E (eHTs) = eU = xu − yU ,
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V (eHTs) = N2V (ȳHTs) ,

Vs (eHTs) = N2Vs (ȳHTs) .

Niech:

Us =
eHTs − eU√
Vs (eHTs)

. (3.33)

Wówczas przy tych samych za lożeniach określaj ↪acych warunki zbieżności
rozk ladu prawdopodobieństwa zmiennej losowej Zs do rozk ladu granicznego
rozk lad prawdopodobieństwa statystyki Us zmierza do rozk ladu normalnego
standardowego.

3.2.3. Próba warstwowa

Plan i schemat losowania próby warstwowej s = {s1, s2, . . . , sH} opisano
w podrozdziale 1.3.3.

Estymator wartości globalnej yU ma postać:

yw,s = Nȳw,s, (3.34)

gdzie:

ȳw,s =
H∑
h=1

whȳsh , ȳsh =
1

nh

∑
k∈sh

yk. (3.35)

Estymator b l ↪edów ksi ↪egowych eU , czyli różnicy eU = yU − xU określa
wzór:

ew,s = yw,s − xU . (3.36)

Wariancje statystyk yw,s i ew,s s ↪a takie same, a określa je wzór:

V (yw,s) = V (ew,s) = N2V (ȳw,s) =
H∑
h=1

Nh(Nh − nh)
nh

v∗Uh(y), (3.37)

przy czym

v∗Uh(y) =
1

Nh − 1

∑
k∈Uh

(yk − ȳUh)2, ȳUh =
1

Nh − 1

∑
k∈Uh

yk.

Nieobci ↪ażony estymator tej wariancji ma postać:

Vs(yw,s) = Vs(ew,s) =
H∑
h=1

Nh(Nh − nh)
nh

v∗sh(y), (3.38)

przy czym

v∗sh(y) =
1

nh − 1

∑
k∈sh

(yk − ȳsh)2. (3.39)
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Gdy liczebności podprób sh, h = 1, . . . , H s ↪a ustalone proporcjonalnie
do rozmiarów warstw, czyli nh = nwh, to wówczas

V (yw,s) = V (ew,s) =
N(N − n)

n

H∑
h=1

whv∗Uh(y), (3.40)

Vs(yw,s) = Vs(ew,s) =
N(N − n)

n

H∑
h=1

whv∗sh(y). (3.41)

Na podstawie odpowiednich twierdzeń granicznych (por. Fuller, 2009)
wnioskujemy, że jeśli dla h = 1, . . . , H nh → ∞, Nh → ∞, Nh − nh → ∞
oraz rozk lady średnich b l ↪edów w warstwach spe lniaj ↪a pewne ogólne warunki
jednorodności, to

Zw,s =
ew,s − eU√
Vs(ew,s)

→ Z ∼ N(0, 1). (3.42)

W praktyce zwykle postuluje si ↪e, aby rozmiary każdej z warstw lub
zawartej w niej domeny by ly równe co najmniej 1000, a liczebność każdej
próby losowanej z odpowiedniej warstwy by la równa co najmniej 100.

3.3. Podejmowanie decyzji o wiarygodności
sprawozdania

Podstaw ↪a rozważań prowadzonych w niniejszej cz ↪eści jest za lożenie, że
obserwowane wartości zapisów ksi ↪egowych s ↪a generowane zgodnie z równa-
niem (1.5). Zatem b l ↪ad zapisu danej pozycji ksi ↪egowej jest wielkości ↪a nie-
losow ↪a. Wówczas, losowość dalej rozważanych estymatorów lub spraw-
dzianów testów ma swoje źród lo tylko w stosowanym schemacie wyboru
próby.

3.3.1. Ustalone ryzyko odrzucenia wiarygodnego sprawozdania
i ryzyko akceptacji niewiarygodnego sprawozdania

Zadanie polega w szczególności na sprawdzeniu, czy suma zaksi ↪egowa-
nych wartości faktur dotycz ↪acych sprzedaży towarów przez przedsi ↪ebiorstwo
jest rzeczywíscie równa wartości sprzedanych towarów. Oznaczaj ↪ac sum ↪e
ksiegow ↪a przez xU , a sum ↪e prawdziw ↪a przez yU , weryfikujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a
hipotez ↪e sprawdzan ↪a H0 wzgl ↪edem alternatywnej H1:

H0 : |xU − yU | = |eU | ≤ e0, H1 : |eU | ≥ e1 > e0, (3.43)

przy czym e0 jest dopuszczalnym poziomem niezgodności sumy wartości
ksi ↪egowej dokumentów z rzeczywist ↪a sum ↪a wartości dokumentów, natomiast
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e1 jest niedopuszczalnym (dyskwalifikuj ↪acym) poziomem niezgodności. In-
nymi s lowy, hipoteza H0 g losi, że kontrolowane sprawozdanie ksi ↪egowe bi-
lansuje si ↪e z b l ↪edem dopuszczalnym.

Na podstawie niżej prezentowanego testu podejmujemy decyzje o przyj ↪e-
ciu jednej z dwóch określonych hipotez. W zwi ↪azku z tym, że decyzje po-
dejmujemy na podstawie próby losowej, to możemy odrzucić hipotez ↪e H0,
gdy jest prawdziwa, czyli pope lniamy b l ↪ad pierwszego rodzaju. W tym
przypadku to oznacza odrzucenie sprawozdania finansowego, gdy ono jest
prawid lowe. Z kolei jeśli przyjmiemy hipotez ↪e H0, gdy jest fa lszywa, to
pope lniamy b l ↪ad drugiego rodzaju, co oznacza, że akceptujemy sprawozda-
nie mimo że jest ono nieprawid lowe.

Postawione hipotezy s ↪a weryfikowane na podstawie tzw. statystyki te-
stowej (sprawdzianu testu), który jest zwykle estymatorem ẽs parametru
eU . Ponadto zak ladamy, że ẽs ma granicznie rozk lad normalny z wartości ↪a
oczekiwan ↪a E (ẽs) = eU,i, i = 1, 2, przy czym E (ẽs) = e0, gdy hipoteza
sprawdzana H0 jest prawdziwa, natomiast E (ẽs) = e1, jeśli hipoteza H1

jest prawdziwa. Zak ladamy, że Vs(ẽs) jest zgodnym estymatorem wariancji
Vs(ẽs) i ẽs ∼ N (eU,i, V (ẽs)), i = 1, 2, gdy N → ∞, n → ∞ i N − n → ∞.
Ponadto, te za lożenia pozwalaj ↪a wnioskować na podstawie zestandaryzowa-
nej wartości statystyki testowej, która ma postać:

Zs =
ẽs − e0√
Vs(ẽs)

. (3.44)

W przypadku prób prostej, monetarnej i warstwowej (z proporcjonaln ↪a
lokalizacj ↪a próby w warstwach) statystyk ↪e testow ↪a Zs określaj ↪a wzory (3.21)
albo (3.33), albo (3.42).

Za lóżmy, że liczebnościN , n iN−n s ↪a na tyle duże, iż rozk lad prawdopo-
dobieństwa statystyki Zs jest dobrze aproksymowany rozk ladem normalnym
z jednostkow ↪a wariancj ↪a. Gdy hipoteza H0 jest prawdziwa, to Zs ∼ N(0, 1),
a gdy hipoteza H1 jest prawdziwa, to Zs ∼ N(δ, 1), przy czym δ = e1−e0√

V (ẽs)
.

Wówczas postulaowan ↪a wartość η ryzyka odrzucenia wiarygodnego (bilan-
suj ↪acego si ↪e) sprawozdania określa wyrażenie:

η = P
(
ẽs ≤ −zη/2

√
Vs(ẽs) + e0 albo ẽs ≥ zη/2

√
Vs(ẽs) + e0|H0

)
, (3.45)

co jest równoważne wyrażeniu:

η = P (|Zs| ≥ zη/2|H0) (3.46)

lub

η = P (|Z| ≥ zη/2), Z ∼ N(0, 1). (3.47)
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Korzystaj ↪ac ze wzoru (3.45), ryzyko κ przyj ↪ecia niewiarygodnego (nie-
bilansujcego si ↪e) sprawozdania określamy przez:

1− κ = P
(
ẽs ≤ −zη/2

√
Vs(ẽs) + e0 albo ẽs ≥ zη/2

√
Vs(ẽs) + e0|H1

)
,

(3.48)
które to wyrażenie jest równoważne nast ↪epuj ↪acym:

1− κ = P

(
ẽs − e1√
Vs(ẽs)

≤ −zη/2 +
e0 − e1√
Vs(ẽs)

albo
ẽs − e1√
Vs(ẽs)

≥ zη/2 +
e0 − e1√
Vs(ẽs)

|H1

)
,

1− κ = P

(
Z ≤ −zη/2 +

e0 − e1√
Vs(ẽs)

albo Z ≥ zη/2 +
e0 − e1√
Vs(ẽs)

)
,

gdzie Z ∼ N(0, 1),

1− κ = φ

(
−zη/2 +

e0 − e1√
Vs(ẽs)

)
+ 1− φ

(
zη/2 +

e0 − e1√
Vs(ẽs)

)
,

κ = φ

(
zη/2 +

e0 − e1√
Vs(ẽs)

)
− φ

(
−zη/2 +

e0 − e1√
Vs(ẽs)

)
, (3.49)

gdzie φ(z) = P (Z < z), Z ∼ N(0, 1), czyli φ(z) jest dystrybuant ↪a rozk ladu
normalnego standardowego. Przypomnijmy, że β = 1 − κ jest moc ↪a testu,
czyli prawdopodobieństwem niepope lnienia b l ↪edu II rodzaju.

Na podstawie wzorów (3.57) i (3.49) można wykazać, że przy ustalonym
ryzyku η wraz ze wzrostem liczebności próby ryzyko κ maleje do zera.

Proces podj ↪ecia ostatecznej decyzji jest nast ↪epuj ↪acy. Jeśli wartość zs
sprawdzianu testu Zs spe lnia nierówność |zs| ≥ zη/2, to hipotez ↪e H0 odrzu-
camy na korzyść H1 z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji
(ryzykiem odrzucenia prawd lowego sprawozdania) równym η. W przeciw-
nym przypadku, gdy |zs| < zη/2, to hipotez ↪e H0 akceptujemy z prawdopodo-
bieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji (ryzykiem przyj ↪ecia nieprawid lowego
sprawozdania) równym κ.

Drugi, równoważny powyższemu, sposób podejmowania decyzji wyko-
rzystuje tzw. poj ↪ecie p-wartości, któr ↪a w naszym przypadku określa wzór:

p = P (|Z| ≥ |zs|). (3.50)

Wówczas, jeśli jest spe lniona nierówność p ≤ η, to hipotez ↪e H0 odrzucamy
na korzyść H1 z ryzykiem odrzucenia prawid lowego sprawozdania równym
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η. Gdy p > η, to hipotez ↪e H0 przyjmujemy z ryzykiem akceptacji niepra-
wid lowego sprawozdania równym κ.

W pewnych sytuacjach rozważa si ↪e nast ↪epuj ↪ac ↪a jednostronn ↪a hipotez ↪e:

H0 : eU ≤ e0, H1 : eU ≥ e1 > e0. (3.51)

Dodajmy, że formalnie rzecz bior ↪ac, można rozważać także hipotezy:

H ′0 : eU ≥ e0, H ′1 : eU ≤ e1 < e0.

Jednak zauważmy, że jeśli zdefiniujemy eU = yU−xU zamiast eU = xU−yU ,
to hipotezy H0 i H1 s ↪a równoważne odpowiednim hipotezom H ′0 i H ′1. Zatem
w praktyce nie ma potrzeby formu lowania hipotez H ′0 i H ′1.

Przyk ladowo niech eU = xU − yU jest różnic ↪a mi ↪edzy obserwowan ↪a
sum ↪a xU planowanych potrzeb finansowych danej gminy na dotacje na re-
mont lub rozbudow ↪e infrastruktury komunalnej a faktycznymi potrzebami
wyrażaj ↪acymi si ↪e kwot ↪a yU . Wartość e0 > 0 można traktować jako tolero-
wane przeszacowanie potrzeb gminy. Z kolei e1 jest już niedopuszczalnym
przekroczeniem deklarowanych potrzeb, co m.in. może świadczyć o niskim
poziomie procesu planowania wydatków gminy.

Zauważmy jeszcze, iż w szczególności gdy e0 = 0, to:

H0 : eU ≤ 0, H1 : eU ≥ e1 > 0. (3.52)

Postulowan ↪a wartość η ryzyka odrzucenia wiarygodnego sprawozdania (okreś-
laj ↪acego sum ↪e zapotrzebowań finansowych) określa wyrażenie:

η = P
(
ẽs ≥ zη

√
Vs(ẽs) + e0|H0

)
, (3.53)

co jest równoważne wyrażeniu:

η = P (Zs ≥ zη|H0) (3.54)

lub
η = P (Z ≥ zη), Z ∼ N(0, 1),

przy czym Zs określaj ↪a wzory (3.57) i (3.44). Korzystaj ↪ac ze wzoru (3.54),
ryzyko przyj ↪ecia niewiarygodnego sprawozdania określamy przez:

κ = P
(
ẽs ≤ zη

√
Vs(ẽs) + e0|H1

)
, (3.55)

które to wyrażenie jest równoważne nast ↪epuj ↪acym

κ = P

(
ẽs − e1√
Vs(ẽs)

≤ zη +
e0 − e1√
Vs(ẽs)

|H1

)
,
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κ = P

(
Z ≤ zη +

e0 − e1√
Vs(ẽs)

)
. (3.56)

Wprowadźmy upraszczaj ↪ace oznaczenie:

Vs(ẽs) =
Vs
n
, (3.57)

gdzie v > 0.
Wtedy, st ↪ad i ze wzoru (3.56) wynika:

κ = φ

(
zη +

e0 − e1√
Vs(ẽs)

)
= φ

(
zη +

e0 − e1√
Vs

√
n

)
= φ(zκ). (3.58)

Z tego wynika, że przy ustalonym ryzyku η i vs wraz ze wzrostem li-
czebności próby ryzyko κ maleje do zera.

Proces decyzyjny jest nast ↪epuj ↪acy. Jeśli wartość zs sprawdzianu testu
Zs spe lnia nierówność zs ≥ zη, to hipotez ↪e H0 odrzucamy na korzyść H1

z prawdopodobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji (ryzykiem odrzucenia
prawid lowego sprawozdania) równym η. W przeciwnym przypadku, gdy
zs < zη, to hipotez ↪e H0 akceptujemy z prawdopodobieństwem pope lnienia
b l ↪ednej decyzji (ryzykiem przyj ↪ecia nieprawid lowego sprawozdania) równym
κ.

Drugi, równoważny powyższemu, sposób podejmowania decyzji wyko-
rzystuje poj ↪ecie p-wartości, któr ↪a w aktualnym przypadku określa wzór:

p = P (Z ≥ zs), (3.59)

gdzie zs jest zaobserwowan ↪a wartości ↪a statystyki testowej (sprawdzianu te-
stu) Zs. Wówczas, jeśli nierówność p ≤ η jest spe lniona, to hipotez ↪e H0

odrzucamy na korzyść H1 z ryzykiem odrzucenia prawid lowego sprawoz-
dania równym η. Gdy p > η, to hipotez ↪e H0 przyjmujemy z ryzykiem
akceptacji niewiarygodnego sprawozdania równym κ.

Przyk lad 3.2
Przeprowadzono badanie zasadności planowanych kosztów wykonania

projektów naukowo-badawczych zg laszanych do finansowania przez Naro-
dowy Fundusz Badań Naukowych (NFBN). Spośród N = 3000 wniosków
zg loszonych w 2005 roku wybrano za pomoc ↪a schematu odrzucaj ↪acego lo-
sowania prób ↪e monetarn ↪a o rozmiarze n = 300. Losowano z prawdopo-
dobieństwami proporcjonalnymi do proponowanych we wniosku kosztów
badań. Średni planowany koszt projektu wynosi x̄U = 44000 z l, a wi ↪ec
wartość globalna wszystkich wniosków wynosi xU = Nx̄U = 132000000.

Zachodzi podejrzenie, że suma (wartość globalna) planowanych kosztów
realizacji projektowanych zadań jest znacznie zawyżona. Dysponent fun-
duszu NFBN przeznaczonego na badania jest w stanie tolerować zawyżenie
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wartości globalnej kosztów na poziomie e0 = 500000 z l. Wynika to st ↪ad, że
przewiduje si ↪e zachować rezerw ↪e na poziomie w laśnie e0. Z kolei nie dopusz-
cza si ↪e przekroczenia globalnych kosztów o wartość e1 = 2000000. T lumaczy
to tym, że NFBN jest w stanie brakuj ↪ac ↪a kwot ↪e e1 − e0 przewyższaj ↪ac ↪a re-
zerw ↪e e0 pokryć, zaci ↪agaj ↪ac kredyt. Fachowa kontrola poprawności plano-
wania kosztów jest droga i d lugotrwa la. Zdecydowano si ↪e wi ↪ec na przepro-
wadzenie audytu statystycznego na podstawie próby losowanej za pomoc ↪a
monetarnego schematu losowania próby, bowiem jest rzecz ↪a uzasadnion ↪a, iż
rozmiar zawyżonego kosztu badania jest proporcjonalny do jego deklarowa-
nego poziomu. Zatem mamy do czynienia z weryfikacj ↪a hipotez określonych
wzorem (3.51). Ustalono, że ryzyko odrzucenia prawid lowo zaplanowanej
wartości globalnej kosztów badań wynosi η = 0.05.

W wyniku przeprowadzonego audytu zasadności planowanych kosztów
zaobserwowanych w próbie wyliczono wartość określonego wzorem (3.24) es-
tymatora Horvitza-Thompsona kosztów realizacji wniosków skorygowanych
w wyniku audytu, który wynosi ȳHTs = 41000. Zatem wartość określonej
wzorem (3.25) oceny b l ↪edu audytowego wynosi: eHTs = N(x̄U − ȳHTs) =
132000000−123000000 = 9000000. Wyliczona na podstwie wyrażenia (3.30)
wartość oceny b l ↪edu średniego szacunku (czyli pierwiastak z wariancji )
estymatora eHTs wynosi

√
Vs(eHTs) = 6120000. To już prowadzi do wy-

znaczenia zdefiniowanej wzorem (3.33) wartości sprawdzianu testu, która
wynosi:

us =
9000000− 500000

6120000
= 1.3889.

Przyjmuj ↪ac, że rozmiar próby jest na tyle duży, iż rozk lad prawdopodo-
bieństwa sprawdzianu testu można dostatecznie dok ladnie aproksymować
rozk ladem normalnym, wyliczamy na podstawie wzoru (3.59) tzw. p−war-
tość testu, która wynosi p = P (Z ≥ 1.3889) = 1 − φ(1.3889) = 0.0824 >
0.05 = η. Zatem nie odrzucamy hipotezy H0 : eU = e0 = 500000. Po to,
by t ↪e hipotez ↪e przyj ↪ać, trzeba ocenić ryzyko przyj ↪ecia zawyżonych kosztów
realizacji badań, czyli prawdopodobieństwo κ, co czynimy na podstawie
wzoru (3.58). Po stosownych obliczeniach mamy:

κ = φ

(
zη +

500000− 2000000

6120000

)
= 0.9192,

przy czym zη = 1.6449, ponieważ η = 0.05 = P (Z ≥ 1.6449). St ↪ad wy-
nika, że wyliczony poziom κ = 0.9192 ryzyka akceptacji zawyżonej wartości
globalnej planowanych kosztów jest nie do przyj ↪ecia.

Szczególna postać estymatora ẽs i jego wariancji zależy m.in. od sche-
matu losowania próby. Dlatego w przypadku próby prostej losowanej bez-
zwrotnie wyrażenia (3.20) i (3.58) prowadz ↪a do nast ↪epuj ↪acych wzorów:

zκ = zη +
e0 − e1

Vs(ẽs)
,
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n ≥ nη,κ =

(
1

N
+

(e0 − e1)2

(zκ − zη)2N2v∗s(y)

)−1

≈ N2v∗s(y)(zκ − zη)2

(e0 − e1)2
= na,

(3.60)
przy czym φ(zκ) = κ natomiast φ(zη) = 1− η. Nieznan ↪a wariancj ↪e z popu-
lacji v∗(y) zast ↪epujemy jej oszacowaniem pochodz ↪acym z uprzednich badań
audytowych kontrolowanej populacji dokumentów lub estymujemy j ↪a na
podstawie próby wst ↪epnej.

Przyk lad 3.3
Audytor kontroluje sum ↪e wartości zakupów sprz ↪etu biurowego uzyska-

nego w wyniku przeprowadzenia procedur przetargowych. Ma uzasadnione
podstawy do wysuni ↪ecia przypuszczenia, iż te procedury przetargowe nie
by ly przeprowadzone rzetelnie w tym sensie, że można by lo dokonać tych
zakupów za mniejsze środki. Zatem wysuwa hipotez ↪e, że suma poniesio-
nych wydatków na zakupy jest wi ↪eksza od sumy, która mog la być wydana
oszcz ↪edniej. Poniesione wydatki wynosz ↪a 1 040 000 i s ↪a sum ↪a wartości
3000 faktur. Audytor jest sk lonny tolerować nieuzasadnione wydatki do
sumy e0 = 50000, co oznacza różnic ↪e mi ↪edzy wydatkami poniesionymi
a wydatkami oszcz ↪ednymi, wynikaj ↪acymi z uczciwych przetargów. Z ko-
lei niedopuszczalny poziom przekroczenia wydatków ustala si ↪e na poziomie
e1 = 90000. Na podstawie danych pochodz ↪acych z kontroli wcześniej pro-
wadzonych przetargów oszacowano wariancj ↪e nieuzasadnionych poziomów
przekroczenia racjonalnych wydatków, która wynosi v∗(e) = 1302.

Z formalnego punktu widzenia mamy do czynienia z weryfikacj ↪a hipo-
tezy określonej wyrażeniem (3.51). Zatem hipoteza sprawdzana g losi, iż
nieuzasadnione wydatki na zakupy sprz ↪etu nie przekraczaj ↪a dopuszczal-
nego poziomu, czyli H0 eU ≤ e0 = 50000. Z kolei hipoteza alternatywna
stanowi, iż nieuzasadnione wydatki przekraczaj ↪a niedopuszczalny poziom,
a zatem H1 eU ≥ e1 = 90000. Audytor ma zamiar zweryfikować prób ↪e
dokumentów (faktur), by podj ↪ać decyzj ↪e o przyj ↪eciu jednej z dwóch w laśnie
wyspecyfikowanych hipotez. Ryzyko uznania uczciwie przeprowadzonego
przetargu jako nieprawid lowego (poziom istotności testu) ustala na poziomie
η = 0.05. Z kolei ryzyko przyj ↪ecia nieuczciwie przeprowadzonego przetargu
ustala na poziomie κ = 0.1. Do weryfikacji postawionych hipotez użyje te-
stu określonego wzorami (3.18)-(3.21), wyznaczanego na podstawie danych
o pope lnionych b l ↪edach obserwowanych w próbie prostej losowanej z ca lej
populacji dokumentów N = 3000. Po to, by spe lnić postawione postulaty,
wyznaczamy prób ↪e o rozmiarze określonym wzorem (3.60). Po stosownych
rachunkach otrzymujemy: zη = 1.645, zκ = −1.282 i nη,κ = 171.
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Przypadek próby warstwowej z proporcjonalnym wariantem ustalania
liczebności podprób losowanych bezzwrotnie:

n ≥ nη,κ =

(
1

N
+

(e0 − e1)2

(zκ − zη)2N2v∗prop(y)

)−1

≈

≈
(
zκ − zη
e0 − e1

)2

N2v∗prop(y) = nap, (3.61)

przy czym

v∗prop(y) =
H∑
h=1

whv∗sh(y), nη,κ < nap.

St ↪ad wynika, że wyliczanie niezb ↪ednej liczebności próby na podstawie wzoru
przybliżonego prowadzi do nieznacznego zawyżenia jej rozniaru.

Porównuj ↪ac przybliżone wzory (3.60) i (3.61) wyznaczaj ↪ace niezb ↪edn ↪a
liczebność próby dla odpowiednio losowania bezzwrotnego prostego oraz
losowania warstwowego proporcjonalnego, dochodzimy do wniosku, że na ≥
nap, ponieważ v∗prop(y) ≤ v∗(y), por. np. Bracha (1996). St ↪ad wynika,
że przy tych samych ryzykach η i κ potrzebny rozmiar próby warstwowej
jest nie wi ↪ekszy od niezb ↪ednej liczebności próby prostej losowanej z ca lej
populacji.

Przypuśćmy, że mamy ustalon ↪a liczebność próby na poziomie nd. Wtedy
na podstawie wzoru przybliżonego nη,κ ≈ nap = nd, przy za lożonym ż ↪adanym
poziomie ryzyka κ wyznaczamy poziom ryzyka η w nast ↪epuj ↪acy sposób. Ze
wzoru (3.61) mamy:

zη = zκ +
|e1 − e0|

√
nd

N
√
v∗prop(y)

,

η = P (Z > zη) = P

(
Z > zκ +

|e1 − e0|
√
nd

N
√
v∗prop(y)

)
,

η = η(n, κ) = 1− φ

(
φ−1(κ) +

|e1 − e0|
√
nd

N
√
v∗prop(y)

)
, (3.62)

gdzie φ−1(.) jest funkcj ↪a odwrotn ↪a do dystrybuanty φ(.).

Przyk lad 3.4
Zwykle sprawozdania z podatków osobistych s ↪a obci ↪ażone b l ↪edem nie-

doszacowania należności na rzecz danego urz ↪edu skarbowego. Przypuśćmy,
że w pewnym mieście jest zarejestrowanych N = 120000 podatników. T ↪e
populacj ↪e osób podzielono na cztery niepuste i roz l ↪aczne podpopulacje,
zwane warstwami, które oznaczamy przez Uh, h = 1, 2, 3, 4, przy czym∑4

h=1 Uh = U . Romiar warstwy Uh oznaczamy przez Nh, przy czym już
teraz zak ladamy, iż Nh > 1 h = 1, . . . , 4. Warstwa U1 sk lada si ↪e z ko-
biet w wieku do 40 lat i liczy N1 = 20000 osób. Warstw ↪e sk ladaj ↪ac ↪a
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si ↪e z N2 = 30000 kobiet w wieku powyżej 40 lat oznaczymy przez U2.
W końcu warstwy m ↪eżczyzn w wieku nieprzekraczaj ↪acym 40 lat i powyżej
tej granicy oznaczamy przez odpowiednio U3 i U4. Licz ↪a one odpowiednio
N3 = 50000 i N4 = 20000. Frakcje elementów przynależnych do kolejnych
warstw s ↪a wi ↪ec nast ↪epuj ↪ace: w1 = w4 = 1/6, w2 = 0.25 i w3 = 5/12.
Na podstawie wcześniejszych badań audytowych tak powarstwowanej po-
pulacji oszacowano, że odchylenia standardowe skorygowanych wartości po-
datków w kolejnych warstwach wynosz ↪a odpowiednio: 500, 800, 910 i 685.
Suma (wartość globalna) zadeklarowanych przez podatników kwot wynosi
xU = 240000000. Wartość globalna należnych urz ↪edowi skarbowemu po-
datków jest oznaczana przez yU .

Zadanie polega na ocenie, czy podatnicy nie zaniżaj ↪a wp lacanych należ-
ności na rzecz urz ↪edu skarbowego. Aby przekonać si ↪e o tym, przeprowa-
dzono badanie audytowe zadeklarowanych przez podatników należności ob-
serwowanych. Chodzi o to, by urz ↪ad skarbowy nie straci l w sumie zbyt
wielkich należnych mu kwot pieni ↪edzy. Zatem należy ocenić różnic ↪e mi ↪edzy
sum ↪a (wartości ↪a globaln ↪a) należnych urz ↪edowi podatków a wartości ↪a glo-
baln ↪a zadeklarowanych podatków, co oznaczymy przez eU = yU−xU . Urz ↪ad
skarbowy jest w stanie tolerować niedobór sumy wp lacanych podatków na
poziomie e0 = 250000, natomiast absolutnie nie dopuszcza, by niedobór
podatków przewyższa l poziom e1 = 2000000.

Nasze zadanie polega na takim wyznaczeniu liczebności próby, aby okre-
ślon ↪a wyrażeniem (3.51) hipotez ↪e weryfikować z ryzykiem κ = 0.05 akcepta-
cji niedopuszczalnego niedoboru globalnych wp lywów z podatków oraz ry-
zykiem η = 0.1 nie uznania tego niedoboru podatkowego jako tolerowalnego.
W zwi ↪azku z tym na podstawie wzoru (3.61) wyliczamy, że φ(−1.6449) =
κ = 0.05 i φ(1.2816) = 1 − η = 0.9, co prowadzi już do nast ↪epuj ↪acego
wyniku:

n ≥
(

1

120000
+

(250000− 2000000)2

(−1.6449− 1.2816)2 · 1200002 · 729.56612

)−1

= 18187.

Próba sk lada si ↪e z podpróbek losowanych z warstw proporcjonalnie do ich
rozmiarów. Przypomnijmy, że frakcje elementów przynależnych do kolej-
nych warstw wynosz ↪a w1 = w4 = 1/6, w2 = 1/4 i w3 = 5/12. Zatem,
z poszczególnych warstw zgodnie ze wzorem nh = nwh, h = 1, . . . , 4, ko-
niecznie pami ↪etaj ↪ac, że wyniki należy zaokr ↪aglać z nadmiarem do najbliższej
liczby naturalnej, czyli n1 = n4 = 18187/6 ≈ 3032, n2 = 18187/4 ≈ 4547,
n3 = 5 · 18187/12 ≈ 7578. W zwi ↪azku z tym trzeba wylosować prób ↪e
warstwow ↪a o rozmiarze co najmniej równym 18189 elementów po to, aby
ryzyka η = 0.1 i κ = 0.05 nie zosta ly przekroczone.

Urz ↪ad skarbowy nie stać jednak na sprawdzenie aż 18187 zeznań po-
datkowych, a tylko n = 5000. Wówczas, korzystaj ↪ac ze wzoru (3.62), wy-
liczamy, że godz ↪ac si ↪e na zwi ↪ekszenie ryzyka akceptacji niedopuszczalnego
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niedoboru wp lywów z podatku do poziomu κ = 0.1, ryzyko odrzucenia do-
puszczalnego niedoboru wp lywów z podatku wzrasta do poziomu η = 0.448.

3.3.2. Ustalone ryzyko odrzucenia wiarygodnego sprawozdania

Cz ↪esto w praktyce jest trudno określić poziom wartości parametru e1.
Wówczas określone wyrażeniem (3.43) hipotezy redukuj ↪a si ↪e do postaci:

H0 : |eU | ≤ e0 H1 : |eU | > e0. (3.63)

Wtedy proces podejmowania decyzji jest taki sam, jak to wyżej opisano,
lecz nie b ↪edzie możliwe wyliczenie wartości ryzyka κ. Zatem, jeśli zachodzi
nierówność p ≤ η, to hipotez ↪e H0 odrzucamy na korzyść H1 z ryzykiem od-
rzucenia prawid lowego sprawozdania równym η, przy czym p-wartość jest
wyznaczana ze wzoru (3.50). Z kolei gdy p > η, to nie ma podstaw do od-
rzucenia hipotezy H0. Jednak w tym przypadku nie mamy również podstaw
do przyj ↪ecia hipotezy H0, bo nie da lo si ↪e oszacować ryzyka κ. Równoważne
post ↪epowanie polega na odrzuceniu hipotezy H0, gdy |zs| ≥ zη/2, gdzie zs
określaj ↪a wzory (3.44) i (3.57), natomiast zη/2 wyznacza wzór (3.47).

W szczególności gdy nie można ustalić wartości e1, to hipotezy, dane
wyrażeniem (3.51), upraszczaj ↪a si ↪e do postaci:

H0 : eU ≤ e0, H1 : eU > e0. (3.64)

Wtedy nie jest możliwe wyliczenie ryzyka κ i decyzj ↪e podejmujemy dalej
na podstawie wartości statystyki Zs zdefiniowanej wzorami (3.57) i (3.44),
oraz wyrażeń (3.54) i (3.59) określaj ↪acych odpowiednio wartość krytyczn ↪a
zη i p-wartość. Zatem jeśli zs ≥ zη, co jest równoważne p ≤ η, to hipotez ↪e
H0 odrzucamy na korzyść H1 z ryzykiem odrzucenia prawid lowego sprawoz-
dania równym η. W przeciwnym wypadku nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy H0.

3.3.3. Ustalone ryzyko przyj ↪ecia niewiarygodnego sprawozdania

W badaniach audytowych bardziej zwraca si ↪e uwag ↪e na to, aby nie
poddawać si ↪e zbyt dużemu ryzyku przyj ↪ecia niewiarygodnego sprawozda-
nia finansowego. Dlatego przyjmuje si ↪e, że to ryzyko, oznaczane przez κ,
jest jednocześnie poziomem istotności testu, czyli prawdopodobieństwem
pope lnienia b l ↪edu I rodzaju polegaj ↪acego na odrzuceniu prawdziwej hipo-
tezy H0 g losz ↪acej, że odchylenie eU osi ↪agnie niedopuszczalny poziom e1 na
korzyść alternatywnej H1 g losz ↪acej, że parametr eU jest mniejszy od po-
ziomu dopuszczalnego e0.

Najpierw rozważmy przypadek, że hipoteza sprawdzana H0 g losi, że od-
chylenie eU przekroczy niedopuszczalny poziom e1 na korzyść alternatywnej
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H1 g losz ↪acej, że parametr eU nie przekracza poziomu e1. Sformu lowane
hipotezy symbolicznie zapisujemy nast ↪epuj ↪aco:

H0 : eU ≥ e1, H1 : eU < e1. (3.65)

W rozważanym przypadku postulowan ↪a wartość κ ryzyka akceptacji nie-
wiarygodnego sprawozdania określa wyrażenie:

κ = P
(
ẽs ≤ zκ

√
V (ẽs) + e1|H0

)
, (3.66)

co jest równoważne wyrażeniu:

κ = P (Zs ≤ zκ|H0) (3.67)

lub
κ = P (Z ≤ zκ) = φ(zκ), Z ∼ N(0, 1). (3.68)

Proces decyzyjny jest nast ↪epuj ↪acy. Jeśli jest spe lniona nierówność zs ≤ zκ,
to hipotez ↪e H0 odrzucamy na korzyść H1 z prawdopodobieństwem pope lnie-
nia b l ↪ednej decyzji (ryzykiem przyj ↪ecia nieprawid lowego sprawozdania) rów-
nym κ. W przeciwnym przypadku, gdy zs > zκ, nie ma podstaw do odrzu-
cenia hipotezy H0.

Drugi, równoważny powyższemu, sposób podejmowania decyzji wyko-
rzystuje wyliczon ↪a p-wartość, któr ↪a w aktualnym przypadku określa wzór:

p = P (Z ≤ zs), (3.69)

gdzie zs jest zaobserwowan ↪a wartości ↪a statystyki testowej (sprawdzianu te-
stu) Zs. Wówczas, jeśli jest spe lniona nierówność p ≤ κ, to hipotez ↪e H0

odrzucamy na korzyść H1 z ryzykiem przyj ↪ecia nieprawid lowego sprawoz-
dania równym κ. Gdy p > κ, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
H0.

Przyk lad 3.5
Niniejsze rozważania stanowi ↪a analiz ↪e zagadnienia szczególnego w sto-

sunku do problemu analizowanego w przyk ladzie 3.4 problemu weryfika-
cji istotności przekroczenia nietolerowalnego poziomu globalnego niedoboru
wp lywów z podatków osobistych. Do tego celu użyto poddanych kontroli
audytowej sprawozdań podatkowych osób dobranych do próby warstwowej
z proporcjonalnym wariantem ustalania liczebności próbek losowanych z po-
szczególnych warstw. Rozmiar populacji podatników wynosi 120 000.

Zak ladamy, że urz ↪ad skarbowy dopuszcza ryzyko akceptacji sumy zaniżo-
nych wp lywów z podatków na poziomie prawdopodobieństwa κ = 0.05. To
już prowadzi do nast ↪epuj ↪acego skonkretyzowania postaci hipotez określonych
wzorem (3.65):

H0 : eU ≥ e1 = 2000000, H1 : eU ≤ e1. (3.70)
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Zapisana hipoteza sprawdzana g losi, iż wartość niedoboru wp lywów podat-
kowych jest nie mniejsza od niedopuszczalnego (nietolerowalnego) poziomu
e1 = 2000000, a hipoteza alternatywna, że ten niedobór jest mniejszy (do-
puszczalny). Przypuśćmy, że w wyniku dalej opisanej procedury testowej
odrzucimy hipotez ↪e H0 na korzyść H1, co b ↪edzie oznacza lo, iż uznajemy, że
niedobór wp lywów z podatków nie przekroczy l niedopuszczalnego poziomu
e1, przy czym ta decyzja jest obarczona ryzykiem κ.

Skontrolowano zeznania podatkowe w próbie sk ladaj ↪acej si ↪e z n = 1200
podatników wylosowanych bezzwrotnie z poszczególnych warstw w ilościach
proporcjonalnych do ich rozmiarów. W zwi ↪azku z tym z kolejnych warstw
wylosowano bezzwrotnie próby proste o liczebnościach odpowiednio n1 =
200, n2 = 300, n3 = 500 i n4 = 200. Ponadto, zgodnie ze wzorem (3.35) wy-
liczono oceny wartości średnich skorygowanych podatków w kolejnych war-
stwach, co da lo wyniki: ȳs1 = 1800, ȳs2 = 1200, ȳs3 = 2500,ȳs4 = 2200. Te
wyniki i wzory (3.34) i (3.35) prowadz ↪a do ocen wartości średniej i globalnej
należnych wp lywów z podatków wynosz ↪acych odpowiednio ȳw,s = 2008.33
i yw,s = 241000000. Suma zadeklarowanych wp lywów z podatków wy-
nosi 240 000 000. To oraz wzór (3.36) daj ↪a już ocen ↪e niedoboru global-
nych wp lywów z podatków wynosz ↪acego ew,s = 241000000 − 240000000 =
1000000. Zgodnie ze wzorem (3.39) wyliczono nieobci ↪ażone oceny warian-
cji, które w kolejnych warstwach wynosz ↪a v∗s1(y) = 15610, v∗s2(y) = 48990,
v∗s3(y) = 24220, v∗s4(y) = 31110. Te dane oraz wzór (3.41) daj ↪a ocen ↪e
b l ↪edu średniego szacunku estymatora ew,s, która jest równa

√
Vs(ew,s) =

598375.55. W końcu wartość określonego wzorem (3.42) sprawdzianu testu
wynosi: zw,s = −1.6712. Z konstrukcji postawionych hipotez wynika, że
hipotez ↪e H0 odrzucamy, gdy wartość sprawdzianu jest istotnie mniejsza od
zera przy ustalonym poziomie istotności równym poziomowi ryzyka κ ozna-
czaj ↪acego akceptacj ↪e w naszym przypadku stwierdzonej wartości globalnej
niedoboru wp lywów z podatku jako tolerowalnej. Ze wzorów (3.68) i (3.69)
mamy: p = 0.0473 = φ(zw,s) = φ(−1.6712) oraz zκ = −1.6449, ponieważ
κ = 0.05 = φ(−1.6449). St ↪ad wynika że: p = 0.0473 < 0.05 = κ, co
jest równoważne faktowi zachodzenia nierówności zw,s = −1.6712 < zκ =
−1.6449. W zwi ↪azku z tym hipotez ↪e H0 odrzucamy na korzyść H1 z prawdo-
podobieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym κ = 0.05, co oznacza, iż
pojawiaj ↪acy si ↪e niedobór podatkowy uznajemy za nieistotny (tolerowalny)
z ryzykiem podj ↪ecia b l ↪ednej decyzji równym κ = 0.05.

Teraz rozważmy przypadek, gdy audytor ustala wartość krytyczn ↪a eκ
rozmiaru poziomu globalnego b l ↪edów, którego wynikiem jest możliwość pod-
j ↪ecia decyzji o przyj ↪eciu sprawozdania ksi ↪egowego, b ↪adź jego odrzuceniu.
Z formalnego punktu widzenia dalej mamy do czynienia z weryfikacj ↪a hi-
potez określonych wyrażeniem (3.65). Wówczas z wyrażenia (3.66) wynika,
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że

eκ = e1 + zκ
√
V (ẽs). (3.71)

Przyjmuj ↪ac, że V (ẽs) = v/n mamy:

eκ =
e1 + zκ

√
v√

n
.

St ↪ad już mamy:

n ≥
[

(e1 + zκ
√
v)2

e2
κ

]
+ 1 = no. (3.72)

Zatem po to, by podj ↪ać decyzj ↪e o ewentualnym przyj ↪eciu sprawozdania
ksi ↪egowego z ryzykiem na poziomie κ i przy wartości krytycznej global-
nego b l ↪edu ksi ↪egowego ustalonej na poziomie eκ, należy wylosować prób ↪e
o rozmiarze równym co najmniej no dokumentów. Wtedy, jeśli ẽs ≤ eκ, to
odrzucamy określon ↪a wzorem (3.65) hipotez ↪e sprawdzan ↪a H0 z prawdopodo-
bieństwem pope lnienia b l ↪ednej decyzji równym κ.W kontekście rozważanego
badania audytowego odrzucenie hipotezy H0 jest równoważne przyj ↪eciu
sprawozdania ksi ↪egowego z ryzykiem nieprawid lowej decyzji na poziomie
κ. W przeciwnym przypadku, gdy ẽs > eκ, nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy H0. W tej sytuacji z punktu widzenia naszych rozważań nie ma
podstaw do odrzucenia stwierdzenia, że sprawozdanie ksi ↪egowe jest nie do
przyj ↪ecia, czyli że sprawozdanie nie jest prawid lowe.

Przyk lad 3.6
Audytor ma sprawdzić, czy wartość globalna b l ↪edu ksi ↪egowego przekra-

cza poziom niedopuszczalny równy 10 000. Zbiór (populacja) dokumentów
wynosi 42 000. Audytor zak lada, że ryzyko przyj ↪ecia nieprawid lowego
sprawozdania wynosi 0.2. Ponadto audytor ustala, że sprawozdanie przyj-
mie, gdy zaobserwowana w próbie ocena globalnego b l ↪edu ksi ↪egowego nie
przekroczy poziomu 100. W celu oszacowania wartości globalnej b l ↪edu
ksi ↪egowego ma zamiar wylosować bezzwrotnie prób ↪e prost ↪a. Zadanie po-
lega na wyznaczeniu rozmiaru tej próby. Na podstawie wyników z wcześniej
prowadzonych badań audytowych podobnych populacji dokumentów osza-
cowano, iż odchylenie standardowe b l ↪edów ksi ↪egowych wynosi 9 z l.

Korzystaj ↪ac ze wzorów (3.71) i (3.19), mamy:

eκ = e1 + zκ

√
N(N − n)

n
v∗U(e).

St ↪ad już mamy:

n ≥

[
N

(
1 +

(eκ − e1)2

z2
κNv∗U(e)

)−1
]

+ 1 = no. (3.73)
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Przyjmuj ↪ac teraz, że N = 42000, e1 = 10000, v∗U(e) = 81, κ = 0.02
i eκ = 100, wyliczamy, że no = 1008. Zatem krótko mówi ↪ac, po to,
aby podj ↪ać decyzj ↪e o ewentualnym przyj ↪eciu sprawozdania z ryzykiem wy-
nosz ↪acym 0.2, należy wylosować bezzwrotnie 1008 dokumentów z populacji
w celu ich sprawdzenia.
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Hájek J. (1981): Sampling from a Finite Population. Marcel Dekker, New
York – Bassel.

Hartley H.O., Rao J.N.K. (1962): Sampling with Unequal Probabilities and
without Replacement. ,,Annals of Mathematical Statistics”, Vol. 33,
s. 350-374.

Ho lda A., Pociecha J. (2004): Rewizja finansowa. Wydawnictwo Akademii
Ekonomicznej, Kraków.

Ho lda A., Pociecha J. (2009): Probabilistyczne metody badania sprawozdań
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badań reprezentacyjnych. ,,Wiadomości Statystyczne”, nr 2, 1-8.
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PYTANIA I ZADANIA

1. Podać definicj ↪e oraz interpretacj ↪e b l ↪edu średniego szacunku.
2. Określić wzgl ↪edny średni b l ↪ad szacunku.
3. Podać określenie obci ↪ażenia estymatora.
4. Przedstawić dekompozycj ↪e b l ↪edu średniokwadratowego estymacji.
5. Podać określenia planu oraz schematu losowania próby.
6. Określić prawdopodobieństwa inkluzji rz ↪edów pierwszego i drugiego.
7. Opisać plan i schemat bezzwrotnego losowania próby prostej.
8. Opisać plan i schemat losowania próby warstwowej.
9. Na czym polega proporcjonalny wariant losowania próby warstwowej?
10. Opisać plan losowania systematycznego próby.
11. Wyjaśnić termin losowania monetarnego (dolarowego, walutowego) pró-

by.
12. Opisać plan losowania Stampforda.
13. Opisać plan losowania próby odrzucaj ↪acego powtórzenia.
14. Podać w lasności średniej z próby prostej losowanej bezzwrotnie.
15. Podać w lasności średniej z próby warstwowej.
16. Opisać w lasności estymatora Horvitza-Thompsona.
17. Określić poziom ufności estymatora przedzia lowego.
18. Określić ryzyko badania audytowego oraz jego czynniki.
19. Na czym polegaj ↪a b l ↪edy pierwszego i drugiego rodzaju podczas weryfi-

kacji hipotez statystycznych?
20. Zdefiniować poziom istotności testu oraz jego moc.
21. Na czym polega ryzyko nieprawid lowej akceptacji?
22. Na czym polega ryzyko nieprawid lowego odrzucenia?
23. Przedstawić zwi ↪azki mi ↪edzy ryzykiem nieprawid lowej akceptacji albo

nieprawid lowego odrzucenia, a poziomem istotności testu lub prawdo-
podobieństwem pope lnienia b l ↪edu drugiego rodzaju.

24. Rozk lad b l ↪edów w zapisach dokumentów jest normalny z nieznan ↪a śred-
ni ↪a i odchyleniem standardowym wynosz ↪acym 100. Dopuszczalny b l ↪ad
średni wynosi 1000 z l, a dyskwalifikuj ↪acy 3000 z l. Ryzyko przyj ↪ecia nie-
prawid lowego sprawozdania ustalono na poziomie 0.2, a ryzyko odrzuce-
nia poprawnego sprawozdania na poziomie 0.1. W celu podj ↪ecia decyzji
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o przyj ↪eciu lub odrzuceniu sprawozdania b ↪edzie losowana bezzwrotnie
próba prosta z populacji licz ↪acej 40 000 dokumentów. Korzystaj ↪ac z ar-
kusza kalkulacyjnego Excel, wyznaczyć rozmiar tej próby potrzebny do
podj ↪ecia deczji.

25. Populacja liczy 30 000 faktur, których wartości b ↪ed ↪a sprawdzane. Z wcze-
śniejszych badań wynika, że odchylenie standardowe b l ↪edów wynosi 190
z l. Wyznaczyć niezb ↪edn ↪a liczebność próby prostej losowanej bezzwrot-
nie zak ladaj ↪ac, że b l ↪ad średni szacunku wartości globalnej faktur po
dokonaniu korekt nie przekracza poziomu 200 000 z l.

26. Podj ↪eto rozważany w podrozdziale 2.2.1 problem wydania decyzji o sku-
teczności systemu kontroli wewn ↪etrznej przyjmuj ↪ac, że proporcja do-
puszczalna nieprawid lowości nie przekracza poziomu 0.08, a proporcja
dyskwalifikuj ↪aca jest nie mniejsza od 0.12. Ryzyko dezaprobaty sku-
tecznego systemu kontroli ustala si ↪e na poziomie 0.08, natomiast ry-
zyko aprobaty nieskutecznego systemu kontroli na poziomie 0.05. Po-
trzebna próba prosta poddawanych kontroli pozycji ksi ↪egowych b ↪edzie
losowana bezzwrotnie z populacji o rozmiarze 420 000 dokumentów.
Korzystaj ↪ac z przybliżenia normalnego odpowiednich statystyk, wyzna-
czyć niezb ↪edn ↪a liczebność próby oraz wartość krytyczn ↪a stosownego te-
stu statystyczego pozwalaj ↪acego podj ↪ać w laściw ↪a decyzj ↪e o skuteczności
systemu kontroli.

27. Audytor sprawdza jakość 400 dokumentów, które już przesz ly stosowne
procedury kontroli wewn ↪etrznej. Ta kontrola zostanie uznana jako sku-
teczna jeśli w badanej zbiorowości dokumentów nie b ↪edzie wi ↪ecej niż
4 dokumenty b l ↪edne, a liczb ↪e 6 dokumentów już uważa si ↪e za niedo-
puszczaln ↪a. Audytor zak lada ryzyko dezaprobaty skutecznego systemu
kontroli ustala si ↪e na poziomie 0.15, natomiast ryzyko aprobaty niesku-
tecznego systemu kontroli na poziomie 0.05. Korzystaj ↪ac z programu
zamieszczonego w przyk ladzie 2.2, możemy wyznaczyć niezb ↪edny roz-
miar próby prostej losowanej bezzwrotnie z populacji dokumentów oraz
wartość krytyczn ↪a testu pozwalaj ↪ac ↪a na podj ↪ecie stosownej decyzji tak
by spe lnione by ly określone postulaty co do ryzyka wydania niepra-
wid lowego werdyktu o jakości kontroli wewn ↪etrznej.

28. Rozważmy ponownie określony w uprzednim zadaniu problem wyznacza-
nia niezb ↪ednej liczebności próby oraz wartości krytycznej testu lecz dla
populacji licz ↪acej 10 000 dokumentów. Teraz dopuszczalna proporcja
nieprawid lowych dokumentów wynosi 0.06, natomiast dyskwalifikuj ↪acy
poziom tej proporcji jest równy 0.12. Ryzyko dezaprobaty skutecznego
systemu kontroli ustala si ↪e na poziomie 0.1, natomiast ryzyko aprobaty
nieskutecznego systemu kontroli na poziomie 0.04. Korzystaj ↪ac z pro-
gramów zamieszczonych w przyk ladach 2.2 i 2.3, wyznaczymy niezb ↪edny
rozmiar próby prostej losowanej bezzwrotnie z populacji dokumentów
oraz wartość krytyczn ↪a testu pozwalaj ↪ac ↪a na podj ↪ecie stosownej decyzji,
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tak by spe lnione by ly określone postulaty co do ryzyk wydania niepra-
wid lowego os ↪adu jakości kontroli wewn ↪etrznej.

29. Ponownie bieżemy pod uwag ↪e określony w uprzednim zadaniu problem
wyznaczania niezb ↪ednej liczebności próby oraz wartości krytycznej testu
lecz dla populacji licz ↪acej 190 000 dokumentów. Dopuszczalna proporcja
nieprawid lowych dokumentów wynosi 0.01, natomiast dyskwalifikuj ↪acy
poziom tej proporcji jest równy 0.03. Ryzyko dezaprobaty skutecznego
systemu kontroli ustala si ↪e na poziomie 0.09, natomiast ryzyko aprobaty
nieskutecznego systemu kontroli na poziomie 0.03. Program zamiesz-
czony w przyk ladzie 2.4 wyznaczy niezb ↪edny rozmiar próby prostej lo-
sowanej bezzwrotnie z populacji dokumentów oraz wartość krytyczn ↪a
testu pozwalaj ↪ac ↪a na podj ↪ecie w laściwej decyzji tak by by ly zachowane
określone postulaty co do ryzyk wydania nieprawid lowego s ↪adu o jakości
kontroli wewn ↪etrznej.

30. Audytor sprawdza jakość 1400 dokumentów na podstawie już wyloso-
wanej bezzwrotnie próby prostej o rozmiarze 60. Dopuszczalna pro-
porcja nieprawid lowych dokumentów wynosi 0.04. Ryzyko aprobaty
nieskutecznego systemu kontroli ustala si ↪e na poziomie 0.05. Korzy-
staj ↪ac z procedur używanych w przyk ladach 2.5-2.7 należy wyznaczyć
wartość krytyczn ↪a testu pozwalaj ↪ac ↪a na podj ↪ecie stosownej decyzji o
jakości systemu kontroli tak by spe lniony by l postulat co do ryzyka
wydania nieprawid lowego werdyktu.

31. Audytor sprawdza jakość 1000 dokumentów. W tym celu ma zamiar wy-
losować bezzwrotnie prób ↪e prost ↪a. Ponadto, audytor ustala, że jeśli za-
obserwuje w tej próbie nie wi ↪ecej niż 9 dokumntów z nieprawid lowościami,
to uzna system kontroli wewn ↪etrznej za skuteczny z ryzykiem wynosz ↪a-
cym 0.08. Dopuszczalna proporcja nieprawid lowych dokumentów wy-
nosi 0.1. Korzystaj ↪ac z procedur używanych w przyk ladzie 2.9 należy
wyznaczyć niezb ↪edn ↪a liczebność próby pozwalaj ↪ac ↪a na podj ↪ecie stosow-
nej decyzji o jakości systemu kontroli tak by spe lnione by ly określone
wcześniej postulaty.

32. Korzystaj ↪ac z programu dydaktycznego opisanego w przyk ladzie 1.19
przeprowadzić weryfikacj ↪e hipotez o wartości średniej zmiennej losowej
o rok ladzie normalnym. Rozważyć różne warianty wartości parametrów
zmiennej losowej, rozmiaru próby prostej losowej oraz wartości poziomu
istotności testu.
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