Janusz L. Wywiat

) 9 £’r
e © //‘
N K Q ~
-
\“
» Z
SN\\LZ A Wt
Y9 Q
)5 N S
()
:- \‘

PROBY LOSOWE
W AUDYCIE FINANSOWYM



PROBY LOSOWE
W AUDYCIE FINANSOWYM



PODRECZNIK



Janusz L. Wywiat

PROBY LOSOWE
W AUDYCIE FINANSOWYM

KATOWICE 2014



Komitet Redakcyjny

Krystyna Lisiecka (przewodniczaca), Anna Lebda-Wyborna (sekretarz),
Florian Kuznik, Maria Michatowska, Antoni Niederlinski, Irena_Pyka,
Stanistaw Swadzba, Tadeusz Trzaskalik, Janusz Wywiat, Teresa Zabinska

Recenzent
Stanistaw Heilpern

Redaktor
Magdalena Pazura

Skiad tekstu
Jerzy Michnik

©Copyright by Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach 2014

ISBN 978-83-7875-160-1

Wszelkie prawa zastrzezone. Kazda reprodukcja lub adaptacja catosci badz czesci
niniejszej publikacji, niezaleznie od zastosowanej techniki reprodukgcji,
wymaga pisemnej zgody Wydawcy

WYDAWNICTWO UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO W KATOWICACH
ul. 1 Maja 50, 40-287 Katowice, tel. +48 32 257-76-35, faks +48 32 257-76-43

www.wydawnictwo.ue.katowice.pl  e-mail: wydawnictwo@ue.katowice.pl



Spis tresci

WSTEP . . o o oo,
Rozdzial 1. WPROWADZENIE DO WNIOSKOWANIA

STATYSTYCZNEGO O CHARAKTERYSTYKACH
DOKUMENTACJI RACHUNKOWEJ . . . . ... ... .. ....

1.1. Rodzaje ryzyka w audycie . . . . . . . .. ...
1.2. Populacja i parametry zmiennych . . . . .. .. ... ... ..
1.3. Metody losowania proby . . . . . . . . ...
1.3.1. Prébaprosta . . ... .. .. .. .o
1.3.2. Préba monetarna . . . . .. .. ... ... L.
1.3.3. Préba warstwowa . . . . . ... .. ...
1.4. Estymacja . . . . . . . . ..
1.4.1. Definicje podstawowe . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.4.2. Estymacja na podstawie préby prostej . . .. .. .. ...
1.5. Elementy weryfikacji hipotez . . . . . . ... ... ...

Rozdziat 2. BADANIE ZGODNOSCI . . . ... ............

2.1. Wprowadzenie . . . . . .. .. ...
2.2.  Analiza skutecznosci systemu kontroli przy ustalonych obu
rodzajach ryzyka . . . . . . . . .. ... oo
2.2.1. Weryfikacja hipotezy z wykorzystaniem aproksy-
magcji sprawdzianu testu rozkladem normalnym
prawdopodobienstwa . . . . . .. ...,
2.2.2.  Weryfikacja hipotezy, w sytuacji gdy sprawdzian testu
ma rozklad doktadny . . ... ... ... ... ... ...
2.2.3. Przyblizanie rozkladu prawdopodobienstwa sprawdzianu
testu rozkladami dwumianowym albo Poissona . . . . . . .
2.3. Wnioskowanie przy ustalonym ryzyku aprobaty nieskutecznie
dzialajacego systemu kontroli . . . . . . .. ... ... ... L.
2.3.1. Przypadek préby prostej . . . .. .. ...
2.3.2. Przypadek préby warstwowej . . . . . .. ... oL oL
2.4. Wnioskowanie przy ustalonym ryzyku dezaprobaty skutecznie
funkcjonujacego systemu kontroli . . . . . .. ... ...
2.4.1. Przypadek préby prostej . . . . ... ...
2.4.2. Przypadek préb prostych losowanych z warstw . . . . . . .

Rozdziat 3. BADANIE WIARYGODNOSCI SPRAWOZDAN

3.1. Definicje podstawowe . . . . . . . .. ...



3.2.  Oceny podstawowych charakterystyk bledéw ksiegowych . . . . . . 80

3.2.1. Prébaprosta . . . ... ... Lo 80

3.2.2. Préba monetarna . . . . ... ... Lo 81

3.2.3. Préba warstwowa . . ... ... ... .. ... ... ... 83

3.3. Podejmowanie decyzji o wiarygodnodci sprawozdania . . . . . . . . 84
3.3.1. Ustalone ryzyko odrzucenia wiarygodnego sprawozdania

i ryzyko akceptacji niewiarygodnego sprawozdania . . . . . 84

3.3.2. Ustalone ryzyko odrzucenia wiarygodnego sprawozdania . 93

3.3.3. Ustalone ryzyko przyjecia niewiarygodnego sprawozdania . 93

BIBLIOGRAFTIA . . . . . 98

PYTANIA I ZADANIA . . . . . 100



WSTEP

W ostatnich latach mozna zauwazy¢ wzmozone zainteresowanie metoda
reprezentacyjna, ktéra znajduje zastosowanie w réznych obszarach badan
naukowych, a w szczegdlnosci tradycyjnie w statystyce oficjalnej, badaniach
opinii publicznej i marketingu, a takze w rolnictwie. Nowe dziedziny korzy-
stajace z metody reprezentacyjnej, to badania przestrzenne, geologiczne,
a takze audytowe. Metody statystyczne sa bardzo przydatne szczegdlnie
podczas wnioskowania o wynikach kontroli bardzo licznych populacji do-
kumentéw ksiegowych. Dotyczy to zwlaszcza technik losowania préb doku-
mentéw ksiegowych, zeznan podatkowych itd. Przekonamy sie dalej, ze sto-
sowane w audycie techniki losowania préb sa w istocie niemalze powszechnie
znanymi schematami losowania préb, ktérych wtasnosci od dawna wykorzy-
stuje sie w metodzie reprezentacyjne;j.

Metody statystyczne zwykle sa stosowane w procedurach kontrolnych
znanych w rewizji finansowej i do tego aspektu badan audytowych ograni-
czyno si¢ w niniejszej pracy. Zrozumienie istoty metod statystycznych sto-
sowanych w audycie finansowym wymaga wprowadzenia minimum potrzeb-
nych metod doboru losowego prob oraz elementéw wnioskowania statystycz-
nego. Dlatego zaraz po krotkim naswietleniu probleméw dotyczacych badan
audytowych wprowadzono podstawy schematow losowania préb z populacji
skonczonej i ustalonej. Potem wytozono tylko te wiadomosci z teorii estyma-
cji i weryfikacji hipotez statystycznych, ktére beda potrzebne przy prezenta-
¢ji metod podejmowania decyzji, bedacych etapem koncowym postepowania
audytowego wykorzystujacego losowane proby obiektéw kontrolowanych.
Od razu nalezy podkresli¢, ze niniejsza praca dotyczy zastosowania w au-
dycie tzw. podejscia randomizacyjnego wyrdznianego w metodzie reprezen-
tacyjnej. Charakteryzuje sie tym, ze wszelkie wnioskowanie statystyczne,
czyli estymacja lub weryfikacja hipotez statystycznych, jest prowadzone na
podstawie préb z ustalonych i skonczonych populacji. Znane w literatu-
rze tzw. podejscie modelowe do wnioskowania statystycznego jest rzadziej
stosowane w procesach rewizji finansowej i nie bedzie tutaj rozwijane, bo
wymagaloby to znacznego rozszerzenia wykorzystywanej dalej metodologii
statystycznej.

W literaturze dotyczacej audytu finansowego dos¢ jednolicie sa wykladane



metody estymacji branych pod uwage parametréw. W niniejszej pracy
polozono nacisk na stosowanie zasad weryfikacji hipotez statystycznych w po-
stepowaniu prowadzacym do wyciagania wnioskow z przeprowadzanych kon-
troli z wykorzystaniem danych z prob losowych. W szczegdélnosci zwra-
cano uwage na zwiazki pomiedzy definiowanymi w teorii weryfikacji hipotez
statystycznych pojeciami prawdopodobienstw popekienia btedow I albo 11
rodzaju, a rodzajami ryzyka podejmowania decyzji w postepowaniu audyto-
wym. Zawartos¢ rozdzialéw 2 i 3 stanowi zasadnicza tre$¢ niniejszej pracy.
Obydwa dotycza prezentacji podstawowych procedur uzywanych w audycie
finansowym, lecz w kontekscie podejscia randomizacyjnego metody repre-
zentacyjnej. Trzymajac sie definicji Karlinskiego (2005, s. 25), rozdzial 2
dotyczy badania zgodnosci, czyli innymi stowy skutecznosci systemu kon-
troli wewnetrznej, a w rozdziale 3 zajeto sie badaniem wiarygodnosci np.
ksiag lub sprawozdan rachunkowych. W kazdym z tych rozdzialow dziatanie
prezentowanych procedur starano sie ilustrowa¢ przykladami. Obliczenia
prowadzono za pomoca specjalnie do tych celow stworzonych programéw
komputerowych napisanych w jezyku R, ktéry jest coraz bardziej znany nie
tylko wsréd statystykow. Ponadto, ten jezyk programowania jest powszech-
nie dostepny, a jego uzywanie jest bezplatne.

Tres¢ podrecznika jest efektem studiéw m.in. podrecznikéw dotyczacych
stosowania metod statystyczych w audycie autorstwa: Guy, Carmichael
i Whittingston (2002), Holdy i Pociechy (2004, 2009), Karliniskiego (2005),
Klima (2005). Niniejsza praca ma za zadanie wzbogaci¢ literature dotyczaca
zastosowan statystyki w audycie. Powinna by¢ przydatna dla studentow
kierunkow: Finanse i rachunkowos¢, Analityka gospodarcza lub Informa-
tyka i ekonometria. Powinna by¢ tez uzyteczna dla audytoréw zajmujacych
sie w praktyce rewizja finansowa. W pracy zamieszczano oprogramowa-
nie pozwalajace na podejmowanie decyzji finalizujacych prace kontrolne
bez korzystania z tablic statystycznych, ktore sa zamieszczane w innych
podrecznikach dla audytoréw. Prezentowane przyklady powinny utatwic
korzystanie z tego oprogramowania.

Bardzo dziekuje Panu profesorowi dr. hab. Stanistawowi Heilpernowi
za wnikliwa recenzje niniejszej pracy.



Rozdzial 1

WPROWADZENIE DO
WNIOSKOWANIA
STATYSTYCZNEGO

O CHARAKTERYSTYKACH
DOKUMENTACJI
RACHUNKOWEJ

Wiadomo, ze studenci drugiego roku kierunkéw ekonomicznych maja za
soba podstawowy kurs statystyki, ktéry oprocz statystyki opisowej powinien
takze obejmowaé elementy wnioskowania statystycznego. Dlatego w niniej-
szym rozdziale ograniczymy sie do przypomnienia podstaw wnioskowania
statystycznego z jednoczesnym nawigzaniem do probleméw audytu finana-
sowego. Zwlaszcza chodzi tutaj o uswiadomienie sobie faktu, ze pewne
pojecia wystepujace w audycie maja swoje odpowiedniki w teorii wniosko-
wania statystycznego. W réznych sytuacjach poziom istotnosci testu sta-
tystycznego raz moze by¢ traktowany jako ryzyko aprobaty nieskutecznej
kontroli, a z innego punktu widzenia jako ryzyko dezaprobaty skutecznego
systemu kontroli.

1.1. Rodzaje ryzyka w audycie

Problem ryzyka w badaniach audytowych jest jednym z kluczowych za-
gadnien prawidlowego przeprowadzenia postepowania sprawdzajacego sze-
roko rozumiane czynnosci ksiegowe. Roéznorodne podejscia dotyczace tego
problemu sa prezentowane m.in. w pracy Pfaffa (2008). W niniejszym opra-
cowaniu zostanie nakreslony problem ryzyka z punktu widzenia stosowanych
w audycie metod statystycznych.

Ryzyko zwiazane ze stosowaniem procedur statystycznego wnioskowa-
nia na tle innych czynnikéw ryzyka jest nastepujace. Ryzyko postepowania
(badania) audytowego jest definiowane jako iloczyn:

Ty = IplETs, (1.1)

gdzie przez r,, oznaczono tzw. ryzyko nieodtqczne (inherent risk), ktére
charakteryzuje specyficzne dzialania ksiegowe. Z kolei 1y jest ryzykiem za-
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wodnosci systemow kontroli wewnetrznej (control risk). W koncu przez r,
oznaczono tzw. ryzyko niewykrycia (przeoczenia) przez kontrolera (detection
risk), przy czym

Tn = TpTs. (1.2)

Symbolem 7, oznaczono ryzyko spowodowane wykorzystaniem dodatkowych
procedur kontrolnych (audit procedures) niezwiazanych z losowaniem proéb.
Z kolei ry jest ryzykiem statystycznym, ktore najbardziej interesuje nas
w niniejszej pracy. W istocie ryzyko rs = K jest prawdopodobienstwem
popemienia tzw. btedu I rodzaju k polegajacego na akceptacji wystepujacych
nieprawidlowosci (risk of incorrect acceptance). k jest w szczegdlnosci ryzy-
kiem blednego wydania opinii pozytywnej o systemie kontroli wewnetrznej,
ktory dziala nieprawidlowo. W innym przypadku s jest ryzykiem biednej
akceptacji sprawozdania finansowego (np. bilansu) obarczonego niedopusz-
czalnym bledem.
Ze wzoréw (1.1) i (1.2) wynika

Ty = T'nTkTpTs,

co prowadzi do wyrazenia:

Tp

rs=HK= (1.3)

TulkTp

Sposoby ustalania w praktyce pozioméw opisanych ryzyk zaleza od spe-
cyfiki kontrolowanych obiektéw oraz od wiedzy i doswiadczenia audytora.
W wielu pracach spotykamy sie z réznymi zaleceniami, dotyczacymi spo-
sobéw wyznaczania pozioméw tych ryzyk. Owczarek (1996) pisze, iz zwykle
przyjmuje sie, ze

ry =005 r,=1.00, r,€][0.50; 1.00],

r, € [0.01; 0.10], gdy kontrola wewnetrzna jest bardzo dobra,
rr € (0.10; 0.30], jesli kontrola jest dobra,

rr € (0.30; 0.50], jesli kontrola jest wystarczajca,

rr € (0.50; 0.70], gdy kontrola jest staba,

r, € (0.70; 1.00], jezeli kontrola jest zadna (niedostateczna).

Na przyktad gdy r, = 0.05, 7, =mr =1, 1, =0.5t0k =1, =0.1.
Jeslir, =0.05, 7, =1, 7r,=71,=0.5,t0ok=1r,=0.2.

7, przedstawionego krotkiego opisu czynnikéw skladajacych sie na ry-
zyko badania audytowego wynika, ze nie ma Scistych zasad ustalania ich po-
zioméw. Mamy tutaj do czynienia z do$é¢ duzym subiektywizmem, poniewaz
kazdy audytor, oprécz wiedzy i do$wiadczenia, ma swoje sktonnosci do
wiekszego lub mniejszego optymizmu przy ustalaniu pozioméw wyrdznionych
ryzyk. W konsekwencji dotyczy to réwniez ryzyka statystycznego rs wy-
znaczanego ze wzoru (1.3). Jak sie jednak okaze w dalszej tresci pracy

[t B et i Bt W Bt

10



i co nalezy podkresli¢, procedury wnioskowania statystycznego pozwalaja
podejmowacé decyzje Scidle zachowujace ustalony poziom ryzyka statystycz-
nego. Innymi stowy, po ustaleniu ryzyka ry dalsze postepowanie jest Sciste,
co gwarantuja znane wlasnosci metod statystyki matematycznej. Tu nie ma
juz miejsca na subiektywizm badacza.

Rozwazany model ryzyka jest uproszczona wersja znanego w auditingu
tzw. podejscia probabilistycznego. W literaturze przedmiotu sa jeszcze
brane pod uwage podejscia lingwistycze oraz tzw. teoria Dempstera—Sha-
fera, ktére sa analizowane m.in. przez Holde i Pocieche (2009).

1.2. Populacja i parametry zmiennych

W rachunkowosci mamy gléwnie do czynienia z populacjami tradycyj-
nych dokumentéw papierowych lub dokumentéow zapisanych na odpowied-
nich nognikach elektronicznych. Populacje bedziemy oznacza¢ przez U.
Liczbe elementéw tworzacych populacje U (liczebno$é) oznaczamy przez
N. Kazdy element tego typu populacji ma swéj numer identyfikacyjny,
ktéorym moze by¢ np. nr faktury. Mamy tutaj zatem do czynienia z tzw.
populacjami identyfkowalnymi, co znacznie ulatwi losowanie préb. Identy-
fikowalnos¢ populacji w praktyce oznacza, ze dysponujemy lista elementéw
populacji, co pozwala nada¢ kazdemu elementowi populacji w sposéb wza-
jemnie jednoznaczny liczbe naturalng. Taki spis elementéw ewentualnie
rozbudowany o dodatkowe informacje o strukturze wartosci tzw. zmiennych
pomocniczych w populacji nazywamy operatem losowania.

Kazdy dokument ma zwykle kilka zapiséw, czyli na fakturze mamy wy-
szczegolnione oprocz jej numeru kwote netto sprzedawanego towaru, kwote
brutto, ewentualny rabat, ilo$¢ towaru, jego cene jednostkowa itd. Te za-
pisy bedziemy traktowali jako wartosci odpowiednich zmiennych (cech) cha-
rakteryzujacych dokumenty. W szczegdlnosci niech x i y beda zmiennymi
oznaczajacymi odpowiednio ilos¢ sprzedanego przez rolnikéw zboza i jego
wartos¢. 7 kolei przez x; oraz y; oznaczamy odpowiednio ilos¢ oraz wartosc¢
zboza sprzedanego przez ustalonego i-tego rolnika, + = 1,..., N. Kroétko
moéwiac, para (x;,y;) jest wartoscia (obserwacja) dwuwymiarowej zmien-
nej (z,y). Wektor wszystkich wartosci (obserwacji) zmiennej x oznaczamy
przez x = [x1 o5 ...xy|. Ten wektor jest réwniez nazywany parametrem po-
pulacji. Zakladamy, ze wartosci zmiennych (parametréw, cech) sa liczbami
ze zbioru liczb rzeczywistych, czyli x € RY. Z kolei wartosci dwuwymiaro-
wej zmiennej (z,y) mozemy zapisaé jako macierz (parametr) o wymiarach
2 x N itd.

Przykiad 1.1
W przypadku audytu finansowego, dysponujemy nominalnymi obserwa-
cjami wartosci faktur, ktére oznaczamy przez z;, i = 1,...,N. Kazda
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faktura ma swéj numer ¢. Zatem operat losowania sklada sie z ciagu par
wartosci (i, x;), i = 1,..., N, gdzie i jest kolejnym numerem faktury, a z;
jest nominalna obserwacja jej wartosci.

Na podstawie dokumentéow wyliczane sa np. sumy ich okreslonych po-
zycji ksiegowych, czyli formalnie rzecz biorac warto$¢ sumy

N
Ty = § Li,
=1

ktora jest nazywana wartosciq globalng lub wartoscia tgczng zmiennej x.
Warto$¢ przecielng zmiennej x oznaczamy przez

1 N T
;o s
ey =

Przypusémy, ze badana cecha dokumentu moze by¢ typu dychotomicz-
nego, co w szczegblnosci oznacza, iz zmienna x jest zero-jedynkowa, czyli
x = 0 albo z = 1. Przykladowo, gdy rachunek dotyczy zaptaty za prace
akordowa, to x = 0, a gdy za inny rodzaj pracy, to x = 1. Liczbe elementow
populacyi z cechq wyrozniona, czyli np. w naszym przypadku liczbe blednych
dokumentéw oznaczymy przez my, i wyliczymy ze wzoru:

N
mU@ =Ty = E Z;.
=1

Czestosé wzgledng wystepowania cechy wyroznionej w populacji wyli-
czamy ze Wzoru:

1 N m
U,x
PUe = 3 20 = T

Wariancje zmiennej w populacji pozwala wyliczy¢ wzor:

Vot = ZkeU(in—j)2
e N -1

Okreslone symbolami xy, Z, mys, pus 1 vy, funkcje wartosci cechy
x (parametru populacji) nazywamy opisowymi parametrami populacji lub
krotko parametrami opisowymi.

Zauwazmy, ze z zapisanych wzorow wynikaja nastepujace, jak okaze sie,
pozyteczne tozsamosci.

Ty = Nz Mmyaq. = NpU,z. (14)

12



Przyktad 1.2

Zalozmy, ze 5 faktur ma nastepujace wartosci w zt: x; = 100,25, =
281, x3 = 29, x4 = 150, x5 = 20. Zatem populacja skiada sie z N = 5 ele-
mentow. W wyniku przeprowadzonego pelnego audytu uzyskano nastepujace
poprawione, czyli prawdziwe wartosci tych dokumentow: y; = 100,y =
275,y3 = 25,y4 = 150,y5; = 20. Populacja jest wiec identyfikowalna, bo-
wiem kazdej fakturze jest wzajemnie jednoznacznie przypisany jej numer.
Ponadto, z gory sa znane wartosci nominalne faktur, ktére wraz z jej nu-
merem tworza operat losowania préby. Wektory x = [100 281 29 150 20]
iy = [100 275 25 150 20] sa parametrami naszej populacji lub innymi stowy
warto$ciami zmiennych (cech) odpowiednio z i y. Stad wynika, ze wektor
bledéw w wartosciach faktur ma postaé¢: e =x—y =1[064 0 0]. Z ko-
lei wartosci zero-jedynkowej zmiennej identyfikujacej wystepowanie bledu
oznaczamy przez z = [0 1 1 0 0]. Stad wyliczamy nastepujace parametry
opisowe populacji. Nominalna wartos¢ globalna faktur wynosi zy = 580
71, a prawdziwa warto$¢ globalna faktur wynosi yy = 570 zl, natomiast
warto$é¢ globalna bledéw jest rowna ey = xy — yy = 10 zt Srednia wartogé
nominalna faktury wynosi # = 116 zl, natomiast przecietna prawdziwych
wartosci faktur jest réwna y = 114 zk Srednia bledéw w wartosciach do-
kumentéw wynosi e = 2 zi. Z kolei liczba blednych faktur to m,py = 2,
a czestosce ich wystepowania jest réwna p, iy = 0.4.

Zmienna zero-jedynkowa z gra role zmiennej diagnostycznej, czyli iden-
tyfikuje nieprawidlowosci, gdy jest réwna jednosci, a ich brak, jesli jest
rowna zeru.

Inny wazny problem zwiazany z badaniem tzw. wiarygodnosci sprawo-
zdan wymaga pewnych zalozen modelowych generowania sie btedéw w war-
tosciach np. pozycji ksiegowych. Niech x bedzie nominalna pozycja ksiegowa
(np. faktury, zadeklarowanej kwoty podatku), czyli zx, k& = 1,..., N jest
zaobserwowana wartoscia pozycji ksiegowej (np. wplacona kwota podatku).
Z kolei przez y oznaczymy zmienna, ktérej wartos¢ yi, k = 1,..., N jest
prawdziwa wartoscia pozycji ksiegowej, czyli skorygowana w wyniku prze-
prowadzonego audytu. Zatem blad okresla roznica: e, = xp — yr. Wowczas
zwiazek miedzy zmiennymi mozna modelowaé¢ nastepujaco:

xk:yk—i—ek, l{?zl,?N (15)
Parametry tego addytywnego modelu sa nastepujace:

Valg = Vsl + Vsle + 2Vsty e (1.6)

gdzie v.uy, Vs, Vst,e OTAZ

1 — —
Uige = 1 > (e — )(ex — €) (1.7)
keU
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sa odpowiednio wariancjami zmiennych y, x, e oraz kowariancja zmiennych
y i e. Wartosci zmiennej e sa bledami addytywnie nakladajacymi sie na
odpowiednie wartosci zmiennej y. Jesli zmienne y i e nie sa skorelowane, to

UsUg = UsUy T UsUe- (1.8)
Z kolei, gdy zmienne y i e sa skorelowane dodatnio, to

VslUz > VslUy + UslUses (1.9)
W koncu, gdy zmienne y i e sa skorelowane ujemnie, to

Vsl < VslUy T VslUse- (1-10)

Mozna tatwo pokazaé, ze wspolczynnik korelacji zmiennych z i y ma
postac:

U*U,m,y U*U,y + U*U,y,e (111)

VU UsU,y \/U*U,y(U*U,y + Ve + 2U*U,y76)

Parametr r, , jest dodatni, gdy zmienne y i e nie sa ujemnie skorelowane.
W szczegdlnosci, jesli y i e nie sa skorelowane, to

U*Uy
Toy =7 =) ————. 1.12
Y VsUy + UsU,e ( )

Ten wskaznik jest nazywany wspélczynnikiem rzetelnosci obserwacji x zmien-
nej y (por. np. Guilford, 1960). Bliskie jednosci wartosci wspétezynnika r
sSwiadcza o wysokiej jakosci obserwacji zmiennej, poniewaz wariancja bledéw
obserwacji jest mala w stosunku do zmiennej y. Trzeba jednak zwrdécic
uwage na szczegblny przypadek, gdy r = 1, co bynajmniej nie $wiadczy
o braku wystepowania btedéw, poniewaz taka sytuacja zachodzi, gdy nieze-
rowy blad obserwacji jest taki sam dla wszystkich wartosci y.
Multiplikatywny model generowania sie obserwacji ma postac:

Tzy

Tk = YrUg, k)zl,...,N, (113)

przy czym ug > 0. Ten model mozna sprowadzi¢ do nastepujacej postaci
addytywnej, przyjmujac, iz u = 1 + 2. Wowczas:

przy czym wobec zalozenia, ze wartosci zmiennej y sa nieujemne, nalezy
postulowaé, aby z > —1. W tym przypadku warto$¢ bledu e, = yizx jest
proporcjonalna do wartosci y.
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1.3. Metody losowania préby

W praktyce badan statystycznych jest popularne pojecie proby losowa-
nej bezzwrotnie jako n-elementowego podzbioru s populacji U, czyli s C U.
7, kombinatorycznego punktu widzenia proba s jest n-elementowa kombi-
nacja bez powtorzen, wybrana ze zbioru N-elementowego. Zatem zbiér S
wszystkich mozliwych do wybrania z populacji U préb wynosi (]Z ) Zbioér
S jest zwany réwniez przestrzeniq prob.

Definicja 1.1
Plan losowania préby P(s) jest nastepujacym rozkladem prawdopodo-
bieristwa okreslonym na zbiorze (przestrzeni) préb S, przy czym

0< P(s)<1 dlakazdej s€S, oraz » P(s)=1 (1.15)

seS

Zatem plan losowania proby przyporzadkowywuje kazdej mozliwej do
wylosowania prébie pewna warto$é¢ prawdopodobienstwa. W szczegdlnosci
préba s nie bedzie losowana z populacji, gdy P(s) = 0. Jesli P(s) = 1, to
z populacji jest losowana tylko proba s, ktora jest nazywana proba celowa.
Préba celowa wystepuje w praktyce, gdy audytor wskazuje na podstwie swo-
jej wiedzy lub doswiadczenia taka probe, uwazajac, ze ona wiasnie najlepiej
reprezentuje populacje. Konstrukcje planow losowania moga by¢ dowolne,
jakkolwiek istnieja pewne racjonalne przestanki ich definiowania, o czym
bedzie mowa dalej.

Przykiad 1.3

Zalozmy, ze populacja sktada sie z N = 4 elementéw i oznaczmy ja
zbiorem: U = {1,2,3,4}. Wszystkie mozliwe do wybrania préby dwuele-
mentowe tworzg zbidr:

S ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)}.

Okreslmy nastepujacy plan losowania: P(1,2) = 0.05, P(1,3) = 0.05,
P(1,4) = 0.01, P(2,3) = 0.09, P(2,4) = 0.2, P(3,4) = 0.6.

Prawdopodobienstwo inkluzji rzedu pierwszego dla k-tego elementu po-
pulacji jest prawdopodobienstwem wylosowania tego elementu do préby,

czyli:
Z P(s)

{s:kes}

Prawdopodobienstwo inkluzji rzedu drugiego dla k-tego oraz t-ego elementu
populacji jest prawdopodobienstwem wylosowania tych elementéw do préby,

czyli:
Tht = T = Z P(s)

{s:kes,tes}
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Jesli proba o ustalonym rozmiarze n jest losowana bezzwrotnie, to

Zﬂ'k =n, Z Z ke = n(n —1). (1.16)

Przykiad 1.4
Niech plan losowania proby tréjelementowej z populacji 5-elementowej
ma postac:

P(1,2,3) = P(1,2,4) = P(1,3,4) = P(1,3,5) = P(2,3,5) = P(2,4,5) =0,
P(1,2,5) = 0.3, P(1,4,5) = 0.2, P(2,3,4) = 0.1, P(3,4,5) = 0.4.
Wéwcezas, prawdopodobienistwa inkluzji rzedu pierwszego maja postac:

T = 05, g = 04, R 05, Ty = 07, Ty = 09,

przy czym np.

m = P(1,2,3)+ P(1,2,4)+ P(1,2,5)+ P(1,3,4) + P(1,3,5) + P(1,4,5) =
=0+ P(1,2,5) + P(1,4,5) = 0.3+ 0.2 = 0.5.

7 kolei prawdopodobienstwa inkluzji rzedu drugiego sa nastepujace:

T2 =03, m3=0, m4=02, m5=0.5, m3=0.1, m4=0.1,

o5 = 03, T34 = 05, T35 = 04, a5 = 06,

przy czym np.

5 = P(1,2,5)+P(1,3,5)+P(1,4,5)+ P(2,3,5)+ P(2,4,5)+ P(3,4,5) =

= P(1,4,5) + P(3,4,5) = 0.2+ 0.4 = 0.6.

Sprawdzamy, ze

W sensie technicznym, po to aby dobra¢ kolejno elementy populacji
do préby zgodnie z zalozonym planem losowania, trzeba okresli¢ schemat
losowania proby. Innymi stowy schemat losowania préby jest pewnym algo-
rytmem doboru elementow populacji do préby, realizujacym postulowany
plan jej losowania.
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1.3.1. Préba prosta

Powszechnie znane okreslenie préby prostej jest nastepujace.

Definicja 1.2
Prosta proba o liczebnosci n losowana bezzwrotnie jest definiowana wyra-
zeniem:

Py.(s) =1/ (ZZ), gdzie s € S.

Parametry tego planu sa nastepujace: m, = %, Tpy = 138;11)) dla k =
,...,N,t=1,...,N, k #t.

Zatem, kazda mozliwa do wybrania z populacji proba prosta jest loso-
wana z tym samym prawdopodobienstwem. Podobnie, prawdopodobienstwa
inkluzji rzedu pierwszego sa takie same. To réwniez dotyczy prawdopodo-
bienstwa inkluzji rzedu drugiego.

Algorytm (schemat) losowania rozwazanej proby prostej jest nastepujacy:
1. Pierwszy element proby jest losowany z populacji z prawdopodobienstwem

P = %, czyli np. nalezy wygenerowac liczbe losowa u o rozktadzie jed-

nostajnym okreslonym na przedziale [0; 1] i wtedy jest wybierany j-ty

element populacji, gdy % <u< %, j=1,...,N.
2. k—ty element préby jest podobnie losowany z populacji pomniejszo-
nej o juz wezesniej wylosowane z niej (k — 1) elementy z prawdopo-

dobienstwem p; = N+m’ k=2, ...,n.

Przyklad 1.5

Gdy N = 5in = 2, to plan bezzwrotnego losowania proby prostej
okresla wyrazenie: By, (s) = 0.1, gdzie jego prawdopodobienistwa inkluzji sa
postaci: mp =04, my =01dlak=1,...,5,t=1,...,5, k#1.

Algorytm losowania rozwazanej proby jest nastepujacy. Pierwszy ele-
ment proby nalezy losowaé z prawdopodobienstwem p; = 0.2 z calej piecio-
elementowej populacji, a drugi element wybieramy z prawdopodobienstwem
g2 = 0.25 z populacji czteroelementowej, czyli pomniejszonej o juz wezesniej
wylosowany element.

Definicja 1.3
Prosta préba o liczebnosci n losowana zwrotnie jest definiowana wyraze-
niem (por. Tillé, 2006, s. 54):

n!

P.(s) = ————r,
©) = o]

N
gdzie se€S, 0<np<n, an:n
k=1

przy czym ny, jest krotnoscia wystepowania k-tego elementu populacji w pro-
bie s, natomiast S jest zbiorem wszystkich mozliwych préb n-elementowych,
w ktorych elementy populacji moga wielokrotnie wystepowac.
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Prawdopodobiestwa inkluzji tego planu okreslaja wzory: m, = 1 —
(%)n , Mt = 1—2 (%)%—(%)n ,przyczymk=1,... N;t=1,..., N,
k #t.

Schemat losowania rozwazanej préby jest nastepujacy. Kazdy element
populacji jest losowany zwrotnie z prawdopodobienstwem p = 1/N do préby

n—Kkrotnie. Zatem elementy populacji sa losowane do proby niezaleznie.

Przyklad 1.6

Gdy N = 4 in = 2, to plan zwrotnego losowania proby prostej ma
postaé: P,(s) = 0.1, gdzie s € S. Parametry tego planu sa nastepujace:
T =T7/16, M, =1/8, k=1,...,4,t=1,...,4, k # .

Po to aby wylosowaé¢ rozwazana prébe, nalezy z calej populacji wylo-
sowaé (zwrotnie) dwa elementy, przy czym za kazdym razem prawdopodo-
bienstwo wylosowania elementu populacji ma wynosi¢ 0.25.

Teraz rozwazymy najprostszy przypadek systematycznego losowania pro-
by, gdy jej liczebno$¢ n jest liczba naturalng otrzymana z ilorazu N/q, gdzie
parametr ¢ jest nazywany odstepem (interwatem) losowania systematycz-
nego. Schemat losowania proby s polega na tym, ze sposrod g—pierwszych
elementow populacji losuje sie jeden z nich, a nastepnie wybiera sie te
elementy, ktorych numery sa odlegte od numeru pierwszego wylosowanego
elementu o krotnosci liczby ¢. Jesli np. wylosowano i.—ty element popula-
cji sposrod g—pierwszych elementéw, wéwezas do proby s, wejda elementy

o numerach i, leqq, let2gs - - - bettqs - - - let-(n—1)q 1Ub W zapisie bardziej synte-
tycznym s, = (iereq;e = 0,1,...,n — 1). Przestrzenn wszystkich mozliwych
do wylosowania préb sklada sie z g—préb tworzacych zbiér S = {s1, ..., s,}.

W zwiazku z tym mamy nastepujace okreslenie.

Definicja 1.4
Plan losowania prostej préby systematycznej okresla wyrazenie:

1
Pyys(s) = p dla 5 €S.

Prawdopodobienstwa inkluzji rzedu pierwszego i drugiego sa takie same

1 wynosza:
7TZ':1 dla 1=1,...,N,
q
7r~-—{% dla 1#j, 1€s, jJEs,
10 dla i, ids, lub jés.

Algorytm schematu losowania proby prostej systematycznej o liczebnosci
n, z interwatem losowania ¢ jest nastepujacy. Nalezy wygenerowaé liczbe lo-
sowa u z rozkladu jednostajnego prawdopodobienstwa okreslonego na prze-
dziale [0; 1]. Prébe wyznacza ciag numerdéw elementéw w populacji: s =
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(11,41 + q,...,i1 + (n — 1)q), przy czym element populacji o numerze i,
wyznacza nierownosc:

11— 1 1

L cu< = (1.17)

q q

Przyktad 1.7
Gdy N = 12, n = 3, p, = 1/4. Wtedy interwal losowania systema-
tycznego prostego wynosi ¢ = % = 4 Niech liczba losowa o rozkladzie
jednostajnym na przedziale [0, 1] wynosi u = 0.62. Wéwczas powyzszy algo-
rytm prowadzi do wyboru préby s = (3,7, 11), gdyz dla pierwszego elementu
proby, bedacego jednoczesnie elementem poplacji o numerze i; = 3 zachodzi
nierownosc:
2 3
-=05<u=062<0.75=-.
q q

1.3.2. Proba monetarna

Specyfika badan audytowych, zwlasza wiarygodnosci np. bilansow, jest
fakt, ze zwykle jest nieograniczony dostep do nominalnych wartosci doku-
mentow ksiegowych, bowiem zazwyczaj np. wartosci faktur sa przecho-
wywane wraz z jej numerem (identyfikatorem) w jednym miejscu, ktérym
moze by¢ dysk magnetyczny. Te informacje, jak sie okaze, mozna w sposéb
efektywny wykorzysta¢ do podniesienia dokladnosci wnioskowania staty-
stycznego zwiazanego z zadaniami kontrolnymi.

Zmienna, ktorej wartosci sa z géry znane w populacji dokumentéw, np.
wspomniane wartosci nominalne faktur, oznaczymy przez x, a jej wartosci
przez xp, k = 1,...,N. Jednym ze sposobow wykorzystania tej danej jest
konstrukcja schematu losowania préby, ktéry jak to okaze sie pdzniej, moze
znacznie podnies¢ m.in. precyzje estymacji charakterystyk rozkladu skory-
gowanych wartosci faktur.

Postuluje sie, aby elementy populacji losowa¢ do proby z prawdopodo-
bienstwami inkluzji rzedu pierwszego, proporcjonalnymi do wartosci nomi-
nalnych przypisanych dokumentom, czyli aby 7 o< zy, przy czym z; > 0
dlak=1,...,N.

Wtedy zgodnie z zadaniem, aby préba byta losowana bezzwrotnie i miata
ustalong liczebnos¢, powinna by¢ spelniona wlasnosé: Zszl T, = n. Zatem
nalezaloby przyja¢, ze:

kE=1,...,N. (1.18)
Nie da sie jednak wykluczy¢, ze dla pewnego e wartosé¢ x. jest na tyle duza,
iz, 1, > 1. Wéwezas przyjmuje sie (por. np. Tillé, 2006 lub Ardilly i Tillé,

2006), ze m, = 1. To oznacza, ze h—ty element populacji bedzie celowo
dobierany do proby, a prawdopodobienstwa doboru pozostatych elementéw
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nalezy skorygowa¢. W tej sytuacji algorytm postepowania jest nastepujacy.
Wyznaczamy taki wskaznik h sposréd k£ =1,..., N, ze

71'}(10) = maximum, _,, {W,(CO) }

gdzie, przypomnijmy, przez U oznaczono populacje, a doktadnie zbiér nu-
merow elementow populacji. Jesli ’/T}(LO) < 1, to przyjmujemy, ze 7, = W,(CO),
dla k = 1,..., N i to juz koniec algorytmu wyznaczania wartosci prawdo-
podobienstw inkluzji.

W przypadku gdy 7T}(LO
nastepujace ilorazy:

)

> 1, przyjmujemy, ze 7, = 1 1 wyznaczamy

1
w,(j)zu, k=1,...,N: k#h

Zz']il Li — Lh

Potem znéw wyznaczamy wskaznik g, tak aby

(1) — ; (1)
T, = maximum, ., {m "}

Jesli 7T_¢(]1) < 1, to przyjmujemy, ze 7, = 1, m; = 7r,(€1) dla k=1,..., N, przy
czym k # h. To koniczy algorytm wyznaczania wartosci prawdopodobienstw
inkluzji.

W przeciwnym przypadku, jesli 7T£(,1) > 1, to przyjmujemy, ze 7, = 1,
7y = 1 1 ponownie wyznaczamy odpowiednie ilorazy.

Uogdlniajac przedstawione rozumowanie, przypusémy, ze mamy do czy-

nienia z e—tym etapem algorytmu, przy czym e = 0,1,...,7r <n, m, =1
dlaz=1,...,e —1 oraz
© (n —e)xy

_ ke l{U—{k,....k}},  (119)
k e ) 9 ) )
Zij\il Ti — D ey Thy

gdzie U —{ko} = U, czyli {ko} jest zbiorem pustym. Wyznaczamy wskaznik
kei1, tak aby

(e)

7Tk6+1 ,,,,,

Jesli W](ci) . < 1, to przyjmujemy, ze m, = ldlai =1,... e oraz m, = W,if)

dla k € {U — {ky,... , ke}}. Wtedy algorytm wyznaczania prawdopodo-
bienstw inkluzji zatrzymujemy.
. (€) .
W przeciwnym przypadku, gdy ;. > 1, to kontynuujemy algorytm

wyznaczania tych prawdopodobienistw, przyjmujac, ze 7y, , = 11 wyliczamy

L) _ (n—e— 1)z

= - , ke {U—{kl,...,ke+1}}. (120)
‘ Zivzl i — hill Ly,
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Przyklad 1.8

Populacja liczy N = 6 elementow, a proba n = 2 elementy. Obserwacje
wartodci faktur sa nastepujace: 1 = 6, 19 = 4, 3 = 120, x4 = 54, x5 =
10, 26 = 6. Korzystajac ze wzoréw (1.18)-(1.20), mamy: 7" = 2> 1.
Przyjmujemy, ze w3 = 1, co oznacza, ze trzecia fakture dobieramy do préby
celowo. Nastepnie wyliczamy, ze m = mg = 0.075, my = 0.05, 74 = 0.675
i m5 = 0.125. Mozna sprawdzié, ze 22:1 T = 2.

Uczestnicy Panelu (1989) stwierdzaja, ze kazdy schemat losowania bez-
zwrotnego proby o ustalonej liczebnosci z réznymi prawdopodobienstwami
wyboru do niej elementow populacji zaleznych od zmiennej pomocniczej
okreslonej w jednostkach pienieznych jest nazywany schematem losowania
dolarowego, walutowego lub monetarnego. W zwiazku z tym kazdy schemat
losowania proby z okreslonymi wczesniej wzorami (1.18)-(1.20) prawdopo-
dobienstwami inkluzji rzedu pierwszego moze by¢ traktowany jako schemat
monetarny losowania proby. W literaturze statystycznej, a doktadniej do-
tyczacej metody reprezentacyjnej, mozna znalez¢ wiele takich schematéw lo-
sowania prob. Wartymi polecenia pracami, w ktérych znajdziemy mnogosé
opis6w schematéw losowania préb, sa np. pozycje Brewera i Hanifa (1983)
oraz Tillé (2006).

Losowanie odrzucajace

Zostanie opisany schemat zwrotnego losowania odrzucajacego proby z po-
wtarzajacymi sie w niej elememtami populacji, ktéry mozna nazwaé zwrot-
nym schematem losowania odrzucajacym proby z powtarzajacymi sie w nich
elementami. W skrécie ten sposob wyboru proby mozna nazwac losowaniem
odrzucajacym, co jest thumaczeniem angielskiego terminu rejective sampling
(por. np. Héajek, 1964). Opis tego schematu losowania przy ustalonych
wartosciach prawdopodobienstw inkluzji rzedu pierwszego przytaczamy na
podstawie prac Bergera (1998) oraz Héjka (1964, 1981).

Niech

qszlﬂ’“ (1+W;W’“), k=1,....N, (1.21)
— Tk T

gdzie

de =Y mi(1—m), (1.22)

| N
T = d—ZWi(l—Wk),



Wowezas, algorytm losowania préby o liczebnosci n-elementow jest naste-
pujacy. Losujemy zwrotnie n-elementowa probe, przy czym w kazdym
ciagnieniu k-ty element populacji jest losowany z prawdopodobienstwem
e, k= 1,...,N. Jesli w sklad tak wylosowanej préby wchodza rézne ele-
menty populacji, to algorytm losowania zatrzymujemy. W drugiej mozliwej
sytuacji, gdy w wylosowanej probie przynajmniej dwa elementy populacji
powtarzaja sie, taka prébe odrzucamy (nie akceptujemy) i losujemy zwrot-
nie ponownie probe z prawdopodobienstwami qi, k£ = 1,..., N dostania
sie¢ kolejnych elementéw populacji do préby. Ten algorytm powtarzamy
az do skutku polegajacego na wylosowaniu proby, w ktorej nie wystepuja
powtorzenia elementow.

Dodajmy, ze mozna nieco usprawni¢ (przyspieszy¢) whasnie opisany al-
gorytm. Polega to na tym, ze na biezaco podczas losowania kolejnych ele-
mentow do préby sprawdzamy, czy wystepuja powtorzenia wsréd dotych-
czas wylosowanych elementéw populacji do tworzonej proby. Gdy natrafimy
na powtorzenie elementu juz wcezesniej wybranego do proby, to procedure
przerywamy i rozpoczynamy losowanie proby od nowa.

Plan losowania préoby za pomoca opisanego schematu losowania okresla
wzlr:

P(s):chk, s €S,
kes
przy czym c jest tak dobierane, aby ) .o P(s) = 1. Prawdopodobienstwa
inkluzji tego planu losowania sa, co nalezy podkresli¢, tylko w przyblizeniu
rowne postulowanym wartosciom m, k=1,..., N.

Schemat losowania Rao-Sampforda
Plan losowania okresla wzér (por. Héjek, 1981, s. 87; Rao, 1965 i Stamp-
ford, 1967):

T
Prs(s) = < > Wk) 1T 1 _kﬂk, s €S,

keU—s

przy czym c; jest tak dobierane, aby ) _o Prs(s) = 1. Prawdopodo-
bienstwa inkluzji rzedu pierwszego zapisanego planu losowania sa doktadnie

rowne postulowanym wartosciom m, k=1,..., N.
Schemat losowania préoby polega na wylosowaniu zwrotnym pierwszego
elementu z prawdopodobienstwem 7 /n, k = 1,..., N, a pozostale elementy

w ilodci n — 1 sa losowane réwniez zwrotnie z prawdopodobiefstwami 7= -,

k=1,...,N. Jesli w tak wylosowanej probie wystapia przynajmniej dwa
takie same elementy populacji, to losowanie proby ponawiamy od poczatku,
az do sytuacji, gdy nie wystapi powtorzenie elementu populacji w prébie.
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Proba systematyczna

W wiekszosci podrecznikow opis schematow losowania proby monetarnej
(dolarowej) jest ograniczany jedynie do schematu losowania préby systema-
tycznej z zadanymi prawdopodobieristwami inkluzji rzedu pierwszego (por.
np. Hartley i Rao, 1962 oraz Rao i in., 1962). Oznaczmy prébe jako ciag
kolejno losowanych do niej elementéw postaci: s = (iq, 4s, . .., i,). Najpierw
wyliczamy sume:

e
%:Zﬂ'k, 621,...,N,
k=1

przy czym Vp = 0 i Vy = n. Nastepnie jest generowana liczba losowa
o rozktadzie jednostajnym z przedzialu (0;1). Element populacji z kolei
o numerze 7; nalezy dobra¢ do proby, czyli i; € s, gdy zachodzi nastepujaca
nierownosc:

Viiei <u < V.
Drugim elementem préby jest element populacji indeksowany przez iy, przy
czym musi by¢ spelniona nieréwnosé:

‘/;271 <u+1< ‘/;2.
W ogélnosci, element i, € s, 2 =1,...,n wtedy i tylko wtedy, gdy:
Vi i<u+z—-1<V,.. (1.23)

Przyklad 1.9

Dokumenty ksiegowe sa losowane do préby z nastepujacymi prawdopo-
dobienstwami inkluzji rzedu pierwszego: m; = 0.2, mo = 0.8 w3 = 0.05,
Ty = 037 s = 05, g = 015, Ty = 017 s = 03, g = 025, T10 = 0.35.
Suma tych prawdopodobienstw wynosi trzy, a wiec rozmiar préby losowa-
nej bezzwrotnie wynosi n = 3. Wygenerowana warto$¢ zmiennej losowej
o rozkladzie jednostajnym na przedziale (0; 1) wynosi 0.81. Wéwczas ko-
rzystajac ze wzoru (1.23), mamy:

ih=2, bo Vi=02<u=081<1.0="V,
is=5 bo Vi=135<u+1=181<185=1V;,
is =10, bo Vo=2.65<u-+2=281<3.0="Vp.

Stad wynika, ze préba ma postaé: s = {2,5,10}.

Teraz zostanie przedstawiony algorytm doboru proby nieznacznie réznia-
cego sie od opisanego wyzej schematu losowania. Definiujemy nastepujace
sumy (skumulowane):

Tee= Y xj, e=01,...,N, (1.24)
j=1
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przy czym z.. = 0, .y = xy. Nastepnie wyznaczamy iloraz

I, ==z (%U) , (1.25)

przy czym z(a) oznacza zaokraglenie argumentu a do najblizszej liczby na-
turalnej. Parametr [, jest nazywany interwatem losowania systematycz-
nego z réznymi prawdopodobienistwami (inkluzji rzedu pierwszego) doboru
elementéw do préby. W rozwazanym konteksécie zagadnienia audytu fi-
nansowego interwal jest liczba okreslajaca kwote pieniedzy, ktora zawsze
mozna wyrazi¢ jako liczbe catkowita, np. wyrazona w zlotéwkach lub gro-
szach. To pozwala wylosowaé jedna sposrdd liczb nauralnych tworzacych
ciag (1,2,...,1,), przy czym prawdopodobiestwo wylosowania kazdego wy-
razu tego ciagu jest stale i rowne i Przypusémy, ze k-ty element tego
ciagu zostal wylosowany. To przesadza o tym, ze do proby systematycznej
jako pierwszy jest losowany element populacji z przypisanym mu indeksem

11, dla ktorego jest spelniona nieréwnosc:
Tei—1 < k <@y

Indeks i, nastepnego elementu populacji dolaczanego do proby wynika
ze WZOru:
xc,iQ—l < k + In S Le,io

Kontynuujac ten algorytm, za z-tym razem do préby jest dobierany
element populacji, ktérego numer (indeks) spelia nieréwnos¢:

Teji—1 < k+ (Z — 1)[71 < Teyiss zZ = 1, Lo, n. (126)

Opisany teraz schemat losowania préby jest nazywany dolarowym (mo-
netarnym), por. np. Panel (1989). Dodajmy, ze szczegdlnym przypadkiem
tego algorytmu wyznaczania elementow tworzacych probe jest schemat lo-
sowania prostej proby systematycznej, opisany w poprzednim punkcie.

Zauwazmy, ze jesli I, jest liczba naturalng oraz mp, = =2 < 1, dla k =
1,..., N, to dzielac obie nieréwnosci uktadu okreslonego wyrazeniem (1.26)
przez interwatl losowania I,,, otrzymujemy ukltad nieréwnosci okreslony wzo-
rem (1.23). Zatem w rozwazanym przypadku obydwa schematy losowa-
nia sa sobie réwnowazne, czyli schemat losowania systematycznego préby
z nieré6wnymi prawdopodobienstwami jest réwnowazny schematowi dolaro-
wemu losowania.

Ktéry z nich preferowac¢? Autor uwaza, ze pierwszy z nich, poniewaz
okreslony wzorami (1.24)-(1.26) schemat losowania w pewnych szczegélnych
przypadkach (por. np. Karliriski, 2005) moze eliminowaé¢ mozliwos¢ losowa-
nia niektorych elementéw populacji, albo wskazywaé na ponowny dobér do
préby juz wezesniej wylosowanego elementu populacji. Te problemy sa m.in.
wynikiem zbyt duzej wartosci nominalnej przypisanej danemu elementowi
lub zaokraglania ilorazu ¥, zdefiniowanego wzorem (1.25).
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Przykiad 1.10

Nominalne (ksiegowe) wartosci faktur (w zt) sa nastepujace, x; = 100,
o = 31,23 = 59,24 = 50,25 = 24, x4 = 36,27 = 78,28 = 22,29 = 20.
Zadanie polega na wylosowaniu préby tréjelementowej za pomoca waluto-
wego schematu losowania préby okreslonego wyrazeniami (1.24) i (1.25).
W tym celu wyznaczamy sume wartosci wszystkich faktur, czyli zy = 420,
potem interwal losowania, ktory wynosi I3 = % = 140. Nastepnie sposrod
liczb naturalnych tworzacych zbiér {1,2,...,140} losowo dobieramy jedna.
Zatem kazda liczba z tego zbioru ma szanse by¢ wylosowana z prawdopo-
dobientstwem —1-. Przypusémy, ze 53 jest ta wylosowana liczba. Wéwcezas

140°
do préby dobieramy element nr 1, poniewaz

Zep =0 <33 <xy = 100,
potem element nr 4, bo
Tes = 190 < 53 + 140 = 193 < x4 = 240
i w koncu element nr 7, bowiem
Zeg = 300 < 53 +2-140 = 333 < .7 = 378.

Zatem préba jest utworzona przez zbiér elementéw s = {1,4,7}.

Przyklad 1.11
Nominalne wartosci faktur sa nastepujace: 2,5,4,6,7,11,8,9,3,5. Nalezy
wylosowaé probe o rozmiarze n = 5 za pomoca odrzucajacego schematu
losowania zaproponowanego przez Rao-Sampforda.
Zadanie to realizujemy z wykorzystaniem nastepujacej procedury loso-
wania, zaprogramowanej w jezyku R.
#liczebnosé populacyi :
N < —-10
#liczebnosé proby :
n < -—>5
r < —c(2,5,4,6,7,11,8,9,3,5)
p < —matriz(0, N, 1)
q < —matriz(0, N, 1)
s < —matriz(0,n, 1)
sor < —matriz(0,n, 1)
rr < —sum(x);p < —n*x/rx
for(iinl : N)qli] < —pli]/(1 — p[i])
a< —1/sum(q);q < —ax*q
Ilp < —051d < —1
while(id == 1){
1d < —0;lp< —lp+1
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s < —sample(1 : N,n,replace = TRUE, q)
sor < —sort(s)
1< —1
while((id == 0)&(i < n)){
if(sorfi+ 1] == sorli])id < —1
i< —i+1}}ss
Realizacja tej aplikacji doprowadzita do wylosowania elementéw popula-
cjionr 8, 3,5, 7, przy czym wektory prawdopodobienstw p i ¢ sa nastepujace:

p =0.133 0.333 0.267 0.400 0.467 0.733 0.533 0.600 0.200 0.333]
oraz

g = [0.018 0.058 0.042 0.077 0.101 0.316 0.131 0.172 0.029 0.058].

1.3.3. Préba warstwowa

Prezentowany teraz schemat losowania préby jest jednym z naczesciej
uzywanych w praktyce. Zakladamy, ze populacja U jest podzielona na nie-
puste podzbiory Uy, h = 1,..., H, zwane warstwami oraz U = UhH:1 Up.
Liczbe elementéw populacji tworzacych h—ta warstwe oznaczymy przez
0 < N, < N, przy czym N = Ethl N;,. Niech w;, = NyN~'. Przez S,
oznaczymy probe prosta o liczebnosci 0 < n, < Nj losowana bezzwrot-
nie z h—tej warstwy. Probe skladajaca sie z préb prostych losowanych
bezzwrotnie z poszczegdlnych warstw oznaczamy przez s = {s1,82...8y}.
Tak tworzona proba z uwagi na jej powszechne stosowanie w praktyce jest
nazywana proba warstwowa losowana bezzwrotnie lub krétko — préba war-
stwowa. Jej plan losowania ma postac:

Poar(s) = [ [ Pa(sn). (1.27)
h=1

i = ()

jest planem losowania bezzwrotnego proby prostej s, o liczebnosci ny, z war-
stwy o liczebnosci Ny,.
Prawdopodobienstwa inkluzji okresla wyrazenie:

gdzie:

T = Zp dla ke Uh,

Np,
Mg, = ;@—Z%—i dla ke Uy, l e Uy, (1.28)
T = ey dla kel €U,

przy czym k=1,.... N, Il=1,... N Il # k, h=1.... H t=1,... . H,
h # t. Stad wynika, ze prawdopodobienstawa inkluzji rzedu pierwszego nie
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zawsze sa takie same, a wiec proba warstwowa nie jest proba prosta, mimo
ze jej sktadowe podproby losowane z poszczegdlnych warstw sa prébami
prostymi.

Przyklad 1.12

Mozliwe wartosci faktur tworza ciag {y;}, ¢ = 1, ..., N. Zatem populacje
tworza faktury, z ktérych kazda ma swoj specyficzny i niepowtarzajacy sie
numer identyfikacyjny (nazywany etykieta). W zwiazku z tym mozliwe
jest wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru identyfikatorow faktur
ze zbiorem kolejnych liczb naturalnych {1,2, ..., N} reprezentujacych nasza
populacje faktur, czyli U = {1,2,..., N}. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy,
co nie umniejsza ogdélnosci dalszych analiz, ze rosnace numery faktur sa
zgodne z niemalejacym uporzadkowaniem wartosci tych faktur, czyli y; <
yir1 dla i € U. 7Z kolei warto$¢ y; przypisana i-tej fakturze, jest obserwacja
pewnej zmiennej y. Przedzial zmiennosci mozliwych wartosci zmiennej y
oznaczamy przez I = [0;¢]. Jedna z mozliwych partycji tego przedziatu
tworza sktadniki sumy: I = U,Ijzl Iy, gdzie Iy, = [cp_1;¢n], cho1 < cn, h =
1,..., H, przy czym ¢y = 0. Zakladamy, iz te przedzialy sa rozlaczne,
czyli ze ich wspdlna czescia jest zbiér pusty, co symbolicznie zapisujemy
wyrazeniem I, NI, = &, t # h, h=1,... ., H, t =1,..., H. Przyjmijmy,
ze kazdemu przedzialowi [, jest przypisany niepusty podzbiér faktur Uy,
czyli i € Uy, wtedy i tylko wtedy, gdy y; € I),. Zatem Uy, h =1,..., H sa
warstwami populacji U.

Zalézmy, ze z populacji wylosujemy n elementéw. Wtedy mamy pro-
blem, jak ustali¢ liczebnosci prob losowanych z poszczegolnych warstw. Ich
rozmiary mozna ustala¢ w rézny sposéb (por. np. Bracha, 1996, 1998;
Steczkowski, 1995; Pawtowski, 1972 i Wywial, 1992, 2010). Najpopularniej-
szy sposob polega na proporcjonalnym wyznaczaniu liczebnosci proby do
rozmiaru warstwy, co okresla wyrazenie:

N,
ny = nwp, whzﬁh, h=1,...,H, (1.29)

przy czym

H
Znh = n. (1.30)
h=1

Tak wyznaczone liczebnosci prob prowadza do nastepujacego uproszcze-
nia okreslonych we wzorze (1.28) prawdopodobienstw inkluzji rzedu pierw-
szego:

n
T =7 dla ke U.
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Czyli wariant proporcjonalny wyznaczania liczebnosci préb daje stata war-
tos¢ prawdopodobienstwa wylosowania elementu z kazdej warstwy, tak samo
jak w przypadku préby prostej losowanej bezzwrotnie.

Wzér (1.29) daje liczebnosci n.y,, ktére niekoniecznie sa liczbami natural-
nymi. Wéwczas nalezy tak je pozaokraglaé¢ (raz z nadmiarem, innym razem
niedomiarem), aby réwnanie (1.30) bylo spetione. Dodajmy, ze ostatnio
pewien optymalny sposéb tego typu zaokraglania zaproponowal Muraszew
(2011).

Przyktad 1.13

Populacja liczy N = 80000 dokumentéw ksiegowych. Podzielono ja na
trzy warstwy, kolejno o liczebnosciach: Ny = 50000, Ny = 20000 i N3 =
10000. Zatem frakcje (udzialy) rozmiaréw poszczegélnych warstw w li-
czebnosci populacji wynosza odpowiednio w; = 0.625, wy = 0.251 w3 =
0.125. Planuje sie wylosowa¢ ze wszystkich warstw probe o rozmiarze
n = 100. Wéwczas, stosujac proporcjonalny wariant ustalania liczebnosci
na podstawie wzoru (1.29), wyliczamy, ze n, = 62.5, N = 251 n.g = 12.5.
Ze wzgledu na to, iz te liczby nie sa catkowite, arbitralnie je zaokraglamy,
tak by ich suma byta rowna 100. Zatem, w szczegdlnosci z kolejnych warstw
nalezaloby wylosowa¢ odpowiednio 63, 25 i 12 elementow.

1.4. Estymacja

1.4.1. Definicje podstawowe

Zwykle nie jest mozliwa obserwacja wszystkich wartosci cechy w calej
populacji, poniewaz jest to rzecz pracochlonna i kosztowna. Dlatego m.in.
trzeba zadowoli¢ sie obserwacjami poczynionymi w probie. Celem estymacji
sa parametry zmiennych, czyli np. warto$é¢ globalna zmiennej lub wskaznik
struktury. Do tego celu uzywa sie tzw. estymatoréw.

Zaniedbujac nieco precyzje definicji, najpierw okreslamy statystyke jako
kazda rzeczywista funkcje obserwacji zmiennej w losowanej prébie. Staty-
styke oznaczymy przez ts, gdzie symbolem s oznaczono juz wczesniej probe.

Niech celem bedzie ocena parametru 6 € O, gdzie © jest zbiorem mozli-
wych wartosci 6. W szczegdlnosci parametrem zmiennej moze by¢ frakcja
p. Wéwezas jej zbiér mozliwych wartosei jest przedziatem © = [0; 1]. Staty-
styka ¢, uzyta do oceny wartosci parametru zmiennej i przyjmujaca wartosci
ze zbioru O jest nazywana estymatorem tego parametru. Dokladnosé esty-
macji okresla jej btad wyliczany jako roznica:

Ug = s — 0O
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Ten blad jest zmienna losowa, ktorej wartos¢ oczekiwana okresla wzor:
E(us) = E(ts) — 0 = 6(ts),

gdzie:

E(t,) =) _t.P(s)

sES

Wartosé oczekiwana (inaczej nadzieja matematyczna lub wartosé srednia)
estymatora t, jest zatem wazona wartoscia srednia mozliwych wartosci es-
tymatora, wyznaczanych na podstwie obserwacji zmiennej we wszystkich
mozliwych probach, ktore tworza zbiér S, zwany przestrzenia prob. Wagami
sa odpowiednie prawdopodobienstwa wylosowania préob. Krécej rzecz uj-
mujac, warto$¢ oczekiwana E(t;) jest Srednia wszystkich mozliwych wartosci
estymatora ts wazonych prawdopodobienstwami P(s) losowania préb. Pa-
rametr ¢ jest nazywany obcigZeniem estymatora tg i jest srednia wszystkich
mozliwych bltedéw estymacji . Gdy 6 = 0, to méwimy, ze estymator jest nie-
obciazony, czyli uzywajac go nie popelmiamy bledéw systematycznych przy
ocenie ocenie parametru . Roézne od zera wartosci obcigzenia ¢ Swiadcza
o wystepowaniu bledow systematycznych. W szczegdlnosci, jesli 6 = dg > 0,
to estymator ¢, $rednio rzecz biorac przeszacowywuje parametr 6 o wartosé
0. W przeciwnym przypadku, gdy dy < 0, to estymator ¢ nie doszacowuje
parametr © o wartosc dy.

Dodajmy jeszcze, iz rozwaza sie rOwniez estymatory w przyblizeniu nie-
obciazone. W szczegdlnosci chodzi tutaj o klase tzw. granicznie (asympto-
tycznie) nieobciazonych estymatoréw. Z takim estymatorem mamy do czy-
nienia wowczas, gdy jego obciazenie zmierza do zera wraz z nieograniczonym
wzrostem liczebnosci préby przy jednoczesnym nieograniczonym wzroscie
liczebnosci populacji. Formalniej, estymator ¢ jest granicznie nieobciazony
dla parametru 0, gdy 6(ts) — 0 dlan — 0o, N — 001 N —n — o0.

Drugim parametrem estymatora jest jego wariancja wyznaczana przez
wzOr:

V(t) = (t. — E(t.))’P(s).
seS

Wariancja jest srednig kwadratow odchylen wszystkich mozliwych wartosci
estymatora t; od jego nadziei matematycznej F(t;) wazonych prawdopodo-
bienstwami wystapienia préb, na podstawie ktorych wartosci estymatora sa
wyznaczane. Pierwiastek z wariancji nazywany odchyleniem standardowym
estymatora ocenia przecietne odchylenia losowych wartosci estymatora od
jego wartosci oczekiwane;j.

Btad sredniokwadratowy estymatora okresla wzor:

MSE(t,) =Y (t, — 0)*P(s). (1.31)

seS
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Ten blad jest srednia kwadratéw odchylen wartosci estymatora ¢, od szaco-
wanej wartosci parametru 6 wazonych prawdopodobienstwami wystapienia
préb, na podstawie ktérych wartosci estymatora sa wyznaczane. Krotko
ujmujac, MSE(ts) jest srednia wszystkich mozliwych kwadratéw bledow
estymacji wazonych prawdopodobienstwami ich wystapienia. Pierwiastek
z bledu sredniokwadratowego jest nazywany bledem Srednim szacunku pa-
rametru 6 za pomoca estymatora ts lub krotko bledem Srednim szacunku,
a oznaczaé go bedziemy symbolem d(ts) = \/MSE(ts). Parametr d(t;) jest
interpretowany jako $rednie odchylenie wartosci estymatora od wartosci sza-
cowanego parametru lub krécej jako sredni btad estymacji. Wykazuje sie,
ze

MSE(t,) = V(t,) + 6*(ts).

Blad s$redniokwadratowy dekomponuje sie na cze$é¢ losowa reprezentowana
wariancja estymatora oraz cze$¢ systematyczna reprezentowana kwadratem
obciazenia estymacji. Zatem, jesli dany estymator jest nieobciazony, to
btad sredniokwadratowy redukuje sie do wariancji estymatora, a btad sredni
szacunku staje sie odchyleniem standardowym estymatora.

Zwykle poszukuje sie estymatoréw nieobcigzonych danych parametrow,
nie tylko dlatego, by uchronié¢ sie przed wystepowaniem bledu systematycz-
nego estymacji, lecz dlatego, ze ocena tego bledu, a co za tym idzie réwniez
ocena MSE(ts), jest w praktyce trudna. Zazwyczaj trzeba sie zadowolié,
o czym bedzie jeszcze mowa, ocena wariancji estymatora, ktéra rowniez
prowadzi sie na podstawie proby.

Dodajmy, ze blad $redniokwadratowy M SE(ts) jest proporcjonalny do
wskaznika ryzyka estymacji. Formalnie rzecz biorac, uwaza sie, co wynika ze
wzoru (1.31), ze MSE(ts) jest wartoScia oczekiwana kwadratowej funkcji
straty estymacji, czyli kwadaru btedu estymacji parametru 6 za pomoca
statystyki ts. Zauwazmy, ze mozna np. uwzgledni¢ pewien wspétczynnik a
okreslajacy jednostkowa strate, czyli przyrost finansowej straty spowodowa-
nej przyrostem bledu. Wtedy wartosé funkeji ryzyka wyniesie a2 M SFE(t,).
W szczegolnosci gdy a = 1, blad sredniokwadratowy estymacji jest jedno-
cze$nie kwadratowa funkcja ryzyka estymacji.

Popularnym wskaznikiem doktadnosci estymacji jest rowniez wzgledny
sredni btad szacunku, ktory definiuje wzér:

_ d(t)
v(ts) = o

Okresla on udzial procentowy bledu sredniego szacunku w wartosci szaco-
wanego parametru. Innymi stowy v(¢,)100% informuje o tym, jaki procent
wartosci szacowanego parametru stanowi blad sredni szacunku jego oceny.

Dodajmy jeszcze, ze w szczegdlnosci gdy brany pod uwage estymator jest

nieobciazony, to v(ts) = %.
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Rezultatem przedstawionej procedury estymacji sa dwie liczby. Pierwsza
z nich jest ocena nieznanego parameru, ktora jest wartos¢ wybranego esty-
matora, a druga ocena bledu sredniego szacunku. Dlatego ta ogdélna metoda
estymacji jest nazywana punktowa, bowiem jej rezultatem jest pojedyncza
(punktowa) ocena warto$ci parametru uzupeliona o ocene $redniego od-
chylenia mozliwych wartosci estymatora od szacowanego parametru.

Mamy jeszcze do czynienia z druga ogolna procedura estymacji zwana
przedzialowa. Rezultatem tego typu procedury wnioskowania jest przedzial
liczbowy, ktory ma ze z gory przyjetym prawdopodobiestwem obejmowac
wartos$¢ szacowanego parametru. Popularng wersje przedziatu ufno$ci mozna
opisa¢ nastepujaco. Wymaga sie, aby ¢ byl nieobciazonym lub przynaj-
mniej asymptotycznie nieobciazonym estymatorem 6.Wprowadzamy sym-
bol Vi(ts) jako oznaczenie zgodnej oceny wariancji estymatora. Woéwczas
przedzial ufnosci dla parametru 0, oznaczany przez I, = [tis;t15], spehia
wyrazenia

P (tis <0 <tys) =1,

przy czym

tls — ts — ZyV ‘/s(ts)a t23 - ts + Zy\/ ‘/s(ts>7
ts— 0
Vi(ts)
Przez ~ oznaczono prawdopodobienstwo tego, iz przedzial ufnosci obejmie
wartos¢ parametru 6. Dodajmy, ze przyjmuje sie, ze dokladny rozktad praw-
dopodobienstwa statystyki Z, jest znany lub jest on przynajmniej granicznie

standardowym rozktadem normalnym. Warto doda¢, iz doktadnos¢ estyma-
cji przedzialowej okresla sie polowa diugosci przedziatu ufnosci.

P(|Zs| =z zy) = .

s =

1.4.2. Estymacja na podstawie proby prostej

Wprowadzone wczedniej definicje zwiazane z estymacja zilustrujemy na
przyktadzie oceny wartosci $redniej zmiennej y (np. wartosci przypisanych
fakturom) w populacji. Naszym celem jest ocena wartosci $redniej . Do
tego celu jest zgodnie z definicja (1.2) losowana bezzwrotnie préba prosta
s o liczebnosci n elementow. Okazuje sie, ze nieobciazonym estymatorem
parametru ¥ jest nastepujaca srednia z proby:

g 1
Ys = ﬁzzlyz = ﬁzezsyz (1.32)

Jej wariancja jest postaci:

VI(gs) = v (1.33)



Wariancja V' (y,) okresla przecietny poziom kwadratéw odchylert mozli-
wych wartosci sredniej z préby 7, od $redniej w populacji y. Wynika to stad,
ze wzér (1.33) da sie przedstawi¢ jako srednia arytmetyczna kwadratéw
bledéw estymacji u? = (g5 — 7)* wyliczona po wszystkich mozliwych do
wylosowania prébach tworzacych zbidr (przestrzen préb) S, sktadajaca sie
z (Z ) préb, czyli

V(gs) = % Z(gs - g)Z
n/ seS
Odpowiednie operacje algebraiczne zapisanego wzoru prowadza do wyraze-
nia (1.33), por. np. Wywial (1992). Blad sredni szacunku przyjmuje postac:

A3) = VTG = ) 5t (1.34)

Stad wynika, ze doktadnos¢ estymacji rosnie wraz ze wzrostem liczebnosci
préby. Zatem zwigkszanie rozmiaru proby przyczynia sie do zmniejszenia
ryzyka wystapienia zbyt duzych bledéw estymacji. Parametr d(y;) interpre-
tuje sie jako przecietne (oczekiwane) odchylenie mozliwych wartosci $redniej
z préby ys od éredniej z populacji 3.

W praktyce wartos¢ bledu sredniego szacunku nie jest znana, poniewaz
wariancja v,y nie jest znana, dlatego w celu oceny wartosci tego parametru
uzywa sie nastepujacego estymatora:

ds(ﬂs) =V ‘/s(gs) - \/ %U%s? (135)

1 2
RN o ) 1.36
/va n_l (y y) ( )

€S

gdzie:

W konicu zaznaczmy, iz wzgledny Sredni blad szacunku oraz jego esty-
mator okreslaja odpowiednio wzory:

N-—n N —n
Ys) = * 100 s s(Ys) = —_— 3100 . 1.37
1(Fs) = 4/ N 0 % 75(Ys) =4 f Nog. U %.  (1.37)

Powszechnie uzywany nieobciazony estymator wartosci globalnej ma po-
stac:

N n
s =Ny, = — i 1.38
yu, y n;y (1.38)

Jego wariancja i jej ocena sa odpowiednio nastepujace:

N—n N —n
V(yU,s) == TU*U,ya ‘/s(yU,s) =

Vys. (1.39)
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Przyklad 1.14

Urzad skarbowy dysponuje deklarowanymi kwotami zaplaconych po-
datkéw od 30000 jego ptatnikow. Wartos¢ srednia i odchylenie standar-
dowe zaobserwowanych kwot uiszczonych podatkow wynosza odpowiednio
1211.23 zt1 221.21 z1. Z tej populacji wylosowano bezzwrotnie 100-elemento-
wa probe prosta ptatnikow i przeprowadzono w niej audyt kwot zaptaconych
podatkow, w wyniku czego otrzymano skorygowane wartosci podatkéow,
ktore mialy byé¢ zaplacone. Okazalo sie, ze $rednia z préby i odchylenie
standardowe z préby skorygowanych kwot podatkéw wynosza odpowiednio
1298.39 zt i 189.54 zi.

Korzystajac ze wzoru (1.35), mamy dg(7s) = \/%189.542 = 18.92.

Stad wynika, ze ocena skorygowana przecietnej podatkéw wynosi 1298.39,
a blad sredni szacunku jest rowny 18.92. Zatem, mozliwe oceny wartosci
sredniej skorygowanych podatkéw odchylaja sie od nieznanej prawdziwej
wartosci przecietnej skorygowanych podatkéw srednio o 18.92 zi. Ocena
wzglednego sredniego bledu szacunku wynosi ds(ys) = 100%18.92/1298.39 =
1.5%.

Na podstawie wzoréw (1.38) i (1.39) oceniamy wartosé¢ globalna po-
datkow, ktéra powinna byla wplyna¢ do urzedu skarbowego. W wyniku
obliczen uzyskano, ze ocena wartosci globalnej wynosi 38951700 = 1298.39 -
30000, natomiast oszacowanie bledu sredniego szacunku jest rowne ds(ypy ) =

Vs(yu,s) = 30000 - 18.92 = 567600 zt.

7, praktycznego punktu widzenia jednym z podstawowych probleméw
jest ustalanie liczebno$ci préby, ktéra zagwarantuje nam postulowana doktad-
nos¢ estymacji. Dazymy do takiego wyznaczenia liczebnosci préby, aby btad
sredni szacunku przecietej w populacji okreslony wzorem (1.34) nie przekro-
czyl postulowanego poziomu dy. Te liczebnosci otrzymujemy z rozwiazania
nieréwnosci V(7s) < d2. Daje to nastepujacy wynik:

UxU,y N

przy czym symbolem [a] oznaczono znana funkcje definiowana jako czesé
catkowita z liczby a. Zauwazmy, ze jesli liczebnos¢ populacji jest bardzo
znaczna, to powyzszy wzor upraszcza sie do postaci:

n>ng= {U*Z,y} + 1.
dy

Stad natychmiast wynika, ze potrzebna liczebno$é¢ préby jest tym wieksza,
im wariancja v.y,, analizowanej zmiennej jest wieksza lub gdy postulowany
dopuszczalny blad $redni estymacji dy jest mniejszy. W praktyce zazwyczaj
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nie jest znana warto$¢ wariancji v,y,. Dlatego w miejsce wariancji podsta-
wia sie jej estymator okreslony wzorem (1.36). Drugim Zrédlem oszacowania
wariancji v,y sa jej oceny uzyskane we wezesniejszych badaniach.

W przypadku estymacji wartosci globalnej zmiennej, gdy teraz dy jest
dopuszczalnym bledem $rednim szacunku, wzér okreslajacy potrzebna li-
czebno$é¢ préby ma postac:

N2U*U :|
n>ng= |-V |41, 1.41
" Ll(Q) + Nvay 40

Inny sposdb formulowania zadania wyznaczania niezbednej liczebnosci
préby polega na takim jej wyliczeniu, aby wzgledny sredni btad szacunku
przecietnej w populacji nie przekroczyl zadanego poziomu dopuszczalnego,
a oznaczanego dalej przez vy. Zatem z nieréwnosci v(ys) < vy wynika, ze

n>ng=|———| +1 (1.42)

Dodajmy, ze zapisany wzor rowniez dotyczy przypadku estymacji wartosci
globalnej przy postulowanym wzglednym srednim bledzie szacunku.

Przyklad 1.15

Pozostajemy przy danych z przyktadu 1.14, ktérego rezultatem byly
oceny wartosci $redniej i wartosci globalnej prawidtowo ustalonego podatku.
Przypusémy, ze dokladnos$¢ przeprowadzonej estymacji nie zadowala audy-
tora. Wowczas, aby podnies¢ precyzje szacunkéw, m.in. zwieksza sie li-
czebnosé losowanej préby. Przypusémy, ze zada sie, aby wartos¢ globalna
byta szacowana z bledem srednim szacunku nieprzekraczajacym poziomu
200 000 zt. Wowecezas, korzystajac ze wzoru (1.41), mamy, iz wylosowanie
proby prostej o liczebnosci ng = 1063 elementéw pozwoli nam oczekiwac, ze
btad éredni szacunku wartosci globalnej wplywow z prawidlowo ustalonych
podatkow nie przekroczy poziomu 200 000 zi.

Teraz wyznaczamy niezbedna liczebnos$¢ proby potrzebna do estyma-
cji wartosci globalnej ze srednim bledem wzglednym szacunku nieprzekra-
czajacym poziomu 1%. Korzystajac tym razem ze wzoru (1.42), wyliczamy,
ze potrzebna liczebno$é¢ proby powinna by¢ co najmniej rowna 212 elemen-
tom.

Przyklad 1.16

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, korzystamy z danych okreslo-
nych w przyktadzie 1.14. Najpierw zalézmy, ze préba prosta nie zostala
jeszcze wylosowana. Wowczas mozemy wykorzysta¢ dane o juz zadekla-
rowanych i wptaconych kwotach podatkéw. Zgodnie z addytywnym mode-
lem generowania si¢ bledéw obserwacje zaptaconego podatku mozna zapisac
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jako sume: zp = yr + e, gdzie yi jest prawidlowo okreslonym poziomem
podatku, a e, poziomem bledu, £k = 1,..., N. Wowczas, przy zalozeniu,
ze obserwacje bledéw nie sa ujemnie skorelowane z prawidlowo okreslonymi
poziomami podatku, mamy, iz v,y > .y, (por. wzoér (1.6)). Ten fakt po-
zwoli wyznaczy¢ niezbedna liczebnos¢ préby gwarantujaca to, iz btad sredni
szacunku bedzie mniejszy od postulowanego. Zakladajac, ze dopuszczalny
blad sredni szacunku wynosi dy = 1000 zl i korzystajac ze wzoru (1.41),
w ktérym nieznana wariancje v,y halezy zastapi¢ przez v,y,, wyliczamy,
iz ng = 1400. Zatem taka liczebnos$¢ proby prowadzi do oceny wartosci
globalnej zmiennej y z bledem $rednim mniejszym od 1000 zl.

Przedziat ufnosci dla wartodi éredniej ma postac:

[0s — 29ds(Ys); Ys + 2y (5] (1.43)

przy czym poziom ufnosci oznaczono przez 7y, natomiast ds(ys) okreslaja
wzory (1.35) i (1.36). Ponadto, z, jest tak wyznaczone, aby F(z,) = 2,
gdzie F(.) jest dystrybuanta rozktadu normalnego standardowego. Okreslony
przedzial jest stosowany wtedy, gdy liczebnos¢ proby jest dostatecznie duza,
poniewaz wowczas mozna ten fakt dowodzi¢ za pomoca tzw. twierdzen gra-
nicznych rozwazanych m.in. przez Fullera (2009) i Hajka (1981).

Dodajmy, ze przy tych samych zalozeniach przedziat ufnosci dla wartosci

globalnej yy ma postac:
[NYs — 2y Nds(Ys)-NYs + 2,Nds(ys)] - (1.44)

Przyklad 1.17

Przypusémy, ze na podstawie zaobserwowanych wartosci faktur sprzedazy
w 1600-elementowej probie prostej losowanej bezzwrotnie z populacji 80000-
-elementowej tych dokumentéw, wyliczono oceny sredniej i wariancji: ys =
345.03 z1, vs = 3685.55. Na podstawie wzoru (1.35) wyliczamy ocene btedu
sredniego szacunku, ktora wynosi

80000 — 1600
(5:) \/ 1600 - 80000 #

Zatem, przecietnie rzecz biorac, mozliwe realizacje sredniej z préby odchy-
laja sie od nieznanej wartosci sredniej faktury o 1.50 zl.

Przyjmujac poziom ufnosci v = 0.95, mamy, ze z, = 1.96, poniewaz
F(1.96) = 0.975. Te wyniki i wzér (1.43) prowadza do przedziatu ufnosci:
[342.09; 347.98], ktéry z prawdopodobienistwem 0.95 obejmuje nieznana prze-
cietnag wartos¢ faktury. Doktadnos¢ tej estymacji przedziatlowej wynosi A =
(347.98 — 342.09)/2 = 2.95 zk.

Ocena punktowa wartosci globalnej sprzedazy wynosi 27602400 zt z bte-
dem $rednim szacunku 120197.2 zt. Zatem oceny wartosci globalnej sprzeda-
zy 7z mozliwych prob odchylaja si¢ od nieznanej wartosci globalnej w po-
pulacji o 120197.2 zt. Z kolei wzér (1.43) prowadzi do oceny przedzialowej
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wartosci globalnej I = [27366814; 27837986] z doktadnoscia do A = 235586.4.
Zatem z prawdopodobienstwem 0.95 przedzial I obejmuje wartosé globalna
sprzedazy.

Wezesniej sygnalizowano, ze wskaznik struktury jest szczegdlnym przy-
padkiem sredniej arytmetycznej, gdy zmienna y jest zero-jedynkowa, czyli
p=puv ="

W zw1azku z tym do oceny punktowej tego parametru uzywa sie czestosci
wzglednej z préby, ktora oznaczamy przez

ms

przy czym my jest liczba elementéw z cecha wyrdzniona w prébie (np. liczby
dokumentéw z nieprawidlowosciami). Statystyka ps jest nieobciazonym es-
tymatorem wskaznika struktury w populacji oznaczonego wezesniej przez p,
a jej wariancja jest postaci:

N —np(l—p)

(1.46)

Zatem btad sredni szacunku oraz jego estymator okreslaja odpowiednio
wzory

d(ps) \/N_npl_), \/N_"ps ) (qap)

Stad natychmiastowo wynika, ze btad sredni szacunku oraz jego estymator
sa z gory ograniczone przez

1 N —n

dy= =] .
P2\ (N —=1n

(1.48)

Przypusémy, ze naszym zadaniem jest wyznaczenie takiej liczebnosci
proby, ktora zapewni, iz blad sredni szacunku wskaznika struktury nie
przekroczy poziomu dopuszczalnego dy. Nieréwnosc d, < dy daje szukana

liczebnosé:
> N +1 (1.49)
ng = ) :
TE T TN S DR

W sytuacji, gdy znamy oszacowanie wskaznika struktury z wezesniejszych
badan audytowych lub oszacowanego na podstawie préby wstepnej, to niez-
bedna liczebnos¢ préby proponuje sie ustali¢ na poziomie n; < ng, gdzie:

N
n o L (1.50)
1 + ps(l_ps)



Gdy liczebnos¢ populacji jest duza, to ng = [ 7 d2} + 1, natomiast n, =
|:ps(1—ps):| + 1.

O
Aby wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla wskaznika struktury p = py =

¢, trzeba znac rozklad prawdopodobienstwa statystyki ps. Jak wiadomo,
jej rozklad prawdopodobienstwa jest wyznaczany przez rozktad prawdopo-
dobienstwa liczby elementéw z cecha wyrdzniona obserwowana w probie,
a ktéra oznaczaliSmy przez mg, a ta ma tzw. rozkitad hipergeometryczny,
ktorego funkcja prawdopodobienstwa ma postac:

() C) b
P(my=h) =~ 2 —pp, ==, 1.51
me =1 = (n=1) (151)
Gdy liczebnos$é préby jest dostatecznie duza (formalnie, gdy N — o0), to

ten rozklad mozna dobrze przyblizy¢ rozkltadem dwumianowym (Bernoul-
liego) postaci:

Plne=m=p (p.=2) = ({)oha-pr s

Z kolei ten rozklad mozna przyblizy¢ rozktadem normalnym. Ze znanych
tzw. twierdzen lokalnego i integralnego de Moivre’a-Laplace’a (por. np.
Gerstenkorn i Srédka, 1974), wynika, ze jeslin — oo, N — oo oraz N —n —
0o, to

P(my=h) =P ( \ = ﬁ) - ! == (—(h_—"py)), (1.53)

n np(l — 2np(1 —p

P(m,<h)=P (ps < %) _ (M> , (1.54)

np(l — p)

gdzie ¢. ) jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego, czyli

o(u) = \ﬁ JE exp( )dt.
Te w}asnosm pozwalaja juz wyznaczy¢ przedzial ufnosci postaci:

[ps - U’YdS(pS) < p < Ds + uwds(ps)] ) (155)

gdzie: ¢(u,) = 22, natomiast dy(p,) okresla wyrazenie (1.47). Otrzy-
many przedziat w przyblizeniu z prawdopodobienstwem  obejmuje wartosé
czestosci wzglednej z populacji p. Dokladnosé tego estymatora przedziatowe-
go, bedaca polowa dlugosci przedzialu ufnosci, wynosi A = wu,ds(ps) <
u,d, = A,, gdzie d, okresla wzér (1.48).

Okreslony przedzial ufnosci zaleca sie stosowaé dla liczebnosci préby
n > 100 i dla p > 0.04.
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Gdy postulowana dokladno$¢ estymacji ma nie przekroczyé¢ wartosci Ay,
natomiast poziom ufnosdci ma wynosi¢ 7, to z nieréwnosci A, < Ay wynika,
ze potrzebny rozmiar préoby wynosi:

1
1 d 2
bl

Gdy mamy oceny wstepne p, wartosci parametru p, to ny > ng, gdzie

+1. (1.56)

n>ng =

1
Nnsg = # + 1. (157)
N + U%ps(lfps)

2
W koncu, gdy rozmiar populacji jest duzy, to no = {(%) ] + 1, nato-

miast n3 = [M}
Przyklad 1.18

Waznym wskaznikiem jakosci dokumentow ksiegowych jest udzial do-
kumentéw z bledami wérod wszystkich dokumentéw. Dotychczasowo pro-
wadzone badania kontrolne wykazywaly, ze udziat faktur z btedami wérod
kontrolowanych dokumentéw wynosit 0.08. Zachodzi potrzeba wylosowa-
nia bezzwrotnego proby prostej sposrdd 10000 faktur o liczebnosci zapew-
niajacej precyzje oceny punktowej tego wskaznika z doktadnoscia do po-
ziomu 0.01.

Na podstawie wzoru (1.50) mamy:

10000

ny =

. ]+1:6%.
1+ 0.08(1—0.08)

Gdy dodatkowo mamy zamiar oszacowaé przedzialowo czesto$é¢ wystepowa-
nia blednych faktur na poziomie ufnosci 0.95 z doktadnoscia do 0.01, to na
podstawie wzoru (1.57) wyliczamy, iz nalezy wylosowaé prébe o liczebnosci

1

0.012
[0.000l + 0.08(1-0.08)1.96

przy czym P(U < 1.96) = 0.975.

1.5. Elementy weryfikacji hipotez

Wystepowanie bledow w zapisach ksiegowych jest zwykle w praktyce
rzecza nie do unikniecia, o czym juz pisano wczesniej. Rozmiar tych bledéw
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charakteryzowany odpowiednim parametrem (wskaznikiem) jakosci jednak
nie jest dowolny. Przyjmujac, ze wskaznik jakosci ro$nie wraz ze wzro-
stem rozmiaru bledu, jego gorna dopuszczalna wielkos¢ okresla audytor, co
juz wczeniej omawiano. Do rutynowych zadan audytora nalezy ocena, czy
obserwowany rozmiar wskaznika jakosci przekracza dopuszczalny poziom.
Ta rzecz staje sie trudniejsza, gdy mamy do czynienia z problemem kon-
troli jakosci duzej ilosci dokumentow. Wowcezas na podstawie préby mozna
oceni¢ wartos¢ wystepujacego w niej wskaznika jakosci, czym zajmowalismy
sie wezesniej. Wystepuje tu jednak pewien problem; oszacowany na pod-
stawie proby wskaznik jakos$ci moze przekroczy¢ wartos¢ dopuszczalna albo
jej nie przekroczy¢. Jednak nieznana pozostaje wartos¢ tego wskaznika
w calej populacji dokumentéw. W szczegdlnosci teraz trzeba zdecydowad,
czy w sytuacji, gdy wskaznik jakosci obliczony na podstawie préby przekra-
cza dopuszczalng wartos$é, nalezy réwniez przyjac¢, ze wskaznik wyliczony na
podstawie calej populacji, rowniez przekroczy warto$é¢ dopuszczalna. Tak
nie musi by¢, bowiem fakt, ze warto$¢ z préby wskaznika przekracza wartosé
dopuszczalna jest rezultatem losowego doboru préby.

Precyzyjniej ten problem opiszemy, przyjmujac nastepujace zalozenia.
Niech 6 bedzie parametrem charakteryzujacym jakosé¢ dokumentéw (np.
czestosé wzgledna wystepowania w nich bledéw). Zbiér mozliwych wartosci
tego parametru oznaczymy przez O, czyli 6 € ©. W zbiorze © wyrdznia sie
dwa wykluczajace sie podzbiory konkurujacych ze soba wartosci, ktére ozna-
czamy przez Oy i ©1. W szczegdlnosci te podzbiory moga by¢ pojedynczymi
wartosciami, ktore oznaczymy przez ¢y i 6;. Chodzi o to, by rozstrzygnac,
do ktérego z tych pozdbioréw nalezy warto$é parametru 6. Zatem zasadne
jest formutowanie nastepujacych hipotez. Hipoteze sprawdzana oznaczymy
przez

H(]i 06@0,

a do niej hipoteze alternatywna (konkurencyjna), przez
Hl 20 S @1.

W celu rozstrzygniecia, ktéra z okreslonych hipotez jest prawdziwa, sto-
suje sie procedure wnioskowania statystycznego, zwana testem statystycz-
nym. Test na podstawie wynikéw obserwacji zmiennej w probie pozwala
w sposéb racjonalny wskazac, ktéra z hipotez — Hy czy Hi; — mozna uznaé
za prawdziwa. Test jednak moze doprowadzi¢ do blednych decyzji co do
uznania prawdziwosci formutowanych hipotez. Jesli test odrzuca prawdziwa
hipoteze sprawdzana Hy, to popelniamy tzw. blad pierwszego rodzaju. Z ko-
lei blad drugiego rodzaju polega na tym, ze przyjmujemy hipoteze Hy, gdy
jest falszywa, czyli gdy hipoteza H; jest prawdziwa (Tablica 5.1).

39



Tablica 5.1
Rodzaje btedow
prawdziwa Hy | prawdziwa H;
przyjeta Hy | stuszna decyzja | btad 1I rodzaju
przyjeta Hy | btad I rodzaju | stuszna decyzja

Prawdopodobienstwo popetnienia btedu I rodzaju jest nazywane istotnos-
ciq (znamiennosciq) testu i jest oznaczane przez «, przy czym

a = P(odrzucamy Hy, gdy Hy jest prawdziwa).

Moc testu, oznaczana przez (3, to prawdopodobienistwo niepopehienia
btedu IT rodzaju, czyli

B = P(odrzucamy H,, gdy H; jest prawdziwa).

Prawdopodobienstwo popetienia bledu II rodzaju jest oznaczane przez
v, przy czym

v = P(przyjmujemy Hy, gdy H; jest prawdziwa) = 1 — f.

Po to, aby przedstawi¢ ,,dzialanie” testu statystycznego, rozwazmy naste-
pujacy akademicki problem. Zaktadamy, ze bedziemy testowali wartosé¢
oczekiwana ($rednia) zmiennej losowej X, ktéra ma rozklad normalny ze
$rednia réwna wladnie p i wariancja wynoszaca o2, co krétko zapisujemy
wyrazeniem Y ~ N(u,0?). Zadanie polega na weryfikacji hipotezy spraw-
dzanej gloszacej, ze warto$¢ przecietna zmiennej losowej o rozktadzie nor-
malnym jest réwna ustalonej wartosci pg, co zapisujemy symbolicznie jak
nastepuje:

Hy: p=po,  N(p,o?).

Hipoteze alternatywna okresla wyrazenie

Hi:p=p>p,  N(p,o?),

co oznacza, ze konkurencyjna do wartosci Sredniej p jest wicksza od niej
wartos¢ p1. Ponadto, zaktadamy, ze zaréwno w przypadku hipotezy Hy, jak
i H; wariancja przyjmuje te sama wartosc.

W celu podjecia decyzji o prawdziwosci hipotezy sprawdzanej wyznacza
sie na podstawie préby prostej warto$é tzw. sprawdzianu testu (statystyki
testowej), ktéra tradycyjnie oznaczamy symbolem Y,. Rozsadek wskazuje,
ze wartosé sredniej z proby Y istotnie wieksza od hipotetycznej éredniej pg
swiadczy na korzys¢ hipotezy alternatywnej H; kosztem hipotezy sprawdza-
nej Hy. Wartos¢ krytyczna y,, ktorej przekroczenie skutkuje odrzuceniem
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hipotezy Hy na korzy$¢ H; wyznacza sie tak, aby bylo réwne poziomowi
istotnosci a prawdopodobieristwo jej przekroczenia przez sprawdzian testu
Y, przy zalozeniu, ze prawdziwa jest hipoteza Hj, czyli

a=P(Y; > yalHo) = P(Z > 2a),
gdzie:
L o
a — Ra~7 =)
Y Ho NG
przy czym zmienna losowa Z ma tzw. rozklad normalny standardowy, co

zapisujemy symbolicznie przez Z ~ N(0,1). Moc testu jest liczona na pod-
stawie wyrazenia

B=PY,>y.|H)=P(Z > 2),

gdzie:
25 = Za + M\/ﬁ
o

Gdy ¥ys > ya, to odrzucamy Hj na korzys¢ H; z prawdopodobienstwem
popekienia btednej decyzji réwnym «. W przeciwnym przypadku, jesli ys <
Yo, to przyjmujemy hipoteze H, za prawdziwa z prawdopodobienstwem
popemienia blednej decyzji rownym v =1 — .

Zwykle w praktyce wygodnie jest podejmowaé decyzje na podstawie
sprawdzianu

}78 _
z,=="Lyn
o
ktory jest standardowa postacia $redniej z proby. Wtedy
a=P(Z; > z4|Hy) = P(Z > z,),

6IP(25225|H1>IP(ZZZB)

Wéwczas, podobnie jak w przypadku sprawdzianu g, hipoteze Hy od-
rzucamy na korzys¢ Hi, gdy zaobserwowana wartos¢ zs sprawdzianu Zj
jest nie mniejsza od wartosci z,, ktora teraz jest wartoscia krytyczna te-
stu. W tym przypadku prawdopodobienistwo popelnienia blednej decyzji
jest réwne a. W przeciwnym przypadku, jesli z; < z,, to przyjmujemy
hipoteze Hy z prawdopodobienstwem popekienia blednej decyzji réwnym
v=1-p4.

Wygodnie jest rowniez podejmowac decyzje na podstawie tzw. p-wartosci,
zwane]j czasem obserwowanym poziomem istotnosci (znamiennodci) testu,
ktora wyznaczamy na podstawie wyrazenia:

p=P(Z > 2|Hy) = P(Z > ,).
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Wtedy hipoteze Hy odrzucamy na korzys$¢ Hy, gdy zaobserwowana p-wartosé
jest nie wieksza od poziomu istotnosci . W tym przypadku prawdopodo-
bienstwo popelnienia blednej decyzji jest réwniez rowne a. W przeciwnym
przypadku, jesli p > «, to przyjmujemy hipoteze H, za prawdziwa z praw-
dopodobienstwem popetnienia blednej decyzji réwnym v = 1 — /3. Wniosko-
wanie na podstwie p-wartosci jest powszechne w przypadku positkowania
sie komputerowymi pakietami statystycznymi.

Na zakonczenie dodajmy, ze w praktyce nie zawsze jest mozliwe wyli-
czenie mocy testu (§, a co za tym idzie rowniez prawdopodobienstwa bledu
IT rodzaju, oznaczanego przez v. Wtedy, w sytuacji gdy p > «, co w na-
szym przypadku jest réwnowazne nieréwnosciom zg < z, lub s < y,, to
warto$¢ v prawdopodobienstwa popetienia btedu II rodzaju nie jest wyli-
czana. Zatem nie mozemy w tym przypadku ocenié, czy btad Il rodzaju jest
na tyle maly, ze mozemy zaniedbujac go przyjac¢ hipoteze sprawdzana H,
za prawdziwa. Wowczas zwykle pisze sig, iz nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy sprawdzane;j.

Przyklad 1.19

Dydaktyczna prezentacje poziomu istotnosci i mocy testu w pakiecie R
realizujemy nastepujaco. Najpierw nalezy wybraé¢ okno ‘Packages’, potem
‘Install packages’ i stad instalujemy program ‘Teachingdemos’. Nastepnie,
ponownie z okna ‘Packages’ wybieramy opcje ‘Load package’, ‘Teachingde-
mos’. W koncu wpisujemy na konsole:
power.examp(n = ...,s= ..., diff = ... alpha = ...),
gdzie:
n — liczebnos¢ proby,
§ — wariancja,
dif f — réznica miedzy przecietnymi hipotetycznymi, czyli gy — g, specyfi-
kowanymi przez hipotezy Hy i Hy,
« — poziom istotnosci.
Woéwcezas wynik realizacji np. instrukeji power.examp(n = 25,s = 1, dif f =
0.5, alpha = 0.05) prezentuje rys. 2.1.

se=0.20 z*=0.329 power =0.804
n= 25 sd=1.00 diff=0.50 alpha=0.050

Null Distribution

" 0.3289707
0

03289707
0 1 2 3

Rys. 2.1. Moc testudlan =25, 0=1, A=0.51a=0.05
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Rysunek 2.1 dotyczy weryfikacji hipotezy H,y o wartosci sredniej zmien-
nej losowej o rozkladzie normalnym z nadzieja matematyczna réwna i od-
chyleniem standardowym réwnym o = sd = 1.00. Hipoteza sprawdzana
glosi, ze 4 = pp = 0, natomiast hipoteza alternatywna, ze p = p; =
A =diff = 0.5, gdzie A = dif f = pu1 — po. Zatem rownowaznie nasze
hipotezy sprawdzana i alternatywna mozna zapisa¢ odpowiednio wzorami:
Hy: A=0iH;: A =0.5 Do weryfikacji tych hipotez uzyto préby
prostej skladajacej sie z n = 25 obserwacji. Zatem btad $redni szacunku
przecietnej w populacji p, estymowanej za pomoca $redniej z préby, wynosi
d = \/LE = 0.2. Wyznaczona przy poziomie istotnosci « = alpha = 0.05
wartos¢ krytyczna testu wynosi y, = 0.329. Obszar krytyczny testu re-
jection region jest prawostronny. Przy tych zalozeniach moc testu wynosi
B = power = 0.804. Stad wiec wynika, ze prawdopodobienstwo popelnienia
bledu I rodzaju wynosi v = 1— = 0.196. W konicu proces podjecia decyzji
jest nastepujacy. Jesli wyliczona na podstwie proby $rednia jest nie mniejsza
od wartosci krytycznej y,, to odrzucamy hipoteze Hy na korzys¢ Hy z praw-
dopodobienstwem popehienia btednej decyzji réwnym a = 0.05. W prze-
ciwnym przypadku, gdy Srednia z proby jest mniejsza od wartosci krytycz-
nej Yo, to przyjmujemy hipoteze Hy z prawdopodobienstwem popetnienia
niewlasciwej decyzji réwnym v = 0.196.

Zmiana wartosci jednego z wyjéciowych parametréw, przy ktérych jest
prowadzona weryfikacja hipotez skutkuje zmiana pozostalych wskaznikéw,
co mozna sprawdzi¢, uruchamiajac wyzej opisany program komputerowy.
Pewne szczegdlne wyniki w tym zakresie prezentuja rys. 2.2-2.5.

Przyktadowo z rys. 2.2 wynika, ze dwukrotny wzrost liczebnosci proby
do rozmiaru n = 50 prowadzi do zwiekszenia mocy testu z liczby 5 = 0.804
do poziomu # = 0.971, co jest réwnowazne zmniejszeniu prawdopodo-
bienstwa popemienia btedu drugiego rodzaju z poziomu v = 0.196 do liczby
v = 0.029.

se=0.141 z*=0.233 power=0.971
n=50 sd=1 diff=05 alpha=0.05

Null Distribution

I-—> rejection region oa
A
/\

[\
[\
[

/
/

00 10 20 30

T T
-2 -1

02326174 | ! ! !
0 1

Alternative Distribution

I-—> rejection region O Power

00 10 20 30

T T
-2 -1

02326174 | ! ! !
0 1

Rys. 2.2. Moc testudlan =50, 0 =1, A=0.51a=0.05
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Podobnie, zwiekszajac poziom istotnosci testu (czyli prawdopodobien-
stwa popehienia bledu I rodzaju) z liczby a = 0.05 do poziomu o = 0.2, do-
prowadzamy do wzrostu jego mocy z poziomu [ = 0.804 do liczby 5 = 0.951,
na co wskazuja dane z rys. 2.3. W tym przypadku prawdopodobienstwo
popemienia bledu II rodzaju spada do poziomu v = 0.041, lecz dzieje sie to
kosztem zwiekszenia prawdopodobienstwa popeienia btedu I rodzaju.

Wplyw zmiany parametru A = iy — g (czyli réznicy miedzy wartosciami
oczekiwanymi specyfikowanymi przez hipotezy odpowiednio H; i Hjp) na
moc testu prezentuja dane z rys. 2.4. W tym przypadku zmniejszenie tej
réznicy z poziomu A = 0.5 do liczby A = 0.2 prowadzi do dramatycznego
spadku mocy testu z liczby 8 = 0.804 do poziomu 5 = 0.26, co pociaga
za soba wzrost prawdopodobienstwa popetnienia bledu II rodzaju z liczby
v =0.196 az do poziomu v = 0.74.

se=02 z*=0.168 power=0.951
n=25 sd=1 diff=0.5 alpha=0.2

Null Distribution

/\”> rejection region

/\ o

0.1b83242
0 1

0.0 1.0 20

Alternative Distribution

00 10 20
L

T

v

3

3

2

- 2
S

3

<.

S

0.1b83242
0

Rys. 2.3. Moc testudlan =25, 0=1, A=05ia=0.2

se=0.2 2z*=0.329 power=0.26
n=25 sd=1 diff=0.2 alpha=0.05

Null Distribution

I-—> rejection region oa

A\
[\

0.0 1.0 2.0

T T
-2 -1

03289707 | ! ! !
) 1

Alternative Distribution

I-—> rejection region O Power
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Rys. 2.4. Moc testudlan =250 =1, A=05ia=0.2
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W praktyce statystyk moze jedynie zmienia¢ w pewnych rozsadnych
granicach rozmiar proby oraz poziom istotnosci testu, co skutkuje zmiana
prawdopodobienstwa popelnienia btedu II rodzaju. Przyktadem tego sa
dane z rys. 2.5, z ktorych wynika zmiana rozmiaru préby z liczby n = 25
do poziomu n = 32 oraz poziomu istotnosci z liczby a = 0.05 do poziomu
a = 0.08 prowadzi do wzrostu mocy testu z poziomu 3 = 0.804 do poziomu
B = 0.923 ~ 0.92. Tak ustawione parametry daja wiec w przyblizeniu
rowno$é¢ pozioméw prawdopodobienstw popelienia btedow I i II rodzaju,
bowiem v = 0.077 =~ 0.08 = «.

se=0.177 z*=0.248 power =0.923
n=32 sd=1 diff=0.5 alpha=0.08

Null Distribution

~—> rejection region oo
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Rys. 2.5. Moc testudlan=32,0 =1, A=0.51ia=0.08



Rozdzial 2

BADANIE ZGODNOSCI

2.1. Wprowadzenie

Niniejszy rozdzial odnosi sie do probleméw zastosowania wnioskowania
statystycznego w zagadnieniach dotyczacych audytu. Zajmiemy sie wnio-
skowaniem o proporcji py (udziatu, czestosci wzglednej) nieprawidlowosci
wystepujacych w populacji U dokumentéw. Wystepowanie tych niepra-
widlowosci ujawnia sie poprzez wystepowanie btedow formalnych, jak np.
brak odpowiednich podpiséw, lub bledow numerycznych, jak np. niepra-
widlowo dodane kwoty pieniedzy czy tez Zle przepisane. Do tych niepra-
widlowosci mozna jeszcze zaliczy¢ niekompetencje oséb sygnujacych dane
dokumenty lub nieprawidtowa klasyfikacje dokumentéw badz ich obieg w sys-
temie biurokratycznym firmy. Tego typu nieprawidlowosci powinny by¢ wy-
krywane przez system kontroli wewnetrznej, ktorej istnienie ma stymulowac
prawidtowe funkcjonowanie systemu ksiegowego. W zwiazku z tym zacho-
dzi potrzeba okreslenia dopuszczalnego poziomu udzialu nieprawidtowosci,
ktéry bedzie oznaczany przez py. Oznacza to, ze proporcja nieprawidtowosci
nieprzekraczajaca poziomu pg jest akceptowalna. Przez p; > py oznaczymy
poziom nieprawidlowosci dyskwalifikujacy, ktérego przekroczenie w zaden
sposéb nie moze by¢ akceptowane. Zatem, jesli proporcja nieprawidtowosci
nie przekroczy poziomu pg, to system kontroli wewnetrznej jest uznawany
za dzialajacy skutecznie (poprawnie). W przypadku gdy udzial wykry-
tych nieprawidlowosci przekroczy poziom dyskwalifikujacy, system kontroli
wewnetrznej uznaje sie za niewydolny (nieskuteczny).

Spotyka sie jeszcze nastepujaca interpretacje parametru p. Mianowicie
traktuje sie go jako proporcje dopuszczalnej nieprawidlowosci, lecz w sensie
przecietnego poziomu wystepowania nieprawidtowosci spotykanych w audy-
cie okre$lonego systemu kontroli wewnetrznej. Zatem mozna spodziewad
sie rowniez wiekszych wartosci tej czestosci wzglednej wystepowania nie-
prawidlowosci, ale na pewno nieprzekraczajacych wartosci niedopuszczalnej
p1, ktéra dyskwalifikuje system dziatania kontroli wewnetrzne;j.

Zadanie audytora polega na autorytatywnym stwierdzeniu, czy system
kontroli wewnetrznej jest skuteczny, czy nieskuteczny. Jego decyzje moga
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jednak by¢ nieprawidlowe, poniewaz parametr p jest oceniany na podstawie
proby losowej. Po pierwsze moze stwierdzi¢ prawidtowos¢ dzialania systemu
kontroli wewnetrznej, gdy tak nie jest. Prawdopodobienstwo wystapienia
tej sytuacji jest nazywane ryzykiem aprobaty nieskutecznego systemu kon-
troli i oznaczane przez k, a przez n bedzie oznaczane ryzyko dezaprobaty
skutecznego systemu kontroli wewnetrznej, czyli prawdopodobienstwo tego,
ze zostanie stwierdzona nieskuteczno$é¢ systemu kontroli, gdy nie jest to
prawda (por. np. Karliniski, 2005). Dodajmy, ze Holda i Pociecha (2009)
parametr x nazywaja ryzykiem nieprawidiowej akceptacji, natomiast n —
ryzykiem nieprawidlowego odrzucenia.

2.2. Analiza skutecznos$ci systemu kontroli przy
ustalonych obu rodzajach ryzyka

Thumaczac wyzej postawione audytorowi zadanie na jezyk testowania
hipotez statystycznych, mamy do czynienia z problemem weryfikacji hipo-
tezy sprawdzanej Hy, gloszacej, ze proporcja nieprawidtowosci nie przekra-
cza dopuszczalnego poziomu pg przeciwko hipotezie alternatywnej gloszacej,
iz ta proporcja jest nie miejsza niz poziom dyskwalifikujacy p;, co krotko
zapisujemy wyrazeniem:

Hy: pu < po, Hy: py > p1 > po (2.1)

Zakladamy, ze poziom istotnosci a testu jest réwny ryzyku n dezapro-
baty skutecznego system kontroli, czyli o = 7. Z kolei prawdopodobienstwo
popetienia btedu I rodzaju v jest rowne ryzyku x aprobaty nieskutecznego
systemu kontroli, czyli k = v.

Okreslone teraz hipotezy zastepuje sie nastepujacymi do nich réwnowaz-
nymi hipotezami.

Hy: My < Mo, Hy: My > M; > M(), (22)

przy czym przez My = Np, My = Npyi My = Npy, gdzie N jest rozmiarem
populacji. Przez My jest oznaczana np. liczba dokumentéw ksiegowych,
w ktérych wystepuja nieprawidtowosci. Z kolei hipotetyczne liczby niepra-
widlowych dokumentéw oznacza sie przez My i My, przy czym pierwszy
symbol jest dopuszczalnym poziomem tych nieprawidlowosci, a drugi dys-
kwalifikujacym poziomem nieprawidlowosci.

Problem weryfikacji postawionej hipotezy rozpoczniemy od przypadku,
gdy statystyke testowa mozna przyblizy¢ rozkladem normalnym prawdo-
podobienstwa. W tym przypadku jest mozliwe analityczne wyznaczenie
wartosci krytycznej testu wraz z niezbedna liczebnoscia proby prostej lo-
sowanej bezzwrotnie zapewniajaca podejmowanie decyzji o przyjeciu albo
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odrzuceniu hipotezy Hy z zadanymi ryzykami n i k. Dopiero potem zaj-
miemy sie pozostalymi przypadkami, poczawszy od sytuacji, gdy rozklad
sprawdzianu testu jest rozktadem doktadnym.

2.2.1. Weryfikacja hipotezy z wykorzystaniem aproksymacji
sprawdzianu testu rozkladem normalnym
prawdopodobienstwa

Weryfikacja sformulowanej wyrazeniem (2.1) hipotezy zajmiemy sie naj-
pierw w najprostszym przypadku, gdy dopuszczalna proporcja nieprawidto-
wosci py jest co najmniej réwna 0.04. Wtedy (por. np. Gerstenkorn
i Srédka, 1974) dla co najmniej 100-elementowej préby prostej losowanej
bezzwrotnie z populacji rozklad prawdopodobienstwa czestosci wzglednej
z préby ps (por. wzoér (1.45)), jest dostatecznie dobrze przyblizany rozkladem
normalnym. To juz pozwala na stosowanie nastepujacej procedury.

Zdefiniowane ryzyka podejmowania btednych decyzji okreslaja wzory:

n=a= P> panO) =P(Z; > Zn|H0) =P(Z > Zn) =1- ¢(Zn)>

k=v=P(ps < py|H1) = P(Zs < zy|H1) = P(Z < z,) = ¢(2s),

gdzie:
N —npo(1 — po)

pn:p0+z77\/N_1 n ’ (23)

Po — D1 po(1 — po)
Yo = e 2y | 2.4
Nonplp) \ pi(l—p1) 24)

N-1 n

7. = Ps — Po (2.5)

\/(NN,;&Lpo(l — Po)

przy czym ¢(z) = P(Z < z) jest dystrybuanta rozkltadu Z ~ N(0;1).

Rozwiazujac réwnanie (2.4) wzgledem n, latwo wykazaé, ze po to by
nie przekroczy¢ rodzajéow ryzyka: n ik, nalezy wylosowaé¢ prébe o li-
czebnosei co najmniej: [n,] + 1, gdzie:

(N = 1)(p1 — po)*

ne.=N1\|1+ 5
(Zn po(l —po) — 2k pl(l —pl))

, (26)

przy czym P(Z < z,) = k = v, Z ~ N(0; 1), natomiast przez [n.] oznaczono
cze$¢ caltkowita liczby n,. Gdy liczebnosé populacji jest duza, to powyzszy
wzdr upraszcza sie do nastepujacej postaci, por. np. Ryan (2013):
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(Zn Po(1 = po) — zer/p1(1 —p1)>2
(p1 — po)?

Zalézmy, ze zaréwno ryzyko akceptacji nieskutecznego systemu kon-
troli, jak i ryzyko dezaprobaty skutecznego systemu kontroli sa mniejsze
od 0.5, czyli Kk < 0.5 oraz n < 0.5. Woéwcezas, gdy optymalna liczebnosé
préby okreslona wzorem (2.6) podstawimy w miejsce liczebnosci n do wzoru
(2.3), to otrzymujemy warto$¢ krytyczna testu, ktéra oznaczamy przez p.,.
W szczegdlnosci gdy liczebnosé populacji jest duza, to ze wzoru (2.7) i pra-

Ny =

(2.7)

po(1—po) wynika

wej strony réwnania (2.3) uproszczonego do postaci z,
iz
_ D1z po(1 — po) — pozer/pi(l — p1)

D«
! Zn\/po(l —Po) — 2k p1(1 —p1)

Reguly postepowania sa nastepujace. Gdy zaobserwowana w prébie
czestos¢ p, jest nie mniejsza niz wartos¢ krytyczna p.,, czyli ps > pay,
co jest rownowazne nieréwnosci z; > z,, to odrzucamy Hj na korzys¢ H,
z prawdopodobienistwem popelnienia btednej decyzji (ryzykiem) 7. Oznacza
to, iz z prawdopodobienstwem pomyiki 7 stwierdzamy, ze system kontroli
wewnetrznej jest nieskuteczny.

Gdy ps < Duy, co jest rébwnowazne nieréwnosci z; < z,, to przyjmu-
jemy Hy z prawdopodobienistwem popehienia blednej decyzji (ryzykiem) k.
Oznacza to, iz wnioskujemy, ze system kontroli wewnetrznej jest skuteczny
z prawdopodobienstwem pomytki k.

Dodajmy jeszcze, ze p-warto$é testu okresla wzor:

(2.8)

p=P(Z, > z|Hy) = P(Z > z). (2.9)

Zatem, gdy p < n = «, to odrzucamy Hj na korzy$¢ H; z prawdopodo-
bienistwem popelnienia blednej decyzji (ryzykiem) n. Gdy p > n = a, to
przyjmujemy Hy z prawdopodobieristwem (ryzykiem) popekienia blednej
decyzji k.

Przykitad 2.1

System ksiegowy pewnego przedsiebiorstwa wytworzyt w ciagu roku N =
10543 dokumenty, w ktorych moga wystepowaé nieprawidtowosci. Pro-
wadzacy kontrole audytor ustalit dopuszczalna proporcje nieprawidlowosci
na poziomie 0.04, natomiast dyskwalifikujaca proporcje nieprawidtowosci
na poziomie 0.06, czyli pg = 0.04 i p; = 0.06. Skutecznos¢ systemu kon-
troli wewnetrznej jest weryfikowana poprzez testowanie hipotezy okreslonej
wyrazeniem (2.1). Audytor ustala ryzyko dezaprobaty skutecznego systemu
kontroli wewnetrznej na poziomie n = 0.05, ryzyko aprobaty nieskutecz-
nego systemu kontroli wewnetrznej na poziomie x = 0.05. Po to, by ta
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weryfikacja dala podstawy do podjecia decyzji z oboma rodzajami ryzyka
nieprzekraczajacymi ustalonych pozioméw, trzeba wylosowaé bezzwrotnie
prébe prosta o rozmiarze okreslonym wzorem (2.6). W wyniku przepro-
wadzonych obliczen otrzymujemy, ze n > 1135. Ta liczebno$¢ préby jest
jednak zbyt duza, gdyz nie ma ani czasu, ani pieniedzy na kontrolowanie
tylu dokumentow. W zwiazku z tym audytor godzi sie na zwigkszenie ryzyka
dezaprobaty skutecznego systemu kontroli wewnetrznej do poziomu n = 0.2.
Ta zmiana prowadzi do niezbednej liczebnosci préby n > 720 = n,.

Teraz czas na wylosowanie proby i wyznaczenie wartosci sprawdzianu te-
stu ps, okreslonego wzorem (2.5). Nastepnie trzeba go poréwnaé z wartoscia,
krytyczna okreslona wzorem (2.3), do ktdérego nalezy w miejsce liczebnosci n
podstawi¢ wiasnie wyliczony rozmiar optymalny proby n, = 720. Wowczas
otrzymujemy p, = 0.0627. Wtedy, jesli zajdzie nieréwnos¢ p, > p,, to dez-
aprobujemy system kontroli wewnetrzenej z prawdopodobienstwem popetnie-
nia blednej decyzji réwnym 0.2. Gdy zajdzie odwrotna sytuacja, czyli praw-
dziwa bytaby nieréwnos¢ ps < p,,, to aprobujemy system kontroli wewnetrzne;
z prawdopodobienstwem popelnienia btednej decyzji roéwnym 0.05. Przypusé-
my, ze wartos¢ statystyki testowej wyniostaby p, = 0.0423, czyli p, =
0.0423 < 0.0627 = p,. Zatem akceptujemy system kontroli z prawdopodo-
bienistwem popelnienia blednej decyzji rownym 0.05. W sposéb réwnowazny,
do tej samej decyzji dochodzimy na podstawie p-wartosci okreslonej wzorem
(2.9). Wyliczamy ja nastepujaco:

Ps — Do
\/(]Vj\l;l%po(l — Do)

Ta nieréwnos¢ prowadzi do tej samej decyzji, co wezesniej wyznaczona nie-
rownosc p, = 0.0423 < 0.0627 = p,,.

p=P|Z>

= 0.0852 | = 0.4661 > n.

Problem podejmowania decyzji o skutecznoci systemu kontroli wewnetrz-
nej mozna rowniez rozwiaza¢ poprzez weryfikacje nastepujacych hipotez:

Hy: py = p1, Hy: py <po<pr. (2.10)

W pewnym sensie te hipotezy sa przeciwstawne w stosunku do tych
okreslonych wyrazeniem (2.1). W tym przypadku hipoteza sprawdzana H,
glosi, ze proporcja nieprawidlowosci w populacji py jest nie mniejsza od
dyskwalifikujacego poziomu réwnego p; przeciwko hipotezie alternatywnej
H, gloszacej, ze ta proporcja jest nie wigksza od dopuszczalnej proporcji
nieprawidlowosci.

Sprawdzianem testu sformutowanych hipotez jest rowniez czestos¢ wzgled-
na wystepowania nieprawidlowosci w prébie oznaczanej przez ps. Tym ra-
zem poziom istotnosci a testu, czyli prawdopodobienstwo popelnienia bledu
[ rodzaju jest réwne ryzyku x aprobaty nieskutecznego system kontroli, czyli
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a = k. Zatem prawdopodobienstwo popelnienia bledu II rodzaju jest réwne
ryzyku n dezaprobaty skutecznego systemu kontroli, czyli v = . Te ryzyka
okreslaja wzory:

R=0a= P(ps < pH|HO> = P(Zs < ZKZ|H0> = ¢(ZH)7
n=v=P(ps > ps|H1),

N—np(l—
=pi+ zn\/ np pl), (2.11)

gdzie:

(2.12)

\/(N_l)npl(l pl)

przy czym ¢(z,) = P(Z < z,) =k =«a, Z ~ N(0;1).

Mozna wykaza¢, ze w rozwazanym przypadku optymalna liczebnosé
préby okreslaja réwniez wzory (2.6) lub (2.7). Warto$¢ krytyczna p,, otrzy-
mujemy ze wzoru (2.11), podstawiajac do niego w miejsce liczebnosci n
prawa strone wzoru (2.6). W szczegdlnosei, jesli liczebnosé populacji jest
duza, to podobnie jak w przypadku wyprowadzenia wzoru (2.8), otrzymu-
jemy:

~ przgy/Po(1 = po) — pozer/p1(1 — p1)

p*ﬂ -
Zn\/Po(l —po) — 2k ]91(1 —P1)

Na podstawie réwnosci P(Z < z) = P(Z > —z) mozna wykazaé, ze p., =
Pin, gdzie py, okresla wzér (2.8). Z tego wynika, Ze rezultaty testowania
hipotez okreslonych wyrazeniami (2.1) i (2.10), sa sobie réwnowazne. Zatem
wystarczy wybra¢ i weryfikowaé jeden z tych dwéch sposobow formulowania
hipotez.

Gdybysmy sformutowali hipotezy tak jak to okresla wyrazenie (2.10), to
istotnie mate wartosci sprawdzianu swiadcza przeciwko hipotezie Hy. Gdy
zaobserwowana w probie czestosé p, jest nie wieksza niz wartos¢ krytyczna
Dirs CZYLL Ps < Py, €O jest rOwnowazne nieréwnosci z; < z., to odrzucamy
Hy na korzysé H; z prawdopodobieristwem popelnienia btednej decyzji (ry-
zykiem) k. Oznacza to, iz z prawdopodobienstwem pomylki x stwierdzamy,
ze system kontroli wewnetrznej jest skuteczny.

Gdy ps > pux, CcO jest rOwnowazne nieréwnosci zg > 2., to przyjmu-
jemy H, z prawdopodobienistwem popehienia btednej decyzji (ryzykiem)
n. Oznacza to, iz system kontroli wewnetrznej jest traktowany jako niesku-
teczny z prawdopodobienstwem pomyiki 7.

(2.13)

2.2.2. Weryfikacja hipotezy, w sytuacji gdy sprawdzian testu ma
rozklad dokladny

Hipoteze Hy okreslona wyrazeniem (2.2) weryfikuje sie za pomoca ob-
serwowanej w probie liczby wykrytych nieprawidlowosci, oznaczanej dalej
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przez M,. Préba prosta o liczebnosci n jest losowana bezzwrotnie. Wia-
domo, ze statystyka M, ma rozklad hipergeometryczny, ktérego funkcje
prawdopodobienstwa w przypadku prawdziwosci hipotezy H, okresla wzor:

Moy (N—M,
(o) G
()

n
Duze wartosci statystyki testowej M, Swiadcza przeciwko hipotezie spraw-
dzanej Hy, a na na korzysé¢ hipotezy H,. Poziom istotnosci testu, ktory nie

moze by¢ wiekszy od ryzyka dezaprobaty skutecznego systemu kontroli 7,
okresla wyrazenie:

P(M, =m) = (2.14)

n > a= P(Ms > mn|H0)7 (215)

gdzie m, jest wartoscia krytyczna testu. Podkreslmy, ze liczba m,, jest
najmniejsza liczba naturalna, spelniajaca powyzsza nieréwnosc.

Gdy ms; > m,, to system kontroli wewnetrznej nie jest akceptowany
jako skuteczny z ryzykiem nie wiekszym niz n popelnienia blednej decyzji.
Wynika to stad, ze spetnienie nieréwnosci m, > m,, prowadzi do odrzucenia
hipotezy Hy na korzy$¢ H; z prawdopodobienstwem popehienia bledu I
rodzaju nieprzekraczajacym poziomu istotnosci a = .

Gdy ms; < m,, to nie ma podstaw do odrzucenia sadu o skutecznosci
systemu kontroli wewnetrznej, poniewaz nie ma podstaw do odrzucenia hi-
potezy Hy. W tym przypadku hipoteze H, przyjmujemy, jesli prawdopodo-
bienstwo v popelnienia btedu II rodzaju jest dostecznie male i nie wieksze
od ryzyka akceptacji nieskutecznego systemu kontroli. W rozwazanym przy-
padku prawdopodobienstwo v okresla wyrazenie:

k> v=P(M;<mylH). (2.16)

Oczywiscie, zada sie, aby v bylo nie wieksze od zalozonego ryzyka x ak-
ceptacji nieskutecznego systemu kontroli, czyli aby « > v. Przy ustalonej
liczebnosci préby ta nieréwnos$é nie musi by¢ speliona, dlatego pozostaje
wyznaczy¢ minimalny rozmiar préby, przy ktérym nieréwnosé (2.16) bedzie
spetniona. Szukany rozmiar préby, dalej oznaczany przez n,, mozna w pak-
tyce wyznaczy¢ za pomoca iteracyjnej procedury, rozwiazania nastepujacego
ukladu nieréwnosci:

M N — M,
n>P(M,>m|Hy)=1-3""]1 ( kﬂ)((NSkO),
(2.17)

1 (1\41)<N71Wl)

K Z P(MS < m|H1) = k=0 IC(T’I)I%?
ze wzgledu na niewiadome m i n. Rozwiazanie m,,, i n,, tego uktadu
nierownosci otrzymujemy iteracyjnie; rozpoczynajac od liczebnosci préby
n = 1 wyznacza si¢ wartos¢ krytyczna m,, ., jako najwieksza liczbe naturalna
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spehiajaca pierwsza nieréwnosé¢ uktadu. Nastepnie, jesli druga nieréwnosé
jest speliona dla m, ., to n,. = 1, a w przeciwnym razie powicksza sie
o jeden liczebnos¢ préoby do poziomu n = 2. Procedure powtarza sie az do
uzyskania takiej liczebnosci n,,, oraz wartosci krytycznej m,, ., dla ktorych
uklad nieréwnosci jest spetniony.

Przyklad 2.2

W urnie jest 200 pytan, ktore sa zadawane studentowi podczas egza-
minu magisterskiego. Zwykle, dobrze przygotowany do egzaminu student
potrafi odpowiedzie¢ na 80% pytan. Z kolei stabo przygotowany student
zna prawidlowe odpowiedzi na 50% pytan. Zatem badana populacja sktada
sie z N = 200 pytann. Dopuszczalna liczba pytan, na ktére student moze
nie zna¢ odpowiedzi wynosi My = 60, natomiast juz dyskwalifikujaca liczba
pytan (na ktére student nie potrafi odpowiedzie¢) jest poziom M; = 100.
Student odpowiada na n wylosowanych bezzwrotnie pytan. Osoba pro-
wadzaca egzamin gra role swoistego audytora poziomu wiedzy studenta.
Na podstawie jego poprawnych odpowiedzi moze uznac, ze jego wiedza jest
na dobrym albo niedostatecznym poziomie. Innymi stowy, niewiedza stu-
denta moze by¢ na dopuszczalnym poziomie, gdy nie potrafi odpowiedzie¢
na nie wiecej niz My pytan, albo na poziomie dyskwalifikujacym, jesli nie
potrafi odpowiedzie¢ na co najmniej M; pytan. Egzaminator na podsta-
wie odpowiedzi studenta moze uznaé jego wiedze za niewystarczajaca (czyli
nie zalicza egzaminu), gdy student byl dobrze przygotowany z ryzykiem 7.
7, drugiej strony moze ten egzamin zaliczy¢, mimo ze student reprezentuje
dyskwalifikujace go umiejetnosci odpowiedzi z ryzykiem . Egzaminator po-
stuluje, aby te ryzyka byty rowne n = 0.11 x = 0.2. Mamy wiec problem do-
tyczacy weryfikacji hipotez zdefiniowanych wyrazeniem (2.2) z okreslonymi
wlasnie dopuszczalnymi prawdopodobienstwami popemienia btedow I i II
rodzaju. Problem polega na ustaleniu liczby pytan, ktére powinien wylo-
sowa¢ student podczas egzaminu, aby te postulaty byly spelnione. Zatem
nalezy rozwiaza¢ uktad nieréwnosci okreslony wyrazeniem (2.17). W tym
celu korzystamy z nastepujacej procedury napisanej w jezyku R programo-
wania komputerow.
#Wyznaczanie liczebno$ci proby przy ustalonym 7 i k
#Liczebno$¢ populacji:
N < =200
#Hipoteza HO:
MO < —60
#Hipoteza H1:
M1 < —100
#Ryzyka:
eta < —0.1; kappa < —0.2
pk < —1; n< —1
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while ((pk > kappa)&(n < N — MO0))
{wk < —qhyper(1 — eta, MO, N — MO0, n)
pk < —phyper(wk, M1, N — M1, n)
n<-—n+1}

#niezbedna liczebnos¢ proby:
n<-n-—1n

#wartos¢ krytyczna testu:

wk

Wynikiem realizacji tej aplikacji sa wartos¢ krytyczna m,,, = 10 oraz
liczebnos¢ n,,, = 25. Zatem, przy okreslonych postulatach student powinien
odpowiada¢ na 25 wylosowanych bezzwrotnie pytan. Jesli nie odpowie na
co najmniej 10 sposrod nich, to egzaminator nie daje zaliczenia studen-
towi z prawdopodobienstwem blednej decyzji (polegajacej na niedocenieniu
wiedzy studenta) nie wigkszym od 0.1. W sytuacji gdy student nie odpo-
wiada poprawnie na mniej niz 10 pytan, to egzaminator daje mu zaliczenie,
jakkolwiek jest swiadom, ze mdgl sie pomyli¢ (czyli przeceni¢ umiejetnosci
studenta) z prawdopodobieristwem nie wiekszym od 0.2.

Odpowiadanie na egzaminie ustnym na 25 pytan jest réwnowazne ,,zame-
czeniu” studenta, dlatego egzaminator wspanialomyslnie zwieksza ryzyko
zaliczenia egzaminu studentowi, nawet gdy na to nie zastuguje, do poziomu
k = 0.33. Wtedy m,, = 7 oraz liczebnos¢ n,, = 17. W tej sytuacji eg-
zaminator juz nie decyduje sie na dalsze zwiekszanie prawdopodobienstwa
popehienia bledu s, poniewaz obnizyloby to wiarygodnosé egzaminu, bo
zwiekszyloby sie ryzyko zdania egzaminu przez niedostatecznie przygotowa-
nych studentow.

2.2.3. Przyblizanie rozkladu prawdopodobienstwa sprawdzianu
testu rozkladami dwumianowym albo Poissona

W literaturze znane sa twierdzenia graniczne (por. np. Gerstenkorn,
Srédka, 1974 lub Krzysko, 2000), pozwalajace aproksymowaé rozkltad hi-
pereometryczny w sytuacji, gdy liczebnos$é proby jest bardzo duza lub jesli
prawdopodobiestwo py = % jest bliskie zeru. Z jednego z nich wynika,
ze funkcje prawdopodobienistwa rozkladu hipergeometrycznego mozna przy-
blizy¢ funkcja prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego, gdy liczebnosé
populacji jest duza. W praktyce to przyblizenie zaleca sie, gdy N > 1000
ip, > 0.04. Wéwcezas wyrazenie (2.17) prowadzace do wyznaczenia wartosci
krytycznej m, , i rozmiaru n,, proby speliajacych postulaty nieprzekro-
czenia ryzyka s blednej akceptacji systemu kontroli i ryzyka n blednej jego
dezaprobaty przyjmuje postac:
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n > P(M, > m|Ho) =1 — 770 ()ph(1 — po)*,

(2.18)
m—1 (n n—
k> P(My <m|Hy) =) ", (k)p’f(l —p)" R

Kolejne przyblizenie rozktadu hipergeometrycznego rozkltadem prawdo-
podobienstwa Poissona stosuje sie, gdy liczebnosé populacji jest bardzo duza
i wraz ze wzrostem liczebnosci préoby n warto$¢ prawdopodobienstwa py
maleje w taki sposdb, ze npy zmierza do granicznej wartosci A. W praktyce
zwykle stosuje sie to przyblizenie, jesli n > 1000, natomiast py < 0.04.

Wtedy wyrazenie (2.17) przyjmuje postac:

n>P(M,>m|Hy) =1-37") ("]Z(;)ke—np()7

(2.19)

k> P(M, < m|Hy) = Y m b po)l o —no.

Prawdopodobienstwa rozktadu hipergeometrycznego, dwumianowego lub
Poissona mozna wyliczy¢ za pomoca odpowiednich instrukcji jezyka pa-
kietu statystycznego R, ktére dalej bedziemy wykorzystywaé. Warto tutaj
zwroci¢ uwage, ze dla duzych rozmiaréw populacji zaréwno rozktad hiperge-
ometryczny, jak i dwumianowy jest przyblizany rozkladem beta, co wynika
z dostepnego online elektronicznego podrecznika pakietu statystycznego R.

Przyklad 2.3

System komputerowy przeprowadzania egzaminéw sklada sie m.in. z ba-
zy pytan. OdpowiedZ na kazde z nich moze by¢ tylko twierdzaca albo
przeczaca. Baza obejmuje N = 2000 pytan, ktére dotycza tresci wy-
czerpujacych pewna dziedzine wiedzy. Uwaza sie, ze student posiada wy-
starczajacy zaséb wiedzy o przedmiocie, jesli potrafi odpowiedzie¢ na 80%
pytar, a gdy ta umiejetno$¢ dotyczy tylko 60% pytan, jego wiedza o przed-
miocie nie jest wystarczajaca. Innymi stowy, dopuszcza sie, by student nie
potrafit udzieli¢ prawidlowych odpowiedzi na 20% pytan. W przypadku
gdy nie zna odpowiedzi prawidlowych na 40% pytan, taki poziom wiedzy
uwaza sie za niedopuszczalny. Mozna wiec sformutowaé hipotezy okreslone
réwnowaznie wyrazeniami (2.1) lub (2.2), gdzie przez py = 0.2, p; = 0.4 lub
My = Npo = 400, M; = Np; = 800. Aby sprawdzi¢ wiedze studenta, losuje
sie n pytan. Liczbe pytan, na ktére udzielit nieprawidlowej odpowiedzi ozna-
czymy przez m. Wartos¢ krytycznag testu oznaczamy przez m,, .. Zatem,
jesli student nie odpowie na co najmniej m,, , pytan, czyli m > m, ., to
nie zalicza egzaminu z ryzykiem podjecia krzywdzacej go decyzji réwnym
lub mniejszym 7. Innymi stowy, w tym przypadku moze zdarzy¢ sie, ze
student akurat trafit w prébie na te pytania, na ktére nie znat prawidtowej
odpowiedzi. Ta sytuacja wystepuje jednak z malym prawdopodobienstwem
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réwnym wlasnie 7. W sytuacji gdy m < m,, ., zaliczamy studentowi egza-
min, mimo ze taka decyzja moze okazaé sie nietrafna z ryzykiem (prawdo-
podobieristwem) nie wiekszym od x. Student moze nie znaé¢ prawidlowych
odpowiedzi na czes¢ pytan, lecz ma szczescie i w wylosowanej probie trafia
na pytania, na ktore wiasciwe odpowiedzi sa mu znane. Tak moze zdarzy¢
sie wlagnie z prawdopodobienstwem k. Zatem objasniane obydwa ryzyka
powinny by¢ bliskie zeru. To jednak prowadzi do zwiekszenia liczebnosci
préby, co wydtuza egzamin i stresuje studenta. W zwiazku z tym szuka sie
pozioméw kompromisowych tych rodzajow ryzyka i co wiecej, dziata sie na
korzysé studenta, przyjmujac, ze n < k. W naszym przypadku przyjmijmy,
ze kK = 0.1, natomiast n = 0.05. Wdéwczas potrzebna do spelnienia tych
postulatéw liczebno$é proby wyznaczamy na podstawie uktadu nieréwnosci
okreslonego wyrazeniem (2.18), co uzasadniamy faktem, ze prawdopodo-
bienstwa pg i p; przyjmuja stosunkowo duze wartosci, a liczebnos¢ popu-
lacji jest dos¢ duza. Potrzebne obliczenia przeprowadzamy na podstawie
nastepujacej procedury przygotowanej jezyku R.

#Wyznaczanie liczebno$ci proby przy ustalonym 7 i s
#Przyblizenie dwumianowe
#Liczebnos¢ populacji:

N < —2000

#Hipoteza HO:

p0 < —0.2

#Hipoteza H1:

pl < —04

#Ryzyka:

eta < —0.05; kappa < —0.1
pk < —1; n< —1

while ((pk > kappa)&(n < N))
{wk < —gbinom(1 — eta, n, p0)
pk < —pbinom(wk,n, pl)
n<-—-n+1}

#niezbedna liczebnosé proby:
n<-n-—1n

#wartos¢ krytyczna testu:

wk

W wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymujemy, ze m, . = 14in, , =
47. Student losuje wiec 47 pytan. Jesli student nie odpowie na co najmniej
14 pytan, to nie zaliczamy mu egzaminu z ryzykiem popelienia niespra-
wiedliwej decyzji mniejszym lub réwnym 0.05. Gdy student nie odpowie
na mniej niz 14 pytan, to zaliczamy mu egzamin z ryzykiem popelnienia
blednej decyzji nie wiekszym od 0.1.

96



Przykitad 2.4

Przeprowazono audyt 19 800 operacji bankowych celem oceny systemu
kontroli wewnetrznej, ktéry powinien uniemozliwi¢ wystepowanie ewentu-
alnych btedéw w tych operacjach. Dopuszczalny udzial mogacych wystapic
nieprawidlowosci ustala sie na poziomie py = 0.005, a poziom dyskwalifi-
kujacy wynosi p; = 0.02. Ryzyko aprobaty nieskutecznego systemu kon-
troli ustalono na poziomie x = 0.05, a ryzyko dezaprobaty skutecznego
systemu kontroli na poziomie n = 0.1. Zaznaczmy, ze w tym przypadku
w przeciwienstwie do problemu egzaminowania rozwazanego w przykladzie
2.3 mamy, iz k < 1, czyli zada sie, aby ryzyko akceptacji nieskutecznego sys-
temu kontroli bylo mniejsze od ryzyka dezaprobaty prawidtowo dziatajacego
systemu kontroli.

W zwiazku z tym, ze mamy do czynienia z duza populacja i matym
prawdopodobienstwem wystapienia bledu, ktére mozna traktowaé jako tzw.
zjawisko rzadkie. W tej sytuacji do wyznaczenia wartosci krytycznej te-
stu i rozmiaru préoby spelniajacych postulaty ograniczajace poziom ryzyk,
uzyjemy ukladu nieréwnosci okreslonej wyrazeniem (2.19). Aby te nieréw-
nos¢ rozwiazac¢, wykorzystujemy nastepujaca iteracyjna aplikacje napisana
w jezyku R.

#Wyznaczanie liczebno$ci proby przy ustalonym 7 i k
#Przyblizenie Poissona
#Liczebnos¢ populacji:

N < —19800

#Hipoteza HO:

p0 < —0.005

#Hipoteza H1:

pl < —0.02

#Ryzyka:

eta < —0.1; kappa < —0.05
pk<—1; n<—1

while ((pk > kappa)&(n < N))
{wk < —qpois(1 — eta,n * p0)
pk < —ppois(wk,n x pl)
n<-—-n+1}

#niezbedna liczebnosé proby:
n<-n—1n

#wartos¢ krytyczna testu:

wk

Ta procedura wylicza, iz warto$¢ krytyczna testu wynosi m,, = 4,
niezbedny rozmiar proby n > 458. Stad wiec wynika, ze jesli w 458 ele-
mentowej probie prostej losowanej zwrotnie zostanie stwierdzonych mniej
niz 4 wadliwie przeprowadzone operacje bankowe, to akceptujemy system
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kontroli wewnetrznej, przy czym bedzie to bledna decyzja z prawdopodo-
bienstwem nie wickszym od 0.05. W sytuacji gdy ilos¢ nieprawidtowych
operacji osiagnie poziom krytyczny 4, badz bedzie od niego wigksza, to dez-
aprobujemy system kontroli wewnetrznej, z ryzykiem popetnienia biednej
decyzji nieprzekraczajacym poziomu 0.1.

2.3. Wnioskowanie przy ustalonym ryzyku aprobaty
nieskutecznie dzialajacego systemu kontroli

2.3.1. Przypadek préoby prostej

Rozwazymy teraz sytuacje, gdy tzw. dyskwalifikujaca system kontroli
wewnetrznej wartos¢ proporcji nieprawidlowosci nie jest precyzyjnie okreslo-
na. Wyznaczona jest jedynie warto$¢ dopuszczalna tej proporcji oznaczana
przez py. Wowczas wiemy, iz p; > po 1 wartos¢ parametru p; moze byé¢ do-
wolnie bliska wartosci dopuszczalnej py. W tej sytuacji hipotezy formutowane
w podrozdziale 2.1 wyrazeniem (2.1) upraszczaja sie do postaci

HO > Pu > Po, H1 D pu < Po- (220)

Zatem H, glosi, ze system kontroli jest nieskuteczny, bo proporcja niepra-
widlowosci jest wieksza od dopuszczalnej pg, czyli réwna najmniejszej pro-
porcji dyskwalifikujacej p1 = po + 6, gdzie 6 > 0, lecz d nie jest ustalone.
7 kolei H, gtosi, ze system kontroli jest skuteczny, bo nie przekracza dopusz-
czalnej wartosci py. Ryzyko k aprobaty nieskutecznego systemu kontroli jest
teraz poziomem istotnosci testu statystycznego.

Najpierw rozwazymy raczej akademicki przypadek wnioskowania o sku-
tecznosci systemu kontroli wewnetrznej na podstawie danych obserwowa-
nych w probie prostej losowanej bezzwrotnie. 7 racji tego, ze propor-
cja nieprawidlowosci py = %, wyzej okreslone hipotezy mozna zastapic
nastepujacymi rownowaznymi:

HO . MU 2 MO + 1> Mo, H1 : MU S M[), (221)

gdzie przez M, oznaczono ilo$¢ elementéw nieprawidlowych w populacji
o rozmiarze N. Hipoteza sprawdzana H, glosi, ze liczba nieprawidlowosci
przekracza dopuszczalny poziom My, a hipoteza alternatywna H; glosi, ze
liczba nieprawidtowosci nie przekracza dopuszczalnego poziomu M.

Do weryfikacji hipotezy Hy uzyjemy liczby wykrytych nieprawidtowosci,
oznaczanej dalej przez M,, obserwowanych w prébie prostej losowanej bez-
zwrotnie o liczebnosci n. Wiadomo, ze statystyka M, ma rozklad hiper-
geometryczny, ktérego funkcje prawdopodobienstwa w przypadku praw-
dziwosci hipotezy Hy okresla wzér (2.14). Male wartosci statystyki testowej
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M, $wiadcza przeciwko hipotezie sprawdzanej Hy, a na na korzys¢ hipo-
tezy Hi. Poziom istotnosci testu, bedacy jednoczesnie ryzykiem aprobaty
nieskutecznego systemu kontroli x, okresla wyrazenie:

a =k > P(My <my|Hy), (2.22)

gdzie m,. jest wartoscia krytyczna testu. Liczba m, jest najwieksza liczba
naturalna spehiajaca nieréwnosé (2.22).

Gdy ms < m,, to akceptujemy skutecznosé systemu kontroli wewnetrzne;
z ryzykiem x popehienia blednej decyzji. Wynika to stad, ze spelnienie
nieréwnosi mg < m, prowadzi do odrzucenia hipotezy H, na korzys$¢ H;
z prawdopodobienstwem popelnienia bledu I rodzaju réwnemu poziomowi
istotnosci a = k.

Gdy ms > my, to nie ma podstaw do akceptacji skutecznosci systemu
kontroli wewnetrznej, poniewaz nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hj.

Wyznaczanie wartosci krytycznej testu przy ustalonej liczeb-
nosci proby

W sytuacji gdy liczebnos¢ préby jest ustalona i réwna n oraz ryzyko s
jest rowniez okreslone, to wartosé¢ krytyczna m, wyznaczamy jako rozwiaza-
nie nierownosci:

k> P(My <m,) = i % (2.23)

przy czym m, jest maksymalna liczba spelniajaca powyzsze wyrazenie.

Przyklad 2.5

Populacja dokumentow sklada sie z N = 300 sztuk. Audytor ustalil,
ze dopuszczalna liczba blednych dokumentéw moze wynosi¢ My, = 25.
Ponadto, stwierdzil, ze ryzyko aprobaty nieskutecznego systemu kontroli
k = 0.1. W celu sprawdzenia funkcjonowania systemu kontroli wewnetrznej
jakosci tworzonych dokumentow wylosowano z analizowanej ich zbiorowosci
n = 45 dokumentow. W wyniku ich kontroli stwierdzono, ze w dwdch
sposrod nich wykryto nieprawidlowosci.

7 formalnego punktu widzenia mamy do czynienia z weryfikacja hipotezy
Hy okreslonej wyrazeniem (2.21). W celu wyznaczenia wartosci krytycz-
nej m,, testu, spehiajacej nieréwnosé okreslona wzorem (2.23), korzystamy
z nastepujacej instrukcji napisanej w jezyku komputerowym pakietu R:

qghyper(k, Mo, N — My, n) — 1.

Realizacja instrukeji hyper (0.1,25,475,45)-1 jest wlasnie szukana wartoscia
krytyczna, ktora w naszym przypadku wynosi m, = 1. Wyliczona na pod-

99



stawie proby wartos¢ sprawdzianu testu wynosi m, = 2. Zatem, z nie-
rownoséci my, = 2 > 1 = m, wynika, ze nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy H, gloszacej, iz liczba nieprawidlowosci w badanym zbiorze do-
kumentow jest wieksza od dopuszczalnej. To réwniez oznacza, ze nie ma
podstaw do akceptacji jakosci funkcjonowania systemu kontroli.

Rozwiazanie nieréwnosci (2.23) uprosci sie, gdy liczebnosé populacji N
bedzie duza (rzedu co najmniej 1000). Wéwezas z teorii rachunku prawdo-
podobieristwa wynika, ze nieréwnos¢ (2.23) mozna zastapi¢ nastepujaca:

<& (1 _ M,
K2 Z (k>29]5(1 —po)" ", Po = WO- (2.24)
k=0

Przyklad 2.6

Zbidér dokumentow badanych przez audytora liczy 8500 faktur. Dopusz-
czalna liczba faktur z btedami wynosi 5% ich ilosci. Z badanej zbiorowosci
wylosowano bezzwrotnie 80 faktur. Okazalo sie, ze w wyniku przepro-
wadzonej kontroli wsréd tych faktur znalazty sie dwie faktury z bledami.
Czy z ryzykiem blednej decyzji réwnym 0.09 mozna twierdzi¢, ze system
kontroli wewnetrznej jest skuteczny? Mamy wiec do czynienia z weryfi-
kacja okreslonej wzorem (2.21) hipotezy sprawdzanej dla parametru My =
poN = 425, przy czym py = 0.05, N = 8500, n = 80, k = 0.09, ms; = 1.
Warto$¢ krytyczna testu wyznaczamy na podstawie wzoru (2.24). W tym
celu uzywamy nastepujacej instrukeji pakietu (systemu) komputerowego R:

gbinom(k,n,po) — 1

W naszym przypadku gbinom (0.09,80,0.05)-1=1, czyli m, = 1. Zatem
ms = 1 = m,, co prowadzi do wniosku, ze hipoteze Hy nalezy odrzuci¢ z pra-
wdopodobienstwem btednej decyzji rownym 0.09, co w kontekscie badania
audytowego oznacza, iz akceptujemy system kontroli wewnetrznej z ryzy-
kiem (popehienia btednej decyzji) réwnym 0.09.

Dodajmy jeszcze, ze jesli wartos¢ krytyczna wyznaczalibysmy na pod-
stawie dokladnego rozktadu hipergeometrycznego, to wowczas okreslona
w przyktadzie 2.5 instrukcja programu R: ghyper (0.09,425,8075,80)-1 pro-
wadzi réwniez do wartosci krytycznej testu m, = 1.

Nastepny przyblizony sposéb rozwiazywania nieréwnosci (2.23) wynika
ze znanego twierdzenia granicznego, pozwalajacego uzasadni¢ przyblizenie
rozkladu dwumianowego rozktadem Poissona (por. np. Gerstenkorn, Srédka,
1974; Jakubowski i Sztencel, 2004 i Krzysko, 2000). Praktyczny wniosek wy-
nikajacy z tego twierdzenia pozwala, przy zalozeniu, ze p < 0.05, N > 1000
i A = np, nieréwnosé (2.23) zastapi¢ przez nastepujaca:

me k
p>em Y (m;?) . (2.25)
k=0 ‘
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Przyklad 2.7

Sposrod 30 000 dokumentéw wylosowano bezzwrotnie prébe prosta o roz-
miarze 900. W wyniku przeprowadzonej kontroli zaobserwowano wsréd nich
8 dokumentoéw z wystepujacymi w nich bledami. Dopuszcza sig, ze jedynie
1% liczby tych dokumetéw moze byé nieprawidlowo sporzadzonych. Czy
z prawdopodobienstwem 0.04 mozna zaryzykowac, iz w swietle tego rezul-
tatu system kontroli mozna zaakceptowaé jako skuteczny? Reasumujac,
N = 30000, n = 900, po = 0.01, kK = 0.04 oraz m, = 8. Wartos¢ kry-
tyczna testu hipotezy Hy, danej wyrazeniem (2.21) wyznaczamy na podsta-
wie wzoru (2.25), korzystajac z nastepujacej instrukeji programu R:

qpois(k,npg) — 1.

W naszym przypadku m,, = qpois(0.04,900%0.01)-1=3. Zatem nieréwnos¢
ms = 8 > m, = 3 prowadzi audytora do wniosku, Ze nie nalezy odrzucac
hipotezy o tym, ze badany system kontroli wewnetrznej jest nieskuteczny.

Znane centralne twierdzenie graniczne de Moivre’a-Laplace’a pozwala
na przyblizone rozwiazanie nieréwnosci (2.23) dla N > 1000, p > 0.05,
n > 100 wyznaczy¢ jako rozwiazanie nastepujacego rownania:

k=P|Zz< b — 10 =z |, (2.26)
(- )
(N_l)npo Po

z ktérego wyliczamy, ze m, = np,., gdzie:

N —npo(l—
m+%¢ n po m{ (2.27)

przy czym k = P(Z < z,)1 Z ~ N(0;1).

Przyklad 2.8

Sposréd 6500 sprawozdan finansowych wylosowano bezzwrotnie préobke
prosta 120-elementowa. Po kontroli wylosowanych sprawozdan okazalo sie,
ze 8 sposrdd nich jest blednie przygotowanych. Dopuszcza sie, ze az 0.06%
zle przygotowanych sprawozdan moze by¢ niezauwazonych podczas kon-
troli wewnetrznej. Na poziomie ryzyka blednej akceptacji systemu kontroli
wewnetrznej rownym (.08 sprawdzamy, czy mozna uznaé, ze system kon-
troli jest wystarczajaco wydolny, co sprowadza sie do weryfikacji hipotezy
okreslonej wzorem (2.21). Z racji tego, ze wyjsciowe warunki spemiaja kry-
teria, przy ktorych stosuje sie centralne twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a,
wykorzystujemy wzory (2.26) i (2.27) do wyliczenia wartosci krytycznej te-
stu. Korzystajac z intrukeji programu R:

N —n
gnorm </~£, npo, \/mnpo(l — po)) )
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W naszym przypadku N = 6500, n = 120, ms = 8, pg = 0.06, x = 0.08.
To juz pozwala wyliczy¢ warto$¢ qnorm(0.08,7.2,2.5776)=3.5783 = m,,.
Zatem mg; = 8 > m,. W zwiazku z tym nie ma podstaw do aprobaty
skutecznosci badanego systemu kontroli wewnetrzne;j.

Wyznaczanie liczebnosci préby prostej losowanej bezzwrotnie
przy ustalonej wartosci krytycznej

W przypadku gdy audytor ustala poziom ryzyka s oraz wartos¢ kry-
tyczna testu m,, to pojawia sie mozliwos¢ wyznaczania niezbednej liczebnos-
ci préby, zapewniajacej podjecie decyzji o prawdziwosci hipotezy Hy. Czy-
nimy to réwniez na podstwie nieréwnosci (2.23)-(2.25), lecz tym razem
rozwiazujemy je wzgledem niewiadomej, ktora jest wiasnie szukana liczeb-
no$¢ préby. To doprowadzito do stworzenia specjalnych tablic (por. np.
Karlinski, 2005; Hotda i Pociecha, 2004; Guy, Carmichael i Whittinton,
2002) pozwalajacych przy ustalonym pg, £ i p, wyznaczy¢ niezbedna li-
czebnosé proby.

Przyklad 2.9

Populacja sktada sie z N = 400 dokumentéw. Dopuszcza sie, ze My = 20
sposrod nich moze by¢ nieprawidtowo sporzadzonych. Audytor w celu prze-
konania sie, czy ta dopuszczalna ilo$¢ nieprawidlowosci jest zachowana,
weryfikuje hipoteze okreslona wyrazeniem (2.21), ustalajac ryzyko akcep-
tacji nieskutecznego systemu kontroli wewnetrznej na poziomie x = 0.1.
W celu weryfikacji postawionej hipotezy sprawdzanej bedzie wylosowana
bezzwrotnie préba prosta. Ponadto, audytor ustalil, ze hipoteze Hy odrzuca
z ryzykiem k, gdy zaobserwowana liczba dokumentéw z bledami nie prze-
kroczy krytycznej liczby m, = 2. Pozostaje wiec wyznaczenie niezbednej
liczebnosci proby speliajacej okreslone postulaty, co czynimy na podstawie
wzoru (2.23), wspomagajac sie nastepujaca procedura napisana w jezyku
pakietu R.
#Liczebno$¢ populacji:
N < —400
#Hipoteza HO:
MO < —20
#liczebnosé krytyczna:
mk < —2
#ryzyko:
kappa < —0.1
pk < —1
n < —mk
while ((pk > kappa)&(n < N — MO0))
{pk < —phyper(mk, M0, N — MO0, n)
n<-—n+1}
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#niezbedna liczebnosé proby:
n-1

W wyniku realizacji zapisanej aplikacji otrzymujemy, ze liczebnos$¢ préby
n > 97 wystarczy po to, aby test z ryzykiem nie wigkszym od x = 0.1
zaakceptuje nieskuteczny system kontroli, gdy liczba nieprawidlowych do-
kumentéw bedzie nie wieksza od m, = 2.

Przyktad 2.10

Ze zbiorowosci rolnikéw pewnej gminy liczacej 2500 oséb bedzie loso-
wana bezzwrotnie préba prosta w celu weryfikacji okreslonej wyrazeniem
(2.21) hipotezy sprawdzanej, gloszacej, ze co najmniej 0.2 wnioskow o do-
finansowanie dzialalnosci na rzecz ochrony srodowiska jest nieprawidlowo
sporzadzonych i zostato to niezauwazone przez przyjmujacych te dokumenty.
Ta hipoteza bedzie odrzucana, jesli liczba stwierdzonych w probie btednych
sprawozdan nie przykroczy poziomu 5. Zatem oznacza to, ze system kon-
troli jest nieskuteczny. Ryzyko przyjecia nieskutecznego systemu kontroli
ustalono na poziomie 0.1. Teraz pozostaje wyznaczy¢ niezbedna liczebnosé
préby, spekiajaca okreslone postulaty. Reasumujac, rozmiar proby powi-
nien zapewniaé, ze dla wartosci krytycznej testu m, = 5 weryfikujemy hi-
poteze Hy : My > poN = 500 z ryzykiem jej blednego odrzucenia réwnym
k = 0.1, przy czym py = 0.2 1 N = 2500. W zwiazku z tym, ze rozmiar po-
pulacji dokumentéw jest duzy (co zapewnia zbieznos$¢ rozktadu hipergeome-
trycznego do rozkladu dwumianowego), wykorzystujemy nieréwnosé (2.24)
do wyznaczenia potrzebnej liczebnosci préby, ktora bedzie rozwiazaniem
tej nieréwnosci. Do wyliczenia tej liczebnosci doprowadzi nas nastepujaca
rekurencyjna procedura napisana w jezyku R.

#wyznaczanie liczebnosci proby przy ustalonym kappa
#przyblizenie dwumianowe
#liczebnosé populacji:

N < —2500

#Hipoteza

HO: p0 < —0.2

MO < —N % p0

#wartos¢ krytyczna:

mk < —5

#ryzyko:

kappa < —0.1

pk < —1

n < —mk

while((pk > kappa)&(n < N — MO0))
{pk < —pbinom(mk,n, p0)
n<-—-n+1}

63



#niezbedna liczebnosé proby:
n-1

W wyniku realizacji zapisanej aplikacji otrznymujemy szukany rozmiar
proby: n > 45.

Przyklad 2.11

Ze zbiorowosci podatnikéw pewnej gminy liczacej 9500 oséb dorostych
bedzie losowana bezzwrotnie proba prosta w celu weryfikacji okreslonej
wyrazeniem (2.21) hipotezy sprawdzanej, gloszacej, ze co najmniej 0.01
sprawozdan podatkowych jest nieprawidlowo sporzadzona i zostalo to nie-
zauwazone przez przyjmujacych te dokumenty. Ta hipoteza bedzie odrzu-
cana, jesli liczba stwierdzonych w prébie btednych sprawozdan nie przykro-
czy poziomu 5. Ryzyko przyjecia nieskutecznego systemu kontroli ustalono
na poziomie 0.1. Teraz pozostaje wyznaczy¢ niezbedna liczebnos$é préby
speliajaca okreslone postulaty. Reasumujac, rozmiar préby powinien za-
pewniaé, ze dla wartosci krytycznej testu m, = 5 weryfikujemy hipoteze
Hy: My > poN = 95 z ryzykiem jej blednego odrzucenia rownym « = 0.1,
przy czym po = 0.01 i N = 9500. W zwiazku z tym, ze rozmiar populacji
sprawozdan jest duzy, parametr pg maly (co umozliwia zbieznosé¢ rozktadu
hipergeometrycznego do rozkladu Poissona), wykorzystujemy nieréwnosé
(2.25) do wyznaczenia potrzebnej liczebnosci préby. Zatem, bedzie ona
rozwiazaniem tej nieréwnosci, do czego doprowadzi nas nastepujaca reku-
rencyjna aplikacja napisana w jezyku R.
#wyznaczanie liczebnosci proby przy ustalonym kappa
#przyblizenie Poissona
#liczebnosé populacji:
N < —=9500
#Hipoteza
HO: p0 < —0.01
MO < —N % p0
#wartos¢ krytyczna:
mk < —5
#ryzyko:
kappa < —0.1
pk < —1
n < —mk
while((pk > kappa)&(n < N — MO0))
{pk < —ppois(mk,n * p0)

n<-n+1}
#niezbedna liczebnosé proby:
n-1

W wyniku przeprowadzonych obliczenn otrzymujemy, ze nalezy wylo-
sowac co najmniej 928 sprawozdan do ich skontrolowania.
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Ze wspomnianego juz twierdzenia de Moivre’a—Laplace’a przy zatozeniu,
ze N > 1000, p > 0.05 oraz ustalonej czestosci krytycznej p, z rownania
(2.27) wynika, iz

1 . Zapo(1 = po)
LN (el T (p, —pg)2 ]

z2po(1—po)

n >

(2.28)

=

urs

przy czym k = P(Z < z), Z ~ N(0;1), a warto$¢ krytyczna p, = ™
audytorzy zwykle okreslaja na poziomie nie wigkszym niz 0.5pg, czyli p, =
0.5po (por. np. Karlinski, 2005).

Przyklad 2.12

Zwykle z powodu nieuwagi, czyli braku samokontroli, 15% nauczycieli
oddaje protokoly ocen z egzaminéw z bledami. Przeprowadzono dodatkowa
kontrole protokotéw wéroéd wylosowanych nauczycieli z populacji N = 2000
pracownikow dydaktycznych uniwersytetu. Weryfikujemy hipoteze spraw-
dzana, okreslona wyrazeniem (2.21), czyli Hy : My > My = poN = 300,
gdzie py = 0.15, przy ryzyku jej blednego odrzucenia na korzysé hipotezy
konkurencyjnej Hy : My < 300 wynoszacym x = 0.01. Wartosé¢ krytyczna
testu ustalamy na poziomie p, = 0.07. W zwiazku z tym, ze spelione
sa zalozenia centralnego twierdzenia granicznego, korzystamy z wyrazenia
(2.28) w celu wyznaczenia niezbednej liczebnosci préby. Woéwcezas liczebno$é
préby wyliczamy za pomoca nastepujacej procedury zapisanej w jezyku R:
#wyznaczanie liczebnosci proby przy ustalonym kappa
#przyblizenie normalne
#liczebnosé populacji:
N < —2000
#Hipoteza
p0 < —0.15
MO < —N *p0
#wartos¢ krytyczna:
mpk < —0.07
#ryzyko:
kappa < —0.01
n < —1/(1/N+ (N —1) % (wpk — p0)?/(N * p0 = (1 — p0) * gnorm(kappa)?))
#niezbedna liczebnosé proby:
n-1

Zapisana procedura wylicza, ze niezbedny rozmiar préby wynosi 103.

2.3.2. Przypadek préoby warstwowej

Rozwazamy dalej problem weryfikacji hipotez okreslonych réwnowaznymi
wyrazeniami (2.20) i (2.21), lecz tym razem uzyjemy statystyki testowej,
bedacej funkcja estymatora wskaznika struktury z proby warstwowej. W pod-
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rozdziale 1.3.3 wyjasniono konstrukcje schematu losowania préby warstwo-
wej. Niech populacja dokumentéw bedzie podzielona na H roztacznych
i niepustych warstw. Sume liczebnosci prob prostych losowanych bezzwrot-
nie z warstw oznaczamy przez n. Do weryfikacji hipotezy sprawdzanej H
uzywa sie statystyki:

z, =L (2.29)
Va(Ds)
gdzie:
H
N,
Pe =D Wnbs,,  Wh= S (2.30)
h=1
H
_ Np—mnp
Vi(ps) = ~ Wps, (1 — psy, ), 2.31
( ) — (Nh_1>nh h h( h) ( )

przy czym przez ps, ozhaczono czesto$¢ wystepowania nieprawidlowosci
w probie prostej s;, o liczebnosci ny,, losowanej bezzwrotnie z h-tej warstwy
o liczebnosci NVy,.

Zastosujmy twierdzenie de Moivre’a—Laplace’a dla kazdej warstwy z osob-
na. Wtedy przy zalozeniu, ze rozmiar kazdej warstwy osiaga co najmniej
1000 elementow, a rozmiar proby z niej losowanej ma liczebno$¢ réwna co
najmniej 100 elementéw oraz prawdopodobienstwa wystapienia nieprawidto-
wosci w kazdej warstwie nie jest mniejsze od 0.04, okreslona wzorem (2.29)
statystyka Z ma rozktad normalny standardowy, gdy prawdziwa jest hipo-
teza sprawdzana Hj okreslona wyrazeniem (2.20). Ponadto, zaklada sie, iz
jesli liczebnodci prob rosna, to rosna réwniez odpowiednie rozmiary warstw.
Wowecezas, przy ustalonej liczebnosci proby warstwowej warto$é krytyczna
P, testu hipotezy Hy wyznacza wzor:

P (ps < pH|HO) =R, (232)

gdzie:
Pr = Do + 26\ Vs(Ds), (2.33)

przy czym k = P(Z < z.), Z ~ N(0,1). Gdy zaobserwujemy, ze ps <
Dw, to akceptujemy system kontroli wewnetrznej z prawdopodobienstwem
(ryzykiem) zawyzonego do niego zaufania na poziome k.

Przyklad 2.13

Planuje sie przeprowadzenie kontroli poprawnosci wypisywanych recept
na leki, wystawionych w lutym br. Populacja recept jest podzielona na
trzy warstwy ze wzgledu na zrédlo ich pochodzenia. W pierwszej warstwie
liczacej 55 000 recept sa recepty wystawione w podstawowej opiece zdrowot-
nej. Recepty pochodzace ze specjalistycznej opieki zdrowotnej sa w drugiej
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warstwie, zawierajacej 20 000 tych dokumentow. Trzecia warstwa liczy
5 000 recept wystawionych w lecznictwie zamknietym. Z kolejnych warstw
planuje sie wylosowac¢ 300, 200 i 100 recept.

Prawidlowos¢ wystawianych recept jest w sposob naturalny sprawdzana
przez aptekarzy. W zwiazku z tym apteki mozna traktowaé jako system
kontrolujacy jakos¢ recept. Przyjmuje sie, ze dopuszczalny udzial recept
nieprawidlowo wystawionych ustalono na poziomie 0.05. Problem polega
na sprawdzeniu sadu gloszacego, ze nie jest skutecznym dzialanie tego swo-
istego systemu kontroli jakosci recept przeciwko stwierdzeniu, ze ten sys-
tem dziata skutecznie. Formalnie rzecz biorac, prowadzi do tego weryfi-
kacja hipotezy, ze udzial nieprawidtowych recept przekracza dopuszczalny
poziom py = 0.05, przy konkurencyjnej hipotezie, ze ten poziom dopusz-
czalny nie jest przekroczony, czyli te hipotezy formalnie okresla wyrazenie
(2.20). Przyjmuje sie, ze ryzyko przyjecia nieskutecznego systemu kontroli
nie przekracza poziomu k = 0.1.

Na podstawie informacji z wybranych aptek oszacowano, ze udzialty nie-
prawidlowo wypisanych aptek w kolejnych warstwach wynosza 0.06, 0.02
i 0.1. Zgodnie z tymi ocenami najmniej nieprawidtowych recept pochodzi
od specjalistow, a najwiecej od pracujacych w szpitalach, czyli lecznictwie
zamknietym.

Przy okreslonych postulatach wartosé krytyczna testu wyznaczamy na
podstawie wzoréw (2.33) i (2.31). Przyjmujemy, ze p;, = 0.06, ps, = 0.02
i ps, = 0.1. Korzystajac np. z arkusza kalkulacyjnego Excel lub programu
R mozna wyliczy¢, ze szukana warto$é¢ krytyczna wynosi: p. = 0.037. Za-
tem, jesli po kontroli recept wylosowanych do préby warstwowej o rozmiarze
600 stwierdzamy, ze udzial recept nieprawidlowych nie przekracza poziomu
krytycznego p., to odrzucamy hipoteze sprawdzana, ze system kontroli re-
cept prowadzony w aptekach nie jest skuteczny, przy czym ta decyzja moze
by¢ bledna z prawdopodobiestwem 0.1. Innymi stowy, wnioskujemy, ze kon-
trola apteczna jakosci recept jest skuteczna, z ryzykiem wydania blednej
decyzji wynoszacym 0.1. Z kolei w przeciwnym wypadku, gdy udzial recept
nieprawidlowych przekroczy poziom krytyczny p., to nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy, iz apteczna kontrola jakosci recept jest nieskuteczna.

Zakladamy, ze liczebnosci prob losowanych z poszczegdlnych warstw sa
proporcjonalne do rozmiaréw odpowiednich warstw. Wtedy ocene wariancji
estymatora p, okresla wzor:

N-—n wy N-ng
Vts_s = h s 1-— sn) ~ s 11— e
(Ps) - Z(Nwh_l)ph( Pan) ;whph( Psy)

(2.34)
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Woéwezas ze wzoru (2.33) wynika, ze niezbedna liczebno$é n préby dla
ustalonych ki p, wyznacza wyrazenie:

24 25
- %90 ] Tl {L] +1, (2.35)
NT + (pn - p0)2

gdzie:

. (2.36)

o | =

H
So =Y wapn(l —pn) <
h=1

Zalozenie, ze p, = % dla h =1,...,H, a co za tym idzie, iz §y = }1 byloby

zbyt pesymistyczne, poniewaz doprowadzi to do znacznego zawyzenia li-

czebnodci proby ponad potrzebe wynikajaca z postulowanej wartosci ryzyka

k. Dlatego postuluje sie, aby wartosci pn, h = 1,..., H oceni¢ na podsta-

wie wstepnych prob prostych losowanych bezzwrotnie z warstw populacji.

W zagadnieniach audytowych oczekuje sie, ze te wartosci sa bliskie zeru,
1

a w kazdym radzie nieprzekraczajace poziomu . Zatem, przyjmujac, ze

pn < % dla h =1,..., H otrzymujemy ze wzoru (2.36), ze &y < 0.16.

Przyklad 2.14

Populacje faktur liczaca 20 000 podzielono na trzy warstwy na podstawie
ich nominalnych wartosci ksiegowych. Dopiero po dokonaniu kontroli wylo-
sowanych faktur moze okazac sie, ze te nominalne wartosci trzeba bedzie po-
prawi¢ na prawdziwe. Pierwsza warstwe stanowity faktury, ktorych wartosé
nie przekraczata poziomu 200 zt. W drugiej warstwie sa faktury o wartosci
wiekszej od 200 zl i nie wiekszej od 1000 zi, a w trzeciej warstwie sa do-
kumenty kwocie wiekszej od 1000 zt. W kolejnych warstwach znajduje
sie odpowiednio 40%, 30% i 30% liczby wszystkich fakur, czyli w; = 0.4,
we = w3 = 0.3.

Weryfikujemy hipoteze sprawdzana Hy (por. wyrazenia (2.20) i (2.21)),
gloszaca, ze proporcja faktur z btedami nie przekracza wartosci dopuszczal-
nej, Hy : py > po = 0.05, przy hipotezie alternatywnej Hy : py < pg =
0.05. Ryzyko akceptacji nieprawidlowego systemu kontroli ma nie prze-
kracza¢ poziomu x = 0.01. Ponadto, ustalamy, ze sformulowana hipoteza
sprawdzana bedzie odrzucana, gdy czestos¢ wystepowania btednych faktur
nie przekroczy poziomu p, = 0.01.

Decydujemy sie na losowanie proby warstwowej z liczebnosciami prob
proporcjonalnymi do warto$ci rozmiaréw warstw. Przyjmujemy, ze udzial
faktur z btedami w kazdej warstwie nie przekracza poziomu 0.2, co daje
wartos$¢ g = 0.16. Wartos¢ z, = —2.3264, poniewaz z tablic dystrybuanty
rozkladu normalnego standardowego wynika, ze P(Z < z,) = 0.01 = &,
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gdzie Z ~ N(0,1). Te rezultaty i wzoér (2.35) prowadza do nastepujacego
wyniku:
(—2.3264)20.16

n > + 1 = 527.

- —2.3264)20.16
(2282016 1 (0.01 — 0.05)2

Teraz na podstawie wzoru (1.29) wyliczamy, ze rozmiary prob, ktére maja
by¢ losowane z warstw wynosza n; = 527-0.4 = 210.8 =~ 211, np = ng = 527-
0.3 = 158.1 = 158. Zatem tak wyznaczona proba spehia ustalone postulaty,
czyli hipoteza H, bedzie odrzucana z ryzykiem popelnienia blednej decyzji
wynoszacym k = 0.01, gdy zaobserwowana w prébie czestos¢ wystepowania
blednych faktur p, nie przekroczy wartosci krytycznej p, = 0.01. W przeciw-
nym przypadku, jesli p, > 0.01, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
H().

2.4. Wnioskowanie przy ustalonym ryzyku
dezaprobaty skutecznie funkcjonujacego
systemu kontroli

Niniejszy podrozdzial jest niejako komplementarny w stosunku do tresci
poprzedniego. Tym razem proces weryfikacji skutecznosci systemu kontroli
jest prowadzony tak, aby ewentualnie podja¢ mozliwie mate ryzyko od-
rzucenia skutecznie dzialajacego systemu kontroli wewnetrznej. Dodajmy
jeszcze, iz prezentowane tutaj podejécie do analizy skutecznosci kontroli
jest rzadko brane pod uwage w praktyce, poniewaz zwykle wieksza wage
przywiazuje sie do dbalodci o nieprzekroczenie postulowanego ryzyka przyje-
cia zle dziatajacego systemu kontroli.

2.4.1. Przypadek préby prostej

Podobnie jak wczesniej, wartos¢ dopuszczalna proporcji nieprawidtowosci
oznaczamy przez py. O wartosci dyskwalifikujacej p; wiemy jedynie tyle, ze
jest ona wieksza od dopuszczalnej, czyli p; > po. W zwiazku z tym hipotezy
formutowane w podrozdziale 2.2 wyrazeniem (2.1) upraszczaja sie do postaci

Hy : py < po, Hy: pu > po. (2.37)

Zatem H, glosi, ze system kontroli jest skuteczny, bo proporcja niepra-
widlowosci jest nie wieksza od dopuszczalnej py. Z kolei Hy glosi, ze system
kontroli jest nieskuteczny, bo proporcja nieprawidtowosci przekracza do-
puszczalna wartos$¢ pg. Ryzyko 1 dezaprobaty skutecznego systemu kontroli
jest teraz poziomem istotnosci testu statystycznego.

Zakladamy, ze proba potrzebna do wnioskowania o skutecznosci sys-
temu kontroli wewnetrznej jest prosta losowana bezzwrotnie. Proporcja
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nieprawidlowosci py = %, co pozwala wyzej okreslone hipotezy zastapi¢
nastepujacymi réwnowaznymi:

Hy: My < M,, Hy: My > Mo, (238)

gdzie przez M, oznaczono ilo$¢ elementéw nieprawidlowych w populacji
o rozmiarze N. Hipoteza sprawdzana H glosi, ze liczba nieprawidtowosci
nie przekracza dopuszczalnego poziomu M, a hipoteza alternatywna H;
glosi, ze liczba nieprawidlowosci jest wieksza od dopuszczalnego poziomu
Mo.

Podobnie jak wezedniej do weryfikacji hipotezy Hy uzyjemy liczby wykry-
tych nieprawidlowosci, oznaczanej dalej przez M. Ocena wartosci M jest
wyznaczana na podstwie proby prostej losowanej bezzwrotnie o liczebnosci
n. Duze wartosci statystyki testowej M, Swiadcza przeciwko hipotezie
sprawdzanej Hy, a na na korzys$¢ hipotezy H;. Poziom istotnosci testu,
bedacy jednoczes$nie ryzykiem 7 dezaprobaty skutecznego systemu kontroli,
okresla wyrazenie:

o =12 P(M, > m,|Hy), (2.39)

gdzie m,, jest wartoscia krytyczna testu. Liczba m,, jest najmniejsza liczba
naturalna spetniajaca nieréwnos¢ (2.39).

Gdy m, > m,;, to dezaprobujemy skutecznos¢ systemu kontroli wewnetrz-
nej z ryzykiem 7 popelnienia blednej decyzji. Wynika to stad, ze spetnienie
nierownosi m, > m, prowadzi do odrzucenia hipotezy Hj, na korzys¢ H,;
z prawdopodobienstwem popehienia btedu I rodzaju rownemu poziomowi
istotnosci a = 7).

Gdy ms < m,, to nie ma podstaw do dezaprobaty skutecznosci systemu
kontroli, poniewaz nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hj.

W sytuacji gdy liczebnos¢ proby jest ustalona i réwna n oraz ryzyko n
jest rowniez okreslone, to wartos¢ krytyczna m,, wyznaczamy jako rozwigza-
nie nierownosci:

min(n,Mop) (Mo) (N—Mo)
n>P(M,>m,)= Y okl (N”’“ 7 (2.40)
k=my n

przy czym m,, jest najmniejsza liczba sposréd spetniajacych powyzsze wyra-
zenie.
Przyklad 2.15

Zbiér pytan testowych uzytych do egzaminowania sktada sie z N =
500 sztuk. Egzaminator ustalil, ze dopuszczalna liczba pytan, na ktére
student moze nie zna¢ poprawnej odpowiedzi wynosi My = 100. Podczas
egzaminu student losuje n = 50 pytan. Gdy nie odpowie na co najmniej m,,
pytan, to nie zdaje egzaminu. Ustalono, ze ryzyko niezaliczenia egzaminu,
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gdy student zna odpowiedzi na co najmniej 400 pytan, wynosi n = 0.05.
Problem polega na ustaleniu wartosci krytycznej liczby pytan m,,.

Z formalnego punktu widzenia mamy do czynienia z weryfikacja hipotezy
Hy: My < 100, przeciwko hipotezie Hy : My > 100 (por. wyrazenie (2.38)).
Po to aby wyznaczy¢ wartos¢ krytyczna m,, testu spelniajaca nieréwnosc
okreslona wzorem (2.40), korzystamy z nastepujacej instrukcji napisanej
w jezyku komputerowym pakietu R:

qghyper(n, Moy, N — My, n, lower.tail = FALSE) + 1.
W naszym przypadku ta instrukcja konkretyzuje sie do postaci:
ghyper(0.05, 100, 400, 50, lower.tail = FALSE) + 1.

Jej realizacja daje szukana wartoscia krytyczna, ktéra wynosi m, = 16.
Jesli student nie odpowie na 16 lub wiecej pytan sposréd 50 wylosowanych,
to nie zalicza egzaminu, przy czym jest to bledna ocena zasobu jego wiedzy
z prawdopodobienstwem (ryzykiem) réwnym 0.05. W przeciwnej sytuacji,
jesli student nie odpowie na mniej niz 16 pytan, to nie ma podstaw, aby mu
nie zaliczy¢ egzaminu.

Rozwiazanie nieréwnosci (2.40) upraszcza sie, gdy liczebnosé populacji
N bedzie duza (rzedu co najmniej 1000). Woéwcezas, podobnie jak w po-
przednim podrozdziale, mozna ja zastapi¢ nastepujaca:

" /n M,
0= 3 (P)ba-mrt m= S (2.1

k=my

przy czym m,, jest najmniejsza liczba sposrdd tych spetniajacych powyzsza
nieré6wnosc.

Przyklad 2.16

Populacja faktur liczy 5000 dokumentéw. Dopuszczalna liczba faktur
z bledami wynosi 5% ich iloéci. Z badanej zbiorowosci wylosowano bez-
zwrotnie 50 faktur. Okazalo sie, ze w wyniku przeprowadzonej kontroli
wsrod nich znalazly sie trzy faktury z bledami. Czy z ryzykiem blednej
decyzji rownym 0.1 mozna twierdzi¢, ze system kontroli wewnetrznej jest
nieskuteczny? Mamy wiec do czynienia z weryfikacja okreslonej wzorami
(2.37) lub (2.38)hipotezy sprawdzanej dla parametru My = poN = 250,
przy czym pg = 0.05, N = 5000, n = 50, n = 0.1, ms; = 3. Wartos¢ kry-
tyczna testu wyznaczamy na podstwie wzoru (2.41). W tym celu uzywamy
nastepujacej instrukcji pakietu komputerowego R:

gbinom(n, n, po, lower.tail = FALSE) 4+ 1
W naszym przypadku gbinom/(0.1, 50, 0.05, lower.tail = FALSE) = 5, czyli

m, = 5. Zatem, my = 3 < m, = 5, co prowadzi do wniosku, Ze nie
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ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, gloszacej, iz system kontroli jest
skuteczny.

Wyrazenie (2.41) dotyczy sytuacji, gdy rozmiar populacji N jest duzy,
a prawdopodobienstwo py umiarkowanie mate, czyli 0.05 < pg < 0.1. W sy-
tuacji, gdy po < 0.051 N > 1000 i A = np nieréwnosé¢ (2.40) zastepuje sie
przez nastepujaca, wynikajaca z przyblizenia Poissona:

k
n>1—em Y (”Z?) , (2.42)

przy czym m,, jest najmniejsza liczba sposréd tych, ktére spetniaja powyzsza
nierownosé.

Przykitad 2.17

Sposrod 300 000 wierszy tekstu pewnej wielotomowej encyklopedii wy-
losowano 1000 wierszy celem wykrycia w nich bledéw, ktére przeoczyli ko-
rektorzy. W wyniku tego zaobserowano wsrdod nich 30 wierszy z bledani.
Przyjmuje sie, ze dopuszczalny udzial niezauwazonych wierszy z bledami
wynosi 0.05%. Czy z prawdopodobieristwem (ryzykiem) 0.05 mozna twier-
dzi¢, ze system kontroli korektorskiej tekstu nie jest skuteczny? Reasu-
mujac, N = 300000, n = 1000, po = 0.005, n = 0.05. Wartos$¢ krytyczna te-
stu hipotezy Hy, danej wyrazeniem (2.37) wyznaczamy na podstawie wzoru
(2.42), korzystajac z nastepujacej instrukeji programu R:

qpois(n,n x po, lower.tail = FALSE) + 1.

W naszym przypadku m,, = gpois(0.05,1000%0.005, lower.tail = FALSE) =
9. Zatem, jesli zaobserwowana w probie liczba wierszy z bledami jest co naj-

mniej réwna 9, czyli m, > 9 = m,;, to system kontroli korektorskiej uzna-

jemy za nieskuteczny z prawdopodobienstwem popeienia niewlasciwej de-

cyzji réwnym 0.05. W sytuacji odwrotnej, gdy m, < 9 = m,, to nie

ma podstaw, by nie uznac, ze system kontroli korektorskiej jest skuteczny.

W zwiazku z tym w naszym przypadku stwierdzamy, ze kontrola korektorska

nie jest skuteczna z prawdopodobienstwem podjecia btednej decyzji réwnym

0.05.

W sytuacji gdy N > 1000, p > 0.05, N > n > 100, na podsta-
wie znanego centralnego twierdzenia de Moivre’a—Laplace’a zaleca sie, aby
rozwiazanie nier6wnosci (2.40) zastapi¢ rozwiazaniem nastepujacego réwna-
nia:

pn — Do

N—n
((N_l))npo(l - p())
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z ktérego wyliczamy, ze

N —n
m, = |npo + Zn\/ npo(1 —po) | + 1, (2.44)

N -1

przy czym n =1— P(Z < z,) i Z ~ N(0;1).

Przyklad 2.18

Sposéréd 10 000 zeznan podatkowych wylosowano bezzwrotnie prébke
prosta 200 sprawozdan. Po kontroli wylosowanych sprawozdan okazato sie,
ze w 11 sposréd nich sa bledy. Dopuszeza sie, ze az 10% sprawozdan zle
przygotowanych moze wystapi¢ jeszcze po pobieznej kontroli czynionej pod-
czas ich przyjmowania. Na poziomie ryzyka btednej dezaprobaty jakosci
dziatania systemu kontroli wewnetrznej rownym 0.05, sprawdzamy, czy sys-
tem kontorli nie jest skuteczny, co sprowadza sie do weryfikacji hipotezy
okreslonej wzorem (2.37). Z racji tego, ze wyjsciowe warunki spetiaja kry-
teria, przy ktorych stosuje sie centralne twierdzenie de Moivre’a—Laplace’a,
wykorzystujemy wzér (2.44) do wyliczenia wartosci krytycznej testu. Ko-
rzystajac z instrukecji programu R:

N —n
gnorm [ 1 —n,npo, mnpo(l—]?o) .

W naszym przypadku N = 10000, n = 200, ms = 11, po = 0.1, n = 0.05.
To juz pozwala wyliczy¢ wartosé gnorm (0.05,20,2.9699)=15.12. Zatem, ze
wzoru (2.44) wynika, ze m, = 16, czyli my, = 11 < m,, = 16. W zwiazku
z tym nie ma podstaw do dezaprobaty skutecznosci badanego systemu kon-
troli wewnetrzne;j.

W przypadku gdy audytor ustala poziom ryzyka n oraz wartos¢ kry-
tyczng testu m,,, to pozostaje wyznaczenie niebednej liczebnosci proby, za-
pewniajacej podjecie decyzji o prawdziwosci hipotezy H,. Prowadza do
tego celu réwniez nieréwnosci (2.40)- (2.44), lecz tym razem rozwiazujemy
je wzgledem niewiadomej, ktéra jest wlasnie szukana liczebnosé préby.

2.4.2. Przypadek préb prostych losowanych z warstw

Kontynuujemy dalej problem weryfikacji hipotez okreslonych réwnowaz-
nymi wyrazeniami (2.37) lub (2.38), lecz tym razem uzyjemy sprawdzianu
testu bedacego funkcja estymatora wskaznika struktury z proby warstwo-
wej. Skorzystamy z ustalen wprowadzonych w poprzednim podrozdziale,
a w szczegolnosci z definicji statystyk zapisanych wyrazeniami (2.29)-(2.31).

Powtarzamy zalozenia, ze rozmiar kazdej warstwy osiaga co najmniej
1000 elementéw, a rozmiar préby prostej bezzwrotnie losowanej z niej jest
rowny co najmniej 100 elementéw. Ponadto, niech prawdopodobienstwo
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wystapienia nieprawidtowosci w kazdej warstwie nie jest mniejsze od 0.04.
Woéwcezas, przy ustalonej liczebnosci préby warstwowej wartosé krytyczna
Py testu hipotezy H, wyznacza wzdr (2.31) oraz wyrazenia:

n=P(Ds 2 pylHo) i py=po+ 2V VilDs), (2.45)

przy czym w analizowanej teraz sytuacji n = P(Z > z,), Z ~ N(0,1).

Zalozmy, ze liczebnosci préb losowanych z poszczegdlnych warstw sa
proporcjonalne do rozmiaréw odpowiednich warstw, co pozwala wyliczy¢
wzér (1.29). Wtedy ocene wariancji estymatora p, okresla wzor (2.34).
Wowcezas niezbedna liczebno$é n proby dla ustalonego ryzyka 7 i wartosci
krytycznej p, wyznacza wyrazenie:

2 2
220, 2204
n> | +1r {"—2} + 1, (2.46)
5+ (py — po)? (Py = po)
przy czym
- 1

8 = ;whph(l =) <po(1=po) < . (2.47)
Wartosci p, h = 1,..., H sa oceniane na podstawie wczesniejszych badan
lub na sprawa wstepnych préb prostych losowanych bezzwrotnie z populacji.
Wiadomo, ze wartos¢ o jest tym wieksza, im wartosci p,, h = 1,..., H sa
blizsze % 7 kolei w zagadnieniach audytowych oczekuje sie, ze te wartosci
sa bliskie zeru, a w kazdym razie nie przekraczaja poziomu % Zatem,

przyjmujac, ze py < % dla h = 1,..., H, otrzymujemy ze wzoru (2.36), ze
5, < 0.16.

Przyklad 2.19

Populacja pytan egzaminacyjnych sklada si¢ z dwoch warstw jednorod-
nych ze wzgledu na wiedze, ktérej dotycza. W pierwszej warstwie jest
1000 pytan, w drugiej 1500. Zatem udzialy pytan z poszczegdlnych warstw
w ogolnej puli pytan wynosza odpowiednio w; = %, Wy = % Dodajmy,
ze zwykle w przypadku egzaminéw koniczacych studia wszystkie pytania sa
udostepniane studentom.

Egzaminatorzy wymagaja, aby student znat odpowiedzi na przynajmniej
80% 1 60% pytan zawartych odpowiednio w pierwszej, drugiej warstwie.
Czyli student moze nie odpowiedzieé¢ na co najwyzej 20% i 40% pytan od-
powiednio z kolejnych warstw. Udzialy dopuszczalnej liczby pytan, na ktore
student moze nie zna¢ odpowiedzi, wynosza wiec p; = 0.2 i po = 0.4 odpo-
wiednio dla pierwszej i drugiej warstwy. Dopuszcza sie, ze student zaliczy
egzamin, jesli nie potrafi odpowiedzie¢ na co najwyzej
1 2 1
3 0.2 + 3 04 = 3
74

Po = WP + Wap2 =



ogdéhu pytan. Thumaczac to na jezyk statystyki, egzaminowanie danego stu-
denta polega na weryfikacji hipotezy sprawdzanej Hy (por. wyrazenia (2.37)
lub (2.38)), w naszym przypadku gloszacej, ze proporcja pytan, na ktére stu-
dent nie zna prawidlowej odpowiedzi, nie przekracza wartosci dopuszczalne;j
po < % przy hipotezie alternatywnej stanowiacej, ze pg > % Egzamin polega
na odpowiedzi na pytania wylosowane z poszczegdlnych warstw, przy czym
ich ilosci sa proporcjonalne (przynajmniej w przyblizeniu) do rozmiaréw
odpowiednich warstw. Tak wylosowane pytania stanowia prébe warstwowa.
Egzaminatorzy ustalaja, ze student nie zdaje egzaminu, jesli proporcja od-
powiedzi nieprawidlowych na pytania sposrdod tych, ktore wylosowal, jest
co najmniej réwna proporcji krytycznej wynoszacej p, = 0.4. W przeciw-
nym przypadku, gdy ta proporcja pytan, na ktore nie potrafit odpowiedzie¢
jest mniejsza od p,, to student zalicza egzamin. Zwréémy uwage, iz moze
zdarzy¢ sie, ze student mimo iz nie znal prawidiowych odpowiedzi na wy-
starczajaca ilos¢ pytan z calej listy, to wylosowal probe, w ktorej proporcja
pytan, na ktore nie umie odpowiedzie¢ jest mniejsza niz krytyczna proporcja
Py, a wiec zdaje egzamin. W zwiazku z tym mamy do czynienia z bledem
IT rodzaju, czyli przyjeciem hipotezy Hy, gdy nie jest prawdziwa. W kon-
tekscie rozwazanego problemu ten blad polega na niezastuzonym zdaniu
egzaminu. 7 drugiej strony udzial pytan, na ktére student moze nie znac
odpowiedzi prawidlowych jest mniejsza niz dopuszalna proporcja pg, ale
wylosowal tak pechowo zbiér (prébe) pytan, ze proporcja nieprawidtowych
odpowiedzi wynosi co najmniej p,. To oznacza, ze nie zdaje egzaminu.
W tym przypadku mamy do czynienia btedem I rodzaju polegajacym na
odrzuceniu hipotezy Hy, gdy jest prawdziwa. Innymi stowy, ten blad po-
lega na niedocenieniu wystarczajacej wiedzy studenta wyniklej z losowego
doboru préby. Prawdopodobienstwo (ryzyko) popekienia tego typu bledu
w przypadku egzaminowania ustala sie zwykle na niskim poziomie oznacza-
nym dalej przez 7, aby nie krzywdzi¢ studentéow. Dlatego przyjmijmy, ze
n = 0.01.

Decydujemy sie na losowanie proby warstwowej z liczebnosciami prob
proporcjonalnymi do wartosci rozmiaréw warstw. Nasz problem polega na
wyznaczeniu rozmiaru tej préby, przy postulowanym ryzyku niestusznego
niezaliczenia egzaminu studentowi, wynoszacym 1 = 0.01, oraz dla usta-
lonej wartosci proporcji krytycznej p, = 0.4. Rozmiar potrzebnej préby
wyznaczamy na podstawie wzoréw (2.46) i (2.47), przy czym wystepujacy
w niej parametr 0y ustalamy na jego gérnym mozliwym poziomie, czyli
d = 0.25. Z kolei warto$¢ z, spelnia wyrazenie P(Z > z,) = 0, przy czym
Z ~ N(0;1). Teraz wykorzystujemy nastepujaca procedure wyliczajaca
rozmiar proby okreslony wzorem (2.46), napisana w jezyku R:
#wyznaczanie liczebnosci proby warstwowej przy ustalonym eta
#proporcjonalny wariant ustalania liczebnosci préb
#przyblizenie normalne
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#liczebnosé populacji:
N < —2500
#Hipoteza
HO:p0<—1/3
#proporcja krytyczna:
peta < —0.4
#ryzyko:
eta < —0.01
#wartos¢ parametru deltaO:
delta0 < —0.25
n < —ceiling(qnorm(1—eta)?xdelta0/(qgnorm(1—eta)?xdelta0/N + (peta—
p0)%)) +1

W wyniku realizacji tej procedury otrzymujemy, ze n > 230. Teraz na
podstawie wzoru (1.29) wyliczamy, ze rozmiary préb, ktére maja by¢ loso-
wane z warstw wynosza n; = 230 - % =T76.7~ 77, no = 230 - % = 153.3 =~
153. Zatem, tak wyznaczona préba spemia ustalone postulaty. 7Z faktu, ze
pn = 0.4 i rozmiar proby n = 230 wynika, Ze krytyczna liczba pytan wynosi
my, = n-p, = 230-0.4 = 92. Wowczas, jesli sposréd wylosowanych z warstw
pytan student nie odpowie na co najmniej 92 pytania, to nie zdaje egza-
minu z ryzykiem podjecia blednej decyzji (polegajacym na niedocenieniu
jego wiedzy) wynoszacym 1 = 0.01. Z kolei, jesli student nie odpowie na
mniej niz 92, to zdaje egzamin, a precyzyjniej mowiac, nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy stanowiacej, ze wiedza studenta jest wystarczajaca.



Rozdzial 3

BADANIE WIARYGODNOSCI
SPRAWOZDAN

3.1. Definicje podstawowe

Dotychczas zajmowaliSmy sie czestoscia wzgledna wystepowania bled-
nych np. zapisow ksiegowych. Teraz jeszcze uwzgledniamy ich wartosci,
czyli np. kwoty, na ktore opiewa faktura. Chodzi o to, ze w sposéb
niezamierzony lub $wiadomy mogly wystapi¢ btedy dotyczace tych kwot.
W szczegdlnosci z powodu pomyltki zostaly zle zsumowane liczby, co dopro-
wadzilo do zapisania blednej wartosci faktury. W wyniku kontroli ten btad
jest wychwytywany i poprawiany. Populacje dokumentow ksiegowych ozna-
czamy tak jak dotychczas, czyli przez U, natomiast podpopulacje, w ktérej
wystepuja bledy w dokumentach — przez U;, a podpopulacje, w ktoérej nie
ma bledow — przez U,. Zatem U = Uy U U;. Przypomnijmy, ze liczebnosci
zbioréw U, Uy i Uy oznaczono juz odpowiednio przez N, Ny i N;. Obserwo-
wana ewentualnie z bledami zmienna oznaczamy dalej przez x, a jej wartosc¢
przypisana k-temu elementowi populacji przez xy, gdzie £ = 1,..., N.
Prawdziwa warto$¢ zmiennej, np. wartos¢ faktury, oznaczamy dalej przez
Y, a jej wartos¢ przez yi, k = 1,..., N. Wowczas blad obserwacji zwykle
okresla sie przez réznice e, = xj — Yy, ktora traktujemy jako warto$é zmien-
nej e. Oznaczenia podstawowych parametrow tych zmiennych zamieszczono
w podrozdziale 1.2. Z punktu widzenia badan audytowych btad obserwacji
zapisuje si¢ szczegdtowo nastepujaco:

0, gdy keUy,
e = By 0 (3.1)
Wéwezas stad i ze wzoru (1.5) mamy:
Ty = WolYu, + W1y, (32)
lub
Ty = yu + wiey,, (3.3)
przy czym
No Ny n !
wy=—, W3 =-—, Wy+w =
0 N ) 1 N ) 0 1 )
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i 1 _ 1 B 1
Yoy = Yk, Tu, = 7+ Tk, €U = 77 €k

Dodajmy, ze wartos¢ globalna zmiennej x mozna wyrazi¢ nastepujaco:

vy = N(Ju + wiéy,). (3.4)
Ze wzoru (3.4) mamy:
€y =Ty —Yu = Z €L = NwléUl, (35)
kely
gu = U w1e,ﬂ- (3.6)
Yu Yu

Stad wynika, ze rozmiar bledu oceny wartosci globalnej zmiennej y jest
wprost proporcjonalny do czestosci wystepowania bledéw obserwacji po-
szczegolnych wartosci zmiennej y. Ponadto, blad oceny wartosci globalnej
zmiennej y zalezy od Sredniego poziomu wartosci wystepujacych btedow.

Kolejne parametry zmiennych z i y sa nastepujace. Wariancje zmiennej
x mozna zdekomponowac¢ jak pokazuje wyrazenie:

vy () = vu(y) + 2w ou, (Y)vo, (€)1, (y, €) + wivy, (€)+
+ wow (éUl +2 (gU1 - gUo)) éU17 (37)

przy czym wspolczynnik korelacji miedzy zmienna y, a bledami obserwacji
e w podpopulacji U; okresla wzor:

vy, (y, e
Uy (y7 6) = Ul( ) )
VU, (y)UU1 <€>
gdzie:
1 _ 2 1 — 2
UUl(y):EZ(yk_ym) , UUl(e):EZ(ek_eUl) ,
keUy keUy
1 N B B 1
UU1<y76) :EZ(yk_yUJ(ek_eUJa Yu, :Ezyk‘
keUy keU;

W szczegdlnosci ze wzoru (3.7) wynika, ze jesli srednia wystepujacych
bledéw jest réwna zeru, czyli ey, = 0, to wzér (3.7) upraszcza sie do postaci:

UU(J:) =y (y) + 2U}1 Uty (y)UU1 <€)TU1 (ya 6) + w1V, (6) (38)
Z kolei, jedli yy, = yu,, to
vy () = vu(y) + 2w/ v, (Y)v, (€)ru, (y, e) + wivy, (e) + wowlé?h- (3.9)
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Dekompozycja kowariancji zmiennych x i y ma postac:
vu(z,y) = vu(y) +wivou, (y)ve (€)1, (Y, €) +wowr (Ju, — Yu,) €vy - (3.10)
W szczegolnosei, jesli ey, = 0 lub yy, = yy,, to
vo(z,y) = vu(y) +wiv oo, (Y)ve, (€)ro, (y, e). (3.11)
Zauwazmy jeszcze, iz ze wzordw (3.7) 1 (3.10) wynika, ze
vy (z) = 2vy (2, y) — vu(y) + wivy, () + wows &g, (3.12)

Teraz szczegdlowo rozwazmy zapis wspolczynnika rzetelnosci obserwa-
cji zmiennych wprowadzonego wzorami (1.11) i (1.12), po to, aby glebiej
wnikna¢ w jego wiasnosci. W tym celu nalezy po prawej stronie wzoru
(1.11) odpowiednio podstawi¢ prawe strony wzoréw (3.10) i (3.12). Wtedy
mamy:

_ UU(@/) + wiy/ vy, (y>UU1 (e)rUl (ya 6) + wow (gU1 - yUo) ey, '
Vo) (2uu(a, y) — v (y) +wivw, (€) + wownd?, )

(3.13)

Tay

Otrzymamy skomplikowany zapis analizowanego wskaznika, z ktérego
nie jest tatwo wyciagnac jasne wnioski. Dlatego upraszczajac nieco rozwaza-
nia, najpierw zalézmy, ze ey, = 0. Wtedy:

B vu(y) + wivvu, (y)vu, (e)ru, (y, €) . (3.14)

T o) (o) + 2o @ 0) v )

Jesli gUl = QUO, to

UU<y) + Wi/ vy, (y>UU1 (6)7’(]1 <y7 6)

Tey =

\/UU(?/) <UU(Z/) + 2wi/ v, (y)vo, (€)ro, (Y, ) + wivr, (e) + wowlé?]1>
(3.15)

Gdy ry, (y,e) =0, to
_ vu (y) + wowr (Yu, — Yu,) €v, .
\/UU<y) (UU(y) + wivy, (6) + wow; (éUl +2 (gU1 - gUo)) éU1)

(3.16)

Txy

W koricu, jesli ry, (y,e) =01 ey, =0, to

UU(y) _ \/ UU(y) ] (317)

T o ) T wen @) ) e (e)

Stad wynika, ze wspdtczynnik rzetelnosci obserwacji wartosci zmiennej y jest
malejaca funkcja wariancji btedu obserwacji vy, (€) oraz udziatu w; rozmiaru
podpopulacji U; (w ktérej wystepuja bledy) w liczebnosci calej populacji.
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3.2. Oceny podstawowych charakterystyk
bledow ksiegowych

3.2.1. Préba prosta

Naturalny estymator wartosci globalnej yy 1 réznicy ey = xy — yy to:
ys = Nys, 1 es=ay—ys = N(T — 7s). (3.18)
Wariancja tego estymatora ma postac:

N(N —n) N(N —n)

Viys) = v (y) = TU*U(@ = V(es). (3.19)

Nieobciazona ocene tego estymatora daje statystyka:

N(N —n) 1

(), vs(y) = —

Vi(ys) = Viles) =

D (= 5.) (3:20)

kes

Znane twierdzenia graniczne (por. np. Héjek, 1960; Fuller, 2009) po-
zwalaja wnioskowac, ze jesli n — oo, N — oo, N —n — oo oraz rozklad
statystyki eg spelnia pewne ogdlne warunki jednorodnosci, to

Ziy=2"U 7 ~N(0,1). (3.21)

v Vs(es)

Ta wiasnos¢ umozliwia estymacje przedziatowa przecietnej bledéw obserwa-
cji, a takze weryfikacje hipotez o tej wartosci $redniej.

Przyklad 3.1

Na podstawie wielokrotnych badan audytowych oceniono, ze stopien
zréznicowania (mierzonego odchyleniem standardowym) wartosci bledéw
wynosi 0.4 zt. Kolejne badanie audytowe jest przygotowywane. Zaklada sie,
ze oceny sumy bledow ksiegowych maja by¢ oszacowane z doktadnoscia do
500 zl. Zadanie polega na wyznaczeniu niezbednej liczebnosci proby, ktora
ma by¢ losowana z populacji o rozmiarze 20 400 dokumentéw, potrzebnej
do tej estymacji z postulowana dokladnoscia.

Najpierw zalézmy, ze ocena przecietnego bledu ksiegowego bedzie wy-
znaczana na podstawie estymatora okreslonego wzorem (3.18). Postulowana,
dokladnos¢ estymacji oznaczmy przez d, czyli d = 500. Wéwezas ze wzoru
na jego wariancje okreslonego wyrazeniem (3.19) wynika, ze

N

22
1+ Nu,y(e)

n>mny= + 1. (3.22)
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Ten wzér pozwala juz wyliczy¢ szukana liczebnosc¢:

20400

5002
L+ 20400- 0.4

ng = + 1 = 263.

Zatem, jesli postulujemy, aby precyzja estymacji sumy wartosci bledow
ksiegowych za pomoca statystyki es okreslonej wzorem (3.18) nie przekro-
czyta poziomu 500 zl, to nalezy wylosowaé prébe prosta o liczebnosci co
najmniej 263 elementéw.

3.2.2. Proba monetarna

Kilka planéw i schematéw losowania tzw. préb monetarnych (waluto-
wych, dolarowych) opisano w podrozdziale 1.3.2. Do oceny wartosci global-
nej yy uzyjemy estymatora:

Us = Nynrs, (3.23)

przy czym ygrs jest znanym estymatorem Horvitza-Thompsona (1952), por.
réwniez Bracha (1996) lub Wywial (2010), ktéry okresla wzér:

_ 1 Yk
¢ = — E =. 24
YuT N Ly (3.24)

To prowadzi do nastepujacego estymatora wartosci globalnej btedéw audy-
towych.

EHTs — N (ZZ‘ — QHTS) . (325)

Zalozmy, ze prawdopodobienstwa inkluzji 7, k = 1, ..., N, sa proporcjo-
nalne do wartosci zmiennej dodatkowej (diagnostycznej) oraz sa wyznaczane
na podstawie wzoréw (1.18)-(1.20). Ponadto zalézmy, ze préba jest loso-
wana zwrotnie za pomoca schematu losowania odrzucajacego powtérzenia
elementéw populacji w prébie, ktéry okreslaja wzory (1.21) i (1.22). Héjek
(1964, 1981) wykazal, ze przy spemieniu do$¢ ogdlnych warunkéw oraz przy
zalozeniu, ze n — co i N —n — oo rozklad prawdopodobienstwa statystyki
ynrs zmierza do rozkladu normalnego z wartoscia oczekiwana F (ygrs) = ¥
oraz wariancja okreslona wzorem:

V (yurs) = % Z (% - I—Ufy;x> (1 — )7, (3.26)

przy czym




lub wzorem:

V (Grrrs) = % ﬁ: ﬁ: <% - &>2 (me; — y)- (3.27)

Tk T

przy czym my; jest prawdopodobieristwem wylosowania do tej samej préby
elementow populacji o numerach £ oraz j do préby.

Zal6zmy, ze bledna wartos¢ zapisu ksiegowego jest modelowana wzorem
(1.5). Wéwcezas mozna wykazaé, ze

V (Uurs) =

3|8

Xz

<0271 (h, ) + Tvao(h, ) — 72 (E - B>2> . (3.28)

przy czym wartosci zmiennej h sa warto$ciami bledéw wzglednych, czyli
hy = < oraz
xy
N

vus(h, ) = % S (e — B (s — 7Y (3.29)

k=1

Do oceny wariancji Héjek (1964) proponuje estymator:

n Y Ty ?
Vi (Yurs) = m Z (W_I:: - le:m,s) (1 —m), (3.30)

przy czym

ZkES y_k< - Yk
L= Tk )
SEON

ZkEs(l - 7Tk kES

Drugi estymator ma postac:

Vi (rs) = 2N2 Y <y"“ - —j) (1—me)(1 =), (3.31)

kes jeEs

Niech: _ _

Z,= s 7Y (3.32)
‘/s (gHTs)

Przyjmujac, ze zalozenia znanego twierdzenia granicznego Héjka (1964)
sa spelione, Wywiat (2012) wykazuje, ze estymator V. (gurs) daje zgodne
oceny wariancji V (yprs), a takze ze statystyka Z; ma granicznie rozklad
normalny standardowy, jeslin — oo i N —n — oo.

Ze wzoréw (3.25)-(3.30) otrzymujemy nastepujace wzory na wartosé
oczekiwana, wariancje estymatora wartosci globalnej bledéw oraz estymator
tej wariancji:

E(enrs) = ey = xy — yu,
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Niech: . .
U, = 2L U (3.33)
Vi (eHTs)

Wowcezas przy tych samych zalozeniach okreslajacych warunki zbieznosci
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z, do rozkladu granicznego
rozklad prawdopodobienstwa statystyki Ug zmierza do rozktadu normalnego
standardowego.

3.2.3. Préba warstwowa

Plan i schemat losowania préby warstwowej s = {s1, S, ..., Sy} opisano
w podrozdziale 1.3.3.
Estymator wartosci globalnej y; ma postac:

Yw,s = NYuw,s (3.34)
gdzie:

H
gw,s = thﬂsh, ﬂsh = Z Yk - (335)
h=1

kES;L
Estymator btedow ksiegowych ey, czyli réznicy ey = yy — xy okresla
wzOr:
Cw,s = Yw,s — TU- (336)

Wariancje statystyk y, s 1 ey, s sa takie same, a okresla je wzor:

H
—n
V(yw,s) - V(ew,s) sz yw s Z h h — Uy, (y)v (337)

h=1
przy czym
1 _ _
'U*Uh(y> = N, — 1 Z (yk - yUh)27 Yu, = _ 1 Z Yk
h keUy, keUy,

Nieobciazony estymator tej wariancji ma postac:

H

Nh —nyp)
Vs(yw,s) = ew s Z Uy, (y), (338)
h=1

przy czym

Ve () = —— " (g — ) (3.39)



Gdy liczebnosci podpréb sp, h = 1,..., H sa ustalone proporcjonalnie
do rozmiarow warstw, czyli n, = nwy,, to wéwczas

V) = View) = SO S i), (340
h=1
Vi) = Vilews) = SO S ). (341

Na podstawie odpowiednich twierdzen granicznych (por. Fuller, 2009)
wnioskujemy, ze jesli dla h = 1,..., H n, — oo, N, — 00, N — ny — o0
oraz rozklady srednich bledow w warstwach spetniaja pewne ogélne warunki
jednorodnosci, to

Zs = 22— U 7 N(0,1). (3.42)
Vi(w,s)

W praktyce zwykle postuluje sie, aby rozmiary kazdej z warstw lub
zawarte] w niej domeny byly réwne co najmniej 1000, a liczebno$¢ kazdej
proby losowanej z odpowiedniej warstwy byta réwna co najmniej 100.

3.3. Podejmowanie decyzji o wiarygodnosci
sprawozdania

Podstawa rozwazan prowadzonych w niniejszej czesci jest zalozenie, ze
obserwowane wartosci zapisow ksiegowych sa generowane zgodnie z rowna-
niem (1.5). Zatem btad zapisu danej pozycji ksiegowej jest wielkoscia nie-
losowa. Woweczas, losowos¢ dalej rozwazanych estymatoréw lub spraw-
dzianéw testow ma swoje zrédlo tylko w stosowanym schemacie wyboru
proby.

3.3.1. Ustalone ryzyko odrzucenia wiarygodnego sprawozdania
i ryzyko akceptacji niewiarygodnego sprawozdania

Zadanie polega w szczegdlnosci na sprawdzeniu, czy suma zaksiegowa-
nych wartosci faktur dotyczacych sprzedazy towaréw przez przedsiebiorstwo
jest rzeczywiscie rowna wartodci sprzedanych towaréw. Oznaczajac sume
ksiegowa przez xy, a sume prawdziwa przez yy, weryfikujemy nastepujaca
hipoteze sprawdzana Hy wzgledem alternatywnej Hy:

Hy : |zy —yu| = ley| < e, Hi : |ey| > e1 > eq, (3.43)

przy czym eg jest dopuszczalnym poziomem niezgodnosci sumy wartosci
ksiegowej dokumentow z rzeczywista suma wartosci dokumentéw, natomiast
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ey jest niedopuszczalnym (dyskwalifikujacym) poziomem niezgodnosci. In-
nymi stowy, hipoteza H, glosi, ze kontrolowane sprawozdanie ksiegowe bi-
lansuje sie z bledem dopuszczalnym.

Na podstawie nizej prezentowanego testu podejmujemy decyzje o przyje-
ciu jednej z dwéch okreslonych hipotez. W zwiazku z tym, ze decyzje po-
dejmujemy na podstawie proby losowej, to mozemy odrzucié¢ hipoteze Hy,
gdy jest prawdziwa, czyli popeliamy blad pierwszego rodzaju. W tym
przypadku to oznacza odrzucenie sprawozdania finansowego, gdy ono jest
prawidtowe. 7 kolei jesli przyjmiemy hipoteze Hy, gdy jest falszywa, to
popeliamy btad drugiego rodzaju, co oznacza, ze akceptujemy sprawozda-
nie mimo ze jest ono nieprawidtowe.

Postawione hipotezy sa weryfikowane na podstawie tzw. statystyki te-
stowej (sprawdzianu testu), ktory jest zwykle estymatorem €, parametru
ey. Ponadto zaktadamy, ze é; ma granicznie rozklad normalny z wartoscia
oczekiwana E (é5) = eyy, ¢ = 1,2, przy czym FE (é5) = ey, gdy hipoteza
sprawdzana Hj jest prawdziwa, natomiast E (é;) = ey, jesli hipoteza H;
jest prawdziwa. Zakladamy, ze V;(é;) jest zgodnym estymatorem wariancji
Vi(és) 1 és ~ N (e, V(é)),i=1,2,gdy N - 00, n =001 N—n— oo.
Ponadto, te zalozenia pozwalaja wnioskowa¢ na podstawie zestandaryzowa-
nej wartosci statystyki testowej, ktéra ma postac:

Z, = "% (3.44)
Vi(es)

W przypadku préb prostej, monetarnej i warstwowej (z proporcjonalna
lokalizacja proby w warstwach) statystyke testowa Z; okreslaja wzory (3.21)
albo (3.33), albo (3.42).

Zalézmy, ze liczebnosci N, n i N —n sa na tyle duze, iz rozklad prawdopo-
dobienstwa statystyki Z, jest dobrze aproksymowany rozkladem normalnym
z jednostkowa wariancja. Gdy hipoteza Hy jest prawdziwa, to Z; ~ N (0, 1),

a gdy hipoteza H; jest prawdziwa, to Zs; ~ N(6,1), przy czym ¢ = “T_'—&

Woéwczas postulaowana wartosé n ryzyka odrzucenia wiarygodnego (bilan-
sujacego sie) sprawozdania okresla wyrazenie:

n=~"r (és < —2paV/ Vi(€s) + €0 albo &5 > 2,01/ Vi(€s) + 60|H0) , (3.45)
co jest rOwnowazne wyrazeniu:
n= P(|Zs| > z,/2|Ho) (3.46)

lub
n=P(Z| > 2p),  Z~NOD) (3.47)
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Korzystajac ze wzoru (3.45), ryzyko k przyjecia niewiarygodnego (nie-
bilansujcego sie) sprawozdania okreslamy przez:

1l—k= P <é5 S _277/2\/ %(és) + €o albo és Z Zn/z\/ ‘/;(és) —+ 60|H1> s
(3.48)

ktore to wyrazenie jest rownowazne nastepujacym:

€s — €1 €o — €1
l—k=P| 2L < —zp+——L
( Vo(e) n/2

€s — €1 ey —
albo ——— > 2,0 + —|H;1 |,
Vi)~ "W ~)| 1)

€p — €1

VVa(&)

1—m:P<Z§—zn/2—l— albo ZZzn/g—ku),

Vi(és)
gdzie Z ~ N(0,1),

€y — €1 €o — €1
1—k= —Zpjg+ —— | +1— Zno + —/— 1,
¢< " %@a) ¢(W2 %@a>

E:¢(%m+f%i%>_¢(_%m+£§§%>, (3.49)

gdzie ¢(z) = P(Z < z), Z ~ N(0, 1), czyli ¢(z) jest dystrybuanta rozkladu
normalnego standardowego. Przypomnijmy, ze § = 1 — k jest moca testu,
czyli prawdopodobienstwem niepopeknienia biedu II rodzaju.

Na podstawie wzoréw (3.57) i (3.49) mozna wykazacé, ze przy ustalonym
ryzyku n wraz ze wzrostem liczebnosci proby ryzyko s maleje do zera.

Proces podjecia ostatecznej decyzji jest nastepujacy. Jesli wartos¢ zg
sprawdzianu testu Z, spelnia nieréwnosé |z;| > 2,2, to hipoteze Hy odrzu-
camy na korzys¢ H, z prawdopodobienstwem popelnienia btednej decyzji
(ryzykiem odrzucenia prawdlowego sprawozdania) réwnym n. W przeciw-
nym przypadku, gdy |zs| < 2,2, to hipoteze Hy akceptujemy z prawdopodo-
bienistwem popetnienia blednej decyzji (ryzykiem przyjecia nieprawidtowego
sprawozdania) réwnym k.

Drugi, réwnowazny powyzszemu, sposéb podejmowania decyzji wyko-
rzystuje tzw. pojecie p-wartosci, ktora w naszym przypadku okresla wzor:

p=P(|Z] = |z]). (3.50)

Wéwcezas, jesli jest spelniona nieréwnos¢ p < 7, to hipoteze H, odrzucamy
na korzys¢ H; z ryzykiem odrzucenia prawidlowego sprawozdania réwnym
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n. Gdy p > n, to hipoteze Hy przyjmujemy z ryzykiem akceptacji niepra-
widlowego sprawozdania réwnym k.
W pewnych sytuacjach rozwaza sie nastepujaca jednostronna hipoteze:

Hy: ey < ey, Hi: ey > e > ep. (3.51)
Dodajmy, ze formalnie rzecz biorac, mozna rozwazac¢ takze hipotezy:
H()ZGUZGD, H{Z€U§€1<€0.

Jednak zauwazmy, ze jesli zdefiniujemy ey = yy — xy zamiast ey = ry —yy,
to hipotezy Hy i H; sa réwnowazne odpowiednim hipotezom H| i H]. Zatem
w praktyce nie ma potrzeby formulowania hipotez H| i Hj.

Przyktadowo niech ey = zy — yy jest réznica miedzy obserwowana
suma zy planowanych potrzeb finansowych danej gminy na dotacje na re-
mont lub rozbudowe infrastruktury komunalnej a faktycznymi potrzebami
wyrazajacymi sie¢ kwota yy. Wartosé eg > 0 mozna traktowaé jako tolero-
wane przeszacowanie potrzeb gminy. 7Z kolei e; jest juz niedopuszczalnym
przekroczeniem deklarowanych potrzeb, co m.in. moze $wiadczy¢ o niskim
poziomie procesu planowania wydatkéw gminy.

Zauwazmy jeszcze, iz w szczegolnosci gdy eg = 0, to:

Hy: ey <0, Hi: ey >e >0. (352)

Postulowana wartosé n ryzyka odrzucenia wiarygodnego sprawozdania (okres-
lajacego sume zapotrzebowan finansowych) okresla wyrazenie:

n=P (és > 2/ Vi(6s) + 60|H0> : (3.53)
co jest rownowazne wyrazeniu:
n= P(Zs > zy|Hp) (3.54)

lub
n="P(Z2>z), Z ~ N(0,1),

przy czym Z, okreslaja wzory (3.57) i (3.44). Korzystajac ze wzoru (3.54),
ryzyko przyjecia niewiarygodnego sprawozdania okreslamy przez:

k=P (és < 2 V/Vi(Ey) + eo|H1> , (3.55)

ktore to wyrazenie jest rownowazne nastepujacym

€s — €1 €o — €1
k=P | =L <, +—2——11H |,
( e S e )
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€) — €1
k=P|Z<z +——]. 3.56
( ! vs<és>> (350

Whprowadzmy upraszczajace oznaczenie:

Vi(€s) = —, (3.57)

gdzie v > 0.
Wtedy, stad i ze wzoru (3.56) wynika:

s(es \/Vs

7, tego wynika, ze przy ustalonym ryzyku n i vy wraz ze wzrostem li-
czebnosci proby ryzyko x maleje do zera.

Proces decyzyjny jest nastepujacy. Jesli wartos¢ z, sprawdzianu testu
Z spelia nier6wnos¢ z, > z,, to hipoteze Hy odrzucamy na korzys¢ H;
z prawdopodobieristwem popekienia btednej decyzji (ryzykiem odrzucenia
prawidlowego sprawozdania) réwnym n. W przeciwnym przypadku, gdy
25 < zy, to hipoteze¢ Hj akceptujemy z prawdopodobienistwem popelnienia
blednej decyzji (ryzykiem przyjecia nieprawidlowego sprawozdania) réwnym
K.

Drugi, réwnowazny powyzszemu, sposoéb podejmowania decyzji wyko-
rzystuje pojecie p-wartosci, ktéra w aktualnym przypadku okresla wzor:

p=P(Z > z), (3.59)

k=6 ( + %) = ¢ ( + wﬁ) =6(z).  (3.58)

gdzie z, jest zaobserwowana wartoscia statystyki testowej (sprawdzianu te-
stu) Z,. Wéwezas, jesli nieréwnosé p < n jest spetlniona, to hipoteze H
odrzucamy na korzy$¢ H; z ryzykiem odrzucenia prawidlowego sprawoz-
dania rownym 7. Gdy p > n, to hipoteze Hy przyjmujemy z ryzykiem
akceptacji niewiarygodnego sprawozdania rownym k.

Przyklad 3.2

Przeprowadzono badanie zasadnosci planowanych kosztow wykonania
projektow naukowo-badawczych zglaszanych do finansowania przez Naro-
dowy Fundusz Badan Naukowych (NFBN). Sposréd N = 3000 wnioskéw
zgloszonych w 2005 roku wybrano za pomoca schematu odrzucajacego lo-
sowania probe monetarna o rozmiarze n = 300. Losowano z prawdopo-
dobienstwami proporcjonalnymi do proponowanych we wniosku kosztéw
badar. Sredni planowany koszt projektu wynosi zy = 44000 zl, a wiec
wartos¢ globalna wszystkich wnioskow wynosi xy = Nzy = 132000000.

Zachodzi podejrzenie, ze suma (wartosé¢ globalna) planowanych kosztéw
realizacji projektowanych zadan jest znacznie zawyzona. Dysponent fun-
duszu NFBN przeznaczonego na badania jest w stanie tolerowa¢ zawyzenie
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wartosci globalnej kosztéw na poziomie ey = 500000 zt. Wynika to stad, ze
przewiduje sie zachowaé rezerwe na poziomie wlasnie eg. Z kolei nie dopusz-
cza sie przekroczenia globalnych kosztéw o wartos¢ e; = 2000000. Ttumaczy
to tym, ze NFBN jest w stanie brakujaca kwote e; — ey przewyzszajaca re-
zerwe eg pokryé, zaciagajac kredyt. Fachowa kontrola poprawnosci plano-
wania kosztow jest droga i dlugotrwala. Zdecydowano sie wiec na przepro-
wadzenie audytu statystycznego na podstawie proby losowanej za pomoca
monetarnego schematu losowania proby, bowiem jest rzecza uzasadniona, iz
rozmiar zawyzonego kosztu badania jest proporcjonalny do jego deklarowa-
nego poziomu. Zatem mamy do czynienia z weryfikacja hipotez okreslonych
wzorem (3.51). Ustalono, ze ryzyko odrzucenia prawidlowo zaplanowanej
wartosci globalnej kosztéw badan wynosi n = 0.05.

W wyniku przeprowadzonego audytu zasadnosci planowanych kosztow
zaobserwowanych w prébie wyliczono wartos$¢ okreslonego wzorem (3.24) es-
tymatora Horvitza-Thompsona kosztow realizacji wnioskéw skorygowanych
w wyniku audytu, ktéry wynosi yyrs = 41000. Zatem wartos¢ okreslonej
wzorem (3.25) oceny bledu audytowego wynosi: egrs = N(Ty — yurs) =
132000000—123000000 = 9000000. Wyliczona na podstwie wyrazenia (3.30)
wartos¢ oceny bledu sredniego szacunku (czyli pierwiastak z wariancji )
estymatora egrs wynosi \/Vi(egrs) = 6120000. To juz prowadzi do wy-
znaczenia zdefiniowanej wzorem (3.33) wartosci sprawdzianu testu, ktéra
WYnosi:

9000000 — 500000
N 6120000
Przyjmujac, ze rozmiar proby jest na tyle duzy, iz rozktad prawdopodo-
bienstwa sprawdzianu testu mozna dostatecznie dokladnie aproksymowacé
rozktadem normalnym, wyliczamy na podstawie wzoru (3.59) tzw. p—war-
tosé testu, ktéra wynosi p = P(Z > 1.3889) = 1 — ¢(1.3889) = 0.0824 >
0.05 = 7. Zatem nie odrzucamy hipotezy Hy : ey = eg = 500000. Po to,
by te hipoteze przyjac, trzeba oceni¢ ryzyko przyjecia zawyzonych kosztéw
realizacji badan, czyli prawdopodobienstwo k, co czynimy na podstawie
wzoru (3.58). Po stosownych obliczeniach mamy:

500000 — 2000000
k=¢ | 2z,

6120000
przy czym z, = 1.6449, poniewaz n = 0.05 = P(Z > 1.6449). Stad wy-
nika, ze wyliczony poziom x = 0.9192 ryzyka akceptacji zawyzonej wartosci
globalnej planowanych kosztow jest nie do przyjecia.

= 1.3889.

Us

) = 0.9192,

Szczegdlna postac estymatora €, i jego wariancji zalezy m.in. od sche-
matu losowania préby. Dlatego w przypadku proby prostej losowanej bez-
zwrotnie wyrazenia (3.20) i (3.58) prowadza do nastepujacych wzoréw:

€y)p — €1

Vi(és)

Zx = Zp +
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= Ng,

(3.60)
przy czym ¢(z,) = k natomiast ¢(z,) = 1 —n. Nieznang wariancje z popu-
lacji v, (y) zastepujemy jej oszacowaniem pochodzacym z uprzednich badan
audytowych kontrolowanej populacji dokumentéw lub estymujemy ja na
podstawie proby wstepne;j.

1 (e — e1)? )_1 - N20,5(y) (2 — 25)?

> ==
"= (N T o= 2 N0 (y) (eo — 1)

Przyklad 3.3

Audytor kontroluje sume wartosci zakupow sprzetu biurowego uzyska-
nego w wyniku przeprowadzenia procedur przetargowych. Ma uzasadnione
podstawy do wysuniecia przypuszczenia, iz te procedury przetargowe nie
byly przeprowadzone rzetelnie w tym sensie, ze mozna bylo dokonaé tych
zakupow za mniejsze srodki. Zatem wysuwa hipoteze, ze suma poniesio-
nych wydatkéw na zakupy jest wieksza od sumy, ktéra mogta by¢ wydana
oszczedniej. Poniesione wydatki wynosza 1 040 000 i sa suma wartosci
3000 faktur. Audytor jest sklonny tolerowaé nieuzasadnione wydatki do
sumy ey = 50000, co oznacza réznice miedzy wydatkami poniesionymi
a wydatkami oszczednymi, wynikajacymi z uczciwych przetargéw. Z ko-
lei niedopuszczalny poziom przekroczenia wydatkow ustala sie na poziomie
e; = 90000. Na podstawie danych pochodzacych z kontroli wcze$niej pro-
wadzonych przetargéw oszacowano wariancje nieuzasadnionych pozioméw
przekroczenia racjonalnych wydatkéw, ktéra wynosi v, (e) = 1302

7, formalnego punktu widzenia mamy do czynienia z weryfikacja hipo-
tezy okreslonej wyrazeniem (3.51). Zatem hipoteza sprawdzana glosi, iz
nieuzasadnione wydatki na zakupy sprzetu nie przekraczaja dopuszczal-
nego poziomu, czyli Hy ey < ep = 50000. Z kolei hipoteza alternatywna
stanowi, iz nieuzasadnione wydatki przekraczaja niedopuszczalny poziom,
a zatem H, ey > e; = 90000. Audytor ma zamiar zweryfikowaé probe
dokumentéw (faktur), by podja¢ decyzje o przyjeciu jednej z dwéch wlasnie
wyspecyfikowanych hipotez. Ryzyko uznania uczciwie przeprowadzonego
przetargu jako nieprawidlowego (poziom istotnosci testu) ustala na poziomie
n = 0.05. Z kolei ryzyko przyjecia nieuczciwie przeprowadzonego przetargu
ustala na poziomie x = 0.1. Do weryfikacji postawionych hipotez uzyje te-
stu okreslonego wzorami (3.18)-(3.21), wyznaczanego na podstawie danych
o popehionych btedach obserwowanych w prébie prostej losowanej z calej
populacji dokumentéow N = 3000. Po to, by spei¢ postawione postulaty,
wyznaczamy probe o rozmiarze okreslonym wzorem (3.60). Po stosownych
rachunkach otrzymujemy: z, = 1.645, z, = —1.282in, , = 171.

90



Przypadek préby warstwowej z proporcjonalnym wariantem ustalania
liczebnosci podpréb losowanych bezzwrotnie:

1 (60 — 61)2 -1
> = | = I~
=t (N " (2 — ZT])QNQU*pTOP(y)

2
2k — %
~ ( ) N20rop(y) = 1aps (3.61)

€y — €1

przy czym
H
Viprop(¥) = D Witis, (1), T < M.
h=1

Stad wynika, ze wyliczanie niezbednej liczebnosci préby na podstawie wzoru
przyblizonego prowadzi do nieznacznego zawyzenia jej rozniaru.

Poréwnujac przyblizone wzory (3.60) i (3.61) wyznaczajace niezbedna
liczebnos$é préby dla odpowiednio losowania bezzwrotnego prostego oraz
losowania warstwowego proporcjonalnego, dochodzimy do wniosku, ze n, >
Nap, PONIEWAZ Vsprop(y) < v.(y), por. np. Bracha (1996). Stad wynika,
ze przy tych samych ryzykach n i k potrzebny rozmiar préby warstwowej
jest nie wigkszy od niezbednej liczebnosci préby prostej losowanej z calej
populacji.

Przypusémy, ze mamy ustalona liczebnos¢ proby na poziomie ny. Wtedy
na podstawie wzoru przyblizonego n,, ., = ng, = nq, przy zalozonym zadanym
poziomie ryzyka xk wyznaczamy poziom ryzyka n w nastepujacy sposob. Ze

wzoru (3.61) mamy:
i e — eoly/na
N U*prop(y) ’

n=PZ>z)=P Z>zn+m v 1 :
v*prop(y)

2y = 2y

— T (PR et VA
n=mnn,r)=1 ¢<¢ ()+N U*pmp(y)>, (3.62)

gdzie ¢~1(.) jest funkcja odwrotna do dystrybuanty ¢(.).

Przyklad 3.4

Zwykle sprawozdania z podatkéw osobistych sa obciazone bledem nie-
doszacowania nalezno$ci na rzecz danego urzedu skarbowego. Przypusémy,
ze W pewnym miescie jest zarejestrowanych N = 120000 podatnikéw. Te
populacje oséb podzielono na cztery niepuste i roztaczne podpopulacje,
zwane warstwami, ktore oznaczamy przez U,, h = 1,2,3,4, przy czym
Zizl U, = U. Romiar warstwy U, oznaczamy przez N, przy czym juz
teraz zakladamy, iz N, > 1 h = 1,...,4. Warstwa U; sklada si¢ z ko-
biet w wieku do 40 lat i liczy N; = 20000 osob. Warstwe skladajaca

91



sie z Ny = 30000 kobiet w wieku powyzej 40 lat oznaczymy przez Us.
W konicu warstwy mezczyzn w wieku nieprzekraczajacym 40 lat i powyzej
tej granicy oznaczamy przez odpowiednio Uz i Uy. Licza one odpowiednio
N3 = 50000 i Ngs = 20000. Frakcje elementéw przynaleznych do kolejnych
warstw sa wiec nastepujace: w; = wy = 1/6, wy = 0.25 1 wg = 5/12.
Na podstawie wczesniejszych badan audytowych tak powarstwowanej po-
pulacji oszacowano, ze odchylenia standardowe skorygowanych wartosci po-
datkow w kolejnych warstwach wynosza odpowiednio: 500, 800, 910 i 685.
Suma (wartosé¢ globalna) zadeklarowanych przez podatnikéw kwot wynosi
xy = 240000000. Wartosé¢ globalna naleznych urzedowi skarbowemu po-
datkéw jest oznaczana przez yp .

Zadanie polega na ocenie, czy podatnicy nie zanizaja wptacanych nalez-
nosci na rzecz urzedu skarbowego. Aby przekonaé sie o tym, przeprowa-
dzono badanie audytowe zadeklarowanych przez podatnikéw naleznosci ob-
serwowanych. Chodzi o to, by urzad skarbowy nie stracil w sumie zbyt
wielkich naleznych mu kwot pieniedzy. Zatem nalezy oceni¢ réznice miedzy
suma (wartoscia globalna) naleznych urzedowi podatkéw a wartoscia glo-
balng zadeklarowanych podatkéw, co oznaczymy przez ey = yy —xy. Urzad
skarbowy jest w stanie tolerowa¢ niedobdr sumy wplacanych podatkéw na
poziomie ey = 250000, natomiast absolutnie nie dopuszcza, by niedobér
podatkow przewyzszat poziom e; = 2000000.

Nasze zadanie polega na takim wyznaczeniu liczebnosci préby, aby okre-
slona wyrazeniem (3.51) hipoteze weryfikowaé z ryzykiem x = 0.05 akcepta-
¢ji niedopuszczalnego niedoboru globalnych wpltywow z podatkéw oraz ry-
zykiem 1 = 0.1 nie uznania tego niedoboru podatkowego jako tolerowalnego.
W zwiazku z tym na podstawie wzoru (3.61) wyliczamy, ze ¢(—1.6449) =
k= 0.051 ¢(1.2816) = 1 —n = 0.9, co prowadzi juz do nastepujacego
wyniku:

S ( 1 (250000 — 2000000)?

—1
= 18187.
120000 + (—1.6449 — 1.2816)2 - 1200002 - 729.56612)

Préba sktada sie z podprébek losowanych z warstw proporcjonalnie do ich
rozmiaréw. Przypomnijmy, ze frakcje elementéw przynaleznych do kolej-
nych warstw wynosza w; = wy = 1/6, we = 1/4 i w3 = 5/12. Zatem,
z poszczegdlnych warstw zgodnie ze wzorem n, = nwp, h = 1,...,4, ko-
niecznie pamietajac, ze wyniki nalezy zaokragla¢ z nadmiarem do najblizszej
liczby naturalnej, czyli ny = ny = 18187/6 ~ 3032, ny = 18187/4 ~ 4547,
ng = 5 - 18187/12 ~ 7578. W zwiazku z tym trzeba wylosowaé prébe
warstwowa o rozmiarze co najmniej réwnym 18189 elementéw po to, aby
ryzyka n = 0.1 1 kK = 0.05 nie zostaly przekroczone.

Urzad skarbowy nie sta¢ jednak na sprawdzenie az 18187 zeznan po-
datkowych, a tylko n = 5000. Wdéwezas, korzystajac ze wzoru (3.62), wy-
liczamy, ze godzac sie na zwiekszenie ryzyka akceptacji niedopuszczalnego
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niedoboru wpltywow z podatku do poziomu x = 0.1, ryzyko odrzucenia do-
puszczalnego niedoboru wpltywow z podatku wzrasta do poziomu n = 0.448.

3.3.2. Ustalone ryzyko odrzucenia wiarygodnego sprawozdania

Czesto w praktyce jest trudno okresli¢ poziom wartosci parametru e;.
Woéwezas okreslone wyrazeniem (3.43) hipotezy redukuja sie do postaci:

Hy: ’€U’ < ey H, - |€U| > €p. (363)

Wtedy proces podejmowania decyzji jest taki sam, jak to wyzej opisano,
lecz nie bedzie mozliwe wyliczenie wartosci ryzyka k. Zatem, jesli zachodzi
nierownosé¢ p < n, to hipoteze Hy odrzucamy na korzys¢ H; z ryzykiem od-
rzucenia prawidlowego sprawozdania rownym 7, przy czym p-wartos$¢ jest
wyznaczana ze wzoru (3.50). Z kolei gdy p > 7, to nie ma podstaw do od-
rzucenia hipotezy Hy. Jednak w tym przypadku nie mamy réwniez podstaw
do przyjecia hipotezy Hj, bo nie dalo sie oszacowaé ryzyka k. Rownowazne
postepowanie polega na odrzuceniu hipotezy Hy, gdy |zs| > 2,2, gdzie z,
okreslaja wzory (3.44) i (3.57), natomiast 2,/ wyznacza wzér (3.47).

W szczegdélnosci gdy nie mozna ustali¢ wartosci ey, to hipotezy, dane
wyrazeniem (3.51), upraszczaja sie do postaci:

Hy: ey < €0, Hi: ey > eg. (364)

Wtedy nie jest mozliwe wyliczenie ryzyka « i decyzje podejmujemy dalej
na podstawie wartosci statystyki Zs zdefiniowanej wzorami (3.57) i (3.44),
oraz wyrazen (3.54) i (3.59) okreslajacych odpowiednio warto$¢ krytyczna
2y 1 p-warto$¢. Zatem jesli zg > z,, co jest rownowazne p < 7, to hipoteze
Hy odrzucamy na korzysé Hy z ryzykiem odrzucenia prawidtowego sprawoz-
dania réwnym 7. W przeciwnym wypadku nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy H,.

3.3.3. Ustalone ryzyko przyjecia niewiarygodnego sprawozdania

W badaniach audytowych bardziej zwraca sie uwage na to, aby nie
poddawaé si¢ zbyt duzemu ryzyku przyjecia niewiarygodnego sprawozda-
nia finansowego. Dlatego przyjmuje sie, ze to ryzyko, oznaczane przez k,
jest jednoczesnie poziomem istotnosci testu, czyli prawdopodobienstwem
popehienia bledu I rodzaju polegajacego na odrzuceniu prawdziwej hipo-
tezy Hy gloszacej, ze odchylenie ey osiagnie niedopuszczalny poziom e; na
korzys¢ alternatywnej H; gloszacej, ze parametr ey jest mniejszy od po-
ziomu dopuszczalnego eg.

Najpierw rozwazmy przypadek, ze hipoteza sprawdzana H glosi, ze od-
chylenie ey przekroczy niedopuszczalny poziom e na korzysé alternatywnej
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H, gloszacej, ze parametr ey nie przekracza poziomu e;. Sformulowane
hipotezy symbolicznie zapisujemy nastepujaco:

Hy: ey > ey, H,: ey <e. (3.65)

W rozwazanym przypadku postulowana wartos¢ k ryzyka akceptacji nie-
wiarygodnego sprawozdania okresla wyrazenie:

n:PGgS%VV@§+qu, (3.66)

co jest rOwnowazne wyrazeniu:
k= P(Zs < z:|Hp) (3.67)

lub
k= P(Z < z,) = ¢(z2x), Z ~ N(0,1). (3.68)

Proces decyzyjny jest nastepujacy. Jesli jest spelniona nieréwnosé z, < z,,
to hipoteze Hy odrzucamy na korzys¢ Hy z prawdopodobienstwem popelnie-
nia btednej decyzji (ryzykiem przyjecia nieprawidtowego sprawozdania) réw-
nym k. W przeciwnym przypadku, gdy z; > z,, nie ma podstaw do odrzu-
cenia hipotezy H,.

Drugi, réwnowazny powyzszemu, sposéb podejmowania decyzji wyko-
rzystuje wyliczona p-wartos¢, ktora w aktualnym przypadku okresla wzoér:

p=P(Z < z), (3.69)

gdzie z, jest zaobserwowana wartoscia statystyki testowej (sprawdzianu te-
stu) Zs. Wéwezas, jesli jest speliona nieréwnos¢ p < k, to hipoteze H,
odrzucamy na korzys¢ H; z ryzykiem przyjecia nieprawidlowego sprawoz-
dania rownym k. Gdy p > k, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy

Przyktad 3.5

Niniejsze rozwazania stanowia analize zagadnienia szczegdlnego w sto-
sunku do problemu analizowanego w przyktadzie 3.4 problemu weryfika-
cji istotnosci przekroczenia nietolerowalnego poziomu globalnego niedoboru
wplywow z podatkow osobistych. Do tego celu uzyto poddanych kontroli
audytowej sprawozdan podatkowych oséb dobranych do proby warstwowej
z proporcjonalnym wariantem ustalania liczebnosci prébek losowanych z po-
szczegolnych warstw. Rozmiar populacji podatnikéw wynosi 120 000.

Zakladamy, ze urzad skarbowy dopuszcza ryzyko akceptacji sumy zanizo-
nych wplywéw z podatkéw na poziomie prawdopodobienstwa x = 0.05. To
juz prowadzi do nastepujacego skonkretyzowania postaci hipotez okreslonych
wzorem (3.65):

HO . ey Z €1 = 2000000, H1 . ey < €1. (370)
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Zapisana hipoteza sprawdzana glosi, iz wartos¢ niedoboru wpltywoéw podat-
kowych jest nie mniejsza od niedopuszczalnego (nietolerowalnego) poziomu
e; = 2000000, a hipoteza alternatywna, ze ten niedobér jest mniejszy (do-
puszczalny). Przypusémy, ze w wyniku dalej opisanej procedury testowej
odrzucimy hipoteze Hy na korzys¢ Hy, co bedzie oznaczalo, iz uznajemy, ze
niedobdér wpltywow z podatkéw nie przekroczyt niedopuszezalnego poziomu
e1, przy czym ta decyzja jest obarczona ryzykiem k.

Skontrolowano zeznania podatkowe w probie sktadajacej sie z n = 1200
podatnikéw wylosowanych bezzwrotnie z poszczegélnych warstw w iloSciach
proporcjonalnych do ich rozmiaréw. W zwiazku z tym z kolejnych warstw
wylosowano bezzwrotnie proby proste o liczebnosciach odpowiednio ny =
200, ny = 300, n3 = 500 i ny = 200. Ponadto, zgodnie ze wzorem (3.35) wy-
liczono oceny wartosci $rednich skorygowanych podatkéw w kolejnych war-
stwach, co dalo wyniki: y,, = 1800, y,, = 1200, ys, = 2500,ys, = 2200. Te
wyniki i wzory (3.34) i (3.35) prowadza do ocen wartosci sredniej i globalnej
naleznych wplywéw z podatkéw wymnoszacych odpowiednio ¥, s = 2008.33
i Yw,s = 241000000. Suma zadeklarowanych wpltywéw z podatkéw wy-
nosi 240 000 000. To oraz wzér (3.36) daja juz ocene niedoboru global-
nych wpltywéw z podatkéw wynoszacego e, s = 241000000 — 240000000 =
1000000. Zgodnie ze wzorem (3.39) wyliczono nieobciazone oceny warian-
cji, ktére w kolejnych warstwach wynosza v., (y) = 15610, v, (y) = 48990,
Uusy (Y) = 24220, v,,(y) = 31110. Te dane oraz wzor (3.41) daja ocene
bledu sredniego szacunku estymatora e, s, ktora jest réwna /Vi(eys) =
598375.55. W koricu wartosé¢ okreslonego wzorem (3.42) sprawdzianu testu
wynosi: z,, = —1.6712. 7Z konstrukcji postawionych hipotez wynika, ze
hipoteze Hy odrzucamy, gdy wartos¢ sprawdzianu jest istotnie mniejsza od
zera przy ustalonym poziomie istotnosci rownym poziomowi ryzyka s ozna-
czajacego akceptacje w naszym przypadku stwierdzonej wartosci globalnej
niedoboru wplywéw z podatku jako tolerowalnej. Ze wzoréw (3.68) i (3.69)
mamy: p = 0.0473 = ¢(2ys) = #(—1.6712) oraz z, = —1.6449, poniewaz
k = 0.05 = ¢(—1.6449). Stad wynika ze: p = 0.0473 < 0.05 = &, co
jest rownowazne faktowi zachodzenia nieréwnosci 2, s = —1.6712 < 2, =
—1.6449. W zwiazku z tym hipoteze Hy odrzucamy na korzysé¢ Hy z prawdo-
podobienstwem popetienia blednej decyzji réwnym x = 0.05, co oznacza, iz
pojawiajacy sie niedobdér podatkowy uznajemy za nieistotny (tolerowalny)
z ryzykiem podjecia blednej decyzji rownym x = 0.05.

Teraz rozwazmy przypadek, gdy audytor ustala wartos¢ krytyczna e,
rozmiaru poziomu globalnego bledow, ktérego wynikiem jest mozliwosé pod-
jecia decyzji o przyjeciu sprawozdania ksiegowego, badz jego odrzuceniu.
Z formalnego punktu widzenia dalej mamy do czynienia z weryfikacja hi-
potez okreslonych wyrazeniem (3.65). Wéwezas z wyrazenia (3.66) wynika,
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ze
e = €1+ 2./ V(€s). (3.71)

Przyjmujac, ze V(é5) = v/n mamy:

€ +Z,<\/5

€ = NG

Stad juz mamy:
n Z [(61 + Z,{\/Z)Q

] +1 = n,. (3.72)
K

Zatem po to, by podja¢ decyzje o ewentualnym przyjeciu sprawozdania
ksiegowego z ryzykiem na poziomie k i przy wartosci krytycznej global-
nego bledu ksiegowego ustalonej na poziomie e,, nalezy wylosowaé¢ probe
o rozmiarze réwnym co najmniej n, dokumentow. Wtedy, jesli é; < e, to
odrzucamy okreslona wzorem (3.65) hipoteze sprawdzana H z prawdopodo-
bienstwem popetnienia btednej decyzji réwnym . W kontekscie rozwazanego
badania audytowego odrzucenie hipotezy Hj, jest réwnowazne przyjeciu
sprawozdania ksiegowego z ryzykiem nieprawidlowej decyzji na poziomie
k. W przeciwnym przypadku, gdy €, > e,, nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy Hy. W tej sytuacji z punktu widzenia naszych rozwazan nie ma
podstaw do odrzucenia stwierdzenia, ze sprawozdanie ksiegowe jest nie do
przyjecia, czyli ze sprawozdanie nie jest prawidlowe.

Przyklad 3.6

Audytor ma sprawdzi¢, czy warto$¢ globalna bledu ksiegowego przekra-
cza poziom niedopuszczalny rowny 10 000. Zbiér (populacja) dokumentow
wynosi 42 000. Audytor zaktada, ze ryzyko przyjecia nieprawidtowego
sprawozdania wynosi 0.2. Ponadto audytor ustala, ze sprawozdanie przyj-
mie, gdy zaobserwowana w prébie ocena globalnego bledu ksiegowego nie
przekroczy poziomu 100. W celu oszacowania wartosci globalnej bledu
ksiegowego ma zamiar wylosowaé¢ bezzwrotnie prébe prosta. Zadanie po-
lega na wyznaczeniu rozmiaru tej préby. Na podstawie wynikéw z wezesniej
prowadzonych badan audytowych podobnych populacji dokumentéw osza-
cowano, iz odchylenie standardowe bledéw ksiegowych wynosi 9 zi.

Korzystajac ze wzoréw (3.71) i (3.19), mamy:

N(N —
e, =e; + zn\/uv*(](e).
n

Stad juz mamy:
(en — 61)2 -
> |IN[14+ 2" 1=n,. 3.73
"= [ ( * 22Nw,y(e) * " (8.73)
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Przyjmujac teraz, ze N = 42000, e; = 10000, v,y(e) = 81, k = 0.02
i e, = 100, wyliczamy, ze n, = 1008. Zatem krotko moéwiac, po to,
aby podja¢ decyzje o ewentualnym przyjeciu sprawozdania z ryzykiem wy-
noszacym 0.2, nalezy wylosowaé¢ bezzwrotnie 1008 dokumentéw z populacji
w celu ich sprawdzenia.
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PYTANIA I ZADANIA
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20.
21.
22.
23.

24.

Poda¢ definicje oraz interpretacje bledu sredniego szacunku.

Okresli¢ wzgledny $redni btad szacunku.

Poda¢ okreslenie obciazenia estymatora.

Przedstawi¢ dekompozycje btedu sredniokwadratowego estymacji.
Poda¢ okreslenia planu oraz schematu losowania préby.

Okresli¢ prawdopodobienstwa inkluzji rzedéw pierwszego i drugiego.
Opisaé¢ plan i schemat bezzwrotnego losowania préby proste;.

Opisaé plan i schemat losowania proby warstwowe;j.

Na czym polega proporcjonalny wariant losowania proby warstwowe;j?

. Opisaé¢ plan losowania systematycznego proby.
. Wyjasni¢ termin losowania monetarnego (dolarowego, walutowego) pré-

by.

. Opisac¢ plan losowania Stampforda.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Opisaé plan losowania préby odrzucajacego powtorzenia.

Poda¢ wtasnosci sredniej z préoby prostej losowanej bezzwrotnie.

Poda¢ wtasnosci sredniej z préby warstwowej.

Opisa¢ wlasnosci estymatora Horvitza-Thompsona.

Okresli¢ poziom ufnosci estymatora przedzialowego.

Okresli¢ ryzyko badania audytowego oraz jego czynniki.

Na czym polegaja bledy pierwszego i drugiego rodzaju podczas weryfi-
kacji hipotez statystycznych?

Zdefiniowaé poziom istotnosci testu oraz jego moc.

Na czym polega ryzyko nieprawidtowej akceptacji?

Na czym polega ryzyko nieprawidtowego odrzucenia?

Przedstawi¢ zwiazki miedzy ryzykiem nieprawidlowej akceptacji albo
nieprawidlowego odrzucenia, a poziomem istotnosci testu lub prawdo-
podobienstwem popehienia btedu drugiego rodzaju.

Rozklad bledow w zapisach dokumentéw jest normalny z nieznana $red-
nia i odchyleniem standardowym wynoszacym 100. Dopuszczalny biad
sredni wynosi 1000 zt, a dyskwalifikujacy 3000 zt. Ryzyko przyjecia nie-
prawidlowego sprawozdania ustalono na poziomie 0.2, a ryzyko odrzuce-
nia poprawnego sprawozdania na poziomie 0.1. W celu podjecia decyzji
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o przyjeciu lub odrzuceniu sprawozdania bedzie losowana bezzwrotnie
préba prosta z populacji liczacej 40 000 dokumentéw. Korzystajac z ar-
kusza kalkulacyjnego Excel, wyznaczy¢ rozmiar tej proby potrzebny do
podjecia deczji.

25. Populacja liczy 30 000 faktur, ktérych wartosci beda sprawdzane. Z wcze-
$niejszych badan wynika, ze odchylenie standardowe btedéw wynosi 190
zt. Wyznaczy¢ niezbedna liczebnosé proby prostej losowanej bezzwrot-
nie zakladajac, ze blad sredni szacunku wartosci globalnej faktur po
dokonaniu korekt nie przekracza poziomu 200 000 zi.

26. Podjeto rozwazany w podrozdziale 2.2.1 problem wydania decyzji o sku-
tecznosci systemu kontroli wewnetrznej przyjmujac, ze proporcja do-
puszczalna nieprawidlowosci nie przekracza poziomu 0.08, a proporcja
dyskwalifikujaca jest nie mniejsza od 0.12. Ryzyko dezaprobaty sku-
tecznego systemu kontroli ustala si¢ na poziomie 0.08, natomiast ry-
zyko aprobaty nieskutecznego systemu kontroli na poziomie 0.05. Po-
trzebna préba prosta poddawanych kontroli pozycji ksiegowych bedzie
losowana bezzwrotnie z populacji o rozmiarze 420 000 dokumentdw.
Korzystajac z przyblizenia normalnego odpowiednich statystyk, wyzna-
czy¢ niezbedna liczebnos¢ proby oraz wartosé krytyczna stosownego te-
stu statystyczego pozwalajacego podja¢ wlasciwa decyzje o skutecznosci
systemu kontroli.

27. Audytor sprawdza jako$¢ 400 dokumentow, ktore juz przeszlty stosowne
procedury kontroli wewnetrznej. Ta kontrola zostanie uznana jako sku-
teczna jesli w badanej zbiorowosci dokumentéw nie bedzie wiecej niz
4 dokumenty bledne, a liczbe 6 dokumentéw juz uwaza sie¢ za niedo-
puszczalna. Audytor zaklada ryzyko dezaprobaty skutecznego systemu
kontroli ustala sie na poziomie 0.15, natomiast ryzyko aprobaty niesku-
tecznego systemu kontroli na poziomie 0.05. Korzystajac z programu
zamieszczonego w przykladzie 2.2, mozemy wyznaczy¢ niezbedny roz-
miar préoby prostej losowanej bezzwrotnie z populacji dokumentow oraz
warto$¢ krytyczna testu pozwalajaca na podjecie stosownej decyzji tak
by spelnione byly okreslone postulaty co do ryzyka wydania niepra-
widlowego werdyktu o jakosci kontroli wewnetrznej.

28. Rozwazmy ponownie okreslony w uprzednim zadaniu problem wyznacza-
nia niezbednej liczebnosci proby oraz wartosci krytycznej testu lecz dla
populacji liczacej 10 000 dokumentéw. Teraz dopuszczalna proporcja
nieprawidlowych dokumentéw wynosi 0.06, natomiast dyskwalifikujacy
poziom tej proporcji jest rowny 0.12. Ryzyko dezaprobaty skutecznego
systemu kontroli ustala sie na poziomie 0.1, natomiast ryzyko aprobaty
nieskutecznego systemu kontroli na poziomie 0.04. Korzystajac z pro-
gramow zamieszczonych w przykiadach 2.2 1 2.3, wyznaczymy niezbedny
rozmiar préoby prostej losowanej bezzwrotnie z populacji dokumentéw
oraz warto$¢ krytyczna testu pozwalajaca na podjecie stosownej decyzji,
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29.

30.

tak by spemione byly okreslone postulaty co do ryzyk wydania niepra-
widlowego osadu jakosci kontroli wewnetrznej.

Ponownie biezemy pod uwage okreslony w uprzednim zadaniu problem
wyznaczania niezbednej liczebnosci préby oraz wartosci krytycznej testu
lecz dla populacji liczacej 190 000 dokumentow. Dopuszczalna proporcja
nieprawidtowych dokumentéw wynosi 0.01, natomiast dyskwalifikujacy
poziom tej proporcji jest rowny 0.03. Ryzyko dezaprobaty skutecznego
systemu kontroli ustala sie na poziomie 0.09, natomiast ryzyko aprobaty
nieskutecznego systemu kontroli na poziomie 0.03. Program zamiesz-
czony w przyktadzie 2.4 wyznaczy niezbedny rozmiar proby prostej lo-
sowanej bezzwrotnie z populacji dokumentéw oraz wartos¢ krytyczna
testu pozwalajaca na podjecie wlasciwej decyzji tak by byly zachowane
okreslone postulaty co do ryzyk wydania nieprawidtowego sadu o jakosci
kontroli wewnetrznej.

Audytor sprawdza jako$¢ 1400 dokumentow na podstawie juz wyloso-
wanej bezzwrotnie préby prostej o rozmiarze 60. Dopuszczalna pro-
porcja nieprawidlowych dokumentéow wynosi 0.04. Ryzyko aprobaty
nieskutecznego systemu kontroli ustala sie na poziomie 0.05. Korzy-
stajac z procedur uzywanych w przyktadach 2.5-2.7 nalezy wyznaczy¢
warto$¢ krytyczna testu pozwalajaca na podjecie stosownej decyzji o
jakosci systemu kontroli tak by spelniony byt postulat co do ryzyka
wydania nieprawidlowego werdyktu.

31. Audytor sprawdza jakos¢ 1000 dokumentéw. W tym celu ma zamiar wy-

32.

losowac¢ bezzwrotnie probe prosta. Ponadto, audytor ustala, ze jesli za-
obserwuje w tej probie nie wiecej niz 9 dokumntéw z nieprawidlowosciami,
to uzna system kontroli wewnetrznej za skuteczny z ryzykiem wynosza-
cym 0.08. Dopuszczalna proporcja nieprawidlowych dokumentéw wy-
nosi 0.1. Korzystajac z procedur uzywanych w przykladzie 2.9 nalezy
wyznaczy¢ niezbedna liczebnos¢ proby pozwalajaca na podjecie stosow-
nej decyzji o jakosci systemu kontroli tak by spelnione byly okreslone
wczesniej postulaty.

Korzystajac z programu dydaktycznego opisanego w przykladzie 1.19
przeprowadzi¢ weryfikacje hipotez o wartosci $redniej zmiennej losowej
o rokladzie normalnym. Rozwazy¢ rézne warianty wartosci parametréw
zmiennej losowej, rozmiaru préby prostej losowej oraz wartosci poziomu
istotnosci testu.
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