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Modelowanie numeryczne przepływów wielofazowych... 

k — energia kinetyczna turbulencji, m2/s2
efektywny współczynnik przewodzenia ciepła dla mieszaniny, 

- W/mK 
Kpq - współczynnik międzyfazowej wymiany pędu, (bezwymiarowy) 

— skala liniowa przepływu, m 

Lt — skala długości wirów turbulentnych, m 
riipą — natężenie przepływu masy pomiędzy fazą p i q, kg/s 

rh 
9P

Spis ważniejszych symboli 
— przyspieszenie cząstki, m/s2

Cp,Cv - ciepło właściwe płynu przy stałym ciśnieniu, objętości, J/kgK 

CD - współczynnik oporu hydrodynamicznego, (bezwymiarowy) 
d — względne odchylenie od wartości średniej, (bezwymiarowe) 
dp — średnica cząstki, m 

ess - współczynnik odbicia, (bezwymiarowy) 
E - Energia całkowita, J 
f — funkcja oporu hydrodynamicznego, (bezwymiarowa) 

— zewnętrzne siły masowe działające na fazę q, N 

— siła nośna działająca na fazę g, N 

Fq

Ffift,q

Fyn?, 

goss 
h 
hpq

12 

— siła związana z masą pozorną fazy q, N 

— przyśpieszenie grawitacyjne, m/s2

— funkcja rozkładu radialnego, (bezwymiarowa) 
— entalpia właściwa fazy q, J/m3
— entalpia międzyfazowa, J/m3

— tensor jednostkowy 

— drugi niezmiennik tensora naprężeń, Pa 

keff 

— natężenie przepływu masy pomiędzy fazą q i p, kg/s 

n — liczba faz, (bezwymiarowa) 
p — ciśnienie, Pa 

Ps — „ciśnienie ziarniste", Pa 
Pr — liczba Prandtla, (bezwymiarowa) 
Pr t — turbulentna liczba Prandtla, (bezwymiarowa) 
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Re 

F-Ri„ 

St 
Tp 

Up*
Up 
tic 

vs

We 

Y 
YP 

kp 

YT 

Clą

E 

O 

Ag

- liczba Reynoldsa, (bezwymiarowa) 

— sity oddziaływań międzyfazowych, N 

- liczba Stokesa, (bezwymiarowa) 
— temperatura w pierwszym węźle przyściennym P, K 
— temperatura ścianki, K 
— średnia prędkość bezwymiarowa w węźle P 
— średnia prędkość w węźle P, mis 
— średnia prędkość płynu dla 1=y7-*, m/s 
— ciepło, J 

— gęstość strumienia ciepła, W/m2

prędkość średnia fazy ciągłej wyrażona udziałem 
objętościowym, m/s 

- prędkość unoszenia, m/s 

— składowe fluktuacyjne wektora prędkości, m/s 

- prędkość międzyfazowa (względna), m/s 

współczynnik zmienności dla stężenia objętościowego, 
(bezwymiarowy) 

- liczba Webera, (bezwymiarowa) 
- bezwymiarowa odległość od ścianki 

— odległość od ścianki węzła P, m 
energia kinetyczna turbulencji w pierwszym węźle 
przyściennym P, 

- bezwymiarowa grubość termicznej warstwy przyściennej 

Symbole greckie 
— udział objętościowy fazy q 
— delta Kornecera, (bezwymiarowa) 
— szybkość dyssypacji jednostkowej energii kinetycznej 

turbulencji, m2/53
— „temperatura ziarnista", m2/52
— współczynnik lepkości wolumetrycznej fazy q, kg/ms 

— dynamiczny współczynnik lepkości, kg/ms 
— współczynnik lepkości turbulentnej, kg/ms 
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Ps,col 

Ps,f 

Ps,kin 

P 
U 

Ut 

T 

7.: 
r q 

1-t 

.0 
W, 

— składnik kolizyjny dynamicznego współczynnika lepkości dla 
fazy uziarnionej, kg/ms 

— składnik tarciowy współczynnika lepkości dynamicznej dla 
fazy uziarnionej, kg/ms 

— składnik kinetyczny współczynnika lepkości fazy uziarnionej, 
kg/ms 

— gęstość, kg/m3
— napięcie powierzchniowe, odchylenie standardowe, J/m2
— turbulentna liczba Prandtla, (bezwymiarowa) 
— czas relaksacji, skala czasowa, s 
— tensor naprężeń dla fazy q, Pa 

— tensor naprężeń Reynoldsa, Pa 

— skala czasowa wirów turbulentnych, s 

— kąt tarcia wewnętrznego, deg 
— energia wymieniana przez 1-tą fazę stałą lub ciekłą z 

s-tą fazą stałą, J 

— całkowita objętość domeny obliczeniowej, m3
— objętość i-tego elementu modelu, m3 
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Operatory matematyczne 

= y, = fx, 

•1-7 = x,y, 

= 

a, = x,y 

A: B = a„bii

A • X =Y y, = a,,x, 

A • B =C c, = 

grad f =Vf 

div -A =v•A.
rot -iei=vx 

iloczyn wektora i wielkości skalarnej 

iloczyn skalarny 

iloczyn wektorowy 

iloczyn diadyczny wektorów 

- podwójny iloczyn skalarny 

- iloczyn skalarny tensora przez wektor 

- iloczyn skalarny tensorów 

— gradient pola skalarnego 

— dywergencja pola wektorowego 

— rotacja pola wektorowego 
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1. Wstęp 

Przepływ wielofazowy jest jednym z najbardziej rozpowszechnio-
nych w przyrodzie. W niniejszej monografii termin ten odnosi się to 
przepływu płynu wielofazowego rozumianego, jako układ zawierający 

różne lub tę samą substancję w stanie gazowym, ciekłym lub stałym, 

stanowiące współistniejące ze sobą fazy. Fazę termodynamiczną defi-
niuje się, jako jednolitą część układu fizycznego, oddzieloną od innych 
powierzchniami międzyfazowymi, zwanymi granicami faz, na których za--
chodzi skokowa zmiana własności fizycznych lub chemicznych. Dla po-
trzeb numerycznej mechaniki płynów (Computational Fluid Dynamics — 
CFD) należy jednak rozszerzyć pojęcie fazy o stwierdzenie, iż jest to 
także część materii charakteryzująca się pewną „odpowiedzią dynamicz-
ną" na otaczające pole przepływu/pole potencjalne, co oznacza, Ze w ana-
lizie CFD odrębne „fazy" mogą stanowić cząstki tej samej substancji 
w tym samym stanie skupienia, ale np. o różnych rozmiarach lub kształcie. 

W procesach przemysłowych przepływy wielofazowe mogą przyj-
mować różne formy. Ze względu na stan skupienia poszczególnych faz 
płynu wielofazowego rozróżniamy przepływy typu: gaz-ciecz, ciecz-ciecz, 
gaz-cząstki stale, ciecz-cząstki stałe oraz gaz-ciecz-cząstki stale. Prze-
pływy te mogą mieć postać przepływów z makroskopową powierzchnią 

rozdziału faz (dwa lub więcej strumieni ciągłych różnych płynów roz-
dzielonych powierzchnią podziału) lub przepływu z fazą dyspersyjną 

(cząstki state, krople cieczy lub pęcherzyki gazu rozproszone w fazie 
ciągłej). Przykładem przepływów wielofazowych z fazą rozproszoną 

może być przepływ zawiesin, emulsji, napowietrzanie. 

Ostatnie osiągnięcia numerycznej mechaniki płynów i postęp w dzie-
dzinie systemów komputerowych umożliwiają coraz głębsze poznanie 
i zrozumienie natury przepływów wielofazowych. Efektywne modele obli-
czeniowe możliwe do zastosowania w praktyce inżynierskiej bazują na 
dwóch różnych podejściach: podejściu Eulera-Lagrange'a, które sprowa-
dza się do śledzenia trajektorii pojedynczych cząstek (lub grup cząstek) 

poruszających się w polu prędkości fazy ciągłej oraz podejściu eule-
rawskim, w którym wszystkie fazy traktowane są, jako wzajemnie prze-
nikające się kontinua. W niniejszej monografii zawarto jedynie krótki 
przegląd wybranych eulerowskich metod modelowania zaimplemento-
wanych w pakiecie oprogramowania ANSYS FLUENT [19] oraz przy-
kłady ich praktycznego zastosowania do symulacji procesów przemysłu 

wydobywczego. Bardziej wyczerpujące omówienie metod modelowania 
przepływów wielofazowych znajdzie czytelnik np. w pracach [6, 281. Na-
tomiast w pracy [72] zawarto krótki przegląd modeli fizycznych stoso-
wanych w obliczeniach symulacyjnych przepływów wielofazowych. 
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2. Eulerowski model przepływu wielofazowego 
Eulerowski model przepływu wielofazowego stosuje się do układów, 

w których poszczególne fazy mogą występować w dowolnym stanie sku-
pienia: stałym, ciekłym lub gazowym. Model obowiązuje dla całego za-
kresu stężeń składników mieszaniny. 

W układzie wielofazowym jedna z faz stanowi fazę ciągłą (nośną), 
natomiast pozostałe stanowią fazy dyspersyjne (rozproszone). W podej-
ściu eulerowskim wszystkie fazy układu wielofazowego traktowane są 
jak płyny, z matematycznego punktu widzenia stanowiące wzajemnie 
przenikające się kontinua. Dla każdej z faz można sformułować oddziel-
ny układ równań opisujących zasady zachowania masy, pędu i energii. 
Międzyfazowa wymiana pędu jest uwzględniona poprzez wprowadzenie 
dodatkowego członu wymiany w równaniu pędu. Jeżeli następuje jedno-
cześnie międzyfazowa wymiana ciepła i masy również do równania za-
chowania energii i równania ciągłości są wprowadzane człony wymiany. 
Oddziaływania międzyfazowe są modelowane w różny sposób w zależ-
ności od rodzaju faz wchodzących w skład mieszaniny. 

Stężenia objętościowe poszczególnych faz stanowiące funkcje cią-
gle położenia i czasu określa się z warunku, że ich suma po wszystkich 
objętościach kontrolnych zawsze jest równa jedności. 

Dla przepływów turbulentnych wprowadza się kolejne równania sto-
sownie do przyjętego modelu turbulencji. Przepływ turbulentny układów 
wielofazowych jest w dalszym ciągu przedmiotem intensywnych badań. 

2.1. Ogólne równania zachowania dla mieszaniny wielofa-
zowej 

Do opisu jednofazowego modelu przepływu turbulentnego, wystar-
cza siedem równań transportu wyrażających zasady zachowania masy, 
pędu i opcjonalnie energii oraz równania domykające wyrażające tran-
sport energii kinetycznej turbulencji k i szybkości dyssypacji energii kine-
tycznej turbulencji c. 

Wprowadzenie do eulerowskiego modelu przepływu wielofazowego 
podobnego układu równań dla każdej z n faz wiąże się jednocześnie 
z ich modyfikacją. Modyfikacja ta polega na wprowadzeniu do równań 
fazowych udziałów objętościowych a1, cc2 ... an oraz członów opisujących 
międzyfazową wymianę masy, pędu i ciepła. Poniżej omówiono ogólne 
równania opisujące przepływ mieszaniny wielofazowej. 
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2.1.1. Równanie bilansu masy 

Jeżeli mieszanina składa się z n faz równanie ciągłości dla fazy q 
przyjmuje postać [14, 471: 

gdzie:-

n 

at
q pą)+V(aqp4,11.q )=1(rh „ - „) + są a 

p=1

- udział objętościowy fazy q, 

- prędkość fazy q, 

- gęstość fazy q, 

- natężenie przepływu masy pomiędzy faząp i q, p=1, 2, 3,...,n, 

- natężenie przepływu masy pomiędzy fazą q i p, 

- dodatkowe źródło masy dla fazy q, zmienne lub stałe. 

Objętość fazy q jest zdefiniowana następująco: 

= a„dV 

przy czym 

a =1 
q=1 

Wówczas można określić efektywną gęstość fazy q jako: 

- aqpq

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

2.1.2. Równanie bilansu pędu 

Zasadę zachowania pędu dla fazy q można zapisać w postaci 
równania [14, 471: 

a —
at

(z
q
)+V •(acipqi-i gii,)=-aqVp+VTq + a p g- + 

+ (f?' + rh po - rh „) + + + , 
p=1 

gdzie: 
- ciśnienie, 

- tensor naprężeń dla fazy q, 
- przyspieszenie grawitacyjne, 
- sity oddziaływań międzyfazowych, 

(5) 



8 Modelowanie numeryczne przepływów wielofazowych... 

V-pq — prędkość międzyfazowa, 
q - zewnętrzne siły masowe działające na fazę q, 

- sita nośna działająca na fazę q, 

F vmq - sita związana z masą pozorną fazy q, 
rhpą - strumień masy z fazy p do fazy q, 
rhqp - strumień masy z fazy q do fazy p, 
n - liczba wszystkich faz układu. 

Część składową tensora naprężeń dla fazy q zależną od lepkości 
można wyrazić równaniem [14, 47]: 

= aq pq + v 17qT + aq
-3-

_ 2 
Pq 

V • V-q / (6) 

gdzie: 

— oznacza dynamiczny współczynnik lepkości q, a 2,ci - współczynnik 
lepkości wolumetrycznej fazy q. Dla płynów nieściśliwych dywergencja 
wektora prędkości wynosi O i wówczas człon zawierający lepkość wolu-
metryczną zanika. W równaniu (6) 7 oznacza tensor jednostkowy. 

Prędkość międzyfazowa V-pq zdefiniowana jest w taki sposób, że 
jeżeli strumień masy z fazy p do fazy q rhpą > O to ii pq = , jeżeli 
następuje przepływ masy z fazy q do p tj. rhpq <O to ii pą = 

podobnie, jeżeli strumień masy rh„ > Oto V- cip = , a jeżeli ri-icip <O to 

Vqp =

Równanie pędu (5) jest domknięte poprzez wprowadzenie sil od-
działywania międzyfazowego I pq . Siła oddziaływania pomiędzy fazami 

p i q jest proporcjonalna do prędkości względnej faz [15, 45, 71]: 
n n 

R = KPq (V- ) 
Pq P 

p=1 P=1

(7) 

Ponadto R pą = —R ąp oraz Rgą = O. 

Wyrażenia opisujące współczynnik oddziaływania międzyfazowego 
omówiono bardziej szczegółowo w dalszej części rozdziału. 

Na cząstkę fazy dyspersyjnej poruszającą się w polu prędkości fazy 
ciągłej działa sita nośna 6 q prostopadła do kierunku prędkości względ-
nej faz. Silę nośną dla cząstki sferycznej można obliczyć z wyrażenia 
Drew i Lahey'a [14]: 

6 ft,q = —0.5a pp g —  (v X 17p ) (8) 
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Ponieważ siła nośna jest znacznie mniejsza od siły oporu hydro-
dynamicznego, w praktyce rzadko jest uwzględniana w obliczeniach. 

Jeżeli cząstki fazy dyspersyjnej o znacznie mniejszej gęstości niż 
faza ciągła przyśpieszają względem fazy ciągłej, to wówczas powstaje 
efekt masy pozornej. Faza ciągła na skutek bezwładności wywiera silę 
na przyśpieszające cząstki fazy dyspersyjnej. Silę można obliczyć na 
podstawie wyrażenia [14]: 

kmq = 0.5appą
( DV-,

Dt Dt i

Operator D/Dt w wyrażeniu (9) oznacza pochodną substancjalną. 

(9) 

2.1.2.1. Równanie bilansu pędu dla przepływów typu płyn-płyn 

Dla przepływów wielofazowych typu płyn-płyn przyjmuje się zwykle, 
Ze faza rozproszona ma postać pęcherzyków gazu lub kropel cieczy. 

Dla tego typu przepływów równanie bilansu pędu przyjmuje postać 
(5), przy czym współczynnik międzyfazowej wymiany pędu Kpą we wzo-
rze (7) — wyraża się ogólnym równaniem: 

Kpq = 
a
 q

a 
P
p 

P
 f

(10) 
VP

W równaniu (10) cip, an oznaczają udziały objętościowe odpowied-
nio dla fazy ciągłej i fazy dyspersyjnej w postaci pęcherzyków powietrza 
lub kropel. p, oznacza gęstość fazy ciągłej, a f funkcję oporu hydro-
dynamicznego. Występujący w mianowniku wyrażenia (10) czas rela-
ksacji dla cząstki dyspersyjnej r p zależy od średnicy cząstki dp jej gę-
stości pp oraz dynamicznego współczynnika lepkości fazy ciągłej j.//: 

ppd: 
r =  (11) 

P 18pq

Schiller i Nauman w pracy [56] oraz Morsi i Aleksander w pracy [46] 
zaproponowali model oddziaływań międzyfazowych, w którym funkcja 
oporu hydrodynamicznego zależy od współczynnika oporu hydrodyna-
micznego CD i względnej liczby Reynoldsa Rer: 

C Re f _  D r 

24 
(12) 

Względna liczba Reynoldsa dla faz nośnej i rozproszonej wynosi: 
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Rer = 
Pq

a dla pary faz rozproszonych r i p: 

Prp
Rer = 

V-, - ii, 

i I q 

17r —1-/-p 

/im
gdzie: wielkości z indeksem rp oznaczają ich średnie ważone udzia-

łem objętościowym faz r i q. 

W modelu Schillera-Naumana współczynnik oporu hydrodynamicz-
nego oblicza się ze wzoru: 

24(1 + 0.15Rer° 687 ) 
CD = Rer (15) 

0.44 

dp

drp

(13) 

Rer ___1000 

Rer >1000 

(14) 

W modelu Morsi-Aleksandra uszczegółowiono model Schillera-Nau-
mana i określono wartość współczynnika oporu hydrodynamicznego dla 
ośmiu zakresów liczb Reynoldsa, dla których: 

C =a +  
a

2 + 
a
' (16) 

D I Rer Rer2
Wartości współczynników a1, a2 i a3 wynoszą [56]: 

a1,a2, a 3 = 

(O 

3.690 

1.222 

0.6767 

0.3644 

0.357 

0.46 

0.5191 

24 0 

22.73 0.0903 

29.1667 -3.8889 

46.50 -116.67 

98.33 -2778 

148.62 -47500 

-490.546 578700 

-1662.5 5416700 

O < Re r < 0.1 

0.1 <Re r <1 

1 < Re r <10 

10 < Re r < /OO (17) 
100 <Re r <1000 

1000 < Re r < 5000 

5000 < Re, < 10000 

Re r > 10000 

Inne sformułowania funkcji oporu hydrodynamicznego zawarto 
w pracach [52, 27, 63, 34]. 

2.1.2.2. Równanie bilansu pędu dla przepływów uziarnionych 

W przypadku, gdy fazę nośną stanowi ciecz lub gaz, a fazę roz-
proszoną ziarna ciała stałego o stałej lub zmiennej wielkości ziarna, ruch 
cząstek stałych w polu prędkości płynu odbywa się dzięki ich kinetycz-
nemu oddziaływaniu z otaczającym płynem, a także poprzez zderzenia 
niesprężyste z innymi cząstkami stałymi. Eulerowski model przenikają-
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cych się kontinuów wymaga uzupełnienia pozwalającego na uwzględ-

nienie „dyskretnego" charakteru cząstek. W pracach [12, 20, 37, 42, 48, 
60] do opisu ruchu cząstek fazy stałej wykorzystano teorię bazującą na 
kinetycznej teorii gazów gęstych Chapmana-Enskoga [8]. Analogicznie 
jak w kinetycznej teorii gazów cząstki fazy stałej poruszają się swobod-
nie w fazie ciągłej i mogą się zderzać z innymi cząstkami stałymi. Ponadto 
prędkość cząstki można wyrazić jako sumę jej prędkości średniej i flu-
ktuacji prędkości wokół wartości średniej wynikającej z ruchu drgającego 

cząstki. Wielkość tych fluktuacji determinuje naprężenia, lepkość i ciś-

nienie rozproszonej fazy stałej. Miarą energii kinetycznej ruchu drgają-

cego cząstek jest odpowiednik temperatury termodynamicznej w kine-
tycznej teorii gazów, tzw. temperatura ziarnista e. Jako definicję tempe-
ratury ziarnistej Gidaspow w pracy [21] podaje: 

V 
= 

3 
gdzie: v' oznacza fluktuację prędkości cząstki stałej. 

W klasycznym modelu typu Euler-Euler pole ciśnień jest takie samo 
dla każdej z faz modelowanego układu. W przypadku występowania faz 
ziarnistych wszystkie fazy znajdują się w jednakowym polu ciśnienia pły-

nu. Ponadto strumień cząstek każdej z faz rozproszonych wytwarza in-
dywidualne pole ciśnienia określanego mianem ciśnienia ziarnistego Ps. 
Równanie pędu dla fazy ziarnistej przyjmuje wówczas postać np. [61, 
60]: 

gdzie: 

as 
Ps 
vs

Ps 

g 

a 
psii )+V•(asps s )=-asVp- Vps + V • rs +aspsg- + at - 

N — 

±I(K is (V I

1.1 
F lift,q 6m,q) 

- udział objętościowy fazy ziarnistej, 
- gęstość fazy ziarnistej, 
- prędkość fazy ziarnistej, 
- ciśnienie wywierane na wszystkie fazy układu, 

- ciśnienie ziarniste, 
- tensor naprężeń dla fazy ziarnistej, 
- przyspieszenie grawitacyjne, 

(18) 

(19) 

KIs = Ksr- współczynnik międzyfazowej wymiany pędu pomiędzy fazą 
płynną lub stałą I i fazą stałą s, 
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— prędkość międzyfazowa, 

— siła nośna działająca na fazę q, 
— sita związana z masą pozorną fazy q, 
— strumień masy z fazy I do fazy s, 
— strumień masy z fazy s do fazy I, 

— liczba wszystkich faz układu. 

Ciśnienie cząstek stałych Ps w równaniu (19) wyraża sity normalne 
wynikające z oddziaływań pomiędzy cząstkami stałymi. Ciśnienie to jest 
funkcją temperatury ziarnistej, udziału objętościowego fazy rozproszo-
nej, funkcji rozkładu radialnego oraz współczynnika uwzględniającego 
niesprężystość wzajemnych zderzeń cząstek stałych [42, 211: 

Ps asPs° + 21)5(1 4- e55)as2g °sse , (20) 
gdzie: 

- temperatura ziarnista, 

ess — współczynnik odbicia, 

goss — funkcja rozkładu radialnego. 

Pierwszy składnik w równaniu (20) wyraża oddziaływanie cząstki z 
otaczającym płynem (składnik kinetyczny), a drugi składnik uwzględnia 
wzajemne zderzenia niesprężyste cząstek. Wartość współczynnika ess 
najczęściej przyjmuje się równą 0,9. Funkcja rozkładu radialnego w rów-
naniu (20) jest miarą prawdopodobieństwa zderzenia cząstek. Dla przy-
padku jednej fazy ziarnistej w pracy [48] Unemura i Ogawa wykorzystali 
zależność określającą funkcję rozkładu radialnego w postaci wzoru em-
pirycznego Bagnolda [4]: 

gOss 1 — 
( as

(21) 
as,max 

gdzie asmax = 0,63 dla cząstek sferycznych. 

Funkcja ta umożliwia modelowanie przejścia fazy rozproszonej od 
stanu „ściśliwego" (as < asmax), tzn. stanu, w którym odległości pomiędzy 
cząstkami mogą się zmniejszać, do stanu „nieściśliwego" (as = asmax), 
tzn. gdy cząstki fazy stałej osiągnęły stan maksymalnego upakowania. 

Syamlal w pracy [60] podaje uproszczone, pomijające składnik 
kinetyczny, wyrażenie na ciśnienie ziarniste w postaci: 

Ps = 2Ps(1 ± ess)afgosse (22) 
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z funkcją rozkładu radialnego niezależną od asmax: 

3as 
goss — + (23) 

I-a s ( — as )2
Przedstawione powyżej wyrażenia określające ciśnienie ziarniste 

i funkcję rozkładu radialnego nie mogą być stosowane w przypadku 
występowania więcej niż jednej fazy uziarnionej. Wyrażenia uogólnione 
na N faz można znaleźć w pracach [20, 21, 43, 26]. 

, 
Tensor naprężeń T s w równaniu (19) przyjmuje postać: 

( 
i--s =a,,us (VV-s + v;)+ a, 2,--

2
V • t7 (24) 

3
Lepkość strumienia cząstek stałych jest związana z ruchem trans-

Iacyjnym cząstek (składnik kinetyczny), wzajemnym oddziaływaniem! 
cząstek (składnik kolizyjny) i tarciem cząstek o siebie, gdy udział objęto-
ściowy cząstek stałych jest bliski udziałowi dla maksymalnego upako-
wania cząstek (składnik tarciowy). Dynamiczny współczynnik lepkości 

strumienia cząstek Ps wyraża się wzorem: 

Ps Ps,kin I l s,col Ps,f (25) 

Wyrażenie na składnik kinetyczny współczynnika lepkości I-/ skin 

podaje Gidaspow w pracy [24 

Ps kin 96a50 + es, o,ss 

10p,d,Vesg 
 )g 5 

2 

Inne wyrażenie można znaleźć w pracy Syamial'a [K]: 

asPsds-iesg 
— s,kin 6(3 — ) 

r-

2 i 
1 + e X3e —1)a go5 ss ss s ,ss 

(26) 

(27) 

Wyrażenie na składnik kolizyjny ,s,c0/ przyjmuje postać [20, 60]: 

4 r e
= — a (I +a  s s P d ) s (28) 5 s s 

g i 

W przypadku, gdy stężenie objętościowe cząstek stałych zbliża się 

do stężenia maksymalnego (gęstość upakowania) cząstki stykają się ze 
sobą i wymiana pędu następuje głównie poprzez tarcie cząstek. Prze-
pływ strumienia cząstek staje się nieściśliwy. Wówczas składnik tarciowy 
odgrywa istotną rolę. Często stosowanym wyrażeniem na współczynnik 

lepkości tarciowej ps,f jest formuła Schaeffer'a [55]: 
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ps sin 
Ps fr i (29) 

gdzie: 

Ps — ciśnienie cząstek stałych, 
— kąt tarcia wewnętrznego (kąt naturalnego zsypu dla materiału 

ziarnistego), 
— drugi niezmiennik tensora naprężeń . 

Inne wyrażenia podają Johnson i Jackson w pracy w pracy [30] lub 
Syam lal w pracy [60]. 

Ponieważ poniżej granicy maksymalnego upakowania fazę uziar-
nioną traktuje się jako ściśliwą wyrażenie opisujące tensor naprężeń 
fazy ziarnistej zawiera również lepkość wolumetryczną ze współczynni-
kiem lepkości wolumetrycznej As. Lun w pracy [42] oblicza jego wartość 
na podstawie wyrażenia: 

4 ( 0  VY2 
= -3 asiosdsgoss(1+ess)  s

7r i 
(30) 

Lepkość strumienia cząstek zależy od ich udziału objętościowego, 
współczynnika uwzględniającego niesprężyste zderzenia cząstek funkcji 
rozkładu radialnego oraz od temperatury ziarnistej. 

Jak wspomniano wcześniej temperatura ziarnista jest proporcjo-
nalna do energii kinetycznej ruchu drgającego cząstek stałych. Tempe-
raturę ziarnistą można obliczyć na podstawie równania algebraicznego 
Syamlala-O'Briana [60] lub równania transportu w postaci [12]: 

3 
2 

^ 

r_ 

at 

gdzie: 
(

—p51

• (kosV Os ) 

Yes 

V • (p sa se s ) 
( 

+V •(kosV0s )—yos + (DIs
J 

: — wyraża generację energii przez tensor naprężeń 
w fazie uziarnionej, 

— dyfuzję energii (ke, jest współczynnikiem dyfuzji), 

— rozpraszanie energii poprzez zderzenia cząstek, 
— wymianę energii Mej fazy stałej lub ciekłej z s-tą fazą 

stałą. 

Wyrażenia określające współczynnik dyfuzji podaje Syamlal w pra-
cy [60] oraz Gigaspow w pracy [20]. 

(31) 
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Najczęściej stosowanym wyrażeniem opisującym rozpraszanie 
energii poprzez zderzenia pomiędzy cząstkami jest wyrażenie zapropo-
nowane przez Luna w pracy [42]: 

12(1-ej 
7 = 

d s jr 

Kolejny składnik w równaniu bilansu pędu dla fazy ziarnistej (19) 
stanowi człon opisujący międzyfazową wymianę pędu. Współczynnik 
międzyfazowej wymiany pędu pomiędzy fazą płynną lub stałą / i fazą 

stałą s wyraża się wzorem: 

0,ss n  ry 2 e% 
s s (32) 

K,s = asPsf (33) 
TS 

gdzie: as, Ps oznaczają odpowiednio udział objętościowy i gęstość 
fazy dyspersyjnej, f funkcję oporu hydrodynamicznego, a z, czas rela-
ksacji dla cząstek stałych. Dla cząstek o stałej średnicy ds i gęstości Ps 
poruszających się w płynie o współczynniku lepkości dynamicznej g 
czas relaksacji wynosi: 

p,ds2 
r = (34) 

s 18,u, 
W większości modele wymiany pędu pomiędzy fazą nośną a fazą 

dyspersyjną zostały sformułowane w oparciu o pomiary eksperymentalne 
prędkości krytycznych w złożach fluidalnych (prędkości, przy których 
cząstki fazy rozproszonej znajdują się w stanie „zawieszenia"). Syamlal 
i O'Brien w pracy [60] zaproponowali wyrażenie określające współczyn-
nik międzyfazowej wymiany pędu w postaci: 

( 
K 

3asa,p, Re, 
, =  2 up
s 4vds vr,s

gdzie: Re, jest względną liczbą Reynoldsa obliczaną ze wzoru: 

p,d 
Re, =  s 1-/-1 

(35) 

(36) 

Prędkość krytyczna vr,s dla cząstek fazy stałej jest obliczana na 
podstawie wzoru empirycznego: 

v, = O.5 7A -0.06 Rer + 11(O.06Rer )2 + 0.12 Rer (2B - A)+ A 2 (37) 

Wartości współczynników A i B zależą od udziału objętościowego 

fazy stałej i wynoszą: 
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dla co.5.0,85 oraz 

A = a/4.14 

B = 

= 0,8a/2.65 

(38) 

(39) 

dla a,>0,85. 

W modelu Syamlala-O'Briena zastosowano współczynnik oporu hy-

drodynamicznego CD wg formuły Dalia Valle'a [11]: 

( 
CD — 0,63 + 

2 

4.8 

Rer /v, 
(40) 

Wen i Yu w pracy [67] dla rozcieńczonych układów gaz-cząstki fazy 

stałej (a,>0,8) zaproponowali współczynnik międzyfazowej wymiany 

pędu w postaci: 

,3 a Pi Kt, = —C 
4 D ds

vs - vi a,-1.65 

ze współczynnikiem oporu hydrodynamicznego: 

24  r 
CD = 11 0,15(a, Rer)0.687 

a, Re, 

(41) 

(42) 

Dla układów o dużym udziale objętościowym cząstek stałych a1<0,8 

Ergun w pracy [181 zaproponował współczynnik wymiany pędu w postaci: 

K5, =150 a5 (1   
+1,75a5p,

aid: 

vi — 17s (43) 

Gidaspow w pracy [20] połączył modele Wen-Yu i Erguna tworząc 

model bardziej uniwersalny. Model ten charakteryzował się nieciągłością 

w punkcie a,=0,8. W kolejnych pracach (Gidaspow [21], Lu i inni [41] 

oraz Lu i Gidaspow [40]) udoskonalono połączone modele Wen-Yu 

I Erguna poprzez wprowadzenie funkcji zapewniającej ciągle przejście 

pomiędzy wartością dla układu „gęstego" i „rozcieńczonego". 

Arastoopour w pracy [3] sformułował wyrażenie określające współ-

czynnik wymiany pędu dla układów gaz-cząstki stale obowiązujące dla 

całego zakresu udziału objętościowego fazy stałej w postaci: 
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- 

Ks, = 17.3 
+ 0.336 

Re _ r 

PI 
ds 17s —171 asal

-2 8 (44) 

W przepływach typu płyn-cząstki stałe, cząstki stale wymieniają pęd 
również pomiędzy sobą. Współczynnik międzyfazowej wymiany pędu 
pomiędzy cząstkami stałymi faz / i s Syamlal i inni w pracy [60] podają 
w postaci: 

K/s = 

3(1+ e/s ) 
„ 7r 
—
2 

+C„,,s
8 i 

2 71-
asPsalPi(d, ± C15)2 gois 

2R-(pIcl,3 + psd:) 
(45) 

gdzie: 

el, - współczynnik odbicia, 

Cfryis - współczynnik tarcia pomiędzy cząstkami faz stałych I i S, 

C11 - średnica cząstek fazy stałej /, 
gods - funkcja rozkładu radialnego. 

Przekazywanie energii kinetycznej drgań przez cząstkę fazy rozpro-
szonej s do fazy ciekłej lub stałej / opisuje równanie [20]: 

0/5 = 3KIs6s (46) 

gdzie: Kls jest współczynnikiem oddziaływań międzyfazowych według 
równania (33). 

2.1.3. Równanie bilansu energii 

Zasada zachowania energii w przepływach wielofazowych wyraża 
się równaniami bilansu entalpii właściwej hq dla każdej z faz mieszaniny 

wielofazowej. Bilans entalpii dla fazy q opisuje równanie [141: 

a ( apą , 
aqpq hg )+V(agpgiighg )= —ag  at  +r, :Viią \rąci ± 5ą—at 

n , 
+ 1 (Qpq + rh pq hpą — rh qphą,), 

p=1 

gdzie: 

f :VPq - człon uwzględniający pracę sil lepkości, g 

Vqg - człon uwzględniający przewodzenie ciepła, 

Są 

(47) 

- człon źródłowy uwzględniający dodatkowe źródła ciepła np. 
reakcje chemiczne, 
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P 

pq + itl pqhpq — Thqphqp - człon opisujący międzyfazową wymianę ciepła, 
k=1 

przy czym Qpc1=— Qqp oraz Qqq=0. 

2.2. Model turbulencji dla przepływu wielofazowego 
Istnieje wiele koncepcji modelowania przepływów turbulentnych. 

Klasycznym najczęściej implementowanym w komercyjnych kodach nu-
merycznych modelem turbulencji jest model Harlowa-Nakayamy znany 
jako model k-E [22]. Jest to model półempiryczny. Równania modelu zo-
stały sformułowane na drodze rozważań fenomenologicznych i badań 
eksperymentalnych. Model ten opiera się na trzech podstawowych kon-
cepcjach. Pierwszą z nich jest koncepcja Reynoldsa [17, 25] zgodnie 
z którą, każdą wielkość opisującą przepływ turbulentny można traktować 
jako sumę wielkości uśrednionej w czasie oraz składowej fluktuacyjnej 
będącej losową funkcją czasu i przestrzeni. Zastosowanie tej koncepcji 
do równania pędu Naviera-Stokesa przekształca je w tzw. uśrednione 
równanie Naviera-Stokesa zwane równaniem Reynoldsa, które zawiera 
dodatkowy człon - tensor naprężeń Reynoldsa : 

(48) 

gdzie: v;,t/ oznaczają składowe fluktuacyjne wektora prędkości. 

Drugą fundamentalną koncepcję stanowi hipoteza Boussinesq'a, 
zakładająca, że tensor naprężeń Reynoldsa można wyrazić poprzez gra-
dient prędkości średniej [17, 25]: 

_ (av. ay; 2 ( ay\-ft = -pv,vi = Alt '  + • pk + pi   6,,, , (49) 
ax 5x, 2 3 ax,, ' i 

gdzie: 

— składowe fluktuacyjne wektora prędkości, 
P — gęstość, 
k - energia kinetyczna turbulencji, 

- delta Kornecera, 
— dynamiczny współczynnik lepkości turbulentnej, 

Vi, Vi — składowe wektora prędkości średniej. 
Ponadto hipoteza ta wprowadza dwa pojęcia: pojęcie lepkości tur-

bulentnej (burzliwej), będącej odpowiednikiem lepkości molekularnej pły-
nu oraz pojęcie energii kinetycznej turbulencji zdefiniowanej następująco: 
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1" .2 i 2 2 
k=— v, +v2 ±v3 (50) 

2 

Trzecią hipotezę stanowi prawo dyssypacji energii Kolmogorowa 
wiążące makroskopową strukturę przepływu, wyrażaną przez skalę li-
niową przepływu / z dyssypacją energii charakteryzującą najdrobniejsze 
skale wirowe. Na bazie tej hipotezy w modelu k-E oszacowano prędkość 

dyssypacji energii kinetycznej turbulencji E [17]: 

k% 
= (51) 

Wprowadzenie dodatkowego członu w postaci tensora naprężeń 

Reynoldsa do równań Naviera-Stokesa sprawia, że układ przestaje być 

domknięty. W standardowym modelu k-E domknięcie równań jest reali-
zowane poprzez wprowadzenie dwóch dodatkowych równań różnicz-

kowych transportu: dla energii kinetycznej turbulencji k i prędkości dys-
sypacji energii kinetycznej turbulencji E. Dla przepływu jednofazowego 
równania te przyjmują postać [35]: 

a —at pk +V •(p1:7k)= v. 
( 

Pt 
1-1 + a-k i 

Vk + Gk + (52) 

( a 5t pc +V •(pkic)=V V. +  Vc +—
c 

(C„Gk +C2,pc) (53) 
k CIE J 

W równaniach (52), (53) Gk jest członem produkcji energii kinetycz-
nej turbulencji zależnym od gradientu prędkości średniej i lepkości tur-
bulentnej [35]: 

Gk = Pt 
( av, av av 
\ ax ax, aX, 

(54) 

Wielkości C1, = 1,44 i 02 E = 1,92 [35] są stałymi eksperymental-
nymi. Wartości turbulentnej liczby Prandtla również zostały określone 

eksperymentalnię i wynoszą ak=1 i a,=1,3 odpowiednio dla k i E [35]. 

Do równań (52) i (53) można wprowadzić dodatkowe człony źród-

łowe uwzględniające np. wpływ sity wyporu czy ściśliwości płynu [22]. 

Wartość dynamicznego współczynnika lepkości turbulentnej jest za-
leżna od energii kinetycznej turbulencji i współczynnika dyssypacji ener-
gii i wyraża się wzorem [35]: 
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k 2
Iit = PC, E 

(55) 

Stała Cm=0,09 w równaniu (55) została wyznaczona eksperymen-
talnie [35]. 

Odkąd poznano słabe strony i ograniczenia standardowego modelu 
k-E wprowadzono dwie znaczące modyfikacje w postaci tzw. modelu 
RNG k-E [70, 49] oraz modelu „realizable" k-E [57]. W modelu RNG zo-
stały wprowadzone modyfikacje w równaniu dyssypacji w oparciu o te-
orię grupy renormalizacji. W modelu tym rozwiązywane jest dodatkowe 
równanie różniczkowe dla lepkości turbulentnej. Turbulentne liczby Prandtla 
nie są wartościami stałymi wyznaczonymi eksperymentalnie, lecz obli-
czonymi na podstawie wzorów analitycznych. Uwzględniono także 

wpływ wirowości w przepływie makroskopowym. W efekcie model RNG 
k-E jest modelem bardziej uniwersalnym zapewniającym poprawność 

wyników obliczeń dla całego zakresu liczb Reynoldsa. W wyniku mo-
dyfikacji równanie to lepiej opisuje przepływy w obszarach dużych 

odkształceń. 

Jedną z wad standardowego modelu k-E jest generowanie, powyżej 

pewnej wartości odkształceń, ujemnych wartości składowych normal-
nych tensora naprężeń Reynoldsa, które z definicji powinny przyjmować 

wartości dodatnie. Niedogodność tę wyeliminowano w modelu „reali-
zable" k-E poprzez wprowadzenie wartości współczynnika C/, jako war-
tości zmiennej, zależnej od lokalnych odkształceń i rotacji elementu 
płynu. Ponadto w równaniu dyssypacji w inny sposób zostały sformu-
łowane człony generacyjne i destrukcyjne [57]. 

Dla turbulentnych przepływów wielofazowych równania transportu 
dla k i E powinny być sformułowane w odniesieniu do każdej z faz two-
rzących mieszaninę. Liczba modelowanych zmiennych w tym przypadku 
znacząco wzrasta, co sprawia, że tego rodzaju symulacje są kosztowne 
numerycznie. Dlatego w zależności od charakteru przepływu, jak i właś-

ciwości mieszaniny w modelowaniu turbulencji układu wielofazowego, 
w ramach modelu k-E można się posłużyć trzema metodami o różnym 

stopniu uproszczenia: 

— Dla przepływów uwarstwionych (ze stratyfikacją) lub, gdy gęstość fa-
zy rozproszonej jest porównywalna z gęstością fazy ciągłej można 

sformułować pojedyncze równania transportu dla k i E dla mieszaniny 
faz. 
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Dla mieszanin wielofazowych o niewielkim stężeniu objętościowym 

faz rozproszonych, gdzie na przypadkowy ruch cząstek rozproszo-
nych decydujący wpływ mają turbulencje fazy ciągłej, formułuje się 

równania transportu tylko dla fazy ciągłej uwzględniające jednak mię-

dzyfazową turbulentną wymianę pędu. Parametry charakteryzujące 

turbulencję faz rozproszonych określa się na bazie teorii rozpra-
szania cząstek dyskretnych przez turbulencję homogeniczną, sfor-
mułowanej przez Tchena [62] i opisanej w [25]. Wielkości te wypro-
wadzono na bazie parametrów dla przepływu uśrednionego dla fazy 
ciągłej oraz stosunku czasu relaksacji cząstek fazy rozproszonej do 
czasu charakterystycznego oddziaływania wir-cząstka [16]. 

Dla przepływów wielofazowych w których wymiana turbulentna od-
grywa decydującą rolę stosuje się model rozwiązujący układ równań 

transportu dla każdej z faz układu. Jest to metoda najbardziej kosz-
towna numerycznie. 

Poniżej przedstawiono sposób sformułowania równań transportu 
dla k i E dla każdej z wyżej wymienionych metod. 

Pojedyncze równania transportu k-E dla mieszaniny faz 

W tym przypadku zakłada się, że do opisu przepływu turbulentnego 
wystarcza wprowadzić do równań transportu gęstości i prędkość jako 
wartości średnie ważone udziałem objętościowym faz stanowiących 

składniki mieszaniny. Wówczas równania te przyjmują postać [31, 44, 69]: 

gdzie: 

a 
—at pmk +V • 

( 
( p mk ,,k) =V • Pt '  Vk + G,, + Ang 

o-k 

( 
— p + V • (p me) = V • r-I V + (C G a 
at u, j k lE k,m 

Vm = k-4 

akPkk-ik 

n 

Pm 

Pm =laidok 
k=1 

(56) 

+ C2cpm8) (57) 

(58) 

(59) 

(60) 
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Człon produkcji G km dla energii kinetycznej turbulencji jest sfor-
mułowany następująco [31, 44, 69]: 

G  k,m = Pt,m v k-im ± (v kim )T : VI/m (61) 

Stale w równaniach (56, 57, 60) mają ten sam wymiar jak w rów-
naniach (52, 53, 55). 

Równania transportu k-E dla „rozcieńczonych" układów wielofa-
zowych z fazami dyspersyjnymi 

W tym przypadku turbulencje w fazie ciągłej opisuje się przy za-
stosowaniu modelu k-E w którym równania transportu dla k i E zmo-
dyfikowano poprzez wprowadzenie dodatkowych członów uwzględnia-
jących międzyfazową turbulentną wymianę pędu. 

Tensor naprężeń Reynoldsa dla fazy ciągłej przyjmuje postać [39]: 

2 t 
=.—v)gkg + p, q V •V + pt,q 

q 3 ' 
vQq+(v )T (62) 

gdzie: / jest tensorem jednostkowym, Qg prędkością średnią fazy ciągłej 
ważoną udziałem objętościowym, k g dynamicznym współczynnikiem 
lepkości turbulentnej, pq gęstością, a kg, energią kinetyczną turbulencji 
dla fazy ciągłej. Dynamiczny współczynnik lepkości turbulentnej wyraża 
się wzorem [39]: 

Pt,q = PqC
Eq

Skalę czasową wirów turbulentnych T t, ą określa wzór [39]: 

T = -
3 

C —
kg 

t,q 

a skalę długości Lo [39]: 

3 k% 

Równania transportu dla k i E można zapisać w postaci [39]: 

—
a 

aq p k +V 
at 

Lt,q = 

( u
•(agpgQgki=V • ag ' t 'ą Vkg +agGk4 + 

ak i 
a ci P ą 8, 7 + ag Pą-1-1k,q 

(63) 

(64) 

(65) 

(66) 
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(  a t 'g 
a p g +V • a r -( 

„
aqpqVg8g )=V • VE 

at q q q
(67) 

+a  ą (C G —C pc)+apIT . 
q ie k,q 26- q q q q c,q 

Występujące w równaniach wyrażenia f7ką i R ig opisują oddziały-

wanie fazy dyspersyjnej na fazę ciągłą. Człon produkcji energii kinetycz-

nej turbulencji Gk.,/ i pozostałe wielkości są zdefiniowane w ten sam spo-

sób jak dla przepływów jednofazowych. 

W pracy [16] Elgobashi i inni, człony oddziaływania pomiędzy fazą 

ciągłą a fazami dyspersyjnymi w równaniu transportu dla k (66) i E (67) 

sformułowali odpowiednio według równań: 

gdzie: 

Kpą 

kpą

ką

Pq 

V dr 

C3E

Hk,q = 

P= 

K p
 (kp — 2/(q +V-pg •t7d,-) 

agpq

C 3 q 17 k
ką q

— współczynnik turbulentnej wymiany pędu, 

— kowariancja prędkości fazy ciągłej q i fazy dyspersyjnej p, 

— energią kinetyczną turbulencji fazy ciągłej, , 

(68) 

(69) 

— prędkość względna, 

— prędkość unoszenia, 

— stała eksperymentalna. 

W równaniu (68) sumowanie odbywa się po wszystkich M fazach 

dyspersyjnych. Stała eksperymentalna C3E w równaniu (69) wynosi 1,2 

[161 Równania (62) do (69) opisują turbulencje w fazie ciągłej. Para-

metry charakteryzujące turbulencje w fazie rozproszonej tj. energię kine-

tyczną turbulencji ką, kowariancję prędkości kpą turbulentne współczyn-

niki dyfuzji Dp i Dą Simonin w pracy [58] wyraził poprzez charakterys-

tyczne skale czasowe dla cząstki i skalę długości wirów turbulentnych 

w fazie ciągłej. Czas relaksacji dla cząstki związany z jej bezwładnością 

wynosi [58]: 

Fpq K-1= ap, pq , 

( 
Pp — +C, 

2 
(70) 
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gdzie: stała C=0,5 [1]. Całkowa skala czasowa Lagrange'a dla 
cząstki, której trajektoria przecina trajektorię elementu fazy ciągłej wy-
nosi [1O]: 

T =  t ,pq v

gdzie: 

T Pą 

17 P9 T t ,q 
Lt,q 

C )6, = 1,8 —1,35cos2 O (73) 

O jest kątem pomiędzy prędkością cząstki i prędkością względną. 

Energię kinetyczną turbulencji dla fazy dyspersyjnej można wyrazić 

poprzez stosunek skali czasowej r t,pq i czasu relaksacji T F,pq: 

gpq 

rt ,pą 
T

F,pq 

(74) 

Wówczas wielkości charakteryzujące równanie turbulencji w fazie roz-
proszonej można obliczyć ze wzorów (75) do (79): 

(b2 + ripą

i + lipą i
kp = ką

( \-1
b=(1 ±C) PP ±c jog v j

( b +lipą \

1 +ii pą j

1 
D p = Dt,„ +

( 
—
2 

kp — b----kpą
j 3

kpą =2ką

Df,pą
I  

= — n , "„ T t ,pq
3 

TF ,pq 

(71) 

(72) 

(75) 

(76) 

(77) 

(78) 

(79) 

W równaniu pędu (5) człon międzyfazowej wymiany pędu po 
uwzględnieniu turbulencji przyjmuje postać [39]: 

K„(iip —V.ą )= Kpq (k7p —k7q )— Kpciii „ (80) 
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gdzie: 

I 7  dr — 

( Dp Dą \ 
 Va  Va 

P q u a Gr a 
Pci P Pq cl j 

(81) 

jest prędkością unoszenia wynikającą z fluktuacji udziału objętościowe-
go faz p i ą. apą w równaniu (81) jest turbulentną liczbą Prandtla dla fazy 
dyspersyjnej. 

Równania transportu w modelu k-E dla każdej z faz układu wielo-
fazowego 

Najbardziej ogólny model turbulencji dla układu wielofazowego for-
mułuje równania transportu dla k i E dla każdej z faz układu w postaci 
[39]: 

-a q p kq +V jacipąk/ąkj=V • 
at 

( 

a g p g  

Crk 

m , , m 
+acipącą +IK Ag (Cp,ąk,-Cą kq )-IK 

P,c1 i P 
p=1 

M 

+1K (k? ) P14 Va P,4 P ci 
p=1 aq u 

( 
r a at aqpE +v•(cecipciiq6-,)=v • a g  t'Cl Vką

+C„agp, g ci + 

uk , 
( 

Kpq (Cp,,kp -Cąpką )-
p=1 

Vką +aąGk,ą + 

— k7q )  V CX + 

P P 

E r
+  ą LCh

. 
a G + 

ką " 

\--
- K - J  k/ .  P1, 

Va Va + +I M K pq (k-i p k7q )• Pt 'q Va P 
p=1 6 p=1 CX 0" P P q 

(82) 

(83) 

Postać tensora naprężeń Reynoldsa i wzoru na dynamiczny współ-
czynnik lepkości turbulentnej wyrażają się cytowanymi wcześniej równa-
niami (62) i (63). 

Stała Cpq=2, a Cąp jest zależna od wspomnianego wcześniej stosun-
ku czasów relaksacji rip,q [39J: 

Cqp = 21  (84) 
+ 

Człon turbulentnej międzyfazowej wymiany pędu w równaniu (9) 
przyjmuje postać: 
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(85) 
p=1 p=1 p=1 

gdzie: sumowanie odbywa się po wszystkich M fazach dyspersyjnych. 

2.3. Modelowanie turbulentnej warstwy przyściennej 

Obszar przyścienny może być podzielony na trzy podwarstwy: pod-
warstwę laminarną, w której decydującą rolę w przekazywaniu pędu, 
ciepła i masy odgrywa lepkość płynu, rdzeń turbulentny, gdzie dominu-
jącą rolę odgrywają turbulencje oraz warstwę przejściową łączącą obie 
wymienione wcześniej warstwy, w której obydwa czynniki wywierają po-
równywalny wpływ. 

Możliwe są dwa podejścia do modelowania przepływu w warstwie 
przyściennej. Pierwsze z nich opiera się na 01-empirycznych równa-
niach zwanych „funkcjami przyściennymi", które łączą podwarstwę lami-
narną i rdzeń turbulentny. Drugie podejście polega na takiej modyfikacji 
modelu turbulencji, aby umożliwiał modelowanie przepływu turbulentne-
go w dowolnej odległości od ścianki tj. łącznie z podwarstwą laminarną. 
Pierwsze podejście jest stosowane najczęściej ze względu na niewielki 
koszt numeryczny i zadowalającą dokładność wyników. Dlatego też w ni-
niejszym opracowaniu przedstawiono szerzej, zaliczany do tej grupy, 
model warstwy przyściennej oparty na pracy Laundera i Spaldinga [36]. 

W modelu tym zakłada się logarytmiczny rozkład średniej prędkości 

bezwymiarowej U* w postaci: 

U* = —1 I n(Ey *
K 

gdzie: 

u . pU,C,4 k", 

oraz bezwymiarowa odległość od ścianki: 

pCky 

W równaniach (86) do (88): 

K=0,4187 - 
E=9,793 - 
Up 
kp 

Y *

stała von Kkm6na, 

stała doświadczalna, 

(86) 

(87) 

(88) 

- średnia prędkość płynu w węźle przyściennym P, 

- energia kinetyczna turbulencji w węźle przyściennym P, 
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- 

_ 

YP 
ii 

- odległość węzła P od ścianki, 
- współczynnik lepkości dynamicznej płynu. 

Rozkład temperatury bezwymiarowej w warstwie przyściennej okre-
śla się na podstawie zależności liniowej w warstwie laminarnej oraz za
leżności logarytmicznej w obszarze turbulentnej wymiany ciepła. Ponad-
to w pracy [66] uwzględniono wydzielanie ciepła na skutek tarcia wew-
nętrznego w płynie. Ostatecznie rozkład temperatury bezwymiarowej 
w warstwie przyściennej przyjmuje postać: 

I i 
. i C 4 k,f, 

Pr y + —pPr  P Up2
2 (.1 

T* = 

gdzie: 

oraz.

I I 
/ I Ck 2

Pr, —In(Ey*)+ P + — p  '  P -i-

K- 2 (4 

+ [Pr, Up2 + (Pr— Pr, )(Jc2 ] 

, i 
. (T — T pc k 2

T  pp 

q 

(89) 

(90) 

kp - energia kinetyczna turbulencji w pierwszym węźle przyściennym P, 
p - gęstość płynu 
cp - ciepło właściwe płynu, 
q - gęstość strumienia ciepła przez ściankę, 
Tp - temperatura w pierwszym węźle przyściennym P, 
Tw - temperatura ścianki, 
Pr - liczba Prandtla, 
Prt - turbulentna liczba Prandtla, 
U0 '' średnia prędkość płynu dla yik =yT.* 

Y7: - bezwymiarowa grubość termicznej warstwy przyściennej. 

P w równaniu (89) oblicza się ze wzoru Jayatilleke [29]. 

P = 9,24 

- 

- 
W modelu k-E energia kinetyczna turbulencji jest obliczana w całym 

modelowanym obszarze włączając strefy przyścienne. Warunek brzego-
wy dla k na ściance wynosi: 

3 
( V7i Pr 
Pr t 

—1 (1 + 0,28e-0,007pr1prt) (91) 

(92) 
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gdzie: n oznacza współrzędną lokalną normalną do powierzchni ścianki. 

Produkcja energii kinetycznej turbulencji stanowiąca człon źródłowy 
w równaniu transportu dla k jest obliczana ze wzoru: 

OU z- w
G  = (93) k w ay  w kpoy,

W strefie przyściennej równanie transportu dla E nie jest rozwią-
zywane. Współczynnik dyssypacji energii kinetycznej jest obliczany ze 
wzoru: 

3 3 

ep = 
C ii4 Iq, 

KYp 
(94) 

Standardowa funkcja przyścienna omówiona powyżej daje prawi-
dłowe rozwiązania dla większości przypadków turbulentnych przepły-
wów przyściennych dla których prawdziwe jest założenie o stałych 
naprężeniach ścinających i równowadze lokalnej. Dla warstwy przy-
ściennej w obszarze której występują duże gradienty ciśnienia, warunki 
przepływu odbiegają od stanu równowagi. W tych przypadkach standar-
dowa funkcja przyścienna nie daje prawidłowych wyników obliczeń. 
W pracy [32] Kim i Choudhury zmodyfikowali standardową funkcję przy-
ścienną Laudera-Spaldinga poprzez uwzględnienie wpływu gradientu 
ciśnienia na logarytmiczną funkcję rozkładu prędkości średniej oraz za-
stosowanie koncepcji dwóch warstw w obliczeniach produkcji energii 
kinetycznej turbulencji w strefie przyściennej. Wymienione modyfikacje 
poszerzają zakres stosowalności standardowej funkcji przyściennej. 
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3. Uproszczony eulerowski model przepływu wielo-
fazowego 
Zasadniczą korzyścią modelu eulerowskiego jest uniwersalność, co 

daje możliwość zastosowania do symulacji przepływu dowolnego układu 

wielofazowego, niezależnie od liczby i rodzaju faz. Niedogodnością mo-
delu jest złożoność układu równań przepływu i zależności domykają-

cych. W niektórych jednak przypadkach możliwe jest zastosowanie pew-
nych uproszczeń pełnego modelu eulerowskiego. Uproszczenie polega 
na tym, że pełny układ równań Naviera-Stokesa jest rozwiązywany tylko 
dla fazy ciągłej (nośnej). Dla fazy dyspersyjnej zamiast pełnego układu 

równań Naviera-Stokesa rozwiązuje się równanie dla prędkości względ-

nej (poślizgu) oraz równanie ciągłości. Prędkość poślizgu jest sformuło-

wana algebraicznie w oparciu o właściwości fazy dyspersyjnej i lokalne 
warunki przepływu. W literaturze anglojęzycznej model ten jest znany 
pod nazwą „algebraic slip model" (algebraiczny model poślizgu) lub 
„mixture". Model ten może być zastosowany do homogenicznych mie-
szanin jednej lub wielu faz dyspersyjnych typu płyn-płyn lub gaz-płyn 

oraz płyn-cząstki state, przy założeniu, że udział objętościowy cząstek 

stałych jest niski, a ich gęstość jest dużo niższa niż gęstość fazy nośnej. 

Uproszczenie to pozwala znacząco zredukować koszt numeryczny roz-
wiązania. Poniżej przedstawiono sposób sformułowania równań zacho-
wania i równań domykających model „mixture" przedstawiony przez 
Manninena i innych w pracy [44]. 

3.1. Równanie ciągłości w modelu „mixture" 

Równanie ciągłości dla mieszaniny faz można zapisać w postaci: 

a 
at Pm 

W równaniu tym prędkość m jest prędkością średnią ważoną 

udziałem masowym poszczególnych n faz: 

+v (p.iii= o 

n 

lakPkI7k 
= k=1 l/m

Pm 

(95) 

(96) 

gdzie: gęstość pm jest gęstością średnią mieszaniny otrzymaną ze wzoru: 
n 

Pm =Ialook (97) 
k=1 
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3.2. Równanie zachowania pędu w modelu „mixture" 
Równanie pędu dla mieszaniny stanowi sumę równań dla poszcze-

gólnych n faz i wyraża się wzorem: 

a v • (0 ,71-2 m) = -Vp +V •[,tim (W.,,, +Vii ml+ pmj + Ft (Pmvm)+
( n 

+ V • I a pppl7dr,p 17dr,p 

(98) 

Lepkość mieszaniny stanowi średnią ważoną udziałem objętościo-
wym lepkości faz składowych i wyraża się wzorem: 

(99) 
p=1 

Dla każdej z faz dyspersyjnych można określić na podstawie poniż-
szego wzoru prędkość unoszenia, jako różnicę pomiędzy prędkością 
fazy p i prędkością mieszaniny: 

cir,p = — rn (100) 

Dla każdej fazy dyspersyjnej można określić prędkość względną 
(poślizgu) ii pą względem fazy ciągłej, jako różnicę pomiędzy prędkością 
fazy dyspersyjnej v i prędkością fazy nośnej (ciągłej) : 

VP4 V V4= — (101) P 

Pomiędzy prędkością unoszenia i prędkością poślizgu istnieje zwią-
zek w postaci: 

n 

dr,p = pq — ICk V—qk 
k=1 

C,< = k jorn

Model poślizgu algebraicznego opiera się na założeniu, że porusza-
jące się fazy lokalnie są w stanie równowagi, co oznacza, że cząstki fazy 
dyspersyjnej ściśle podążają za polem przepływu fazy ciągłej. Wówczas 
prędkość poślizgu można wyrazić za pomocą poniższego równania al-
gebraicznego: 

(102) 

gdzie: udział masowy ck fazy k wynosi: 

a k Pk 

r P q - P )- 17 
Pq= 

f Pm 
a

(103) 

(104) 
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gdzie: T p jest czasem relaksacji cząstki fazy dyspersyjnej określony 

według równania (10) lub (11). Postać funkcji oporu hydrodynamicznego 
f zależy od rodzaju przepływu wielofazowego, kształtu cząstek fazy 
dyspersyjnej itp. Przyspieszenie 5 cząstki fazy dyspersyjnej wyraża się 

wzorem: 

= — (17 • v)\-in, ad\-/-tm (105) 

Dla przepływów turbulentnych w równaniu na prędkość poślizgu na-
leży uwzględnić człon dyfuzyjny. Wówczas równanie (105) przyjmie 
następującą postać: 

(PP — Pc1)CIP 

2 

v a  
Pą 1 8 iq 

( V a V a P 
o- a t p ag J 

(106) 

gdzie: at jest turbulentną liczbą Prandtla, rit jest turbulentnym współ-

czynnikiem dyfuzji: 

gdzie: 

rit = C, 

t-i
Pą 

—  
-\ 1 273 k 

+ (107) 

(108) 

C =1,8 —1,35 cos2 O (109) 

7-'f)g • -tip

k7„ VP

W równaniu (107) 7, jest stosunkiem skali czasu relaksacji dla wi-

rów turbulentnych i czasu relaksacji dla cząstki. Cm = 0,09. 0 w równaniu 
(110) to kąt pomiędzy wektorem prędkości poślizgu i wektorem pręd-

kości cząstki fazy dyspersyjnej. 

cos0 = (110) 

3.3. Równanie zachowania energii w modelu „mixture" 

W modelu „mixture" równanie zachowania energii przyjmuje postać: 

a (akpkEk)+v. akiik [(pkEk +p)] = v •(keuVT)+ SE (111) 
at k=i k=1 
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Efektywny współczynnik przewodzenia ciepła keff dla mieszaniny 
jest średnią ważoną udziałem objętościowym sumy przewodnictwa ciepl-
nego danej fazy kk i turbulentnego współczynnika przewodzenia ciepła kt: 

n 

keff —Ia„(k„ 
k=1 

+ k1) (112) 

Turbulentny współczynnik przewodzenia ciepła jeśt zdefiniowany 
w formie zależnej od rodzaju zastosowanego modelu turbulencji. Prawa 
strona równania (111) jest sumą energii wymienianej na drodze prze-
wodzenia oraz ciepła emitowanego przez inne źródła objętościowe SE. 
W równaniu (111) dla fazy nieściśliwej Ek=hk (gdzie hk jest entalpią fazy 
k), natomiast dla fazy ściśliwej przyjmuje wartość: 

2 p Vk
Ek = ti A k 4-   -i-

p, 2 
(113) 

3.4. Równania dla udziału objętościowego faz rozproszonych 

Udziały objętościowe każdej z faz rozproszonych oblicza się z rów-
nania w postaci: 

a 
at abiab +V

•(crbpb17,,)= —V .(cebp,,V•„,p )+ I n (rii „ — rh pą ) 
q=1 

(114) 
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4. Przykłady zastosowania modelowania numery-
cznego 
Przedstawione poniżej obliczenia symulacyjne przeprowadzono za 

pomocą komercyjnego kodu obliczeniowego Ansys Fluent w wersji 
6.3.26. W kodzie tym opis matematyczny przepływu wielofazowego 
przedstawiony w rozdziale 2 został zaimplementowany w postaci modeli 
obliczeniowych pod nazwą Eulerian oraz Eulerian Granular Model. Upro-
szczoną wersję eulerowskiego modelu wielofazowego zaimplemento-
wano pod nazwą Mixture [19]. 

Modele geometryczne oraz siatki obliczeniowe opracowano za 
pomocą preprocesora Gambit w wersji 2.4.6. 

4.1. Dyspersja powietrza w komorze flotownika pneumome-
chanicznego — model MIXTURE 

Flotacja pianowa jest ważnym procesem w przemyśle wydobyw-
czym. Polega na transporcie ziaren koncentratowych z wnętrza zawie-
siny na jej powierzchnię za pomocą pęcherzyków powietrza. Podczas 
separacji zachodzą złożone zjawiska chemiczne i fizyczne związane ze 
wzajemnym oddziaływaniem fazy stałej, ciekłej i gazowej. Najczęściej 

proces flotacji pianowej jest prowadzony w komorach o pojemności dc. 
150 m3 [33], w których wtłoczone do zawiesiny powietrze jest dyspergo-
wane sposobem mechanicznym w układzie wirnik-stator (maszyny me-
chaniczne lub pneumomechaniczne). Odpowiednio dobrane warunki 
hydrodynamiczne flotacji stanowią gwarancję mineralizacji pęcherzyka 

gazu. W tym celu, wymagane jest zapewnienie pęcherzykom powietrza 
i ziarnom odpowiedniej energii kolizji. Warunki te może zapewnić ruch 
zawiesiny flotacyjnej, wymuszony obrotami wirnika maszyny flotacyjnej. 
Optymalne zaprojektowanie układu wirnik-stator oraz kształtu komory 
ma więc istotny wpływ na efektywność działania maszyny flotacyjnej. 
Zastosowanie metody CFD pozwała na prognozowanie warunków hyd-
raulicznych w komorze flotownika, tzn. rozkładu prędkości, ciśnienia, 

naprężeń ścinających oraz udziału objętościowego faz. Pozwała także 

na określenie charakterystycznych parametrów pracy flotownika takich 
jak moc mieszania, czas mieszania, czas zatrzymania powietrza w ko-
morze flotacyjnej, co stanowi podstawę do optymalizacji konstrukcji 
urządzeń flotacyjnych. 

Poniżej przedstawiono wyniki symulacji numerycznej procesu mie-
szania i napowietrzania zawiesiny w komorze flotownika typu 1Z-12 [5, 7] 
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dla określonego składu granulometrycznego i petrograficznego multi wę-
glowego. Maszyny te buduje się w zespołach dwuwirnikowych typu kory-
towego z dwustronnym odbiorem zmineralizowanej piany flotacyjnej. 
W przedziale roboczym, na pionowym wewnątrz wydrążonym wale, osa-
dzony jest pracujący wewnątrz statora wirnik. Łopatki statora umoco-
wane są do poziomej płyty ustawionej powyżej dna przedziału robo-
czego. Tarcza statora wyposażona jest w centralnie umieszczony otwór, 
przez który wirnik zasysa zawiesinę flotacyjną. Do ściany przedniej 
i tylnej przedziału roboczego przytwierdzone są płaskie łopatki rozmiesz-
czone promieniowo w stosunku do osi walu napędowego. Służą one do 
uspokojenia ruchu wirowego zawiesiny flotacyjnej. Powietrze sprężone 
dostarczane jest do kolektora powietrznego, z którego przewodami 
doprowadzane jest przez tuleje łożyskowe do wnętrza wydrążonych 
watów napędowych. Zawiesinę flotacyjną doprowadza się do skrzynki 
nadawczej, z której przepływa ona dolną szczeliną przepływową do 
przedziału roboczego. W górnej części obu przedziałów roboczych 
zabudowane są (w ich podłużnej osi) nachylone ścianki służące do kie-
rowania zmineralizowanej piany flotacyjnej w kierunku progów wyładow-
czych. W tabeli 1 podano parametry techniczne flotownika. 

Tabela 1 
Dane techniczne flotownika IZ — 12 

Parametr j.m. Wartość 

Dopuszczalna liczba zespołów na jednym poziomie - 2 

Minimalna różnica poziomów pomiędzy zespołami [mm] 400 

Pojemność jednej komory roboczej [m31 13 

Masa zespołu dwukomorowego [kg] 9500 

Długość zespołu dwukomorowego [mm] 5400 

Szerokość zespołu dwukomorowego [mm] 2700 

Szerokość zespołu na wysokości progów odbiorczych [mm] 3200 

Wysokość zespołu do progów odbiorczych [mm] 1900 

Nominalne natężenie dopływu zawiesiny [m3
/m i n] do 15,0 

Nominalne natężenie dopływu powietrza z dmuchawy do 
jednego wirnika [m3/min] do 8,0 

Ciśnienie powietrza sprężonego w kolektorze [at] 0,3 

Średnica wirnika [mm] 1000 

Prędkość obrotowa wirnika [ox/min] 140 

Moc silnika napędzającego wirnik [kW] 22 

Gęstość zawiesiny [kg/m3] 1016,8 
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Na rysunku 1 przedstawiono model geometryczny komory flotow-

nika. Domenę obliczeniową stanowi wnętrze komory do wysokości pro-

gów odbiorczych. 

a) b) 

Rysi. a) Model geometryczny wnętrza komory flotownika IZ-12, 
b) zespól wirnika i statora 

4.1.1. Model obliczeniowy 

Proces flotacji można potraktować jako przepływ turbulentny mie-

szaniny dwóch faz: zawiesiny cząstek stałych w wodzie (stanowiącej fa-

zę ciągłą) oraz pęcherzyków powietrza podawanego przez układ napo-

wietrzający (stanowiących fazę rozproszoną). Określenie warunków hyd-

raulicznych panujących w komorze flotownika wymaga zatem rozwią-

zania układu równań różniczkowych opisujących zasadę zachowania 

masy, pędu oraz wielkości charakteryzujących przepływ turbulentny dla 

mieszaniny dwóch faz. Przy takim podejściu przybliżenie stanowi fakt, 

Ze nadawę traktuje się jako fazę ciągłą, mimo, iż w rzeczywistości jest to 

układ wielofazowy zawierający zawieszone w wodzie cząstki stale o ok-

reślonym rozkładzie wielkości ziarna. Przybliżenie to jest jednak dopusz-

czalne ze względu na maty udział objętościowy cząstek stałych (typowy 

udział masowy fazy stałej to 80 kg/m3, co przy średniej gęstości 1300 kg/m3

daje udział objętościowy na poziomie 6,2%). Maty udział objętościowy 

fazy stałej umożliwia traktowanie nadawy jako cieczy w przybliżeniu 

newtonowskiej o lepkości dynamicznej określonej wzorem [1]: 

Pg = (/ + 4,5a,) (115) 

gdzie tiL oznacza współczynnik lepkości dynamicznej wody, a as

udział objętościowy cząstek stałych w zawiesinie. 
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W modelu obliczeniowym założono tzw. sprzężenie jednokierun-
kowe pomiędzy fazą ciągłą i rozproszoną tzn. faza ciągła oddziałuje na 
fazę rozproszoną poprzez turbulencje i opór hydrodynamiczny, nato-
miast faza rozproszona nie wywiera istotnego wpływu na ruch fazy 
ciągłej. Warunkiem słuszności powyższego założenia jest, aby czas 
relaksacji dla cząstki był wystarczająco krótki, co oznacza, że liczba 
Stokesa zdefiniowana jako stosunek czasu relaksacji cząstki fazy roz-
proszonej r p to czasu charakterystycznego modelowanego przepływu 

T c powinna być dużo mniejsza od 1. 

St= 
T

P << 1 (116) 
rc 

Jako czas charakterystyczny można przyjąć wartość: 

D 
Z.  =— 

U 
(117) 

gdzie: 
D - wymiar charakterystyczny dla modelowanego procesu (długość flo-

townika 5,4 m), 

U — prędkość charakterystyczna dla procesu (prędkość styczna dla wir-

nika mieszadła). 

Oceny czasu relaksacji pęcherzyka powietrza można dokonać na 
podstawie wzoru (11) podstawiając za średnicę cząstki dyspersyjnej db 
tzw. średnicą równowagową dla pęcherzyka powietrza obliczoną na 

podstawie wyrażenia [68]: 

g dzie: 

db = 
( CWekryt

\\315 

Pb8213 J 
(118) 

E - współczynnik dyssypacji energii kinetycznej turbulencji, 

a — napięcie powierzchniowe, 

Wek ryt — wartość krytyczna liczby Webera, 

Pb — gęstość powietrza. 

Wartość krytyczna liczby Webera Wek dla dla pęcherzyka powietrza 

w wodzie wynosi 2,3 [53]. Wartość współczynnika dyssypacji energii we 

wzorze (82) wyznacza się jako wartość uśrednioną po objętości domeny 
obliczeniowej na podstawie wstępnych obliczeń symulacyjnych przepły-

wu turbulentnego dla czystej wody. Obliczona według równania (118) 
równowagowa średnica pęcherzyka powietrza w omawianym przypadku 

jest równa 2 mm. Obliczony według powyższej procedury czas relaksacji 



Modelowanie numeryczne przepływów wielofazowych... 37 

wynoszący około 0,0003 s i liczba Stokesa równa w przybliżeniu 0,0004 
wskazują, że pęcherzyki powietrza podążają za polem prędkości zawie-
siny, zatem symulację warunków hydraulicznych w komorze flotownika 
można przeprowadzić stosując uproszczony model eulerowski przepły-
wu wielofazowego szczegółowo omówiony w rozdziale 3. Jak wspom-
niano wcześniej, założenie jednokierunkowego sprzężenia w oddziały-
waniach pomiędzy pęcherzykami powietrza i nadawą oznacza to, że na-
dawa oddziałuje na pęcherzyki powietrza przez opór hydrodynamiczny 
i turbulencje. 

Uśrednione równania bilansu masy i pędu przyjmują postać: 

Równanie bilansu masy 

gdzie: 
cr-

ab 
Pl 

Pb 

at Pm +V •(Pmk7m)= O 

Vm = abPbk7b 

Pm 

Pm = aiPi+abPb 

- udział objętościowy zawiesiny flotacyjnej, 

- udział objętościowy powietrza, 
- gęstość zawiesiny flotacyjnej, 

- gęstość powietrza, 

- prędkość średnia mieszaniny, 

- prędkość średnia fazy ciągłej, 

- prędkość średnia fazy rozproszonej. 

Równanie bilansu pędu 

(pry m )+ V • (pmk/mQm), _ a Vp+V• 

( abpb 
+ pmj +V • abp, I  

Pm 
bl 9 bl 

kjim — pf,m AVVm +VI/mT )]+ 

(119) 

(120) 

(121) 

(122) 

gdzie: prędkość poślizgu v, obliczono według równania (106) w roz-

dziale 3.2. W równaniu tym uwzględniono oddziaływanie fazy ciągłej (za 
wiesiny flotacyjnej) na pęcherzyki powietrza poprzez funkcję oporu hyd-
rodynamicznego Schillera-Naumanna [561. 
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f = 
1 + 0,15 Rer 0687 dla Re < 1000 

0,0183Rer dla Re > 1000 
(123) 

Model turbulencji 

Zastosowano dwurównaniowy model turbulencji „realizable" k-E. 
Równania transportu dla k i E. mają postać (56) (57). Współczynnik lep-
kości turbulentnej k m mieszaniny przyjmuje postać równania (60) przy 
czym wartość współczynnika Cp nie jest równa 0,09 jak w standardo-
wym modelu k-E lecz zależy od tensora szybkości odkształcenia oraz 
tensora rotacji elementu płynu. Pozostałe parametry modelu przyjęto 
zgodnie z zaleceniem zawartym w [19] tj.: . ak=1, a6=1,2, C1E=1,44, 
C26=1,9. Model „realizable" k-E omówiono szerzej w pracy [57]. 

Równanie transportu dla udziału objętościowego 

Ponieważ w tym przypadku nie występuje międzyfazowa wymiana 
masy, równanie transportu dla udziału objętościowego upraszcza się do 
postaci: 

a 
ce,pb +V •(abpiy m ) V(cy ) bP b dr,b at 

gdzie: prędkość unoszenia -V di, ,b obliczono według równania (102). 

(124) 

4.1.2. Warunki brzegowe i początkowe 

Symulację ruchu obrotowego mieszadeł przeprowadzono w oparciu 
o metodę Multiple Reference Frame. W metodzie tej domena oblicze-
niowa podzielona jest na strefę nieruchomą (nieruchomy układ odnie-
sienia) i strefy ruchome (ruchomy układ odniesienia). Strefy ruchomego 
układu odniesienia (oznaczone na rysunku 2 skrótem MRF) zostały 
utworzone wokół wirników mieszadeł. Dla stref MRF układ odniesienia 
wiruje wokół osi mieszadła z prędkością równą jego prędkości obrotowej 
n=140 obrimin. Szczegółowe omówienie metody MRF można znaleźć 
w [19]. Powyżej poziomu wypełnienia do wysokości progów odbiorczych 
utworzono strefę wypełnioną powietrzem. Dla tej strefy przyjęto warunki 

początkowe k% = 0, ab=1 oraz al=0. Warunki początkowe dla strefy 

poniżej poziomu wypełnienia to: Vm =0, ab=0 oraz al=1. 

Dla ścianek komory, statora, łamaczy fal, oraz mieszadeł założono 

brak poślizgu tzn. = 0. Turbulentną warstwę przyścienną mode-
wall 

lowano poprzez standardową funkcję przyścienną opisaną w rozdziale 
2.3. 
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DZ 

PW 

--x 
MRF 

OP 

OZ 

Rys.2. Podział domeny obliczeniowej 
PW-poziom wypełnienia, DZ-dopływ zawiesiny, DP-doplyw powietrza, 

0Z-odpływ zawiesiny, 0P-odpływ powietrza, MRF-Multiple Reference Frame 

Pozostałe warunki brzegowe sformułowano następująco: 

Dopływ zawiesiny (DZ) 

- stała prędkość mieszaniny na wlocie V, = 0,8418 m/s, 

- udział objętościowy fazy rozproszonej (powietrza) ab = 0, 

udział objętościowy fazy nośnej (zawiesiny) al= 1, 

- średnica hydrauliczna dH = 0,32 m, 
- współczynnik intensywności turbulencji 1= 3% obliczony 

wzoru [39]: 

= 0,/6Red-H" 

według 

(125) 

gdzie: RedH to liczba Reynoldsa dla przepływu w przewodzie o średnicy 

hydraulicznej di-i• 

Dopływy powietrza (DP) 

- stała prędkość powietrza na wlocie V, = 11,52 m/s, 

- udział objętościowy fazy rozproszonej (powietrza) ab = 1, 

- udział objętościowy fazy nośnej (zawiesiny) al= 0, 

- średnica hydrauliczna dH = 0,121 m, 
- współczynnik intensywności turbulencji I = 4%. 

Odpływ zawiesiny (OZ) 

— swobodny wypływ; wymaga podania jednego parametru tj. wskaź-
nika przepływu definiującego stosunek objętościowy przepływają-
cego przez wylot płynu w stosunku do sumy wszystkich wypływów. 
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Przyjęto objętościowy wskaźnik przepływu dla wylotu nadawy równy 
0,4839. 

Odpływ powietrza (OP) 

— swobodny wypływ z objętościowym wskaźnikiem przepływu równym 
0,2581. 

Przyjęto gęstość zawiesiny pl = 1016,8 kg/m3 oraz współczynnik 
lepkości dynamicznej obliczony według wzoru (115) pi= 0,0013 Pas. 
Dla pęcherzyków powietrza przyjęto Pb = 1,225 kg/m3, = 1,7894 Pas 
oraz średnicę pęcherzyków db = 0,002 m (obliczoną według wzoru (118). 

4.1.3. Metody rozwiązania modelu dyskretnego 

Obliczenia wykonano na siatce niestrukturalnej złożonej z 1161111 
elementów czworościennych o skośności nie przekraczającej 0,71. Obli-
czenia przeprowadzono dla stanu nieustalonego przy użyciu solvers 
typu „pressure based" [9]. Sprzężenie ciśnienie-prędkość realizowano 
według algorytmu SIMPLE [51]. Dyskretyzację członów konwekcyjnych 
i dyfuzyjnych przeprowadzono według schematu QUICK [38]. Dyskrety-
zację równania korekcji dla ciśnienia przeprowadzono według schematu 
PRESTO [38]. Dyskretyzację czasu przeprowadzono według schematu 
niejawnego pierwszego rzędu (First Order Implicit). Zastosowano krok 
czasowy At = 0,01 s. Na każdym kroku czasowym wykonywano 20 ite-
racji. Obliczenia zakończono po wykonaniu 3600 kroków czasowych dla 
t = 36 s. Kryterium zbieżności stanowiły bezwzględne wartości residu-
alne dla równania ciągłości, składowych prędkości, energii kinetycznej 
turbulencji, szybkości dyssypacji energii kinetycznej turbulencji oraz 
udziału objętościowego fazy rozproszonej. Dla wszystkich wymienionych 
wartości residualnych przyjęto kryterium na poziomie 10-3. 

4.1.4. Wyniki obliczeń 

Charakterystykę pola prędkości przedstawiono na wykresach kontu-
rowych (izolinie szybkości wyrażonej w m/s) i wektorowych, w wybra-
nych płaszczyznach przekroju domeny obliczeniowej. Na rysunku 3 
przedstawiono pole prędkości dla fazy ciągłej (zawiesiny), natomiast na 
rysunku 4 pole prędkości dla fazy dyspersyjnej (pęcherzyków powietrza). 
Różnice wskazują na występowanie pola prędkości poślizgu pomiędzy 
fazą ciągłą i rozproszoną. Różnice te są również widoczne na wykre-
sach wektorowych przedstawionych na rysunku 5. 

Rozkład udziału objętościowego fazy dyspersyjnej przedstawiono 
na wykresie konturowym (rys. 6). Na wykresie widoczna jest poduszka 
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powietrzna formująca się pod wirnikami. Dyspersja powietrza następuje 

głównie przez otwory w wirnikach. Nasycanie powietrzem w strefach 
bezpośrednio nad wirnikami jest stosunkowo słabe. Sprzyjają temu male 
prędkości przepływu w górnej strefie flotownika. 
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Rys.3. Rozkład szybkości przepływu 
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Rys.4. Rozkład szybkości k/sp, w m/s dla fazy rozproszonej 
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Rys.5. Wektory prędkości w przekroju pionowym dla zawiesiny 
(kolor niebieski) i pęcherzyków powietrza (kolor czerwony) 
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Rys.6. Rozkład udziału objętościowego 
powietrza w zbiorniku w wybranych przekrojach 

4.1.5. Wnioski 

W przypadku praktycznych zastosowań metod numerycznych dąży 
się do tego, aby model matematyczny nie wymagał ekstremalnie długich 
i kosztownych obliczeń. W przypadku flotowników obliczenia muszą być 
dokonywane w przestrzeni trójwymiarowej, ze względu na złożoną geo-
metrię urządzenia. Należy zatem dążyć do możliwie prostego opisu za-
chodzących zjawisk. Przedstawione powyżej obliczenia pola prędkości 
i udziału objętościowego powietrza w komorze maszyny flotacyjnej sta-
nowią próbę zastosowania uproszczonego modelu eulerowskiego turbu-
lentnego przepływu wielofazowego (modelu poślizgu algebraicznego). 
Uproszczenia modelu obliczeniowego powodują, że otrzymane wyniki 
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mają charakter jakościowy nie mniej jednak pozwalają na ocenę sku-
teczności układu napowietrzania komory flotacyjnej. Otrzymane wyniki 
wskazują, że w komorze flotownika występują obszary słabo napowie-
trzane, co wpływa ujemnie na skuteczność procesu flotacji. Metody nu-
merycznej mechaniki płynów mogą stanowić skuteczne narzędzie wspo-
magające proces projektowania układów napowietrzających pneumo-
mechanicznych maszyn flotacyjnych. 

4.2. Analiza procesu mieszania zawiesiny o niskim udziale 
objętościowym cząstek stałych — EULERIAN GRANULAR 
MODEL 

Kolejnym przykładem zastosowania eulerowskiego modelu wielo-
fazowego jest symulacja ponownego formowania się zawiesiny cząstek 

stałych zalegających na dnie reaktora pracującego w trybie ciągłym pc,
awaryjnym zatrzymaniu procesu. Zasadniczym celem obliczeń była oce-
na skuteczności działania umieszczonego w reaktorze mieszadła turbi-
nowego, którego zadaniem jest uniesienie osadu z dna zbiornika i po-
nowne wytworzenie homogenicznej zawiesiny w określonym czasie. 

4.2.1. Parametry geometryczne zbiornika i właściwości fizykoche-
miczne mieszanych mediów 

Symulacje przeprowadzono dla zbiornika o średnicy wewnętrznej 

D = 3,22 m i wysokości H = 4,4 m. Zbiornik nie posiada łamaczy fal. 
Poziom wypełnienia wynosi 70%. Dno zbiornika ma kształt elipsoidalny 
o krótszej osi elipsoidy 1,8 m. Fazę ciekłą stanowi ciecz palna (dwu-
siarczek węgla) o lepkości 0,006 Pas i gęstości 1330 kg/m3. W zbiorniku 
umieszczono mieszadło turbinowe z łopatkami pochylonymi. Wirnik mie-
szadła o średnicy 0,6 m umieszczony w odległości 0,95 m od dna zbior-
nika posiada cztery łopaty płaskie pochylone pod kątem 450 o kierunku 
pompowania z dołu do góry. Mieszadło jest umieszczone w zbiorniku 
niecentrycznie. Oś mieszadła jest przesunięta w stosunku do osi zbior-
nika o 0,95 m. Taka lokalizacja mieszadła została wymuszona przez za-
budowę na kopule zbiornika systemu przeciwpożarowego. Fazę rozpro-
szoną stanowią cząstki stałe (nierozpuszczalne kryształy siarki) o gę-

stości 1800 kg/m3, średnicy Sautera 12,5 pm i udziale objętościowym 

3,7%. Celem przeprowadzonych obliczeń była ocena skuteczności dzia-
łania mieszadła w sytuacji, gdy na skutek awaryjnego zatrzymania ciągu 

technologicznego nastąpi sedymentacja zgromadzonej w zbiorniku za-
wiesiny. 
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4.2.2. Model obliczeniowy 

Symulację przeprowadzono przy zastosowaniu pełnego modelu 
Eulera opisanego w rozdziale 2. Ponieważ w modelowanym procesie nie 
występuje wymiana masy pomiędzy fazą ciągłą i dyspersyjną równania 
zachowania masy (1) upraszczają się do postaci: 

a 
(126) at 

dla fazy ciągłej: 

—asps )+Vasps ys )=0 at (127) 

dla fazy dyspersyjnej. 

W omawianym przypadku równanie zachowania pędu dla fazy 
ciągłej ma postać: 

--5 (ce,p,ii,)+ V • (a,p,V,V,)=-a,Vp+V •#,+ at (128) 
+alp:J. + K,s (kl, -Qs ), 

a dla fazy dyspersyjnej: 

--5  (a p V' )+V •(aspsVsVs )=-a,Vp-Vps +V •i---s + at s s s 

aspsg+K,s(V, -V,), 
Oddziaływanie pomiędzy fazą ciekłą i cząstkami stałymi uwzględ-

niono wykorzystując model Gidaspow'a [20]. W modelu tym współczyn-
nik oddziaływania międzyfazowego w równaniach pędu (128) i (129) 
oblicza się z zależności: 

gdzie: 

as 
cr, 
ds

ri 
CD 

3 asaiPI 
= —

4
CD 

k7s \-71 

ds
a -2.65 

- udział objętościowy cząstek stałych, 

- udział objętościowy fazy ciekłej, 

- średnica cząstki, 

- średnia prędkość odpowiednio cząstki stałej i fazy ciekłej, 

- współczynnik oporu hydrodynamicznego. 

(129) 

(130) 

W równaniu (130) zastosowano współczynnik oporu hydrodyna-
micznego w postaci wyrażenia [20]: 
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24  r C, = L1± 015a/ Res )-°,687 ] 
a, Res

gdzie: Res jest względną liczbą Reynoldsa równą [54]: 

Res = 

Równanie (86) jest słuszne dla stężenia fazy dyspersyjnej przy 
as > 0,8. Dla as 0,8 współczynnik ten wynosi: 

Ads - 

(131) 

(132) 

Ks, =150a'(1 —a
1),u1  +1,75  

1as P 
(133) 

ds

Jako średnicę cząstek stałych przyjęto średnicę Sautera 
ds = 12,5 pm. 

Składową kinetyczną i zderzeniową lepkości dla fazy uziarnionej 
obliczano według zależności Gidaspow'a (równanie (26) i (28)). W rów-
naniach tych przyjęto współczynnik odbicia e„ = 0,9 oraz zastosowano 
funkcję rozkładu radialnego go,„ według Luna [42]: 

gOss 1 — 
( -2.5asmax

a 5

s,max ż 

(134) 

gdzie: asmax = 0,63. 

Ciśnienie cząstek stałych ps oraz lepkość wolumetryczną A s rów-
nież modelowano według równań zawartych w pracy [42]. 

Zastosowano algebraiczny model transportu dla temperatury ziar-
nistej [1]. Model ten pomija w równaniu transportu (31) człon konwek-
cyjny i dyfuzyjny. 

Podobnie jak w przykładzie 4.1 zastosowano model turbulencji „re-
alizable" k-E. Uwzględniono wpływ fazy rozproszonej na turbulencje 
w fazie ciągłej. Równania transportu dla k i E mają postać (66) (67). Dy-
namiczny współczynnik lepkości turbulentnej litą  fazy ciągłej przyjmuje 
postać równania (60). Przyjęto następujące wartości parametrów mo-
delu turbulencji [19]:o-k = 1, a, = 1,2, C1, = 1,44, C2E = 1,92 cr3,= 1,3 oraz 
crkp = 0,75. 

4.2.3. Warunki brzegowe i początkowe 

Trójwymiarowy model geometryczny reaktora przedstawiono na ry-
sunku 7. Zastosowano niestrukturalną siatkę objętości skończonych zło-
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żoną z elementów czworościennych i sześciennych. Siatka składa się 

z 508341 elementów o skośności nie przekraczającej 0,7. Symulację ru-
chu obrotowego mieszadła przeprowadzono w oparciu o metodę 

Multiple Reference Frame. Strefa ruchomego układu odniesienia (rys. 7) 
została utworzona wokół wirnika mieszadła. Dla strefy MRF układ odnie-
sienia wiruje wokół osi mieszadła z prędkością równą prędkości obro-
towej mieszadła n = 168 obr/min. Pozostałą część domeny obliczenio-
wej podzielono na dwie strefy stacjonarne. Granicę podziału stanowi po-
ziom wypełnienia zbiornika fazą dyspersyjną po całkowitej sedymentacji. 

Poziom 
wypełnienia 

MRF 

Poziom osadu 

Z 

Rys.7. Model geometryczny zbiornika 
na rysunku zaznaczono strefę ruchomego układu odniesienia (MRF), 

poziom wypełnienia oraz poziom osadu w chwili to = 0 s. 

Przyjęto następujące warunki początkowe: 

VI

\-7/ 

= 0, V = 0, Qs = asmax = 0,63 poniżej poziomu osadu, 

= 0, = 0, as = 0, a, = '1 powyżej poziomu osadu oraz w strefie 

ruchomego układu odniesienia • 
Założono brak poślizgu na ściankach zbiornika i powierzchni mie-

szadła. Turbulencje w strefie przyściennej modelowano za pomocą stan-
dardowej funkcji przyściennej. 
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4.2.4. Metody rozwiązania modelu dyskretnego 

Zastosowano solver typu „pressure based" dla stanu nieustalonego. 
Sprzężenie ciśnienie-prędkość realizowano według algorytmu Phase 
Coupled SIMPLE [66]. Dyskretyzację członów konwekcyjnych i dyfuzyj-
nych oraz dyskretyzację równania korekcji dla ciśnienia przeprowadzono 
według schematu drugiego rzędu w przód (Second Order Upwind). 
Dyskretyzację czasu przeprowadzono według schematu niejawnego 
pierwszego rzędu (First Order Implicit). Zastosowano krok czasowy 
At = 0,01 s. Na każdym kroku czasowym wykonywano 20 iteracji. 
Obliczenia zakończono po wykonaniu 3600 kroków czasowych dla 
t = 210 s. Kryterium zbieżności stanowiły bezwzględne wartości residualne 
dla równania ciągłości, składowych prędkości, energii kinetycznej turbu-
lencji, szybkości dyssypacji energii kinetycznej turbulencji oraz udziału 

objętościowego fazy rozproszonej. Dla wszystkich wymienionych 
wartości residualnych przyjęto kryterium na poziomie 10-3. 

4.2.5. Wyniki obliczeń 

Wyniki symulacji pola prędkości w zbiorniku przedstawiono w po-
staci wykresów konturowych (izolinie szybkości fazy ciągłej) na rysunku 
8. Wykresy przedstawiają zmiany pola prędkości w zbiorniku w czasie 
na przykładzie siedmiu punktów czasowych. Na skutek mimośrodowości 

walu mieszadła w stosunku do osi pionowej zbiornika można zaobser-
wować silną asymetrię pola prędkości. Takie usytuowanie mieszadła 

(podyktowane względami konstrukcyjnymi zbiornika) ogranicza pręd-

kości styczne w zbiorniku i przeciwdziała powstawaniu wiru centralnego 
przy jednoczesnym zwiększeniu mocy mieszania. Na rysunku 8 przed-
stawiono również izopowierzchnię udziału objętościowego fazy rozpro-
szonej as = 0,63 (powierzchnia oznaczona kolorem brązowym). Jest to 
powierzchnia zamknięta ograniczająca obszar w którym udział objęto-

ściowy fazy rozproszonej cis = asmax = 0,63. Stopniowe zmniejszanie się 

tego obszaru w przybliżeniu obrazuje stopniową redukcję objętości osa-
du na dnie zbiornika. Na rysunku 9 przedstawiono wykresy wektorowe 
w płaszczyznach xz i yz dla czasów t = 100 s i t = 210 s. Z wykresów 
wynika, że zarówno rozkłady prędkości, jak i sposób cyrkulacji cieczy 
w zbiorniku są podobne dla obydwu czasów t, co świadczy o osiągnięciu 

stanu „quasi" ustalonego. Duże zawirowania pojawiają się tuż pod po-
wierzchnią swobodną cieczy i na wysokości umieszczenia wirnika mie-
szadła (rys. 9, 10). 
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Zmiany w czasie rozkładu udziału objętościowego fazy stałej przed-
stawiono na rysunku 11 w postaci wykresów konturowych (izolinie udzia-
łu objętościowego fazy dyspersyjnej). W celu bardziej czytelnego przed-
stawienia zjawiska unoszenia osadu i ujednorodniania zawartości zbior-
nika wykresy wyskalowano w zakresie 3 do 5%. Można zaobserwować, 
że dla t = 80 wszystkie cząstki zostały uniesione i tworzą chmurę w po-
bliżu dna zbiornika o udziale objętościowym w zakresie od 0,1 do 0,59. 
Wysoki udział objętościowy cząstek występuje także w pobliżu wału mie-
szadła. 
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Rys li. Rozkład udziału objętościowego fazy stałej w zbiorniku 
dla czasu t kolorem brązowym oznaczono izopowierzchnię as = 0,63 
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Jako statystyczną miarę stopnia homogenizacji zawiesiny przyjęto 

współczynnik zmienności Vs dla udziału objętościowego fazy rozproszo-
nej zdefiniowany jako odchylenie standardowe udziału objętościowego 

fazy rozproszonej odniesione do wartości średniej: 

0" ALO V, = =  1--
-ds -ds 

(135) 

gdzie: 

n — całkowita objętość domeny obliczeniowej, 

— objętość i-tego elementu objętościowego modelu, 

— udział objętościowy fazy rozproszonej dla i-tego elementu objęto-
ściowego modelu, 

Grs — odchylenie standardowe udziału objętościowego fazy rozproszonej, 

6F,=0,037 - średni udział objętościowy fazy rozproszonej w zbiorniku. 

Oshinowo and Bakker [70] w oparciu o współczynnik zmienności 

przyjmują, że z punktu widzenia inżynierii procesu zawiesinę należy uz-
nać za jednorodną jeżeli Vs < 0,2. Jeżeli 0,2 Vs 0,8 zawiesina spełnia 

tzw. kryterium Zwieteringa [73] (stan w którym cząstki stałe pozostają 

w stanie spoczynku na dnie zbiornika nie dłużej niż 2 s) oraz dla Vs > 0,8 
stan niecałkowitego zmieszania. 

W celu określenia czasu koniecznego do całkowitego uniesienia 
cząstek stałych z dna zbiornika (kryterium Zwieteringa) monitorowano 
również maksymalną wartość udziału objętościowego fazy rozproszonej 

(max) as wyznaczoną z pośród wartości dla wszystkich n elementów do-
meny obliczeniowej: 

as(max) = (136) 

oraz Aas = 0, 63 — stosunek pola izopowierzchni dla udziału objętościowego 

fazy rozproszonej równego udziałowi odpowiadającemu maksymalnemu 
upakowaniu tj. as = asmax = 0,63w chwili t do pola tej powierzchni w chwili 
to = O s. Zmiany tych parametrów w czasie przedstawiono na wykresach 
(rys. 12). Można przyjąć, że wszystkie cząstki stale są zawieszone w cie-
czy od chwili, gdy wartość maksymalna udziału objętościowego zacznie 
spadać poniżej wartości 0,63 lub, gdy Aas = 0,63 będzie równa 0. 
Na podstawie wykresów na rysunku 12 a i b można oszacować czas po 
jakim spełnione będzie kryterium Zwieteringa. W omawianym przypadku 
jest to około 70 s. 
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Rys.12. a) Maksymalna wartość udziału objętościowego cząstek stałych 
w zbiorniku w chwili t, b) stosunek pola izopowierzchni Aas = 0,63 w chwili t 

odniesione do wartości pola izopowierzchni Aas=0,63 dla t = 0, 
c) współczynnik zmienności Vs w funkcji czasu 



Modelowanie numeryczne przepływów wielofazowych... 53 

Obliczenia kontynuowano do chwili kiedy współczynnik zmienności 
osiągnął wartość mniejszą niż 0,2 tj. do chwili t = 210 s (rys. 12 c). Zgod-
nie z kryterium Oshinowo i Bakkera [70] po tym czasie można uznać, że 
zawiesina jest homogeniczna. 
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Rys.13. Udział objętościowy cząstek stałych w [m3/m3] na izopowierzchni 
d = 0,2 a) i w płaszczyźnie yz na tle wektorów prędkości obrazujących 

cyrkulację cieczy w zbiorniku, b) t = 210 s 
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Dla t = 160 s współczynnik zmienności Vs zawiera się w granicach 
od 0,2 do 0,8; co oznacza niski stopień zmieszania. Obszar wysokiego 
stężenia rozciąga się do wysokości 1 m od dna zbiornika w pobliżu ścian 
zbiornika. W rozkładzie stężenia dla t = 210 s mimo iż współczynnik 
zmienności osiągnął wartość poniżej 0,2 nadal można zaobserwować 
obszary o niskim stopniu homogenizacji. 

Obszar ten można zobrazować poprzez izopowierzchnię odchylenia 
względnego od wartości średniej d obliczonego według wyrażenia: 

d ----
as, -

as 

lzopowierzchnię dla d = 0,2 przedstawiono na rysunku 13 a). Skala 
barwna odpowiada udziałowi objętościowemu fazy ziarnistej. Obszar 
ograniczony tą powierzchnią jest zlokalizowany w pobliżu dna zbiornika 
i przylega do jego ścian. Maksymalna wartość udziału objętościowego 
fazy ziarnistej w tym obszarze wynosi 0,097 a minimalna 0,031 przy 
średniej dla całej domeny obliczeniowej 0,037. Utrzymująca się niejed-
norodność zawiesiny w tym obszarze wiąże się z występującym w tym 
miejscu wirem. Koincydencję pomiędzy polem prędkości i polem udziału 
objętościowego przedstawiono na rysunku 13 b). 

4.2.6. Wnioski 

(137) 

Wyniki przeprowadzonej symulacji wskazują, że mieszadło zainsta-
lowane w zbiorniku zapewni stosunkowo szybkie wytworzenie zawiesiny 
o wystarczającym stopniu zmieszania. Należy podkreślić, że przyjęte kry-
teria oceny stopnia zmieszania mają istotny wpływ na wyniki analizy. 
Powszechnie stosowana miara jaką jest współczynnik zmienności dla 
stężenia objętościowego nie zapewnia jednoznacznej oceny stopnia 
zmieszania. 

4.3. Analiza procesu mieszania zawiesiny o wysokiej koncen-
tracji cząstek stałych — EULERIAN GRANULAR MODEL 

Przedstawione poniżej symulacje CFD miały na celu analizę sku-
teczności mieszania zawiesiny siarczku cynku w wodzie mieszadłem 
pionowym dla określonych typów wirników mieszadła. Zadaniem mie-
szadła jest zapobieganie osiadaniu fazy stałej na dnie, ścianach zbior-
nika i wirniku przy jak najmniejszym zużyciu energii. 
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4.3.1. Parametry geometryczne zbiornika i właściwości fizykoche-
miczne mediów 

Zbiornik będący przedmiotem analizy jest tzw. zbiornikiem przej-

ściowym, w którym gromadzona jest zhomogenizowana wodna zawie-

sina siarczku cynku wraz z dodatkami. Ze zbiornika za pomocą pomp 

zawiesina jest podawana do pieców hutniczych. Poziom zawiesiny 

w zbiorniku jest okresowo uzupełniany. Parametry geometryczne zbior-

nika zebrano tabeli 2. 

Parametry geometryczne zbiornika 
Tabela 2 

Parametr Jednostka Wartość 

Średnica zbiornika [ml 3,7 

Wysokość zbiornika [ml 2,7 

Maksymalny poziom wypełnienia [m] 2,5 

Minimalny poziom wypełnienia [ml 1,5 

Rodzaj pokrywy górnej — Otwarty 

Rodzaj dna — Płaskie 

Łamacze fal — Brak 

Opracowano modele geometryczne dla czterech wersji konstruk-

cyjnych wirników mieszadła pionowego tj. 

- model mieszadła z pojedynczym czterołopatowym wirnikiem turbi-
nowym z łopatkami pochylonymi, 

- model mieszadła z pojedynczym w trójlopatowym wirnikiem interfe-
rencyjnym, 

- model mieszadła z dwoma wirnikami: górnym dwulopatowym inter-
ferencyjnym i dolnym dwutopatowym turbinowym z łopatkami pochy-
lonymi, 

- model mieszadła z wirnikiem trójlopatowym z łopatkami o profilu ko-
łowym. 

Parametry geometryczne wirników mieszadeł zamieszczono w ta-

belach 3 — 6. Modele geometryczne zbiornika i mieszadła z różnymi 

wariantami wirników przedstawiono na rysunku 14. 

Udział masowy fazy stałej w zawiesinie wynosi 77%, co odpowiada 

udziałowi objętościowemu 44%. Tak wysoki udział objętościowy cząstek 

stałych powoduje, że zawiesina jest cieczą nienewtonowską. Współ-

czynnik lepkości zawiesiny można oszacować na podstawie wzoru em-

pirycznego Hatschek'a [24, 59]: 
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Iii 
p

z
= (138) 

gdzie: 

tiz — dynamiczny współczynnik lepkości zawiesiny, 
pi — dynamiczny współczynnik lepkości cieczy, 
as — udział objętościowy cząstek stałych. 

W tabeli 3 zebrano właściwości fizyczne zawiesiny i jej składników. 

Właściwości fizykochemiczne mediów 
Tabela 3 

Parametr Blenda cynkowa Woda Zawiesina 

Gęstość [kg/m3] 4200 998,2 2419,4 

Udział masowy w zawiesinie [%] 77 23 - 

Udział objętościowy w zawiesinie [/0] 44 66 - 

' Dynamiczny współczynnik lepkości [Pas] - 0,001 0,004 

Średnica medialna cząstek [mm] 0,05 - - 

Parametry geometryczne mieszadła w wersji 1 
Tabela 4 

Parametr Jednostka miary Wartość 

Liczba wirników na wale - 1 

Średnica walu mm 168 

Prędkość obrotowa 1/min 46,6 

Oznaczenie wirnika PBT1920/280/45/800 

Rodzaj wirnika turbinowe z łopatkami 
pochylonymi 

Średnica mieszadła mm 1920 

Odległość od dna zbiornika mm 800 

Kierunek pompowania - w dół 

Przesunięcie kątowe deg O 

Liczba łopat - 4 

Kąt pochylenia łopat deg 45 

Szerokość łopaty mm 280 

Grubość łopaty mm 10 

Średnica piasty mm 250 

Wysokość piasty mm 250 
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Parametry geometryczne mieszadła w wersji 2 
Tabela 5 

Parametr Jednostka 
miary Wartość 

Liczba wirników na wale - 1 

Średnica walu mm 168 

Prędkość obrotowa 1/min 46,6 

Wirnik - Dolny 

Oznaczenie wirnika - 
PBT1400/280/35°/800,1, 

PBT2000/210/-
30°/800f 

Rodzaj wirnika - Interferencyjny 

Średnica mieszadła mm 2000 

Odległość od dna zbiornika mm 800 

Kierunek pompowania - 

Część zewnętrzna: 
W górę 

Część wewnętrzna: 
w dól 

Przesunięcie kątowe deg O 

Liczba łopat - 4 

Kąt pochylenia łopat — część 
zewnętrzna 

deg 350 

Kąt pochylenia łopat — część 
wewnętrzna 

deg -30°

Szerokość łopaty 
— część zewnętrzna 

mm 210 

Szerokość łopaty 
— część wewnętrzna 

mm 280 

Grubość łopaty mm 10 

Średnica piasty mm 290 

Wysokość piasty mm 290 
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Parametry geometryczne mieszadła w wersji 2B 
Tabela 6 

Parametr 
Jednostka 

miary 
Wartość 

Liczba wirników 
na wale 

- 1 

Średnica walu mm 168 

Prędkość obrotowa 1/min 39 

Wirnik - Górny Dolny 

Oznaczenie wirnika 
PBT2000/250/-25°/800.1- 
PBT3100/200/20°/800T 

PBT1500/85°/200/T 

Rodzaj wirnika Interferencyjny 
turbinowe 

z łopatkami 
pochylonymi 

Średnica mieszadła mm 3100 1500 

Odległość od dna 
zbiornika mm 800 200 

Kierunek 
pompowania 

- 

Część zewnętrzna: 
w górę 

Część wewnętrzna: 
w dól 

w górę 

Przesunięcie 
kątowe 

deg 0 90 

Liczba łopat - 2 2 

Kąt pochylenia 
łopat—część 
zewnętrzna 

deg 20°

85°
Kąt pochylenia 
łopat — część 
wewnętrzna 

deg -25°

, 
Szerokość łopaty — 
część zewnętrzna 

mm 200 
200 

Szerokość łopaty — 
część wewnętrzna 

mm 250 

Grubość łopaty mm 10 10 

Średnica piasty (m) mm 296 300 

Wysokość piasty mm 296 160 
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Parametry geometryczne mieszadła w wersji 3 
Tabela 7 

Parametr Jednostka 
miary Wartość 

Liczba wirników na wale - 1 

Średnica walu mm 168 

Prędkość obrotowa 1/min 46,6 

Oznaczenie wirnika K-400/2000/265/30°/800 

Rodzaj wirnika Śmigłowe o profilu 
lukowym 

Średnica mieszadła mm 2000 

Odległość od dna zbiornika mm 800 

Kierunek pompowania - w dół 

Przesunięcie kątowe deg O 
Liczba łopat - 3 

Kąt pochylenia łopat deg 30°

Cięciwa profilu przy piaście mm 265 

Cięciwa profilu na końcu mm 133 

Promień profilu kołowego mm 400 

Grubość łopaty mm 10 

średnica piasty (m) mm 264 

Wysokość piasty mm 264 

4.3.2. Model obliczeniowy 

Zastosowano dwufazowy model eulerowski opisany w rozdziale 2. 

Oddziaływanie pomiędzy fazą ciekłą i cząstkami stałymi uwzględ-
niono wykorzystując model Gidaspow'a, podobnie jak w przypadku opi-
sanym w rozdziale 4.2. Zastosowano te same równania do obliczenia 
współczynnika oddziaływań międzyfazowych Ksl, funkcji rozkładu radial-
nego go,ss, ciśnienia cząstek stałych ps, lepkości wolumetrycznej 2 s oraz 
przyjęto ten sam współczynnik odbicia ess. 

Składową kinetyczną i zderzeniową lepkości dla fazy uziarnionej 
obliczano według zależności Gidaspow'a. 

Ponieważ stężenie cząstek stałych jest wysokie część kinetyczna 
i kolizyjna lepkości odgrywa mniejszą rolę, a zaczyna dominować tarcie 
wewnętrzne. Składowa tarciowa jest dodawana do składowych wynika-
jących z teorii kinetycznej po przekroczeniu pewnej krytycznej wartości 
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udziału objętościowego cząstek stałych. Przyjmuje się, że dla fazy uziar-
nionej o maksymalnej gęstości upakowania 0,63 wartość ta wynosi 0,5„ 
Składową tarciową lepkości obliczano według formuły Schaeffer'a (rów-
nanie (29) rozdział 2.1.2.2). W wyrażeniu tym występuje kąt tarcia wew-
nętrznego (p dla fazy uziarnionej. Można przyjąć, że kąt ten jest w przy-
bliżeniu równy naturalnemu kątowi zsypu i zawiera się w granicach od 
30 do 40° [59]. W omawianym przypadku przyjęto wartość 30°. 

Zastosowano pełny model transportu dla temperatury ziarnistej opi-
sany w rozdziale 2.2. Występujący w równaniu transportu dla tempera-
tury ziarnistej współczynnik dyfuzji kos obliczono według formuły Gidaspow'a 
[20]: 

kos 15dspsas NIOsz 

4(41 — 3377) 
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Turbulencje w fazie ciekłej modelowano przy zastosowaniu modelu 
„realizable" k-E z uwzględnieniem wpływu fazy uziarnionej, z parame-
trami jak w przykładzie opisanym w rozdziale 4.2. 

4.3.3. Warunki brzegowe i początkowe 

Trójwymiarowy model geometryczny reaktora przedstawiono na ry-
sunku 7. Zastosowano niestrukturalną siatkę objętości skończonych 
złożoną z elementów czworościennych. Siatka składa się z 195819 ele-
mentów dla wersji 1, 72911 elementów dla wersji 2, 260527 elementów 
dla wersji 2B i 275050 elementów dla wersji 3. W wszystkich przypad-
kach skośność elementów siatki nie przekraczała 0,7. 

Symulację ruchu obrotowego mieszadeł przeprowadzono w oparciu 
o metodę Multiple Reference Frame. Strefa ruchomego układu odniesie-
nia (rys. 7) została utworzona wokół wirnika mieszadła. Dla strefy MRF 
układ odniesienia wiruje wokół osi mieszadła z prędkością równą pręd-
kości obrotowej mieszadła według danych w tabelach 4 do 7. 

Przyjęto następujące warunki początkowe 
— 
VI 

_ 
Vs = 0, as = 0,44 

w całej domenie obliczeniowej oraz założono brak poślizgu na ściankach 
zbiornika i powierzchni mieszadła. Turbulencje w strefie przyściennej 
modelowano za pomocą standardowej funkcji przyściennej. 
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Wersja 1 

Wersja 2B 

Wersja 2 

Wersja 3 

Rys.14. Modele geometryczne zbiornika i mieszadeł, 
strefy ruchomego układu odniesienia (MRF) oznaczono kolorem zielonym 

4.3.4. Metody rozwiązania modelu dyskretnego 

Zastosowano solver typu „pressure based" dla stanu ustalonego. 
Sprzężenie ciśnienie-prędkość realizowano według algorytmu Phase 
Coupled SIMPLE. Dyskretyzację członów konwekcyjnych i dyfuzyjnych 
przeprowadzono według schematu Second Order Upwind. Dyskretyza-
cję równania korekcji dla ciśnienia przeprowadzono według schematu 
Second Order Upwind. Kryterium zbieżności stanowiły bezwzględne 

wartości residualne dla równania ciągłości, składowych prędkości, ener-
gii kinetycznej turbulencji, szybkości dyssypacji energii kinetycznej tur-
bulencji oraz udziału objętościowego fazy rozproszonej. Dla wszystkich 
wymienionych wartości residualnych przyjęto kryterium na poziomie 10-3. 

4.3.5. Wyniki obliczeń 

Obliczenia przeprowadzono w przestrzeni trójwymiarowej dla stanu 
ustalonego. Wyniki symulacji dla czterech wyżej wymienionych warian-
tów mieszadła przedstawiono w formie bezpośredniego porównania po-
dobnych wariantów konstrukcyjnych tzn. wersji z mieszadłem turbino-
wym z łopatkami pochylonymi i z mieszadłem śmigłowym o profilu kolo-
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wym (wersja 1 i 3) oraz dwóch rozwiązań z mieszadłami z wirnikiem in-
terferencyjnym (wersja 2 i 2B). Wyniki przedstawiono w formie wykresów 
konturowych szybkości fazy dyspersyjnej, wykresów konturowych udzia-
łu objętościowego fazy dyspersyjnej oraz odchylenia udziału objętościo-
wego fazy dyspersyjnej od wartości średniej. Ponadto w tabeli 8 zebrano 
wartości momentu obrotowego na wale mieszadła, mocy mieszania, sil 
osiowych (działających wzdłuż osi mieszadła), prędkości średnich i współ-
czynnika zmienności V. 

Wyniki symulacji dla wersji 1 i 3 

Szybkość fazy dyspersyjnej w postaci wykresów konturowych 
przedstawiono na rysunku 15. Dla obydwu wersji mieszadeł rozkład 
szybkości jest podobny, przy czym dla wersji 3 można zaobserwować 
nieco niższe wartości przy jednocześnie bardziej równomiernym rozkła-
dzie w objętości zbiornika. W obydwu przypadkach sposób cyrkulacji 
zawiesiny w zbiorniku jest zbliżony (tworzą się dwie pętle cyrkulacyjne). 

a) 

b) 
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Rys.15. Rozkład szybkości fazy ciekłej w zbiorniku 
w płaszczyźnie przekroju xz dla wersji 1 a) i 3 b) 
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Na rysunku 16 przedstawiono rozkład udziału objętościowego czą-
stek stałych w płaszczyźnie xz i na ściankach zbiornika oraz rozkład od-
chylenia udziału objętościowego od wartości średniej obliczonego według 
wzoru (137). W obliczeniach przyjęto, że do zbiornika jest dostarczana 
okresowo w pełni zhomogenizowania zawiesina siarczku cynku. W usta-
lonym polu prędkości rozkład udziału objętościowego również osiąga 
stan ustalony. W wyniku działania sit odśrodkowych w pobliżu osi zbior-
nika w obydwu przypadkach udział objętościowy cząstek stałych znacz-
nie odbiega od wartości średniej. Dla wersji 1 w pozostałej części 
zbiornika udział ten jest bardziej równomierny niż dla wersji 3. Dla wersji 
3 można zaobserwować niewielką tendencję do osadzania się cząstek 
stałych w rogu zbiornika. 

a) 
0487 
0.456 
0.453 
0.449 
0.445 
U.,11 
0.439 
0.435 
0.43: 
1 4.7/1 
0.425 
0,4'11 
n 4 tti 

0.411 
n 4n7 
0.464 
1.400 
0.397 
0,394 
6.390 

O 460 
O 459 

458 
0 457 
C 456 
O 455 
O 454 
0 453 
O 452 
O 45! 
0 480 
0 448 

440 
447 

C 446 
0 44'3 
C 444 
6443 

k 141 
0440 

t140 
0.035 
O 030 
0.025 
0.020 
O 015 
0.070 
0.604 
0.000 
-4.00f 
-1.011 
-4.01
-4.021 
-4.62' 

4.041 

-4.051 

0.480 
,45:3 
0.483 
0.44? 
0.443 
C.44? 
0.433 
0.435 
CA:1? 
0.42, 
0.4?5 
0.421 
0.4i is 
6.434 
0.4! : 
0.407 
0.464 
0.40C 
0.397 
0.394 
0.39f! 

0.4E1( 

0.45f. 
(4487? 
0.45E 
0466 
0454 
0.4 4 
13.4 .30 
0.45* 
0.451 
0.45E 
0.450 
0.44';.• 
0.446 
O 447 
0 440 
0.44€ 
0.44.5 
0.444 
0.44] 
0.44 
0.442 

(6 

( 04 
03 

0.03 
0.03 

02 
0.00 

0! 
0 tit 
0.03 
0.00 
-0.00 
-0.01 
-0.01 
-1.01 

4.0: 
-4.07 

-4.04 

b) 

-x 

Rys.16. Rozkład udziału objętościowego cząstek stałych w płaszczyźnie 
przekroju XZ, na ściankach zbiornika i mieszadeł oraz wykres 

konturowy odchyleń udziału objętościowego od wartości średniej 
dla wersji 1 a) i wersji 3 b) 
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Wyniki symulacji dla wersji 2 i 2B 

Rozkład szybkości fazy dyspersyjnej w postaci wykresów 
konturowych przedstawiono na rysunku 17. Dla wersji 2 można zaobser-
wować większe gradienty prędkości przy jednocześnie niższej wartości 
średniej prędkości (przeważająca część zawartości zbiornika ma pręd-
kość z przedziału 0,75 - 1,25 m/s podczas gdy dla wersji 2B z prze-
działu 1,75 do 2,25 m/s. Charakter cyrkulacji zarówno dla wersji 2 jak 
i 2B jest niekorzystny. Zwłaszcza przy dnie w osi zbiornika nie ma wy-
raźnie zaznaczonego kierunku ruchu cieczy. 
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Rys.17. Rozkład szybkości fazy dyspersyjnej w zbiorniku w płaszczyźnie 
przekroju xz dla wersji 2 a) i dla wersji 2B b) 



Modelowanie numeryczne przepływów wielofazowych... 65 

Na rysunku 18 przedstawiono w postaci wykresów konturowych 
rozkład udziału objętościowego cząstek stałych w płaszczyźnie xz i na 
ściankach zbiornika oraz rozkład odchylenia udziału objętościowego od 
wartości średniej. Podobnie jak dla wersji 1 i 3 w wyniku działania sil od-
środkowych w pobliżu osi zbiornika zarówno w wersji 2 jak i 2B udział 

objętościowy cząstek stałych znacznie odbiega od wartości średniej, 

przy czym efekt ten jest wyraźnie większy. 
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Rys.18. Rozkład udziału objętościowego cząstek stałych 

w płaszczyźnie przekroju XZ, na ściankach zbiornika i mieszadeł 

oraz wykres konturowy odchyleń udziału objętościowego od wartości średniej 
dla wersji 2 a) i wersji 2B b) 

W przypadku wersji 2B różnica pomiędzy maksymalną i minimalną 

wartością udziału objętościowego cząstek stałych jest rzędu 15% mimo 
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iż prędkość obrotowa jest niższa niż w pozostałych przypadkach tj. 39 
obrimin. Powodem tego jest szybki ruch obwodowy cieczy wywoływany 
przez dolne mieszadło turbinowe i powstający w wyniku tego wir central-
ny. Dla obydwu wersji można zaobserwować wyraźną tendencję do 
osadzania się cząstek stałych na dnie w osi zbiornika. 

Parametry makroskopowe charakteryzujące warunki hydrauliczne 
w zbiorniku 

W tabeli 8 zebrano parametry makroskopowe charakteryzujące 
warunki hydrauliczne w zbiorniku dla wszystkich omawianych wersji mie-
szadła pionowego. Z wartości zamieszczonych w tabeli wynika, że naj-
lepszy stopień homogenizacji uzyskuje się dla wersji 1 (najniższa war-
tość współczynnika zmienności V = 0,009) przy jednocześnie ponad 
dwukrotnie większym zużyciu energii elektrycznej (moc mieszania około 
23 kW). Najgorszy stopień homogenizacji uzyskuje się dla mieszadła 
w wersji 2B. Najniższą moc mieszania otrzymano dla wersji 3 przy jed-
nocześnie stosunkowo dużej sile osiowej mieszadła, co świadczy o du-
żej efektywności zastosowanego wirnika w porównaniu do pozostałych 
rozwiązań. 

Parametry makroskopowe charakteryzujące 
warunki hydrauliczne w zbiorniku 

Tabela 8 

Parametr Wersja 1 Wersja 2 Wersja 2B Wersja 3 

Prędkość obrotowa 
[obr/min1 46,6 46,6 39 46,6 

Moment obrotowy na 
wale mieszadła [Nm]: 
w tym: 

4764,8 2132,6 2419,4 1694,7 

Wirnik dolny: - - 343,1 - 
Wirnik górny: 4764,8 2132,6 2076,3 1694,7 
Moc mieszania [kW]: 23,26 10,41 9,90 8,27 
W tym: 
Wirnik dolny: - - 1,4 - 
Wirnik górny: 23,6 10,4 8,5 8,27 _ 
Sita osiowa mieszadła 
[N]: 
w tym: 

-7621,6 -996,2 -398,1 -4730,2 

Wirnik dolny: - - 802,2 - 
Wirnik górny: -7621,6 -996,2 -1200,5 -4730,2 
Prędkość średnia [m/s] 1,6 1,05 1,67 0,93 
Współczynnik 
zmienności Vs 

0,009 0,013 0,022 0,013 
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4.3.6. Wnioski 

Rozkład prędkości i postać cyrkulacji cieczy w mieszalniku dla wer-
sji 1 jest najkorzystniejszy z punktu widzenia skuteczności mieszania. 
Dla tego wariantu uzyskano najwyższy stopień homogenizacji . Zasad-
niczą wadą tego rozwiązania jest ponad dwukrotnie większa moc mie-
szania. 

Wersje 2 i 2B są nie do przyjęcia ze względu na najmniej korzystny 
rozkład udziału objętościowego cząstek stałych w zbiorniku. Ponadto 
w wersji 2B może zachodzić konieczność zastosowania dolnego łoży-

skowania walu mieszadła. 

Optymalnym rozwiązaniem ze względu na moc mieszania i stopień 

homogenizacji jest mieszadło w wersji 3. Jednakże wadę tego rozwiąza-

nia może stanowić tendencja do osadzenia się cząstek stałych w rogu 
zbiornika. Rozwiązaniem może być niewielkie zmniejszenie odległości 

mieszadła od dna zbiornika przy jednoczesnym zwiększeniu prędkości 

obrotowej. 
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5. Zakończenie 

Symulacje komputerowe przy użyciu metod numerycznej mechaniki 
płynów stanową jeden z wielu etapów projektowania, którego zadaniem 
jest najczęściej optymalizacja procesu technologicznego oraz analiza 
zagadnień związanych z bezpieczeństwem i ochroną środowiska. Wy-
musza to odpowiedni poziom dokładności wyników obliczeń. Ogranicze-
nie stanowić mogą wymagane zasoby sprzętowe oraz czas przeprowa-
dzenia obliczeń. Porównując stan wiedzy dotyczącej przepływów jedno-
fazowych i wielofazowych, można stwierdzić, że metody symulacji prze-
pływów wielofazowych w dalszym ciągu wymagają doskonalenia. Za-
sadniczym utrudnieniem jest tutaj mnogość i różnorodność zjawisk 
fizycznych obecnych w tego rodzaju przepływach, dająca w wielu przy-
padkach zaskakujące i istotne z praktycznego punktu widzenia efekty. 
Z tych też powodów stosuje się różne podejścia, stosownie do typu mo-
delowanego przepływu i występujących zjawisk. 

Ze względu na łatwość zastosowania do złożonych geometrii, sze-
rokiego zakresu liczb Reynoldsa oraz dużej liczby modelowanych czą-
stek, podejście typu Euler-Euler przedstawione w zarysie w niniejszym 
opracowaniu jest najpowszechniej stosowane w praktyce inżynierskiej 
do modelowania procesów przemysłowych. Struktura równań konstytu-
tywnych oraz koszt numeryczny jest w tym przypadku porównywalny 
z metodą RANS dla przepływów jednofazowych. Alternatywna metoda 
Euler-Lagrange RANS jest jednak łatwiejsza w zastosowaniu w przy-
padkach wymagających sformułowania złożonych warunków brzego-
wych (np. ścianki o dużej chropowatości), w przepływach polidysper-
syjnych czy przepływach z koalescencją i rozpadem fazy rozproszonej. 

Poza wyborem właściwego podejścia, kluczowym elementem mają-
cym wpływ na dokładność otrzymanych wyników jest trafność przyjętych 
modeli matematycznych zachodzących zjawisk fizycznych. Główną sła-
bością modelu Euler-Euler RANS jest w dalszym ciągu, mimo licznych 
badań, model oddziaływania wzajemnego turbulencji i cząstek, model 
oddziaływań pomiędzy cząstkami oraz model wielofazowej warstwy 
przyściennej. Metody dokładniejsze lecz znacznie bardziej kosztowne 
numerycznie jak DNS (Direct Numerical Simulation) i LES (Large Eddy 
Simulation), są praktycznie niemożliwe na dzień dzisiejszy do zastoso-
wań inżynierskich, jednak ogrywają znaczącą rolę w doskonaleniu mo-
deli matematycznych zjawisk wielofazowych. Obliczenia metodą DNS/LES 
wymagają weryfikacji eksperymentalnej, często trudnej do realizacji ze 
względu na konieczność wyizolowania tylko określonych zjawisk. Wyda-
je się więc, że metoda Euler-Euler RANS na długo pozostanie najszerzej 
stosowaną w praktyce inżynierskiej metodą symulacji przepływów wielo-
fazowych. 
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Modelowanie numeryczne przepływów wielofazowych 
z fazą dyspersyjną. Podstawy teoretyczne i zastoso-
wanie 
Streszczenie 

W pracy przedstawiono kilka przykładów zastosowania numerycz-
nej mechaniki płynów (Computational Fluid Dynamics — CFD) do symu-
lacji turbulentnych przepływów wielofazowych w procesach przemysłu 
wydobywczego. W opracowaniu skoncentrowano się, ze względu na po-
wszechność zastosowania w praktyce inżynierskiej, na metodzie typu 
Euler-Euler w której faza ciągła i fazy dyspersyjne traktowane są jako 
wzajemnie przenikające się kontinua. W metodzie tej rozwiązywany jest 
układ uśrednionych równań Naviera-Stokesa (Reynolds Averaged Na-
vier-Stokes — RANS) oraz równań domykających opisujących turbulen-
cje i oddziaływania międzyfazowe. Z pośród kilku metod modelowania 
turbulencji omówiono dwurównaniowy model k-E również ze względu na 
jego powszechność zastosowania. Zastosowanie tej metody symulacji 
do modelowania przepływu typu ciecz-pęcherzyki powietrza przedsta-
wiono na przykładzie maszyny flotacyjnej, przepływu zawiesiny o małym 
udziale objętościowym cząstek stałych („rozrzedzonego" układu ciecz-
cząstki stale) — na przykładzie mieszania zawiesiny siarki nierozpusz-
czalnej w dwusiarczku węgla w zbiorniku magazynowym oraz przepływu 
zawiesiny o dużym udziale objętościowym cząstek stałych — na przy-
kładzie mieszania w zbiorniku magazynowym zawiesiny siarczku cynku 
w wodzie. 
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Numerical modelling multiphase flow with dispers-
sion phase. Theoretical grounds and application 
Summary 

The application of Computational Fluid Dynamics (CFD) for tur-
bulent multiphase flow simulation in the Mining Industry area is pre-
sented in the monograph. The main attention is turned out on the RANS 
Euler-Euler simulation method, which is most commonly used for in-
dustrial flows. In this method both continuous and dispersed phases are 
treated as interpenetrating continua. For each phase Reynolds Ave-
raged Navier-Stokes (RANS) equation and the set of closing equations 
are solved. From many different turbulence models available the two-
equitation k-E model is used, because of its robustness and reasonable 
accuracy. The example of application of Euler-Euler RANS method for 
simulation of bubble flow in the full scale flotation machine is presented. 
As an example of low loaded solid suspension flow the simulation of 
mixing of insoluble sulphur in sulphur dicarbonate suspension is presen-
ted. The simulation of mixing process of zinc sulphide in water suspen-
sion is an example of dense dicrete phase flow. 
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