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WSTĘP 
 
 

W Studiach Ekonomicznych pt. Prognostyczne uwarunkowania ryzyka 
gospodarczego i społecznego autorzy podjęli tematykę uwarunkowań ryzyka  
w szerokim spektrum zastosowań gospodarczych i społecznych. Uwaga autorów 
zwrócona została na aspekt prognostyczny prowadzonych analiz.  

W obszarze analiz ryzyka rynku kapitałowego ich tematyka objęła reakcje 
rynków finansowych na nielosowe zaburzenia obserwowane w pewnych 
uwarunkowaniach o charakterze chaotycznych procedur (W. Szkutnik). Uwz-
ględniony został charakter nieokreśloności statystycznej obserwowany w wy-
cenie charakterystyk rynków finansowych, co oddaje w pewnym sensie nie-
realność założeń pierwotnie skonstruowanego modelu portfelowej analizy 
Markowitza (W. Szkutnik). W analizach tych uwzględnia się aspekt probabilis-
tyczny wyceny i zabezpieczeń płatniczych na rynku kapitałowym, z czym łączy 
się pewien wątek prognozowania procesów tam obserwowanych. Z tym za-
kresem rozważań łączy się badanie wpływu niepewności oszacowania zmien-
ności na cenę instrumentów pochodnych (T. Czernik) oraz wartość zagrożona 
europejskich opcji szacowana przedziałowo (D. Iskra). Tematykę ryzyka ka-
pitałowego podejmuje się też w analizie wpływu kosztów transakcyjnych na 
ocenę efektywności inwestycji kapitałowej (M. Pichura). Z tematami ryzyka 
kapitałowego sąsiaduje problematyka, jaką generują formy bankowego ryzyka, 
którego aspekt zabezpieczania wyrażają i są jego emanacją bankowe papiery 
wartościowe strukturyzowane (M. Dyduch). Te instrumenty, których konstruk-
cja na niwie nauki jest jeszcze mało rozwinięta zasługują na większe uznanie 
badaczy niż mogłoby się to wydawać. Propozycje nowych instrumentów, czy to 
giełdowych czy bankowych, powinny wynikać z propozycji środowiska badaczy 
i naukowców. Nie jest to w żadnym przypadku domena praktyków bankowości, 
a bynajmniej nie powinno tak być w realnej sferze działalności bankowej. 
Pewne paralele ze środowiskiem finansów widoczne są w opracowaniu analizu-
jącym wybrane charakterystyki z rynku nieruchomości (I. Dittmann). Rynek nie-
ruchomości i rynek finansów unifikują się z coraz większym natężeniem,  
a zatem ryzyko na rynku nieruchomości staje się ekwiwalentne do ryzyka 
finansowego.    
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W innym obszarze badań prognostycznych zachowań o charakterze długo-
falowym umiejscowione zostały opracowania traktujące o metodach budowy 
prognoz przedziałowych działań, których realizacja może nastąpić w odległej 
przyszłości, co dotyczy np. nowych generatorów energii (M. Wójciak) oraz 
subiektywizmu w konstrukcji modeli prognoz długofalowych (K. Poradowska).  

Zjawiska i procesy, które mogą być obciążone także ryzykiem o charak-
terze społecznym stały się przedmiotem badań w opracowaniach, których 
tematyka odnosi się do uwarunkowania poziomu bezrobocia w przekroju pew-
nych państw UE (M. Balcerowicz-Szkutnik), a także prognostycznego wariantu 
ubóstwa (A. Sączewska-Piotrowska) dla makroregionu południowego Polski. 
Tematyka ta styka się dosłownie z procesami ekonomicznymi i jej badanie  
w kategoriach ryzyka zasługuje na traktowanie jej z całą dozą znaczenia  
w rozstrzyganiu niepewności bytu społeczeństw.   

Ryzyko ubezpieczeniowe najbardziej wyrażające jego istotę rozpatrzono  
w analizie modelowej liczby szkód w ubezpieczeniach komunikacyjnych  
(A. Wolny-Dominiak). Zwrócono tu uwagę na nieprzystawalność w pewnych 
wypadkach modelowania liczby szkód przez rozkład Poissona i podjęto próbę 
wykorzystania procedury kroswalidacji, gdy z liczbą szkód pojawia się wy-
stępowanie dużej liczby zer w ubezpieczeniach komunikacyjnych. 

Istota celów prognostycznych jest rozwinięta w bardzo wyrafinowanym 
stylu z pozycji kryteriów wyboru modeli czynnikowych (J. Acedański). 
Propozycje autora naszkicowane w proponowanym ujęciu są wzbogacone 
szczegółowo omówionymi badaniami empirycznymi. 

W ostatniej propozycji uwarunkowania ryzyka w profilu zarządzania  
w zróżnicowanym otoczeniu społeczno-gospodarczym, a więc stricte łączącym 
tytułowe jego formy, zawarte zostały w opracowaniu (J. Zemke), w wyprofilo-
wany sposób traktującym o formach, możliwościach i znaczeniu zarządzania ry-
zykiem, co przekłada się na podejmowanie decyzji menedżerskich w szerokim 
obszarze aplikacji. 

Niepełność tematyki zarysowanej szeroko w temacie niniejszego Zeszytu 
Naukowego jest bez wątpienia inspiracją dla dalszych badań ukierunkowanych 
na bardziej praktyczne pole odkrywczych inspiracji w zakresie ryzyka gospo-
darczego i społecznego. Tematyka ta ma duże możliwości rozwojowe i może 
wyrażać wiele innowacyjnych formuł teoretycznych i praktycznych.  
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CHAOTYCZNE REAKCJE  
RYNKÓW FINANSOWYCH –  
– ASPEKT PROBABILISTYCZNY WYCENY  
I ZABEZPIECZEŃ PŁATNICZYCH  
NA RYNKU KAPITAŁOWYM 

 
 

Wprowadzenie 
 
Właściwe dla prowadzonych rozważań będą modele finansowych kalkulacji 

na zupełnych i niezupełnych rynkach z zastosowaniem niesamofinansujących się 
strategii. W takich wypadkach naturalnym ujęciem zagadnienia jest odejście  
od typowego założenia dotyczącego stochastycznej struktury cen akcji przy  
modelowaniu stóp zwrotu (ich logarytmów) i rozpatrzenie wariantowego przy-
padku, w którym nie czyni się założeń dotyczących rozkładu normalnego lo-
garytmów tych stóp. Wymaga to jednak egzemplifikacji modelu finansowego 
rynku w warunkach statystycznej nieokreśloności, co odpowiada zadaniu mo-
delowania racjonalnego zachowania inwestora. W wypadku niezupełnych ryn-
ków rozważone będą kalkulacje opcyjnie i zadania minimalizacji ryzyka. 

 
 

1. Zupełny rynek i strategie arbitrażowe 
 
W analizach portfelowych uwzględniających ryzyko inwestycyjne rozważa 

się w formalnym ujęciu model finansowego rynku i inwestycyjne strategie 
umożliwiające opis ewolucji papierów wartościowych na finansowym rynku. 
Wystarcza wtedy przyjąć, że jego postać wyrażona jest przez dwa dyskretne sto-
chastyczne równania opisujące aktywa pozbawione ryzyka i aktywa ryzykowne.  

Taki model można zapisać w postaci: ∆ܤ௡ = ௡ݎ ∙ ௡ିଵ  ,    ∆ܵ௡ܤ = ௡ߩ ∙ ܵ௡ିଵ      
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Dyskretyzacja stochastyczna tych równań wymaga, aby przestrzeń pro-
babilistyczna będąca opisem losowego rozkładu wartości aktywów była genero-
wana przez skończony zbiór zdarzeń elementarnych Ω, przeliczalną  
rodzinę zdarzeń losowych odpowiadających borelowskiej algebrze zdarzeń ܨ = ,ேܨ ܰ ∈ -ା  − zbiór całkowitych liczb dodatnich. Wprowadzenie oznaܥ
czenia dla sum pierwszych n wyrazów (stochastycznych) ciągów (ߩ௡)௡∈௓శ  
i  (ݎ௡)௡∈௓శ  

௡ܶ = ∑ ௞ ,௡௞ୀ଴ݎ     ௡ܹ = ∑ ௞௡௞ୀ଴ߩ  

pozwala sprowadzić równania modelu rynku dyskretnego do postaci stochas-
tycznie ekspotencjalnej: ܤ௡ = ଴ܤ ∙ ℇ௡(ܶ), ܵ௡ = ܵ଴ ∙ ℇ௡(ܹ) (1)

Przy takim opisie rynku zakłada się, że ܨ௡ = ,ሼܵ଴ߪ … , ܵ௡ሽ, tj. F௡  jest  
minimalną  ߪ-algebrą, względem której mierzalne są zdarzenia  ܵ଴, … , ܵ௡. 

Rynek określony w równaniach (1) nazywany jest powszechnie (B, S)-ryn-
kiem. W dalszej części dla zapobieżenia niepotrzebnym technicznym trudnoś-
ciom wywody będą prowadzone dla przypadku jednowymiarowego ܵ௡, i w tym 
wypadku, jak wynika ze znanych z literatury wyników, najbardziej treściwym 
modelem (zupełnym) (B, S)-rynku jest dwumianowy model, jednak wiele wy-
ników jest także adekwatnych w wielowymiarowym wariancie. Okazuje się tak-
że, że można uzyskać ogólny model (B, S)-rynku zakładając tylko dodatnią war-
tość cen aktywów B i S. W tym wypadku pojawia się multiplikatywna forma  
dla  B  i  S, która znowu prowadzi do rozpatrywanego tutaj modelu (1).  

W analizie inwestycji kapitałowych stosowane jest pojęcie tzw. inwestycyj-
nej strategii, przez którą rozumiany jest stochastyczny dwuwymiarowy ciąg ߨ = ,௡ߚ)௡ߨ) ௡ߚ ௡))௡∈௓శ. Elementyߛ ∈  Fே, ௡ߛ  ∈ Fேିଵ  tego ciągu interpreto-
wane są jako liczby aktywów bez ryzykownych  B  i  z ryzykiem S w momencie 
czasu ݊ ∈ ܼା. Ponadto istotne jest także pojęcie „kapitału” portfela ߨ, którym  
w myśl przyjmowanego określenia jest stochastyczny ciąg ܺగ = (ܺ௡గ)௡∈௓శ, 
gdzie   ܺ௡గ=ߚ௡ ∙ ௡ܤ + ௡ߛ ∙ ܵ௡. 

Na podstawie tych pojęć można wprowadzić klasę samofinansujących się 
portfeli, przez którą będziemy rozumieć klasę portfeli ߨ  oznaczaną przez SF, 
spełniającą warunek: ܤ௡ିଵ ∙ ௡ߚ∆ + ܵ௡ିଵ ∙ ௡ߛ∆ = 0 (2)
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W tym kontekście można zauważyć, że kapitał samofinansującego się port-
fela  ߨ  wyrażony w postaci: ܺ௡గ = ܺ଴గ + ∑ ௡௡௞ୀ଴ߚ) ∙ ௞ܤ∆ + ௡ߛ ∙ ∆ܵ௞) 

jest równoważny warunkowi samofinansującego się portfela (2), gdzie ∆ܤ଴ = ∆ܵ଴ = 0.  
Istotna w stosowaniu strategii inwestycyjnych jest dopuszczalność arbitrażu 

na rynku akcji. Dlatego w klasie portfeli samofinansujących się SF można wy-
różnić te portfele ߨ, które realizują arbitrażową możliwość na rynku akcji w na-
stępującym znaczeniu: ܺ଴గ = 0,  ܺ௡గ ≥ 0 

dla ݊ ≤ ܰ  (z prawdopodobieństwem ܲ − prawie na pewno (ܲ − p. n. p)  
i  ܺேగ > 0  z dodatnim prawdopodobieństwem). 

Ekonomiczna treść, która tu się przejawia wynika z określenia występowa-
nia arbitrażu na rynku. Polega to na możliwości pojawienia zysku z inwestycji 
bez ryzyka, gdy na rynku występuje arbitrażowy portfel. Klasę takich portfeli 
oznaczymy przez ܵܨ௔௥௕ i rynek nazwiemy arbitrażowym lub bez arbitrażu, gdy 
odpowiednio w klasie ܵܨ௔௥௕ występuje chociaż jeden arbitrażowy portfel lub 
gdy takiego portfela nie ma.  

W dalszej części opracowania będą rozważane finansowe kalkulacje na zu-
pełnym rynku, przy niesamofinansujących się strategiach. Prowadzenie takich 
wywodów wymaga jednak pewnych ścisłych określeń z zakresu probabilistyki  
i wyprowadzonych na ich bazie własności. Wydaje się, że dla pełnego zrozu-
mienia dalszych rozważań niezbędne jest omówienie chociaż podstawowych po-
jęć z tego zakresu i podanie znanych wyników z teorii procesów stochastycz-
nych.  

 
 

2. Martyngałowe miary i arbitraż 
 
W probabilistyce miarę prawdopodobieństwa ܲ∗, równoważną P, nazywa 

się miarą martyngałową lub neutralną względem ryzyka, jeśli względem miary  ܲ∗ stochastyczny ciąg: (ܵ௡/ܤ௡)௡ஸே 

jest martyngałem. Oznacza to stałość wartości oczekiwanych względem danej 
miary probabilistycznej [4] dla wyrazów powyższego ciągu. Miar takich może 
być cała klasa  ࡼ∗. 
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Kryterium martyngalności miary ࡼᇱ  
 
Jeśli w modelu rynku (1) stochastyczny ciąg (ݎ௡)௡ஸே jest prognozowalny  

i  ݎ௡ → −1,  wtedy względem miary ܲᇱ jednocześnie są martyngałami: ܴ௡ = ௌ೙ோ೙   oraz   (∑ ௞ߩ) − ௞)௡௢ݎ )௡ஸே 

Kryterium to wynika głównie z własności stochastycznej wykładniczości. 
 
 

Martyngałowa miara ࡼ∗  względem miar równoważnych P  
 
W tej sytuacji zupełnie naturalnie pojawia się problem poszukiwania mar-

tyngałowej miary ࡼ∗  wśród miar równoważnych P. Oznaczając w tym celu od-
powiadającą lokalną gęstość przez: (ܼ௡)௡ஸே 

z kryterium martyngalności miary względem względem ࡼ∗ wynika, że: 

R  jest martyngałem ⇔ (ܸ − ܷ)   
Dla przykładu i upraszczając kontekst powyższego formalnego ujęcia 

przyjmiemy, że V jest martyngałem już względem wyjściowej miary P. Wtedy  
z twierdzenia Girsanowa [4] wynika, że: 

௡ܸ∗ = ௡ܸ − ෍ ௞ିଵିଵܼ)ܧ ∙ ܼ௞ ∙ ∆ ௞ܸ/ܨ௞ିଵ௞ஸ௡  

jest martyngałem względem miary ࡼ∗. Konsekwencją tego jest sposób wyboru 
miary ࡼ∗, która powinna być wybrana w taki sposób, aby odpowiadająca jej  
gęstość czyniła zadość relacji: ∆ܷ௡ = ௡ିଵିଵܼ)ܧ ∙ ܼ௡ ∙ ∆ ௡ܸ/ܨ௡ିଵ) 

Przypadek ten ma naturalne uogólnienie. 
Wprowadzone powyżej pojęcia i podane wnioski prowadzą do stwierdzenia 

ścisłego związku arbitrażowego rynku, będącego ekonomiczną kategorią  
w aspekcie finansowego postrzegania inwestycji na rynku kapitałowym oraz 
martyngałowej miary. Zachodzi bowiem równoważność między istnieniem  
miary martyngałowej ࡼ∗ wśród miar równoważnych P a istnieniem arbitrażo-
wego portfela ܵܨ௔௥௕, gdy w modelu rynku (1) o ciągu stóp zwrotu  
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௡ݎ)  ௡ݎ > −1, ݊ ≤ ܰ) założy się deterministyczną naturę [8]. W nietrywialnym 
dowodzie tego faktu występują dwa zbiory zmiennych losowych ߦ =   (߱)ߦ
określonych na (Ω, -które będą jeszcze wykorzystane w dalszej części roz ,(ܨ
ważań: ෍ = ሼߦ ∈ ܴ: ,ܨܵ߳ߨ ∃ ܺ଴గ = 0 ∧ ܺே  గ = ሽ଴  ߦ  

෍ = ሼߦ ≥ 0: ߦܧ ≥ 1  ሽଵ  

Okazuje się, że przy nieistnieniu arbitrażowego portfela wynika, że zbiory 
te nie mają wspólnych elementów.    

 
 

3. Urealnienie kierunków modelu rynku 
 
Badanie rynku (1) może być prowadzone w kierunku bardziej realnej sytu-

acji, kiedy zmiany portfela są stowarzyszone albo z przypływem, albo z od-
pływem kapitału. Modelowanie takiej sytuacji na rynku zostanie przeprowadzo-
ne w obecności pewnego stochastycznego ciągu ܩ =  oraz całej klasy (௡ܩ)
takich strategii ߨ = ,௡ߚ)  ௡), które będziemy nazywać G-finansującymi, a ichߛ
klasę będziemy oznaczać przez GF. Właściwość charakteryzująca tę klasę 
uwzględnia odpływy i przypływy kapitału z i do portfela, co wyraża równanie: ܤ௡ିଵ ∙ ௡ߚ∆ + ܵ௡ିଵ ∙ ௡ߛ∆ = ௡ (3)ܩ∆−

gdzie: ܩ௡ = ∑ ଴ܩ   ,௞ܩ∆ = 0௡௞ୀଵ  

Należy przyjąć, że jeśli ∆ܩ ≥ 0 (odpowiednio ∆ܩ ≤ 0), to G-finansującą 
strategię ߨ nazywa się strategią zapotrzebowania (odpowiednio strategią z re-
finansowaniem lub inwestowaniem). Z powyższego wynika, że na podstawie (2) 
samofinansowanie oznacza 0-finansowalność.  

Odpowiednio do równania (3), które nazywa się równaniem bilansowym 
[8] dla kapitału X*  strategii π ∈ mamy zależności: ܺ௡గ ܨܩ = ௡ߚ ∙ ௡ܤ + ௡ߛ ∙ ܵ௡ ܺ௡ିଵగ = ௡ߚ ∙ ௡ିଵܤ + ௡ߛ ∙ ܵ௡ିଵ −  ௡ܩ∆

(4)

Stąd dla dowolnej strategii ߨ z klasy samoϐinansujacych się portfeli SF  
z równania (4) otrzymuje się: ∆ܺ௡గ = ௡ݎ ∙ ܺ௡ିଵగ + ௡ߛ ∙ ܵ௡ିଵ ∙ ௡ߩ) − (௡ݎ − (1 + (௡ݎ ∙ ௡ܩ∆  
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To stochastyczne niejednorodne i liniowe równanie ma rozwiązanie:             ܺ௡గ = (ܷ)௡݌ݔܧ ∙ ൛ܺ଴గ + ∑ ℇ௞ି ଵ௡௞ୀଵ (ܷ) ∙ ௞ߛ ∙ ܵ௞ିଵ(ߩ௞ − (௞ݎ −                         − ∑ ℇ௞ିଵିଵ௡௞ୀଵ (ܷ) ∙ ௞ܩ∆ ൟ  
(5)

Oznaczając: ܯ௡గ = ܺ଴గ + ෍ ℇ௡
௞ୀଵ (ܷ) ∙ ௞ߛ ∙ ܵ௞ିଵ(ߩ௞ −  (௞ݎ

௡௘௫௣ܩ = ෍ ℇ௞ିଵିଵ௡
௞ୀଵ (ܷ) ∙ ௞ܩ∆ ଴ℇܩ        , = 0 

ze wzoru (5) otrzymamy nową postać tego równania: ℇ௞ି ଵ(ܷ) ∙ ܺ௡గ − ௡ℇ  (6)ܩ

Ze stwierdzonej już wcześniej własności o równoważności między istnie-
niem miary martyngałowej ࡼ∗ wśród miar równoważnych P  a istnieniem  
arbitrażowego portfela ܵܨ௔௥௕, gdy w modelu rynku (1) o ciągu stóp zwrotu  ݎ௡  (ݎ௡ > −1, ݊ ≤ ܰ) założy się deterministyczny charakter, wynika w szcze-
gólności, że względem martyngałowej miary ࡼ∗ wielkość: ℇ௡(ܷ) ∙ ܺ௡గ 

jest martyngałem, jeśli G jest martyngałem. 
Jako wniosek z (6) otrzymuje się, że: ܧ∗ℇ௞ି ଵ(ܷ) ∙ ܺ௡గ = ܺ଴గ − ෍ ℇ௞ିଵିଵ௡∗ܧ

௞ୀଵ (ܷ) ∙ ௞ܩ∆  

Dla (B, S)-rynku (1) z zadanym płatniczym rygorem (f, N) względem euro-
pejskiej lub amerykańskiej opcji zachowane zostają określenia wynikające  
z określenia płatniczych reguł i inwestycyjnego kosztu dla opcji europejskich  
i odpowiednie własności dla opcji amerykańskich. Poniżej krótko wyjaśnimy za-
łożenia specyfikujące dodatkowe właściwości samofinansującego się portfela 
spełniającego wprowadzone właściwości. 

 
 

Zobowiązania płatnicze i opcje europejskiego rodzaju  
 
Rozpatrując finansowy rynek (B, S) uwzględnia się tzw. zobowiązania  

płatnicze z datą wygaśnięcia N, przez które rozumie się parę (f, N), gdzie f  
jest ܨே mierzalną nieujemną losową wielkością. Uczestnik rynku, który po-



Chaotyczne reakcje rynków finansowych… 17

winien wygasić płatnicze zobowiązanie zmuszony jest tak zorganizować swoją 
inwestycyjną działalność, aby odpowiedni portfel inwestycyjny ߨ dostarczył  
kapitał  ܺேగ ≥ ݂. 

Procedura skonstruowania takiego portfela, prowadząca do zrealizowania 
zobowiązania płatniczego, nazywana jest hedgingiem tego zobowiązania, a sam 
portfel – hedgingowanym portfelem. Charakter płatniczych zobowiązań może 
być dostatecznie dowolny w ramach dopuszczalnych procedur dozwolonych na 
rynku akcji. W tym aspekcie jedno z ważniejszych zadań wynikających z hed-
gingowania płatniczych zobowiązań wynika z przyczynowości łączącej się  
z wyceną opcji. Z jednej strony może to być niezwykle trudne zadanie, ale jed-
nocześnie odpowiednio sformalizowane i w maksymalnym stopniu oddające  
realia zobowiązań i warunków rynkowych dość łatwe w implementacji kalkula-
cyjnej.  

 
 

Przykładowy wariant wyceny 1 
 
Na (B, S)-rynku prowadzi działalność emitent określonego papieru wartoś-

ciowego w celu kupna, sprzedaży itp. Aby zostać posiadaczem takiego papieru 
należy najpierw zapłacić emitentowi określona premię C. Przy tym nabywca ma 
prawo przedstawienia danego papieru do wykupu w momencie N i otrzymania 
wypłaty w wysokości f. Taki pochodny papier wartościowy jest znany jako 
opcja europejskiego typu (na zakup, sprzedaż itd. aktywu), a sama transakcja –  
– kontraktem opcyjnym.  

Oczywiste jest, że bardzo ważna jest tu kwestia oceny wartości sprzedaży  
i kupna opcji oraz sekurytyzowania (hedgingłu) płatniczego zobowiązania 
względem danej opcji. Przede wszystkim należy najpierw sformalizować okreś-
lenia tych obiektów.  

Przyjmiemy, że na (B, S)-rynku (1) zadana jest początkowa wartość kapi-
tału x > 0 i płatnicze zobowiązanie (f, N). Samofinansujący portfel ߨ nazywa się 
(x, f, N)-hedgingiem (zabezpieczeniem), jeśli kapitał ܺగ ma własności: ܺ଴గ = x, oraz dla dowolnego ߱ ∈ Ω, ܺேగ ≥ ݂(߱) (7)

Hedging nazywa się minimalnym, jeśli w (7) osiągnięta jest równość. W ta-
kim przypadku stwierdza się osiągnięcie płatniczego zobowiązania (f, N).  

Oznaczając przez ݔ)ߎ,  ݂,  ܰ) zbiór wszystkich (x, f, N)-hedgingów (zabez-
pieczeń), przyjmuje się określenie inwestycyjnego kosztu płatniczego zobowią-
zania (f, N): ܥ(ܰ) = ݂݅݊ሼݔ > 0: Π(ݔ, ݂, ܰ) ≠ ∅ሽ (8)
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Inwestycyjny koszt jest ograniczony, gdyż Ω  jest zbiorem skończonym.  
Wielkość C(N) nazywa się sprawiedliwą ceną opcyjną. Wynika to stąd, że 

(f, N) jako płatnicze zobowiązanie opcyjne na zakup, sprzedaż itd. niektórych 
aktywów, poprzez formułę (8) realizuje zasadę zadowolenia zarówno sprze-
dawcy, jak i kupującego. Jest tak, ponieważ sprzedawca może na danym rynku 
„osiągnąć” zobowiązanie (f, N), a kupujący płaci, w określonym sensie, mini-
malną premię sprzedawcy.  

 
 

Wnioski z wprowadzonych założeń urealnienia kierunków modelu rynku 
 
Dla (B, S)-rynku (1) z zadanym płatniczym zobowiązaniem (f, N) przy opcji 

europejskiego rodzaju zachowują swoje znaczenie określenia (7) i (8). Amery-
kańskich opcji, jako skonstruowanych odmiennie od europejskich i wymagają-
cych nieco innego ujęcia nie rozpatrujemy w tym opracowaniu, chociaż i dla 
nich zachowują moc odpowiednie określenia dla kapitału początkowego i kapi-
tału odpowiadającego minimalnemu hedgingowi. W obu przypadkach klasę SF 
zastępuje klasa GF [8]. Odpowiednie ceny i hedgingi są przy tym nazywane  
G-cenami i G-hedgingami. 

W warunkach zupełnego (B, S)-rynku, przy jedynej martyngałowej mierze 
P* i założonym ciągu stóp zwrotu ݎ௡ > −1  (także amerykańskiego), zadanie 
wyceny i zabezpieczenia opcji ma adekwatne rozwiązanie w klasie SF.  

W podobny sposób analogiczne zadanie można rozpatrzyć dla klasy  
G-samofinansujących się strategii (dla uściślenia, strategii z refinansowaniem 
lub inwestowaniem). Istotne jest przy tym, że można wyjaśnić wtedy, o jaką 
wielkość różni się sprawiedliwa cena od G-ceny.  

Przy przyjętych wyżej założeniach odnośnie do zupełnego rynku zachodzą 
bowiem trzy własności: 
1. Sprawiedliwa cena opcyjna wyraża się w formule: ܥ(ܰ, (ܩ = (ܷ)(ℇேିଵ)∗ܧ ∙ ݂ + ∑ ℇ௞ିଵିଵ ௞ே௞ୀଵܩ∆(ܷ)   (9)

2. Istnieje minimalny (C, f, N)-hedging: ߨ∗ = , ∗௡ߚ))  ௡∗))௡ஸேߛ
określony wzorami: ߛ௡∗ = ∗௡ߙ ∙ ௡ܵ௡ିଵܤ  

∗௡ߚ = ܺ௡ିଵగ∗ − ௡∗ܵ௡ିଵߛ − ௡ିଵܤ௡ܩ∆  
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gdzie  ߙ∗்   − z rozwinięcia [8]: ܯ௡∗ = ଴ܤݔ + ෍ ∗௞ߙ ௞ߩ) − ݊   ,(௞ݎ ≤ ܰ௡
௞ୀଵ  

a  ܯ଴∗ = ௫஻బ . 

3. Istnieje ściśle określony kapitał minimalnego G-hedgingu. 
 
Rozpatrzony model dotyczył rynku bez arbitrażu charakteryzującego się 

własnością zupełności. Wiąże się z tym jednoznaczność martyngałowej miary. 
Względem tej miary prowadzone były wszystkie finansowe kalkulacje i for-
malne wywody. Jeśli rozważa się niezupełne rynki można także szacować 
opcyjnie zabezpieczenia oraz minimalne ryzyko. Martyngałowa miara nie jest 
wtedy jednak jedyna. W tym przypadku należy zredefiniować pojęcie „ceny 
opcji” (europejskiego rodzaju) ze zobowiązaniem płatniczym w ramach nie-
zupełnego modelu rynku (1). Uczestnik rynku może w tym przypadku występo-
wać w charakterze sprzedawcy i w charakterze kupującego opcje. Różne  
postrzeganie cen przez sprzedawcę i przez kupującego prowadzi w tym przy-
padku do wyrażenia, ogólnie określając, rożnych cen sprzedaży ܥ∗(ܰ) i zakupu ܥ∗(ܰ) i do pojawienia niezerowej różnicy między tymi cenami określanymi  
powszechnie w literaturze jako spread. Przypadek ten jest bardziej złożony me-
rytorycznie i formalnie należy rozpatrywać go inaczej niż w przypadku ujęcia 
zaprezentowanego w niniejszym opracowaniu.  

 
 

4. Chaos deterministyczny – schemat systemu 
 
Ujmując zagadnienie generujące chaotyczne warunki kształtowania się cen 

akcji w warunkach pełnego determinizmu można wprowadzić pojęcie „nielinio-
wego chaotycznego modelu”. Zbadanie takiego efektu umożliwia ocenę straty 
na efektywności systemu i przejście systemu w stan chaosu. Konieczna przy tym 
jest znajomość jednego z istniejących podejść w rozróżnieniu „stochastycz-
ności” i „chaotyczności”. Przedstawione teraz rozróżnienie analizowane jest  
z zastosowaniem korelacyjnego wymiaru badanych ciągów wielkości, których 
bliżej nie będziemy omawiać. Umożliwia to wtedy opis metody obliczania gór-
nej i dolnej ceny hedgingowania płatniczego zobowiązania w jednoetapowym 
modelu rynku dla gwarantowanego przypadku, tj. przy warunku, że stopa pro-
centowa akcji jest „chaotyczną” wielkością. 
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Chaos i rynki 
 
Ewolucja logarytmicznych stóp zwrotu cen akcji zwykle przedstawiana jest 

jako ciąg: ℎ = (ℎ௡)   
gdzie  ℎ௡ = ݈݊ ௌ೙ௌ೙షభ  oraz ܵ௡ − wartość „ceny” w momencie n, wychodząc  

z hipotezy, że wielkości te mają stochastyczna naturę, tj.: ܵ௡ = ܵ௡(߱), ℎ௡ = ℎ௡(߱) 

są wielkościami losowymi, zadanymi na pewnej filtrowanej przestrzeni pro-
babilistycznej (Ω, Φ, (Φ௡)௡ஹଵ, ܲ) i które modelują stochastyczną nieokreśloność 
stanów „otoczenia”.  

Z drugiej strony stwierdzone zostało już dawno, że nawet zupełnie proste 
nieliniowe systemy deterministyczne, które można zapisać w postaci:                  ݔ௡ାଵ = ;௡ݔ)݂ ,(ߣ ݊ = 0, 1, … (10)
lub:                 ݔ௡ାଵ = ,௡ݔ)݂ ,௡ିଵݔ … , ;௡ି௞ݔ (11) ,(ߣ

gdzie ߣ − pewien parametr, mogą generować (przy odpowiednich początkowych 
warunkach), ciągi ൫ݔ଴, ݔଵ, … ൯, których proweniencja jest podobna do stochas-
tycznych ciągów wartości. 

Ta okoliczność uzasadnia pytanie, czy niektóre ekonomiczne, w tym finan-
sowe, szeregi nie są w realnym ich postrzeganiu właśnie nie stochastyczne,  
a chaotyczne, tzn. takie, które niejako wymuszają modelowanie ich przez de-
terministyczne nieliniowe systemy. Mogą one prowadzić do efektów obserwo-
wanych przy stochastycznej analizie finansowych danych. Szczególnie znajduje 
to uzasadnienie w ostatnim okresie, gdy z jednej strony stwierdzono ekspery-
mentalnie reakcję rynków na zachowanie się decydentów politycznych, a z dru-
giej obserwowane są mało uzasadnione stochastycznymi szokami perturbacje na 
rynkach finansowych niedające się łatwo wyprofilować metodycznie przez ra-
cjonalne działania i nieodpowiadające na łączne losowe reakcje uczestników 
rynku. 
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Przykłady nieliniowych chaotycznych systemów 
 
Przytaczając pewne przykłady nieliniowych chaotycznych systemów za-

prezentujemy ich zachowanie się, a także umożliwimy uzasadnienie pytania po-
jawiającego się w naturalny sposób w takich sytuacjach, a mianowicie, jak  
określić, czy realizowany dany szereg generowany jest przez stochastyczny czy 
chaotyczny system.  

W aspekcie prognozy przyszłego ruchu cen znacząco ważna jest kwestia,  
w jakim zakresie można prognozować na podstawie nieliniowych chaotycznych 
systemów. Okazuje się, że sytuacja nie jest zbyt optymistyczna, gdyż chaotyczne 
systemy charakteryzuje, niezależnie od ich deterministyczności, duża zmienność 
ich trajektorii, która może się pojawiać przy niedokładnych danych początko-
wych, a ponadto zależy istotnie od wartości parametru ߣ . 

 
 

Logistyczne przekształcenie 
 
W logistycznej aplikacji przekształceń mającej w ekonomii wiele odniesień 

rozpatrzymy przekształcenie logistyczne [7]: ݔ ⟶ ݔܶ ≡ 1)ݔߣ −  (ݔ

i wywołany przez nie (jednowymiarowy) nieliniowy dynamiczny system: ݔ௡ = ௡ିଵ(1ݔߣ − ,(௡ିଵݔ ݊ = 0, 1, … , 0 < ଴ݔ < 1 (12)

Dla wartości ߣ ≤ 1 rozwiązania ݔ௡ =  maleją i są zbieżne do zera (ߣ)௡ݔ
przy ݊ → ∞ i wszystkich  0 < ଴ݔ < 1. W takim przypadku stan  ݔஶ = 0 można 
rozpatrywać, jak ten jednoznaczny stabilny stan, do którego zbieżne są wszyst-
kie wartości  ݔ௡ przy ݊ → ∞. Przy λ = 2 wartości  ݔ௡ są rosnące do 0,5. Zatem  
w tym przypadku także istnieje jednoznaczne stabilne rozwiązanie ݔஶ = 0,5, 
które „przyciąga” wartości  ݔ௡  przy ݊ → ∞. 

Zwiększając wartość parametru λ łatwo stwierdzić, że w systemie (3), przy 
λ < 3 tak jak wcześniej istnieje tylko jedno stabilne rozwiązanie, jednak już  
przy λ = 3 powstaje jakościowo nowy efekt, a mianowicie w miarę wzrostu n 
występują dwa stany stabilności ݔஶ, w których na przemian znajduje się system. 
Taki sam charakter zachowuje system przy zwiększaniu wartości parametru λ, 
ale system zachowuje się nagle inaczej przy niewielkim wzroście parametru λ,  
i przy λ = 3,5644…takich stanów jest 16, przy λ = 3,5696… jest ich już 64,  
a przy λ = 3,6 liczba takich stanów jest już nieograniczenie duża. Ten ostatni 
przypadek tłumaczy się utratą stabilności przez system i przejście systemu  
w stan chaosu. 
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Dla λ = 4 mamy sytuację zbliżoną do losowości probabilistycznej (rys. 1).  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Rys. 1. Przypadek λ = 4,  ݔ଴ = 0,9 
 

Nieograniczona liczba stanów wyjaśniana jest także w tym przypadku przez 
utratę stabilności systemu i przejście systemu w stan chaosu, przy tym w pełni 
znika periodyczny charakter zmiany stanów i system rozpoczyna wykonywanie 
błądzenia po nieskończonej liczbie stanów. Ważne jest spostrzeżenie, że chociaż 
system pozostaje deterministyczny, praktycznie nie można przewidzieć, gdzie 
znajdzie się po pewnym czasie, ponieważ ograniczona dokładność określenia 
wartości  ݔ௡  i  λ  może silnie wpływać na wartości prognozowanych wielkości.  

Nie pozostawia zatem wątpliwości fakt, że wartości (ߣ௞) parametru λ, 
gdzie zachodzi „rozgałęzienie”, stają się wszystkie „bliżej i bliżej”. 

M. Feigenbaum sformułował hipotezę, a O. Lanford wykazał, że (dla 
wszystkich parabolicznych systemów): ߣ௞ − ௞ାଵߣ௞ିଵߣ − ௞ߣ → ݇    ,ܨ → ∞ 

gdzie ܨ = 4,669201 …  − stała uniwersalna, nazywana liczbą Feigenbauma. 
Parametr λ = 4 ma w równaniu (12) szczególną rolę – właśnie przy tej war-

tości ciąg obserwacji odpowiadających (chaotycznych) ciągowi (ݔ௡) przypomina 
realizację stochastycznego ciągu typu „białego szumu”. W rzeczywistości, jeśli 
weźmiemy ݔ଴ = 0,1 i obliczymy rekurencyjną formułą (12)  ݔଵ, ,ଶݔ … ,   , ଵ଴଴଴ݔ
to empiryczne wartości średniej i odchylenia standardowego wynoszą od-
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powiednio, 0,48887 i 0,35742 (z dokładnością do 5 cyfr). Natomiast dla 100 
powtórzeń wyniki są następujące: empiryczne wartości średniej i odchylenia 
standardowego odpowiednio wynoszą: 0,474916 i 0,361261 (dokładnością do  
6 cyfr). 

 
Tabela 1 

 
Wartości (empirycznej) korelacyjnej funkcji ̂݌(݇) , obliczone dla wartości ݔଵ, ,ଶݔ … ,  ଵ଴଴଴ݔ

1 −0,033 11 −0,046 21 −0,008 31 0,038 

2 −0,058 12 0,002 22 0,009 32 −0,017 

3 −0,025 13 −0,011 23 −0,039 33 0,014 

4 −0,035 14 0,040 24 −0,020 34 0,001 

5 −0,012 15 0,014 25 −0,008 35 0,017 

6 −0,032 16 −0,023 26 0,017 36 −0,052 

7 −0,048 17 −0,030 27 0,006 37 0,004 

8 0,027 18 0,037 28 −0,004 38 0,053 

9 −0,20 19 0,078 29 −0,019 39 −0,021 

10 −0,013 20 0,017 30 −0,076 40 0,007 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie [6]. 
 
Z podanych w tabeli wartości funkcji korelacyjnej jest widoczne, że wiel-

kości (ݔ௡), wywołane przez logistyczne przekształcenie z λ = 4 praktycznie 
można uważać jako nieskorelowane i w tym znaczeniu ciąg (ݔ௡) może być  
nazwany „chaotycznym białym szumem”. 

Interesująca jest uwaga, że dla systemu ݔ௡ = ௡ିଵ(1ݔ4 − ݊   ,(௡ିଵݔ = 1, … ,0 < ଴ݔ < 1, istnieje niezmienniczy rozkład P, tj. taki, że ܲ(ܶିଵܣ) =   (ܣ)ܲ
dla dowolnego borelowskiego zbioru A z przedziału (0, 1), którego gęstość: (ݔ)݌ = 1)ݔ]ߨ1 − [ଵ/ଶ[(ݔ , ݔ ∈ (0, 1) (13)

Wynika z tego, że jeśli przyjąć losową początkową wartość ݔ଴ z gęstością 
rozkładu prawdopodobieństwa ݌ = ,௡ݔ to losowe wielkości ,(ݔ)݌ ݊ ≥ 1 będą  
z tego samego rozkładu, z którego pochodzi ݔ଴ .   

Należy tu stwierdzić, co wynika z teorii probabilistyki, że w uzyskanym  
w ten sposób stochastycznym systemie (ݔ௡) cała „losowość” jest całkowicie 
określona przez początkową wartość ݔ଴ , a dynamika przejść ݔ௡ →  ௡ାଵ zadanaݔ
jest w deterministyczny sposób w relacji (12). 
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Przy rozkładzie zadanym funkcją gęstości (4) nietrudno jest stwierdzić, że 
wartość oczekiwana ݔܧ଴ = 0,5, ଴ଶݔܧ = ଷ଼ , ଴ݔଶܦ = ଵ଼ (ܦଶ = (0,35355ଶ) (śred-
nia z wartością 0,48887 i odchylenie standardowe 0,35742, podane wyżej) i: 

(݇)݌ ≡ ௞ݔ଴ݔܧ − ௞ݔܦ଴ݔܦ௞ඥܧ଴ݔܧ = ൞ 1,   jeśli ݇ = 00,     jeśli k ≠ 0                         

 
 

Przykładowe przekształcenia w modelowaniu finansowych wskaźników w okresach 
kryzysu finansowego 

 
1. Przekształcenie Bernoulliego ݔ௡ = ௢ݔ   ,…,௡ିଵ (mod 1), n = 1,2ݔ2 ∈ (0,1) 

W tym przypadku niezmienniczy jest jednostajny rozkład z gęstością  
p(x) = 1,  ݔ ∈ (0,1). Podstawowe charakterystyki w tym rozkładzie dla wiel-
kości losowej ݔ଴ wynoszą: ݔܧ଴ = ଵଶ ,  ݔܧ଴ଶ = ଵଷ,  ݔܦ଴ = ଵଵଶ (݇)݌   , = 2ି௞,  k = 0,1,… . 

 
2. Przekształcenie „namiotowe” ݔ௡ = 1 − |1 − ,|௡ିଵݔ2 ݊ = 1,2, … , ଴ݔ  ∈ (0,1) 

Tu także, jak dla przekształcenia Bernoulliego, niezmienniczy jest rozkład  
jednostajny w przedziale (0,1). Ponadto ݔܧ଴ = ଵଶ , ݔܧ଴ଶ = ଵଷ 

଴ݔܦ ,  = ଵଵଶ  , ݌(݇) = 0, ݇ ≠ 0.   
 
3. Przekształcenie pierwiastkowe ݔ௡ = 1 − 2ඥݔ௡ିଵ ,   ݊ − 1, ଴ݔ    ,… = (−1, 1)  
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Rys. 2. Wykres zmian wartości rekurencyjnych w przekształceniu pierwiastkowym 
 
Niezmienniczy jest tutaj rozkład jednostajny na odcinku (−1, 1) z gęstością  (ݔ)݌ = ଵି௫ଶ  ,  przy tym  ݔܧ଴ = − ଵଷ,  ݔܧ଴ଶ,  ݔܦ଴ = ଶଽ. 
Wskazane przykłady nieliniowych dynamicznych systemów są istotne  

w różnych aspektach. Po pierwsze, można zauważyć, na przykładzie logistycz-
nego systemu, którego rozwój jest „binarny”, że wyraziście wyraża się idea cha-
otyczności. Po drugie, kształtowanie się takich systemów, scharakteryzowanych 
własnością chaotyczności, przytacza na myśl ich zastosowanie przy konstrukcji 
modeli ewolucji finansowych indeksów, a szczególnie w okresach kryzysowych. 
Dla takich okresów właściwa jest właśnie „chaotyczność”, a nie „stochastycz-
ność”.  

Okoliczność, że formalnie deterministyczne systemy mogą przejawiać  
właściwości typu „stochastycznego białego szumu” jest znana od dawna i nie 
jest czymś nieoczekiwanym. Dlatego powstają dwie kwestie odnoszące się do 
tego, jak rozróżniać „stochastyczne” i „chaotyczne systemy” oraz czy można  
w zasadniczy sposób zdecydować, jaka jest istotna natura „nieregularności”  
finansowych danych – „stochastyczna” czy „chaotyczna”.    
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Przedstawimy ujęcie mające główne znaczenie przy rozróżnianiu „stochas-
tyczności” i „chaotyczności” funkcji: 

(ߝ)ܥ = limே→ஶ ∅(ܰ, ଶܰ(ߝ  (14)

gdzie ∅(ܰ, ,݅) liczba takich par − (ߝ ݆),  ݅, ݆ ≤ ܰ, dla których w rozpatrywanym 
ciągu (ݔ௡) elementy tego ciągu są odległe o mniej niż ߝ, tzn.:  หݔ௜ − ௝หݔ <  ߝ

Oprócz funkcji (ߝ)ܥ rozważa się funkcję: 

(ߝ)௠ܥ = limே→ஶ ∅௠(ܰ, ଶܰ(ߝ  

gdzie  ∅(ܰ, ,݅) liczba takich par − (ߝ ݆), dla których wszystkie współrzędne  
wektorów (ݔ௜, … , ,௝ݔ) ௜ା௠ିଵ) iݔ … , ,݅  ௝ା௠ିଵ) dlaݔ ݆ ≤ ܰ różnią się nie więcej 
niż ߝ. W wypadku ݉ = 1 mamy  ∅ଵ(ܰ, (ߝ = ∅(ܰ,     .(ߝ

Dla stochastycznych ciągów (ݔ௡) mających cechy „białego szumu” przy 
małych wartościach ߝ funkcja spełnia relację:    ܥ௠(ߝ)~ߝఔ೘  (15)

gdzie „fraktalny” wykładnik ߥ௠ = ݉. Własnościom w rodzaju (15) czyni zadość 
także i wiele deterministycznych systemów, w tym logistyczny system (12). 
Wykładnik ߥ௠ nazywany jest także korelacyjnym wymiarem. 

Idea rozróżniania „stochastycznych” i „chaotycznych” ciągów wychodzi  
z takiej obserwacji, że korelacyjny wymiar w takich ciągach jest różny. W cią-
gach „stochastycznych” jest większy niż w „chaotycznych”. 

 
 

Oceny korelacyjnego wymiaru 
 
W charakterze ocen korelacyjnego wymiaru ߥ௠ naturalne jest rozpatrzenie 

wielkości: ߥ෤௠,௝ =୪୬ ஼೘൫ఌೕ൯ି୪୬ ஼೘(ఌೕశభ)୪୬ ఌೕି୪୬ ఌೕశభ  

lub: ߥ෤௠(݇) = ଵ௞ ∑ ෤௠,௝ ௞௝ୀଵߥ   

gdzie     ߝ௝ = ߮௝,   0 < ߮ < 1.    
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Z wyników znanych z literatury [8] wynika po pierwsze, jednorodność 
„fraktalnej” struktury „korelacyjnego wymiaru” indeksów IBM  i S & P500,  
po drugie, że dla tych indeksów ciągi (ℎ௡) z ℎ௡ = ݈݊ ௌ೙ௌ೙షభ , ݊ ≥ 1 zmierzają do 

siebie szybciej niż stochastyczny „biały szum”. Spostrzeżenie to nie jest pod-
stawą do odrzucenia hipotezy o tym, że bliskimi właściwościami mogą charakte-
ryzować się także inne „chaotyczne” ciągi z wielkim „korelacyjnym roz-
miarem”.  

W praktyce analizowania problemu rozróżniania „chaotyczności” i „stocha-
styczności” znajduje także zastosowanie podejście, w którym rozpatrywane jest 
kształtowanie się rozkładu prawdopodobieństwa systemu.  

 
 

5. Wariant rozwiązania zadania rekonstrukcji operatora ewolucji  
dla rynków futures 

 
W zastosowaniach rozpatrywane są różne możliwe rozwiązania zadania re-

konstrukcji operatora ewolucji dla rynków futures. Podstawową przesłanką jest 
to, że dowolny wybór nieliniowości bez wprowadzenia apriorycznej informacji 
lub specjalnego uprzedniego badania obiektu nie zawsze umożliwia wybór  
udanej rekonstrukcji. Dlatego na danym etapie modelowania szerokie zastoso-
wanie ma dotąd dla prognozowania rynkowych charakterystyk analiza tech-
niczna. Reguły tej teorii uwzględniają fakt, że w dynamice rynku akcji istotne są 
trzy podstawowe źródła informacji: ceny akcji, wielkość sprzedaży i otwarte 
zlecenia. Wielkość obrotów i otwarte zlecenia nie są arbitralnie znaczące, ale 
mimo tego są ważnymi czynnikami wpływającymi na formowanie cen akcji. 
Otwarte zlecenia są ilością niezamkniętych pozycji na końcu dziennej sesji. 

Tak zobrazowany proces jest podstawą modelu prognozowania cen na ryn-
ku futures i powinien opisywać zmiany trzech komponent rynkowych – cena 
kontraktu, wielkość obrotów, otwarte pozycje.  Istniejąca relacja między opisa-
nymi wskaźnikami ekonomicznymi wyrażona jest krzyżującymi się iloczynami 
odpowiednich fazowych zmiennych występujących w modelu prognozowania 
cen na rynku futures. Dane parametry są zmiennymi na pewnym dostatecznie 
dużym odcinku czasu, ale kawałkami stałymi na niewielkim badanym przedziale 
czasu-kroku prognozy. Taki model, analizowany na osnowie teorii determinis-
tycznego chaosu, wskazuje, że wiele losowych ekonomicznych zjawisk jest  
bardziej przewidywalnych niż przyjęto sądzić.  
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CHAOTIC RESPONSE OF THE FINANCIAL MARKETS – PROBABILISTIC 
ASPECTS OF PAYMENT SECURITY VALUATION AND CAPITAL MARKET 

 

Summary 
 
Considered in developing the financial model of the exemplification of the market 

refers to the complete markets. Developed the idea not-self-financing the strategy  
at a fair valuation of the possible options. The appropriate development of this theme  
is the introduction to the issue of the financial model of incomplete markets and to struc-
ture the equity portfolio under the assumption of statistical indeterminacy. The derived 
formulas in the article is a basic introduction to the analysis of the financial market,  
but the aspect of perspective on this subject with seemingly very formalized, leading  
to appraise the relevant hedging approach equivalent security. 

The following article about the chaotic financial data responsive to capital markets. 
Examined aspect of distinguishing chaotic and stochastic defined in terms of looking  
at this problem. Discusses the correlation dimension as an assessment of the degree  
of chaos in time series data. Attention has been returned to the issue in various appli-
cations possible solutions to the tasks for the reconstruction of the evolution operator  
of futures markets. The basic premise is that any choice of non-linearities without intro-
ducing a priori information or special prior studies do not always object to select  
the successful reconstruction. 



 
 

Konstancja Poradowska 
Uniwersytet Ekonomiczny we Wrocławiu 

 

MODELE SUBIEKTYWNE  
W KONSTRUKCJI PROGNOZ 
DŁUGOOKRESOWYCH 

 
 

Wprowadzenie 
 
Dynamiczny rozwój gospodarki, cywilizacji i postępu technologicznego 

stwarza potrzebę modelowania i prognozowania nowych zjawisk, czego po-
twierdzeniem może być wciąż wzrastająca w Polsce i na świecie popularność 
badań typu foresight. Główną przyczyną trudności bywa tu jednak brak dosta-
tecznej liczby danych empirycznych, pozwalających na „klasyczną budowę” 
matematycznego modelu rzeczywistości. Rutynowym podejściem jest w takiej 
sytuacji wykorzystanie heurystycznych metod prognozowania, opartych na  
opiniach ekspertów, które mogą być zebrane np. za pomocą ankiety delfickiej. 
Badania pokazują jednak, że trafność prognoz formułowanych bezpośrednio 
przez ekspertów rzadko bywa zadowalająca, zwłaszcza w zestawieniu z progno-
zami otrzymanymi na podstawie formalnego modelu prognostycznego [12]. 
Trudności te nasilają się, gdy np. na potrzeby długookresowych scenariuszy 
rozwoju wymagana jest konstrukcja całej trajektorii prognoz, sięgającej wielu 
okresów naprzód – w przypadku badań foresight nawet kilkudziesięciu lat.  
Alternatywą dla „tradycyjnych” metod heurystycznych może być wówczas bu-
dowa tzw. formalnego modelu subiektywnego (modelu formalnego II rodzaju), 
którego parametry ocenia się na podstawie subiektywnej informacji pozyskanej 
od ekspertów. W zależności od zakresu posiadanej informacji może to być mo-
del przyczynowo-skutkowy [6; 7] lub model tendencji rozwojowej [4; 5; 14].  

Wybrane aspekty budowy i praktycznego wykorzystania subiektywnych 
modeli prognostycznych stanowią podstawowy przedmiot rozważań zamiesz-
czonych w niniejszym opracowaniu. Celem głównym jest wskazanie przydat-
ności takich modeli w konstrukcji długookresowych prognoz i scenariuszy roz-
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woju nowych technologii. Rozważania teoretyczne zostaną uzupełnione o realne 
przykłady analizy danych, pozyskanych w badaniu foresight „Zeroemisyjna  
gospodarka energią w warunkach zrównoważonego rozwoju Polski do 2050”, 
realizowanego przez Główny Instytut Górnictwa w Katowicach. 

 
 

1. Subiektywne i obiektywne modele prognostyczne 
 
Jedną z klasyfikacji metod prognozowania jest ich podział na metody iloś-

ciowe i jakościowe. Metody ilościowe są oparte na formalnych modelach pro-
gnostycznych (np. na modelach ekonometrycznych), zbudowanych na podstawie 
obiektywnych danych o kształtowaniu się zmiennej prognozowanej i zmiennych 
objaśniających w przeszłości. Przedstawienie zależności pomiędzy poszczegól-
nymi zmiennymi w postaci matematycznego równania umożliwia rozważenie 
różnych scenariuszy rozwoju przyszłości. Takie modele uwzględniają jednak 
wyłącznie prawidłowości występujące w danych prognostycznych, stąd pozwa-
lają osiągnąć dobre rezultaty, jeżeli w horyzoncie prognozy nie zajdą istotne 
zmiany w czynnikach wpływających na prognozowane zjawisko i w sposobie 
ich oddziaływania, a więc głównie w przypadku prognozowania krótko-
okresowego. Zdarzenia, które nie zostały zaobserwowane w przeszłości, lecz są 
oczekiwane w okresie prognozy mogą być uwzględnione poprzez zastosowanie 
jakościowych metod prognozowania. Metody jakościowe są oparte na subiek-
tywnych sądach eksperckich, czyli na modelach myślowych (nieformalnych), 
których nie da się przedstawić w sformalizowanym języku matematyki. Prakty-
ka pokazuje, że eksperci bywają często zbytnimi optymistami, dlatego prognozy 
powstałe wyłącznie na podstawie modeli myślowych mogą wykazywać ten-
dencję do obciążoności* [1; 3; 8]. 

Rozważając wady i zalety obu rodzajów metod prognostycznych można 
dojść do wniosku, że aby przy formułowaniu prognozy uwzględnić wszystkie 
dostępne informacje zachodzi potrzeba integracji ilościowych i jakościowych 
metod prognozowania. Do procedur takiej integracji  (obok kombinacji prognoz 
oraz ich korygowania [4, s. 190-191]) należy prognozowanie na podstawie  
subiektywnych modeli formalnych (modeli formalnych II rodzaju). Wartości pa-
rametrów takich modeli, w przeciwieństwie do powszechnie stosowanych obiek-
tywnych modeli formalnych, nie są szacowane klasycznymi metodami statys-

                                                 
* To znaczy błędy wyznaczonych przez eksperta prognoz bywają jednokierunkowe – prognozy są 

systematycznie przeszacowywane lub niedoszacowywane. 
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1) liniowa:  

tYt βα +=  (1)

2) wykładnicza:  

t
t gY )1( += α  (2)

oraz, jeśli dodatkowo przyjmuje się założenie o skończonym potencjale rynku: 
3) wykładnicza odwrotnościowa (z asymptotą poziomą):  

1, <−= ggY t
t βα  (3)

4) logistyczna:  

tt g
Y

βα −
=

1  (4)

gdzie:  

t − zmienna czasowa, 
α, β, g − parametry modelu. 

Oceny parametrów wyznacza się na podstawie sądów eksperta lub grupy 
ekspertów, które dotyczą: 
– w przypadku funkcji liniowej i wykładniczej – wartości dwóch zmiennych 

losowych: wielkości sprzedaży w pierwszym okresie istnienia produktu na 
rynku (Y1) oraz wielkości sprzedaży w jednym z późniejszych okresów, po 
ustabilizowaniu się (Yn), 

– w przypadku funkcji wykładniczej odwrotnościowej i logistycznej − wartości 
trzech zmiennych losowych: wielkości sprzedaży w pierwszym okresie ist-
nienia produktu na rynku (Y1), wielkości sprzedaży w jednym z późniejszych 
okresów (Yn) oraz poziomu nasycenia rynku (Y∞). 

Formuły pozwalające na wyznaczenie parametrów α, β, g wraz z wy-
kresami odpowiednich funkcji (1)-(2) przedstawiono w tab. 1. Prognozę *

Ty   
na dowolny okres T > 1 wyznacza się poprzez ekstrapolację zbudowanego mo-
delu. 
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Tabela 1 

 
Formuły ocen parametrów wybranych subiektywnych modeli tendencji rozwojowej 

Postać funkcji trendu 
Oceny parametrów modelu 

α  β  g 

Liniowa βα −= 1y  
1

1

−
−

=
n

yynβ   

Wykładnicza 
g

y
+

=
1

1α   
 

11

1
−= −n n

y
yg  

Wykładnicza odwrotnościowa ∞= yα  
g

y1−
=

αβ  1

1

−
−
−

−= n n

y
yg
α

α
 

Logistyczna 
∞

=
y
1α  

g
y1

1
−

=
α

β  1

1

1

1

−

−

−
−= n

n

y

yg
α

α
 

 
Szerszą prezentację zagadnienia prognozowania na podstawie subiektyw-

nych modeli tendencji rozwojowej wraz z propozycjami oceny stopnia niepew-
ności prognoz można znaleźć w pracy [10]. 

 
 

3. Wybrane modele dyfuzji innowacji 
 
Pierwszym szeroko rozwiniętym teoretycznie modelem dyfuzji jest za-

proponowany przez F.M. Bassa model wzrostu nowego produktu. Model ten 
stosowano do przewidywania dyfuzji innowacji w handlu detalicznym, techno-
logii przemysłowej, rolnictwie oraz na rynku dóbr trwałego użytku. Bazuje on 
na założeniu, że istnieje analogia pomiędzy dyfuzją innowacji a rozprzestrzenia-
niem się epidemii [2]. Model Bassa można opisać za pomocą następującego 
równania różniczkowego: 

[ ])()()( tNMtN
M
qp

dt
tdN

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=  (5)
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które ma rozwiązanie postaci: 

tqp

tqp

e
p
q
eMqpMtBtN

)(

)(

1

1),,,()(
+−

+−

+

−
==  

(6)

gdzie:  

dN(t)/dt − tempo zmian w skumulowanej liczbie nabywców, którzy wdrożyli
innowację w czasie t, 

N(t) − ogólna liczba nabywców, którzy wdrożyli innowację w czasie t, 
M − potencjał rynkowy, 
p − współczynnik innowacji (prawdopodobieństwo pierwszego zakupu przez

grupę innowatorów), 
q − współczynnik imitacji. 

Pierwszy czynnik modelu (5) reprezentuje prawdopodobieństwo wdrożenia 
innowacji, drugi – liczbę potencjalnych nabywców, którzy jeszcze tego nie do-
konali. W modelu przyjmuje się, że na skłonność do przyjęcia innowacji wpły-
wają dwa podstawowe rodzaje środków komunikacji – masowa oraz ustna. 
Dzieli się zatem konsumentów na: innowatorów (którzy działają pod wpływem 
komunikacji masowej) oraz imitatorów (naśladowców, którzy działają pod 
wpływem komunikacji ustnej). Przy braku danych empirycznych z przeszłości, 
parametry p i q modelu Bassa można określić następująco [6]: 
– na podstawie danych dotyczących produktów o analogicznym cyklu życia, 
– przyjąć wartości a priori, np. p = 0,003, q = 0,5*, 
– na podstawie sądów eksperckich (wykorzystując np. uogólnioną metodę 

najmniejszych kwadratów). 
Swego rodzaju rozwinięcie modelu Bassa stanowi model E.M. Rogersa 

[11], który dodatkowo wyjaśnia strukturę komunikacji pomiędzy grupami inno-
watorów i imitatorów. W modelu Rogersa zakłada się, że w związku z wystę-
powaniem w procesie dyfuzji relacji interpersonalnych krzywa adaptacji ma 
rozkład normalny. Wykorzystując parametry rozkładu normalnego Rogers ska-
tegoryzował konsumentów według tempa przyjmowania innowacji i podzielił 
ich na 5 grup: innowatorów, wczesnych naśladowców, wczesną większość, póź-
ną większość, maruderów [http://www.zie.pg.gda.pl/photo/upd/100111173052 
_wykreslistonic_large.jpg]. Model można opisać następującym równaniem: 

                                                 
* Przyjęcie takich wartości proponuje F. Bass na założonej przez siebie stronie internetowej  

o tematyce modeli Bassa [www.bassbasement.org]. Lilien i Rangaswamy przyjmują tu średnią 
wartość parametrów oszacowanych dla określonej grupy produktów. 



Modele subiektywne w konstrukcji prognoz długookresowych 35
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którego rozwiązaniem jest krzywa logistyczna: 

)(1
),,,()( btae

MbaMtLtN −−+
==  (8)

gdzie:  

dN(t)/dt − tempo zmian w skumulowanej liczbie nabywców, którzy wdrożyli
innowację w czasie t, 

N(t) − ogólna liczba nabywców, którzy wdrożyli innowację w czasie t, 
M − potencjał rynkowy, 
a, b − parametry modelu. 

Zakładając, że rozwój zjawiska będzie się kształtował zgodnie z modelem 
Rogersa można tak sformułować pytania do ekspertów, aby otrzymać informację  
o punktach szczególnych modelu (zob. rys. 2), które posłużą do oceny para-
metrów a i b. W zależności od sytuacji można wybrać jeden spośród następują-
cych zestawów pytań* [15]: 

 
 

Zestaw I 

1. W którym okresie (t*) rynek innowacji osiągnie połowę potencjału? → b. 
2. Ile nowych jednostek w okresie t* zaadaptuje innowację? → a. 

Parametry modelu wyznacza się tu z zależności: 

btaM
dt

tdN
== dla

4
)(max  (9)

 
 

Zestaw II 

1. W którym (możliwie krótkim) przedziale czasowym [t1, t2] najwięcej nowych 
użytkowników wdroży innowację? → b. 

2. Jaka to będzie liczba (n) użytkowników? → a. 
Parametry modelu wyznacza się z zależności: 
 

                                                 
* W poszczególnych pytaniach po symbolu „→” podano parametr, którego wartość otrzymuje się  

w wyniku odpowiedzi. 
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4
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12  (10)

 
 
Zestaw III 
1. W którym okresie (ts) zostanie osiągnięte %100⋅u   potencjału? 
2. Jaki czas jest potrzebny (Δt), licząc od okresu ts, aby osiągnąć %100⋅v  po-

tencjału?  
Znając wartości ts, Δt, u oraz v, parametry a i b wyznacza się ze wzorów: 
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Należy zauważyć, że model Rogersa pokrywa się z logistycznym modelem 
tendencji rozwojowej, opisanym równaniem (4), a na podstawie odpowiedzi na 
zestaw pytań III można również otrzymać wielkości służące do oceny para-
metrów modelu (zob. tab. 1). Jeżeli prognosta decyduje się na wykorzystanie 
subiektywnego modelu logistycznego można w zależności od sytuacji wybrać  
taki sposób oceny parametrów, aby ekspertom najłatwiej było określić wielkości 
niezbędne do ich wyznaczenia. 

 
 

 
Rys. 2. Krzywe Rogersa oraz ich punkty szczególne 

0 b

N(t) 

dN(t)/dt 

M 

M/2 

aM/4 
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4. Subiektywne modele przyczynowo-skutkowe 
 
W przypadku modeli przyczynowo-skutkowych prognosta na wstępie 

przyjmuje założenie o postaci funkcji )( tt xfy =  opisującej wpływ zmiennej 
objaśniającej X na zmienną prognozowaną Y w czasie t. W szczególności może 
to być funkcja liniowa, wykładnicza, wielomianowa, logarytmiczna, logistyczna 
[6; 13]. Parametry są określane na podstawie odpowiedzi ekspertów na odpo-
wiednio sformułowane pytania, np.: 
1. Jaka jest aktualna/bazowa wartość zmiennych X i Y? 
2. Jakiego poziomu Y należałoby oczekiwać, gdyby wartość X została zre-

dukowana do 0? 
3. Jaki (maksymalny) poziom osiągnie Y przy nieograniczonym X? 
4. Ile wyniosłoby Y, gdyby X zwiększono/obniżono o 50%?*. 

Najlepiej znanym subiektywnym modelem przyczynowo-skutkowym jest 
tzw. model ADBUDG (Advertising Budget Model), zaproponowany przez  
Little’a [7] na potrzeby problemu decyzyjnego dotyczącego ustalenia opty-
malnych wydatków na reklamę.  

Zależność wielkości sprzedaży (Y) od wydatków na reklamę (X) została 
tam opisana funkcją logistyczną jako: 

c
txd

c
tx

abatxfty
+

−+== )()(  (12)

Parametry a i b można otrzymać jako odpowiednie granice funkcji (12)  
na podstawie odpowiedzi na pytania 2 oraz 3: 
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Parametry c i d są rozwiązaniem układu równań: 
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 (14)

gdzie: x0, y0 to wartości bazowe zmiennych X i Y otrzymane w wyniku od-
powiedzi na pytanie 1, natomiast y1 to wartość Y określona w pytaniu 4. 

                                                 
* Zamiast 50% można zapytać o inną wartość, jeżeli w danej sytuacji prognostycznej byłaby ona 

bliższa intuicji ekspertów. 
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5. Przydatność modeli w badaniach foresight − przykłady 
 
Przedstawione modele dyfuzji zostały wykorzystane do konstrukcji prognoz 

rozwoju nowych technologii energetycznych na potrzeby badania foresight:  
„Zeroemisyjna gospodarka energią w warunkach zrównoważonego rozwoju Pol-
ski do 2050”, prowadzonego w Głównym Instytucie Górnictwa w Katowicach*. 
Poniżej przedstawiono wybrane wyniki dotyczące rozwoju technologii OZE. 

We wcześniejszych etapach badania foresight  panele ekspertów do-
starczyły ocen: 
– wielkości produkcji energii z OZE w Polsce w latach 2010, 2020, 2050, 
– rynkowego potencjału energetycznego M dla poszczególnych źródeł energii 

do 2050 r. 
Na podstawie tych informacji dla rozwoju poszczególnych technologii OZE 

zostały wyznaczone wykładnicze odwrotnościowe modele tendencji rozwojowej 
oraz modele dyfuzji: Rogersa** i Bassa. Opinie ekspertów oraz otrzymane oceny 
parametrów modeli przedstawiono w tab. 2. 

 
Tabela 2 

 
Opinie ekspertów dotyczące rozwoju technologii OZE oraz wyznaczone na ich podstawie  

oceny parametrów modeli dyfuzji 

Technologia  
OZE 

Opinie ekspertów Model wykładniczy 
odwrotnościowy Model Rogersa Model Bassa 

2010 r. 2020 r. 2050 r. M β g a b p q 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Kolektory  
słoneczne  
płaskie/próż- 
niowe 66 2350 4000 5500 5738,53 0,95 0,41 11,71 0,04 0 

Fotowoltaika 1,3 450 1000 4000 4046,58 0,99 0,60 14,46 0,01 1E-14 

Energetyka  
wodna  
klasyczna  
i szczytowa 2200 2800 10000 12500 10362,00 0,99 0,03 52,25 0,02 0,03 
Energetyka 
wiatrowa  
wielkiej skali 1400 14000 22000 25000 25472,05 0,93 0,31 10,21 0,07 1E-09 

Pompy ciepła  
i geotermia 320 2700 25000 50000 24931,54 0,99 0,22 24,12 0,01 0,12 

 
                                                 
* Nr POIG.01.01.01-00-007/08. 

**  Wartości teoretyczne otrzymane na podstawie modelu Rogersa pokrywają się z wartościami 
teoretycznymi logistycznego modelu tendencji rozwojowej (4). 
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cd. tabeli 2 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Mikro- 
generacja  
na bazie  
biomasy 0,001 10 25 50 51,13 0,98 0,94 12,47 0,02 1E-11 
Mikro- 
energetyka 
wiatrowa 0,001 1 10 20 20,10 0,99 0,70 15,23 0,01 1E-08 

Wielkości dla mikrogeneracji na bazie biomasy zostały określone w MWh, dla pozostałych technologii w GWh. 
 
Parametry modelu wykładniczego odwrotnościowego wyznaczono na pod-

stawie formuł zawartych w tab. 1. Jako y1 przyjęto wielkości produkcji energii 
określone przez ekspertów dla 2010 r., jako yn (n = 11) wielkości określone dla 
2020 r., natomiast y∞  to odpowiednie potencjały M. 

Do oceny parametrów modelu Rogersa wykorzystano zestaw pytań III. 
Wartości określone przez ekspertów zostały tak przeliczone, aby za okres ts,  
występujący w pierwszym pytaniu przyjęto 2010 r. Następnie dla każdej techno-
logii obliczono, jaką część potencjału rynkowego stanowi wartość określona dla 
2010 r., otrzymując w ten sposób wartość u. Podobnie postąpiono z wartością 
dla 2020 r., otrzymując w ten sposób wartość v oraz przedział Δt, wynoszący  
10 lat. Parametry a i b obliczono z formuł (11). 

Parametry modelu Bassa oceniono na podstawie wszystkich czterech war-
tości określonych przez ekspertów dla poszczególnych technologii. Wstępnie 
przyjęto p = 0,003, q = 0,5. Po wyznaczeniu wartości teoretycznych na lata 
2010-2050 wielkości p i q zostały tak skorygowane, aby zminimalizować śred-
nią ważoną kwadratów odchyleń: 

( ) ( ) ( )2
20502050

2
20202020

2
20102010 ˆ2,0ˆ3,0ˆ5,0 yyyyyy −⋅+−⋅+−⋅=α  (15)

gdzie:  

205020202010 ,, yyy − wartości określone przez ekspertów odpowiednio na lata
2010, 2020, 2050, 

205020202010 ˆ,ˆ,ˆ yyy − wartości teoretyczne otrzymane na podstawie wstępnie
oszacowanego modelu. 

Wagi nadane poszczególnym odchyleniom przyjęto arbitralnie, chcąc w ten 
sposób nadać większe znaczenie ocenom ekspertów formułowanym na okresy 
bliższe teraźniejszości. 

Prognozy rozwoju technologii OZE na lata 2010-2050, otrzymane na pod-
stawie zbudowanych modeli przedstawiono na rys. 3. 
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Rys. 3. Prognozy rozwoju technologii OZE 
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Objaśnienia: 

■   wartości określone przez ekspertów 

          model wykładniczy odwrotnościowy 

          model Bassa 

          model Rogersa 
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Jako wada modelu Rogersa ujawniła się zbytnia wrażliwość na wartość po-
tencjału rynkowego. Do oceny parametrów modelu, podobnie jak w przypadku 
modelu wykładniczego odwrotnościowego, nie wykorzystano wielkości pro-
dukcji energii określonej dla 2050 r. Odległość tej wartości od teoretycznego, 
wyznaczonego na podstawie modelu poziomu zjawiska może być pewnego  
rodzaju miernikiem dopasowania modeli do danych eksperckich. Na tej pod-
stawie można stwierdzić, że najbliższy modelom jest (według ekspertów) wzrost 
produkcji energii wiatrowej. Powodem tego może być stosunkowo dobra zna-
jomość tej technologii na tle innych, dopiero wkraczających na polski rynek. 
Zakładając, że intuicja ekspertów dotycząca przyszłości była trafna, można 
wnioskować, że technologie OZE nie będą się rozwijały zgodnie z logistycznym 
modelem dyfuzji innowacji. 

W każdym z rozważanych przypadków model Bassa okazał się najlepiej 
dopasowany do posiadanych danych subiektywnych. Jedynie dla energetyki 
wodnej model ten, zwłaszcza w początkowym okresie, nie odpowiadał opiniom 
ekspertów. Można to tłumaczyć m.in. tym, że to źródło energii ma już za sobą 
fazę wdrożenia (wielkość produkcji energii wodnej w 2010 r. to 2200 GWh,  
a w ostatnich latach został zanotowany niewielki spadek tej wielkości), na-
tomiast model dyfuzji Bassa służy do opisu rozwoju technologii dopiero po-
jawiających się na rynku, których aktualny poziom jest bliski zeru. 

W badaniu foresight model przyczynowo-skutkowy Little’a (12) wykorzys-
tano do wyznaczenia prognozy ilości zainstalowanej mocy w elektrowniach wia-
trowych (Y). Jako główny czynnik wpływający na tę zmienną eksperci wskazali  
cenę energii elektrycznej (X). Bazowe (aktualne w czasie przeprowadzania ba-
dania) wielkości zmiennych występujących w modelu to: Y = 1000 MW, 
X = 40 zł. Ponadto, według opinii eksperta: 
– w przypadku braku opłat za energię elektryczną, w okresie prognozy moc za-

instalowana w elektrowniach wiatrowych utrzymywałaby się na poziomie  
10 MW rocznie, 

– przy nieograniczenie dużych kosztach energii moc zainstalowana w elek-
trowniach wiatrowych mogłaby wynieść nawet 2000 MW, 

– podwyższenie kosztów energii o 20% przyczyniłoby się do zwiększenia  
mocy w elektrowniach wiatrowych do 1300 MW.  
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Biorąc pod uwagę powyższe informacje oraz zależności dane wzorami (13), 
(14) otrzymano następujący model: 

42,3

42,3
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t x
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+=

 

Ponieważ są dostępne dane historyczne dotyczące cen energii elektrycznej, 
wartości zmiennej objaśniającej w prognozowanych okresach mogą być okreś-
lone na podstawie zbudowanego w tym celu prognostycznego modelu obiek-
tywnego. 

 
 

Podsumowanie 
 
W obliczu wzrastającej popularności badań foresight zachodzi potrzeba 

konstrukcji długookresowych prognoz i scenariuszy rozwoju nowych techno-
logii, o których brakuje obiektywnych danych z przeszłości. Podstawowym  
źródłem informacji są więc dane subiektywne pozyskane od ekspertów dzie-
dzinowych. Na podstawie takich danych możliwa jest konstrukcja formalnego 
modelu prognostycznego − modelu subiektywnego. Postać funkcyjną modelu 
należy przyjąć a priori, wspomagając się przy tym np. sądami eksperckimi lub 
informacjami o technologiach analogicznych. Parametry modelu określa się na 
podstawie opinii ekspertów, zadając im w tym celu określone pytania. 

Jeżeli znany jest przybliżony kształt zależności funkcyjnej zmiennej pro-
gnozowanej od zmiennej objaśniającej można tak sformułować pytania do eks-
pertów, aby otrzymać parametry modelu przyczynowo-skutkowego. Istotną za-
letą takiego modelu jest możliwość uzupełnienia informacji subiektywnej o dane 
historyczne, które mogą być użyte do prognozowania wartości zmiennej objaś-
niającej.  

Formalne modele subiektywne mogą być cennym narzędziem do kon-
strukcji długookresowych prognoz rozwoju nowych zjawisk w przypadku nie-
pełnej informacji, wynikającej jedynie z cząstkowych opinii ekspertów o możli-
wym kształtowaniu się zjawiska. Badania wykazują [12], że takie modele mogą 
wygenerować bardziej trafne prognozy niż otrzymane bezpośrednio od eks-
pertów. Koniecznym warunkiem efektywności prognozowania jest w takiej sy-
tuacji „dobra jakość” danych eksperckich, wymagających dogłębnej wiedzy 
eksperta na temat struktury prognozowanego zjawiska i rzetelności w procesie 
ich pozyskiwania. 
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SUBJECTIVE MODELS IN THE DESIGN OF LONG-TERM FORECASTS 
 

Summary 
 
In the paper are presented some aspects of construction and practical use of subjec-

tive forecasting models. The main objective was to identify the usefulness of these  
models in the design of long-term forecasts and scenarios for the development of new 
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technologies. Theoretical considerations are supplemented with real examples of data 
analysis, obtained in the study of foresight "zero carbon energy economy in a sustainable 
development of the Polish to 2050", conducted by the Central Mining Institute  
in Katowice. 
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STATYSTYCZNA NIEOKREŚLONOŚĆ  
W WYCENIE CHARAKTERYSTYK  
RYNKÓW FINANSOWYCH 

 
 

Wprowadzenie 
 
Tematem rozważań będą modele charakterystyczne dla finansowego rynku  

w sytuacjach statystycznie nieokreślonych, finansowe kalkulacje w takich  
warunkach i zarządzanie portfelem pochodnych finansowych instrumentów. Po-
nadto odchodząc od typowego założenia dotyczącego stochastycznej struktury 
cen akcji przy modelowaniu stóp zwrotu (ich logarytmów) rozpatrzony zostanie 
wariantowy przypadek, w którym nie czyni się takich założeń. Rozważany też 
będzie „prosty” jednoetapowy model (B, S)-rynku, składający się z bankowego 
konta (pozbawiony ryzyka papier wartościowy) B = (Bn) i jednej akcji S = (Sn)  
z n = 0, 1. Oceniona zostanie górna i dolna gwarantowana cena w tym jedno-
krotnym modelu rynku. 

Rozpatrzona w opracowaniu egzemplifikacja modelu finansowego rynku  
w warunkach statystycznej nieokreśloności została ujęta na przykładzie zadania 
modelowania racjonalnego zachowania inwestora. Pokazano sposób stwier-
dzenia istnienia dopuszczalnego rozwiązania zadania poszukiwania strategii za-
rządzania portfelem papierów wartościowych, zabezpieczającej zadany poziom 
dochodowości i ryzyka. Omówiono algorytm skonstruowania optymalnego za-
rządzania portfelem pochodnych instrumentów finansowych w warunkach nie-
określoności w określeniu dochodowości tego lub innego finansowego instru-
mentu. 
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1. Model finansowego rynku dla sytuacji stochastycznie  
nieokreślonych 

 
W klasycznym sformułowaniu zadania wyboru struktury portfela ryzykow-

nych inwestycji zakłada się istnienie N ryzykownych papierów wartościowych 
(lokat) z zadanymi dochodami (zyskiem) ri, i = 1, ..., N, które są traktowane jako 
zmienne losowe. Przyjmujemy następujące oznaczenia: 

ix  – wartość oczekiwana i-tego papieru wartościowego, 
{ }ijV σ=  – macierz kowariancji między i-tym a  j-tym papierem wartościowym. 

Założymy także, że istnieje możliwość lokowania pozbawionego ryzyka  
i odpowiednią zyskowność oznaczymy przez 0x . 

Portfel określony jest formalnie przez wektor: 
1

1 ),...,,(),( +∈= N
no

T
o Ryyyyy  

którego każda współrzędna odpowiada części kapitału zainwestowanego w od-
powiedni finansowy instrument. 

),,(1 yeyo −=  gdzie symbol ) ,( ⋅⋅⋅  oznacza iloczyn skalarny; o wartości 
akcji iy  nie dopuszcza się ujemności, co stwarza możliwość otrzymania kredytu 
na nieryzykowny procent przy niedopuszczalnej krótkiej sprzedaży, co znaczy, 
że nie jest to możliwe w obecności instrumentów short selking (krótka sprze-
daż). 

Dochodowość portfela określa równość: 

),(),( xyxyyx oo +⋅=))μ  

a odpowiadające tej dochodowości ryzyko: 

2
1

)()( yVyy T ⋅⋅=σ  
gdzie: 

T
o xxx )( ⋅=) , T

o yyy ),(=)  

Charakterystyki: 
),( yx ))μμ =  i )(yσσ =  

efektywnych (niedominujących) portfeli określone są w relacji (macierz V  
z założenia jest dodatnio określona): 

,σμ ⋅+= gxo  00
1

0   ,)()( xexxVexxg T ≥−⋅−= − μ  

W tej relacji wartość ix  i ijσ są z założenia z góry zadane i stałe. 
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Struktura efektywnego portfela 
 
Przy zadanej, odpowiadającej zadanej dochodowości μ, poziomowi ryzyka 

ryzyka σ, struktura efektywnego portfela może być wyrażona następująco: 

)(
)()(

)(V
0

0
1

0

1

r
exxVxx

exxy T
o −

−−
⋅−

= −

−

μ  

lub odpowiednio: 

σ⋅
−−

⋅−
=

−

−

)()

)(

0
1

0

0
1

exxVexx

exxV
y

T
 

 
 

1.1. Wariant zadania zachowania efektywności portfela w warunkach  
zmieniających się oczekiwanych dochodowości aktywów 
 
Przy zmieniającej się oczekiwanej dochodowości aktywów, co jest oczy-

wiste w warunkach rynkowych, założymy, że wielkość ix  reprezentująca ry-
zykowne papiery wartościowe (lokaty) jest zmienna w czasie i jej dynamikę opi-
suje równanie różniczkowe: 

),()( tqxtA
dt
dx

+⋅=  ),()( tQtq ∈  θ≤≤ Tt0  (1)

0
0 )( xtx =  (2)

Wieloznaczna funkcja Q(t) (zbiór) wyraża nieokreśloność w zmianach do-
chodowości. Będziemy zakładać, że zobrazowanie funkcji Q(t) jest kawałkami 
ciągłe względem t i przy każdym ustalonym t zbiory Q(t) są wypukłe i zwarte, 
przy czym ).(0 tQ∈  

Zakłada się, że można zmieniać strukturę portfela w każdym momencie 
,[ 0tt ∈ θ] z ograniczoną dynamiką (tempem, prędkością). Dynamika zmienności 

portfela w tym przypadku jest opisana w równaniu: 

,u
dt
dy

=     ),(10 yey −=  

gdzie u oznacza działanie zarządcze, ograniczające wpływ efektywnościowy 
wyrażone w relacji );(tPu ∈  zakłada się, że P(t) ma własności analogiczne  
do własności zobrazowania Q(t). 
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1.2. Cel inwestycyjnej korekty działań efektywnościowych – 
– zachowania efektywności 
 
Oczywiste jest, żeby wymagać od oddziaływania efektywnościowego u  

zachowania efektywności portfela i zabezpieczenia jego charakterystyk: ryzyko- 
-dochodowość. Merytoryczne sformułowanie zadania zakłada wybór strategii 
zarządczej realizującej się w postaci zarządczego wpływu efektywnościowego 
działania u = u(t), które formułuje się według dostępnej w momencie t infor-
macji i zabezpiecza wymagane własności portfela. Określona strategia wyraża 
regułę określającą dynamikę wektora Y rozkładu zainwestowanych środków  
w ryzykowne i wolne od ryzyka aktywa. 

Formalnie dopuszczalną strategią regulującą skład portfela dla podtrzymy-
wania jego efektywnościowych cech, określane jest wieloznaczne przekształ-
cenie: 

U(t, x, y) 

mierzalne względem t, półciągłe z góry względem x, y oraz  z wypukłymi zwar-
tymi wartościami: 

).(),,( tPyxtU ⊆  
 
 

1.3. Dynamiczna restrukturyzacja portfela 
 
Formalna procedura w dynamicznej restrukturyzacji portfela ma następu-

jący przebieg:  
Równanie (1) i równanie: 

,u
dt
dy

=  ),,( yxtUu ∈  (3)

przy uczynionych powyżej założeniach ma bezwzględnie ciągłe rozwiązanie: 

x(t), y(t),  gdzie  )),((1)(0 tyety −−=   θ≤≤ tt0  

dla dowolnych początkowych warunków (2) oraz: 

0)( yty o = , ),(1 00
0 yey −=  (4)

przy czym rozwiązanie przedłużone jest na cały odcinek czasu [to, θ]. 
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Dla każdego rozwiązania wartości x(t) i udziałów y(t): 

,))(),(()( 0
Ttxtxtx =  Ttytyty ))(),(()( 0=  

można rozpatrzyć ewolucję charakterystyk portfela, wyrażających dochodowość  
i ryzyko: 

))(),(()()()( 00 txtytxtyt +⋅=μ  

2
1

1 ))()(()( tyVtyt T ⋅⋅= −σ  

Zbiorowi efektywnych portfeli na płaszczyźnie σμ,  odpowiada prosta 
zmieniająca się w czasie. Dla efektywności portfela wystarcza, aby )(tμ  i )(tσ  
były ze sobą w analogicznej relacji, jak wcześniej charakterystyki efektywnych 
(niedominujących) portfeli, tzn. 

)()()()( 0 ttgtxt σμ ⋅+=  
gdzie: 

1
00

1
0  ||)()(||))()(())()(()( −− ⋅⋅−=⋅−⋅−= VetxtxetxtxVetxtxtg T  

 
 

2. Finansowe oceny (kalkulacje) na rynku dla sytuacji  
nieokreślonych statystycznie  

 
Stawiamy następujący cel regulacyjnych działań efektywnościowych –  

– zachowanie efektywności portfela w rozpatrywanym przedziale czasu: 
Załóżmy, że stopa wolna od ryzyka jest stała: 

00 )( rtx = ,  tj.  00 =
dt

dx ,  oprócz tego  A(t)≡0  

Wtedy dochodowość portfela wynosi: 
))(),(()())(),(( 00 tytxrtytytx +⋅=μ  

a odpowiednie ryzyko: 

V
T tytyVtyty )()()(())(( =⋅⋅=σ  

Dynamiczną efektywność portfela zabezpiecza się według formuły wyrażo-
nej we wzorze: 

)()())(),(( 0 Ttgrtytx σμ ⋅+=  
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Można także wskazać postać działania efektywnościowego wyrażonego 
przez u(t), istnienie dopuszczalnej strategii-działania efektywnościowego przy 
zarządzaniu portfelem papierów wartościowych, która zabezpiecza zadany po-
ziom dochodowości i ryzyka. Ponadto można wskazać model zachowania in-
westora na rynku instrumentów finansowych oraz optymalną strategię zarządza-
nia i kryterium optymalności. 

Przyjmiemy, że 0y  – efektywny portfel dla 0x)  z oczekiwaną wartością do-
chodowości: 

),( 0000
yxμμ =   i  )( 000 yσσ =  

 
 

2.1. Dopuszczalna strategia zarządzania 
 
Problem, jaki się pojawia w zaprezentowanym wyżej ujęciu efektywności 

portfela wiąże się ze wskazaniem strategii zarządzania-działania efektywnoś-
ciowego ),,,( yxtUU =  będącej „gwarantem” efektywności portfela y(t) dla x(t) 
(t0 ≤ t ≤θ), jakie by nie były rozwiązania x(t), y(t) równań różniczkowych (1), (2)  
i (3), (4). 

 
 

Dopuszczalna strategia zachowania efektywności portfela 
 
W pierwszej kolejności skupimy uwagę na wskazaniu dopuszczalnego dzia-

łania efektywnościowego, będącego rozwiązaniem powyższego problemu i za-
bezpieczającego nałożony poziom ryzyka: 

0))(( σσ ≤ty  

Ponadto wskazana zostanie strategia-działanie efektywnościowe, będące 
rozwiązaniem sformułowanego problemu i zabezpieczającego wymagany po-
ziom dochodowości: 

0))(),(( μμ ≥tytx  

 
 



Statystyczna nieokreśloność w wycenie charakterystyk rynków finansowych 51

W dalszej części będziemy zakładać spełnienie następującego warunku re-
gularności: 

1||||0
0

1
1 max||||

=
−

−

− −⋅−
V

lVrex     ∫ >=
θ

ρ
0

0))(/(
t

ddttQl   (5)

gdzie: 

ρ (l/Q(t)) – funkcja oporowa zbioru Q(t), 

ρ }.:),max{()/( Ζ∈= zzlzl  

W kontekście omawianego tu istnienia działania efektywnościowego ważne 
jest to, że spełnienie warunku regularności (5) jest istotne dla rozwiązania sfor-
mułowanego problemu, a ponadto uwzględnia występowanie na rynku pożąda-
nych sytuacji. Mamy bowiem własność: 
1. Warunek regularności zabezpiecza relacje: 

dertx V ≥⋅− −1||)(|| 0  (6)

dla każdego ],,[ 0 θtt ∈  co oznacza, że niemożliwa jest sytuacja, kiedy docho-
dowości wszystkich ryzykownych aktywów są jednocześnie bliskie stopie wol-
nej od ryzyka. 

Główny problem rozpatrywany w tym rozdziale dotyczący wskazania do-
puszczalnej strategii-działania efektywnościowego portfela i jednocześnie za-
pewniającej narzucony poziom dochodowości 0μ  jest rozwiązany poprzez 
wskazanie relacji zachodzącej między wieloznacznymi przekształceniami Q(t)  
i P(t). Warunek ten, który jest  wystarczający, jest wyrażony następująco:  

))(/(max)())(//()())(/(
10

01
0

02 tQqrtQVlrtPld
q

ρμρμρ
=

− −≥⋅−−⋅  

11 =∀ −Vl
l , ],[ 0 θtt

t
∈∀  

(7)

Natomiast wskazanie dopuszczalnej strategii-działania efektywnościowego za-
pewniającego nieprzekroczenie poziomu ryzyka 0σ  wymaga spełnienia relacji: 

))(/(max))(/())(/(
1

010 tQqtQvltPld
q

ρσρσρ
=

− ⋅≥⋅−⋅  (8)

W dalszej kolejności rozważania prowadzą do określenia zbioru wszystkich 
możliwych wartości określających dynamikę struktury efektywnego portfela. 
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2.2. Krańcowa struktura efektywności portfela jako element działań  
efektywnościowych 
 
Okazuje się, czego nie będziemy tu wykazywać, że przy spełnieniu wa-

runku regularności (5) i dostatecznego warunku regularności (8) zapewniającego 
zadany poziom dochodowości ,0μ  a także wtedy, gdy spełnione są warunki (5) 
oraz (7) zachodzi inkluzja: 

)()( tPtR ⊆  

dla prawie wszystkich ],[ 0 θtt ∈ . 
Zbiór R(t) dla każdego t wyraża możliwe wartości krańcowej struktury 

efektywności portfela, co jest tożsame z wyrażeniem dynamiki struktury efek-
tywnego portfela: 

dt
tdz )(  

Wartości te odpowiadają możliwym realizacjom z(t) określającym strukturę 
efektywnego portfela, odpowiadającego zadanej dochodowości lub zadanemu 
poziomowi ryzyka .σ  Realizacje  z(t) określone są bowiem następująco: 

1||)(||
))((
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0

0
1

−⋅−
⋅−

=
−

Vertx
ertxV

tz  

Jeśli wprowadzimy oznaczenia 0)()(~ rtxtx −= , to .
||)(~||

)(~
)( 0

1

1

σ⋅⋅
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−

−
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Istnienie dopuszczalnej strategii 
 
Jeżeli spełniony jest warunek regularności (5) i warunek dostateczny (8),  

to istnieje dopuszczalna strategia-dopuszczalne działanie efektywnościowe  
będące rozwiązaniem problemu istnienia dopuszczalnej strategii gwarantującego 
efektywność portfela y(t) dla x(t) θ≤≤ tt0  przy dowolnych rozwiązaniach x(t), 
y(t) równań (1), (2) i (3), (4).  

Prześledzenie istnienia takiej sytuacji jest bardzo przydatne dla wniknięcia  
w istotę omawianego ujęcia zagadnienia korygowania portfela akcji dla zapew-
nienia jego wymaganej efektywności. 
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Określimy wektor 0S , w postaci znormalizowanej: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−
−

=
yz

yz
yz
yz

S
0

,
||||0  

Wtedy np. dla   (z – y) = (0,1;  0,9), 81,081,001,0||yz|| =+=−   

i  )
82,0
9,0;

82,0
1,0(0 =S   i  .1

82
81,0

82
01,0|||| 0 =+=S  

 
Wieloznaczną funkcję można określić w postaci: 

)},(max),(:)({),,( 00 uSUStUuyxtu
Pu

eee

∈
=∈=  

Funkcja ta jest półciągła z góry i zależy od z i y, które z kolei jako ciągłe  
(w sposób ciągły) zależą od x i y w obszarze: 

0||~|| 2
1 >−Vx  

gdyż: 

1||~||

~1

−

⋅
=

−

Vx
xVz   lub  )(

||~||

~
0

0
2

1

1

r
x

xVz
V

−=
−

−

μ  

gdzie: 

erxx ⋅−= 0
~ − wektor wartości akcji w portfelu bez papierów wartościowych

wolnych od ryzyka. 
Z określenia Ue i własności przekształcenia P(t) wynika mierzalność 

względem t strategii i tym sposobem określona wyżej strategia jest do-
puszczalna. Należy tu w sposób zasadniczy zaakcentować, że z formalnego 
punktu widzenia dopuszczalną strategią jest wieloznaczne przekształcenie 

),,( yxtu=μ  mierzalne względem t itd. Można w tym kontekście wykazać,  
że strategia ta realizuje  postulat dochodowości .0μ  W tym celu przyjmuje się, 
że x(t), y(t) – rozwiązania równań (1), (2) i (3), (4), gdzie w warunku (3) 

).,,(),,( yxtUyxtU e=  
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Dla prawie wszystkich ],[ 0 θtt ∈  mamy oszacowanie: 

))],(/)(())(/)(([2

))](),()((max))('),()((max[2

]),()((max))('),()([(2

))()('(),()(((2)))()(((

)()('

)(

2

tPtltRtl

tutytztztytz

utytztztytz

tutztytztytz
dt
d

tPutRz

tPu

e

ρρ −=

=−−−≤

≤−−−=

=−−⋅=−

∈∈

∈  

gdzie:  

l(t) = z(t) − y(t). 

Wystarczy jeszcze zauważyć, że jeśli: 

0
1

1||)(~||
)(~

σ
−

−

=
Vtx
txVz  

to z (6) i (8) otrzymujemy .0))()((( 2 ≤− tytz
dt
d  Wynika to także stąd, że 

).()( tPtR ⊆  Stąd i z równości z(to) = y(to) wynika, że: 

)()( tzty ≡  

Portfel jest zatem efektywny i zabezpiecza zadany poziom ryzyka .0σ  
Jeśli: 

)(
||)(~||

))(~(
0

0
2

1

1

r
tx

txVz
V

−=
−

−

μ  

to z równań (6) i (7) znowu otrzymujemy: 

0))()(( 2 ≤− tytz
dt
d  

Portfel jest zatem efektywny i zabezpiecza zadany poziom dochodowości 
.μ 0  Dzieje się to w czasie ;0 θ≤≤ tt  portfel y(t) dla x(t) jest efektywny, co 

gwarantuje dopuszczalna strategia U = U(t, x, y). 
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3. Dynamika cen aktywów w systemie zabezpieczeń  
w warunkach nieokreśloności 

 
Stosując terminologię teorii systemów sformułujemy problem oceny fazo-

wego wektora liniowego systemu, funkcjonującego w obecności wymuszeń (ste-
rowań) i błędów (pomiarów). Terminologia ta i sam problem zostaną zaadapto-
wane na oceny dynamiki cen aktywów. 

 
 

3.1. Specyfika zadań oceny 
 
Powszechnie wiadomo, zarówno z literatury fizycznej (technicznej), jak  

i dotyczącej ocen dokonywanych dla wielkości rynku finansowego, że specyfika 
zadań oceniania ściśle łączy się z charakterem informacyjnych założeń, przy 
których są one rozwiązywane. Różnorodność problemów i ich sformalizowania 
prowadzi do wielu ujęć w ich rozwiązywaniu. W tej części rozdziału głównym 
założeniem będzie przyjęcie, że w ocenie dynamiki cen aktywów rozpatrywanej  
w układzie zabezpieczeń możliwe jest określenie problemu i jego rozwiązanie  
z różnych punktów widzenia odnośnie do warunków nieokreśloności. 

Istnieją różne aspekty tych warunków: 
1. Warunki stochastyczne określone. 
Jeśli istnieje pełny statystyczny opis nieznanych zakłóceń i początkowych 

danych, to rozwiązanie osiąga się w ramach stochastycznej teorii obserwacji lub 
filtracji. 

2. Statystyczne warunki nieokreśloności. 
Z warunkami nieokreśloności łączą się zadania, w których statystyczny opis 

wskazanych apriorycznych danych w ogóle nie występuje. Wiadomości o nich 
ograniczają się jedynie do zadania dopuszczalnych obszarów zmian nieznanych 
wielkości. W tym przypadku na podstawie teorii obserwacji w warunkach nie-
określoności możliwe jest osiągnięcie rozwiązania z wykorzystaniem teorii gier. 

3. Warunki mieszane 
Z takim zespołem warunków spotykamy się najczęściej np. przy tytułowym 

problemie oceny dynamiki cen aktywów. W takim przypadku informacja apriori  
o wymuszeniach i błędach ma mieszany charakter. A właściwie, w takich przy-
padkach rozpatrywane są zadania oceniania, kiedy w systemie i także w kanale 
pomiaru wespół ze stochastycznymi istnieją wymuszenia, błędy, o których  
w ogóle brakuje jakiejkolwiek statystycznej informacji, a informacja o nich 
ogranicza się tylko do opisu pewnych dopuszczalnych obszarów ich zmian. Tak 
jest w układzie warunków np. w wypadku cen akcji. Ponieważ zmieniają się one  
z reguły skokowo, a nie ciągle, uzasadnione jest ustalenie ich dopuszczalnego 
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poziomu zmian. Takie sytuacje, gdy jednocześnie występują wymuszenia jako 
stochastyczne ze znanymi charakterystykami statystycznymi, jak i wymuszenia, 
informacje o których ogranicza się do zadania obszaru ich zmian nazywa się  
statystycznie nieokreślonymi. 

W dalszej części przedmiotem rozważań będą zagadnienia, w których roz-
patrywane będą zadania oceny w warunkach nieokreśloności i statystycznie  
nieokreślonych. Podstawą przyjętego w rozdziale podejścia do statystycznej nie-
określoności zadań oceniania były teoriogrowe metody rozwiązywania zadań 
sterowania i obserwacji, rozwinięte przez N.N. Krasowskiego [3]. Konkretne 
sformułowania zadań są związane z koncepcją aposteriori obserwacji. Niektóre  
z nich przytoczone zostały w modelowych przykładach. 

 
 

3.2. Model dynamiki zmienności cen w warunkach statystycznie  
nieokreślonych 
 
Niech w liniowym przybliżeniu dynamika zmiany cen opisana jest różni-

cowym układem równań: 

KKKKKKK CWBxAx ξ⋅+⋅+⋅=+1 , ,...1,0=k  (9)

Zakłada się, że w momencie czasu k = 1, ... jest znana informacja  
w postaci wektora n

K Ry ∈ odpowiadającego wektorowi fazowych współ-
rzędnych n

K Rx ∈  w liniowej równości: 

KKKKKK VHxGy η+⋅+⋅= , ,...1,0=k  (10)

Tutaj w (9) i (10) K ,ηξK  są odpowiednio wymuszeniami i błędami obser-
wacji (błędy informacyjne) – niezależne gaussowskie ciągi, przy czym przyjmu-
jemy tu, że: 

,0=KEξ  ,0=KEη   KK Q=}cov{ξ ,  KK R=}cov{η  

gdzie  mm
K RQ ∈ , rr

K RR ∈  są dodatnio określonymi macierzami kowariancji. 
O deterministycznych oddziaływaniach m

KK RWw ⊂∈  i błędach obser-
wacji P

KK RVv ⊂∈  wcześniej nie czyni się żądnych założeń. Natomiast  
macierze AK, BK, CK, GK, HK o odpowiednich wymiarach i wypukłe zbiory  
WK, VK traktuje się jako znane. 
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Początkowy stan: 

nocoo xxx +=  

układu (9) jest traktowany jako n-wymiarowy wektor gaussowski, niezależny od 
K ,ηξK , o znanej dodatnio określonej macierzy kowariancji oco Px =)cov( , ale  

z nieznaną wcześniej średnią wartością ooono XxExx ∈== ~  − znany wypukły 
zbiór zwarty. 

Podsumowując, w równaniach dynamiki zmian cen i obserwacji występują 
jako losowe wektory: 

KKcox ηξ ,,  

których charakterystyki statystyczne są w pełni znane, jak i nieokreślone  
wektory: 

,,, KKno WVx  

o których informacja ogranicza się tylko do ich przynależności do obszarów 
zmian, odpowiednio: 

KKKKno VvWwXx ∈∈∈ ,,  (11)

Ograniczenia typu (11) nazywane są chwilowymi lub nagłymi, a jeszcze 
inaczej geometrycznymi ograniczeniami. 

 
 

Zadania oceny 
 
W dalszej części będą rozpatrywane tylko zadania oceny, dlatego  

w układzie (9) nie występuje sterowanie, więc .0=Ku  Dla każdej ustalonej pary 
ciągów: 

},...,{)( 11 −− =⋅ NoN www , },...,{)( 1 NN vvv =⋅  
wielkości: 

,KKK wB ⋅=ξ  11 ++ ⋅= KKK vHη  

są w istocie średnimi wartościami gaussowskich ciągów: 

,*
KKkKK CwB ξξ ⋅+⋅=  ,111

*
1 ++++ += KKKK vH ημ      1,...,0 −= Nk  
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Statystyczna nieokreśloność modelu 
 
Z powyższego wynika, że równania (9), (10) mogą być rozpatrywane jako 

równania z gaussowskimi wejściowymi oddziaływaniami *
K

*  ,ηξ K  i gaus-
sowskim wektorem początkowym xo. Statystyczna nieokreśloność wynika  
z tego, że o średnich wartościach wiadomo tylko tyle, ile wynika z (11).  
Jest tak dlatego, że zbiór apriorycznych rozkładów z niezależnych wzajemnie  
gaussowskich rozkładów o znanych wcześniej macierzach kowariancji 

1,...,0  ,,, 10 −=+ NkRQP kk , ale nieznanych średnich wartościach, informacja  
o których ogranicza się poprzez zadane warunki (11). 

Aprioryczne rozkłady są w pełni określone poprzez wybór wielkości: 

)}(),(,{)( 1 ⋅⋅=⋅ − NNoN vwxξ  

rozpatrywanej jako element przestrzeni .PNmNn RRR ××  
Można tu zauważyć, że jeśli zaobserwowany byłby ciąg obserwacji: 

},...,{)( 1 NN yyy =⋅  

oraz dana byłaby wielkość ),(⋅Nξ  to najlepszą oceną dla parametrów rozkładu 
wektora byłaby warunkowa wartość oczekiwana: 

*
)( ]/[ NNN xyxE =⋅  

Ponadto dla aposteriori macierzy kowariancji: 

]/)')([( )(
**

⋅−−= NNNNNN yxxxxEP  

można sformułować stosowne równanie Riccatiego. 
 
Dokonując przeglądu wszystkich możliwych wielkości )(⋅Nξ  można 

otrzymać zbiór ocen *
Nx , które razem z macierzą NP stanowią najlepszą infor-

mację o wektorze Nx , którą tylko można wyciągnąć na podstawie opracowania 
bieżącego poziomu cen )(⋅Ny  na dany konkretny moment czasu. 

Uzyskanie punktowej oceny oznacza teraz wybór punktu ze wskazanego 
zbioru, będącej najlepszą w sensie pewnego kryterium. 
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Wybór punktowej oceny metodą minimaksowo-stochastycznej filtracji 
 
Rozpatrzmy w przestrzeni PNmNn RRR ××  następujący zbiór: 

}1,...,0,,,:)({ 11 −=∈∈∈⋅= ++ NkVvWwxxD KKKKooKK ξ  

Wtedy przyjmując jako funkcję strat: 

2||||)( xxxxr T ==  

dochodzimy do następującego zadania minimaksowo-stochastycznej filtracji: 
Względem znanej realizacji obserwacji )(⋅Ky  ocenę ))((** ⋅= NNN yxx  

można wyznaczyć z warunku: 

22

)(

2*

)(

)}(),(/||{||maxmin

)}(),(/||{||max

NNNNDRC

NNNND

ycxE

yxxE

NN
n

NN

εξ

ξ

ξ

ξ

=⋅⋅−=

=⋅⋅−

∈⋅∈

∈⋅  

Symbol )}(),(/{ ⋅⋅⋅ NNyE ξ  oznacza warunkową wartość oczekiwaną przy 
ustalonej wartości ).(⋅Nξ  

 
 

3.3. Minimaksowo-stochastyczna ocena opcji w statystycznym  układzie 
 
Śledząc minimaksowo-stochastyczne podejście reprezentowane w po-

przednim podrozdziale przy ocenie opcji przyjmiemy obecnie, że x jest gaus-
sowską skalarną wielkością, tj. ),,(~ 2

xxNx σ  przy czym 2
xσ  – średni kwadrat 

odchylenia (wariancji) zysku jest znany, a x   nieznany. Wiadomo tylko, że za-
dany jest przedział: 

α≤|| x  

gdzie  α – znana stała. 
Obserwowana jest skalarna wielkość: 

vnz ++= η  

gdzie ),,0(~ 2
ηση N  przy czym 0>ησ  jest znaną wielkością nazywaną wskaź-

nikiem niestabilności ceny akcji, a  β≤|| v  ( β – znana stała). 
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Przypadek stałego )(ξ ⋅  
 
Ustalając pewną wartość ),()( vx=⋅ξ  można stwierdzić, że aposteriori roz-

kład wielkości x przy uwzględnieniu realizowanego wyniku pomiaru z jest gaus-
sowskim rozkładem: 

),(~ 2
/ zxxNx σ  

przy czym: 

)(22
/ yxzxy zx −−⋅⋅+= −

ησσ  

222
/

−− += ησσσ xzx  
(12)

Jeśli przyjmiemy, że 1== yx σσ , wtedy 5,02
/ =zxσ   

i  )(5,05,0* vzxx −+⋅= . Będzie to jednocześnie najlepsza ocena przy znanym 

wektorze ),()( vx=⋅ξ . 
Przy takich ustaleniach, jak wyżej przyjęto, że straty (średniokwadratowy 

błąd) wynoszą: 

5,0)}(,/){( 2 =⋅−= ξzyxE  
 
 

Przypadek nieznanego )(ξ ⋅  
 
W przypadku, gdy )(ξ ⋅  jest nieznany, tzn. nieznana jest średnia cena x   

i błąd obserwacji v , to przyjmując jako ocenę liczbę C ryzykujemy, że straty 
mogą osiągnąć wielkość: 

])([max)}(,/){(max

)}(,/){(max)(

22
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Podstawiając tutaj wyrażenie z (4) i wyznaczając maksimum otrzymujemy: 
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Zatem minimum z (4) przyjmie postać: 

22

||
||

)
2

(
2
1},,/){(max)(min βαϕ

β
α

+
+=−=

≤
≤∈

vxzcxEc
v
xRc n

 

i to minimum osiąga się przy .5,00 zxc ==  

 
 

Podsumowanie 
 
Rozpatrzone wybrane modele finansowego rynku w warunkach statystycz-

nej nieokreśloności na przykładzie modelowania   racjonalnego zachowania in-
westora wykazały, że istnieje dopuszczalne rozwiązanie zadania o znajdowaniu 
strategii efektywnego zarządzania portfelem akcji i innych instrumentów finan-
sowych, zabezpieczające zadany poziom dochodowości i ryzyka. W innych ba-
daniach można spróbować stwierdzić istnienie algorytmicznego sposobu stra-
tegicznego zarządzania portfelem pochodnych instrumentów finansowych  
w warunkach nieokreśloności przy określonej dochodowości wybranego instru-
mentu finansowego. Należy tu zauważyć, że zasygnalizowane tematy są rzadko 
podejmowane w pracach polskich badaczy i warto je szerzej propagować.  
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THE STATISTICAL UNCERTAINTY IN THE MEASUREMENT  
OF THE CHARACTERISTICS OF FINANCIAL MARKETS 

 

Summary 
 
Considered in developing the financial model exemplification of the market  

in terms of statistical uncertainty was recognized as an example the task of modeling  
rational investor behavior. Shows how to determine the existence of an acceptable  
solution of the problem search strategy portfolio management, hedging given level  
of profitability and risk. Discusses the algorithm to construct the optimal portfolio  
management, derivative financial instruments under conditions of uncertainty in de-
termining the profitability of this or any other financial instrument. 
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RYZYKO W ASPEKCIE ZARZĄDZANIA  
W ZRÓŻNICOWANYM OTOCZENIU  
SPOŁECZNO-GOSPODARCZYM 

 
 

Wprowadzenie 
 
Praktyka zarządzania organizacją gospodarczą pomimo dynamicznego roz-

woju staje przed zagadnieniem turbulencji uwarunkowań otoczenia, które wpły-
wają na jakość procesów związanych z realizacją celów strategicznych. Otocze-
nie organizacji gospodarczej nie jest jednorodne. Teoria zarządzania wyróżnia 
mikro oraz makrootoczenie*. Podział nie jest przypadkowy, powodowany jest 
właściwościami uwarunkowań otoczenia. Otoczenie makro tworzą uwarunko-
wania, które są identyfikowane z funkcjami: politycznymi, społecznymi, kultu-
rowymi, demograficznymi, prawnymi, ekonomicznymi oraz technologicznymi, 
natomiast zakres mikrootoczenia wyznaczają szeroko pojmowane zasoby orga-
nizacji. Otoczenie, w którym funkcjonuje organizacja gospodarcza nie jest sta-
bilne. Globalizacja gospodarki ułatwia przenoszenie zmian na rynki lokalne, co 
powoduje destabilizację uwarunkowań otoczenia, przy czym rezultat zmian 
może sprzyjać realizacji planów gospodarczych bądź stanowić istotne utrudnie-
nie w procesach osiągania celów przyjętych w planach rozwoju organizacji gos-
podarczych. Zmiany uwarunkowań mają charakter losowy, a niepewność co do 
jakości i terminowości realizowanych celów wiąże się z będącym w pow-
szechnym użyciu – nie tylko naukowym – pojęciem „ryzyka”. Pojęcie to funk-
cjonuje w literaturze naukowej od ponad 100 lat i doczekało się wielu definicji**. 
Spośród wielu zamieszczanych w literaturze problemu cenię szczególnie tę, któ-
rą sformułował K. Jajuga [10], łącząc ryzyko z procesem decyzyjnym, a dokład-
nie z działaniami związanymi z realizacją tego procesu. Tak pojmowane ryzyko 
ma wyrazisty kontekst praktyczny wymagany w realizacji procesów zarządza-
nia, ponieważ umożliwia rozwiązanie zagadnienia identyfikacji ryzyka, po-
czynając od rozwiązania problemu jego pomiaru, a kończąc na konstrukcji in-
strumentów wspomagania procesów zarządzania.  

                                                 
* Podział oraz oddziaływanie otoczenia organizacji zob. [1, s. 102 i nast.]. 

** Po raz pierwszy zdefiniował je A.H. Willet: [9, s. 6]. 
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Obszerny kontekst ujęcia ryzyka wykracza poza objętość tego opracowania.  
Z tego powodu jego zawartość została ograniczona do przedstawienia źródeł ry-
zyka, zagadnienia identyfikacji ryzyka realizacji procesów decyzyjnych oraz 
pomiaru ryzyka. Szczególne miejsce zajmuje zagadnienie źródeł ryzyka oraz  
jego identyfikacja. Teoria zarządzania organizacją gospodarczą zwraca uwagę 
na tzw. zmienne kontrolne realizowanych procesów decyzyjnych*. Przyjęto, że 
są one zmiennymi symtomatycznymi podjętego ryzyka. 

Hipoteza główna opracowania zakłada, że zmiany stanów ryzyka procesów 
decyzyjnych powodowane są zmianami uwarunkowań otoczenia społeczno-gos-
podarczego. W dowodzie hipotezy wykorzystano metody indukcyjne, w wyniku 
tego zostały zidentyfikowane zmienne kontrolne procesów decyzyjnych. Na-
tomiast metody matematyczne, logiczne i statystyczne są instrumentami budowy 
modelu ryzyka oraz definicji miar ryzyka.  

Celem opracowania jest uzasadnienie sformułowanej hipotezy badawczej. 
Dowód tezy wymaga przyjęcia dwóch istotnych założeń: 
1. Zmiany uwarunkowań otoczenia są źródłem ryzyka procesów decyzyjnych. 
2. Zmienne kontrolowane stanowią symptomatyczne oceny skutków ryzyka re-

alizowanych procesów decyzyjnych. 
Istotnym elementem dowodu sformułowanej hipotezy badawczej powinna 

być definicja stanu ryzyka. Stan ryzyka należy postrzegać jako zbiór statystycz-
nych jego miar w określonym momencie czasu.    

 
 

1. Uwarunkowania procesów decyzyjnych 
 
Procesy decyzyjne związane z realizacją planów rozwoju organizacji gos-

podarczej mają cechy procesów warunkowych, są mianowicie determinowane 
uwarunkowaniami otoczenia, których z oczywistych powodów w procesach de-
cyzyjnych nie można pominąć. Teoria zarządzania organizacją gospodarczą wy-
różnia dwie rozłączne sfery odziaływające na procesy decyzyjne: mikro-
otoczenie, w literaturze przedmiotu określane jako otoczenie branżowe oraz 
makrootoczenie krajowe i międzynarodowe. Funkcjonowanie organizacji jest 
możliwe pod warunkiem kształtowania właściwych relacji z otoczeniem tak, aby 
umożliwiały realizację takich działań, które nie naruszają istoty statusu jej pla-
nów strategicznych. Niezależnie od tego, czy jest to bliższe organizacji otocze-
nie – mikrootoczenie, czy dalsze otoczenie strategiczne – makrootoczenie,  
obydwie sfery oddziaływają na organizacje poprzez grupy interesów (stake-

                                                 
* O znaczeniu zmiennych kontrolnych w procesach kontroli realizacji procesów decyzyjnych  

pisze T. Gołębiowski [4]. 
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holders)*. Grupy interesów dysponują zasobami oraz kompetencjami, które mo-
gą udostępniać organizacji bądź powstrzymywać się od takich decyzji i działań. 
Skutki decyzji grup interesów mają istotne znaczenie dla organizacji, wpływają 
bowiem na pozycję konkurencyjną organizacji w sektorze, jej wyniki finansowe, 
a w krańcowo niekorzystnej sytuacji rynkowej decydują o jej przetrwaniu na 
rynku.  

W mikrootoczeniu funkcjonuje wewnętrzna grupa interesów, reprezento-
wana przez menadżerów, pracowników oraz związki zawodowe funkcjonujące 
na poziomie organizacji gospodarczej. Zewnętrzne grupy interesów stanowią 
grupę finansującą organizację (właściciele, instytucje rynku kapitałowego, do-
stawcy, odbiorcy oraz konkurenci).  

Uwarunkowania makrootoczenia są związane z interesem politycznym, 
społecznym i gospodarczym (administracja centralna i lokalna, organizacje poli-
tyczne, instytucje administracji centralnej, organizacje społeczne, związki za-
wodowe) [2, s. 37].  

Identyfikacja grup interesów funkcjonujących w otoczeniu strategicznym 
organizacji jest niekiedy utrudniona. Pewne grupy funkcjonują dyskretnie, nie 
chcą ujawniać swego istnienia, ich działalność można oceniać jedynie po skut-
kach funkcjonowania grupy. Stosunkowo łatwo można zidentyfikować te grupy 
interesów, które funkcjonują w bliskim otoczeniu rynkowym organizacji. Są to 
grupy określane jako wewnętrzne oraz zewnętrzne, sygnalizują swoje oczekiwa-
nia i co istotne, istnieją metody szacowania siły ich wpływu**. Relacje organiza-
cji z grupami interesów mogą mieć charakter kooperacji bądź konkurencyjny***. 
Szczególne miejsce przypada grupom stakeholders z otoczenia międzynarodo-
wego. Pomimo zacierania się granic pomiędzy otoczeniem krajowym i otocze-
niem zagranicznym pewne grupy interesów są jednoznacznie umiejscowione  
w międzynarodowym otoczeniu strategicznym. Są to grupy konkurentów, do-
stawców surowców, materiałów, części, maszyn i urządzeń, technologii. W wy-
niku otwarcia gospodarek sprzyjających przepływowi kapitału oraz technologii 
istotnego znaczenia nabiera oddziaływanie grup interesów politycznych oraz 
społecznych.  

 

                                                 
* Termin ten oznacza interesariuszy, strategicznego „kibica” organizacji [7; 3]. 

** Proste, a jednocześnie skuteczne rozwiązanie proponuje K. Obłój [7, s. 118], dla określenia  
i zmierzenia siły oddziaływania grup interesów na organizację oraz siły relacji pomiędzy  
grupami otoczenia. Autor definiuje macierz, której elementami są wartości oznaczające siłę 
wpływu grup interesów. Inny problem to rozwiązanie kwestii pomiaru siły takich relacji, 
szczególnie trudne w przypadku oddziaływania grup, które nie ujawniają swoich interesów. 

*** Klasycznym przykładem relacji konkurencyjnych są stosunki organizacji z jej konkurentami, 
relacje kooperacyjne nie występują w tak czystej postaci, są wynikiem kompromisów, ograni-
czających  pragnienie dominacji jednej ze stron, uczestników umowy kooperacyjnej. 
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Struktura makrootoczenia jest umowna, gdyż nawet tak rozłączne dwa 
zbiory, jak otoczenie krajowe oraz międzynarodowe przenikają się, co oznacza, 
że otoczenie ekonomiczne ma zarówno cechy otoczenia krajowego, jak i mię-
dzynarodowego. Przyczyny tkwią w tendencjach do wzrostu współzależności 
gospodarek narodowych wskutek silnych tendencji integracyjnych czy globali-
zacji relacji politycznych i gospodarczych. Międzynarodowe wzorce konsump-
cji, formy pracy i współpracy, styl spędzania wolnego czasu powodują, że czyn-
niki społeczne i kulturowe stają się czynnikami nie tylko otoczenia krajowego. 
Silnie kojarzone z krajowym otoczeniem czynniki prawne i polityczne poprzez 
tworzenie ugrupowań regionalnych nabierają cech międzynarodowych. Nie po-
pełniamy zatem błędu dzieląc jedynie formalnie makrootoczenie na krajowe  
i międzynarodowe. 

Analizę makrootoczenia różnicują regionalny poziom rozwoju gospo-
darczego, czynniki kulturowe, polityka lokalnych władz administracji państ-
wowej i samorządowej. Preferencje polityki lokalnej różnicują tempo rozwoju 
branż gospodarczych. Poprzez regulacje ekologiczne, rozwój lokalnych banków 
znających potrzeby ich klientów, zmieniając świadomość w sferze stylu życia 
lokalnych społeczności przesyłają czytelne sygnały w stronę organizacji pro-
dukujących „zdrową żywność”, sprzęt rekreacyjny, rozwijają usługi związane  
ze spędzaniem wolnego czasu. 

Analizując wpływ otoczenia na działalność organizacji trzeba mieć świa-
domość, że nie jest możliwe opracowanie jednolitej, wspólnej dla wszystkich 
organizacji analizy makrootoczenia, tak jak i to, że organizacja zwykle nie ma 
wpływu na sytuację w otoczeniu krajowym i zagranicznym*. Pomijając te utrud-
nienia analizy bezspornie można wyróżnić: 
1. Otoczenie polityczne i prawne. Ma szczególnie istotne znaczenie dla reali-

zacji wizji organizacji, zdefiniowanej w jej planach strategicznych, ponieważ 
od stopnia liberalizacji gospodarki zależy to, czy organizacje mogą się roz-
wijać w oparciu o kryteria ekonomiczne, czy ich rozwój zdeterminują zarzą-
dzenia, ograniczenia i zakazy pomijające reguły i prawa ekonomii. Charakte-
ryzują je: krajowe regulacje prawne i administracyjne (normy prawa pracy, 
podatkowe, ochrony własności intelektualnej, normy ochrony środowiska, 
normy techniczne, normy międzynarodowe obowiązujące w kraju oraz funk-
cje państwa i organizacji społecznych)**.  

                                                 
* Wyjątek stanowią duże organizacje lub grupy organizacji, które są w stanie modyfikować stan 

otocznia, definiując np. standardy technologiczne (Microsoft), trendy mody (Międzynarodowe 
Domy Mody) [4, s. 110 i nast.]. 

** Stopień oddziaływania administracji państwa na decyzje gospodarcze, udział własności  
państwa w gospodarce narodowej, zakres koncesjonowania działalności gospodarczej, zakres  
i formy preferencji, np. formy ulg podatkowych, zamówień publicznych, subwencji, zakres  
i formy działań organizacji finansowanych przez budżet państwa, wspierających działalność  
gospodarczą. 
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2. Otoczenie społeczne i kulturowe. Poprzez stopień sprawności sfery usług  
publicznych, świadomość ekologiczną, wzorce zachowań rynkowych, ten-
dencje w zmianach organizacji czasu wolnego, zmiany oczekiwań pracowni-
ków wobec pracodawców zostają zdefiniowane cechy otoczenia społeczno- 
-kulturowego. Są nimi: poziom cywilizacyjny, określone postawy społeczne 
oraz wzorce konsumpcji. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Rys. 1. Otoczenie strategiczne organizacji 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie [1, s. 102]. 

 
3. Otoczenie ekonomiczne. Definiuje powszechne w świadomości społecznej 

cechy, które obok zbioru miar koniunktury identyfikują instytucje organizu-
jące i wspierające działalność gospodarczą. Ponadto są to cechy opisujące 
zmiany strukturalne w gospodarce kraju. Właściwością otoczenia ekono-
micznego jest zbiór miar, które je opisuje. Ma to szczególne znaczenia wów-
czas, gdy zachodzi konieczność precyzyjnego opisu zachodzących w otocze-
niu zmian. Miary zmian stanu otoczenia mogą mieć cechy ilościowe bądź 
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jakościowe. Właściwości miar mają istotne znaczenie w ocenie zmian  
uwarunkowań otoczenia. Dużą pojemność informacyjną mają miary ilościo-
we, niestety takiego „komfortu” nie dają cechy jakościowe, które mają war-
tość subiektywną (np. organizacja instytucji infrastruktury gospodarczej). 
Otoczenie ekonomiczne charakteryzują: 
– wielkość i tempo wzrostu PKB, poziom i zmiany stopy procentowej, 

zmiany kursów walut, poziom inflacji, stopa konsumpcji, oszczędności, 
poziom zadłużenia wewnętrznego, zagranicznego, poziom bezrobocia, 
wydajności pracy, produktywności zasobów, nakłady inwestycyjne, amor-
tyzacja majątku produktywnego, polityka monetarna i fiskalna państwa, 

– organizacja oraz sprawność funkcjonowania instytucji infrastruktury gos-
podarczej, 

– tendencje i tempo zmian strukturalnych*. 
4. Otoczenie technologiczne, a także przyrodnicze. W obecnej dobie stanowi 

najbardziej istotne zagrożenia dla funkcjonujących organizacji, ale jest także 
znaczącą szansą ich rozwoju. Do istotnych czynników tego otoczenia należy 
zaliczyć: 
– kierunki zmian postępu technicznego, które identyfikują dostępność no-

woczesnych technologii, cykle życia produktów oraz technologii, 
– jakość techniczną substytutów, 
– skalę i obszar działań instytucji prowadzących badania nad nowymi tech-

nologiami [4, s. 116], 
– stan i dostępność zasobów naturalnych, 
– czynniki naturalne mające wpływ na koszty funkcjonowania organizacji, 
– zmiany stanu środowiska naturalnego. 

5. Otoczenie demograficzne. Determinuje założenia rozwoju społeczno-gospo-
darczego kraju. W plany tych założeń wpisują się organizacje gospodarcze 
definiujące swoje własne strategie rozwoju, uwzględniające potrzeby zmie-
niającego się rynku pod wpływem czynników demograficznych. Otoczenie to 
charakteryzują: 
– liczba ludności kraju lub regionu działania organizacji, 
– struktura oraz gęstość zaludnienia, 
– przyrost naturalny i struktura wiekowa ludności, 
– struktura narodowościowa (etniczna), 
– intensywność i kierunki migracji, 
– poziom aktywności zawodowej, 

                                                 
* Tendencje zmian strukturalnych są często niedoceniane, zaniechanie monitorowania tej cechy 

otoczenia ekonomicznego uniemożliwia śledzenie zagrożeń na rynkach „schyłkowych”. Syste-
matyczny monitoring tendencji oraz tempa zmian pozwala identyfikować rynki „niszowe”,  
w odpowiednim momencie przejąć zasoby pracownicze z organizacji, które w wyniku zmian 
strukturalnych musiały ograniczyć działalność, zmienić profil działalności bądź „znikły”  
z rynku. 
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– struktura zawodowa, 
– wielkość i struktura gospodarstw domowych, 
– rozkład dochodów w grupach ludności [4, s. 113]. 

Czynniki demograficzne wyznaczają skalę oraz strukturę popytu. Zróżni-
cowany poziom dochodów decyduje o strukturze asortymentowej produktów, 
determinowanej różnym poziomem jakości i cen. Natężenie ruchów migra-
cyjnych zmienia strukturę rynku pracy, różnicując koszty pracy. Natomiast 
wzrost aktywności zawodowej powoduje rosnący popyt na usługi związane  
z opieką nad dziećmi. Rosną usługi na przetworzoną żywność. 

Otoczeniem organizacji postrzeganym z perspektywy mikro jest sektor 
(branża), w którym podmiot gospodarczy funkcjonuje. Sektor jest zbiorem orga-
nizacji wytwarzających identyczne bądź podobne produkty-substytuty. Sub-
stytucyjność produktów sprawia, że pojęcie „sektora” nie jest jednoznacznie 
określone*. Większą dokładność identyfikacji sektora uzyskamy charakteryzując 
jego cechy. Są nimi: 
– wielkość rynku, mierzona skalą popytu na produkty sektora, 
– tempo przyrostu popytu w sektorze, 
– zasięg konkurencji w sektorze (lokalny, krajowy, międzynarodowy), 
– stopień koncentracji podaży, 
– stopień koncentracji popytu, 
– zakres oraz możliwości integracji pionowej organizacji w sektorze, 
– poziom barier wejścia i wyjścia w sektorze, 
– tempo zmian technologii, 
– dominujący rodzaj kanałów dystrybucji, 
– stopień zróżnicowania produktów konkurujących organizacji sektora, 
– intensywność korzyści skali w produkcji, logistyce i marketingu, 
– poziom zależności kosztów produktów od stopnia wykorzystania potencjału, 
– efekt doświadczenia a skala działania, 
– rentowność sektora w porównaniu z innymi branżami w kraju (tego samego 

sektora w innym kraju). 
Cechy sektora nie są jedynymi cechami definiujacymi mikrootoczenie, 

obok wymienionych charakterystyczny dla tego bezpośredniego otoczenia orga-
nizacji gospodarczej jest zbiór interesariuszy i związane z tym uwarunkowania 
dotyczące dostawców oraz odbiorców. Ponadto zidentyfikowany zbiór uwarun-
kowań uzupełniają te, które identyfikują relacje z konkurencją organizacji na 
rynku sektora [8, s. 282 i nast.].  

Uwarunkowania otoczenia organizacji gospodarczej są w większości mie-
rzalne. Odrębne zagadnienie stanowią uwarunkowania jakościowe, w takim 
przypadku stajemy przed  zagadnieniem pomiaru tego rodzaju uwarunkowań. 

                                                 
* Na przykład sektor zabawek dla dzieci jest obszerny, gry komputerowe zawężają obszar  

sektora. 
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Pominięcie tak istotnego nośnika informacji o dynamice zmian otoczenia byłoby 
błędem metodologicznym. Jak rozwiązać zagadnienie pomiaru uwarunkowań 
niemierzalnych, aby w oparciu o nie mieć możliwość definicji zmiennych kon-
trolnych? Teoretycznie, a także jak potwierdza to praktyka, problem ten można 
rozwiązać definiując wzorce (normy) uwarunkowań. Odchylenie pomiędzy  
uwarunkowaniem w momencie ],1[ Tt ∈  a jego wzorcem można definiować  
ilościowo, co powinno rozwiązać problem aproksymacji podzbioru uwarun-
kowań niemierzalnych zmiennymi mierzalnymi.    

 
 

2. Zarządzanie w warunkach ryzyka 
 
Zarządzanie w warunkach podjętego ryzyka jest procesem realizacji celów 

przyjętych w planach rozwoju organizacji gospodarczej, ale jest procesem wa-
runkowym. Warunkowość procesu wynika z konieczności uwzględniania 
zmienności uwarunkowań otoczenia organizacji gospodarczej. Ryzyko realizo-
wanych procesów decyzyjnych jest związane z dynamiką zmienności uwarun-
kowań otoczenia, a bardziej precyzyjnie z nieprzewidywalnym kierunkiem  
i tempem zmian istotnych dla realizowanych celów uwarunkowań. Monitoro-
wanie zmian uwarunkowań otoczenia jest integralnym elementem procesów  
zarządzania organizacją gospodarczą i stanowi strukturalną składową funkcji 
kontroli realizowanych procesów decyzyjnych. 

Zarządzanie w warunkach ryzyka jest łączeniem procesów decyzyjnych  
z instrumentami ochrony realizowanych celów przed skutkami podjętego ry-
zyka. Rodzaj instrumentów, czas pozyskania, ich efektywność, a także koszty 
realizacji procesów zarządzania definiują kryterium wyboru koniecznych zabez-
pieczeń przed skutkami ryzyka. Istotny element procesu zarządzania stanowi 
moment uruchomienia instrumentów zabezpieczeń. Jest on uzależniony od  
oceny stopnia zagrożenia realizowanych w procesie decyzyjnym celów. Jakość 
oraz wiarygodność ocen stanu ryzyka w każdym momencie procesu decyzyj-
nego ma istotny wpływ na podejmowane decyzje. Może powodować zmiany 
tylko niektórych elementów decyzji bądź też w skrajnie niekorzystnych przy-
padkach konieczność przerwania procesu decyzyjnego.   

Monitorowanie zmian uwarunkowań otoczenia, obok informacji o dy-
namice i kierunku zmian przyjętych w planach założeń realizacji celów, może  
i powinno być wykorzystane do konstrukcji instrumentów ostrzegania o zmia-
nach stanów ryzyka.  
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Wspomaganie procesów decyzyjnych wykorzystujące instrumenty ostrze-
gawcze, mające z założenia informować o zmianach tendencji oraz dynamiki 
stanów ryzyka wymaga budowy bazy miar „stanów bazowych ryzyka”*.  

 
 

3. Pomiar ryzyka. Stan ryzyka w procesach zarządzania 
 
W pracy [11, s. 91 i nast.] przedstawiono konstrukcję modelu ryzyka.  

Model jest wektorem losowym o składowych będących zmiennymi kontrolnymi 
ryzyka realizowanego procesu decyzyjnego. Przyjmując założenie o rodzaju roz-
kładu funkcji gęstości prawdopodobieństwa, dla oceny miar ryzyka można zde-
finiować jego statystyczne miary: 
– prawdopodobieństwo tego, że składowe wektora ryzyka przyjmą wartości  

z określonego przedziału zmienności, 
– wartość oczekiwana wektora losowego, 
– wariancja wektora losowego, 
– kowariancja wektora losowego (macierz kowariancji pomiędzy składowymi 

wektora ryzyka)**. 
Stan ryzyka procesu decyzyjnego określają jego miary w określonym mo-

mencie realizacji przyjętych w planach organizacji gospodarczej celów. Stan ry-
zyka jest więc zbiorem czterech miar statystycznych wektora ryzyka: 

))(),(),(),(( XCovXVarXEXPSR  (1)

Miary stanu ryzyka nie są typologicznie jednorodne, prawdopodobieństwo 
zdarzenia, że składowe wektora ryzyka przyjmą wartości z określonych prze-
działów zmienności – )(XP  jest skalarem, wartość oczekiwana oraz wariancja 
wektora ryzyka – ),(XE )(XVar  są wektorami, natomiast kowariancje skła-
dowych wektora ryzyka – ),,cov()( ji XXXCov =  gdzie kji ,...,2,1, =  oraz 

ji ≠  definiują macierz kwadratową k – 1 wymiarową. 

                                                 
* Stan bazowy definiują uwarunkowania otoczenia przyjęte w założeniach planu rozwoju orga-

nizacji gospodarczej, które umożliwiają realizację przyjętych w planach celów. 
** Niech ),...,,( 21 kXXXX =  jest wektorem ryzyka identyfikowanym ze zbiorem 

},...,,{ 21 kXXX  zmiennych kontrolnych realizowanego procesu decyzyjnego. Przyjmując  
hipotezę, że funkcja rozkładu gęstości prawdopodobieństwa f ma rozkład logarytmiczno- 
-normalny definiujemy miary statystyczne wektora: 
1. Prawdopodobieństwo zdarzeń, że zmienne losowe Xh , gdzie: h = 1, 2,..., k przyjmą wartości 

xh należące do przedziału [a h, b h]: ),...,( 111 kkk bXabXaP ≤≤≤≤ . 
2. Wartość oczekiwana wektora ryzyka: ))(),...,(()( 1 kXEXEXE = . 
3. Wariancja wektora ryzyka: ))(),...,(()( 1 kXVarXVarXVar = . 
4. Kowariancje składowych wektora ryzyka: jikjiXXCov ji ≠= oraz,...,1,:gdzie),( . 
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Załóżmy, że oszacowano stan ryzyka w przedziale czasu [t, t+1], oznacza 
to, że dysponujemy informacją )(tSR  oraz )1( +tSR . Relacja pomiędzy )(tSR   
oraz )1( +tSR  stanowi istotną informację w ocenie kierunku oraz dynamiki zmian 
ryzyka towarzyszącego realizacji procesów decyzyjnych. Co oznaczają te zmia-
ny w przypadku, gdy składowe stanu ryzyka są tak zróżnicowane typlogicznie.  
W przypadku pierwszej składowej stanu ryzyka różnica )( )()1( tt PP −+  pozwala 
określić kierunek zmian zmiennych kontrolnych, z jaką przyjmują wartości  
z określonych przedziałów zmienności w czasie [t+1, t]. Składowe druga i trze-
cia stanu ryzyka są wektorami, stąd miarą zmian stanu ryzyka w przedziale  
[t+1, t] są np. zmiany odległości pomiędzy wektorami: ( ))()1( , tt EEd + ,  

( ))()1( , tt VarVard + *.  
Czy badanie zmian przy wykorzystaniu miar definiujących zmiany w ko-

lejno następujących po sobie momentach [t+1, t] kreśli właściwy z pozycji za-
rządzających obraz zmian stanów ryzyka realizowanych procesów decyzyjnych? 
Dla oceny wartości zdefiniowanych miar należy przywołać pojęcie „ryzyka pro-
cesu decyzyjnego” − wyraża się ono różnicą pomiędzy oczekiwaniami za-
pisanymi w planach rozwoju organizacji a realizacją planów. Ta interpretacja 
miary stanu ryzyka odwołująca się do „stanów bazowych ryzyka” zdefinio-
wanych w planach organizacji sugeruje dokonanie istotnej modyfikacji miary 
zmian stanów ryzyka.  

Niech ,)(bSR  tzn. ))(),(),(),(( )()()()( XCovXVarXEXP bbbb  oznacza „stan 
bazowy”, należy zmodyfikować definicje zmian stanów ryzyka, są nimi różnica 

)( )()( bt PP −  oraz odległości: ( ))()( , bt EEd , ( ))()( , bt VarVard . Modyfikacja miar 
zmienia interpretację zmian stanów ryzyka**. W każdym momencie t pokazują 
zmiany pomiędzy miarami składowymi stanu ryzyka w relacji do stanu zdefi-
niowanego w planie. Pokazują zmiany )(tSR  w relacji do ,)(bSR  co bardziej 
wiarygodnie mierzy zmienność stanu ryzyka w czasie. 

Źródłem zmienności stanów ryzyka są zmiany uwarunkowań otoczenia  
organizacji gospodarczej realizującej swoje plany rozwoju gospodarczego, prze-
kładając się na zmiany zmiennych kontrolnych .,...,2,1},{ khX h =  Zbiór tych  
wyróżnionych zmiennych identyfikuje ryzyko realizowanego procesu decyzyj-
nego.  
                                                 
* Dane dwa wektory: ),...,,( 21 nxxxX = , ),...,,( 21 nyyyY = , gdzie nRYX ∈, oraz pewna  

symetryczna, dodatnio określona macierz C. Miara TYXCYXYXd )()(),( 1 −−= − jest  

odległością pomiędzy wektorami nRYX ∈,  w sensie Mahalonobisa [6]. 
** Pojęcie „stan bazowy” jest określeniem sformułowanym w tym opracowaniu i dla jego  

potrzeb. Oznacza przyjęte w planach założenia ilościowe bądź jakościowe o zmiennych kon-
trolnych planowanych procesów decycyjnych. 
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Przyjmijmy, że k-wymiarowy wektor losowy ),...,,( 21 kXXXX =   
jest modelem ryzyka i jego rozkład jest zgodny z rozkładem normalnym*.  
Funkcja gęstości wektora X o wektorze wartości oczekiwanych 

))(),...,(),(()( 21 kXEXEXEXE =  i macierzy kowariancji )],,[cov( ji XX=Σ  
gdzie jikji ≠= oraz,...,2,1,  jest równa:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Σ−−

Σ
= −

Σ
T

XE XEXXEXf )(())((
2
1exp

)2(

1 1

2
1

2
1),(

π
 (2)

Wykładnik licznika związku (2) jest kwadratem odległości w sensie  
Mahalanobisa pomiędzy dwoma wektorami w przestrzeni k-wymiarowej**. Od-
ległość w sensie Mahalanobisa opisuje właściwości pewnego zbioru, w analizo-
wanym przypadku zmian odległości pomiędzy składowymi stanu ryzyka (drugą  
i trzecią, tj. ))(),(( )()( XVarXE tt ) a ich odpowiednimi miarami „stanu bazo-
wego” )).(),(( )()( XVarXE bb  Odpowiedź na pytanie, czy analiza składowych  
stanu ryzyka pozwala uznać, że należą jeszcze do klasy, która w stanie ryzyka  
w momencie t nie dostrzega zagrożeń realizowanego procesu decyzyjnego wiąże 
się z odpowiedzią na pytanie, czy skupienie miar stanu ryzyka o określonym 
momencie w relacji do miar „stanu bazowego” jest wystarczająco bliskie.  
Skupienie to jest obrazem podobieństwa wektora )()( XE t  do )()( XE b  (bądź 

)()( XVar t  do )()( XVar b )***.  
Oznaczenie stanu ryzyka identyfikowanego z otoczenim pojmowanym jako 

„bezpiecznie bliskie” wiąże się z odpowiedzią na pytanie o wymiar odległości 
pomiędzy miarami stanu ryzyka w momencie t, tzn. )),(),(( )()( XVarXE tt   
a )).(),(( )()( XVarXE bb  Punkty o identycznej odległości od punktu centralnego 
(wyznaczają go miary „stanu bazowego” − ))(),(( )()( XVarXE bb ) tworzą  
w przestrzeni k+1 wymiarowej elipsoidę hipersferyczną. Zachodzą przy tym 
trzy szczególne przypadki: 
1. Składowe wektora ryzyka mają identyczne wariancje (po standaryzacji moż-

na przyjąć, że są równe 1), nie są pomiędzy sobą skorelowane, oznacza to,  
że macierz kowariancji jest macierzą jednostkową (miara w sensie Mahalo-
nobisa jest równa odległości w sensie Euklidesa), elipsoida hipersferyczna 

                                                 
* Pod warunkiem, że dowolna kombinacja liniowa kk XXXY ααα +++= ...2211  składowych 

wektora X jest także zgodna z rozkładem normalnym ( kiRi ,...,2,1, =∈α ). 
** Ta istotna dla prowadzonego wywodu zgodność eksponuje znaczenie macierzy kowariancji Σ   

w ocenie zmian stanu ryzyka w przedziale czasu [t+1, t]. 
*** Konstrukcję miary podobieństwa oparto na informacji o wariancjach składowych wektora  

ryzyka oraz korelacjach pomiędzy nimi w momencie t. 
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redukuje się w tym przypadku do sfery o środku w punkcie 
( ))(),...,(),( )(

2
)(

1
)(

k
bbb XEXEXE  / ( ))(),...,(),( )(

2
)(

1
)(

k
bbb XVarXVarXVar /  

o równaniu: 

Tbtbtbt XEXEIXXEXEXEXEd ))()(())()()(())(,)(( )()(1)()()()( −−= −  

bądź w przypadku trzeciej składowej stanu ryzyka: 
Tbtbtbt XVarXVarIXXVarXVarXVarXVard ))()(())()()(())(,)(( )()(1)()()()( −−= −  

2. Składowe wektora ryzyka nie są skorelowane, mają różne wariancje 
( ) ,,...,, 22

2
2
1 kσσσ  macierz kowariancji D jest macierzą diagonalną, obrazem 

relacji jest elipsoida hipersferyczna o środku w punkcie 
( ))(),...,(),( )(
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k
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o równaniu: 

Tbtbtbt XEXEDXXEXEXEXEd ))()(())()()(())(,)(( )()(1)()()()( −−= −   bądź 

Tbtbtbt XVarXVarDXXVarXVarXVarXVard ))()(())()()(())(,)(( )()(1)()()()( −−= −  

Pozwala to zdefiniować odległość: 
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3. Składowe wektora ryzyka są skorelowane, mają różne wariancje  

( )22
2

2
1 ,...,, kσσσ , macierz kowariancji C nie jest macierzą diagonalną,  

obrazem relacji jest elipsoida hipersferyczna o środku w punkcie 
( ))(),...,(),( )(

2
)(

1
)(

k
bbb XEXEXE  / ( ))(),...,(),( )(

2
)(

1
)(

k
bbb XVarXVarXVar /  

o równaniu: 
Tbtbtbt XEXECXXEXEXEXEd ))()(())()()(())(,)(( )()(1)()()()( −−= −  

bądź w przypadku trzeciej składowej stanu ryzyka: 
Tbtbtbt XVarXVarCXXVarXVarXVarXVard ))()(())()()(())(,)(( )()(1)()()()( −−= −  

Obraz elipsoidy hipersferycznej jest obrócony o kąt wyznaczony przez  
macierz wektorów własnych macierzy C, długości osi elipsoidy odpowiadają 
pierwiastkom kwadratowym pierwiastów własnych ( )22

2
2
1 ,...,, kλλλ  macierzy C. 
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W definicji stanu ryzyka konstrukcja wszystkich jego składowych jest  
oparta na elementach macierzy wariancji i kowariancji składowych wektora ry-
zyka. Zmiany elementów macierzy informują o zmianie stanu ryzyka. To istotna 
informacja, która jeśli proces monitorowania otoczenia prowadzony jest sys-
tematycznie z określoną częstotliwością pozwala określać ten moment kry-
tyczny, w którym zmieniają się parametry stanu ryzyka. Zmiana może sprzyjać 
realizacji celów zdefiniowanych w planach rozwoju organizacji gospodarczej 
bądź przeciwnie. Niezależnie od kierunku zmian, takie informacje umożliwiają 
formułowanie odpowiedzi na wątpliwości związane ze stopniem zagrożenia re-
alizowanych procesów decyzyjnych, co będzie miało istotne znaczenie w do-
borze instrumentów zabezpieczeń przed skutkami ryzyka. 

 
 

Zakończenie 
 
Idea budowy instrumentów ostrzegania o zmianie stanów ryzyka w wyniku 

zmian zachodzących w otoczeniu społeczno-gospodarczym, istotnego narzędzia 
systemu wspomagania procesów decyzyjnych realizowanych w warunkach ry-
zyka, ma wymiar teoretyczny. Perspektywy uczynienia z nich skutecznego  
i efektywnego narzędzia praktyki zarządzania są obiecujące.  

Zarządzanie jest procesem realizacji planów. Poprawnie sporządzony plan 
powinien uwzględniać te wszystkie uwarunkowania otoczenia, które będą miały 
wpływ na wynik – cel jego realizacji. Oznacza to, że zarządzający dysponują 
zbiorem miar „stanów bazowych”, a w wyniku prowadzonego procesu monito-
ringu zmian uwarunkowań otoczenia także miarami stanów ryzyka w każdym 
momencie określonym w założeniach monitoringu. Porównanie miar „stanów 
bazowych” – wzorca stanu ryzyka z miarami stanu w monitorowanym mo-
mencie wspiera procesy decyzyjne w tych momentach krytycznych realizo-
wanego procesu zarządzania, które wymagają podjęcia decyzji o rodzaju instru-
mentów zabezpieczających przed skutkami ryzyka. 
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RISK MANAGEMENT IN THE CONTEXT OF IN A DIVERSE ENVIRONMENT 
OF SOCIO – ECONOMIC 

 

Summary 
 
The content of paper is limited to provide sources of risk, issues of risk identifi-

cation processes of decision-making and risk measurement. The development occupies  
a special place the issue of sources of risk and its identification. Economic organization 
management theory draws attention to the so-called. control variables of the processes  
of decision-making. The study assumes that they are symptomatic of the chance varia-
bles. Home to develop a hypothesis assumes the risk that changes in state decision- 
-making processes are caused by changes in the socio economic conditions. 
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UWARUNKOWANIA POZIOMU BEZROBOCIA 
WYBRANYCH PAŃSTW UE –  
– ANALIZA STATYSTYCZNA 

 
 

Wprowadzenie 
 
Bezrobocie zawsze było jednym z najważniejszych problemów gospo-

darczo-społecznych w Unii Europejskiej, a jego zwalczanie stawało się prio-
rytetem dla kolejnych ekip rządzących poszczególnych państw unijnych. Niski 
poziom bezrobocia to podstawowy warunek umożliwiający utrzymanie i rozwi-
janie dobrobytu, natomiast wysoki poziom braku zatrudnienia ma określone 
konsekwencje gospodarcze i społeczne. Wśród gospodarczych skutków bez-
robocia wystarczy wymienić potrzebę finansowania kosztów bezrobocia i jego 
rozlicznych skutków, a także konsekwencje niepełnego wykorzystania zasobów 
pracy i potencjału ludzkiego. Wśród społecznych skutków bezrobocia za naj-
bardziej dotkliwe można uznać spadek dochodów ludności, rozszerzanie się krę-
gów ubóstwa oraz degradację psychiczną i moralną osób niemających pracy.  
W latach 2008 i 2009 można było zaobserwować gwałtowny wzrost stopy bez-
robocia, co było swoistym echem światowego kryzysu gospodarczego. W po-
łowie 2008 r. światowa gospodarka znalazła się w najgłębszej recesji od czasów 
drugiej wojny światowej. Fazę dekoniunktury pogłębił krach na rynkach finan-
sowych zapoczątkowany w Stanach Zjednoczonych. Spadek PKB w niemal 
wszystkich krajach na świecie nie pozostał bez echa na rynkach pracy. Pierwsze 
skutki światowego kryzysu gospodarczego w postaci wzrastającego bezrobocia 
pojawiły się w Europie już na początku 2008 r. W całej Unii Europejskiej liczba 
osób pozostających bez pracy zaczęła systematycznie wzrastać od czerwca 
2008 r. Wówczas stopa bezrobocia kształtowała się na poziomie 6,9%. W marcu 
2009 r. w całej UE wskaźnik ten wynosił już 8,3%*. Pomiędzy styczniem 2008 r.  
a marcem 2009 r. Wspólnocie przybyło 3,9 mln osób bezrobotnych, co było wy-
raźnym sygnałem gwałtownie pogarszającej się kondycji unijnego rynku pracy. 

                                                 
* Dane Eurostat. 
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Prezentowane opracowanie zawiera analizę podstawowego miernika po-
ziomu bezrobocia, a mianowicie analizę zharmonizowanej stopy bezrobocia dla 
wybranej grupy państw nadbałtyckich oraz stopy bezrobocia długotermino-
wego*. Wybór państw objętych analizą jest nieprzypadkowy. Cztery z nich, czyli 
Niemcy, Dania, Szwecja i Finlandia to państwa tzw. starej unii, a cztery pozo-
stałe to nowo przyjęte do UE państwa nadbałtyckie, czyli Polska, Litwa, Łotwa  
i Estonia. Zwłaszcza te trzy ostatnie powinny być przedmiotem szczególnej ana-
lizy, ponieważ jeszcze w 2007 r. Litwę, Łotwę i Estonię określano mianem  
„europejskich tygrysów”. Gospodarki w tych krajach rozwijały się najszybciej 
spośród wszystkich państw należących do Wspólnoty. W 2008 r. weszły na-
tomiast w fazę największej recesji od czasów uzyskania przez nie niepodległości 
na początku lat 90. XX w. Litwa, Łotwa i Estonia to państwa bardzo mocno uza-
leżnione od światowej koniunktury, dlatego pierwsze oznaki globalnego kryzysu 
gospodarczego pojawiły się właśnie tam. Do recesji wymienionych krajów bał-
tyckich doprowadziły także zmniejszenie się popytu wewnętrznego, spadek pro-
dukcji przemysłowej, ograniczenie napływu bezpośrednich inwestycji za-
granicznych oraz wzrost inflacji. Wraz z dekoniunkturą nastąpił bardzo szybki 
przyrost liczby osób bezrobotnych. Od połowy 2008 r. Litwa, Łotwa i Estonia 
odznaczają się największą dynamiką wzrostu bezrobocia wśród wszystkich 
państw UE. Przedstawione analizy szczegółowe można podzielić na dwie zasad-
nicze części. Pierwsza będzie dotyczyć analizy dynamiki stopy bezrobocia  
ogółem za lata 2000-2011 w ujęciu rocznym, a druga analizy bezrobocia długo-
okresowego, szczególnie dotkliwego dla samych zainteresowanych i kłopotli-
wego ze względu na metody łagodzenia jego skutków. 

 
 

1. Bezrobotni jako szczególna kategoria na rynku pracy 
 
Oceny poziomu bezrobocia dokonamy według odpowiednich wskaźników 

statystycznych, czyli miernika stopy bezrobocia ogółem oraz z uwzględnieniem 
płci pracownika. Wykresy na rys. 1, 2, 3 przedstawiają empiryczne linie trendu 
stopy bezrobocia w latach 2000-2011 w wymienionych krajach nadbałtyckich 
UE w ujęciu ogółem i z uwzględnieniem płci potencjalnego pracownika. 

 
                                                 
*  Eurostat mierzy zharmonizowaną stopę bezrobocia jako procent osób w wieku 15-74 lata  

pozostających bez pracy, zdolnych podjąć zatrudnienie w ciągu najbliższych dwóch tygodni, 
którzy aktywnie poszukiwali pracy w ciągu ostatnich tygodni w odniesieniu do wszystkich osób 
aktywnych zawodowo w danym kraju. 
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Rys. 1. Dynamika zharmonizowanej stopy bezrobocia w państwach nadbałtyckich za lata 2000- 
-2011 (ogółem) 

 
 
 
 

 
 

Rys. 2. Dynamika zharmonizowanej stopy bezrobocia w państwach nadbałtyckich za lata 2000- 
-2011 (mężczyźni) 
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Rys. 3. Dynamika zharmonizowanej stopy bezrobocia w państwach nadbałtyckich za lata 2000- 
-2011 (kobiety) 

 
Szczegółowa analiza powyższych linii trendu pozwala na stwierdzenie, że: 

– Dla ogółu państw UE stopa bezrobocia w ostatniej dekadzie uległa nieznacz-
nemu spadkowi do 2008 r. zarówno ogółem, jak i z uwzględnieniem płci pra-
cownika. Po 2008 r., jak wcześniej stwierdzono, poziom bezrobocia gwał-
townie rośnie, co niezaprzeczalnie jest echem światowego kryzysu gospodar-
czego. Jest to widoczne zwłaszcza w latach 2008-2010. W 2011 r. pojawia 
się nieznaczny spadek poziomu bezrobocia, lecz nie można jeszcze stwier-
dzić, czy ta tendencja utrzyma się czy ulegnie zmianie. Prognostycy banków 
światowych są przekonani, że zjawisko bezrobocia będzie się nasilać i wy-
stąpi swoiste echo kryzysu z 2008 r. 

– W państwach skandynawskich poziom bezrobocia jest niższy niż w całej 
Unii Europejskiej, co nie jest zaskoczeniem z uwagi na fakt, że współczyn-
niki aktywności zawodowej w tych państwach miały zdecydowanie wyższy 
poziom niż w całej UE.  

– Również państwa skandynawskie nie ustrzegły się przed gwałtownym wzros-
tem poziomu bezrobocia po 2008 r. Wprawdzie poziom bezrobocia był tam 
niższy niż w innych państwach unijnych, ale efekt „odbicia” spowodowany 
krachem finansowym był widoczny. 

– Warto zauważyć zdecydowaną rozbieżność stopy bezrobocia w analizo-
wanych państwach nadbałtyckich, np. najwyższa stopa bezrobocia w Danii 
lub Szwecji w całym okresie 2000-2011 wynosząca około 8% była równa 
najniższej w Polsce za wskazany okres. 
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– Te prawidłowości dynamiki utrzymują się również w odniesieniu do płci 
osoby pozostającej bez pracy. Różnice widoczne są jedynie w wartościach 
mierników z oczywistą przewagą na niekorzyść kobiet. 

W tab. 1 zawarto wartości współczynników określających stopę bezrobocia  
w latach 2000, 2005, 2011. 

 
Tabela 1 

 
Stopa bezrobocia w państwach nadbałtyckich w latach 2000, 2005, 2011,  

z uwzględnieniem płci 

 

 2000 r.   2005 r.   2011 r.  

ogółem mężczyźni kobiety ogółem mężczyźni kobiety ogółem mężczyźni kobiety 

EU 27 8,8 7,8 10,0 9,0 8,4 9,8 9,7 9,6 9,8 
Denmark 4,3 3,9 4,8 4,8 4,4 5,3 7,6 7,7 7,5 

Germany 8,0 7,7 8,4 11,3 11,6 11,0 5,9 6,2 5,6 

Estonia 13,6 14,5 12,7 7,9 8,8 7,1 12,5 13,1 11,8 

Latvia 13,7 14,4 12,9 8,9 9,1 8,7 15,4 17,6 13,1 
Lithuania 16,4 18,6 14,1 8,3 8,2 8,3 15,4 17,8 13,0 

Poland 16,1 14,4 18,2 17,8 16,6 19,2 9,7 9,0 10,5 

Finland 9,8 9,1 10,6 8,4 8,2 8,6 7,8 8,4 7,1 

Sweden 5,6 5,9 5,3 7,7 7,7 7,6 7,5 7,6 7,5 

 
Szczegółowe analizy zharmonizowanej stopy bezrobocia wymagają do-

datkowo uwzględnienia wieku osoby pozostającej bez pracy, przynajmniej  
w tym najprostszym podziale, na dwie grupy wiekowe – do 25 lat i powyżej 25 
lat. Jest to dosyć istotny podział, gdyż uwzględnia społeczne uwarunkowania 
rynku pracy, niechęć pracodawców do zatrudniania młodych pracowników i wy-
raźnie zawężony sektor miejsc pracy dostępnych dla absolwentów szkół śred-
nich i wyższych. Jest to zapewne związane również z mobilnością lub jej bra-
kiem w tych grupach wiekowych, co przekłada się na strukturę rynku pracy. 

W tab. 2 zawarto współczynniki poziomu bezrobocia z uwzględnieniem 
podziału wiekowego na dwie wspomniane grupy. Wyraźnie widoczna jest różni-
ca w ich wartościach. Dla młodych osób poziom bezrobocia jest ponad dwu-
krotnie wyższy w skali całej UE, natomiast w poszczególnych państwach różni 
się zdecydowanie. W Danii i w Niemczech dysproporcja jest najniższa (jak rów-
nież poziom bezrobocia jest najniższy). W państwach dawnej wspólnoty rosyj-
skiej i w Polsce różnice są najbardziej widoczne, również wartości współczyn-
ników są najwyższe i kilkakrotnie przekraczają poziom w państwach starej unii. 
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Tabela 2 
 

Stopa bezrobocia w wybranych grupach wieku w państwach nadbałtyckich  
w latach 2000, 2005, 2011 

  

2000 r. 2005 r. 2011 r. 

do 25 lat 25 do 74 lat do 25 lat 25 do 74 lat do 25 lat 25 do 74 lat 

EU 27 17,5 7,5 18,8 7,7 21,4 8,3 
Denmark 6,2          4 8,6 4,2 14,2 6,3 

Germany 8,7 7,9 15,6 10,7 8,6 5,6 

Estonia 24,4 12,3 15,9           7 22,3 11,3 

Latvia 21,4 12,7 13,6 8,3 29,1 13,8 
Lithuania 30,6 14,6 15,7 7,6 32,9 13,8 

Poland 35,1 13,3 36,9 15,1 25,8          8 

Finland 21,4 8,1 20,1 6,8 20,1 6,1 

Sweden 10,5          5 22,6 5,7 22,9 5,2 

 
Widoczne jest, że spowodowany kryzysem wzrost bezrobocia najmocniej 

dotknął młodych obywateli Unii Europejskiej. Natężenie bezrobocia wśród Eu-
ropejczyków w wieku 15-24 lata jest nie tylko znacznie wyższe niż w przy- 
padku ogółu mieszkańców Wspólnoty, ale również wzrasta dużo szybciej, np.  
w I kwartale 2009 r. niemal co piąty młody obywatel UE nie miał pracy. Stopa 
bezrobocia wśród osób w wieku 15-24 lata ukształtowała się na poziomie 
18,9%, aby w 2011 r. osiągnąć poziom 21,4% − to o 6,5 punktu procentowego 
więcej niż w I kwartale 2008 r. W tym samym okresie natężenie bezrobocia 
wśród ogółu mieszkańców UE zwiększyło się o 2,6 punktu procentowego i osią-
gnęło poziom 9,7% − ponad dwa razy mniej niż w przypadku najmłodszych 
uczestników rynku pracy. 

Jak wspomniano wyżej, w analizowanym okresie odsetek młodych Euro-
pejczyków poszukujących zatrudnienia wzrósł we wszystkich państwach człon-
kowskich Wspólnoty. Najbardziej ich grono zwiększyło się w republikach bał-
tyckich. Stopa bezrobocia Łotyszy w wieku 15-24 lata wzrosła o 9,7 punktów 
procentowych, a wśród Estończyków i Litwinów wskaźnik ten zwiększył się  
o 8,7 punktów procentowych. Kraje bałtyckie to jednocześnie państwa, w któ-
rych w 2011 r. natężenie bezrobocia wśród najmłodszych uczestników rynku 
pracy osiągnęło jeden z najwyższych poziomów w Unii Europejskiej − na Łot-
wie 29,1,2%, Litwie 32,9%, w Estonii 22,3%. Przekraczająca 20 punktów pro-
centowych stopa bezrobocia wśród młodych obywateli dotyczy również Szwecji 
(21,9%) i Polski (25,2%). Analizując zależność poziomu bezrobocia od wieku 
potencjalnego pracownika warto wspomnieć, że grupą najbardziej narażoną na 
wzrost skali bezrobocia są osoby w wieku powyżej 50 lat. O tym, że stopa bez-
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robocia w grupie wieku 50+ różni się od poziomu bezrobocia ogółem w całej 
zbiorowości pracowników można się przekonać porównując wartości obydwu 
wskaźników w dowolnie wybranym czasie. Szczegółowe analizy prowadzone  
w ramach szerszych badań problemu bezrobocia [2] pozwalają na stwierdzenie, 
że poziom bezrobocia dla ogółu pracujących jest wyższy niż w grupie wiekowej 
50-64 lata. Jest to w pewnym sensie zaskakujące biorąc pod uwagę fakt, że pra-
codawcy w przypadku konieczności zwalniania pracownika kierują się kry-
terium dalszej jego przydatności, czyli spodziewanego dalszego czasu pracy. Jak 
jednak wskazuje praktyka, jest to działanie pozorne, gdyż niekoniecznie na sta-
rych miejscach pracy pojawiają się nowi pracownicy, lecz są one po prostu li-
kwidowane. Zatem po odejściu pracownika na wcześniejszą emeryturę stopa 
bezrobocia w grupie wieku 50+ maleje, a w przypadku ogółu pracowników po-
zostaje bez zmian lub wręcz rośnie. 

 
 

2. Bezrobocie długoterminowe 
 
Jak wspomniano wcześniej, odrębnym problemem w zagadnieniach do-

tyczących sfery bezrobocia jest bezrobocie długoterminowe, czyli sytuacja, gdy 
pracownik poszukuje bezskutecznie pracy przez okres dłuższy niż rok. Bezro-
bocie długookresowe jest szczególną formą bezrobocia i różni się w znacznym 
stopniu od pozostałych jego form. Można to przedstawić następująco: po pierw-
sze, następuje swoista „profesjonalizacja” statusu bezrobotnego, czyli bezro-
bocie staje się w coraz większym stopniu sposobem na życie, po wtóre, aktywi-
zacja bezrobotnych długotrwale jest trudniejsza niż bezrobotnych przejściowo. 
Długotrwałe bezrobocie w dużym stopniu jest zdeterminowane przez płeć. 
Znaczną część z tej grupy bezrobotnych stanowią kobiety, ponieważ są uważane 
przez pracodawców za pracowników mniej dyspozycyjnych i bardziej kłopotli-
wych (urlopy macierzyńskie, wychowawcze, zwolnienia na opiekę nad chorym 
dzieckiem) oraz zakres dyspozycyjności zawodowej jest w przypadku kobiet 
węższy (pracują w mniejszej liczbie zawodów, zwłaszcza związanych z prze-
mysłem ciężkim). Wiek i staż pracy, jako silne cechy ze sobą skorelowane, wy-
wierają podobny wpływ na czas pozostawania bez pracy. Wśród ludzi bezrobot-
nych dużą grupą są ludzie młodzi niemający więcej niż 25 lat oraz osoby, które 
przekroczyły 50. rok życia. Zdecydowana większość długotrwale bezrobotnych 
to osoby, które wcześniej pracowały. W przeważającej części utracili oni pracę  
w związku z likwidacją zakładu lub stanowiska pracy. Najczęściej byli pracow-
nikami przemysłu i budownictwa, rzadziej handlu prywatnego. Długotermino-
wość bezrobocia wynika z nieodpowiednich kwalifikacji lub wręcz ich braku 
bądź z niedopasowania kwalifikacji do wymogów rynku pracy. Bezrobocie dłu-
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goterminowe jest problemem nie tylko polskiego rynku pracy, lecz dotyka rów-
nież rynek pracy w zasadzie wszystkich państw europejskich. W przypadku 
państw nadbałtyckich tempo zmian stopy bezrobocia długoterminowego dla 
ogółu zasobów pracy przedstawia rys. 4. 

 

 
 

Rys. 4. Stopa bezrobocia długoterminowego ogółem dla grupy państw nadbałtyckich w latach 
2000-2011 

 
Szczegółowa analiza linii trendu stopy bezrobocia długoterminowego po-

zwala na sformułowanie ciekawych wniosków: 
– Wyraźnie niższy jest poziom bezrobocia długoterminowego w państwach 

skandynawskich. Związane to jest m.in. z lepiej prowadzonymi działaniami 
mającymi na celu ograniczanie czasu pozostawania bez pracy osób zdolnych 
ją wykonywać. 

– Dynamika bezrobocia długoterminowego dla nadbałtyckich państw skandy-
nawskich charakteryzuje się najmniejszą zmiennością i odsetek osób pozosta-
jących bez pracy dłużej niż rok wśród ogółu bezrobotnych oscyluje wokół 
20%. 

– Wśród państw „starej Unii” zdecydowanie najwyższy jest odsetek bezrobot-
nych długookresowo w Niemczech. Przekracza on dwukrotnie poziom 
współczynnika dla państw skandynawskich. Powodem takiej sytuacji jest za-
pewne „nadopiekuńczość” państwa i szeroko rozwinięty system zabezpie-
czenia społecznego widoczny w zasadach przyznawania zasiłków socjalnych 
dla bezrobotnych, gdy zasiłek jest na tyle wysoki, że wystarcza na zaspoko-
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jenie podstawowych potrzeb i wówczas status bezrobotnego staje się wy-
godnym sposobem na życie. Właśnie w odniesieniu do Niemiec można mó-
wić o swoistej „profesjonalizacji” bezrobocia. 

– W grupie państw nadbałtyckich nowo wstępujących do UE wysoki poziom 
bezrobocia długoterminowego nie jest niespodzianką. Przyczyniają się do  
tego przemiany restrukturyzacyjne w gospodarkach tych państw i obecnie nie 
ma skutecznego sposobu ograniczania bezrobocia, zwłaszcza długotermino-
wego. 

 
 

Podsumowanie 
 
Zaprezentowane rozważania dotyczące wybranej grupy parametrów charak-

teryzujących rynek pracy miały na celu podkreślenie ważności problematyki 
niestabilności rynku pracy nie tylko polskiego, ale i innych państw unijnych. 
Oczywiste jest, że ze względu na rozmiary opracowania należało ograniczyć za-
kres analiz jedynie do kilku państw i wąskiej grupy parametrów charakteryzują-
cych problem.  

Należy dodatkowo wspomnieć, że konsekwencje niestabilności zatrudnie-
nia i wzrostu stopy bezrobocia pojawiają się i będą się pojawiać ze zwiększoną 
intensywnością w dziedzinach życia codziennego, w których dotychczas ich 
wpływ był nieznaczny i mało widoczny. Na przykład w sektorze bankowym 
konsekwencje zmiennej dynamiki parametrów rynku pracy spowodują zanik 
płynności finansowej gospodarstw domowych, co wywoła problemy ze ściągal-
nością kredytów krótko- i długoterminowych, a zwłaszcza kredytów hipotecz-
nych. Ponadto naturalną konsekwencją niewypłacalności będzie zapewne zmia-
na zasad udzielania kredytów, co ograniczy ich dostępność dla przeciętnego 
pracownika. Okresowe zubożenie rodzin spowoduje, że zaniknie możliwość  
i chęć gromadzenia oszczędności w postaci lokat i innych instrumentów finan-
sowych. Problemy rynku pracy w przypadku ich nieefektywnego rozwiązania 
będą zatem obejmować coraz szersze dziedziny gospodarki. 
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Summary 
 
In the article there are presented findings of detailed analyses of dynamics one  

of basic parameters which characterize labour market, that is unemployment rate  
and long-term unemployment rate for the group new EU members. Analysis includes  
construction of trend function of aforesaid parameters and prognoses of their values  
for forthcoming years which are assigned by a several independent methods. Separate 
part of elaboration is estimation of influence parameters  describing the labour market  
on basic economic and social  processes 
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PROGNOSTYCZNY WARIANT UBÓSTWA  
DLA GOSPODARSTW DOMOWYCH 
MAKROREGIONU POŁUDNIOWEGO 

 
 

Wprowadzenie 
 
Analiza sfery ubóstwa jest najczęściej przeprowadzana w celu umożliwie-

nia porównań oraz wskazania grup jednostek najbardziej zagrożonych biedą.  
Celem niniejszego opracowania jest ocena sfery ubóstwa w makroregionie po-
łudniowym* oraz sformułowanie wniosków dotyczących kształtowania się ba-
danego zjawiska w najbliższych latach. W pracy dokonano szerokiej analizy, 
obejmującej z jednej strony zjawisko ubóstwa, z drugiej strony uwzględniającej 
sytuację przeciwstawną do biedy, mianowicie dobrobyt. Badaniem objęto rów-
nież nierówności dochodowe będące de facto podstawą określania ubóstwa. 
Wartości wybranych mierników wyznaczone dla regionu południowego po-
równano z wartościami mierników uzyskanymi dla całej Polski. Dzięki temu 
uzyskano odpowiedź na pytanie, czy region południowy jest zagrożony ubóst-
wem w mniejszym czy większym stopniu niż reszta kraju i czy tym samym po-
winien być adresatem szczególnych działań państwa w walce z ubóstwem.  

 
 

1. Przyjęte założenia metodologiczne 
 
Badanie nierówności dochodowych i ubóstwa gospodarstw domowych  

makroregionu południowego przeprowadzono wykorzystując dane za lata 2000- 
-2009 zawarte w bazie projektu „Diagnoza społeczna”. Podstawowe informacje 
dotyczące badanych gospodarstw domowych w latach 2000-2009 przedstawiono  
w tab. 1. 

 
                                                 
* W niniejszej pracy pojęcia „region” i „makroregion” są używane zamiennie. 
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Tabela 1 
 

Liczba gospodarstw domowych objętych badaniem w regionie południowym  
w latach 2000-2009 

Wyszczególnienie 
Liczba gospodarstw 

2000 r. 2003 r. 2005 r. 2007 r. 2009 r. 

Ogółem 344 562 513 871 2110 
Liczba osób w gospodarstwach 1181 1915 1683 2734 6232 

Przeciętna liczba osób  
w gospodarstwie 3,43 3,41 3,28 3,14 2,95 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie: [5]. 

 
W latach 2000-2009 grupa badanych gospodarstw zwiększyła się – wy-

jątkiem był 2005 r., w którym zanotowano spadek liczebności grupy. Można za-
uważyć, że w tych latach następował stopniowy spadek średniej liczby osób  
w gospodarstwie (od 3,43 w 2000 r. do 2,95 w 2009 r.). 

Analiza nierówności dochodowych i ubóstwa wymaga dokonania wielu za-
łożeń metodologicznych. Przyjęto, że miernikiem zamożności są dochody netto 
uzyskiwane przez gospodarstwa domowe w regionie południowym w lutym 
2000 r., 2003 r., 2005 r., 2007 r. i 2009 r. Dla zachowania porównywalności  
sytuacji gospodarstw o różnym składzie demograficznym obliczono dochody 
ekwiwalentne stosując zmodyfikowaną skalę ekwiwalentności OECD typu 
0,5/0,3. Przyjęto również, że dochody przeliczone na jednostkę ekwiwalentną są 
ważone liczbą osób w gospodarstwie domowym. 

Charakterystykę rozkładów dochodów ekwiwalentnych przeprowadzono 
wykorzystując podstawowe miary opisowe oraz wybrane miary nierówności  
i dobrobytu, takie jak: współczynniki Giniego, Schutza, Atkinsona oraz indeks 
Sena. W tab. 2 przedstawiono postaci wzorów wykorzystane w przeprowadzonej 
analizie. 

 
Tabela 2 

 
Miary nierówności rozkładów dochodów oraz miary dobrobytu 

Nazwa Postać miernika Oznaczenia 
1 2 3 

Współczynnik  
Giniego* ,)1(211

1
2 ∑

=

−+−+=
n

i
iyin

ynn
G

n – liczba gospodarstw domowych 
y – średnia arytmetyczna  

w rozkładzie dochodów 
yi – dochód i-tej osoby 
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cd. tabeli 2 

1 2 3 

Współczynnik  
Schutza .

2
1 1

n

yy

y
S

n

i
i∑

=

−

=  
Oznaczenia jw. 

Indeks  
Atkinsona** y

y
IA g−= 1  

yg – średnia geometryczna  
w rozkładzie dochodów 

y  – jw. 

Indeks Sena ),1( GyIS −=  Oznaczenia jw. 

* Wzór dla niepogrupowanych jednostek, uporządkowanych według niemalejących dochodów. 
** Wzór przyjmuje taką postać przy założeniu, że funkcja użyteczności dochodów poszczegól-

nych jednostek jest typu Bernoulliego, tj. .ln)()( 1 ybayuyu +==  

Źródło: Opracowanie własne na podstawie: [1; 3; 7]. 

 
Analizując ubóstwo obiektywne przyjęto taką samą skalę ekwiwalentności, 

jaką zaproponowano przy badaniu nierówności dochodowych. W badaniu za-
stosowano wykorzystywaną przez Eurostat relatywną linię ubóstwa obliczaną 
jako 60% mediany dochodów ekwiwalentnych ogółu gospodarstw. Dysponując 
wyznaczonymi granicami ubóstwa obliczono wskaźniki pozwalające na ocenę 
zasięgu, głębokości i dotkliwości ubóstwa w danym roku badania. Analizy do-
konano za pomocą klasy mierników ubóstwa zaproponowanej przez Fostera, 
Greera i Thorbecke. Grupę mierników FGT można zdefiniować następująco [2]: 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
==

q

i

i

y
yy

n
FGTyP

1 *
*1)(*),(

α

α αy  (1)

gdzie: 
y  − wektor dochodów, 

*y  − granica ubóstwa, 
)0( ≥αα  − parametr miernika, 

n  − liczba gospodarstw domowych, 
q  − liczba ubogich gospodarstw domowych. 

Miernik αP , zaproponowany przez Fostera, Greera i Thorbecke, w zależ-
ności od przyjętej wartości parametru α  można różnie zinterpretować. Przyjmu-
jąc w formule (1) 0=α  otrzymujemy wskaźnik równy stopie ubóstwa, który in-
formuje o zasięgu ubóstwa (o udziale ubogich gospodarstw domowych w danej 
populacji), przyjmując 1=α otrzymujemy miernik głębokości ubóstwa, na-
tomiast podstawiając 2=α  uzyskujemy wskaźnik dotkliwości ubóstwa. 
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Głębokość ubóstwa jest również często mierzona wskaźnikiem luki do-
chodowej (luki ubóstwa, średniej luki dochodowej). Wskaźnik ten nie należy  
do klasy miar zaproponowanych przez Fostera, Greera i Thorbecke, a od wskaź-
nika głębokości ubóstwa )1(FGT  różni się tym, że mówi o przeciętnym zuboże-
niu w grupie biednych, a nie w całej populacji. Formuła pozwalająca na wyzna-
czanie miernika luki dochodowej przyjmuje postać: 

*
*

*
*1

1 y
yy

y
yy

q
PG q

q

i

i −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= ∑

=

 (2)

gdzie: 

qy  − średni dochód w grupie ubogich gospodarstw domowych. 

Ze względu na ograniczenia objętościowe opracowania przedstawione  
miary nierówności, dobrobytu i ubóstwa nie zostaną bliżej scharakteryzowane. 
Szczegółowe informacje dotyczące zastosowanych miar można znaleźć m.in.  
w pracach [4; 6]. 

 
 

2. Nierówności dochodowe i dobrobyt ekonomiczny  
gospodarstw domowych 

 
W celu przeprowadzenia analizy rozkładów dochodów ekwiwalentnych  

w latach 2000-2009 wyznaczono podstawowe parametry opisowe charakteryzu-
jące te rozkłady (tab. 3). 

 
Tabela 3 

 
Parametry opisowe rozkładów dochodów ekwiwalentnych w regionie południowym  

w latach 2000-2009 

Wyszczególnienie 
Lata 

2000 2003 2005 2007 2009 

Średnia arytmetyczna 765,02 877,73 1061,88 1209,25 1463,61 

Mediana 692,31 800,00 928,57 1050,00 1317,07 

Współczynnik zmienności (%) 49,81 51,71 68,94 60,91 58,59 
Współczynnik asymetrii 1,747 1,504 6,000 2,709 2,351 

Źródło: [5]. 
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W latach 2000-2009 wartości średniej arytmetycznej i mediany dochodów 
ekwiwalentnych rosły z okresu na okres. W badanym okresie nastąpił wzrost 
przeciętnych dochodów o 17,61 %, natomiast mediany dochodów o 17,44%*. 
Najwyższy wzrost wartości średniej i mediany dochodów ekwiwalentnych  
w stosunku do poprzedniego okresu nastąpił w 2009 r. i wyniósł odpowiednio 
21,03% i 25,44%. W badanym okresie współczynnik zmienności dochodów 
ekwiwalentnych utrzymywał się na dosyć wysokim poziomie – od blisko 50% 
do prawie 69%. Rozkłady dochodów we wszystkich analizowanych latach  
cechowały się asymetrią prawostronną, co oznacza, że większość członków gos-
podarstw osiągała dochody poniżej średniej arytmetycznej wyznaczonej dla da-
nego rozkładu. 

W tab. 4 przedstawiono wybrane miary nierówności rozkładów dochodów 
ekwiwalentnych oraz miary dobrobytu, które wyznaczono dla pięciu etapów  
badania w latach 2000-2009. 

 
Tabela 4 

 
Miary nierówności rozkładów dochodów ekwiwalentnych oraz miary dobrobytu  

w latach 2000-2009 w regionie południowym 

Wyszczególnienie 
Lata 

2000 2003 2005 2007 2009 

Współczynnik Giniego 0,257 0,272 0,292 0,297 0,290 

Współczynnik Schutza 0,179 0,193 0,202 0,210 0,203 
Współczynnik Atkinsona 0,107 0,122 0,141 0,141 0,137 

Indeks Sena 568,73 638,57 751,90 850,66 1039,81 

Źródło: [5]. 

 
W latach 2000-2009 wartości obliczonych współczynników Giniego, 

Schutza oraz Atkinsona wzrosły, co wskazuje na wzrost nierówności dochodo-
wych w badanym okresie. Wyjątkiem okazał się 2009 r., w którym zanotowano 
spadek wartości współczynników w porównaniu do poprzedniego okresu. 

W badanym okresie współczynnik Giniego utrzymywał się na umiarko-
wanym poziomie, przyjmując największą wartość równą 0,297 w 2007 r.  
i wskazując tym samym na największe nierówności dochodowe. Uzyskana  
w 2007 r. wartość współczynnika informuje, że przeciętna absolutna różnica 
pomiędzy dochodami losowo wybranej pary osób stanowiła 59,4% dochodu 
średniego (podwojona wartość współczynnika Giniego). 
                                                 
* Analizując dynamikę dochodów w latach 2000-2009 brano pod uwagę dochody w ujęciu nomi-

nalnym. 
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Współczynnik Schutza przyjął w 2007 r. najwyższą wartość równą 0,210, 
co oznacza, że w tym roku występowały największe nierówności dochodowe. 
Współczynnik ten interpretuje się w następujący sposób: jeśli całą populację 
członków gospodarstw podzielimy na dwie grupy: grupę, składającą się z osób  
o dochodach ekwiwalentnych poniżej lub równych średniej, drugą, składającą 
się z osób o dochodach powyżej średniej, to 21% ogólnego dochodu powinno 
być transferowane z grupy zamożniejszej do biedniejszej, aby obie grupy miały 
dokładnie taki sam dochód przeciętny, tzn. aby zniknęły nierówności do-
chodowe. 

Na największe nierówności dochodowe w 2005 r. i 2007 r. wskazuje współ-
czynnik Atkinsona, który w obydwu okresach przyjął wartość równą 0,141. 
Uzyskany wynik oznacza, że poświęcenie przez każdą osobę kwoty rzędu 14,1% 
dochodu przeciętnego (około 150 zł w 2005 r. i około 170,5 zł w 2007 r.)  
zlikwidowałoby całkowicie nierówności, bez zmniejszania dobrobytu społecz-
nego. 

W badanych latach wartość indeksu dobrobytu Sena rosła z okresu na 
okres. W latach 2000-2009 nastąpił wzrost indeksu o 16,28%, przy czym naj-
wyższym wzrostem wartości indeksu w stosunku do poprzedniego okresu ce-
chował się 2009 r. (wzrost o 22,2%), natomiast najniższym wzrostem 2003 r. 
(wzrost o 12,3%). 

 
 

3. Ocena poziomu ubóstwa obiektywnego 
 
Sferę ubóstwa w makroregionie południowym przeanalizowano uwzględ-

niając granicę ubóstwa równą 60% mediany dochodów ekwiwalentnych ogółu 
gospodarstw w Polsce. Wartości linii ubóstwa w poszczególnych latach w Pols-
ce przedstawiono w tab. 5. Linie te stanowiły podstawę obliczenia wskaźników 
ubóstwa w regionie południowym (tab. 6). 

 
Tabela 5 

 
Wartości granic ubóstwa obiektywnego w Polsce  

w latach 2000-2009 (w zł) 

Lata Granica ubóstwa 

2000 400,00 

2003 454,55 
2005 530,77 

2007 600,00 

2009 738,46 

Źródło: [5]. 
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Tabela 6 
 

Wskaźniki ubóstwa obiektywnego w regionie południowym  
w latach 2000-2009 (% osób) 

Wyszczególnienie 
Lata 

2000 2003 2005 2007 2009 
Stopa ubóstwa 11,85 14,26 15,21 13,53 14,81 

Wskaźnik luki dochodowej 26,09 28,79 26,78 29,48 27,43 

Wskaźnik głębokości ubóstwa 3,09 4,10 4,07 3,99 4,06 

Wskaźnik dotkliwości ubóstwa 1,17 1,72 1,77 1,65 1,70 

Źródło: [5]. 
 

Analizując mierniki ubóstwa można zauważyć, że przyjmowały one naj-
niższe wartości w 2000 r. Wyznaczona dla 2000 r. stopa ubóstwa informuje, że 
odsetek osób w gospodarstwach domowych, których poziom dochodów był niż-
szy od obiektywnej granicy ubóstwa wyniósł 11,85%. Obliczona wartość 
wskaźnika luki dochodowej informuje, że przeciętny dochód ekwiwalentny osób 
w gospodarstwach ubogich jest o 26,09% niższy od granicy ubóstwa. Indeks 
głębokości ubóstwa informuje natomiast, że przeciętny dochód ekwiwalentny 
osób we wszystkich gospodarstwach domowych jest o 3,09% niższy od linii 
ubóstwa. Wskaźnik dotkliwości ubóstwa, osiągający najmniejszą wartość  
w 2000 r. informuje, że w tym roku dochody ekwiwalentne osób w gospo-
darstwach ubogich są najmniej oddalone od wyznaczonej granicy ubóstwa. 

Dwa z obliczonych wskaźników ubóstwa przyjmowały najwyższe wartości  
w 2005 r. – stopa ubóstwa i dotkliwość ubóstwa, natomiast głębokość ubóstwa 
była największa w 2003 r., a luka dochodowa w 2007 r. Na podstawie uzyska-
nych wyników nie można więc jednoznacznie wskazać roku, w którym sytuacja 
materialna gospodarstw domowych w regionie południowym była najgorsza. 

W tab. 7 przedstawiono wybrane charakterystyki rozkładów dochodów 
osób w gospodarstwach domowych zagrożonych ubóstwem. 
 

Tabela 7 
 

Wybrane charakterystyki rozkładów dochodów ekwiwalentnych osób należących  
do sfery ubóstwa obiektywnego w regionie południowym w latach 2000-2009 

Miary 
Lata 

2000 2003 2005 2007 2009 

Średnia arytmetyczna 295,64 323,67 388,64 423,12 535,90 

Współczynnik zmienności (%) 23,80 27,35 28,89 26,54 27,42 

Współczynnik Giniego 0,133 0,155 0,162 0,148 0,151 
Indeks Sena 256,42 273,65 325,78 360,63 454,73 

Źródło: [5]. 
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Można zauważyć, że oprócz niskich średnich dochodów ekwiwalentnych, 
rozkład dochodów osób w gospodarstwach ubogich charakteryzuje się małymi 
wartościami współczynników zmienności i Giniego oraz indeksu Sena. Wartości 
wspomnianych mierników są w każdym z badanych okresów około dwukrotnie 
niższe w porównaniu z wartościami obliczonymi dla wszystkich badanych osób 
w gospodarstwach w regionie południowym. Mniejsze wartości miar są oczy-
wistą konsekwencją braku wysokich dochodów wśród ubogich – dochody są od 
góry ograniczone wartością równą linii ubóstwa. 

W latach 2000-2009 przeciętne dochody ekwiwalentne osób zaliczanych do 
sfery ubóstwa rosły z okresu na okres średnio o 16,03%, przy czym największy 
wzrost (o 26,65%) w porównaniu z poprzednim okresem zanotowano w 2009 r. 
Najmniejszy wzrost przeciętnych dochodów wystąpił w latach 2003 i 2007  
(w porównaniu do poprzednich okresów), wynosząc w obydwu przypadkach 
około 9%. 

W latach 2000-2005 wartości współczynników zmienności i Giniego rosły  
z okresu na okres. W 2007 r. nastąpił spadek wartości obydwu rozważanych 
współczynników, natomiast w 2009 r. miał miejsce ponowny wzrost ich war-
tości. 

W badanym okresie indeks dobrobytu Sena cechował się tendencją rosną- 
cą – zanotowano wzrost indeksu z okresu na okres o 15,4%. Najwyższy wzrost 
omawianej miary w stosunku do poprzedniego okresu wystąpił w 2009 r. 
(wzrost o 26,09%), natomiast najmniejszy wzrost w porównaniu do poprzed-
niego okresu w 2003 r. (wzrost o 6,72%). 

 
 

4. Dobrobyt oraz ubóstwo ekonomiczne w Polsce  
i w makroregionie południowym 

 
Uzyskane wartości mierników nierówności dochodowych, dobrobytu oraz 

ubóstwa w makroregionie południowym porównano z wartościami mierników 
uzyskanymi dla całej Polski (rys. 1). 
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Rys. 1. Porównanie wybranych miar nierówności dochodowych, dobrobytu i ubóstwa w Polsce 

oraz w regionie południowym w latach 2000-2009 

Źródło: [5]. 

 
W latach 2000-2009 zarówno miary nierówności dochodowych (współ-

czynnik Giniego), dobrobytu (indeks Sena), jak i zasięgu ubóstwa (stopa  
ubóstwa) przyjmowały bardziej korzystne wartości w regionie południowym niż 
w Polsce. Również podstawowa miara – średnie dochody ekwiwalentne była 
wyższa w regionie południowym we wszystkich latach badania. 

Wybrane charakterystyki rozkładów dochodów ekwiwalentnych osób na-
leżących do sfery ubóstwa w regionie południowym porównano z charakterysty-
kami wyznaczonymi dla całego kraju (rys. 2). 
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Rys. 2. Zagrożeni ubóstwem – porównanie wybranych miar nierówności dochodowych i dobro-

bytu w Polsce oraz w regionie południowym w latach 2000-2009 

Źródło: [5]. 

 
W przypadku gospodarstw ubogich nie można wysnuć tak jednoznacznego 

wniosku, jak w przypadku ogółu gospodarstw. Średnia arytmetyczna dochodów 
osób ubogich oraz indeks Sena w Polsce i w regionie południowym kształtowały 
się w badanych latach na zbliżonym poziomie. W przypadku współczynników 
zmienności i Giniego w większości badanych okresów korzystniejsze wartości 
występowały w regionie południowym. Jedynie w 2005 r. wartości wspom-
nianych współczynników były większe dla makroregionu południowego niż dla 
Polski. 

 
 

Podsumowanie 
 
Podsumowując wyniki analizy sfery ubóstwa w makroregionie południo-

wym można stwierdzić, że region ten jest w lepszej sytuacji materialnej w po-
równaniu do Polski. Z przeprowadzonego badania wynika, że w latach 2000- 
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-2009 różnica pomiędzy wartościami mierników nierówności, dobrobytu  
i ubóstwa dla Polski oraz dla regionu południowego utrzymywała się na stałym 
poziomie, co pozwala wysnuć wniosek, że w najbliższych latach sytuacja nie 
powinna ulec zmianie. Niezbędnym warunkiem jest brak wystąpienia nie-
spodziewanych zdarzeń w sferze gospodarczej, społecznej itd., które by mogły 
zakłócić tę stabilną sytuację.  

W badanych latach rosnące wartości indeksu dobrobytu Sena osób ubogich 
w regionie południowym utrzymywały się na poziomie zbliżonym do poziomu 
całego kraju. Można się więc również spodziewać, że tendencja ta (przy nie-
zmienionych warunkach) w najbliższym czasie nie ulegnie zmianie. Trudne do 
przewidzenia jest natomiast kształtowanie się wartości współczynnika zmien-
ności oraz współczynnika Giniego wśród ubogich. Wartości tych mierników 
utrzymywały się w regionie południowym w większości badanych lat poniżej 
wartości obliczonych dla Polski, jedynie w 2005 r. miała miejsce odwrotna sy-
tuacja. Traktując 2005 r. jako rok wyjątkowy, na podstawie uzyskanych wy-
ników można się spodziewać, że region południowy będzie się charakteryzował 
mniejszym zróżnicowaniem dochodów niż Polska. 

Należy zaznaczyć, że duży wpływ na uzyskane wyniki dotyczące sfery 
ubóstwa miało przyjęcie granicy ubóstwa wyznaczanej dla całego kraju. Zabieg 
ten był celowy – umożliwił dokonanie porównań z całym krajem. Z drugiej stro-
ny można się spodziewać, że granica ubóstwa liczona tylko na podstawie do-
chodów ekwiwalentnych w regionie południowym przyjęłaby wyższą wartość 
(mediana dla regionu była wyższa niż wyznaczona dla kraju), co skutkowałoby 
mniejszą stopą ubóstwa, lecz wyższymi wartościami mierników głębokości  
ubóstwa. 
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PROGNOSTIC VARIANT OF POVERTY FOR HOUSEHOLDS  
OF SOUTHERN MACROREGION 

 

Summary 
 
The aim of this study is evaluation of poverty range in southern macroregion  

and formulate conclusions for the form of the studied phenomenon in the coming years.  
The paper presents a deep analysis, involving on the one hand poverty itself, on the other 
hand taking into the consideration the situation opposite to poverty − welfare.  
The income inequality, which is de facto the basis of defining poverty, was also taken 
into the consideration. The values of selected indicators calculated for southern  
macroregion was also compared with the values of indicators calculated for Poland. 
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METODY BUDOWY DŁUGOTERMINOWYCH 
PROGNOZ PRZEDZIAŁOWYCH  
ROZWOJU NOWYCH ZJAWISK 

 
 

Wprowadzenie 
 
Budowa prognoz rozwoju nowych zjawisk, np. nowych technologii,  

nowych produktów jest trudna ze względu na brak danych historycznych oraz 
długoterminowy charakter prognozy. W przypadku, gdy nie dysponuje się da-
nymi dotyczącymi kształtowania się danego zjawiska w przeszłości można zbu-
dować subiektywne modele tendencji rozwojowej, których parametry są szaco-
wane na podstawie opinii ekspertów [1; 2; 6]. W przypadku dalekiego horyzontu 
prognozy nie jest spełnione jedno z klasycznych założeń teorii predykcji, do-
tyczące stabilności lub prawie stabilności prawidłowości ekonomicznej w czasie 
[5]. Budując długoterminową prognozę należy uwzględnić zmienność otoczenia 
(np. sytuacji ekonomicznej, politycznej, prawnej, społecznej, technologicznej 
oraz stanu naturalnego środowiska). Problem ten może zostać częściowo roz-
wiązany poprzez budowę prognoz wariantowych, uwzględniających przyjęte 
scenariusze rozwoju otoczenia, jednak w tym przypadku otrzymuje się tylko 
prognozy punktowe, które do konstrukcji scenariuszy rozwoju mogą być nie-
wystarczające. Analizę należałoby wzbogacić o przedział prognoz, który by 
uwzględniał zmiany w rozwoju rozpatrywanego zjawiska ze względu na zmianę 
poziomów czynników kluczowych. Rozpiętość zbudowanego przedziału pro-
gnoz można w tym przypadku traktować jako stopień niepewności prognozy. 
Czynniki kluczowe można zdefiniować  jako zmienne opisujące powolne, regu-
larne zmiany otoczenia, które mają istotny wpływ na rozwój analizowanego 
zjawiska. Na podstawie danych pozyskanych od ekspertów, dotyczących m.in. 
prawdopodobieństwa zajścia danego poziomu czynnika, wpływu poziomu da-
nego czynnika na rozpatrywane zjawisko, możliwa jest budowa prognoz prze-
działowych z określonym prawdopodobieństwem.  
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Celem opracowania jest przedstawienie sposobu budowy długotermino-
wych prognoz przedziałowych, uwzględniających zmiany otoczenia analizowa-
nego zjawiska. Zaprezentowane metody mogą mieć zastosowanie w fore-
sightach, których nadrzędnym celem jest konstrukcja scenariuszy rozwoju sy-
tuacji w stosunkowo dalekiej perspektywie (zwykle 20-30 lat). W opracowaniu 
porównano przedziały prognoz uzyskane za pomocą: standardowej niepewności 
prognoz, agregacji czynników kluczowych i analizy symulacyjnej. Przykłady 
zastosowania omawianych metod przedstawiono na podstawie danych uzyska-
nych w ramach projektu „Zeroemisyjna gospodarka energią w warunkach  
zrównoważonego rozwoju Polski do 2050” realizowanego w Głównym Insty-
tucie Górnictwa*. 

 
 

1. Subiektywne modele tendencji rozwojowej 
 
Aby uzyskać prognozy przedziałowe, w pierwszej kolejności należy  

zbudować prognozy punktowe o zadanym horyzoncie, które w dalszej części 
opracowania będą nazywane prognozami bazowymi. W tym celu można ekstra-
polować oszacowany model tendencji rozwojowej na podstawie danych histo-
rycznych. W przypadku, gdy prognozuje się zjawisko nowe, dla którego nie 
dysponuje się danymi można zastosować subiektywne modele tendencji rozwo-
jowej, których parametry nie są szacowane metodami statystycznymi, lecz są 
określane na podstawie opinii ekspertów [6]. Ze względu na przewidywany 
kształt krzywej rozwoju rozpatrywanego zjawiska można zastosować trend  
liniowy, wykładniczy, wykładniczy odwrotnościowy (z asymptotą poziomą) 
oraz logistyczny. W pracy do budowy prognoz zastosowano trend wykładniczy 
odwrotnościowy postaci: 

1, <−= ggY t
t βα  (1)

W celu uzyskania ocen parametrów ( ĝ,ˆ,ˆ βα ) eksperci muszą określić 
wartości poziomu analizowanej zmiennej (np. sprzedaży nowego produktu,  
ilości produkowanej energii z określonej nowej technologii) w pierwszym okre-
sie istnienia na rynku (Y0), w jednym z późniejszych okresów (Yn) oraz poziomu 
nasycenia rynku (Y∞) (por. tab. 1 w części empirycznej pracy). Oceny para-
metrów modelu (1) wyznacza się ze wzorów [6]: 

 
                                                 
* Nr projektu POIG.01.01.01-00-007/08 − Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyższego. 
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gdzie:  

∞yyy n ˆ,ˆ,ˆ1  − wartości oczekiwane (prognozy punktowe) zmiennych ∞YYY n ,,1 . 
W przypadku, gdy korzysta się z opinii grupy ekspertów prognozy punk-

towe mogą być wyznaczone jako średnie arytmetyczne, a gdy korzysta się z są-
dów pojedynczych ekspertów − wartości oczekiwane rozkładów prawdo-
podobieństwa subiektywnego*. Prognozę punktową otrzymuje się poprzez 
ekstrapolację modelu zgodnie z regułą prognozowania według wartości oczeki-
wanej [6]: 

),,,( 1
*

∞= yyyTfy nT  (3)

Dla wyznaczonych prognoz można wyznaczyć standardową niepewność 
prognoz (odpowiednik błędu prognozy ex ante) u(yT). Przyjmując, że ∞YYY n ,,1  
są niezależnymi zmiennymi losowymi, standardowy błąd prognozy można wy-
znaczyć z formuły [3]: 
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gdzie: 

)(),(),( 1 ∞yuyuyu n  − oceny odchyleń standardowych zmiennych ∞YYY n ,,1 , 
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n
,,

1
 − pochodne cząstkowe (współczynniki wrażliwości) funkcji

f względem zmiennych odpowiednio ∞YYY n ,,1 , liczone
w punkcie ∞∞ ==== yYyYyYTt nn ,,, 11 L . 

Oceny odchyleń standardowych )(),(),( 1 ∞yuyuyu n  można wyznaczyć 
na podstawie rozkładów prawdopodobieństwa subiektywnego. Występujące we 
wzorze (4) pochodne cząstkowe dla modelu (1) mają postać [6]: 

 
 

                                                 
*  Rozkłady prawdopodobieństwa subiektywnego zostały opisane w pracy [3]. 
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2. Sposoby konstrukcji prognoz przedziałowych 
 
W pozyskiwaniu danych od ekspertów dotyczących zmian otoczenia i ich 

wpływu na rozwój danego zjawiska najwygodniejszy jest pomiar zmiennych na 
skali porządkowej. Można zastosować pięciostopniową skalę semantyczną za-
proponowaną przez Osgooda, Suciego i Tannenbauma, gdzie 1 to najniższy po-
ziom czynnika, natomiast 5 to najwyższy poziom czynnika [4]. Dla wyszczegól-
nionych czynników określa się końce skal, np. wolny rozwój – szybki rozwój. 
Następnie każdemu alternatywnemu poziomowi czynnika kluczowego, dla mo-
mentów Y0, Yn i Y∞ należy przypisać prawdopodobieństwo wystąpienia danego 
poziomu oraz jego wpływ na rozwój badanego zjawiska (por. tab. 2 i 3 w części 
empirycznej rozdziału).  

Liczba możliwych różnych kombinacji czynników kluczowych wynosi: 

tnkL ⋅+= )1(  (6)

gdzie: 

k − liczba możliwych do przyjęcia alternatywnych wartości w stosunku do
wartości bazowej, 

n − liczba wyszczególnionych czynników kluczowych, 
t − liczba okresów, dla których wyznacza się zmiany. 
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W foresightach często rozpatrywane jest kilkanaście, a nawet kilkadziesiąt 
czynników kluczowych opisujących otoczenie badanego zjawiska*. W związku  
z tym, ze względu na ilość rozpatrywanych czynników kluczowych oraz możli-
wych wartości alternatywnych w stosunku do wartości bazowej czynnika, nie 
jest możliwe rozpatrzenie wszystkich wariantów prognoz. Wynika to z faktu, że 
wraz ze wzrostem liczby poziomów alternatywnych oraz liczby rozpatrywanych 
czynników liczba kombinacji rośnie wykładniczo.  

W celu otrzymania przedziałów prognoz, zamiast rozpatrywania wszystkich 
możliwości kombinatorycznych można zastosować następujące drogi postępo-
wania:  
– budowa przedziału prognoz w oparciu o standardową niepewność prognozy, 
– agregacja czynników kluczowych w ramach grup tematycznych lub uwzględ-

niając zależność pomiędzy poszczególnymi czynnikami (niekoniecznie z tych 
samych grup tematycznych), 

– symulacyjne wyznaczenie przedziału prognoz na podstawie prawdo-
podobieństw wystąpienia poziomów czynników kluczowych podanych przez 
ekspertów. 

Pierwsza metoda polega na wyznaczeniu symetrycznego względem pro-
gnozy przedziału w oparciu o standardową niepewność prognozy omówionej 
według formuły [3]: 

)]();([ **
TpTTpT yukyyuky ⋅+⋅−  (7)

gdzie: 

)( Tyu  − standardowa niepewność prognozy  yT, 
kp − współczynnik związany z wiarygodnością prognozy oraz rozkładem 

zmiennej prognozowanej wyznaczony z nierówności Czebyszewa. 
Jako standardową niepewność prognozy można przyjąć odchylenia standar-

dowe rozkładów trójkątnych. W tym celu eksperci dodatkowo muszą podać dla 
momentów Y0, Yn i Y∞  wartość minimalną i maksymalną prognozowanego zja-
wiska. Omawiane podejście wymaga założenia, że podane przez ekspertów  
minimalne i maksymalne wartości produkcji/oszczędności energii w pełni uwz-
ględniają zmiany poziomów czynników kluczowych. W przypadku, gdy roz-
piętość pomiędzy wartością minimalną i maksymalną będzie zbyt niska/wysoka  
w stosunku do rzeczywistego wpływu zmian otoczenia, otrzymane przedziały 

                                                 
* W foresighcie „Zeroemisyjna gospodarka energią w warunkach zrównoważonego rozwoju  

Polski do 2050” realizowanego w Głównym Instytucie Górnictwa (nr projektu POIG.01.01.01- 
-00-007/08 − Ośrodek Przetwarzania Informacji) uwzględniono czynniki z następujących grup 
tematycznych: ekonomiczne (29 czynników), społeczne (30 czynników), polityczno-prawne  
(30 czynników), środowiskowe (17 czynników). 
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prognoz mogą się okazać zbyt wąskie/szerokie. Uzyskane w ten sposób prze-
działy są symetryczne względem postawionych prognoz. Jest to istotna wada 
prezentowanej metody, gdyż zwykle eksperci w swoich sądach częściej wska-
zują czynniki powodujące wzrost produkcji/oszczędności energii niż jej spadek. 

Druga metoda polega na agregacji czynników w ramach grup tematycznych 
(np. ekonomicznych, społecznych, politycznych, prawnych, środowiskowych).  
W przypadku, gdy wpływ zmian poziomów czynników kluczowych został po-
dany względnie wobec poziomu bazowego, do agregacji należy użyć ważonej 
średniej geometrycznej, w której wagami są prawdopodobieństwa (szanse) wy-
stąpienia alternatywnych poziomów czynników kluczowych: 

∑

∑

=

== m

i
i

m

i
ii

w

xw

jX
1

1

ln

ln  (8)

gdzie: 

jX  − średnia ważona czynników z j-tego panelu tematycznego, 

wi − prawdopodobieństwa wystąpienia alternatywnych poziomów czynni-
ków kluczowych, 

xi − zmiany w oszczędności/produkcji energii spowodowane zmianami po-
ziomów czynników. 

 
W przypadku, gdy wpływ zmian otoczenia na prognozowaną zmienną bę-

dzie podany bezwzględnie (w jednostkach naturalnych, np. GWh, sztuki) w sto-
sunku do poziomu bazowego, można użyć ważonej średniej arytmetycznej. Na-
stępnie dla wszystkich możliwych kombinacji wyznacza się alternatywne 
krzywe, a przedział prognozy otrzymujemy na podstawie odpowiednich kwan-
tyli rozkładu prawdopodobieństw danego scenariusza. Wadą tego podejścia jest 
uśrednienie zmian wszystkich czynników, co wyklucza najbardziej skrajne war-
tości w poziomie oszczędności/produkcji energii. W efekcie zbudowany prze-
dział prognoz będzie węższy niż w przypadku rozpatrywania wszystkich czyn-
ników z osobna. 

Kolejna metoda opiera się na symulacyjnym wyznaczeniu przedziałów pro-
gnoz. Proces symulacyjny można ująć w czterech etapach: 
1. Losowanie poziomów wszystkich czynników kluczowych na podstawie 

prawdopodobieństw ich wystąpienia określonych przez ekspertów (dane za-
warte w tab. 1). 
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2. Wyznaczenie zagregowanego wpływu zmian poziomów wylosowanych 
czynników kluczowych w stosunku do wartości bazowej (dane zawarte  
w tab. 2). 

3. Korekta poziomów analizowanej zmiennej dla momentów Y0, Yn i Y∞.  
4. Wyznaczenie nowych prognoz poprzez ekstrapolację modelu wyznaczonego 

na podstawie skorygowanych danych. 
Postępowanie powtarzane jest n-krotnie, a jego wyniki wyznaczają nowe 

scenariusze rozwoju analizowanego zjawiska. W celu otrzymania prognoz prze-
działowych, dla każdego okresu prognozy wyznacza się miary pozycyjne, np. 
kwantyl rzędu 0,05 i 0,95. Jako że uwzględnia się w ten sposób także najbardziej 
skrajne wartości analizowanej zmiennej, błąd wynikający z faktu nieuwzględ-
niania wszystkich możliwych kombinacji będzie mniejszy niż w przypadkach 
budowania przedziałów prognoz w oparciu o niepewność standardową, czy 
agregacji czynników w ramach grup tematycznych. Wadą tego podejścia jest 
stabilność wyników, która zależy od liczby powtórzeń całego procesu oraz em-
pirycznych rozkładów poziomów czynników kluczowych. 

 
 

3. Wyniki empiryczne 
 
Metody konstrukcji długoterminowych prognoz przedziałowych przedsta-

wiono na podstawie technologii „pompy ciepła”, która została zaliczona do 
technologii oszczędności zużycia energii finalnej. W tab. 1, 2, 3 przedstawiono 
część danych pozyskanych od ekspertów. 

 
Tabela 1 

 
Określenie oszczędności produkcji energii finalnej w GWh  

dla technologii „pomp ciepła” 

Model tendencji 
rozwojowej 

2010 r. 2020 r. Poziom nasycenia 

prawd. max min prawd. max min prawd. max min 

Wykładniczo- 
-odwrotnościowy 200 250 180 750 900 700 900 1000 800 
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Tabela 2 
 

Przykładowe czynniki otoczenia z panelu ekonomicznego dla technologii „pomp ciepła”  
wraz z szansami wystąpienia poszczególnych poziomów dla 2050 r. 

Nazwa czynnika 
Prawdopodobieństwa wystąpienia poziomu czynnika w % 

1 2 3 4 5 

Tempo wzrostu PKB  
wyższe niż w UE15 6,3 11,3 24,2 35,4 22,8 

Wzrost zamożności  
społeczeństwa 7,3 10,8 24,4 34,1 23,3 

Wzrost udziału usług  
w strukturze PKB 10,3 15,1 23,6 30,8 20,2 

Dobra sytuacja finansowa  
przedsiębiorstw 9,3 13,6 22,5 31,8 22,8 

… … … … … … 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania „Zeroemisyjna gospodarka energią w warunkach 
zrównoważonego rozwoju Polski do 2050”. 

 
 
 

Tabela 3 
 

Wpływ zmian poziomów przykładowych czynników kluczowych na oszczędności zużycia  
energii finalnej dla technologii „pomp ciepła” w 2050 r. 

Nazwa czynnika 

Bazowy 
poziom 

czynnika 
2050 r. 

Zmiana poziomu oszczędności energii w % 

pierwszy 
alternatywny 

poziom  
czynnika 

zmiana

drugi  
alternatywny  

poziom  
czynnika 

zmiana 

Wzrost zamożności społeczeństwa 4 3 -5 5 10 
Wprowadzenie konkurencyjnego  
rynku energii 4 5 8 3 −10 

Wyższe nakłady na edukację  
w zakresie energooszczędności 4 5 5 3 −5 

Mechanizmy i polityka zachęca- 
jące do stosowania technologii  
energoszczędnych 

4 5 10 3 −10 

… … … … … … 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania „Zeroemisyjna gospodarka energią w warunkach 
zrównoważonego rozwoju Polski do 2050”. 
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W celu ograniczenia wyników badań do najbardziej prawdopodobnych sce-
nariuszy rozwoju otoczenia, liczbę możliwych poziomów czynników ograni-
czono do trzech (najbardziej prawdopodobnego oraz dwóch wariantów wyboru). 
Na ich podstawie otrzymano trzypunktowy rozkład dyskretny*. Pozwoliło to  
na zredukowanie ilości informacji pozyskiwanych od ekspertów. Prawdo-
podobieństwa wystąpienia alternatywnych poziomów czynników kluczowych 
(prawdopodobieństwa z tab. 2) są niezbędne do oceny wag wpływu zmiany po-
ziomu czynnika na produkcję (oszczędność) energii oraz dystrybuanty empi-
rycznej, wykorzystywanej w symulacji. W tab. 4 przedstawiono zagregowane 
zmiany w poziomie oszczędności energii z j-tej technologii, wraz z prawdopodo-
bieństwami ich wystąpienia. 
 

Tabela 4 
 

Zagregowane zmiany w poziomie oszczędności energii (%) dla technologii „pompy ciepła”  
ze względu na alternatywne poziomy czynników kluczowych dla lat 2020 i 2050 

Panel tematyczny 
2010 r. 2050 r. 

1. wariant  
wyboru 

2. wariant  
wyboru 

1. wariant  
wyboru 

2. wariant  
wyboru 

Ekonomiczny 5,2 
(0,31) 

−3,1 
(0,22) 

5,3 
(0,39) 

−4,9 
(0,16) 

Społeczny −2,9 
(0,35) 

0,3 
(0,19) 

−1,7 
(0,41) 

−0,4 
(0,12) 

Polityczno-prawny −2,4 
(0,33) 

6,1 
(0,22) 

−2,3 
(0,29) 

5,9 
(0,16) 

Środowiskowy 0,1 
(0,22) 

−0,1 
(0,12) 

−0,1 
(0,32) 

0,1 
(0,11) 

W nawiasach podano prawdopodobieństwa wystąpienia danego alternatywnego poziomu za-
gregowanego czynnika. 

Źródło: Obliczenia własne na podstawie wyników badania „Zeroemisyjna gospodarka energią w warunkach 
zrównoważonego rozwoju Polski do 2050”. 

 
Na rys. 1 przedstawiono przedziały prognoz zbudowane na podstawie stan-

dardowej niepewności prognoz przy współczynniku kp = 1,41 (wartość ta wy-
nika z nierówności Czebyszewa dla p = 0,50), przedziały otrzymane poprzez 
agregację czynników kluczowych oraz na podstawie symulacji (przyjęto kwan-
tyle 025 i 0,75). Na rys. 2 zaprezentowano przedziały prognoz dla wiarygodno-
ści p = 0,90**.  
                                                 
* Aby trzy najwyższe wartości prawdopodobieństw wystąpienia poziomów czynnika utworzyły 

rozkład trzypunktowy konieczne było ich przeskalowanie. Polegało ono na proporcjonalnym 
rozdzieleniu pomiędzy wartości początkowe dopełnienia ich sumy do 100%. 

** Z nierówności Czebyszewa przyjęto współczynnik rozszerzenia k = 3,16, a w przypadku agre-
gacji i symulacji przyjęto kwantyle 0,05 i 0,95. 
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Bazowa +/− 1,41*SNP – przedziały prognoz zbudowane w oparciu o standardową niepewność 
prognoz. 
A K0,25; A K0,75 – przedziały prognoz zbudowane za pomocą agregacji czynników kluczowych. 
K0,25 2000; K0,75 2000 − przedziały prognoz zbudowane za pomocą symulacji wyznaczone  
na podstawie 2000 replikacji. 

 
Rys. 1. Prognozy bazowe wraz z przedziałami prognoz wyznaczonymi na podstawie kwantyla 

0,25 i 0,75 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania „Zeroemisyjna gospodarka energią w warunkach 

zrównoważonego rozwoju Polski do 2050”. 
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Bazowa +/− 3,16*SNP – przedziały prognoz zbudowane w oparciu o standardową niepewność 
prognoz. 
A K0,05; A K0,95 – przedziały prognoz zbudowane za pomocą agregacji czynników kluczowych. 
K0,05 2000; K0,95 2000 − przedziały prognoz zbudowane za pomocą symulacji wyznaczone  
na podstawie 2000 replikacji. 

 
Rys. 2. Prognozy bazowe wraz z przedziałami prognoz wyznaczonymi na podstawie kwantyla 

0,05 i 0,95 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania „Zeroemisyjna gospodarka energią w warunkach 

zrównoważonego rozwoju Polski do 2050”. 
 
W przypadku prognoz wyznaczonych z 50% i 90% prawdopodobieństwem 

najszerszy przedział prognoz uzyskano dla przedziałów zbudowanych w oparciu  
o standardową niepewność prognoz, natomiast najwęższy dla agregacji czyn-
ników*. Przedziały prognoz uzyskane na podstawie zmian czynników kluczo-
wych były asymetryczne względem prognoz bazowych, gdyż eksperci częściej 
wskazywali na determinanty rozwoju technologii „pomp ciepła” niż na bariery. 

W następnym etapie analizy porównano zbieżność wyników dla wyznaczo-
nych granic przedziałów prognoz. W tym celu wygenerowano rozkłady o różnej 
asymetrii dla pięciu i trzech poziomów czynników kluczowych. Przyjęto dwa 
skrajne rozkłady: o niewielkiej asymetrii (rozkład zbliżony do rozkładu równo-
                                                 
* Prawie trzykrotnie węższy od najszerszego. 



110 

miernego − drugi słupek n
podobieństwo dla bazowe
nych wariantów wyboru j
generowano rozkład, w 
słupek na rys. 3).  
 

Rys. 3. Przykładowe rozkłady p
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na rys. 3) oraz rozkład skrajnie asymetryczny (praw
go poziomu czynnika jest bardzo wysokie, a dla k
jest niskie − trzeci słupek na rys. 3). Dodatkowo 
którym nie założono żadnych ograniczeń (pierw

 
rawdopodobieństw wystąpienia poziomów czynników kluczo

Tab

dardowe granic przedziałów prognoz wyznaczonych  
na podstawnie 100 replikacji. 

zkład o silnej asymetrii − kwantyl 0,95 
3 4 5 

0 2030 2040 2050 
7 8,389 10,618 12,267 
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cd. tabeli 5 

1 2 3 4 5 
Liczba losowań 2020 2030 2040 2050 

Rozkład o słabej asymetrii − kwantyl 0,75 
Liczba losowań 2020 2030 2040 2050 

100 0,372 0,542 1,992 4,410 
200 0,414 0,570 0,628 0,624 
500 0,976 2,463 4,189 5,735 

1000 0,000 0,000 0,000 0,000 
2000 0,000 0,000 0,000 0,000 
5000 0,000 0,000 0,000 0,000 

Rozkład bez ograniczeń − kwantyl 0,05 
Liczba losowań 2020 2030 2040 2050 

100 3,424 5,175 5,954 6,353 
200 2,113 3,150 3,725 4,267 
500 2,129 2,746 2,868 3,088 

1000 1,170 1,383 0,842 0,567 
2000 0,947 0,920 0,270 0,019 
5000 0,909 0,898 0,248 0,019 

 
Wyznaczono przedziały prognoz na podstawie: 0,25 i 0,75 kwantyla oraz 

0,05 i 0,95 kwantyla dla 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000 losowań. Każdą liczbę 
losowań powtórzono 100 razy i na ich podstawie wyznaczono: medianę, średnią 
arytmetyczną oraz odchylenie standardowe. W tab. 5 przedstawiono wyniki dla 
poszczególnych pięciopunktowych (wartość bazowa i 4 poziomy alternatywne) 
rozkładów prawdopodobieństw czynników kluczowych. Uwzględniono tam 
kwantyl, w którym wystąpiła najwolniejsza zbieżność mierzona odchyleniem 
standardowym. 

Najszybciej zbieżne są wyniki dla rozkładu o słabej asymetrii, w którym 
1000 losowań wystarczy, aby wszystkie replikacje wyznaczyły te same granice 
prognoz. W przypadku rozkładu o najsilniejszej asymetrii przy 1000 losowań 
można zauważyć gwałtowny spadek wartości odchyleń standardowych, jednak 
dopiero 5000 losowań gwarantowało stabilność otrzymanej granicy przedziału 
prognoz (współczynnik zmienności nie przekraczał 5%). W przypadku rozkładu 
bez żadnych ograniczeń współczynnik zmienności dla kwantyla 0,05 nie prze-
kraczał 2,5%. Stąd można wysnuć wniosek, że 5000 iteracji zapewnia zbieżność 
na wysokim poziomie. Gdy założono, że czynniki kluczowe przyjmują trzy po-
ziomy, zbieżność symulacji była szybsza. W przypadku każdego rozkładu 2000 
losowań gwarantowało uzyskanie takich samych wyników dla każdej replikacji. 
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Wnioski 
 
Budowa długoterminowych prognoz rozwoju nowych zjawisk powinna 

uwzględniać zmienność otoczenia we wskazanym w badaniu horyzoncie. Gdy 
zmiany otoczenia są systematyczne i powolne można w tym celu wykorzystać 
prognozy wariantowe. Wadą tego podejścia jest gwałtownie rosnąca liczba pro-
gnoz wraz ze wzrostem liczby zmiennych opisujących otoczenie lub rozpatry-
wanych alternatywnych ich poziomów. Znacznie mniej skomplikowanym nume-
rycznie sposobem jest budowa prognoz przedziałowych. Wśród omawianych 
metod na uwagę zasługuje metoda wyznaczania przedziałów na podstawie sy-
mulacji. W odróżnieniu od innych metod nie odrzuca ona nawet najbardziej 
skrajnych wartości analizowanej zmiennej, przez co uwzględnia nietypowe sce-
nariusze, a jednocześnie charakteryzuje się dość szybką zbieżnością. Do jej wad 
można zaliczyć dużą liczbę danych, jakie należy uzyskać od ekspertów, co może 
niekorzystnie wpłynąć na precyzję ich sądów, a tym samym na wiarygodność 
zbudowanych prognoz. Pewnego rodzaju rozwiązaniem tego problemu może 
być zredukowanie liczby cech opisujących otoczenie lub liczby alternatywnych 
poziomów. Przedziały prognoz otrzymane na podstawie agregacji czynników 
uśredniają zmiany otoczenia, co w efekcie daje znacznie węższy przedział pro-
gnoz niż w przypadku analizy symulacyjnej, w związku z tym jego rozpiętość 
nie jest doszacowana. Przedział prognozy oparty na standardowej niepewności 
prognoz jest symetryczny względem prognoz bazowych. Nie uwzględnia tym 
samym jednej z istotnych informacji pozyskanych od ekspertów, jaką jest asy-
metria wpływu zmian otoczenia na prognozowane zjawisko.  
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THE SELECTED ASPECTS  
OF CONSTRUCTING LONG-TERM INTERVAL FORECASTS  

FOR THE DEVELOPMENT OF NEW PHENOMENA 
 

Summary 
 
With regard to a long horizon of the forecasts built, among others, for the needs  

of foresight deep changes should be expected in the area of the considered phenomenon. 
In this connection, the variability of the surrounding, i.e., economic, political, legal,  
social and technological situation as well as the natural environment should be taken into 
account in the process of creating a long-term forecast. This problem can be partially 
solved by means of constructing variant forecasts that take into consideration the 
adopted scenarios of the surrounding development. However, in such a case, we obtain 
merely point forecasts that, from the point of view of  the construction of development 
scenarios, may be insufficient. The analysis should be enriched by means of forecast  
intervals, which would take into account the changes in the development of the con-
sidered phenomenon with regard to the change in the level of key factors. The purpose  
of the article is the presentation of the way to build long-term  point forecasts that would 
take into consideration the changes in the surrounding of the analysed phenomenon.  
The author compares the intervals of forecasts obtained by means of standard forecast 
uncertainty, key factors aggregation and  simulation analysis. 
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MODELOWANIE LICZBY SZKÓD  
W UBEZPIECZENIACH KOMUNIKACYJNYCH  
W PRZYPADKU WYSTĘPOWANIA  
DUŻEJ LICZBY ZER, Z WYKORZYSTANIEM 
PROCEDURY KROSWALIDACJI 

 
 

Wprowadzenie 
 
Jednym z problemów występujących w analizie danych ubezpieczeniowych 

jest modelowanie liczby szkód występujących w danym portfelu polis z za-
stosowaniem regresji przy założeniu rozkładu Poissona. Portfele ubezpiecze-
niowe charakteryzują się jednak tym, że dla wielu polis w okresie ubezpieczenia 
nie wystąpiła żadna szkoda. Oznacza to, iż dane zawierają dużą liczbę zer, co 
powoduje, że klasyczna regresja Poissona nie daje zadowalających wyników.  
W pierwszej części pracy przedstawiono uogólnioną regresję Poissona dla 
zmiennej licznikowej oraz zmodyfikowaną wersję regresji Poissona uwzględnia-
jącą sytuację występowania dużej liczby zer w danych (zero-inflated Poisson 
regression). W drugiej części przeprowadzono przykład empiryczny możliwości 
zastosowania wersji zmodyfikowanej do modelowania liczby szkód w ubezpie-
czeniach majątkowych. Analizowano różne modele w celu określenia, które 
zmienne taryfikacyjne wpływają na występowanie zer w portfelu polis stosując 
procedurę 10-krotnej kroswalidacji. W efekcie uzyskano ranking pozwalający na 
klasyfikację polis ze względu na liczbę generowanych szkód. Dane do przykładu 
obliczeniowego zaczerpnięto z literatury przedmiotu. Do obliczeń wykorzystano 
program komputerowy R, pakiet {pscl} oraz zaimplementowany algorytm  
kroswalidacji (załącznik A).  
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1. Modele regresji z licznikową zmienną objaśnianą typu ZI 
 
W tej części pracy przedstawione są modele regresji, w których zmienną 

zależną jest zmienna licznikowa przyjmująca wartości całkowite nieujemne oraz 
występuje duża liczba wartości zerowych (zero-inflated). W ubezpieczeniach 
majątkowych takie modele mają zastosowanie w szczególności w modelowaniu 
oraz prognozowaniu liczby szkód. Stosowany jest najczęściej model regresji  
Poissona, w którym przyjmuje się założenie, że zmienna objaśniana Y  ma roz-
kład Poissona ~ ( )Y Pois λ  warunkowany wartościami zmiennych objaśniają-
cych [2]: 

( )
!

i iy
i

i i
i

eP Y y
y

λ λ−

= = , 1,...,i n=  

W powyższym wzorze iY  oznacza liczbę szkód dla i-tej osoby ubezpieczo-
nej. Parametr iλ  uzależniony jest od pewnych zmiennych zależnych jX , 

kj ,...,1=  charakteryzujących ubezpieczonego oraz pojazd, którego dotyczy 
ubezpieczenie, np. płci, wieku, pojemności silnika samochodu. Najczęściej 
przyjmowana jest logarytmiczna funkcja połączenia: 
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Korzystając z własności rozkładu Poissona, że parametr iλ  jest równy  
wartości oczekiwanej, mamy: 

∑
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Widać zatem, że dla każdej kombinacji zmiennych objaśniających uzyski-
wana jest zawsze dodatnia oczekiwana liczba szkód. W modelu przyjmuje się 
założenia, że zmienna Y  ma rozkład Poissona, średnia wartość zmiennej jest 
równa wariancji oraz 1,...., ny y  są niezależne o stałej wariancji. 

Parametr iλ  może być wykorzystywany do rangowania polis ze względu na 
liczbę szkód. Niezbędna jest jednak korekta tego parametru wskaźnikiem ekspo-
zycji na ryzyko dla i-tej polisy id , który pokazuje najczęściej w przypadku 
ubezpieczeń majątkowych, jaką część badanego okresu obejmowała polisa: 
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Powyższy model nie uwzględnia przypadku, w którym zmienna licznikowa 
przyjmuje dużą liczbę wartości zerowych. Taka sytuacja występuje często  
w przypadku modelowania liczby szkód. Analizując portfele ryzyk można za-
uważyć, że dla wielu polis nie wystąpiła żadna szkoda, natomiast w przypadku 
wystąpienia szkód są to jedna, dwie, trzy i rzadko więcej. Dlatego w przypadku 
analizy liczby szkód w zakładzie ubezpieczeń zasadniejsze wydaje się stoso-
wanie zmodyfikowanej regresji Poissona, gdzie uwzględnia się dużą liczbę  
wartości zerowych w danych zwanej modelem ZIP (Zero-Inflated Poisson).  
W modelu ZIP niezależne zmienne iY  przyjmują wartości zerowe: ~ 0iY   
z prawdopodobieństwem iϖ  lub wartości z rozkładu Poissona: ~ ( )i iY Pois λ   
z prawdopodobieństwem 1 − iϖ , co można zapisać następująco [5]: 
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Zatem w modelu ZIP występują dwa parametry: iλ  oraz iϖ . Oba para-
metry, podobnie jak w przypadku regresji Poissona, połączone są ze zmiennymi 
objaśniającymi następującymi funkcjami połączeń: 
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gdzie 1,..., lZ Z  są zmiennymi zależnymi dla równania pierwszego, natomiast 

1,..., kX X  zmiennymi dla  równania drugiego.  
Oczekiwana liczba szkód oraz wariancja liczby szkód i-tej polisy w modelu 

ZIP wynosi [5]: 

)1()( iiiYE ϖλ −=  

))(1()( 2
iiiiiYE λϖλϖ −−=  

Podobnie jak w przypadku regresji Poissona, w modelu ZIP zakłada się,  
iż średnia liczba szkód jest równa wariancji. W przypadku, gdy wariancja jest 
wyższa od średniej występuje problem nadmiernej dyspersji, który często  
charakteryzuje zmienne licznikowe. Powoduje on, że statystyki 2χ  testujące  
istotność parametrów strukturalnych modelu są przeszacowane, natomiast nie 
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zmienia zgodności estymatorów parametrów. W celu uniknięcia nadmiernej 
dyspersji można zastosować skorygowane błędy standardowe lub przejść do 
modelu, w którym wprowadzany jest rozkład negatywny-dwumodalny [4].  

Do wyboru modelu szacowania liczby szkód ubezpieczeniowych oraz  
układu zmiennych wpływających na generowanie przez polisy wartości zero-
wych możliwe jest wykorzystanie koncepcji statystycznych metod automatycz-
nego uczenia się. Ogólnie w tej koncepcji zakłada się, że dany jest zbiór uczący 

},...,1),,{( NiyxD ii == , gdzie ., Ryx ii ∈  Ponadto zbiór uczący tworzą obser-
wacje wylosowane z jednakowym prawdopodobieństwem w sposób niezależny,  
z populacji o wielowymiarowym rozkładzie określonym przez nieznaną funkcję 
gęstości: 

)|()(),( xypxpyxp =  
Zadanie polega na przeszukaniu pewnego zbioru funkcji 

},:),({ Ω∈= ϖϖxfH  gdzie ϖ  jest wektorem parametrów modelu, i wskazaniu 
elementu najlepszego. Posługując się modelem ,),( Hxf ∈ϖ  który jest uprosz-
czonym obrazem analizowanego zjawiska, w trakcie przeszukiwania pojawiają 
się błędy wynikające z wykorzystywania wartości teoretycznych w miejscu war-
tości rzeczywistych zmiennej objaśnianej. Błędy mierzone są tzw. funkcjami 
straty )),,(,( ϖyfyL  które najczęściej mierzą błąd predykcji dla pojedynczej  
obserwacji. W koncepcji metod automatycznego uczenia się rozważany jest cał-
kowity błąd modelu będący sumą wartości funkcji straty dla wszystkich możli-
wych obserwacji. Jedną z metod estymacji wartości błędu całkowitego jest me-
toda sprawdzania krzyżowego (CV-cross-validation) [3]. W niniejszej pracy 
zastosowano następujący algorytm: 
a) losowe wyznaczenie ze zbioru danych 10 podzbiorów o zbliżonej liczeb-

ności, ,10=k  ( n  − liczebność całego zbioru, lm − liczebność l-tego pod-
zbioru, ),10,...,1=l  

b) 10-krotne szacowanie modelu na podzbiorze danych o liczebności lmn −  
z usunięciem zbioru walidującego, 

c) 10-krotne wyznaczenie błędu 
2ˆ( )l

l
l

y
MSE

m
μ−

= ∑ , 

d) szacowanie błędu kroswalidacji: 
10

1

l
l

l

mcv MSE
n=

= ∑ . 

Porównując modele wybrano model o najmniejszej wartości .νc   
Implementację procedury w programie komputerowym R przedstawiono w za-
łączniku A. 
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2. Przykład empiryczny 
 
Proces modelowania i prognozowania liczby szkód w zakładzie ubezpie-

czeń przeprowadzono z wykorzystaniem bazy danych szkód komunikacyjnych 
(third party motor insurance claims) zaczerpniętej z pozycji [1]. Baza danych 
zawiera następujące zmienne uwzględnione w modelu: 
1. Zmienna objaśniana licznikowa:  

numclaims – liczba szkód. 
2. Zmienne objaśniające: 

veh_body – kształt samochodu, 
veh_age – wiek samochodu: A (najmłodszy), B, C, D, 
gender − płeć kierowcy: M (kobieta), F, 
agecat – wiek kierowcy: A (najmłodszy), B, C, D, E, F.  

Obliczenia wykonano w programie komputerowym R. Rozkład liczby 
szkód w analizowanym portfelu przedstawia się następująco: 

 
Tabela 1 

 
Rozkład liczby szkód 

Liczba  
szkód 

Liczba  
szkód 

Częstość Średnia ekspozycja  
na ryzyko 

0 63232 93,19% 0,45 

1 4333 6,39% 0,6 

2 271 0,40% 0,71 

3 18 0,03% 0,7 

4 2 0,00% 0,88 

 
Jak widać, liczba szkód charakteryzuje się bardzo dużą liczbą zer, gdzie 

93% polis nie wygenerowało żadnej szkody w portfelu. Wartość wariancji prze-
wyższa wartość średniej i indeks nadmiernej dyspersji jest na poziomie: 
 

O =  
wariancja − średnia

  = 0,0063
średnia 

 
co oznacza słaby efekt nadmiernej dyspersji w portfelu. Do modelowania liczby 
szkód zastosowano w pierwszej kolejności regresję Poissona. W modelu P1  
badano wpływ poszczególnych zmiennych na liczbę szkód: 

agecatgenderagevehbodyveh 43210 __ln βββββλ ++++=  
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Model szacowano wykorzystując funkcję glm(){stats}, przyjmując 
rozkład Poissona dla liczby szkód. W pierwszej kolejności zbadano istotność 
wpływu poszczególnych zmiennych na liczbę szkód. 

 
Tabela 2 

 
Parametry strukturalne regresji Poissona dla modelu P1 

Model P1 
îβ  

Średni błąd  
szacunku 

p-wartość 

Stała −1,18 0,32 0,00 

Veh_body −0,95 0,39 0,05 

Veh_age −0,04 0,01 0,00 

Gender −0,01 0,03 0,79 

Agecat −0,08 0,01 0,00 

 
W modelu P1 na poziomie istotności 5% zmienna charakteryzująca płeć 

jest statystycznie nieistotna, dlatego w dalszej analizie zmienna ta została  
usunięta z modelu, pozostałe zmienne nie są skorelowane. Nowy model P2 przy-
jął postać:  

agecatagevehbodyveh 1
3

1
2

1
1

1
0 __ln ββββλ +++=  

Uzyskane parametry strukturalne zamieszczono w tab. 3. 
 

Tabela 3 
 

Parametry strukturalne regresji Poissona dla modelu P2 

Realizacje zmiennych  
w modelu P2 

β  βe  Średni błąd  
szacunku 

1 2 3 4 
Stała −1,35 0,26 0,32 

veh_ageA 0,00 1,00 − 
veh_ageB 0,13 1,14 0,04 

veh_ageC 0,001 1,001 0,04 

veh_ageD −0,08 0,93 0,04 

AgecatA 0,00 1,00 − 

AgecatB −0,17 0,85 0,05 

AgecatC −0,20 0,82 0,05 

AgecatD −0,23 0,80 0,05 

AgecatE −0,42 0,65 0,06 
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cd. tabeli 3 

1 2 3 4 
AgecatF −0,43 0,65 0,07 

veh_body_BUS 1,00 1,00 − 

veh_body_CONVT −1,75 0,17 0,66 

veh_body _COUPE −0,75 0,47 0,34 

veh_body _HBACK −1,10 0,33 0,32 

veh_body _HDTOP −0,87 0,42 0,33 

veh_body _MCARA −0,46 0,63 0,41 

veh_body _MIBUS −1,15 0,32 0,35 

veh_body _PANVN −0,84 0,43 0,34 

veh_body _RDSTR −0,68 0,51 0,66 

veh_body _SEDAN −1,04 0,35 0,32 

veh_body _STNWG −1,00 0,37 0,32 

veh_body _TRUCK −1,04 0,35 0,33 

veh_body _UTE −1,25 0,29 0,32 

 
W estymacji parametrów strukturalnych modelu przyjęto zmienne bazowe 

jako: veh_ageA, AgecatA, veh_body_BUS. Interpretując uzyskane wyniki,  
na podstawie wartości parametrów strukturalnych zawartych w tab. 3 można 
stwierdzić kierunek wpływu zmiany wieku samochodu, wieku kierowcy oraz 
kształtu samochodu na liczbę szkód na podstawie znaku. Widać więc, że przy 
ustalonym układzie zmiennych bazowych, stopy taryf będą obniżały składkę.  
W celu określenia jednostkowego wpływu zmiennych objaśniających na liczbę 
szkód wyznaczono eksponenty parametrów strukturalnych modelu (w modelu 
przyjęto logarytmiczną funkcję połączenia).  

Wszystkie parametry modelu są statystycznie istotne. Również test ilorazu 
wiarygodności pokazał, że model jest w całości statystycznie istotny. W wyniku 
działania funkcji lrtest{lmtest} uzyskano bardzo niski, prawie zerowy 
poziom p-wartości.  

 
Tabela 4 

 
Test ilorazu wiarygodności dla modelu P2 

 #Df LogLik Df Chisq Pr(> Chisq) 

Model P1.1 21 −18029,2 NA NA NA 

Model – tylko stała 1 −18101,5 −20 144,5839 0,000001 
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Do rankingu polis w modelu P2 wykorzystano parametr λ . Minimalna 
wartość tego parametru wyniosła 0271,0~

=λ  i jest to kategoria polis generująca 
najmniejszą liczbę szkód: (veh_bodyCONVT, veh_ageD, agecatF). Klasa polis 
generująca największą liczbę szkód uzyskała 2712,1~

=λ  dla kategorii 
(veh_bodyRDSTR, veh_ageB, agecatA). 

Ponieważ w analizowanej bazie danych występuje duża liczba polis, dla 
których nie wystąpiła żadna szkoda, dalej dokonano szacowania różnorodnych 
modeli ZIP analizując wpływ różnych zmiennych taryfikacyjnych na wy-
stąpienie dużej liczby zer. Do wyboru i ostatecznej postaci modelu zastosowano 
procedurę 10-krotnej kroswalidacji. 

 
Model ZIP1  

 
agecatagevehbodyveh ZIPZIPZIPZIPZIP 1

3
1

2
1

1
1

0
1 __ln ββββλ +++=  

1
1

01ln( )
1

ZIP
ZIP

ZIP

ϖ γ
ϖ

=
−

 

 
Model ZIP2 

 
agecatagevehbodyveh ZIPZIPZIPZIPZIP 2

3
2

2
2

1
2

0
2 __ln ββββλ +++=  

bodyvehZIPZIP
ZIP

ZIP

_)
1

ln( 2
1

2
02

2

γγ
ϖ

ϖ
+=

−
 

 
Model ZIP3 

 
agecatagevehbodyveh ZIPZIPZIPZIPZIP 3

3
3

2
3

1
3

0
3 __ln ββββλ +++=  

agevehbodyveh ZIPZIPZIP
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Model ZIP4 

 
agecatagevehbodyveh ZIPZIPZIPZIPZIP 4

3
4

2
4

1
4

0
4 __ln ββββλ +++=  
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Model ZIP5 
 

agecatagevehbodyveh ZIPZIPZIPZIPZIP 5
3

5
2

5
1

5
0

5 __ln ββββλ +++=  
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Model ZIP6 

 
agecatagevehbodyveh ZIPZIPZIPZIPZIP 6
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Model ZIP7 

 
agecatagevehbodyveh ZIPZIPZIPZIPZIP 7
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1
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7 __ln ββββλ +++=  

agecatZIPZIP
ZIP

ZIP
7

3
7

07

7

)
1

ln( γγ
ϖ

ϖ
+=

−
 

 
Modele szacowano wykorzystując funkcję zeroinfl(){pscl} oraz 

procedurę kroswalidacji zaimplementowaną w programie komputerowym R. 
Kod programu zawarto w załączniku A. Uzyskano następujące całkowite błędy 

νc  dla analizowanych modeli: 
– 077296,01 =cv  
– 071232,02 =cv  
– 077186,03 =cv  
– 073221,04 =cv  
– 076565,05 =cv  
– 077112,06 =cv  
– 076651,07 =cv  

Widać zatem, że modelem, który daje najmniejszy błąd νc  jest model, 
gdzie na wystąpienie zera wpływa zmienna veh_body ZIP2. 
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Tabela 5 
 

Parametry strukturalne modelu ZIP2 

Realizacje zmiennych  
w modelu P2 

β  βe  Średni błąd  
szacunku 

Stała −1,27 0,28 1,15 

veh_ageA 0,00 1,00 − 
veh_ageB 0,13 1,14 0,04 
veh_ageC 0,00 1,00 0,04 

veh_ageD −0,08 0,93 0,05 

AgecatA 0,00 1,00 − 
AgecatB −0,17 0,85 0,06 
AgecatC −0,20 0,82 0,05 

AgecatD −0,23 0,80 0,05 

AgecatE −0,42 0,65 0,06 
AgecatF −0,43 0,65 0,07 

veh_body_BUS 1,00 1,00 − 

veh_body_CONVT −1,83 0,16 1,34 

veh_body _COUPE −0,13 0,88 1,21 

veh_body _HBACK −0,84 0,43 1,16 

veh_body _HDTOP −0,96 0,38 1,15 

veh_body _MCARA −0,54 0,58 1,31 

veh_body _MIBUS −0,87 0,42 1,35 

veh_body _PANVN −0,24 0,79 1,22 

veh_body _RDSTR 1,38 3,96 1,48 

veh_body _SEDAN −0,34 0,71 1,15 

veh_body _STNWG −0,61 0,55 1,16 

veh_body _TRUCK −0,37 0,69 1,19 

veh_body _UTE −0,66 0,52 1,18 

 
Porównując uzyskane wyniki w modelu P2 oraz modelu ZIP2 uwzględnia-

jącym występowanie dużej liczby zer w modelu widać, że parametry dla zmien-
nej veh_body znacznie się różnią w obu modelach, natomiast pozostałe para-
metry są niezmienne. Wynika to z faktu, iż w procedurze kroswalidacji 
uzyskano wynik pokazujący, że na generowane przez polisy wartości zerowe 
wpływa jedynie kształt samochodu.  
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Do rankingu polis w modelu ZIP2 wykorzystano parametr λ . Minimalna 
wartość tego parametru wyniosła 0271,0~

=λ  i jest to kategoria polis generująca 
najmniejszą liczbę szkód: (veh_bodyCONVT, veh_ageD, agecatF). Kategoria 
polis generująca największą liczbę szkód uzyskała 2952,0~

=λ  i jest to kategoria 
(veh_bodyBUS, veh_ageB, agecatA). Szczegółowy ranking zawarto w załącz-
niku B. 

 
 

Podsumowanie 
 
W pracy przedstawiono zmodyfikowaną regresję Poissona w przypadku, 

gdy w danych występuje duża liczba zer dla zmiennej licznikowej i jej po-
równanie z klasyczną regresją Poissona. Zaproponowano zastosowanie k-krotnej 
kroswalidacji do wyboru czynników wpływających na generowanie przez polisy 
zerowych liczb szkód. Dodatkowo wyznaczając odpowiednie parametry roz-
kładu stworzono ranking polis według kategorii zmiennych taryfikacyjnych. Za-
stosowanie rankingu w praktyce pozwala na sklasyfikowanie nowo zawieranej 
polisy do odpowiedniej grupy taryfikacyjnej. Zasadniczą wadą klasycznej  
regresji Poissona, jak również modeli ZIP jest fakt, iż w danej klasie polis 
wszystkie polisy charakteryzują się taką samą oczekiwaną liczbą szkód, co jest 
założeniem mało realnym. Rozwiązaniem tego problemu jest przejście do mie-
szanego modelu Poissona wprowadzając czynnik losowy różnicujący polisy. 
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Załącznik A 
 

Implementacja procedury kroswalidacji w programie komputerowym R 
 

library(pscl) 

car=read.csv2(file="c:/car.csv") 
K=10 
options(OutDec=",") 

mse.cv=function(dataset, model, K=10){   

 cvseg=c() 

 set.seed(113)  

 cvseg=cvsegments(nrow(dataset), K) 

 ModelMSE=c() 

  for (i in 1:K) { 

   validset=NULL 

   validset=eval(parse(text=paste("cvseg$V", i, sep="")))  

   datasetTrainCV= NULL;  

datasetValidCV= NULL 

   datasetTrainCV= dataset[-validset,] 

   datasetValidCV= dataset[validset,] 

   Formula=model$formula  

   Model.na.cv=NULL 

   Model.na.cv=zeroinfl(formula = Formula, data=datasetTrainCV) 

   datasetValidCV.bez.y=NULL 

   datasetValidCV.bez.y= subset(datasetValidCV, select=c(veh_body, 

veh_age, agecat)) 

   pred.valid=NULL 

   pred.valid=predict(Model.na.cv, datasetValidCV.bez.y) 

   MSE.valid=NULL   

   MSE.valid=sum((datasetValidCV$numclaims-

pred.valid)^2)/length(pred.valid) 

   ModelMSE=c(ModelMSE, MSE.valid) 

   } 

 MSE.CV=NULL 

 MSE.CV=mean(ModelMSE) 

 mse.cv.glm=function(dataset, model, K=10){ 

 cvseg=c() 

 set.seed(113)  

 cvseg=cvsegments(nrow(dataset), K)  

 ModelMSE=c() 

  for (i in 1:K) { 

   validset=NULL 

   validset=eval(parse(text=paste("cvseg$V", i, sep="")))  

 datasetTrainCV= NULL; datasetValidCV= NULL 
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   datasetTrainCV= dataset[-validset,] 

   datasetValidCV= dataset[validset,] 

   Formula=model$formula  

   Model.na.cv=NULL 

   Model.na.cv=glm(formula = Formula, family=poisson,  

data=datasetTrainCV)  

   datasetValidCV.bez.y=NULL 

   datasetValidCV.bez.y= subset(datasetValidCV, select=c(veh_body, 

veh_age, agecat)) 

   pred.valid=NULL 

   pred.valid=predict(Model.na.cv, datasetValidCV.bez.y) 

   MSE.valid=NULL   

   MSE.valid=sum((datasetValidCV$numclaims-

pred.valid)^2)/length(pred.valid) 

   ModelMSE=c(ModelMSE, MSE.valid) 

   } 

 MSE.CV=NULL 

 MSE.CV=mean(ModelMSE) 

  

g=glm(formula=numclaims ~ veh_body+veh_age+agecat, family=poisson, data=car) 

z1=zeroinfl(formula = numclaims ~ veh_body+veh_age+agecat | 1, data = car) 

z1.mse=NULL 

z1.mse=mse.cv(dataset=car, model=z1, K=10) 

z2=zeroinfl(formula = numclaims ~ veh_body+veh_age+agecat | veh_body, data = car) 

z2.mse=NULL 

z2.mse=mse.cv(dataset=car, model=z3, K=10) 

z3=zeroinfl(formula = numclaims ~ veh_body+veh_age+agecat | veh_body+veh_age, 

data = car) 

z3.mse=NULL 

z3.mse=mse.cv(dataset=car, model=z4, K=10) 

z4=zeroinfl(formula = numclaims ~ veh_body+veh_age+agecat | veh_body+agecat, 

data = car) 

z4.mse=NULL 

z4.mse=mse.cv(dataset=car, model=z5, K=10) 

z5=zeroinfl(formula = numclaims ~ veh_body+veh_age+agecat | veh_age+agecat, da-

ta = car) 

z5.mse=NULL 

z5.mse=mse.cv(dataset=car, model=z6, K=10) 

z6=zeroinfl(formula = numclaims ~ veh_body+veh_age+agecat | veh_age, data = car) 

z6.mse=NULL 

z6.mse=mse.cv(dataset=car, model=z7, K=10) 

z7=zeroinfl(formula = numclaims ~ veh_body+veh_age+agecat | agecat, data = car) 

z7.mse=NULL 

z7.mse=mse.cv(dataset=car, model=z8, K=10) 
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Załącznik B 
 

Ranking polis ze względu na kategorię zmiennych taryfikacyjnych w modelu ZIP2 
 

Kształt samochodu 
Wiek  

samochodu 
Wiek 

kierowcy λ~  
veh_bodySEDAN veh_ageD agecatF 0,0550 
veh_bodySEDAN veh_ageD agecatE 0,0556 
veh_bodySEDAN veh_ageA agecatF 0,0596 
veh_bodySEDAN veh_ageC agecatF 0,0596 
veh_bodySEDAN veh_ageA agecatE 0,0602 
veh_bodySEDAN veh_ageC agecatE 0,0602 
veh_bodySEDAN veh_ageD agecatD 0,0672 
veh_bodySEDAN veh_ageB agecatF 0,0679 
veh_bodySEDAN veh_ageB agecatE 0,0686 
veh_bodySEDAN veh_ageD agecatC 0,0693 
veh_bodySEDAN veh_ageD agecatB 0,0714 
veh_bodySEDAN veh_ageA agecatD 0,0728 
veh_bodySEDAN veh_ageC agecatD 0,0728 
veh_bodySEDAN veh_ageA agecatC 0,0750 
veh_bodySEDAN veh_ageC agecatC 0,0750 
veh_bodySEDAN veh_ageA agecatB 0,0773 
veh_bodySEDAN veh_ageC agecatB 0,0773 
veh_bodySEDAN veh_ageB agecatD 0,0829 
veh_bodySEDAN veh_ageD agecatA 0,0846 
veh_bodySEDAN veh_ageB agecatC 0,0854 
veh_bodySEDAN veh_ageB agecatB 0,0880 
veh_bodySEDAN veh_ageA agecatA 0,0916 
veh_bodySEDAN veh_ageC agecatA 0,0916 
veh_bodySEDAN veh_ageB agecatA 0,1044 
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MODELING THE NUMBER OF CLAIMS IN MOTOR INSURANCE  
IN CASE OF A LARGE NUMBER OF ZEROS USING THE PATCH  

VALIDATION PROCEDURES 
 

Summary 
 
The problem in the analysis of insurance data is modeling the number of claims  

occurring in a given portfolio policy using regression assuming a Poisson distribution 
which is not always justified, since sometimes the data contains a large number of zeros. 
This paper presents a generalized Poisson regression for the counter variable and  
a modified version of Poisson regression taking into account the situation of the presence  
of a large number of zeros in the data (called zero-inflated Poisson regression). Various 
types were analyzed in order to determine which variables influence the occurrence 
tarification zeros in the portfolio policy using the procedure 10 times the patch  
validation. The result is ranking for classification policies because of the number  
of generated damage. 
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WPŁYW NIEPEWNOŚCI OSZACOWANIA 
ZMIENNOŚCI NA CENĘ INSTRUMENTÓW 
POCHODNYCH 

 
 

Wprowadzenie 
 
Jednym z filarów współczesnych finansów jest teoria wyceny instrumentów 

pochodnych. Spośród wielu modeli wyceny model Blacka-Scholesa [1; 8] w li-
teraturze przedmiotu wyróżnia się prostotą i olbrzymią liczbą odwołań. W więk-
szości opracowań poruszana jest kwestia wyceny waniliowych i egzotycznych 
opcji. Spora liczba prac wykazuje nieadekwatność modelu Blacka-Scholesa 
(efekt „uśmiechu” zmienności) [5; 7]. W kręgu zainteresowań badaczy i prak-
tyków znajduje się również analiza wrażliwości ceny instrumentu na zmianę  
parametrów modelu. Losowa natura aktualnych cen derywatów nie jest na-
stępstwem stochastycznej ewolucji cen akcji, lecz jest indukowana statystycz-
nym charakterem procedury estymacji parametrów modelu. Poniższe rozważa-
nia dotyczą budowy przedziałów ufności aktualnych cen wybranych instru-
mentów pochodnych. 

 
 

1. Model Blacka-Scholesa 
 
Rynek instrumentów pochodnych zawdzięcza swój rozkwit m.in. modelowi 

wyceny instrumentów pochodnych Blacka-Scholesa (w 1997 r. Myron Scholes 
wraz z Robertem Mertonem za badania dotyczące wyceny derywatów otrzymali 
nagrodę Nobla z ekonomii; Fischer Black zmarł w 1995 r.). Pomimo wad model 
ten jest jednym z najczęściej stosowanych modeli wyceny.  

Założenia modelu: 
1) inwestor w każdej chwili może zakupić dowolną (nawet niecałkowitą) ilość 

akcji (instrument bazowy) i instrumentu wolnego od ryzyka, 
2) dozwolona jest krótka sprzedaż, 
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3) brak kosztów transakcyjnych (w tym podatków), 
4) inwestor może pożyczać i lokować kapitał po tej samej stałej stopie (in-

tensywności) wolnej od ryzyka, 
5) brak dywidendy, 
6) ewolucja cen akcji jest geometrycznym ruchem Browna (stochastyczne rów-

nanie różniczkowe rozumiane jest w sensie Ito) [3; 6]: 

tttt dWSdtSdS σμ +=  (1)

gdzie:  
μ  − dryf, 
σ  − zmienność, 

tS  − cena akcji, 
tW − proces Wienera, 

7) na rynku (instrument wolny od ryzyka, akcja, instrument pochodny) nie wy-
stępuje arbitraż, tzn. nie można osiągnąć zysku bez narażania się na ryzyko. 

Pierwsze założenie nie jest realistyczne, gdyż nie można zakupić/sprzedać 
niecałkowitej liczby akcji. Założenia tego nie możemy opuścić, gdyż w wy-
prowadzenie równania Blacka-Scholesa „zaszyta” jest koncepcja replikacji, tzn. 
konstrukcja portfela imitującego wyceniany instrument. W praktyce inwestorzy 
posiadają w swoich portfelach wiele identycznych derywatów, z których każdy 
opiewa np. na zakup lub sprzedaż 100 akcji. Skutkiem tego jest duża (naj-
prawdopodobniej niecałkowita) liczba akcji w portfelu replikującym. Ponieważ 
niemożliwy jest zakup/sprzedaż niecałkowitej liczby akcji, pożądana liczba akcji  
w portfelu replikującym jest zaokrąglana do liczby całkowitej. Podczas tej fazy 
wprowadza się błąd rzędu ułamka promila, co sprawia że powyższe założenie 
możemy zaakceptować. 

W pierwszym założeniu ukryte jest również założenie doskonałej płynności 
rynku, co oznacza równowagę popytu i podaży.  

Drugie założenie w zasadzie zawiera się w pierwszym, jednak ze względu 
na jego istotność autorzy postanowili je wyeksponować.  

Trzecie założenie odgrywa istotną rolę, gdyż wraz z upływem czasu zmie-
nia się skład portfela replikującego (dynamiczny hedging). Uwzględnienie kosz-
tów transakcyjnych sprawia, że doskonała replikacja nie jest możliwa. Za-
gadnienie wyceny w otoczeniu ekonomicznym z kosztami transakcyjnymi  
sprowadza się do rozwiązania zagadnienia optymalnego sterowania lub po za-
stosowaniu pewnych aproksymacji do nieliniowego cząstkowego równania róż-
niczkowego. Ponieważ w przypadku „dużych” portfeli inwestorzy mogą wy-
negocjować niskie koszty transakcyjne, założenie nie wprowadza istotnego 
odstępstwa od realiów rynkowych. 
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Czwarte założenie składa się de facto z dwóch założeń: istnieje instrument 
wolny od ryzyka oraz stopa oprocentowania tego instrumentu jest jednakowa dla 
lokaty i pożyczki (cena „zakupu” i cena „sprzedaży” jest identyczna). Przyjmuje 
się, że za instrument pozbawiony ryzyka można przyjąć instrumenty rządowe 
(emitowane przez skarb państwa). Wydarzenia ostatnich kilku lat sprawiły, że 
do powyższej reguły powinniśmy podchodzić z rezerwą (Islandia, Grecja, Wło-
chy). Należy jednak pamiętać, że na ryzyko tych papierów wpływają czynniki 
makroekonomiczne, a sygnały o pogarszającej się sytuacji emitenta są identyfi-
kowalne z wyprzedzeniem. Oznacza to, że jeżeli parametry makroekonomiczne 
emitenta nie wskazują na jego złą kondycję, możemy założyć, że wyemitowany 
przez niego instrument będzie praktycznie pozbawiony ryzyka w okresie uzależ-
nionym od charakteru przeprowadzonej analizy makroekonomicznej.  

Równość stóp wynika przede wszystkim z pierwszego założenia (płyn-
ność/równowaga) oraz faktu, iż jest to instrument pozbawiony ryzyka.  

Piąte założenie stanowi istotne odstępstwo od realiów rynkowych, nie jest 
to jednak argument za odrzuceniem modelu. Omawiana tu wersja modelu wyce-
ny jest jedną z najprostszych. Uwzględnienie dywidendy nie stanowi dużego 
problemu (pozostaje problem modelowania przyszłej dywidendy). 

Szóste założenie wynika po pierwsze z faktu, iż w przypadku niewielkiej 
niepewności przyszłej ceny ( 1<<σ ) ewolucja ceny powinna być zgodna z za-
sadą kapitalizacji ciągłej, po drugie, żądanie stacjonarności infinitezymalnych 

stóp zwrotu 
t

tdtt

t

t

S
SS

S
dS −

= +  znacznie upraszcza rozważania/obliczenia. Po 

trzecie, proces Wienera był i jest nadal jednym z najlepiej poznanych i spo-
pularyzowanych procesów stochastycznych. Oczywiście kierowano się również 
zgodnością z rzeczywistą dynamiką cen (rozkład stóp zwrotu jest rozkładem lo-
garytmiczno-normalnym). Należy podkreślić, że skonstruowano również modele 
lepiej odzwierciedlające dynamikę cen instrumentu bazowego oraz ceny de-
rywatów. W niniejszym opracowaniu założono, że parametry modelu stopa  
wolna od ryzyka, dryf oraz zmienność są stałe, jednak nic nie stoi na prze-
szkodzie, aby modelować je deterministycznymi funkcjami czasu lub procesami 
losowymi. Warto podkreślić, że z szóstego założenia wynika również, że pod-
miot, który wyemitował akcję nie może zbankrutować, gdyż cena akcji jest zaw-
sze większa od zera − rozwiązanie równania (1) jest większe od zera: 

0
2

2
1

0 >=
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − tWt

t eSS
σσμ

 (2)
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Założenie braku arbitrażu jest jednym z filarów  metod wyceny. Sformuło-
wanie: „nie można osiągnąć ponadprzeciętnych zysków bez narażania się na  
ryzyko” oznacza, że np. w sytuacji, gdy początkowa wartość nakładów jest 
większa od zera, wartość stopy zwrotu nie może być tylko większa lub równa od 
stopy instrumentu wolnego od ryzyka, przy czym prawdopodobieństwo, że stopa 
zwrotu z inwestycji w portfel będzie większa od stopy wolnej od ryzyka jest do-
datnie. Podobnie jak większość omówionych wcześniej założeń nie jest ono za-
łożeniem realistycznym. W realiach rynkowych występuje arbitraż, a graczy 
wykorzystujących możliwość osiągnięcia zysku bez narażania się na ryzyko na-
zywa się arbitrażystami. Niemniej jednak w dobie powszechnej informatyzacji 
sytuacje, w których można osiągnąć zysk ze strategii arbitrażowej występują 
stosunkowo krótko. Mechanizm podażowo-popytowy sprawia, iż arbitraż zanika 
bardzo szybko. Stąd stwierdzamy, że założenie to jest akceptowalne. 

Ponieważ jedynymi zmiennymi są czas t  i cena instrumentu bazowego ,S  
możemy założyć, że cena derywatu będzie funkcją czasu i ceny akcji ( )tSV , .  
Z lematu Ito [6] wynika, że ewolucja ceny instrumentu pochodnego będzie dana 
następującym stochastycznym równaniem różniczkowym (pominięto argumenty 
( )tS, ): 

dW
S
VSdt

S
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S
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22
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1  (3)

gdzie dW  jest identyczny z przyrostem procesu Wienera występującym we 
wzorze (1). Oznacza to możliwość skonstruowania portfela pozbawionego nie-
pewności, czyli również ryzyka (niepewność jest warunkiem koniecznym wy-
stąpienia ryzyka).  

Załóżmy, że wystawiliśmy opcję i zamierzamy zneutralizować ryzyko krót-
kiej pozycji (hedging dynamiczny) dokonując zakupu pewnej liczby akcji .Δ  
Ewolucja wartości tak skonstruowanego portfela VSP −Δ=  dana jest wzorem 
(wymagamy również, aby portfel był portfelem samofinansującym, w prze-
ciwnym przypadku występowałby instrument nieuwzględniony na naszym ryn-
ku): 
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Jak łatwo zauważyć, dobierając liczbę akcji Δ  tak, aby 
S
V

∂
∂

=Δ  sprawimy, 

że stochastyczne równanie różniczkowe (4) nie będzie zawierało czynnika od-
powiadającego za losowość (ryzyko): 
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dt
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Ponieważ wartość tak skonstruowanego portfela ewoluuje w sposób de-
terministyczny (wolny od ryzyka), jego dynamika musi być identyczna z dy-
namiką wartości instrumentu wolnego od ryzyka. W przeciwnym przypadku 
można by skonstruować strategię arbitrażową (jedno z założeń wykluczało wy-
stąpienie arbitrażu). Oznacza to, że: 

dtVS
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czyli: 
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Ostatecznie otrzymujemy (dzieląc przez 0>dt ): 
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Uzupełniając powyższe równanie (Blacka-Scholesa) o odpowiedni warunek 
(końcowy, brzegowy) i rozwiązując powyższe równanie różniczkowe cząstkowe 
otrzymamy formułę wyceny instrumenty pochodnego.  

Na podkreślenie zasługuje fakt, że aktualna wartość opcji nie zależy od 
współczynnika dryfu ,μ  lecz jedynie od stopy wolnej od ryzyka, zmienności, 
czasu, aktualnej ceny akcji i parametrów pochodzących z warunków końcowych 
i brzegowych. Oznacza to, że wartość opcji jest wielkością deterministyczną,  
w pełni determinowaną powyższymi parametrami.  

 
 

2. Przedziałowe oszacowanie ceny opcji 
 
W praktyce nie znamy rzeczywistych wartości zmienności σ  i stopy wol-

nej od ryzyka .r  Niniejsze opracowanie dotyczy jedynie przypadku nieznanej 
wartości zmienności. W celu jego oszacowania stosuje się narzędzia analizy  
statystycznej. Ponieważ immanentną cechą procedur statystycznych jest nie-
pewność otrzymanych wielkości, niepewność oszacowania zmienności pro-
paguje się na oszacowanie ceny opcji ( ),,...,,, rtSV σ  gdzie kropki oznaczają  
zależność od parametrów występujących w warunkach końcowym oraz brze-
gowym.  
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W przypadku europejskich opcji waniliowych call i put wyznaczenie prze-
działów ufności ich cen nie przedstawia trudności, gdyż ich ceny są rosnącymi 
funkcjami zmienności (dla Tt < ) [4]: 

( ) 0' 1 >−=
∂
∂

=
∂
∂

= tTdSNpcVega
σσ

 (9)

gdzie:  
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, 

c  − wartość opcji call, 
p  − wartość opcji put, 
K  − cena wykonania, 
T  − data wykonania opcji, 
t  − aktualny moment czasu, 

( ).N  − dystrybuanta standardowego rozkładu normalnego ( ( ).'N  − gęstość 
standardowego rozkładu normalnego). 

Oszacowania przedziałowe cen mają w tym przypadku postać (poziom  
ufności wynosi 0,95; symetryczny podział istotności): 

( ) ( )( )975,0025,0 ,,,,, σσ tSVtSV  (10)

gdzie:  

V  − wartość opcji call/put, 
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SD lnˆ 2 − wartość nieobciążonego estymatora wariancji logarytmicznych

stóp zwrotu, 
n  − liczebność próby, 

tΔ  − odstęp czasu między notowaniami (w opracowaniu przyjęto 
250
1

=Δt ). 

Warto podkreślić, że wielkości 2

2
ασ  i 2

2
1 ασ
−

 nie są kwantylami kwadratu 

zmienności (zmienność σ  jest wielkością deterministyczną), lecz są końcami 
przedziału, który na zadanym poziomie ufności pokrywa rzeczywistą wartość 
kwadratu zmienności. 

W ogólności wartość instrumentu pochodnego nie jest monotoniczną funk-
cją zmienności. Można wtedy zastosować wzory transformacyjne dla prawdo-
podobieństw lub gęstości, wymaga to jednak znajomości punktów, w których 
zmienia się rodzaj monotoniczności ceny instrumentu pochodnego. Autorzy wy-
korzystali rozwiązanie symulacyjne. Wygenerowane kwadraty zmienności pod-
stawiano do wzoru na wartość opcji, a następnie wyznaczono empiryczne kwan-
tyle cen.  

Przykładowe wykresy zaprezentowano dla europejskiej opcji call Cash-or- 
-Nothing (członek większej rodziny opcji typu binary/digital). Profil wypłaty tej 
opcji ma postać [4]: 
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 (11)

gdzie X  jest kwotą wypłacaną, gdy opcja jest in-the-money ( KST > ), TS   
jest ceną instrumentu bazowego (akcji) w dniu wykonania opcji. 

Cena wyznaczona z modelu Blacka-Scholesa dana jest wzorem [4]: 
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Obliczając pochodną 
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Rys. 1. Przedziałowe oszacowa
konania. Wartości pozos
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ze względu na zmienność otrzymujemy: 
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Zauważmy, że rozpiętość przedziału ufności ma minimum lokalne w okoli-
cach czasu równego około 1,4. W okolicach tego czasu do wykonania znajduje 
się miejsce zerowe pochodnej (minimum wrażliwości ceny ze względu na 
zmienność). Gdyby wyznaczyć aproksymację odchylenia standardowego roz-
kładu cen okazałoby się, że z dokładnością do wyrazów pierwszego rzędu jego 
wartość wynosi zero. Oznacza to, że w okolicach minimum wrażliwości należy 
stosować aproksymacje co najmniej drugiego rzędu (proste wprowadzenie  
do poruszonej wyżej techniki aproksymacji można znaleźć np. w [2]). 

Rysunek 2 przedstawia stosunek oszacowania punktowego ceny opcji  
do rozpiętości przedziału ufności (wartości parametrów jak wyżej). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Rys. 2. Stosunek oszacowania punktowego do rozpiętości przedziału ufności w zależności od cza-
su wykonania. Wartości pozostałych parametrów w tekście 

 
Jak wynika z rys. 2, największą względną dokładność otrzymujemy dla 

czasu do wykonania wynoszącego około 1,4. Błąd oszacowania mierzony roz-
piętością przedziału stanowi ułamek procenta oszacowania punktowego, jednak 
dla większości czasów błąd ten jest rzędu 10% oszacowania punktowego.  
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Rys. 3. Przedziałowe oszacowanie ceny europejskiej opcji digital w zależności od ceny wykona-

nia. Wartości pozostałych parametrów w tekście 
 

Podobnie jak poprzednio, minimum lokalne rozpiętości przedziału osiągane 
jest punkcie, w którym Vega opcji jest równa zero ( 07,1≈K ).  

Rysunek 4 przedstawia stosunek punktowego oszacowania do rozpiętości 
przedziału ufności w zależności od ceny wykonania (parametry, jak w przy-
padku rys. 3). 

Podobnie jak wyżej zauważamy, że najmniejszy względny błąd oszacowa-
nia (poniżej jednego procenta) ceny osiągany jest (lokalnie) w okolicach ceny 
wykonania równej 1,07, jednak w przeważającej części obszaru (wykresu),  
w którym opcja jest out-of-the-money wartość względnego błędu jest rzędu kil-
kudziesięciu procent. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys. 4. Stosunek oszacowania punktowego do rozpiętości przedziału ufności w zależności od ceny 

wykonania. Wartości pozostałych parametrów w tekście 
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Jak można było zauważyć w powyższych rozważaniach, rozpiętość oszaco-
wania przedziałowego ceny opcji jest nietrywialną funkcją parametrów rynko-
wych.  

Z uwagi na ograniczoną ilość miejsca nie przedstawiono oszacowań prze-
działowych w zależności od pozostałych parametrów.   

 
 

Podsumowanie 
 
W większości opracowań poruszających wycenę instrumentów pochodnych 

podawane są tylko wzory analityczne na wartość derywatu. Spory odsetek prac 
porusza również analizę wrażliwości ceny na zmiany wartości parametrów. 
Omówiona praca jest jedną z niewielu, w których autorzy przedstawiają pro-
pagację błędu oszacowania parametrów stochastycznej ewolucji ceny instrumen-
tu bazowego na cenę derywatu. Przeprowadzona analiza pokazuje, że zależność 
błędu oszacowania mierzonego rozpiętością przedziału ufności od parametrów 
modelu jest nietrywialna. Można się spodziewać, że w przypadku opcji o bar-
dziej skomplikowanej funkcji wypłaty (np. w przypadku opcji egzotycznych, 
koszykowych) oraz w bardziej realistycznych modelach stochastycznej dy-
namiki złożoność zależności będzie wyższa od przedstawionej w pracy. 
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ASSESS THE IMPACT OF UNCERTAINTY  
ON THE PRICE VOLATILITY DERIVATIVES 

 

Summary 
 
Valuation of derivatives is one of the most discussed topics of scientific treatises. 

In this paper we assess the likely impact of uncertainty on the price volatility  
of derivative. Results are presented on the example of the European digital option.  
It has been shown non-trivial dependence of the span of the confidence interval  
of the model parameters. 

 
 
 
 



 
 

Monika Dyduch 
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach 

 

BANKOWE PAPIERY WARTOŚCIOWE 
STRUKTURYZOWANE 

 
 

Wprowadzenie 
 
Bankowe Papiery Wartościowe Strukturyzowane (BPW) emitowane* są  

na podstawie ustawy z 29 sierpnia 1997 r. Prawo bankowe (tekst jednolity: 
Dz.U. 2002, nr 72 poz. 665, z późn. zm.). Emitent zobowiązuje się względem 
posiadaczy BPW do spełnienia świadczenia pieniężnego polegającego na za-
płacie kwoty wykupu oraz premii na zasadach określonych w dokumentach re-
gulujących warunki emisji danego BPW**. 

Treść BPW obejmuje: 
– wartość nominalną, 
– zobowiązanie banku do: 

– naliczenia określonego oprocentowania według ustalonej stopy procen-
towej, 

– dokonania wypłaty oznaczonej kwoty osobie uprawnionej, w określonych 
terminach; osoba uprawniona nie może żądać od banku wykupu papieru 
przed upływem terminu o ile treść papieru nie stanowi inaczej, 

– oznaczenie posiadacza papieru wartościowego, jeżeli jest to papier imienny 
lub adnotację, że jest to papier wartościowy na okaziciela, 

– zasady przenoszenia praw wynikających z papieru wartościowego, 
– numer papieru wartościowego i datę emisji, 
– podpisy osób upoważnionych do składania oświadczeń w zakresie praw  

i obowiązków majątkowych banku. 
  

                                                 
* W treści BPW, jak również w podanej przez emitenta do publicznej wiadomości informacji  

o warunkach emisji nie mogą być zamieszczane porównania z warunkami emisji papierów 
wartościowych innych emitentów. 

** Bank nie może udzielać kredytu lub pożyczki pieniężnej na kupno BPW emitowanych przez 
siebie. 
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Rys. 1. Podział produktów wedł
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Rys. 2. Podział produktów wedł
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Rys. 3. Podział produktów wedł

Źródło: Portal finansowy. 
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Rys. 6. Podział produktów wedł

Źródło: Portal finansowy. 
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Rys. 7. Podział produktów według podatku za okres 06.03.2011-06.03.2012 

Źródło: Portal finansowy. 

 
 

1. Specyfikacja papieru wartościowego przyjętego do wyceny 
 
BPW strukturyzowany przyjęty do wyceny jest strukturyzowanym, nieza-

bezpieczonym papierem wartościowym na okaziciela, niemającym formy do-
kumentu (niematerialny). Wartość nominalna* oraz emisyjna** oferowanego 
BPW strukturyzowanego wynosi 1000 PLN za sztukę BPW, przy czym cena 
emisyjna ma sens w przypadku dojścia do skutku emisji BPW strukturyzowany, 
jedynie w przypadku osiągnięcia progu emisji. Informacja o niedojściu emisji  
do skutku jest przekazana inwestorom:  
– w ogłoszeniu zamieszczonym w dzienniku o zasięgu ogólnokrajowym,  
– na stronie internetowej emitenta,  
– na stronie internetowej odpowiedniego Domu Maklerskiego,  
– w formie pisemnej. 

Oferowany papier wartościowy jest inwestycją o rocznym horyzoncie cza-
sowym, realizowaną zgodnie z datami przedstawionymi w tab. 2.  
  

                                                 
* „Wartość nominalna” oznacza kwotę stanowiącą iloczyn wartości nominalnej jednego BPW 

Strukturyzowanego wskazanej w warunkach emisji oraz liczby BPW strukturyzowanych  
zapisanych na rachunku BPW w dacie ustalenia praw z BPW. 

** „Cena emisyjna” oznacza cenę za jeden BPW strukturyzowany wskazaną w warunkach emisji. 

Tak  

Nie  
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Tabela 2 
 

Podstawy daty związane z inwestycją w Bankowy Papier Wartościowy Strukturyzowany 

Okres subskrypcji* Od 24.10.2010 r. do 18.11.2010 

Data emisji 22 listopada 2011 r., 
Data wykupu** 22 listopada 2012 r. 

Data Ustalenia kwoty wykupu 22 listopada 2012 r. 

* Okres przyjmowania wpłat na produkt strukturyzowany. Po zakończeniu subskrypcji produkt 
jest konstruowany, za zebraną kwotę kupowane są obligacje oraz opcje (ewentualnie certyfi-
katy). W czasie subskrypcji wybrane parametry produktu nie są ściśle ustalone. Najczęściej  
dotyczy to wskaźnika partycypacji − podany jest zakres, w jakim ten wskaźnik się znajdzie. 
Ostateczna wartość partycypacji jest ustalana po zakończeniu zapisów, gdy znana już jest cena 
opcji, która zostanie kupiona. Subskrypcje trwają najczęściej od 2 do 5 tygodni. 

** Z datą wykupu jest związana „cena odkupu”, która oznacza cenę za jeden BPW strukturyzo-
wany, po której emitent odkupuje BPW strukturyzowane, wyznaczona zgodnie z zasadami  
określonymi w warunkach emisji. 

 
W dacie wykupu emitent zapłaci posiadaczom bpw strukturyzowanych 

kwotę wykupu*. Do otrzymania kwoty wykupu są upoważnieni posiadacze,  
na których rachunku BPW w dacie ustalenia praw z BPW będą zapisane BPW 
strukturyzowane. 

Jeżeli data płatności świadczenia pieniężnego z BPW przypada w dniu  
innym niż dzień roboczy, płatność świadczenia pieniężnego z BPW następuje 
pierwszego dnia roboczego po tym dniu, a posiadaczowi nie będzie przy-
sługiwać roszczenie o odsetki za taki okres. 

Premia z inwestycji będzie obliczona według następującej formuły: 

PJ * L  P =  

gdzie: 

P  − premia, 
L  − liczba BPW strukturyzowanych zapisanych na rachunku BPW w dacie

ustalenia praw z BPW, 
PJ − premia jednostkowa, kwotowo od 1 sztuki BPW strukturyzowanego, za-

okrąglona w dół do 1 złotego, obliczona według wzoru: 
– w przypadku, gdy nie wystąpi osiągnięcie bariery: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⋅= 0,1

p

k

Cena
CenaMAXNPJ  

                                                 
* „Kwota wykupu” oznacza sumę wartości nominalnej oraz premii płatną w dacie wykupu. 
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– w przypadku, gdy wystąpi osiągnięcie bariery, tzn., jeżeli w dniu obserwacji 
wskaźnika odniesienia, wskaźnik ten będzie równy lub większy od poziomu 
bariery: 

KuponNPJ *=  

gdzie: 

N  − wartość nominalna 1 BPW strukturyzowanego, 
pCena

 
− wartość wskaźnika odniesienia* w pierwszym dniu obserwacji wskaź-

nika odniesienia**, tj. 22.11.2011 r. ( tab. 2), 

kCena  − wartość wskaźnika odniesienia w ostatnim dniu obserwacji wskaźnika 
odniesienia, tj. 20.11.2012. 

Ponadto: 

%xCBariera p ⋅=  

%10=Kupon  

gdzie %x  wynosi150-180%. 
Dyspozycje zbycia BPW strukturyzowanych są rozliczane 2 dni robocze po 

dacie odkupu, tj., odkupione przez emitenta BPW strukturyzowane są wyksię-
gowane z rachunku BPW, a kwota odkupu jest przekazana na rachunek BPW 
lub na rachunek bankowy wskazany przez posiadacza zgodnie z umową  
o prowadzenie rachunku BPW. Minimalna liczba BPW strukturyzowanych bę-
dących przedmiotem jednej dyspozycji odkupu wynosi 5 sztuk. Cena odkupu 
jest ustalana w dacie odkupu, w oparciu o rynkową wycenę aktywów finanso-
wych, w które lokowane są środki stanowiące wartość BPW strukturyzowanych. 

Informacyjna cena odkupu jest zamieszczana na stronie internetowej emi-
tenta i na stronie internetowej odpowiedniego Domu Maklerskiego. Podanie in-
formacyjnej ceny odkupu nie zobowiązuje emitenta do odkupu ani posiadacza 
do sprzedaży BPW Strukturyzowanych po tej cenie. Posiadacz może złożyć 
dyspozycję zbycia BPW Strukturyzowanych: 
– bez limitu ceny (odkup bezwarunkowy) – dyspozycja zbycia BPW struktury-

zowanych jest realizowana przez emitenta po cenie odkupu, niezależnie od 
poziomu ceny odkupu, lub 

                                                 
* „Wskaźnik odniesienia” oznacza zmienną rynkową (np. stopę procentową, kurs walutowy, in-

deks rynku kapitałowego, cenę akcji, cenę towaru) wskazaną w warunkach emisji, od której, 
zgodnie z warunkami emisji danej emisji BPW strukturyzowanych uzależniona jest premia. 

** W przypadku, gdy dany dzień obserwacji wskaźnika odniesienia nie jest potencjalnym dniem 
roboczym giełdy, dniem obserwacji wskaźnika odniesienia będzie najbliższy następny poten-
cjalny dzień roboczy giełdy. 
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– z limitem ceny (odkup warunkowy) – dyspozycja zbycia BPW strukturyzo-
wanych jest realizowana przez emitenta po cenie odkupu, o ile cena odkupu 
jest wyższa lub równa limitowi ceny określonemu przez posiadacza w dyspo-
zycji zbycia. 

Emitent, za zgodą sądu, może złożyć do depozytu sądowego kwotę ja-
kiegokolwiek świadczenia pieniężnego z BPW, jeżeli: 
– na co najmniej 2 dni robocze przed datą wykupu lub datą wcześniejszego 

wykupu nie otrzymał od posiadacza informacji niezbędnych do dokonania 
płatności świadczenia pieniężnego z BPW, lub 

– istnieje spór lub poważna wątpliwość co do tego, kto jest uprawniony z BPW 
strukturyzowanych, lub 

– w jego uzasadnionej opinii dokonanie płatności świadczenia pieniężnego  
z BPW na rzecz posiadacza wiązałoby się z naruszeniem przepisów prawa 
lub naraziłoby emitenta na karę grzywny, inną karę bądź odpowiedzialność 
odszkodowawczą. 

Złożenie kwot świadczenia pieniężnego z BPW do depozytu sądowego 
zwalnia emitenta z zobowiązań wobec posiadacza. 

Wskaźnikiem odniesienia oferowanego przez emitenta BPW strukturyzo-
wanego jest kurs wymiany EUR/ PLN, tzn. jeśli kurs wymiany EUR/PLN  
w dniu zapadalności inwestycji nie będzie równy lub wyższy od bariery znajdu-
jącej się na poziomie 150-180% wartości początkowej w dacie wykupu 
(22.11.2012 r.) klient otrzyma 100% partycypacji we wzroście ceny EUR/PLN 
na koniec okresu inwestycji. Jeśli w dniu zapadalności inwestycji kurs wymiany 
EUR/PLN będzie równy lub wyższy od bariery w wysokości 150-180% wartości 
początkowej, klient w dacie wykupu otrzyma zysk w wysokości 10% za okres 
inwestycji.  

 
 

2. Oszacowanie inwestycji w BPW strukturyzowane 
 
Celem oszacowania zysku z inwestycji przez inwestora, czy też przez emi-

tenta należy przewidzieć przyszłą wartość wskaźnika, czyli w analizowanym 
produkcie kurs wymiany EUR/PLN, ponieważ przyszły zysk z inwestycji zależy 
ściśle od jego wartości w dniu zapadalności BPW.  
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Model wykorzystany do prognozowania wartości kursu EUR/PLN możemy 
opisać w kilku kluczowych etapach*: 

 
 

ETAP 1  
 

Podział szeregu prezentującego kurs wymiany EUR/PLN w okresie 01.1998- 
-06.2011 na podszeregi n-elementowe. 

 

 
 
 
 

Rys. 8. Szereg prezentujący kurs EUR według NBP  

Źródło: Dane GUS. 

 
 

ETAP 2 
 

Transformata falkowa podszeregów n-elementowych algorytmem „a trous”.   
 
 

 
 

 
 
 

 
 

Rys. 9. Klasyczny schemat dekompozycji i rekonstrukcji falkowej (jeden etap) 
 

                                                 
* Wszelkie symulacje komputerowe i obliczenia w przedstawionym algorytmie wykonano w pro-

gramie MATLAB korzystając z własnych programów autorskich. 
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Klasyczny schemat dekompozycji falkowej przedstawia rys. 10 (jeden etap 
analizy DWT i odpowiadający mu etap syntezy IDWT). Całościowy schemat 
może zawierać dowolną ilość etapów, ograniczeniem w przypadku transformacji 
blokowych jest długość bloku. 

Klasyczny schemat dekompozycji falkowej uwzględnia diadyczność DWT 
(operacje podpróbkowania odpowiadają rozciąganiu funkcji falkowej i skalują-
cej o czynnik 2). Diadyczność nie jest niestety automatyczna, gdy zrezygnujemy  
z decymacji, aby otrzymać wersję nadmiarową DWT, czyli reper. W takim 
przypadku musimy użyć zmodyfikowanych filtrów odpowiednio do etapu de-
kompozycji, tak aby uzyskać efekt rozciągania funkcji falkowej i skalującej. 
Najprostsze rozwiązanie daje tzw. algorytm „a trous”, w którym wprowadza się 
„nadpróbkowanie filtrów”, wstawiając zera pomiędzy współczynniki filtrów  

jg  i jh . 

 
 
 
 
 
 

 
Rys. 10. Niedecymowany  schemat dekompozycji i rekonstrukcji falkowej (jeden etap) 

 
Minimalną nadmiarowość uzyskuje się w wyniku użycia „filtrów nad-

próbkowanych” (zgodnie z algorytmem „a trous”) i braku decymacji przynajm-
niej na pierwszym poziomie dekompozycji. Niedecymowana WT ma własności 
reperów w poszczególnych podprzestrzeniach detali z tą cechą charakterys-
tyczną, że stanowi sumę mnogościową wielu baz Riesza, czyli liniowa zależność 
jego elementów jest cechą pochodną zwielokrotnienia liczebności o czynnik 2N. 
Jeśli suma jego elementów daje element zerowy, to reper jest sztywny. W przy-
padku rozkładów ortogonalnych i biortogonalnych własność zerowania się sumy 
elementów repera jest „automatyczna”, jeśli przynajmniej na pierwszym etapie 
diadycznej dekompozycji falkowej nie dokonamy decymacji. Taka własność ma 
znaczenie w przypadku dekompozycji biortogonalnych, które w dziedzinie 
transformacji falkowej nie zachowują energii sygnału. Falki biortogonalne 
(zwłaszcza o wielu momentach znikających) w porównaniu do falek orto-
gonalnych uzyskują gorsze wyniki w dziedzinie odszumiania i kompresji strat-
nej. Własność zachowania energii jest ważna ze względu na to, że przy zastoso-
waniu progów lub kwantyzacji nie mamy jasno określonego kryterium i usunię-
cie relatywnie małego współczynnika falkowego może zaowocować dość dużą 
degradacją sygnału. Powyższa wada została częściowo skompensowana przez 
użycie algorytmu indeksowania ważnych współczynników falkowych. 
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Pod pojęciem „minimalnie nadpróbkowaną” przyjęto taką, która pomija de-
cymację tylko na pierwszym etapie, a w kolejnych używa takich samych „dwu-
krotnie nadpróbkowanych” filtrów zgodnie z algorytmem „a trous” wraz z ope-
racjami decymacji. W przypadku zastosowania schematu liftingowego w wersji 
„a trous” na każdym etapie dekompozycji filtry mają tę samą „dwukrotnie nad-
próbkowaną” strukturę. 

 

 
 

Rys. 11. Minimalnie nadpróbkowana DDWT 
 
Pod pojęciem „wstępnie decymowanej" DDWT przyjęto taką, która wpro-

wadza decymację tylko na kilku pierwszych etapach, a na kolejnych używa  
coraz wyżej „nadpróbkowanych” filtrów zgodnie z algorytmem „a trous”. Takie 
podejście prowadzi do transformacji, która jest mało wrażliwa na przesunięcie  
i umożliwia zastosowanie DDWT jako decymowanego wybielającego widmo 
filtra dopasowanego. Transformacja wykazuje wzrastającą wykładniczo nad-
miarowość, począwszy od pierwszego etapu bez decymacji. Wstępna decymacja 
pozwala na znacząco mniejsze wykorzystanie zasobów FPGA (zwłaszcza pa-
mięciowych) i stanowi kompromis pomiędzy rozdzielczością czasową detekcji  
a zajętością zasobów [1; 2; 3; 4; 5; 6; 9].  

 
 

ETAP 3  
 

Inicjalizacja sztucznej sieci neuronowej [11; 12; 13] na podstawie wygenerowa-
nych na wcześniejszym etapie współczynników falkowych.  

 
Najważniejszym elementem w neuronie są wartości poszczególnych wag,  

w których zapisana jest cała pamięć neuronu. Wagi mogą przyjmować wartości 
dodatnie, co reprezentuje synapsę pobudzającą, lub ujemne – reprezentujące  
synapsę hamującą. W przypadku braku połączenia między neuronami waga jest 
równa 0.  
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Wyróżniamy dwa podstawowe modele neuronu: 
– liniowy, 
– nieliniowy. 

Neurony nieliniowe można podzielić dodatkowo na dwie podklasy: 
– neuronów nieliniowych dyskretnych,   
– neuronów nieliniowych ciągłych.  

W obu przypadkach wartość sygnału na wyjściu neuronu obliczana jest na 
podstawie potencjału membranowego, czyli sumy ważonej sygnałów wejścio-
wych i wag zgodnie ze wzorem: 

)()()(  
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netfxwfxwfy T
N

i
ii === ∑

=

 

gdzie: 

x − wektor sygnałów wejściowych, 
w − wektor współczynników wagowych (w0 = -θ), 
f − funkcja aktywacji*, 
y − sygnał wyjściowy. 

Potencjał  net  skalowany jest poprzez funkcję aktywacji w jednostce zwa-
nej blokiem aktywacji. W przypadku neuronu liniowego funkcja aktywacji jest  
liniowa i nie zmienia wartości uzyskanych z sumatora. 

 
 
 

                                                 
* W praktycznych zastosowaniach sieci neuronowych liniowa funkcja aktywacji może spo-

walniać działanie sieci, a uzyskanie precyzyjnych wyników jest bardzo mało prawdopodobne.  
Z tego powodu stosuje się nieliniowe funkcje aktywacji. Najczęściej stosowane nieliniowe 
funkcje aktywacji to: funkcja unipolarna, funkcja sigmoidalna, tangens hiperboliczny dane 
nstępującymi wzorami: 
– funkcja unipolarna progowa McCullocha: 
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Rys. 12. Parametry uczenia sieci  

Źródło: Opracowanie własne na podstawie badań. 

 
W rozważanym przypadku zastosowanie pojedynczego neuronu nie wy-

starcza do rozwiązania problemu, więc zbudowano sztuczną sieć neuronową  
(w skrócie SSN), określaną mianem systemu przetwarzania informacji symulu-
jącego działanie rzeczywistych, uczących się, funkcjonujących w mózgu struk-
tur, której podstawowe parametry prezentuje rys. 12, a dopasowanie rys. 13.  
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Rys. 13. Dopasowanie SSN 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie badań. 

 
Efektywność uczenia poszczególnych zbiorów prezentują rys. 14, 15, 16, 17. 
 
 

 
 

Rys. 14. Dopasowanie SSN 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie badań. 
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Rys. 15. Dopasowanie SSN 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie badań. 
 
 
 

 

 
 

Rys. 16. Dopasowanie SSN 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie badań. 
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Rys. 17. Dopasowanie SSN 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie badań. 

 
 
ETAP 4 
 
Odwrotna transformata falkowa. 

 
Efektem tego etapu jest uzyskanie prognozowanych wartości kursu 

EUR/PLN. Na tym etapie wykorzystując współczynniki falkowe wygenerowane 
przez sieć neuronową konstruujemy poprzez odwrotną transformatę falkową 
oryginalny szereg czasowy, tzn. konkretną wartość kursu EUR/PLN w prefero-
wanym dniu [1; 2; 3; 4; 5; 6; 9]. 

Wartość ta wynosi 4,79, jednak nie jest to wartość bezbłędna, ponieważ 
sztuczna sieć neuronowa na etapie uczenia oraz predykcji odpowiednich współ-
czynników generuje błędy, odpowiednio: błąd uczenia sieci neuronowej i błąd 
testowy sztucznej sieci neuronowej, które przedstawia rys. 18. 
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Rys. 18. Błąd sztucznej sieci neuronowej dla generowanych współczynników falkowych 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie badań. 
 
Dysponując przyszłą wartością kursu wymiany EUR/PLN inwestor może 

przewidzieć ewentualny zysk bądź stratę  inwestycji. Mamy zatem: 
– przewidywana wartość wskaźnika na dzień 22.11.2012 r. – 4,79 PLN, 
– wartość wskaźnika na dzień 22.11.2011 r. – 4,44 PLN, 
– zmiana wskaźnika w stosunku do wartości początkowej: 107,88%. 

Zgodnie z zasadami zaprezentowanymi w specyfikacji BPW strukturyzo-
wanego, głoszącymi, że jeśli kurs wymiany EUR/PLN w dniu zapadalności in-
westycji nie będzie równy lub wyższy od bariery znajdującej się na poziomie 
150-180% wartości początkowej, w dacie wykupu (22.11.2012 r.) klient otrzyma 
100% partycypacji we wzroście ceny EUR/PLN na koniec okresu inwestycji.  

Inwestor otrzymuje zatem 7,88% zysku od zainwestowanego kapitału  
w BPW strukturyzowane pomniejszonego jedynie o opłatę dystrybucyjną.  
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indeksu, emitent zastosuje te czynności zastępcze w proporcjach, w jakich za-
warł z podmiotami zabezpieczającymi transakcje zabezpieczające dla danej  
emisji BPW strukturyzowanych. 
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BANKING STRUCTURED SECURITIES 
 

Summary 
 
The article presents a short description of BPW, which is a modern financial in-

strument, opening in front of customers to invest with full capital protection on both tra-
ditional and alternative markets (eg, stocks, commodities, currencies, real estate, com-
modities). BPW are a combination of deposit, to improve return on capital  
at the date of maturity of the investment and, working on potential profits. Part  
of the investment is for the purchase of financial instruments (usually an option), which 
will allow for the implementation of a specific investment strategy described in detail  
in terms of the issue of the BPW. In addition, BPW is subject to guarantees of the Bank 
Guarantee Fund. 
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PODOBIEŃSTWO ZMIAN ŚREDNICH  
CEN TRANSAKCYJNYCH  
1 m2 POWIERZCHNI MIESZKAŃ  
W WYBRANYCH MIASTACH WOJEWÓDZTWA 
ŚLĄSKIEGO 

 
 

Wprowadzenie 
 
W działalności podmiotów działających na rynku nieruchomości mieszka-

niowych pomocne mogą być analizy kształtowania się cen transakcyjnych na 
rynkach lokalnych. Zagadnienie to poruszali w swoich pracach m.in. Żelazowski 
[14], Nykiel [7], Trojanek [12]. 

Na podstawie wcześniej przeprowadzonych badań dotyczących kształto-
wania się średnich cen transakcyjnych 1 m2 powierzchni mieszkań na naj-
większych rynkach lokalnych w Polsce (warszawskim, katowickim, łódzkim, 
wrocławskim, gdańskim, białostockim, krakowskim i poznańskim) stwierdzono 
m.in., że występuje podobieństwo w zachodzeniu zmian cen w czasie na posz-
czególnych rynkach. W szczególności zaobserwowano, że zmiany średnich cen 
transakcyjnych na niektórych rynkach lokalnych występują równocześnie ze 
zmianami na innych rynkach lokalnych, naśladują z różnym opóźnieniem zmia-
ny cen zachodzące na innych rynkach lokalnych bądź wyprzedzają zmiany  
zachodzące na innych rynkach lokalnych [4]. Postanowiono zatem zbadać czy 
podobne zjawiska zachodzą na mniejszych rynkach nieruchomości zlokalizo-
wanych w jednym województwie. Badanie, którego wyniki zamieszczono  
w niniejszym opracowaniu dotyczyło kształtowania się średnich cen transakcyj-
nych 1 m2 powierzchni mieszkań w wybranych (większych) miastach woje-
wództwa śląskiego: Katowicach, Będzinie, Bielsku-Białej, Częstochowie,  
Jastrzębie-Zdroju, Jaworznie, Mikołowie, Piekarach Śląskich, Raciborzu, Ryb-
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niku, Tarnowskich Górach, Tychach, Zawierciu i Żorach w okresie I kw. 
2006 r.-II kw. 2011 r. Źródłem danych o kształtowaniu się cen był raport 
AMRON.  

W badaniu postawiono hipotezy, że na analizowanych lokalnych rynkach 
nieruchomości w okresie objętym badaniem: 
1) nie występowało podobieństwo poziomu średnich cen transakcyjnych 1 m2 

powierzchni  mieszkań, 
2) występowało zjawisko sigma konwergencji, 
3) występowało podobieństwo w zachodzeniu zmian średnich cen transakcyj-

nych 1 m2 powierzchni  mieszkań w czasie (podobieństwo kształtu). 
 
 

1. Podobieństwo poziomu średnich cen transakcyjnych  
1 m2 powierzchni mieszkań 

 
Podobieństwo poziomu średnich cen transakcyjnych 1 m2 powierzchni  

mieszkań będzie występowało wówczas, gdy w każdym okresie różnice między 
maksymalnymi a minimalnymi cenami będą mniejsze od przyjętej wielkości 
progowej h*. Wartości cen transakcyjnych będą się zatem mieściły w korytarzu  
o rozpiętości pionowej nie większej od h*.  

Kształtowanie się średnich cen transakcyjnych 1 m2 powierzchni  mieszkań 
na badanych rynkach mieszkaniowych przedstawiono na rys. 1. Wydaje się, że 
na jego podstawie można stwierdzić, że w badanym okresie występował brak 
podobieństwa poziomu średnich cen transakcyjnych 1 m2 powierzchni mieszkań.  
W celu sprawdzenia tego przypuszczenia sporządzono rys. 2, na którym za-
mieszczono minimalne i maksymalne wartości średnich cen transakcyjnych  
w poszczególnych kwartałach oraz rys. 3, na którym zamieszono obliczone roz-
stępy (różnice między maksymalnymi a minimalnymi cenami transakcyjnymi) 
dla każdego kwartału. Uwzględniając największy rozstęp (1900 zł) należałoby 
przyjąć wartość progową h* powyżej 1900 zł, aby uznać, że występowało podo-
bieństwo poziomu średnich cen transakcyjnych 1 m2 powierzchni mieszkanio-
wej. Wydaje się jednak, że w porównaniu z obserwowanymi w badanym okresie 
cenami – nawet najwyższymi – jest ona w stosunku do nich zbyt wysoka, aby 
przyjąć ją za h*. Należy zatem stwierdzić brak podobieństwa poziomu w anali-
zowanej grupie miast. 
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Rys. 2. Minimalne i maksymaln
2006 r.-II kw. 2011 r.) w

Rys. 3. Rozstępy średnich cen t
2011 r.) w zł 
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Sigma konwergencja występuje wówczas, gdy zróżnicowanie badanego 
zjawiska zmniejsza się w czasie, tzn. zachodzi relacja: 

Ttt +> σσ    lub   Ttt VV +>  (1)

gdzie: 

tσ , (Vt) − odchylenie standardowe (współczynnik zmienności) miernika bada-
nego procesu (np. PKB per capita) w okresie/momencie t, 

Tt+σ , (Vt+T) − odchylenie standardowe (współczynnik zmienności) miernika
badanego procesu (np. PKB per capita) w okresie/momencie 
t+T, 

T − długość rozważanego okresu. 
W przypadku wystąpienia nierówności o kierunku przeciwnym niż we wzo-

rze (1) mówimy, że występuje sigma dywergencja. Brak wyraźnych różnic po-
między odchyleniami standardowymi lub współczynnikami zmienności wska-
zuje na ustabilizowanie się procesu w czasie (w analizowanym okresie nie 
występuje ani sigma konwergencja, ani sigma dywergencja). 

Zjawisko beta konwergencji występuje wówczas, gdy obiekty o niższej 
wartości początkowej miernika analizowanego procesu charakteryzują się wyż-
szym tempem jego wzrostu niż podmioty o wyższej wartości początkowej tego 
miernika. „Maruder” (obiekt o niższej wartości początkowej miernika) dogania 
lidera upodabniając się do niego. Jeśli natomiast występuje zjawisko odwrotne, 
tzn. obiekty o niższej wartości początkowej miernika analizowanego procesu 
charakteryzują się niższym tempem jego wzrostu niż obiekty o wyższej wartości 
początkowej tego miernika („maruder” pozostaje coraz bardziej w tyle), wy-
stępuje zjawisko beta dywergencji.  

Obydwie koncepcje konwergencji są ze sobą powiązane. Sigma konwer-
gencję możemy rozumieć jako zmianę zróżnicowania poziomu analizowanego 
miernika w czasie wokół średniej. Beta konwergencja informuje czy uporząd-
kowanie jednostek według poziomu miernika zmienia się w czasie. Wystąpienie 
beta konwergencji jest warunkiem koniecznym, ale niedostatecznym dla wystą-
pienia sigma konwergencji. Oba podejścia są stosowane w analizie konwer-
gencji i dywergencji także innych procesów, np. demograficznych [6; 11] czy 
społecznych [2]. Wydaje się, że mogą być również stosowane w analizach pro-
cesów zachodzących na rynkach nieruchomości. 

W celu zbadania czy występuje sigma konwergencja analizowanych miast 
województwa śląskiego pod względem średnich cen transakcyjnych 1 m2 po-
wierzchni mieszkań obliczono współczynniki zmienności cen. Zdecydowano się 
na użycie współczynników zmienności, a nie odchyleń standardowych. Na pod-
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stawie wcześniejszych analiz stwierdzono, że współczynnik zmienności i od-
chylenie standardowe mogą dawać przeciwne wskazania odnośnie do występo-
wania konwergencji lub dywergencji na analizowanych rynkach, zwłaszcza  
w przypadku silnych wzrostów lub spadków cen transakcyjnych [5]. Wydaje się, 
że większe znaczenie powinno się przywiązywać w tym przypadku do wskazań 
względnego miernika zróżnicowania (współczynnika zmienności) niż do mier-
nika bezwzględnego (odchylenia standardowego). 

Na podstawie wykresu (rys. 4) stwierdzono, że w kształtowaniu się w anali-
zowanym okresie wartości współczynników zmienności średnich cen transak-
cyjnych 1 m2 powierzchni mieszkań można wyróżnić dwa podokresy. W pierw-
szym (I kw. 2006 r.-I kw. 2009 r.) zróżnicowanie średnich cen transakcyjnych 
1 m2 powierzchni mieszkań maleje (występuje konwergencja), w drugim (II kw. 
2009 r.-II kw. 2011 r.) występuje stabilizacja zróżnicowania (nie występuje  
ani konwergencja, ani dywergencja). Dla potwierdzenia tego przypuszczenia 
sporządzono rys. 5 i 6 oraz oszacowano parametry liniowych funkcji trendu  
(tab. 1 i 2). 

 
 

 
 

Rys. 4. Współczynniki zmienności średnich cen transakcyjnych 1 m2 powierzchni  mieszkań dla 
poszczególnych kwartałów w % 
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Rys. 5. Współczynniki zmienności średnich cen transakcyjnych 1 m2 powierzchni  mieszkań  
(I kw. 2006 r.-I kw. 2009 r.) w % wraz z funkcją trendu 

 
 

Tabela 1 
 

Wyniki estymacji funkcji trendu (I kw. 2006 r.-I kw. 2009 r.) 

Zmienna zależna: współczynnik zmienności ceny 1m2 powierzchni mieszkaniowej 

R = 0,895                          R2 = 0,801 

Standardowy błąd estymacji = 1,782 

Parametry błąd standardowy t stat wartość-p 
Przecięcie                                              27,182 1,048 25,924 3,255E-11 

Współczynnik kierunkowy                   −0,880 0,132 −6,662 3,552E-05 

 
 
 

 
 

Rys. 6. Współczynniki zmienności średnich cen transakcyjnych 1 m2 powierzchni  mieszkań  
(II kw. 2009 r.-II kw. 2011 r.) w % wraz z funkcją trendu 
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Tabela 2 
 

Wyniki estymacji funkcji trendu (II kw. 2009 r.-II kw. 2011 r.) 

Zmienna zależna: współczynnik zmienności ceny 1 m2 powierzchni mieszkaniowej 
R = 0,284                          R2 = 0,080 

Standardowy błąd estymacji = 0,979 

Parametry błąd standardowy t stat wartość-p 

Przecięcie                                              15,445 0,711 21,712 1,10895E-07 

Współczynnik kierunkowy                   −0,099 0,126 −0,785 0,458188156 

 
Statystycznie istotnie różniący się od zera (wartość-p = 3,552E-05) ujemny 

współczynnik kierunkowy funkcji trendu (-0,880) i dobre dopasowanie modelu 
(R2 = 0,801) w pierwszym podokresie oraz nieistotnie różniący się od zera (war-
tość-p = 0,458188156) współczynnik kierunkowy funkcji trendu (-0,099) i słabe 
dopasowanie modelu (R2 = 0,080) potwierdziły wcześniejsze przypuszczenia  
o występowaniu konwergencji lokalnych rynków nieruchomości w okresie I kw. 
2006 r.-I kw. 2009 r. oraz o stabilizacji w okresie II kw. 2009 r.-II kw. 2011 r. 

 
 

3. Podobieństwo w zachodzeniu zmian średnich cen  
transakcyjnych 1 m2 powierzchni mieszkań 

 
W kształtowaniu się średnich cen transakcyjnych 1m2 powierzchni miesz-

kań w analizowanych miastach można zauważyć podobne tendencje (rys. 1). 
Można zatem uznać, że występuje tzw. podobieństwo kształtu. Do jego pomiaru 
zastosowano miarę podobieństwa funkcji [3]. Otrzymane wyniki zamieszczono 
w tab. 3. 
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Za progową wartość miary podobieństwa przyjęto m* = 0,5. Na tej pod-
stawie za podobne pod względem zmian cen 1 m2 uznano następujące rynki  
lokalne: 
– Katowice i Piekary Śląskie, 
– Częstochowa i Jastrzębie-Zdrój, 
– Jaworzno i Rybnik, 
– Zawiercie i Rybnik, 
– Zawiercie i Tarnowskie Góry, 
– Zawiercie i Żory. 

Wśród największych lokalnych rynków mieszkaniowych w Polsce (8 miast 
wojewódzkich) stwierdzono występowanie: 
– rynków zbieżnych (tzn. takich, na których zmiany cen transakcyjnych za-

chodziły równocześnie ze zmianami cen na innych rynkach), 
– rynków wiodących (tzn. takich, na których zmiany cen transakcyjnych za-

chodziły wcześniej niż zmiany cen na innych rynkach), 
– rynków naśladujących (tzn. takich, na których zmiany cen transakcyjnych  

zachodziły później niż zmiany cen na innych rynkach) [4; 5]. 
Uzyskane w badaniach wyniki zamieszczono w tab. 4. W nawiasach po-

dano wartości miar podobieństwa dla przedziałów o długości 22, 21, 20, 19 ob-
serwacji (w przypadku rynków zbieżnych), dla przedziałów o długości 21, 20, 
19 obserwacji (w przypadku rynków „przesuniętych” o 1 kwartał), dla prze-
działów o długości 20, 19 obserwacji (w przypadku rynków „przesuniętych” o 2 
kwartały). 

 
Tabela 4 

 
Wybrane miasta wojewódzkie – rynki zbieżne, wyprzedzające i naśladujące 

Rynki 

Rynki 
naśladujące  

z opóźnieniem  
o 2 kwartały 

naśladujące  
z opóźnieniem 

o 1 kwartał 

zbieżne wyprzedzające 
o 1 kwartał 

wyprzedzające  
o 2 kwartały 

1 2 3 4 5 6 

Warszawa 
− Kraków (0,671; 

0,654; 0,635) 
Łódź (0,705; 
0,696; 0,681; 
0,663) 

Wrocław (0,694; 
0,678; 0,660) 

− 

Wrocław 

Kraków (0,787; 
0,775) 

Warszawa 
(0,694; 0,678; 
0,66) 

Gdańsk (0,615; 
0,595; 0,574; 
0,551) 
Poznań 
(0,515;0,59; 
0,569;0,546) 

− Katowice (0,674; 
0,657) 
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cd. tabeli 4 

1 2 3 4 5 6 

Białystok 

Łódź (0,535; 
0,51) 

Kraków (0,747; 
0,734; 0,719) 

− Gdańsk (0,764; 
0,751; 0,738) 
Wrocław (0,565; 
0,542; 0,516) 

Poznań 
(0,667;0,759) 
Katowice (0,661; 
0,643) 

Poznań 

Białystok (0,667; 
0,759) 

− Katowice (0,518; 
0,593; 0,572; 
0,549) 
Wrocław (0,515; 
0,59; 0,569; 
0,546) 

− − 

Katowice 

Wrocław (0,674; 
0,657) 
Gdańsk (0,663; 
0,644)  
Białystok (0,661; 
0,643) 
Kraków (0,549; 
0,521) 

− Poznań (0,518; 
0,593; 0,572; 
0,549) 

− − 

Gdańsk 
Kraków (0,696; 
0,679) 

Białystok (0,764; 
0,751; 0,738) 

Wrocław (0,615; 
0,595; 0,574; 
0,595) 

− Katowice (0,663; 
0,644) 

Kraków 

− − Łódź (0,682; 
0,672; 0,655; 
0,636) 

Białystok (0,747; 
0,734; 0,719) 
Warszawa 
(0,671; 0,654; 
0,635) 

Wrocław (0,787; 
0,775) 
Gdańsk (0,696; 
0,679) 
Poznań (0,549; 
0,634) 
Katowice (0,549; 
0,521) 

Łódź 

− − Warszawa 
(0,705;0,696; 
0,681; 0,663) 
Kraków (0,682; 
0,672; 0,655; 
0,636) 

Wrocław (0,595; 
0,574; 0,55) 

Białystok (0,535; 
0,51) 

Źródło: [5]. 

 
Postanowiono zatem sprawdzić, czy prawidłowości tego rodzaju występują 

także wśród badanych miast województwa śląskiego. W tym celu obliczono 
wartości miar podobieństwa funkcji dla danych opóźnionych odpowiednio o:  
1 kwartał, 2 kwartały, 3 kwartały, 4 kwartały i 5 kwartałów. Okazało się, że przy 
przyjętej wartości progowej m* = 0,5 występują takie podobieństwa między 
miastami. Wyniki przedstawiono w tab. 5. W przypadku stwierdzenia po-
dobieństwa dla różnych przesunięć w czasie wybierano te o największych war-
tościach miary podobieństwa. Liczby w nawiasach są wartościami miar podo-
bieństwa uszeregowanymi od przedziału złożonego z największej możliwej 
liczby obserwacji (najdłuższego) do przedziału złożonego z najmniejszej przy-
jętej liczby obserwacji (najkrótszego). Przykładowo w przypadku braku opóź-
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nienia wartości miar odnoszą się kolejno do przedziałów złożonych z: 22, 21, 
20, 19, 18, 17 obserwacji; w przypadku opóźnienia o 1 kwartał odnoszą się do 
przedziałów złożonych z: 21, 20, 19, 18, 17 obserwacji. W pewnym stopniu 
ukazują one stabilność podobieństwa w czasie. W przypadku, gdy wartość miary 
niewiele przekraczała 0,5, w pojedynczych przypadkach na ogół jednak nie  
osiągała progu 0,5, pomijano te pary rynków lokalnych i nie zamieszczano ich  
w tabeli. 

Na podstawie wyników zamieszczonych w tab. 5 można stwierdzić  
m.in. że: 
– Katowice (miasto wojewódzkie) nie są rynkiem naśladującym w stosunku do 

żadnego z badanych miast powiatowych, przeciwnie – stanowią rynek wy-
przedzający w stosunku do Piekar Śląskich* (wyprzedzenie o 2 kwartały), 
Jaworzna i Raciborza (wyprzedzenie o 4 kwartały), 

– podobieństwo między badanymi rynkami lokalnymi zachodzi nie tylko  
w tym samym czasie, ale także w przypadku małych i większych przesunięć  
w czasie; największe analizowane w pracy opóźnienia wynosiły 5 kwartałów, 
nie badano podobieństwa rynków przy większym opóźnieniu, 

– w przypadku każdego rynku lokalnego można zidentyfikować rynki po-
dobne, ich liczba waha się od 5 (Katowice, Będzin) do 11 (Piekary Śląskie, 
Rybnik), 

– występują miasta, których żadne z badanych miast nie wyprzedza (Katowice) 
oraz miasta, których żadne z badanych miast nie naśladuje (Mikołów), 

– wstępnie można zaobserwować, że liczba „par” i wartości miar podobieństwa 
dla rynków podobnych nie dają silnych podstaw do postawienia hipotezy  
o zachodzącym większym podobieństwie zmiany cen na największych ryn-
kach lokalnych w danym regionie niż podobieństwie zachodzącym pomiędzy 
największymi rynkami miast wojewódzkich. 

 
 
 
 
 

  

                                                 
* Wartość miary podobieństwa była wyższa niż w przypadku braku opóźnienia. 
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W przypadku Będzina zidentyfikowano 5 rynków podobnych, w tym 2 wy-
przedzające (Racibórz z wyprzedzeniem o 1 kwartał i Piekary Śląskie z wyprze-
dzeniem o 3 kwartały) i 3 naśladujące (Jastrzębie-Zdrój i Tychy z opóźnieniem  
o 1 kwartał, Tarnowskie Góry z opóźnieniem o 2 kwartały). Bielsko-Biała ma  
6 rynków podobnych, w tym 2 wyprzedzające z wyprzedzeniem o 1 kwartał 
(Piekary Śląskie, Tarnowskie Góry) oraz 4 naśladujące (z opóźnieniem  
o 1 kwartał – Częstochowa, z opóźnieniem o 3 kwartały – Jaworzno i Rybnik,  
z opóźnieniem o 4 kwartały – Mikołów). Dla Częstochowy ustalono 8 rynków 
podobnych, w tym 1 zbieżny (Jastrzębie-Zdrój), 4 wyprzedzające (o 1 kwartał –  
– Bielsko-Biała, Zawiercie; o 2 kwartały – Tarnowskie Góry, o 4 – kwartały Żo-
ry) oraz 3 naśladujące (z opóźnieniem o 2 kwartały – Jaworzno, Rybnik; z opóź-
nieniem o 5 kwartałów – Piekary Śląskie). W przypadku Jastrzębia-Zdroju wy-
stępuje 9 rynków podobnych, w tym 1 zbieżny (Częstochowa), 4 wyprzedzające 
(o 1 kwartał – Będzin, Zawiercie; o 2 kwartały – Racibórz i o 4 kwartały – Pie-
kary Śląskie) oraz 3 naśladujące (z opóźnieniem o 2 kwartały – Rybnik, Żory;  
z opóźnieniem o 5 kwartałów – Tarnowskie Góry). Jaworzno wykazuje po-
dobieństwo do 10 rynków lokalnych, w tym 1 jest zbieżny (Rybnik), 4 wy-
przedzające (o 2 kwartały – Częstochowa; o 3 kwartały – Bielsko-Biała; o 4 
kwartały – Katowice i Piekary Śląskie) oraz 4 naśladujące (z opóźnieniem  
o 2 kwartały – Zawiercie i Żory, z opóźnieniem o 3 kwartały – Mikołów,  
z opóźnieniem o 4 kwartały – Racibórz). W przypadku Mikołowa wyodrębniono 
tylko rynki wyprzedzające (5), w tym: wyprzedzający o 1 kwartał (Zawiercie),  
o 3 kwartały (Jaworzno, Rybnik), o 4 kwartały (Bielsko-Biała) oraz o 5 kwarta-
łów (Piekary Śląskie). Dla Piekar Śląskich zaobserwowano istnienie 11 rynków 
podobnych, w tym 5 wyprzedzających (o 2 kwartały – Katowice, Tychy; o 3 
kwartały – Rybnik, Żory; o 5 kwartałów – Częstochowa) oraz 6 naśladujących  
(z opóźnieniem o 1 kwartał – Bielsko-Biała; o 2 kwartały – Racibórz; o 3 kwar-
tały – Będzin; o 4 kwartały – Jaworzno, Jastrzębie-Zdrój; o 5 kwartałów – Mi-
kołów). Dla Raciborza zidentyfikowano 9 rynków podobnych, w tym 3 wy-
przedzające (o 2 kwartały – Piekary Śląskie, o 4 kwartały – Jaworzno  
i Katowice) oraz 6 naśladujących (z opóźnieniem o 1 kwartał – Będzin, Tychy;  
o 2 kwartały – Jastrzębie-Zdrój; o 3 kwartały – Tarnowskie Góry; o 4 kwartały –  
– Rybnik, Żory). W przypadku Rybnika stwierdzono 10 rynków podobnych,  
w tym 1 zbieżny (Jaworzno), 6 wyprzedzających (o 2 kwartały: Częstochowa, 
Jastrzębie-Zdrój, Tychy; o 3 kwartały – Katowice, Bielsko-Biała; o 4 kwartały –  
– Racibórz) oraz 3 naśladujące (z opóźnieniem o 3 kwartały – Mikołów, Piekary 
Śląskie, Tarnowskie Góry). Dla Tarnowskich Gór zidentyfikowano 8 rynków 
podobnych, w tym 1 zbieżny (Zawiercie), 5 wyprzedzających (z wyprzedzeniem 
o 2 kwartały – Żory, Będzin; o 3 kwartały – Racibórz, Rybnik; o 5 kwartałów –  
– Jastrzębie-Zdrój) oraz 2 naśladujące (z opóźnieniem o 1 kwartał – Bielsko- 
-Biała; o 2 kwartały – Częstochowa). Tychy wykazują podobieństwo do 7 ryn-
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ków, w tym 4 wyprzedzają je (o 1 kwartał – Katowice, Będzin, Racibórz, Żory),  
a 3 naśladują (z opóźnieniem o 2 kwartały – Piekary Śląskie, Rybnik; o 5 kwar-
tałów – Zawiercie). W przypadku Zawiercia ustalono 7 rynków podobnych,  
w tym 1 zbieżny (Tarnowskie Góry), 3 wyprzedzające (o 2 kwartały – Żory, Ja-
worzno; o 5 kwartałów – Tychy) oraz 3 naśladujące (z opóźnieniem o 1 kwartał: 
Częstochowa, Jastrzębie-Zdrój, Mikołów). Dla Żor zidentyfikowano 8 rynków 
podobnych, w tym 3 wyprzedzające (o 2 kwartały – Jastrzębie-Zdrój, Jaworzno;  
o 4 kwartały – Racibórz) oraz 5 naśladujących (z opóźnieniem o 1 kwartał – Ty-
chy, o 2 kwartały – Tarnowskie Góry, Zawiercie; o 3 kwartały – Piekary Śląskie,  
o 4 kwartały – Częstochowa). 

 
 

Podsumowanie 
 
Uzyskane wyniki mogą służyć podmiotom działającym na analizowanych 

lokalnych rynkach nieruchomości (inwestorom, deweloperom) w podejmowaniu 
różnego typu decyzji. Informacje o podobieństwie rynków lokalnych pod 
względem zmiany cen w czasie przy występowaniu rynków naśladujących 
(opóźnionych) stanowią podstawę prognozowania z wykorzystaniem metod ana-
logowych. Z tego względu sprawdzenie jakości tak zbudowanych prognoz i tym 
samym możliwości prognozowania cen na lokalnych rynkach nieruchomości 
mieszkaniowych za pomocą metod analogowych będzie stanowiło przedmiot 
dalszych badań. 

Celem innych badań będzie porównanie podobieństw występujących mię-
dzy rynkami zlokalizowanymi w bliskiej odległości geograficznej (np. w jednym 
województwie) z podobieństwami występującymi między rynkami oddalonymi 
od siebie geograficznie, ale stanowiącymi duże rynki nieruchomości (miasta  
wojewódzkie). Kolejnym zagadnieniem będzie zweryfikowanie czy w każdym 
województwie rynkiem wiodącym jest miasto wojewódzkie. Prowadzona będzie 
także dalsza analiza występowania zjawiska konwergencji między rynkami  
lokalnymi. 
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THE SIMILARITY OF THE CHANGES IN AVERAGE TRANSACTION PRICES  
OF 1 M2 OF HOUSING IN SELECTED CITIES OF SILESIA 

 

Summary 
 
The paper provides a statistical analysis of behaviour of average transaction prices 

of 1m2 of apartment space on local markets in the Silesian Voivodeship. The conducted 
research reveals that time and space analogies occur on local apartment markets  
in this voivodeship, i.e. the similarity of behaviour of transaction price changes  
with time. The shape similarity measure was applied for evaluating the degree  
of similarity and identifying the amount of lags. It enabled distinguishing leading,  
convergent and imitating markets among the analysed apartment markets. There was 
analysed also if the phenomenon of sigma convergence or sigma divergence occurs 
among local markets. Sigma convergence in the period of 1Q2006 – 1Q2009  
and the stabilization in the period of 2Q2009 – 2Q2011 was stated. 
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WARTOŚĆ ZAGROŻONA OPCJI EUROPEJSKICH 
SZACOWANA PRZEDZIAŁOWO. SYMULACJE 

 
 

Wprowadzenie 
 
Jednym z aspektów współczesnej ekonomii jest zarządzanie ryzykiem 

związanym z prowadzoną inwestycją, czyli identyfikacja, pomiar oraz stero-
wanie ryzykiem. Przez ostatnie dziesięciolecia wprowadzono (proces ten cały 
czas się toczy) wiele miar potrafiących skwantyfikować wybrany rodzaj ryzyka.  
W przypadku ryzyka rynkowego jedną z popularniejszych miar ostatnich lat jest 
wartość zagrożona (wartość narażona na ryzyko, Value at Risk − VaR) [1; 4], 
która zostanie użyta w niniejszym opracowaniu.   

Koncepcję wartości narażonej na ryzyko można zdefiniować następująco 
[6]: jest to miara określająca wielkość straty, której osiągnięcie lub prze-
kroczenie w ustalonej chwili czasu t jest równe zadanemu z góry prawdo-
podobieństwu :α  

( )( ) αα =≥− tVaRSSP t ,0  (1)

gdzie: 

tSS ,0  − odpowiednio początkowa (deterministyczna) i końcowa (losowa) war-
tość procesu cen instrumentu, 

t  − ustalony horyzont inwestycji, 
α  − ustalony poziom tolerancji (poziom istotności) dla szacowanej wartości

VaR. 
W celu wyznaczenia wartości zagrożonej danego instrumentu finansowego 

należy znać rozkład jego cen, co w praktyce najczęściej wiąże się z oszaco-
waniem parametrów wybranego rozkładu na podstawie próbki za pomocą od-
powiednich estymatorów. Ze względu na fakt, iż estymatory (używane do esty-
macji parametrów rozkładu) są zmiennymi losowymi, ich oszacowana wartość 
zależy od próbki użytej w estymacji. Fakt ten można także wykorzystać do kon-
strukcji przedziałów ufności, które pokryją wartość zagrożoną z zadanym po-
ziomem ufności [2; 3]. 
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W celach poglądowych przeprowadzono symulacje, na podstawie których 
szacowano prognozę punktową wartości zagrożonej oraz wyznaczano przedział, 
który pokrywał wartość zagrożoną dla wybranej opcji kupna i sprzedaży na 
WIG20.  

 
 

1. Model Blacka-Scholesa 
 
Klasyczny model Blacka-Scholesa [5] jest jednym z najczęściej używanych 

modeli do wyceny opcji europejskich. Przy jego konstrukcji autorzy poczynili 
pewne założenia, m.in. takie, że dynamika cen instrumentu bazowego opisana 
jest geometrycznym ruchem Browna o stałych parametrach:  

t
t

t dWdt
S

dS σμ +=  (2)

gdzie: 

tS − wartość instrumentu, 
μ  − współczynnik dryfu, 
σ  − współczynnik zmienności, 

tdW  − przyrost procesu Wienera, 
dt  − przyrost czasu. 

Rozwiązaniem powyższego równania różniczkowego stochastycznego jest 
funkcja: 

tWt

t eSS
σσμ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
2

2
1

0  (3)

gdzie: 

0S − aktualna wartość instrumentu. 
W swoich rozważaniach przyjęli także brak wszelkich kosztów transakcyj-

nych oraz podatków oraz że krótkoterminowa wolna od ryzyka stopa procen-
towa r jest stała. 

Na podstawie powyższych założeń Black i Scholes wyprowadzili wzory  
na ceny europejskich opcji kupna [5]:  

)()( 210 dNXedNSc rT−−=  (4)
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oraz opcji sprzedaży: 

)()( 102 dNSdNXep rT −−−= −  (5)

T

Tr
X
S

d
2

2
0

1

)
2

()ln(

σ

σ
++

=  (6)

Tdd 2
12 σ−=  (7)

gdzie: 

N(d) − dystrybuanta standaryzowanej zmiennej o rozkładzie normalnym, 
0S  − cena akcji w chwili t = 0, 

T − czas pozostający do wygaśnięcia kontraktu, 
X − cena wykonania opcji, 
r − intensywność oprocentowania. 

 
 

Symulacje 
 
Zgodnie z definicją, aby wyznaczyć wartość zagrożoną opcji dla horyzontu 

t musimy znać jej wartość początkową, która zależy od oszacowanego parametru 
σ  i wartości 0S , X, T, r (w pracy zakładano, że stopa r jest znana) oraz znać 

rozkład wartości opcji w chwili t. Rozkład ten jest powiązany z rozkładem 
zmiennej losowej, jaką jest cena instrumentu bazowego tS . Do wyznaczenia 
prognozy punktowej wartości zagrożonej opcji za pomocą symulacji należy  

zatem wyestymować parametry )
2
1( 2σμ −  i σ  geometrycznego ruchu Browna. 

Na ich podstawie wygenerować rozkład ceny instrumentu bazowego na chwilę t,  
a następnie wyznaczyć cenę początkową opcji w czasie 0=t  i rozkład ceny 
opcji w czasie t.  

W przypadku dynamiki cen instrumentu bazowego opisanej geome-
trycznym ruchem Browna, logarytmiczne stopy zwrotu o okresie tΔ  mają roz-
kład normalny:  

) ,)
2
1(( 2 ttN ΔΔ− σσμ  (8)
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Wykorzystując metodę momentów można wyznaczyć wzory na estymatory 

)
2
1( 2σμ −  i 2σ : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=Δ−

=Δ

Δ+

Δ+

))(ln()
2
1(

))(ln(

2

22

t

tt

t

tt

S
SEt

S
SDt

σμ

σ
 (9)

W tym celu należy podstawić do powyższego układu równań wzory na  

estymatory wartości oczekiwanej )(ln(
t

tt

S
SE Δ+  i wariancji ))(ln(2

t

tt

S
SD Δ+  roz-

kładu normalnego logarytmicznych stóp zwrotu. 
Należy podkreślić, że w rzeczywistości wartość oczekiwana czy wariancja 

rozkładu nie jest zmienną losową, podobnie jak sama wartość zagrożona wiel-
kości te są deterministyczne. W praktyce jednak nie znamy ich prawdziwych 
wartości, a jedynie je oszacowujemy z pewnym błędem estymacji. Aby uwz-
ględnić opisywaną niepewność będzie wyznaczany przedział ufności, który po-
kryje wartość zagrożoną z zadanym poziomem ufności. Przedział ten, podobnie 
jak w przypadku prognozy punktowej również będzie wyznaczany symula-
cyjnie. 

Dla rozkładu normalnego ))(),(( XDXEN  nieobciążone estymatory  
wariancji oraz wartości oczekiwanej są niezależne i powiązane ze zmiennymi  
losowymi [7]:  

)(
)(ˆ)1(

2

2

XD
XDnH −

=  (10)

)(ˆ
1))()(ˆ(

XD
nXEXET −−

=  (11)

gdzie: 

H − zmienna o rozkładzie chi-kwadrat z  1−n  stopniami swobody, 
T − zmienna  o rozkładzie t-Studenta z  1−n  stopniami swobody, 
n − liczebność próbki. 
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Jak już wcześniej zaznaczono, wielkości 2σ  i )
2
1( 2σμ −  nie są zmien-

nymi losowymi, dlatego wprowadzono zmienne losowe ( ) ,
*2σ  ,)

2
1( *2σμ −  

których rozkłady powinny pokryć odpowiednio opisywane wielkości.  
Na podstawie wzorów (9), (10) i (11) można wyznaczyć rozkłady zmien-

nych losowych ( ) ,
*2σ  *2 )

2
1( σμ −  (pod warunkiem, że znane są wielkości 

)(ˆ XE , )(ˆ 2 XD ): 

( )
dtH

XDn
dt

XD 1)(ˆ)1(1)(
2

2*2 −
==σ  (12)

dtn
XDT

XEdtXE
1

)
1
)(ˆ

)(ˆ(
1

)()2
1

(
*2

−
−==− σμ  (13)

gdzie: 

),(ˆ XE  )(ˆ 2 XD − wyestymowane wielkości wartości oczekiwanej i wariancji, 
H, T − zmienne losowe o rozkładzie chi-kwadrat i t-Studenta, oba z 1−n  stop-

niami swobody. 

Wygenerowane rozkłady zmiennych ( )*2σ  oraz 
*2

)2
1

( σμ −  (na pod-
stawie wzorów (12) i (13)) pokryją odpowiednio ich prawdziwe wartości. 

Dla prognozy punktowej rozkład zmiennej tS  generowano na podstawie 

10 000 realizacji, estymując wcześniej parametry )
2
1( 2σμ −  i 2σ  ze 100  

jednodniowych logarytmicznych stóp zwrotu (por. wzór (9)). W przypadku pro-

gnozy przedziałowej parametry 2σ  i )
2
1( 2σμ −  wyznaczano na podstawie 

10 000 losowych realizacji  zmiennej H oraz T (por. wzory (11) i (12)), a na-
stępnie dla każdej z 10 000 par tych parametrów generowano rozkład tS  rów-
nież na podstawie 10 000 losowych realizacji (na podstawie wzoru (3)). Wartość 
oczekiwaną i wariancję logarytmicznych stóp zwrotu estymowano na podstawie 
próbki stuelementowej, natomiast stopę r obliczano jako średnią ważoną stóp 
WIBOR (wagi były ilorazem okresu stopy do czasu wygaśnięcia opcji).  

Na rys. 1 i 2 przedstawiono histogramy zmiennej opisującej jednodniową 
oraz 15-dniową względną wartość zagrożoną (wartość zagrożoną w stosunku  

do początkowej wartości opcji: 
0p

VaR , która będzie nazywana także wzVaR, do-
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datnia wartość oznacza spadek wartości opcji) opcji OW20U1250. Jest to opcja 
sprzedaży na WIG20 o dacie zapadalności na wrzesień 2011 r. i wartości wy-
konania 2500. Poziom tolerancji VaR ustalono jako .05,0=α  Stopa procentowa 
r = 0,04. Rozkłady generowano na dzień 30.03.2011 r., zatem przedziały od-
czytane z wygenerowanych rozkładów jako [ 025,0Q ; 975,0Q ], ( pQ − kwantyl  
rzędu p) powinny pokryć wartość zagrożoną odpowiednio na dzień następny i na 
15 dni z poziomem ufności 0,95.  

 
Rys. 1.  Histogram względnej jednodniowej wartości zagrożonej 

 
 
 

 
Rys. 2. Histogram względnej 15-dniowej wartości zagrożonej 
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W przypadku jednodniowej wartości zagrożonej odczytany przedział [0,23; 
0,28] powinien pokryć wartość zagrożoną opcji z poziomem ufności 0,95. Jed-
nodniowa prognoza punktowa wyniosła 0,26 (w tym przypadku parametry 

)
2
1( 2σμ −  i 2σ  wynoszą odpowiednio (co do zaokrąglenia) 0,07 i 0,02 w skali 

roku). Rozpiętość przedziału ufności w stosunku do prognozy punktowej jest 
równa 22%.  

Dla prognozy 15-dniowej odczytany przedział to [0,61; 0,87], prognoza 
punktowa 0,78 (parametry nie ulegają zmianie), natomiast rozpiętość tego prze-
działu do prognozy punktowej jest równa 33%. Jak można zauważyć, w tym 
przypadku, stawiając prognozę punktową można się pomylić nawet o 15% jej 
wartości w wyniku błędu estymacji parametrów modelu.  

Poniżej przedstawiono wykres wzVaR o coraz dłuższym horyzoncie VaR 
dla opcji sprzedaży OW20U1250 oraz opcji kupna OW20I1230 wyznaczanego  
w dacie 30.03.2011 r. (opcje na WIG20). Począwszy od wzVaR jednodniowego 
skończywszy na wzVaR 100-dniowym. Poziom tolerancji wartości zagrożonej 
był równy .05,0=α  Przedziały pokrywały względną wartość zagrożoną z po-
ziomem ufności 0,95. 

 

 
 
 
 
 
Rys. 3. Prognozy względnej wartości zagrożonej dla opcji OW20U1250 (opcja sprzedaży  

na WIG20 z terminem wykonania we wrześni 2011 r. i wartością wykonania 2500) 
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Rys. 4. Prognozy względnej wartości zagrożonej dla opcji OW20I1230 (opcja kupna na WIG20  
z terminem wykonania we wrześniu 2011 r. i wartością wykonania 2300) 

 
Na wykresach można obserwować, jak zmienia się prognoza punktowa 

wartości zagrożonej wraz z wydłużaniem się czasu, dla którego była wyznacza-
na oraz jaki wpływ na dokładność szacowania ma estymacja parametrów mo-
delu. Wraz z wydłużaniem się horyzontu wartości zagrożonej zwiększa się roz-
piętość jej przedziału ufności aż górna granica osiągnie poziom 100%. Dla 
odpowiednio długiego horyzontu wartości zagrożonej dolna granica przedziału 
ufności też będzie dążyć do 100% w przypadku opcji sprzedaży i do 0 w przy-
padku opcji kupna. Taka sytuacja wynika z faktu, że wraz z wydłużaniem czasu 
do wygaśnięcia opcji prawdopodobieństwo, że wartość indeksu w dacie wy-
konania będzie w przedziale [0; X] zmierza do zera (dla parametrów estymo-
wanych na dzień 30.03.2011 r.). 

Na kolejnym rysunku przedstawiono wyniki symulacji, w wyniku której 
szacowano jednodniowe względne wartości zagrożone z poziomem tolerancji 
0,05 zarówno dla prognozy przedziałowej, jak i punktowej. Symulacje przepro-
wadzono dla opcji OW20U1250 zmniejszając za każdym razem czas pozostały 
do jej wygaśnięcia o jeden dzień. Względne wartości zagrożone porównano  
z realnymi cenami tej opcji, a dokładniej z ich stopami zwrotu. Pamiętając, że 
dodatnia wartość zagrożona oznacza spadek ceny opcji, na wykresie przedsta-
wiono względne wartości zagrożone przemnożone przez (-1) (oznaczymy tę 
wartość jako  wzVaR . 

 

Względna wartość zagrożona opcji
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Rys. 5. Jednodniowe prognozy wartości zagrożonej  
 
Minimalna zaobserwowana rozpiętość przedziału ufności w stosunku do 

prognozy punktowej wzVaR dla tego samego dnia wyniosła około 18%, maksy-
malna około 40%. Średnia rozpiętość przedziału ufności w stosunku do pro-
gnozy punktowej jest równa 23,3%, natomiast odchylenie standardowe około 
5%. Widać zatem, że prognoza punktowa względnej wartości zagrożonej może  
w niektórych przypadkach znacznie różnić się od wartości realnej. 

 
 

Podsumowanie 
 
W przypadku prognoz punktowych wartości zagrożonej szansa na jej bez-

błędne oszacowanie jest znikoma (dokładniej równa 0). Oczywiście błąd esty-
macji może być tak mały, że różnice pomiędzy wyznaczoną a rzeczywistą war-
tością zagrożoną będą nieistotne i taka prognoza będzie skuteczna. Istnieje 
jednak alternatywa w postaci estymacji przedziałowej, w której można wy-
znaczyć przedział pokrywający wartość zagrożoną z góry zadanym poziomem 
ufności. W opracowaniu przedstawiono próbę wyznaczania wartości zagrożonej 
wybranych opcji europejskich na WIG20 za pomocą symulacji. Na ich pod-
stawie można zaobserwować, jak zmienia się rozpiętość prognoz przedziało-
wych w czasie, czy też w zależności od horyzontu wartości zagrożonej.  
W bardzo prosty sposób obrazują one, jakie błędy mogą wystąpić podczas esty-
macji punktowej wartości zagrożonej.  

-wzVAR 

-100%

-50%

0%

50%

100%

2011-03-30 2011-05-09 2011-06-18 2011-07-28 2011-09-06

lewy koniec przedziału prawy koniec przedziału
prognoza punktowa stopa zwrotu z ceny opcji

−wzVAR 

100% 

50% 

0% 

−100% 

−50 

lewy koniec przedziału 
prognoza punktowa 

prawy koniec przedziału 
stopa zwrotu z ceny opcji 

2011.03.30 2011.05.09 2011.06.18 2011.07.28 2011.09.06 



Daniel Iskra 192 

Literatura 
 

1. Alexander C., Market Risk Analysis: Value at Risk Models, Vol. IV, John Wiley & 
Sons, England 2008. 

2. Contreras P., Satchell S., A Bayesian Confidence Interval for Value-at-Risk 2003, 
http://www.dspace.cam.ac.uk/handle/1810/380  

3. Dowd K., Assessing VaR Accuracy, 2000 http://www.smartquant.com/references/ 
VaR/var14.pdf 

4. Holton G.A., Value at Risk. Theory and Practice, Academic Press, USA 2003, 
5. Hull J., Kontrakty terminowe i opcje. Wprowadzenie, WIG-PRESS, Warszawa 1999. 
6. Jorion P., Value at risk: the new benchmark for managing financial risk, McGraw- 

-Hill 2001. 
7. Sobczyk M., Statystyka. Aspekty praktyczne i teoretyczne, UMCS, Lublin 2006. 

 
 
 

VaR ESTIMATED INTERVAL EUROPEAN OPTIONS. SIMULATIONS 
 

Summary 
 
This paper presents a procedure for determining the value at risk ranges covering 

European options with a given level of confidence. Interval forecast VaR takes into  
account the uncertainty associated with the estimation error of the model parameters 
used. Option pricing model adapted Black-Sholes, and studies based on simulations. 
 

 
 
 



 
 

Jan Acedański 
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach 

 

KRYTERIA WYBORU  
DYNAMICZNYCH MODELI CZYNNIKOWYCH  
DLA CELÓW PROGNOSTYCZNYCH 

 
 

Wprowadzenie 
 
Dynamiczne modele czynnikowe (dynamic factor models – DFM) są  

ważnym narzędziem wykorzystywanym w krótkookresowym prognozowaniu 
makroekonomicznym. Podejście to często jest stosowane przez banki centralne 
jako narzędzie wspomagające krótkookresowe prognozowanie kluczowych 
zmiennych makroekonomicznych [5; 6; 7]. Istota metody sprowadza się do 
agregacji dużej liczby potencjalnych zmiennych objaśniających do kilku wza-
jemnie niezależnych czynników, które następnie wykorzystywane są do progno-
zowania wybranej zmiennej. Wyodrębnianie czynników najczęściej dokonywa-
ne jest za pomocą klasycznej metody składowych głównych lub jej modyfikacji. 
Równanie prognostyczne opisujące zależność pomiędzy zmienną prognozowaną 
a czynnikami ma zwykle postać liniową. Oprócz czynników w równaniu tym 
mogą wystąpić ich opóźnienia, a także składniki o charakterze autoregresyjnym. 

Jednym z ważniejszych problemów związanych ze stosowaniem omawia-
nego podejścia jest specyfikacja modelu. W szczególności konieczne jest pod-
jęcie decyzji dotyczących liczby czynników branych pod uwagę przy prognozo-
waniu, a także liczby ewentualnych opóźnień występujących w równaniu 
prognostycznym. W literaturze przedmiotu opisywanych jest wiele podejść sto-
sowanych w celu wyboru modelu dla celów prognostycznych, np. wybór opty-
malnej liczby czynników dokonywany był często na podstawie zmodyfikowa-
nych kryteriów informacyjnych zaproponowanych przez [3; 7], a wybór 
dokładnej specyfikacji równania prognostycznego był oparty na standardowym 
kryterium informacyjnym BIC [2; 13]. Dość często także liczba czynników oraz 
opóźnień ustalana była ad hoc na arbitralnym, zwykle niewielkim poziomie  
[5; 12]. 
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W ostatnich latach pojawiły się w literaturze podejścia, które pozwalają na 
dokonanie jednoczesnego wyboru liczby czynników oraz opóźnień w równaniu 
prognostycznym. Bai i Ng [3] oraz Groen i Kapetanios [11] zaproponowali za-
stosowanie w tym celu zmodyfikowanych kryteriów informacyjnych. Jeszcze 
inną możliwością jest wybór najlepszego modelu na podstawie analizy jakości 
prognoz wygasłych modeli z różną liczbą czynników oraz opóźnień. 

Celem pracy jest porównanie omówionych trzech podejść do wyboru naj-
lepszego modelu DFM dla celów prognostycznych: zmodyfikowanych kryteriów 
informacyjnych, wyłącznej analizy dokładności prognoz wygasłych oraz po-
dejścia tradycyjnego łączącego kryteria informacyjne i analizę prognoz wy-
gasłych. Badane jest, które z tych trzech podejść generuje najlepsze prognozy 
poza próbą. Podstawowym kryterium oceny jakości prognoz jest błąd średnio-
kwadratowy RMSE. W badaniach wykorzystano zarówno szeregi generowane 
na podstawie symulacji Monte Carlo, jak i dane rzeczywiste dotyczące progno-
zowania miesięcznej stopy inflacji w Polsce. 

 
 

1. Modele czynnikowe w prognozowaniu 
 
Istota prognozowania za pomocą dynamicznych modeli czynnikowych 

opiera się na założeniu, że źródłem dynamiki bardzo wielu zmiennych ekono-
micznych jest niewielka liczba niezależnych czynników [16]. Jeżeli tX  oznacza 
wektor N zmiennych objaśniających obserwowanych w chwili t, wtedy po-
wyższe założenie można sformalizować w postaci: 

ttt εLFX ′+′=′ ,  t = 1, 2, …, T (1) 

gdzie tF  jest K-wymiarowym wektorem czynników, L – K×N-wymiarową  
macierzą ładunków czynnikowych, natomiast tε  reprezentuje N-wymiarowy  
wektor składników losowych.  

O czynnikach zakłada się, że są one między sobą niezależne: 
0),( =jtit FFE  dla ji ≠  oraz niezależne od zaburzeń losowych: .0),( =ititFE ε  

Ponadto zakłada się, że składniki losowe mają zerową wartość oczekiwaną 
0)( =itE ε  oraz są niezależne między sobą ,0),( =jtitE εε  .ji ≠  Oprócz po-

wyższych założeń zwykle przyjmuje się także, że macierz ładunków czynni-
kowych jest stała oraz że nie występuje autokorelacja składników losowych, 
chociaż uchylenie tych założeń jest możliwe [9]. Liczba czynników K oraz ich 
realizacje nie są obserwowane i muszą być estymowane przez badacza. Fakt, że 
czynniki nie są obserwowane sprawia, że w omawianej sytuacji nie powinno się 
stosować standardowych kryteriów informacyjnych przy wyborze liczby czyn-
ników oraz opóźnień w równaniu prognostycznym.  
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Najpopularniejszą metodą estymacji czynników jest metoda składowych 
głównych (principal components analysis – PCA). Pozwala ona na znalezienie 
takich N-wymiarowych wektorów czynników tF̂  oraz takiej N×N-wymiarowej 
macierzy ładunków czynnikowych ,L̂  że: 

LFX ˆˆ
tt ′=′ ,  t = 1, 2, …, T (2)

Estymowane czynniki tF̂  są wzajemnie niezależne oraz uporządkowane  
w takiej kolejności, że zmiany kolejnego czynnika wyjaśniają coraz mniejszy 
odsetek wahań zmiennych obserwowanych z wektorów tX . 

Przy szacowaniu tF̂  oraz L̂  metodą składowych głównych wykorzystuje 
się dekompozycję macierzy XX ′ , w której ][ 21 ′= TXXXX L . Kolejne 

kolumny macierzy L̂  są wektorami własnymi macierzy XX ′  związanymi z ko-
lejnymi, uporządkowanymi malejąco wartościami własnymi tej macierzy [16]. 
Przy danej macierzy ładunków czynnikowych realizacje czynników można  
łatwo obliczyć jako 1ˆˆ −′=′ LXF tt . Czasami zdarza się, że niektóre wektory tX  są 
niekompletne, szczególnie na końcu lub początku próby. W takiej sytuacji przy 
estymacji czynników stosowany jest dodatkowo algorytm maksymalizacji ocze-
kiwań (expectations maximization – EM) [16]. Algorytm ten ma charakter re-
kurencyjny, składający się z dwóch podstawowych kroków. W pierwszym kroku  
w oparciu o dane wartości tF̂  oraz L̂  uzupełniane są brakujące elementy w nie-
kompletnych wektorach tX . W drugim kroku korzystając już z kompletnych 
wektorów tX  dokonuje się estymacji tF̂  oraz L̂  zwykłą metodą składowych 
głównych. Startowe wartości tF̂  oraz L̂  w procedurze wyznacza się najczęściej 
biorąc pod uwagę tylko kompletne wektory tX . 

Metoda PCA zakłada statyczną zależność pomiędzy zmiennymi objaśniają-
cymi a czynnikami. W przypadku przyjęcia założenia, że zależność ta nie ma 
charakteru statycznego stosowane są inne metody estymacji czynników, np. wy-
korzystujące analizę spektralną [9] lub filtry Kalmana [8]. 

W drugim kroku, po wyborze właściwej liczby czynników specyfikowane 
jest równanie prognostyczne, które można przedstawić w następującej postaci: 
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gdzie tY  oznacza zmienną prognozowaną, )(ˆ k
tF  reprezentuje wektor k pierw-

szych oszacowanych czynników, Ytε  jest składnikiem losowym, natomiast iα  
oraz jβ  są parametrami równania. Horyzont prognozy oznaczony został przez h, 
ny jest nieznaną liczbą opóźnionych wartości zmiennej prognozowanej, na-
tomiast nf reprezentuje opóźnienia czynników. Parametry równania (3) szaco-
wane są metodą najmniejszych kwadratów. 

Należy zwrócić uwagę, że omówione tutaj podejście jest zbliżone do kon-
cepcji prognozowania za pomocą wskaźników wyprzedzających. Równanie (3) 
wskazuje bowiem, że czynniki mają charakter wskaźników wyprzedzających.  
W tym miejscu ujawnia się pewna niespójność całego omawianego podejścia, 
gdyż przy estymacji czynników zakładano, że zależności pomiędzy czynnikami  
a zmiennymi tX  mają charakter jednoczesny. Tymczasem w praktyce do zbioru 
zmiennych objaśniających zalicza się bardzo wiele zmiennych nie patrząc na to, 
czy mają one charakter wskaźników wyprzedzających względem zmiennej pro-
gnozowanej. Specyfikacja (3) ma więc charakter ad hoc. 

Alternatywne podejście polega na specyfikacji równania opisującego za-
leżności jednoczesne pomiędzy tY  a )(ˆ k

tF  wraz z ewentualnymi opóźnieniami 
[7], jednak w takiej sytuacji stawianie prognoz wymaga znajomości przyszłych 
wartości czynników, a więc konieczne jest skonstruowanie jeszcze jednego mo-
delu służącego do prognozowania przyszłych wartości czynników. W tym celu 
najczęściej stosowane są modele wektorowej autoregresji. 

 
 

2. Metody wyboru liczby czynników oraz opóźnień w równaniu  
prognostycznym 

 
W literaturze opisywanych jest kilka metod wyboru optymalnej liczby 

czynników oraz specyfikacji równania prognostycznego. Można je podzielić na 
dwie grupy. W pierwszej obie decyzje są dokonywane oddzielnie. Do drugiej 
grupy należą metody jednoczesnego wyboru liczby czynników i opóźnień. 

 
 

2.1. Kryteria Bai i Ng wyboru liczby czynników 
 
Najpopularniejszymi kryteriami wyboru liczby czynników są modyfikacje 

standardowych kryteriów informacyjnych zaproponowane przez Bai i Ng [3]. 
Metoda składowych głównych generuje N czynników, a więc tyle samo, ile 

jest zmiennych obserwowanych tworzących wektory tX . Bai oraz Ng zapropo-
nowali kryteria, które pozwalają na estymację nieznanej liczby K czynników 
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rzeczywistych. Metoda ta daje właściwe oszacowania asymptotycznie, tzn., gdy 
badacz dysponuje jednocześnie długimi szeregami czasowymi – ∞→T  oraz 
dużym zbiorem zmiennych objaśniających – .∞→N  W omawianym podejściu 
rozważa się sekwencję modeli postaci (1), w których uwzględnianych jest  
k pierwszych czynników MAXkk ...,,2,1=  wraz z odpowiednimi postaciami ma-
cierzy ładunków czynnikowych uzyskanych metodą głównych składowych. Je-
żeli przez V(k) oznaczyć łączną wariancję wszystkich reszt w modelu z k czyn-
nikami: 

2

1 1 1
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natomiast 2σ̂  oznacza oszacowanie wariancji wszystkich składników losowych 

iε , wtedy optymalna liczba czynników k̂  powinna zostać ustalona na takim po-
ziomie, aby wartości kryteriów: 
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były jak najmniejsze. W praktycznych zastosowaniach 2σ̂  może być przy-
bliżane przez ).( MAXkV  W pracy Bai i Ng powyższe kryteria były oznaczane  
jako )(1 kPC p  oraz ).(2 kIC p  W badaniach porównawczych kryteria te od-
znaczały się dobrymi własnościami w porównaniu do innych kryteriów rozwa-
żanych w cytowanym opracowaniu. Należy jeszcze zaznaczyć, że w ostatnich 
latach pojawiło się w literaturze kilka alternatywnych kryteriów o korzystnych 
własnościach w porównaniu do kryteriów przedstawionych powyżej, choć nie są 
one jeszcze tak popularne w zastosowaniach prognostycznych [1; 14; 15]. 

 
 

2.2. Metody analizy prognoz wygasłych w wyborze liczby opóźnień  
w równaniu prognostycznym 
 
Wyboru właściwej liczby opóźnień ny i nf  można także dokonywać poprzez 

porównanie jakości prognoz wygasłych modeli z różnymi liczbami opóźnień.  
W zbiorze T obserwacji wyodrębnia się r okien obserwacyjnych, począwszy od 
pierwszego obejmującego obserwacje o numerach 1, 2, …, Tp. Kolejne okna są 
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albo przesuwane o jedną obserwację wprzód (rolling window), albo rozszerzane  
o kolejną obserwację (expanding window). W pierwszym przypadku okna liczą 
zawsze obserwacji Tp. W drugim liczba obserwacji wzrasta o jeden. 

Następnie dla każdej metody m oraz okna i szacowane są parametry rów-
nania (3) oraz wyznaczane są prognozy na h okresów do przodu: ),,,(ˆ ihmY

pT  

które są porównywane z rzeczywistymi wartościami zmiennej prognozowanej  
w danym okresie. Jako podstawową miarę jakości prognoz przyjęto w pracy 
błąd średniokwadratowy: 

( )
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hiTT pp

YihmY
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hmRMSE  (7)

Jako najlepszy model do prognozowania przy danym horyzoncie prognozy 
wybierano ten model, który cechował się najmniejszym błędem średniokwadra-
towym. 

W literaturze przedmiotu cały czas toczy się dyskusja dotycząca właści-
wego sposobu konstrukcji okien prognostycznych. Za oknami rozszerzanymi 
przemawia fakt, że pozwalają one uwzględnić wszystkie obserwacje. Zwolen-
nicy okien przesuwanych podkreślają natomiast, że podejście to cechuje się 
większą odpornością w przypadku niestabilności procesu generującego dane. 
Badania empiryczne i symulacyjne nie są w stanie jednoznacznie rozstrzygnąć 
tej kwestii [10]. 

Biorąc pod uwagę dwa kryteria wyboru optymalnej liczby czynników oraz 
dwie metody konstrukcji okien przy wyborze najlepszej specyfikacji równania 
prognostycznego łącznie w pracy rozważane były cztery tradycyjne podejścia do 
wyboru najlepszego modelu DFM dla celów prognozowania. 

 
 

2.3. Metody jednoczesnego wyboru liczby czynników i opóźnień 
 
Na alternatywne podejścia do wyboru optymalnego modelu DFM, mające 

na celu jednoczesne podjęcie decyzji dotyczącej liczby czynników oraz opóź-
nień w równaniu prognostycznym można patrzeć jako na rozszerzenia metod 
opisanych w poprzednich dwóch rozdziałach. Można je podzielić na dwie grupy. 
W pierwszej znajdują się metody wykorzystujące zmodyfikowane wersje kry-
teriów informacyjnych. Druga bazuje na analizie prognoz wygasłych. 

Odnośnie do kryteriów z pierwszej grupy Bai i Ng [4] zaproponowali kry-
terium finalnego błędu predykcji (final prediction error – FPE), które przy du-
żych próbach pozwala na wybór modelu postaci (3) minimalizującego średnio-
kwadratowy błąd predykcji przy danym horyzoncie prognozy: 
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gdzie γ̂  oznacza wektor ocen wszystkich parametrów strukturalnych iα , jβ   

w równaniu (3), natomiast Σ̂  reprezentuje oszacowanie macierzy kowariancji 
zmiennych wszystkich zmiennych niezależnych równania (3). 

Do pierwszej grupy należą także kryteria podane przez Groena i Ka-
petaniosa [11]. Są one modyfikacją standardowych kryteriów informacyjnych 
uwzględniającą fakt, że zmienne objaśniające w równaniu prognostycznym nie 
są z góry ustalone, ale muszą być estymowane. W odniesieniu do równania (3) 
kryteria te przyjmują następujące formy: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++=

N
TTnkTnTBICM fy 1ln)1(ln)2()ˆln(

2
2σ  (9)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++=

N
TTnkTnTHQICM fy 1)ln(ln)1(2)ln(ln)2(2)ˆln(

2
2σ  (10)

We wszystkich trzech przypadkach jako najlepszy model wybiera się ten, 
dla którego wartości kryteriów są najmniejsze. 

Wyboru najlepszego modelu prognostycznego w całości można również 
dokonać porównując jakość prognoz wygasłych, zgodnie z procedurą opisaną  
w poprzednim rozdziale, przy czym oprócz liczby opóźnień w równaniu (3) 
uwzględnia się teraz dodatkowo różne liczby czynników w modelu nf. 

 
 

3. Metodologia badań porównawczych omawianych metod 
 
Łącznie w pracy porównywano 9 metod wyboru najlepszego modelu czyn-

nikowego dla celów prognostycznych. Były to 4 podejścia klasyczne łączące 
kryteria Bai-Ng z badaniem jakości prognoz wygasłych – w dalszej części pracy 
oznaczane jako: PC_rol (kryterium PC i okna przesuwane), PC_exp (kryterium 
PC i okno rozszerzane), IC_rol (kryterium IC i okna przesuwane), IC_exp (kry-
terium IC i okno rozszerzane) – oraz 5 podejść nowych pozwalających na jedno-
czesny wybór liczby czynników i liczby opóźnień w równaniu prognostycznym: 
zmodyfikowane kryteria informacyjne – FPE, BICM, HQICM oraz kryteria ba-
zujące na badaniu jakości prognoz wygasłych – RF_rol (z oknami przesuwa-
nymi) i RF_exp (z oknami rozszerzanymi). 
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Badania przeprowadzono zarówno na symulowanych, jak i na rzeczy-
wistych szeregach czasowych. W przypadku danych symulowanych w pierw-
szym kroku generowano szereg czasowy K czynników: 

FttFt υFF += −1ρ , ),(~ KFt N I0υ  (11)

gdzie Fρ  określa jednakowy dla wszystkich czynników poziom autokorelacji, 

KI  symbolizuje natomiast K-wymiarową macierz jednostkową. Dla każdej  
symulacji liczbę czynników K wybierano losowo ze zbioru }5...,,2,1{ . Na-
stępnie generowano szereg (N + 1)×K-wymiarowych macierzy ładunków czyn-
nikowych: 

),(~)vec(,
)](1[

)1(1

1

KNLtLtLtLLt

tkLtLt

N +−

−

+=
⊗+=

I0υυηη
LIηL

ρ
ψ

 (12)

przy czym Lψ  jest parametrem skalującym, Ltη  jest ciągiem (N + 1)×K- 
-wymiarowych realizacji procesu autoregresyjnego o współczynniku auto-
korelacji Lρ , natomiast ⊗  reprezentuje iloczyn Kroneckera, a więc oznacza 
zamianę macierzy w wektor kolumnowy. Z powyższego zapisu wynika, że  
w ogólnym przypadku dopuszczano zmienność macierzy ładunków czynni-
kowych. W większości symulacji zakładano jednak, że ,0=Lψ  co oznaczało 
stałość macierzy tL . Początkowe wartości składowych wektora czynników 0F  
oraz macierzy ładunków czynnikowych 0L  losowane były z rozkładu N(0, 1). 
Wreszcie na podstawie wektorów tF  oraz macierzy tL  tworzone były  
(N + 1)-wymiarowe wektory obserwacji: 

Ztttt ηLFZ += ,      ZtZtZZt υηη += −1ρ ,       ),(~ 1+NZt N I0υ  (13)

Pierwsza kolumna macierzy tZ  reprezentowała zmienną prognozowaną Yt. 
Pozostałe N kolumn traktowano jako potencjalne zmienne objaśniające tX . 
Przed prowadzeniem dalszych obliczeń kolumny macierzy tZ  zostały ze-
standaryzowane. Przyjmując powyższą specyfikację nie zakładano więc żadnego 
sprecyzowanego modelu parametrycznego dla zmiennej prognozowanej, ale 
traktowano ją jak jedną z wielu zmiennych ekonomicznych, których dynamika 
była kształtowana przez nieobserwowane czynniki. 
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Przeprowadzając badania przyjmowano, że prognozowanie nie ma charak-
teru jednorazowego, ale sekwencyjny. To znaczy zakładano, że prognozy sta-
wiane są przez p kolejnych okresów zawsze na podstawie T ostatnich obser-
wacji. Takie postępowanie jest charakterystyczne dla omawianych modeli, które 
zwykle wykorzystywane są przez instytucje do regularnego comiesięcznego 
stawiania prognoz wybranych zmiennych. Symulowane szeregi czasowe liczyły 
więc T + p + hMAX obserwacji, gdzie hMAX oznacza maksymalny horyzont 
prognozy. Na ich podstawie dla każdej metody m oraz dla każdego horyzontu 
prognozy h wybierano najlepszy model i generowano prognozy ),,(ˆ

1 hmY iT −+  
i = 1, 2, …, p, które porównywano z rzeczywistymi realizacjami prognozowanej 
zmiennej. W ten sposób uzyskiwano ciąg p błędów prognoz: 

hiTiTi YhmYhmu +−+−+ −= 11 ),(ˆ),( ,  i = 1, 2, …, p (14)

Przy porównywaniu jakości prognoz uzyskanych różnymi metodami stoso-
wano kryterium błędu średniokwadratowego prognoz wygasłych, przy czym aby 
ocenić, czy zaobserwowana w próbie p błędów różnica jakości była statystycz-
nie istotna korzystano z testu warunkowej zdolności prognostycznej (conditional 
prediction ability – CPA) opracowanego przez Giacomini i White’a [10]. Hipo-
teza podstawowa w omawianym teście wskazuje, że jakość prognoz genero-
wanych przez dwa konkurencyjne podejścia była w próbie taka sama. Hipoteza 
alternatywna jest prostym zaprzeczeniem hipotezy badanej. 

Jeżeli przez ),,( 21 hmmLiΔ  oznaczyć różnicę między błędami średnio-
kwadratowymi prognoz wygasłych o horyzoncie h uzyskanych z dwóch różnych 
modeli m1 i m2 dla próby i, natomiast przez iS  – s-elementowy wektor informa-
cji dodatkowej dostępnej w próbie i, wtedy statystyka testowa testu CPA przyj-
muje postać: 

LΩL 12 ˆ −′= pχ  (15)

gdzie ∑
=

Δ=
p

i
ii hmmL

p 1
21 ),,(1 SL , natomiast Ω̂  oznacza oszacowanie macierzy 

kowariancji wektorów postaci ii hmmL S),,( 21Δ  uzyskane metodą Neweya- 
-Westa.  
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Asymptotycznie, przy dużej liczbie porównywanych prognoz ( ∞→p ), 
statystyka testowa ma rozkład 2χ  z s stopniami swobody. W przypadku braku 
warunkowej informacji dodatkowej 1=iS . Wtedy test ma charakter bezwarun-
kowy. Test bezwarunkowy wskazuje podejście, które generowało średnio do-
kładniejsze prognozy. Można więc uznać, że powinno ono także wskazywać, 
które podejście będzie lepsze w pewnym, bliżej nieokreślonym momencie  
w przyszłości. Test względny odpowiada natomiast na pytanie, czy na podstawie 
innych dostępnych w próbie informacji, poza średnią jakością prognoz wy-
gasłych, można wskazać podejście, które będzie generowało prognozy lepsze  
w określonych warunkach. Omawiany test może być stosowany tylko w sy-
tuacji, gdy kolejne prognozy obliczane są na podstawie takiej samej liczby ob-
serwacji, co jest dość istotnym ograniczeniem. Z tej właśnie przyczyny długość 
prób T była zawsze stała. 

W badaniach symulacyjnych w zależności od liczby stawianych prognoz p, 
procedura generowania szeregów czasowych i testowania jakości prognoz po-
wtarzana była 100 lub 1000 razy. 

Własności różnych metod wyboru optymalnego modelu badano także na 
danych rzeczywistych. W tym celu wykorzystano szereg miesięcznej inflacji 
konsumenckiej w Polsce obejmujący okres 11.2000-08.2011. Liczył on więc 
130 obserwacji. Zbiór zmiennych objaśniających składał się z 54 zmiennych, 
wśród których były m.in.: sektorowe indeksy cen, wskaźniki inflacji bazowej, 
indeksy produkcji sprzedanej przemysłu, produkcja ważniejszych wyrobów, 
zmienne reprezentujące dynamikę handlu zagranicznego, podstawowe zmienne 
rynku pracy, wyniki badań przewidywanej koniunktury gospodarczej, ceny su-
rowców, poziom stóp procentowych oraz kursy walut. Wszystkie zmienne  
zostały pozbawione trendu oraz odsezonowane w programie Demetra. Tak przy-
gotowane szeregi potraktowano tak, jak jeden z wysymulowanych szeregów 
opisanych powyżej, przy czym przy badaniu analizowano zarówno próby prze-
suwane, jak i rozszerzane. A więc na podstawie okien o długości co najmniej Tp 
wybierano najlepszy model według każdego kryterium, który następnie służył 
do obliczania prognoz. Podstawą oceny jakości prognoz były błędy średnio-
kwadratowe oraz średnie błędy absolutne prognoz wygasłych oraz wyniki testów 
CPA. 
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4. Wyniki 
 
Dla danych symulowanych prezentowane są wyniki wskazujące, w jakim 

odsetku prób model wybrany określoną metodą okazał się lepszy z punktu wi-
dzenia bezwarunkowego testu CPA na poziomie istotności od innych modeli, 
przy czym dla zwiększenia czytelności prezentacji podawane są rezultaty uśred-
nione dla wszystkich konkurencyjnych modeli. 

Wyniki uzyskano dla szeregów liczących 212 obserwacji, z czego szereg 
służący do wyboru najlepszego modelu liczył T = 100 obserwacji, a liczba prze-
suwanych okien była równa p = 100. Dokładności prognoz badano dla 7 różnych 
horyzontów: h = 1, 2, 4, 6, 8, 10, 12. Liczba zmiennych objaśniających została 
ustalona na poziomie N = 100. W przypadku metod wykorzystujących badanie 
dokładności prognoz wygasłych okna stosowane przy wyborze modelu liczyły 
Tp = 50 obserwacji. Liczba generowanych szeregów była równa n = 1000.  
We wszystkich przypadkach zbiór parametrów, względem którego dokonywano 
wyboru najlepszego modelu był postaci K = {1, 2, …, 6}, ny = {0, 1}, 
nf = {0, 1, 2}. 

 
 

 
 

Rys. 1. Ranking metod – wariant podstawowy (p = 100, n = 1000, ρF = 0,9, ρZ = 0, stałe L) 
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W podstawowym wariancie zakładano, że szereg czynników cechuje się  
autokorelacją na poziomie ρF = 0,9 (zob. równanie 11), wszystkie składniki  
losowe są homoskedastyczne, a macierz ładunków czynnikowych L jest stała  
w czasie. Wyniki dla takiego wariantu zilustrowano na rys. 1. Przedstawia on 
średnią liczbę przypadków, w których dana metoda okazała się lepsza od metod 
konkurencyjnych, przy czym podane są wyniki średnie ze względu na metody 
konkurencyjne oraz rozważane horyzonty prognozy. Z rysunku wynika więc, że 
metody BICM i HQICM okazywały się średnio w 25% spośród 1000 przy-
padków statystycznie lepsze od innych metod. Niewiele niższy wynik uzyskuje 
kryterium FPE. Metody wykorzystujące analizę jakości prognoz wygasłych na 
podstawie okien rozszerzanych uzyskują już wyniki gorsze – około 17% dla me-
tody jednoczesnej RF_ext oraz poniżej 15% dla metod łączonych PC_exp  
i IC_exp. Najgorsze rezultaty uzyskują metody korzystające z okien przesuwa-
nych. Dla podejść łączonych jest to mniej więcej 5%.  

 
 

 
 

Rys. 2. Ranking metod według horyzontu prognoz – wariant podstawowy (p = 100, n = 1000, 
ρF = 0,9, ρZ = 0, stałe L) 

 
Rysunek 2 prezentuje bardziej szczegółowe wyniki z rozbiciem na różne 

horyzonty prognoz. Wynika z niego, że dla horyzontu h = 1 metody jednoczesne 
BICM, HQICM, FPE, RF_ext oraz RF_rol osiągają znacznie lepsze rezultaty od 
metod kombinowanych. Przykładowo kryterium FPE dawało lepsze wyniki od 
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innych modeli średnio w 50% przypadków. Kryterium RF_rol było lepsze mniej 
więcej w 30% przypadków, a dla pozostałych było to w granicach 40%. Kryteria 
łączone dla tego horyzontu dawały lepsze wyniki w mniej niż 10% analizo-
wanych przypadków, jednak w miarę wzrostu horyzontu przewaga metod jedno-
czesnych wyraźnie spada. Dla horyzontu h = 12 metody PC_exp oraz IC_exp 
dają praktycznie takie same rezultaty (około 20%), jak najlepsze kryteria jedno-
czesne BICM oraz HQICM. Zdecydowanie najsłabiej prezentuje się podejście 
RF_rol. Na omawianym rysunku widać także wyraźnie, że oba podejścia łą-
czone wykorzystujące okna rozszerzane (PC_exp i IC_exp) dają praktycznie 
identyczne rezultaty. Podobne spostrzeżenie dotyczy metod PC_rol i IC_rol. Ta-
ka sytuacja ma miejsce we wszystkich wynikach prezentowanych w pracy. 

Rysunek 3 ilustruje zbiorcze wyniki w przypadku stosowania wersji wa-
runkowej testu CPA, przyjmując jako warunek ostatnią dostępną obserwację 
zmiennej prognozowanej: 1−+= iTi YS . Z takiej perspektywy różnice między po-

dejściami są dużo mniejsze, choć pozycja metod w rankingu nie zmieniła się 
istotnie. Najlepsze kryteria jednoczesne okazywały się lepsze od innych metod 
średnio w ponad 12% przypadków. Najsłabsze wyniki osiągały podejścia wy-
korzystujące okna przesuwane – niewiele ponad 6%. 

 
 

 
Rys. 3. Ranking metod – testy warunkowe, wariant podstawowy (p = 100, n = 1000, ρF = 0,9,  

ρZ = 0, stałe L) 
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Na rys. 4 przedstawiono charakterystyki błędów średniokwadratowych pro-
gnoz wygasłych – średnie wartości median i średnich dla różnych horyzontów. 
Wyniki te są dość zgodne z rankingiem przedstawionym na rys. 1. Najniższe 
błędy uzyskiwano dla jednoczesnych kryteriów informacyjnych, nieco wyższe  
w przypadku metod korzystających z okien rozszerzanych. Zdecydowanie naj-
wyższymi błędami cechowały się podejścia związane z oknami przesuwanymi. 
Należy też zwrócić uwagę, że relatywne różnice pomiędzy błędami nie są duże. 
Rozpiętość wyników nie przekracza 10%. 

 

 
Rys. 4. Błędy średniokwadratowe dla wariantu podstawowego (p = 100, n = 1000, ρF = 0,9,  

ρZ = 0, stałe L) 
 
Dla zweryfikowania rezultatów przedstawionych na rys. 1 i 2 przeprowa-

dzono podobne badanie, ale przy większej liczbie prognoz p = 500 stawianej dla 
każdego symulowanego szeregu. Większa liczba obserwacji sprawia, że wyniki 
testów CPA są bardziej wiarygodne i częściej wskazują na odrzucenie hipotezy  
o braku różnic w jakości prognoz dla dwóch modeli, jednak ze względu na  
czasochłonność obliczeń dla takiej liczby prognoz przeprowadzono tylko 100 
powtórzeń procedury. Wyniki badań prezentują rys. 5 i 6. Potwierdzają one re-
zultaty zaprezentowane dla wariantu podstawowego na rys. 1 i 2. Najlepsze wy-
niki dają kryteria BICM oraz HQICM. Nieco gorsze FPE i metody korzystające  
z prognoz wygasłych i okien rozszerzanych. Zdecydowanie najsłabiej wypadają 
metody wykorzystujące okna przesuwane. Również rozłożenie wyników w za-
leżności od horyzontu prognoz jest podobne jak na rys. 2.  
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Rys. 5. Ranking metod – wariant podstawowy, większa liczba prognoz (p = 500, n = 100, ρF = 0,9, 
ρZ = 0, stałe L) 

 
 
 

 
 

Rys. 6. Ranking metod według horyzontu prognoz – wariant podstawowy, większa liczba prognoz 
(p = 500, n = 100, ρF = 0,9, ρZ = 0, stałe L) 
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Należy zwrócić uwagę, że przy dużej liczbie prognoz testy zdecydowanie 
częściej wskazują na odrzucenie hipotezy o równych zdolnościach prognostycz-
nych. W przypadku najlepszych kryteriów średnio w prawie 50% prób okazy-
wały się one statystycznie lepsze od innych podejść, a dla krótkich horyzontów 
odsetek ten przekraczał 60%. Jest to więc mniej więcej dwa razy więcej niż  
w wariancie podstawowym. 

Rysunki 7 i 8 prezentują wyniki dla modelu czysto losowego, w którym nie 
występowała żadna autokorelacja ρF = 0, ρZ = 0. Także w tym przypadku naj-
lepsze wyniki dają kryteria BICM, HQICM oraz FPE. Dobrze wypada także me-
toda IC_exp. Podobnie jak w poprzednich przypadkach, najgorsze prognozy 
otrzymuje się z modeli bazujących na prognozach wygasłych o oknach prze-
suwanych. W przeciwieństwie do poprzednich przypadków ranking ten jest sta-
bilny ze względu na horyzont prognozy i prawie zawsze wygląda w taki sam 
sposób, co ilustruje rys. 8. 

 
 

 
 

Rys. 7. Ranking metod – model czysto losowy (p = 100, n = 1000, ρF = 0, ρZ = 0, stałe L) 
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Rys. 8. Ranking metod według horyzontu prognoz – model czysto losowy (p = 100, n = 1000, 
ρF = 0, ρZ = 0, stałe L) 

 
 
 

 
 

Rys. 9. Ranking metod – błądzenie losowe dla czynników (p = 100, n = 1000, ρF = 1, ρZ = 0,  
stałe L) 
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Na rys. 9 przedstawiono ranking metod w sytuacji, gdy dynamika czyn-
ników opisana jest procesem błądzenia losowego. Wyniki zbliżone są do uzys-
kanych w wariancie podstawowym, przy czym teraz najsłabiej wypadają  
kryteria mieszane, zarówno korzystające z okien przesuwanych, jak i rozszerza-
nych. Były one lepsze od innych podejść średnio w mniej niż 10% przypadków. 
Wyniki z rozbiciem na różne horyzonty nie są prezentowane, gdyż są one zbli-
żone do tych z rys. 2. 

Rysunki 10 i 11 dotyczą modeli, w których zamiast autokorelacji czyn-
ników występuje autokorelacja składników losowych w równaniu (13). Należy 
zwrócić uwagę, że w takiej sytuacji wyniki różnią się w porównaniu do wariantu 
podstawowego. Najlepsze rezultaty przynosi stosowanie kryterium FPE (ponad 
20%). Nieco mniej dają kryteria BICM, HQICM oraz RF_exp. Kryteria, w któ-
rych stosowane są okna przesuwane dają najgorsze rezultaty. Dokładniejszy 
wgląd w wyniki daje rys. 11. Widać, że kryteria FPE oraz RF_exp mają zde-
cydowaną przewagę dla horyzontu h = 1. Dla h = 4 podobne wyniki dają rów-
nież kryteria BICM oraz HQICM. Podobnie jak w wariancie podstawowym, dla 
dłuższych horyzontów poprawia się relatywna jakość prognoz dla modeli ko-
rzystających z rozszerzanych okien. 

 

 
 

Rys. 10. Ranking metod – autokorelacja zaburzeń losowych (p = 100, n = 1000, ρF = 0, ρZ = 0,9, 
stałe L) 
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Rys. 11. Ranking metod według horyzontu prognoz – autokorelacja zaburzeń losowych (p = 100, 
n = 1000, ρF = 0, ρZ = 0,9, stałe L) 

 
 
 

 
 

Rys. 12. Ranking metod – zmienna macierz ładunków czynnikowych (p = 100, n = 1000, ρF = 0,9, 
ρZ = 0, zmienne L) 
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Rys. 13. Ranking metod według horyzontu prognoz – zmienna macierz ładunków czynnikowych 
(p = 100, n = 1000, ρF = 0,9, ρZ = 0, zmienne L) 

 
Na rys. 12 i 13 zaprezentowano wyniki dla zmieniającej się macierzy  

ładunków czynnikowych zgodnie z równaniem (12), w którym przyjęto 
ψL = 0,015 oraz ρL = 0,9. Widać, że nawet w sytuacji niestabilności procesu ge-
nerującego dane, metody wykorzystujące analizę prognoz wygasłych z oknami 
przesuwanymi dają najgorsze wyniki. Ogólnie, rezultaty w takim ujęciu w dal-
szym ciągu są podobne do wyników uzyskanych dla wariantu podstawowego. 

W dalszej części badano własności omawianych metod w odniesieniu do 
rzeczywistego szeregu inflacji konsumenckiej w Polsce. Szereg ten liczył 130 
obserwacji. Na ich podstawie generowano p = 48 szeregów czasowych liczących 
T = 70 obserwacji lub więcej w przypadku okien rozszerzanych. Na ich pod-
stawie wybierano najlepsze modele i obliczano wartości prognoz wygasłych 
oceniając ich dokładność. Dla metody wykorzystujących analizę prognoz wy-
gasłych podokna miały długość co najmniej Tp = 40 obserwacji. Wyniki badań 
zestawiono w tab. 1-4, przy czym nie podawano rezultatów testów CPA, po-
nieważ w przeważającej liczbie przypadków nie dawały one podstaw do rozróż-
niania między zdolnościami prognostycznymi analizowanych podejść. 

Tabela 1 zawiera błędy średniokwadratowe uzyskane dla prognoz prze-
suwanych w omawianym podejściu. Dwa najlepsze wyniki dla każdego ho-
ryzontu pogrubiono. Dwa najgorsze rezultaty oznaczono kolorem szarym. Po-
dano także wyniki średnie, a w ostatniej kolumnie ranking metod ze względu na 
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średnie rezultaty. Najmniejsze błędy dawało stosowanie kryteriów BICM oraz 
HQICM, dobre wyniki także kryterium PC_exp. Najsłabiej wypadły kryteria 
stosujące tylko analizę prognoz wygasłych RF_exp i RF_rol. Widać też dość 
wyraźnie, że kryteria łączone wykorzystujące okna przesuwane dawały gorsze 
wyniki niż te, które bazują na oknach rozszerzanych. Należy również podkreślić, 
że choć kryterium RF_exp daje najlepsze prognozy ze wszystkich metod dla  
horyzontu h = 1, to dla większych horyzontów daje często najgorsze wyniki. 

 
Tabela 1 

 
Błędy średniokwadratowe prognoz inflacji dla prognoz przesuwanych 

Model h = 1 h = 2 h = 4 h = 6 h = 8 h = 10 h = 12 Średnio Rank 
BICM 0,236 0,228 0,234 0,246 0,257 0,273 0,268 0,249 1 

QHICM 0,234 0,234 0,235 0,246 0,257 0,272 0,268 0,249 1 
FPE 0,232 0,261 0,237 0,246 0,255 0,276 0,278 0,255 5 

RF_exp 0,226 0,271 0,245 0,255 0,293 0,288 0,288 0,267 8 
PC_exp 0,232 0,239 0,235 0,249 0,256 0,272 0,267 0,250 3 
IC_exp 0,239 0,239 0,236 0,249 0,266 0,273 0,271 0,253 4 
RF_rol 0,238 0,268 0,238 0,240 0,324 0,295 0,363 0,281 9 
PC_rol 0,242 0,248 0,237 0,242 0,264 0,294 0,290 0,260 6 
IC_rol 0,248 0,247 0,239 0,242 0,268 0,298 0,288 0,261 7 

 
Dosyć podobne rezultaty uzyskuje się przy zastosowaniu okien rozszerza-

nych przy wyznaczaniu kolejnych prognoz, co ilustruje tab. 2. Choć względne 
różnice między metodami są mniejsze niż w poprzednim przypadku, to wyraź-
niejszy jest ranking metod. Najlepsze są kryteria BICM, HQICM oraz FPE, nie-
co gorzej wypadają kryteria korzystające z okien rozszerzanych. Ponownie 
ostatnie pozycje zajmują metody stosujące okna przesuwane. 

 
Tabela 2 

 
Błędy średniokwadratowe prognoz inflacji dla prognoz rozszerzanych 

Model h = 1 h = 2 h = 4 h = 6 h = 8 h = 10 h = 12 Średnio Rank 
BICM 0,233 0,235 0,237 0,244 0,241 0,255 0,248 0,242 1 

QHICM 0,237 0,240 0,237 0,244 0,241 0,255 0,248 0,243 2 
FPE 0,218 0,263 0,237 0,242 0,241 0,255 0,244 0,243 2 

RF_exp 0,227 0,277 0,238 0,247 0,247 0,254 0,247 0,248 6 
PC_exp 0,237 0,241 0,237 0,245 0,248 0,260 0,247 0,245 4 
IC_exp 0,237 0,241 0,237 0,245 0,248 0,260 0,247 0,245 4 
RF_rol 0,270 0,287 0,240 0,258 0,298 0,287 0,276 0,274 9 
PC_rol 0,245 0,251 0,243 0,253 0,258 0,274 0,280 0,258 7 
IC_rol 0,245 0,251 0,243 0,253 0,258 0,274 0,280 0,258 7 
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W tab. 3 i 4 przedstawiono średnie błędy absolutne prognoz wygasłych.  
Z tego punktu widzenia najlepsze wyniki dawały kryteria BICM oraz HQICM,  
a także PC_exp oraz IC_exp. Ponownie zdecydowanie najsłabsze wyniki były 
związane ze stosowaniem podejścia korzystającego z okien przesuwanych. Wy-
niki były więc ogólnie podobne do rezultatów uzyskanych przy rozważaniu błę-
dów średniokwadratowych. 

 
Tabela 3 

 
Średnie błędy absolutne prognoz inflacji dla prognoz przesuwanych 

Model h = 1 h = 2 h = 4 h = 6 h = 8 h = 10 h = 12 Średnio Rank 
BICM 0,170 0,172 0,177 0,187 0,192 0,206 0,203 0,187 1 

QHICM 0,173 0,175 0,178 0,188 0,192 0,206 0,203 0,188 3 
FPE 0,181 0,203 0,179 0,189 0,190 0,211 0,208 0,194 5 

RF_exp 0,172 0,209 0,185 0,193 0,218 0,222 0,219 0,203 6 
PC_exp 0,164 0,181 0,177 0,189 0,191 0,203 0,202 0,187 1 
IC_exp 0,176 0,180 0,179 0,189 0,199 0,203 0,209 0,191 4 
RF_rol 0,185 0,210 0,184 0,187 0,236 0,241 0,290 0,219 9 
PC_rol 0,180 0,190 0,182 0,190 0,203 0,242 0,232 0,203 6 
IC_rol 0,192 0,189 0,184 0,189 0,208 0,243 0,231 0,205 8 

 
 
 

Tabela 4 
 

Średnie błędy absolutne prognoz inflacji dla okien rozszerzanych 

Model h = 1 h = 2 h = 4 h = 6 h = 8 h = 10 h = 12 Średnio Rank 
BICM 0,173 0,179 0,180 0,188 0,182 0,197 0,191 0,184 1 

QHICM 0,176 0,182 0,180 0,188 0,182 0,197 0,191 0,185 2 
FPE 0,164 0,212 0,180 0,184 0,182 0,197 0,188 0,187 5 

RF_exp 0,183 0,225 0,181 0,191 0,189 0,195 0,190 0,193 6 
PC_exp 0,176 0,185 0,180 0,188 0,187 0,199 0,190 0,186 3 
IC_exp 0,176 0,185 0,180 0,188 0,187 0,199 0,190 0,186 3 
RF_rol 0,203 0,229 0,184 0,194 0,227 0,233 0,223 0,213 9 
PC_rol 0,184 0,188 0,184 0,193 0,201 0,222 0,227 0,200 7 
IC_rol 0,184 0,188 0,184 0,193 0,201 0,222 0,227 0,200 7 

 
 
 
 
 



Kryteria wyboru dynamicznych modeli czynnikowych… 215 

Podsumowanie 
 
Przedstawione w pracy wyniki w dość jednoznaczny sposób wskazują, że 

najlepsze modele DFM dla celów prognostycznych najczęściej były uzyskiwane 
na podstawie kryteriów jednoczesnych BICM oraz HQICM zaproponowanych 
przez Groena i Kapetaniosa. Tylko nieznacznie gorsze rezultaty były związane 
ze stosowaniem kryterium FPE Bai i Ng. Kolejne miejsca w rankingu przy-
padały kryteriom bazującym na oknach rozszerzanych przy wyborze najlepszego 
modelu. Natomiast najsłabiej wypadały z reguły metody stosujące okna prze-
suwane. Spośród metod z dwóch ostatnich grup lepiej wypadały metody, w któ-
rych proces wyboru najlepszego modelu przebiegał w całości w oparciu o ba-
danie własności prognoz wygasłych. Wyniki wskazywały także, że w przypadku 
niewielkich horyzontów prognozy różnice pomiędzy metodami identyfikowane 
za pomocą testów zdolności prognostycznych CPA były z reguły znacznie wy-
raźniejsze niż w przypadku dłuższych horyzontów. 
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SELECTION CRITERIA FOR FORECASTING DYNAMIC FACTOR MODELS 
 

Summary 
 
The paper compares three groups of methods used for best dynamic factor model 

selection for forecasting: modified information criteria, methods exclusively based  
on ex post forecasts analysis and mixed algorithms. It searches for the approach that  
delivers best out-of-sample forecasts according to mean square error measure.  
The analysis utilizes both Monte Carlo generated samples as well as real time series used 
for forecasting consumer inflation in Poland. Results show that best forecasts are  
obtained from the modified information criteria proposed by Groen and Kapetanios, 
whereas the methods that employ ex post forecasts from rolling windows usually give 
the worst predictions. 
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ANALIZA WPŁYWU  
KOSZTÓW TRANSAKCYJNYCH  
NA OCENĘ EFEKTYWNOŚCI  
WYBRANEJ STRATEGII INWESTYCYJNEJ 

 
 

Wprowadzenie 
 
Metody inwestowania kapitału na różnego rodzaju rynkach są przedmiotem 

badań i analiz praktycznie od momentu powstania regulacji organizujących  
i sankcjonujących ten obrót, choć miały one z pewnością miejsce również we 
wcześniejszych okresach. W wypadku giełd, czyli rynków kapitałowych o zor-
ganizowanej formie obrotu, przedmiotem wykonywania transakcji są najczęściej 
instrumenty finansowe lub towary. Większość inwestorów uczestniczących  
w takim obrocie korzysta z usług pośredników – członków giełd. Członkowie 
giełdy mogą dokonywać na niej transakcji na własny rachunek lub na rachunek 
swoich klientów. Kiedy robią to na rachunek swoich klientów świadczą dla nich 
tzw. usługi brokerskie, stąd bardzo często nazywa się ich brokerami.  

Zarówno giełda, która najczęściej jest spółką o odpowiednim statusie, jak  
i jej członkowie pobierają opłaty za wykonanie transakcji. W zamian za nie gwa-
rantują jej prawidłowe rozliczenie oraz, w wypadku brokerów, reprezentują 
wszelkie interesy swoich klientów. Nie sposób zatem przy ustalaniu wyniku in-
westycji na rynku kapitałowym nie uwzględnić kosztów w postaci opłat transak-
cyjnych. Nawet najprostsza inwestycja jest obciążona kosztem dwukrotnie, 
składa się bowiem z dwóch transakcji: kupna i sprzedaży. Rozwój badań nad 
inwestycjami kapitałowymi prowadzi do powstawania i modyfikacji metod in-
westycyjnych, które nierzadko zakładają dokonywanie kilkudziesięciu, a nawet 
kilkuset transakcji. Do najpopularniejszych metod inwestycyjnych należą stra-
tegie budowania portfela inwestycyjnego, do których najczęściej dobiera się 
spółki na podstawie zasad analizy fundamentalnej, oraz strategie inwestycyjne 
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prowadzone według zasad analizy technicznej. W metodach portfelowych moż-
na uwzględnić koszty transakcyjne w procesie doboru składników i udziałów 
portfela oraz ustalić te koszty dla przyszłych transakcji z dużą dokładnością. 
Strategie inwestycyjne tworzone według zasad analizy technicznej także pozwa-
lają na dokładne ustalenie kosztów transakcyjnych podczas etapu ich konstruo-
wania i ustalania ich parametrów, ale nie dają jednak możliwości dokładnego ich 
oszacowania w trakcie stosowania, ponieważ nie jest znana liczba transakcji dla 
strategii w danym przyszłym okresie.  

 
 

1. Proces konstruowania strategii inwestycyjnych 
 
Strategię inwestycyjną można zdefiniować jako zbiór fundamentalnych za-

sad obejmujący teorię i praktykę przygotowania oraz prowadzenia inwestycji, jej 
poszczególnych elementów i najważniejszych koncepcji. Strategia powinna 
określać taktykę działania na rynku oraz cele, do których te działania będą pro-
wadzić. Wszystkie metody inwestycyjne stosowane do utworzenia strategii trze-
ba definiować w sposób obiektywny i jednoznaczny.  

Strategie inwestycyjne konstruowane według zasad analizy technicznej 
bardzo często mają postać zautomatyzowaną, którą można porównać z algoryt-
mem lub ciągiem algorytmów, czy też z modelem. Strategia inwestycyjna w ta-
kiej formie polega bowiem na ustaleniu algorytmów zajmowania i zwalniania 
pozycji na rynku w oparciu o metody analizy technicznej oraz bezwzględnym 
stosowaniu tych algorytmów. W dalszych rozważaniach na ten temat termin 
„strategia inwestycyjna” będzie się odnosić do powyższej definicji. 

Proces konstruowania i rozwijania algorytmicznych strategii inwestycyj-
nych najczęściej składa się elementów, które zostały przedstawione w tab. 1. 

 
Tabela 1 

 
Proces konstruowania strategii inwestycyjnych 

Element Opis 
1 2 

Sformułowanie koncepcji  
strategii 

Ustalenie metody lub wskaźników analizy technicznej, które  
posłużą do generowania sygnałów zajęcia i opuszczenia pozycji  
na rynku 

Specyfikacja algorytmów  
i reguł strategii 

Ustalenie zasad zajmowania i opuszczania pozycji na rynku 
Ustalenie reguł zarządzania ryzykiem (zlecenia z tzw. poziomami  
stop loss, take profit oraz zlecenia typu trailing stop*) 
Ustalenie zasad zarządzania wielkością pozycji** 
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cd. tabeli 1 

1 2 
Wstępne testy na danych  
historycznych 

Testy mają dać odpowiedź na kilka podstawowych pytań: czy  
strategia przynosi zyski (mogą one być nieznaczne); czy zyski ze  
strategii nie wynikają tylko z jednej lub kilku transakcji o bardzo 
wysokim zwrocie; czy zyski ze strategii nie wynikają ze zwrotów 
uzyskanych tylko w jednym okresie cyklu rynkowego? 

Optymalizacja strategii Polega na odnalezieniu takiego zestawu parametrów transakcji (co 
do zasady powinny one być mierzalne), który da w efekcie najwyż-
szą efektywność zastosowania strategii. Do najczęściej używanych 
metooptymalizacji należy tzw. algorytm siły (brute force algorythm), 
który polega na obliczeniu wyniku strategii dla wszystkich możli-
wych kombinacji wartości jej parametrów. Na tym etapie konieczne 
jest uwzględnienie kosztów transakcyjnych 

Ocena efektywności  
i stabilności uzyskanych  
wyników 

Jako kryterium oceny może służyć miernik efektowności zastoso-
wany do optymalizacji strategii. Istotny jest jednak szeroki horyzont 
oceny i zastosowanie dodatkowych narzędzi 

* Zlecenie typu stop-loss (zatrzymaj stratę) pozwala na ustalenie poziomu ceny, przy którym za-
jęta pozycja zostanie zamknięta. Jest to cena, dla której strata z transakcji przekracza maksy-
malną akceptowalną przez inwestora. Poziom tej ceny jest często ustalany jako pewien ułamek 
ceny bieżącej lub na podstawie zakresu zmienności cen z określonego okresu. Można go rów-
nież ustalać na podstawie wartości wybranych wskaźników technicznych lub zidentyfiko-
wanych formacji cenowych. Zlecenia z poziomem take-profit (weź zysk), który jest stałą war-
tością, po osiągnięciu której pozycja zostaje zamykana (analogicznie do zleceń stop-loss, 
jednak w tym wypadku zlecenie jest zamykane, gdy osiągnie zysk satysfakcjonujący inwes-
tora). Najdogodniejsze jest stosowanie dla każdej transakcji tzw. poziomu trailing-stop (po-
stępujący stop), czyli stale modyfikowanego poziomu ceny wyjścia z transakcji. W momencie 
otwarcia transakcji poziom ten jest ustalany w podobny sposób, jak poziom zlecenia stop-loss, 
jednak w wypadku korzystnej zmiany ceny poziom ten modyfikowany jest w taki sposób, aby 
zapewnić możliwie maksymalny zysk z transakcji (lub zminimalizować stratę). W wypadku 
niekorzystnych zmian cen poziom trailing-stop nie ulega modyfikacji. 

** Koncepcja ta jest często porównywana z koncepcją wysokości zakładu w grach losowych. Pro-
blem zarządzania wielkością pozycji jest skomplikowany głównie z powodu trudności w pra-
widłowym modelowaniu rozkładu cen na rynkach kapitałowych (co np. powoduje mniej trud-
ności w grach losowych). 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie [8]. 
 
Kolejne etapy konstruowania strategii inwestycyjnych należą już w za-

sadzie do następnej fazy procesu inwestycyjnego – rzeczywistego zastosowania  
i rozwoju strategii. W związku z tym nie będą one tu przedmiotem rozważań. 
Analizie poddany zostanie natomiast w największym stopniu wpływ kosztów 
transakcyjnych na prawidłowe wnioski odnośnie do efektywności podczas etapu 
optymalizacji strategii. Weryfikacja tego wpływu zostanie przeprowadzona na 
danych spoza próby optymalizacyjnej. 
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Metody oceny efektywności strategii inwestycyjnych 
 
Najprostszym sposobem oceny efektywności strategii inwestycyjnej jest po-

równanie wartości kapitału końcowego z jego wartością w momencie rozpo-
częcia inwestycji, które jest definiowane jako stopa zwrotu. Stopa zwrotu oraz 
skumulowana stopa zwrotu (która opisuje zmiany wartości kapitału w czasie –  
– tzw. krzywą kapitału) są bardzo przydatnymi narzędziami oceny rezultatów 
inwestycji i z pewnością nie można ich zaniedbywać. Efektywność strategii  
inwestycyjnej nie powinna być jednak analizowana jedynie w kontekście spraw-
nościowym, który jest odzwierciedlany właśnie w postaci zwrotu kapitału. Na-
leży ją rozumieć jako próbę oceny, w jakim stopniu spełnione zostały oczeki-
wania inwestora odnośnie do przepływów kapitału, mając na uwadze poziom 
ryzyka, który akceptuje inwestor oraz stabilność wyników inwestycyjnych  
w dłuższym okresie.  

Rezultaty inwestycji w postaci średniego lub krańcowego zwrotu kapitału 
coraz częściej są odnoszone do ryzyka ponoszonego, aby zwrot ten uzyskać. Ry-
zyko w przeważającej liczbie przypadków jest dla inwestycji kapitałowej wyra-
żane miarami zmienności. Do najbardziej powszechnych należą wariancja i od-
chylenie standardowe stóp zwrotu (a także, zdecydowanie rzadziej, wartości 
instrumentu finansowego). W wypadku aktywów kapitałowych ryzyko bardzo 
często jest jednak mierzone jako zmienność stóp zwrotu w kierunku ujemnym,  
a mniejszą wagę przywiązuje się do odchyleń dodatnich. Takie postrzeganie  
ryzyka w obszarze instrumentów finansowych jest opisywane jako tzw. dolne  
ryzyko (DR – downside risk) [1]. Jednym z mierników efektywności inwestycji, 
który powstał dzięki zastosowaniu odpowiedniej miary DR jest współczynnik 
UPR (upside potential ratio), który oblicza się korzystając ze wzoru [7]: 

∑
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E(r))(rτ
T

=UPR

1

2

1

1

1

 (1)

gdzie: 

UPR  − współczynnik UPR dla T stóp zwrotu z inwestycji, 
ir  − stopa zwrotu z aktywu w i-tym okresie, 

E(r) − oczekiwana minimalna stopa zwrotu (często równa 0), 
1=τ+  dla E(r)>riP , 0=τ+  dla ,E(r)riP ≤  
1=τ −  dla E(r)riP ≤ , 0=τ −  dla .E(r)>riP  
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Jedną z najciekawszych miar efektywności inwestycyjnej, a jednocześnie 
prostych i niesprawiających trudności w obliczaniu jest miernik Omega. Infor-
muje on o całkowitym wpływie postaci rozkładu stóp zwrotu na ocenę efektyw-
ności. Jego zastosowanie nie wymaga określania lub zakładania dokładnej po-
staci formalnej rozkładu, ale niezbędna jest wiedza na temat dystrybuanty 
empirycznej tego rozkładu. Współczynnik Omega przyjmuje ciągły rozkład stóp 
zwrotu, oblicza go się korzystając ze wzoru [4]: 

∫

∫ −

L

a

b

L

F(r)dr

F(r)]dr[
=Ω(L)

1

 (2)

gdzie: 

Ω(L)  − wskaźnik Omega o progu L dla danego szeregu stóp zwrotu, 
F(r) − funkcja dystrybuanty rozkładu stóp zwrotu, 
(a,b) − przedział wartości stóp zwrotu (w szczególnych przypadkach może mieć

nieskończone granice), 
L − progowa (wzorcowa) wartość stopy zwrotu uznawana za zyskowną. 

 
W przypadku przeprowadzania doświadczeń empirycznych zdecydowanie 

łatwiej stosować wzór na współczynnik Omega, który zakłada, że rozkład stóp 
zwrotu ma postać skokową: 
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gdzie: 

1=τ+  dla 0>Lri − , 0=τ+  dla ,0≤− Lri  
1=τ −  dla 0≤− Lri , 0=τ −  dla ,0>Lri −  

n – liczebność obserwacji szeregu stóp zwrotu. 
Pozostałe oznaczenia jak w (1) i (2). 

 
Współczynnik Omega odzwierciedla wiele charakterystyk rozkładu stóp 

zwrotu, który poddawany jest analizie. Pozwala on również na takie dostoso-
wanie do preferencji inwestora, które daje możliwość porównywania między  
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sobą szeregów stóp zwrotu. Jest to miernik, który w ostatnim dziesięcioleciu 
uzyskał duże zainteresowanie zarówno wśród inwestorów praktyków, jak i teo-
retyków zajmujących się badaniem przebiegu oraz efektów inwestycji kapitało-
wych. Współczynnik ten jest obliczany z zastosowaniem dystrybuanty empi-
rycznej badanego rozkładu stóp zwrotu. Podobny tok postępowania może 
skłonić do analizy efektywności inwestycji poprzez wykonanie testu statystycz-
nego weryfikującego czy badany rozkład stóp zwrotu jest zgodny z wzorcowym 
lub oczekiwanym. Można przyjąć, że wzorcowy rozkład stóp zwrotu uzyskiwa-
ny jest w procesie konstruowania strategii inwestycyjnej na etapie optymalizacji 
jej parametrów. Etap testowania strategii inwestycyjnej na danych spoza próby 
optymalizacyjnej lub etap jej bieżącego stosowania można przyjąć za okres  
tworzenia testowego (analizowanego) rozkładu stóp zwrotu. Mając dane dwa 
empiryczne szeregi stóp zwrotu można się podjąć weryfikacji statystycznej po-
legającej na sprawdzeniu czy te dwie próbki pochodzą z jednego rozkładu sta-
tystycznego. Jedną z powszechnie stosowanych w tym celu metod jest test 
dwóch próbek Kołmogorowa-Smirnowa. Statystyka tego testu skrótowo jest 
oznaczana jako statystyka K-S i ma następującą postać [5]: 

| |(x)F(x)F=D n'n
x

n'n, 2,1,sup −
∞<<∞−

 (4)

gdzie: 

n'n,D  − statystyka K-S dla dwóch badanych prób, 
(x)F n1,  − dystrybuanta empiryczna dla próby wzorcowej, 
(x)F n'2,  − dystrybuanta empiryczna dla próby testowej. 
 
Test Kołmogorowa-Smirnowa jest konstruowany przy zastosowaniu ob-

szaru krytycznego rozkładu Kołmogorowa. Hipotezą zerową jest przypuszcze-
nie, że próby pochodzą z jednego rozkładu i odrzuca się ją na poziomie istot-
ności α, jeśli [5]: 

αn'n, K>D
n'+n

nn'
 (5)

gdzie: 

n  − liczebność próby wzorcowej, 
n'  − liczebność próby testowej, 
K  − zmienna losowa o rozkładzie Kołmogorowa. 
Pozostałe, oznaczenia jak we wzorze (4). 
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Opisana wyżej metoda weryfikacji statystycznej dotycząca dwóch prób 
empirycznych może mieć zastosowanie w ocenie efektywności strategii inwes-
tycyjnych. Jeśli bowiem uzyskany w okresie optymalizacji wzorcowy szereg 
stóp zwrotu zostanie uznany przez inwestora za spełniający jego oczekiwania 
(czyli jest w określony sposób efektywny), to kolejny szereg otrzymany na da-
nych spoza próby optymalizacyjnej powinien mieć taki sam rozkład, jak wzor-
cowy. Jeśli można statystycznie potwierdzić taki związek, to istnieją podstawy 
do twierdzenia, że skonstruowana strategia inwestycyjna jest efektywna.  

Zastosowanie mierników UPR oraz Omega i testu K-S jako metod oceny 
efektywności strategii inwestycyjnych opisanych w kolejnej części opracowania 
posłuży do analizy efektywności strategii inwestycyjnych w kontekście kosztów 
transakcyjnych. 

 
 

3. Proponowana strategia inwestycyjna 
 
Przedstawiona wybrana strategia inwestycyjna została przeanalizowana  

w badaniu empirycznym. Strategia ta jest konstruowana według zasad omówio-
nych wcześniej. Ma kilka cech, które w zasadzie mają postać parametrów wejś-
ciowych. Parametry te odnoszą się do elementów ograniczających ryzyko stra-
tegii. Cechą wyróżniającą opisywaną strategię od pozostałych opartych na 
metodach analizy technicznej są zasady otwierania i zamykania pozycji na ryn-
ku. Do ich sformułowania posłuży w głównej mierze jeden z najbardziej po-
pularnych wskaźników analizy technicznej.  

W przypadków posługiwania się wskaźnikami technicznymi do formuło-
wania zasad zajmowania pozycji rynkowej znajdują zastosowanie tzw. sygnały 
przecięcia. Uzyskuje się je poprzez obserwację krzywej wartości wskaźnika 
technicznego oraz krzywej (lub linii) wartości sygnału ustalonego dla tego 
wskaźnika. Rozróżnienie typów sygnału dokonywane jest na podstawie kie-
runku, z którego następuje przecięcie tych krzywych. Najczęściej w wypadku 
przecięcia krzywej (linii) sygnału przez krzywą wskaźnika od dołu generowany 
jest impuls do zajęcia pozycji długiej. Gdy przecięcie następuje od góry, gene-
rowany jest sygnał do otwarcia pozycji [3]. Sygnały te można w sposób bardziej 
sformalizowany opisać za pomocą przedstawionego poniżej algorytmu. 

Sygnał zajęcia pozycji długiej (kupna) wyznaczany dla przecięcia krzywej 
lub linii sygnału przez krzywą wskaźnika technicznego oznaczono zmienną  
zero-jedynkową sig)L(ind,t . Wartość 0 zmienna przyjmuje wtedy, gdy sygnał 
nie został wygenerowany, wartość 1 – gdy sygnał jest wygenerowany w mo-
mencie t. Warunki, aby spełnić równość 1=sig)L(ind,t  są następujące: 
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gdzie: 

sig)L(ind,t  − wartość zmiennej sygnału kupna w momencie t, 
pos  − zmienna odzwierciedlająca zajmowaną na rynku pozycję w momencie

t (0 – brak pozycji rynkowej, 1 – pozycja długa, −1 – pozycja krótka), 
tind  − wartość krzywej wskaźnika w momencie t, 
tsig  − wartość krzywej lub linii sygnału w momencie (w wypadku linii jest

stała w czasie). 
 
Analogicznie, sygnał otwarcia pozycji krótkiej (sprzedaży) dla przecięcia 

stałej linii sygnału przez krzywą określonego wskaźnika oznaczono zmienną  
zero-jedynkową sig)S(ind,t . Zmienna ma wartość 0, gdy sygnał nie jest ge-
nerowany oraz wartość 1, gdy występuje w momencie t. Warunki potrzebne do 
spełnienia równości 1=sig)S(ind,t  to: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤

≥

−−

−−

tt

1t1t

2t2t

sig<ind
sigind
sig>ind

pos 0

 (7)

gdzie: 

sig)S(ind,t − wartość zmiennej sygnału sprzedaży w momencie t. 
Pozostałe oznaczenia, jak we wzorze (6). 

 
Wspólne czynniki większości strategii inwestycyjnych należą do grupy  

mechanizmów ograniczania ryzyka strategii inwestycyjnej. Są nimi poziomy  
stop-loss (symbol SL), take-profit (symbol TP) oraz trailing-stop (symbol TS). 
Podobnie jak parametry wynikające z wyboru reguł analizy technicznej do zaj-
mowania pozycji na rynku, poziomy SL, TP i TS podlegają optymalizacji. War-
tości tych parametrów będą określane w procencie ceny danego aktywu.  
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Dodatkowym wspólnym parametrem wszystkich strategii jest poziom ceny 
wejścia przy zajmowaniu pozycji (symbol EP – entry price). Dobieranie po-
ziomu EP jest związane z zasadą tzw. potwierdzenia trendu. Jest on ustalany  
w ujęciu procentowym ceny i podobnie jak omawiane powyżej parametry stra-
tegii może być poddawany optymalizacji. Dla wygenerowanych sygnałów kupna  
cena wejściowa jest ustalana na poziomie przewyższającym cenę w momencie 
wygenerowania sygnału o wartość EP. Dla sygnałów sprzedaży cena wejściowa 
to cena w momencie wystąpienia sygnału pomniejszona o wartość EP. Jeśli 
zmiana trendu okaże się bardzo krótkotrwała, to cena wejściowa transakcji nie 
zostanie w ogóle osiągnięta, co doprowadzi do braku otwarcia (zamknięcia) po-
zycji na rynku. Jest to swoisty mechanizm chroniący strategię inwestycyjną 
przed wykonaniem zbyt dużej liczby transakcji, co powiększa koszty transak-
cyjne, oraz transakcji wynikających z błędnych sygnałów.  

W zaproponowanej strategii inwestycyjnej jako wskaźnik, który generuje 
sygnały do zajęcia lub opuszczenia pozycji na rynku służy jeden z powszechnie 
stosowanych wskaźników analizy technicznej – wskaźnik zmian ROC (rate  
of change). Jest on uznawany za uniwersalne i skuteczne narzędzie analizy tech-
nicznej. ROC określa procentową zmianę bieżącej ceny aktywu w stosunku do 
jego ceny sprzed określonej liczby notowań. Oblicza się go korzystając ze wzoru 
[6]: 

1001 ⋅−
−

)
x
x(=(x)ROC

T1t

t
T1t  (8)

gdzie: 

(x)ROCT1t  − bieżąca wartość wskaźnika ROC dla aktywu x, 
T1  − okres zmian wskaźnika ROC, 

tx  − bieżąca cena aktywu. 
Wskaźnik ROC służy do sygnalizowania potencjalnych zmian kierunków 

trendów. Sygnały generowane przez ten wskaźnik są najczęściej analizowane na 
podstawie porównywania wartości jego krzywej do punktu centralnego, czyli li-
nii zerowej. Jeśli krzywa ROC przecina linię zerową od dołu generowany jest 
sygnał kupna, jeśli przecięcie linii zerowej następuje od góry, wskazuje to na 
sygnał sprzedaży. Wykres wskaźnika ROC oraz przykładowe sygnały przez nie-
go generowane są przedstawione na rys. 1. 
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Strategia inwestycyjna utworzona z zastosowaniem wskaźnika ROC wy-
korzystuje sygnały do zajęcia pozycji opisane zmiennymi ](x)ROCL[ T1tt 0,  
oraz ](x)ROCS[ T1tt 0, . Strategię tę można opisać następującymi parametrami: 

EP)TS,TP,SL,(T1,STRROC  (9)

Najistotniejszym etapem po zdefiniowaniu podstawowych elementów stra-
tegii inwestycyjnej jest optymalizacja jej parametrów oraz weryfikacja efektyw-
ności na podstawie testów przeprowadzanych na okresie następującym po  
okresie optymalizacji. Podczas empirycznej weryfikacji efektywności przedsta-
wionych strategii inwestycyjnych szczególna uwaga zostanie skierowana na 
aspekt wpływu kosztów transakcyjnych na ich rezultaty. 

 
 

4. Analiza na podstawie badań empirycznych 
 
Analizy empiryczne wykonane na potrzeby opracowania zostały prze-

prowadzone na danych historycznych uzyskanych z następujących źródeł: 
WIKIPOSIT, Yahoo Finance, BM BOŚ S.A. W celu uzyskania możliwie naj-
bardziej różnorodnej informacji oraz możliwości wyciągnięcia wniosków do-
tyczących różnych rynków kapitałowych analizowane aktywa należą do różnych 
grup instrumentów. Są nimi: indeks WIG20, pary walutowe EUR/PLN  
i USD/PLN oraz kontrakty na złoto i ropę naftową. Dla każdego instrumentu 
wyróżniono okres optymalizacji testowanych strategii inwestycyjnych oraz 
okres weryfikacji ich efektywności. Okresy te starano się dobrać w taki sposób, 
aby zawierały przynajmniej jeden pełny cykl koniunkturalny, co pozwoli  
uniknąć błędów we wnioskowaniu, spowodowanych np. zbyt mało różnorodnym 
pod względem zmienności cen okresem inwestycyjnym. Lista wybranych do 
analizy instrumentów oraz zakres zastosowanych danych są przedstawione  
w tab. 2. Wszystkie dane zastosowane w badaniach mają charakter danych 
dziennych.  

 
Tabela 2 

 
Lista instrumentów kapitałowych wybranych do analizy oraz wyszczególnienie  

okresów optymalizacji i weryfikacji efektywności strategii 

Nazwa instrumentu Skrót nazwy Okres optymalizacji Okres weryfikacji 
Indeks WIG20 WIG20 02.01.1994-31.12.2003 02.01.2004-01.10.2011 
Para walutowa EUR/PLN EUR/PLN 02.01.1999-31.12.2005 02.01.2006-01.10.2011 
Para walutowa USD/PLN USD/PLN 02.01.1994-31.12.2004 02.01.2005-01.10.2011 
Kontrakt na ropę naftową  
CRUDE 

OIL 02.01.1983-31.12.1999 02.01.2000-01.10.2011 

Kontrakt na złoto GOLD 02.01.1994-31.12.1996 02.01.1997-01.10.2011 
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Każdy przypadek symulacji inwestycji w dany instrument finansowy roz-
patrywany jest na dwa sposoby. Pierwszy zakłada, że w okresie optymalizacji 
testowanej strategii inwestycyjnej nie są uwzględniane żadne koszty transakcyj-
ne, a następnie wykonywana jest weryfikacja efektów tej strategii, w której 
koszty te występują (symulacja rzeczywistej inwestycji). Z drugiej strony ana-
lizie poddawana jest symulacja inwestycji poprzez zastosowanie wybranej stra-
tegii, która została zoptymalizowana z uwzględnieniem kosztów dokonywania 
transakcji (ustalonych na dwóch poziomach: 0,1% oraz 0,2% wartości trans-
akcji). Jako kryteria optymalizacji strategii posłużyły wskaźniki: skumulowana 
stopa zwrotu oraz opisane wcześniej UPR i Omega, a także syntetyczny miernik 
powstały poprzez pomnożenie tych trzech wskaźników. Przedstawienie pełnych 
wyników optymalizacji oraz weryfikacji strategii z zastosowaniem założeń przy-
jętych w badaniu wiązałoby się ze znacznym powiększeniem objętości opraco-
wania. W związku z tym zmniejszyłaby się jego czytelność, zatem opisano je-
dynie podsumowanie uzyskanych rezultatów oraz wnioski, które zostały  
wyciągnięte podczas ich analizy. 

Rezultaty 80% optymalizacji, które uwzględniały koszty transakcji na po-
ziomie 0,2% były różne od optymalizacji, w których nie uwzględniono kosztów 
transakcyjnych. W wypadku ustalenia kosztu transakcji w wysokości 0,1% pa-
rametry uzyskane po optymalizacji różniły się od parametrów uzyskanych przy 
założeniu braku takich kosztów dla 55% wykonanych optymalizacji. Informacje 
te pokazują, że koszty transakcyjne mają istotny wpływ na uzyskane podczas 
optymalizacji wartości parametrów strategii inwestycyjnej. Warte uwagi jest 
również przeanalizowanie, jaki wpływ na rezultaty inwestycyjne ma uwzględ-
nienie kosztów transakcyjnych na etapie optymalizacji strategii.  

Wyniki hipotetycznego zastosowania zaproponowanej strategii w okresie 
weryfikacji są zróżnicowane. W wypadku inwestycji w pary walutowe rezultaty 
są lepsze niż tzw. strategia „kup i trzymaj” i różnica ta jest znacząca (w wielu 
przypadkach co najmniej dwukrotna). Dla pary walutowej USD/PLN najlepsze 
efekty zarówno pod względem skumulowanej stopy zwrotu, jak i wskaźników 
Omega i UPR zostały uzyskane w wyniku optymalizacji strategii z uwzględnie-
niem najwyższego poziomu kosztów transakcyjnych. W wypadku pary waluto-
wej EUR/PLN rezultaty końcowe inwestycji nie wykazują znaczących różnic, 
jeśli chodzi o zastosowany w okresie optymalizacji poziom kosztów transakcyj-
nych. Dla obydwóch wspomnianych par walutowych szereg stóp zwrotu uzys-
kany w okresie testowym pochodzi z tego samego rozkładu, co szereg uzyskany  
w okresie optymalizacji z uwzględnieniem kosztów transakcyjnych (poziom  
ufności testu K-S wynosi najczęściej powyżej 0,98). Brak uwzględnienia kosz-
tów transakcyjnych na etapie optymalizacji skutkuje drastycznym obniżeniem 
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poziomu ufności tego testu szczególnie dla EUR/PLN. Dla USD/PLN w więk-
szości przypadków poziom ufności oscyluje na granicy wartości akceptowalnej 
(od 0,9 do 0,95).  

Hipotetyczna inwestycja w indeks WIG20 dała zadowalający rezultat koń-
cowy tylko w dwóch przypadkach na dwadzieścia cztery. Obydwa jednak wy-
nikały z ustalenia podczas optymalizacji kosztów transakcyjnych na poziomie 
0,2%. Zgodność statystyczna pod względem pochodzenia stóp zwrotu z jednego 
rozkładu zmiennej losowej została w wypadku inwestycji w WIG20 potwier-
dzona na wysokim poziomie ufności (powyżej 0,95) dla większości optymali-
zacji, które uwzględniały koszty transakcyjne zarówno na poziomie 0,2%, jak  
i 0,1%, natomiast znacznie rzadziej (tylko w dwóch z ośmiu przypadków) przy 
założeniu braku tych kosztów.  

Najgorsze wyniki wykazały hipotetyczne inwestycje w kontrakty na ropę 
naftową i złoto – w zasadzie żadna z nich nie przyniosła zadowalających zys-
ków. Być może było to spowodowane nieprawidłowo dobranym zakresem war-
tości optymalizowanych parametrów, jednak nie została przeprowadzona analiza 
przyczynowo-skutkowa w tym zakresie. Jeden z wyników może wydawać się 
zastanawiający – test K-S w ponad połowie badanych szeregów stóp zwrotu po-
zwala wnioskować na poziomie ufności ponad 0,95 o tym, że próbki te po-
chodzą z tego samego rozkładu co szeregi wzorcowe. Podobnie jak dla pozosta-
łych analizowanych instrumentów, lepsze wyniki uzyskano przy uwzględnieniu 
kosztów transakcyjnych na etapie optymizacji strategii.  

Warto również zwrócić uwagę na fakt, że mierniki efektywności, których 
postać odzwierciedla kilka różnych cech rozkładu stóp zwrotu (UPR i Omega) 
zastosowane w strategii jako kryterium optymalizacji dają w rezultacie weryfi-
kacji szeregi stóp zwrotu pochodzące z tych samych rozkładów (na podstawie 
testu K-S) co szeregi stóp zwrotu uzyskanie podczas procesu optymalizacji.  

 
 

Wnioski 
 
Przeprowadzone badanie empiryczne nie dało rezultatów, które mogą pro-

wadzić do w pełni jednoznacznych wniosków. Możliwe jest natomiast stwier-
dzenie, że kilka z nich pozwoliło na częściowe potwierdzenie hipotez stawia-
nych jako cele weryfikacyjne opracowania.  

Uwzględnienie kosztów transakcyjnych podczas optymalizacji parametrów 
strategii inwestycyjnych w większości analizowanych przypadków spowodowa-
ło uzyskanie innych zestawów parametrów strategii niż w wypadku, gdy kosz-
tów tych nie uwzględniono. Dodatkowo test statystyczny K-S wykazał, że sze-
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regi stóp zwrotu uzyskane w wyniku zastosowania strategii optymalizowanych  
z uwzględnieniem kosztów transakcyjnych pochodzą w zdecydowanie większej 
liczbie przypadków z tego samego rozkładu zmiennej losowej co szeregi wzor-
cowe (uzyskane w procesie optymalizacji) niż w sytuacji, gdy w optymalizacji 
założono brak kosztów transakcyjnych.  

Zastosowanie jako kryteriów optymalizacji mierników, które odzwiercied-
lają kilka różnych cech rozkładu stóp zwrotu (Omega i UPR) również w więk-
szości przypadków dawało wynik testu K-S skutkujący brakiem podstaw do od-
rzucenia hipotezy zerowej. Zdecydowana większość tych testów wykonanych na 
szeregach stóp zwrotu uzyskanych poprzez optymalizację strategii na podstawie 
kryterium w postaci skumulowanej stopy zwrotu skłaniała do odrzucenia hipo-
tezy zerowej.  

Najbardziej zastanawiające i wymagające kolejnych analiz są końcowe  
wyniki inwestycyjne, które uzyskano poprzez zastosowanie zaproponowanej 
strategii. Najlepsze krańcowe stopy zwrotu uzyskano uwzględniając podczas 
optymalizacji koszty transakcyjne, jednak szeregi stóp zwrotu ponad połowy  
z najbardziej efektywnych strategii nie wykazały statystycznego podobieństwa 
do szeregów, które były wynikiem zoptymalizowanej strategii. Co więcej, tylko 
połowę rezultatów końcowych hipotetycznych inwestycji przeprowadzonych  
w badaniu można uznać za zadowalające. 
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ANALYSIS OF INFLUENCE OF TRANSACTION COSTS  
ON INVESTMENT STRATEGIES EFFICIENCY 

 

Summary 
 
Main goal of this paper is to analyse the influence of transaction costs on efficiency 

evaluation and parameters selection regarding technical analysis investment strategies. 
The first part of the article gives a brief description on rules of constructing  

automated investment strategies using technical analysis tools. Also, two efficiency 
measures that reflect several different features of distribution where presented: Omega 
and UPR (upside potential ratio). Moreover, a statistical method for testing whether  
a series of returns obtained in historical verification process comes from the same distri-
bution as the series obtained during optimization process was introduced. Kolmogorov- 
-Smirnov statistical test is used for that purpose.  

Next, an investment strategy proposed for analysis was presented. A technical indi-
cator ROC (rate of change) was used to generate signal for entering and exiting market 
positions. Afterwards, an empirical research was conducted on capital instruments of dif-
ferent markets: stock, currency and commodity.  

The results of empirical research do not result in clear conclusions. Most  
of the analysed cases show that considering transaction costs at optimization level results  
in different strategy parameters selection than not doing so. However, efficiency of such 
strategies in many cases is not satisfactory despite statistical verification regarding  
the same distribution of given returns and returns of the most effective strategies  
in optimization process.  
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REGUŁY POLITYKI PIENIĘŻNEJ  
A PROGNOZOWANIE WSKAŹNIKA INFLACJI 

 
 

Wprowadzenie 
 
Jednym z rodzajów polityki pieniężnej jest polityka oparta na regułach poli-

tyki pieniężnej. Ten rodzaj prowadzonej polityki umożliwia uruchamianie tzw. 
automatycznych stabilizatorów, dzięki którym gospodarka uzyskuje w polityce 
wsparcie dla zrównoważonego i stabilnego tempa wzrostu. Ponadto istnieje 
wówczas sprzężenie zwrotne pomiędzy instrumentami polityki pieniężnej  
a zmiennymi makroekonomicznymi, np. inflacją. Ze względu na stabilizujący 
charakter reguł polityki pieniężnej, w większości krajów dąży się do stosowania 
reguł odniesionych do inflacji jako celu polityki pieniężnej. W związku z tym 
decyzje dotyczące wysokości stóp procentowych mają wpływ na poziom  
inflacji. Problemem jest niedoskonałe sterowanie inflacją związane z opóźnie-
niem wpływu zmiany stóp procentowych na poziom inflacji, jak również z wy-
stępowaniem szoków podażowych i popytowych oraz z rodzajem stosowanego 
modelu. W związku z tym jednym z rozwiązań tego problemu jest rozważenie 
prognozy inflacji jako celu pośredniego w celu kontroli opóźnienia.  

Jeżeli prognoza inflacji jest na poziomie celu inflacyjnego, to decydenci  
polityki pieniężnej nie powinni zmieniać stóp procentowych. Gdy powstaje za-
grożenie zbyt wysoką inflacją przekraczającą wcześniej wytyczony cel, to de-
cydenci polityki pieniężnej powinni podjąć decyzje o podniesieniu stóp procen-
towych w celu ograniczenia wzrostu cen. Natomiast jeżeli prognoza inflacji jest 
poniżej celu inflacyjnego, to powinna nastąpić obniżka stóp procentowych. Idea 
polega na niedopuszczeniu do przekroczenia wyznaczonego poziomu celu infla-
cyjnego. Taki sposób prowadzenia polityki nazywa się sterowaniem inflacją  
(inflation targeting). 

Celem strategii bezpośredniego celu inflacyjnego realizowanej przez NBP 
jest utrzymanie inflacji na poziomie ustalonego celu inflacyjnego, jednak z po-
wodu szoków podażowych i popytowych niektóre odchylenia inflacji od celu in-
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flacyjnego są nieuniknione. W związku z tym bank centralny powinien dążyć do 
minimalizacji odchyleń inflacji od celu inflacyjnego. Ponadto, aby wyznaczyć 
prognozowaną wielkość inflacji w oparciu o wybrane modele strukturalne na-
leży uwzględnić wysokość instrumentu polityki pieniężnej.   

W opracowaniu zaprezentowano przykłady ilustrujące możliwość zastoso-
wania reguł polityki pieniężnej do prognozowania wskaźnika inflacji. 

 
 

1. Modele w prognozowaniu wskaźnika inflacji 
 
Prognozy inflacji mogą być sporządzane różnymi metodami, ale wszystkie 

metody zapewniające ich przejrzystość i powtarzalność wymagają stosowania 
modeli. 

Do prognozowania wskaźnika inflacji mogą być wykorzystane modele 
strukturalne. Istnieją modele strukturalne stanowiące klasę modeli dynamicz-
nych, którą można zapisać w postaci przestrzeni stanów następująco [4]: 

11 ++ +⋅+⋅= tttt viBXAX  (1)

gdzie: 

A − tzw. macierz towarzysząca, 
B − wektor mnożników wpływu stóp procentowych, 

tX  − wektor zmiennych stanu, 
ti  − stopa procentowa, 

1+tv  − wektor składników losowych. 
W celu analitycznego wyznaczenia prognozy inflacji z uwzględnieniem 

wybranych reguł polityki pieniężnej w pracy został wykorzystany model Svens-
sona dla gospodarki narażonej na szoki podażowe i popytowe, który przedsta-
wimy poniżej. 

Przez tπ  oznaczymy wskaźnik inflacji w okresie  t,  a przez  π* − cel infla-
cyjny. 

Zgodnie ze strategią i założeniami, w ramach realizowanej przez NBP stra-
tegii bezpośredniego celu inflacyjnego od stycznia 2004 r. jest realizowany  
ciągły cel inflacyjny na poziomie 2,5% w ujęciu rok do roku, z symetrycznym 
przedziałem dopuszczalnych odchyleń +/- 1 punkt procentowy; realizacja ciąg-
łego celu inflacyjnego oznacza, że odnosi się on do inflacji mierzonej w ujęciu 
miesiąc do analogicznego miesiąca poprzedniego roku. 
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Symbol ti  oznacza instrument polityki pieniężnej, np. stopę referencyjną, 
natomiast ty  względną luką pomiędzy rzeczywistym PKB tY  i potencjalnym 

PKB ∗
tY  wyrażoną w procentach, tzn. 

∗

∗−
⋅=

t

tt
t Y

YY
y 100 . 

Model strukturalny można wtedy zapisać następująco [2]: 

11 ++ ++= tttt y εαππ  (2)

1211 )( ++ +−−= ttttt iyy ηπββ  (3)

gdzie 21,, ββα  są stałymi dodatnimi. 
Składniki losowe 11, ++ tt ηε  mają rozkład o średniej równej zero, wa-

riancjach równych 22, ηε σσ  i kowariancji εησ . Składniki 11, ++ tt ηε  nie są obcią-
żone autokorelacją. Składnik losowy 1+tε  przedstawia szok podażowy, na-
tomiast składnik losowy 1+tη  szok popytowy. 

Dla modelu opisanego równaniami (2), (3) mamy: wektor zmiennych stanu 
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Powyższy model opisuje sytuację, w której zarówno inflacja, jak i za-
gregowany popyt-produkcja reagują z opóźnieniem na zmianę instrumentu poli-
tyki pieniężnej. Z powyższego modelu wynika, że wzrost instrumentu banku 
centralnego powoduje spadek produkcji za jeden okres oraz spadek inflacji za 
dwa okresy. W związku z tym szczególnie ważna w podejmowaniu bieżących 
decyzji dotyczących wysokości instrumentu polityki pieniężnej, na podstawie 
modelu Svenssona gospodarki narażonej na szoki podażowe i popytowe, jest 
prognoza inflacji na dwa okresy do przodu.  

 
 

2. Reguły polityki pieniężnej 
 
Przy prowadzeniu polityki opartej na regułach polityki pieniężnej bank  

centralny staje się źródłem pewności i stabilizacji oczekiwań. Polityka banku 
centralnego, a w szczególności reguły polityki monetarnej wywierają systema-
tyczny wpływ na zmienne makroekonomiczne. Polityka oparta na regułach poli-
tyki pieniężnej może być aktywna lub pasywna. Gdy prowadzona jest aktywna 
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polityka pieniężna oparta na regułach, to istnieje sprzężenie zwrotne między 
rozważanymi zmiennymi makroekonomicznymi a instrumentami polityki pie-
niężnej. Ponieważ aktywne reguły polityki pieniężnej mają stabilizujący charak-
ter, w większości krajów dąży się do stosowania tego rodzaju reguł, odniesio-
nych do inflacji jako celu polityki pieniężnej. 

Reguły polityki pieniężnej można podzielić na dwie klasy: 
– reguły instrumentalne (instrument rules),  
– reguły nastawione na cel (targeting rules). 

Reguła instrumentalna wyraża instrument polityki pieniężnej jako funkcję 
dostępnej informacji o rzeczywistości.  

Wyróżniamy następujące reguły instrumentalne:  
– klasyczna reguła Friedmana dla bazy pieniężnej, 
– standardowa reguła Taylora, 
– modyfikacje standardowej reguły Taylora, 
– reguła tylko inflacji, 
– reguła luki bezrobocia. 
– reguła Calvo. 

 
 

2.1. Standardowa reguła Taylora 
 
Według tej reguły stopy procentowe banku centralnego powinny zmieniać 

się bardziej niż odchylenie inflacji od pewnego ustalonego celu inflacyjnego, ale 
nie dąży się bezpośrednio do osiągnięcia tego celu, cel jest tylko jednym z ar-
gumentów funkcji decyzyjnej. Realizując standardową regułę Taylora bank cen-
tralny oprócz inflacji stabilizuje także produkcję.  

Standardową regułę Taylora można zapisać w postaci [2]: 

∗∗∗ +−++= ttztzt ryi )( ππβαπ  (4)

gdzie: 

ti  − nominalna stopa procentowa banku centralnego (np. stopa referencyjna
lub redyskontowa), 

tπ  − poziom inflacji w okresie  t, 
π* − cel inflacyjny, 

ty  − luka produkcyjna w okresie t, 
∗

tr  − realna stopa procentowa równowagi w okresie t. 
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W standardowej regule Taylora luka produkcji jest ważnym czynnikiem ko-
rygującym politykę pieniężną. Przy ustalonym współczynniku zα  można za-
uważyć, że im produkcja rzeczywista jest niższa od potencjalnej, tym bardziej 
powinna być obniżona stopa procentowa. Gdy produkcja obserwowana jest 
wyższa od długookresowego trendu, to zauważalne są wówczas symptomy prze-
grzania koniunktury, w efekcie czego ceny będą miały tendencję do wzrostu, na-
tomiast decydenci polityki pieniężnej powinni wtedy podjąć decyzję o podwyżce 
stopy procentowej.  

Zgodnie ze standardową regułą Taylora, w celu zmniejszenia inflacji należy 
zwiększyć realną stopę procentową, dzięki czemu zostanie ostudzona produkcja  
i tym samym zmniejszy się presja inflacyjna. W rozważanej regule stopa procen-
towa, czyli ogólnie instrument polityki pieniężnej zależy również od wartości 
współczynników reakcji. Z powodu braku jednoznaczności wyznaczenia instru-
mentu polityki pieniężnej w oparciu o standardową regułę Taylora, wynikają-
cego z braku jednoznaczności wyznaczenia luki produkcyjnej, realnej stopy pro-
centowej oraz współczynników reakcji, rozważa się również pewne modyfikacje 
standardowej reguły Taylora polegające na: 
– pominięciu realnej stopy procentowej równowagi, wówczas stopę procen-

tową wyznaczamy na podstawie wzoru: 

)( ∗∗ −++= ππβαπ tztzt yi  (5)

– usunięciu luki produkcyjnej: 

∗∗∗ +−+= ttzt ri )( ππβπ  (6)

– zastąpieniu luki produkcyjnej wielkością produkcji: 

∗∗∗ +−++= ttztzt rYi )( ππβαπ  (7)

gdzie: 

tY  − wielkość produkcji. 
 
 

2.2. Reguła tylko inflacji 
 
W regule tylko inflacji instrument polityki pieniężnej zależy tylko od  

inflacji oraz od celu inflacyjnego, co zapisujemy następująco:    

)( ∗∗ −+= ππβπ tzti  (8)
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2.3. Reguła luki bezrobocia 
 
Reguła luki bezrobocia ma postać: 

∗∗∗∗ +−+−+= ttztzt ruui )()( ππβδπ  (9)

gdzie: 

tu  − aktualna stopa bezrobocia, 
∗u  − naturalna stopa bezrobocia. 

Pozostałe symbole występujące we wzorze objaśniono wcześniej. 
 
 

2.4. Reguła typu Calvo stopy procentowej 
 
Zgodnie z koncepcją Calvo przedstawioną w 1983 r. zakłada się, że istnieje 

stałe prawdopodobieństwo kontynuowania reguły w każdym z okresów równe 
,ϕ  natomiast prawdopodobieństwo zmiany reguły w każdym okresie wynosi 

.1 ϕ−  Innymi słowy, w każdym okresie decydent podejmuje decyzje, czy zmie-
nić wysokość instrumentu polityki pieniężnej czy pozostawić ją bez zmian. 

Reguła typu Calvo stopy procentowej jest następującej postaci: 

⎩
⎨
⎧

>=+
>∈−+

=
−

−

0,1dla
0),1,0[dla)1(

1

1

ππ

ππ

γθγ
βθβ

hi
hhih

i
tt

tt
t  (10)

Ta reguła opisuje sprzężenie zwrotne instrumentu polityki pieniężnej  

z prognozą inflacji, występujące w średnim horyzoncie czasowym 
ϕ

ϕ
−1

. 

We wzorze (10) tθ  jest sumą dyskontowaną przyszłych oczekiwanych 
wskaźników inflacji: 

...)()1( 2
2

1 +++−= ++ ttttt E πϕπϕπϕθ = ∑
∞

=
+−

0

)()1(
j

jt
j E πϕϕ ,  

)1,0(∈ϕ  

(11)

Parametr h, ]1,0[∈h  mierzy stopień wygładzenia stopy procentowej. Im 
większy parametr h, tym większy stopień wygładzenia. 

Parametr πβ , πβ  > 0 jest parametrem sprzężenia zwrotnego. Im większy 
jest parametr sprzężenia zwrotnego, tym szybciej eliminowana jest luka po-
między oczekiwaną inflacją i celem inflacyjnym.  
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3. Prognoza inflacji zgodna z regułą instrumentalną polityki  
pieniężnej 

 
Prognoza wskaźnika inflacji )(/ ttTt i+π  na T okresów do przodu wyznaczo-

na w okresie t wyraża się wzorem: 

)(/ ttTt i+π )(/ ttTt iXK += π  

dla odpowiednio zdefiniowanego wektora πK , zależnego od modelu, na pod-
stawie którego wyznaczana jest prognoza wskaźnika inflacji.  

Dla rozważanego w pracy modelu Svenssona [ ]011 == eKπ . 
Wzór na prognozę wskaźnika inflacji ),(/ ttTt i+π  zgodną z regułą polityki 

pieniężnej obliczamy ze wzoru: 

)(/ ttTt i+π  = ∑
=

−+
−+

T

j
tjt

jT
t

T iBAKXAK
1

/1ππ  (12)

Jeżeli prognoza wskaźnika inflacji wyznaczana jest na podstawie modelu 
Svenssona, to powyższy wzór przyjmuje postać: 

)(/ ttTt i+π  = ∑
=

−+
−+

T

j
tjt

jT
t

T iBAeXAe
1

/111  

Wzory, na podstawie których wyznacza się prognozę wskaźnika inflacji  
w zależności od rodzaju stosowanej reguły polityki pieniężnej zestawiono  
w tab. 1. 

 
Tabela 1 

 
Zależność prognozy wskaźnika inflacji od rodzaju reguły polityki pieniężnej 

Rodzaj  
reguły  

polityki  
pieniężnej 

Wzory na prognozę wskaźnika inflacji na T okresów do przodu 
)(/ ttTt i+π  

1 2 

Standar- 
dowa  
reguła  
Taylora  

∑
=

−+
T

j

jT
t

T BAKXAK
1

ππ

))(( 11/1
∗

−+
∗

−+−+
∗ +−++⋅ jtjtztjtz ry ππβαπ  
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cd. tabeli 1 

1 2 
Modyfi- 
kacja  
standar- 
dowej  
reguły  
Taylora  
polegająca  
na za- 
stąpieniu 
luki pro- 
dukcyjnej 
wielkością  
produkcji  

∑
=

−+
T

j

jT
t

T BAKXAK
1

ππ

))(( 11/1
∗

−+
∗

−+−+
∗ +−++⋅ jtjtztjtz rY ππβαπ  

Modyfi- 
kacja stan- 
dardowej 
reguły  
Taylora  
polegająca 
na po- 
minięciu  
realnej  
stopy pro-
centowej 
równo- 
wagi 

∑
=

−+
T

j

jT
t

T BAKXAK
1

ππ ))(( /1/1
∗

−+−+
∗ −++ ππβαπ tjtztjtz y  

Reguła  
tylko  
inflacji 

∑
=

−+
T

j

jT
t

T BAKXAK
1

ππ ))(( /1
∗

−+
∗ −+ ππβπ tjtz  

Reguła  
luki 
bezro- 
bocia 

⋅+ ∑
=

−
T

j

jT
t

T BAKXAK
1

ππ  

))()(( /1/11/1
∗

−+
∗

−+
∗
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∗ +−+−+⋅ tjttjtzjttjtz ruu ππβδπ  

Reguła  
typu  
Calvo 
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Teoretycznie rodzaj stosowanej reguły instrumentalnej ma wpływ na pro-
gnozę wskaźnika inflacji. Jeżeli prognoza wskaźnika inflacji jest wyznaczana  
na podstawie modelu Svenssona, to należy w powyższych wzorach przyjąć  

1eK =π . 
 

4. Analiza empiryczna 
 
Do analiz wzięto pod uwagę dane dotyczące miesięcznych wskaźników in-

flacji, instrumentu polityki pieniężnej – stopy referencyjnej oraz PKB. Ponieważ 
zgodnie ze strategią i założeniami, w ramach strategii bezpośredniego celu infla-
cyjnego od stycznia 2004 r. realizowany jest ciągły cel inflacyjny na poziomie 
2,5% w ujęciu rok do roku, z symetrycznym przedziałem dopuszczalnych  
odchyleń +/- 1 punkt procentowy oraz realizacja ciągłego celu inflacyjnego 
oznacza, że odnosi się on do inflacji mierzonej w ujęciu miesiąc do analogiczne-
go miesiąca poprzedniego roku, a nie jak w latach 1999-2003, wyłącznie  
w grudniu do grudnia poprzedniego roku, dokonano analizy danych miesięcz-
nych z okresu styczeń 2004 r.-marzec 2011 r. Oszacowane parametry modelu 
Svenssona wynoszą: ,00619,0−=α  ,3207,01 =β  .3901,02 =β  

W tab. 2 przedstawiono prognozy wskaźnika inflacji na jeden, dwa i trzy 
miesiące do przodu zgodne z regułą tylko inflacji.  

 
Tabela 2 

 
Prognozy wskaźnika inflacji zgodne z regułą tylko inflacji 

zβ  
Prognoza inflacji dla 

T = 1 
(kwiecień 2011 r.)

T = 2 
(maj 2011 r.) 

T = 3 
(czerwiec 2011 r.) 

0,01 4,26 4,24 4,23 

0,1 4,26 4,24 4,24 

0,5 4,26 4,25 4,24 

1 4,26 4,25 4,24 
1,5 4,26 4,25 4,25 

5 4,26 4,27 4,28 

10 4,26 4,29 4,33 

100 4,26 4,68 5,34 
650 4,26 7,07 15,15 
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Wyznaczając prognozę inflacji zgodną z regułą tylko inflacji możemy  
zauważyć, że inflacja w kolejnych trzech miesiącach nieznacznie będzie się  
obniżać, gdy współczynnik reakcji będzie przyjmował wartości 0,01; 0,1; 0,5; 1; 
1,5. Natomiast im większa wartość współczynnika reakcji tendencja zmian 
wskaźnika inflacji jest przeciwna, wskaźnik inflacji będzie wzrastał nieznacznie 
dla zβ = 5. Im większa wartość współczynnika reakcji, tym większe tempo 
zmian wskaźnika inflacji. 

W tab. 3 zestawiono prognozy wskaźnika inflacji na jeden, dwa i trzy mie-
siące do przodu zgodne z wybranymi regułami instrumentalnymi dla wybranych 
współczynników reakcji zα = 0,5, zβ = 1,5. 

 
Tabela 3 

 
Prognozy wskaźnika inflacji zgodne z wybranymi  

regułami instrumentalnymi (dla zα = 0,5, zβ = 1,5) 

Rodzaj reguły polityki pieniężnej 
Prognoza inflacji dla 

T = 1 
(kwiecień 2011 r.)

T = 2 
(maj 2011 r.) 

T = 3 
(czerwiec 2011 r.) 

Standardowa reguła Taylora  4,26 4,27 4,28 

Modyfikacja standardowej reguły  
Taylora polegająca na pominięciu  
realnej stopy procentowej równo- 
wagi 

4,26 4,26 4,42 

Modyfikacja standardowej reguły  
Taylora polegająca na zastąpieniu 
luki produkcyjnej wielkością pro- 
dukcji  

4,26 4,39 4,57 

Reguła luki bezrobocia 4,26 4,26 4,27 

Rzeczywista wartość wskaźnika  
inflacji 4,5 5 4,2 

 
Na podstawie przeprowadzonej analizy prognoz wskaźnika inflacji zgod-

nych z wybranymi regułami instrumentalnymi, dla reguł instrumentalnych pre-
zentowanych w tab. 3 można również wyciągnąć wnioski, że im większe war-
tości współczynników reakcji, tym wyższe wartości wyznaczonych prognoz 
wskaźnika inflacji. 

Gdy wyznaczamy prognozę wskaźnika inflacji na podstawie modelu Svens-
sona zgodną z zaprezentowanymi regułami instrumentalnymi, to rodzaj za-
prezentowanych reguł instrumentalnych nie ma znacznego wpływu na prognozę 
wskaźnika inflacji, ponieważ istnieje zależność pomiędzy kształtowaniem się 
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dynamiki produkcji i z nią związanej luki produkcyjnej oraz stopą bezrobocia. 
Ponadto wykorzystując do analiz model Svenssona dla horyzontu prognozy 
równego jeden rodzaj stosowanej reguły nie ma wpływu na wartość wskaźnika 
inflacji. Im większy horyzont prognozy, tym wpływ rodzaju stosowanej reguły 
instrumentalnej jest bardziej widoczny. 

 
 
 

Zakończenie 
 
Pomiędzy regułami polityki pieniężnej a prognozą wskaźnika inflacji ist-

nieje sprzężenie zwrotne. Gdy prowadzona jest polityka pieniężna banku cent-
ralnego zwana sterowaniem inflacją, to bank centralny oszacowuje i ogłasza  
publicznie prognozowaną lub celową stopę inflacji i wtedy próbuje sterować ak-
tualną inflacją w kierunku celu przez zmiany stopy procentowej i innych na-
rzędzi kształtujących inflację. Można również wyznaczyć prognozy wskaźnika 
inflacji zgodne z regułami instrumentalnymi.  
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MONETARY POLICY RULES AND FORECASTING  
OF INFLATION RATE 

 

Summary 
 
The feedback exists between monetary policy rules and inflation rate forecast.  

In this paper we analyse the impact kind of monetary policy rules on inflation rate  
forecast. We apply Svensson model and the presentation in the form of state space  
to forecasting of inflation rate. 
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